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RESUMEN

En el presente trabajo se estudian propiedades basicas de singularidades
de aplicaciones diferenciables. Veremos una clasificaciéon de singularidades,
se realiza para la #-equivalencia, en la cual se consideran cambios de coor-
denadas solo en el dominio. Nos aproximaremos a la clasificacién mediante
d-equivalencia estudiando las definiciones bésicas: desdoblamientos, estabi-
lidad, espacio tangente a la 6rbita, &/-codimensién. También estudiaremos
algunos teoremas esenciales, como el de la estabilidad infinitesimal de Mather.
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INTRODUCCION

Desarrollado en el contexto de la teoria de singularidades, donde se consi-
deran aplicaciones suaves f: X — Y entre variedades diferenciables, en este
trabajo analizaremos el comportamiento local de este tipo de aplicaciones.
En el caso en el que la aplicaciéon sea inmersién o sumersién, se conoce a
qué aplicacién es equivalente, por lo que cobra interés el caso en el que la
aplicacién no sea inmersioén, ni sumersion, esto es, cuando sea singular. Uno
de los objetivos principales de la teoria de singularidades es el de clasificar
los gérmenes singulares.

Aunque los matemaéticos conocian el concepto de singularidad, su estu-
dio sistematico no lleg6 hasta mediados de los afios 50 del siglo pasado con
Hassler Whitney, que analiz6 inmersiones de variedades en el espacio eu-
clideo [10] [11]. Al mismo tiempo, René Thom serialaba la relacién entre
las aplicaciones singulares y otras situaciones finito-dimensionales, indicaba
lineas generales en las que avanzar la teoria y abria algunas preguntas, como
averiguar cudndo el conjunto de aplicaciones estables es denso en C™ (X, Y),
ya que dio un método para encontrar contraejemplos de que este conjunto
no tiene por qué ser denso [3]. John Mather respondi6 a esta pregunta en
una serie de articulos, que titul6 Estabilidad de aplicaciones C*= ([5], [6] son los
primeros articulos de esta serie), y es considerado por algunos autores como
uno de los fundadores de la teoria de singularidades [2]. En 1967, Vladimir
Arnold dio una clasificacién de los gérmenes simples.

Entre las aplicaciones de esta teoria encontramos la teoria de catéstrofes,
dentro del campo de los sistemas dindmicos. Es en este &mbito donde R. Thom
realiza una clasificaciéon de los tipos de singularidades, o tipos de catéstrofes.
También observamos aplicaciones en otros campos de las matematicas. Los
movimientos de Kurt Reidemeister, tan practicos en la teoria de nudos, se
pueden ver desde esta perspectiva como singularidades de codimensién 1 de
curvas planas parametrizadas.

En el presente trabajo encontramos una primera aproximacion a la teoria
de singularidades. Comenzando por la definicién de germen de aplicacion,
que resultard sumamente ttil puesto que queremos estudiar propiedades
locales de las aplicaciones, pasando por la clasificacién de gérmenes por -
equivalencia y finalizando con la prueba de que los conceptos de estabilidad
y estabilidad infinitesimal son equivalentes.

Se ha dividido la memoria en tres capitulos:

= En el Capitulo 2 se ve la definicién de germen y los diferentes tipos
de gérmenes, ademds, se enuncian algunos teoremas bésicos como la
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Regla de la cadena o el Teorema de la funcién inversa para variedades.
Se presentan los diferentes tipos de equivalencia de gérmenes junto con
algunas propiedades. El capitulo finaliza con una seccién dedicada a
la clasificacion de gérmenes regulares, que esta totalmente resuelta. El
material en que se base este capitulo es [8].

En el Capitulo 3 veremos la clasificacion de gérmenes de funciones di-
ferenciables por #-equivalencia. Previamente, necesitaremos analizar
algunos conceptos, como el conjunto de gérmenes de funciones, el ideal
jacobiano de un germen, la codimension de un germen y la determina-
cién finita. En este capitulo, todas las definiciones iran acompafiadas
de los resultados necesarios para la clasificaciéon de gérmenes segtun
su codimensién. Veremos algunos ejemplos utilizando el software SIN-
GULAR([1]. La principal referencia consultada en la elaboracién de este
capitulo fue [8], asi como puntualmente [2].

En el Capitulo 4 estudiamos dos de los principales conceptos para la
clasificacion por o-equivalencia: estabilidad y estabilidad infinitesimal.
Presentaremos las definiciones necesarias para definirlos, como el de
desdoblamiento o el espacio tangente extendido. Veremos algunos ejem-
plos y finalizaremos viendo el Teorema de estabilidad infinitesimal de
Mather. Para este capitulo nos basamos en [7].



FUNDAMENTOS

En este capitulo presentaremos los conceptos necesarios para el desarrollo
del trabajo, nos saltaremos las pruebas.

2.1 GERMENES Y TIPOS DE GERMENES

Un concepto fundamental serd el de germen, tanto de aplicacién como de
subconjunto.

Definicién 2.1.1 (Germen). Sean X, Y espacios topolégicos.

» Sif: U - Y,g:V — Y son aplicaciones, donde U, V son entornos
abiertos de x en X, decimos que f y g definen el mismo germen en x si existe
un entorno W C U N V tal que f},, = 8w De esta forma obtenemos
una relacién de equivalencia. Un germen de aplicacién en x es cada una
de las clases de equivalencia bajo esta relacion.

= Dos subconjuntos A, B en X definen el mismo germen en x si existe un
entorno U de x en X tal que A N U = B N U. Esto nos da una relacién
de equivalencia, un germen de subconjunto de X en x es cada una de las
clases de equivalencia dadas por esta relacién.

= Denotaremos por f: (X,x) — Y al germen en x de una aplicacién, o
por f: (X,x) — (Y,y) en caso de que f(x) = y € Y. Cada elemento
f: U — Y delaclase de equivalencia es un representante. El germen de un
subconjunto se denota (A, x). Cada elemento A se llama representante
del germen de subconjunto.

Nota 2.1.2. Enlugar de considerar el germen de aplicaciéon en un tinico punto
x (mono-germen), podemos considerar el germen de aplicacién en un subcon-
junto S C X (multi-germen). La definicién es andloga, basta tomar entornos
de S en vez de x.

Muchas de las propiedades relacionadas con los gérmenes dependeréan de
que exista un representante que las verifique.

Definicion 2.1.3 (Germen continuo). Un germen f: (X, x) — Y es continuo si
existe un representante continuo.

Definicién 2.1.4 (Composicién de gérmenes). Dado un germen continuo
f: (X,x) = (Y,y) y otro germen g: (Y,y) — Z. Tomando representantes
frU-Y,g:V - Ztalesquef(U) C V,lacomposicion g o f: (X,x) - Zesel
germendegof: U - Zenux.
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Definicién 2.1.5 (Germen homeomorfismo). Un germen de aplicacién, pon-
gamos ¢: (X, x) — (Y, y), se llama homeomorfismo si existe un representante
¢: U — V que sea un homeomorfismo entre entornos abiertos Uy V de x
e y en X e Y, respectivamente. Equivalentemente, ¢ es invertible como ger-
men continuo si existe otro germen continuo, 4)_1 1 (Y, y) = (X,x), tal que

o =idyy, 97 0@ =idixy

Definicién 2.1.6 (Imagen inversa de un germen). Sea f: (X,x) — (Y,y) un
germen continuo y (B, y) un germen de subconjunto de Y. Tomando represen-
tantes f: U — Y, B C Y, definimos la imagen inversa por f de (B,y),f_1 (B,y),
como el germen de subconjunto (f~*(B), x).

Definicion 2.1.7 (Germen abierto). Un germen f: (X, x) — Y es abierto sobre
su imagen en x si existe un representante f: U — Y que sea abierto sobre su
imagen x, esto es, si para todo entorno W de x, f (W) es un entorno de f (x) en

fX0.

Definicién 2.1.8 (Imagen de un germen). Sea f: (X,x) — Y un germen
abierto sobre su imagen, definimos su imagen f (X, x) como el germen del
conjunto (f (U),f(x))enY,dondef: U — Y es cualquier representante abierto
en su imagen de x.

Se puede probar que las definiciones anteriores no dependen de los repre-
sentantes elegidos.

Definicién 2.1.9 (Aplicacién suave). Denotaremos por R" al espacio afin
real. Diremos que una aplicacién f: A - R"™ de un abierto A C R” es suave
si es diferenciable de clase C*.

Nota 2.1.10. También se puede considerar el espacio afin complejo, en ese
caso una aplicacion serd suave si es holomorfa.

Sea f: X — Y una aplicacién continua entre variedades X e Y. f sera suave
si para todo x en X existen cartas ¢: U - Aen Xy ¢: V — Ben'Y tales que
xeUCF Y V)ypofodp™': A— Bessuave.

Definicién 2.1.11 (Germen suave). Un germen f: (X,x) — Y, donde X, Y
son variedades, es suave si existe un representante f: U — Y que sea suave.

Definicién 2.1.12 (Difeomorfismo). Sea f: X — Y una aplicacién continua
entre variedades. f es un difeomorfismo si es biyectiva, suave y con inversa suave.
Dos variedades X e Y se dirdn difeomorfas cuando exista un difeomorfismo
entre ellas.

Un germen de aplicacién diferenciable f: (X, x) — (Y,y) es un germen de
difeomorfismo C™ si admite un representante que sea un difeomorfismo C*.

Definicién 2.1.13 (Diferencial). Dada una aplicacién suave entre variedades,
f: X = Y,y x € X; ladiferencial de f en x es la aplicaciéon

dfx: TxX i Tf(x>Y,
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entre los correspondientes espacios tangentes, dada por

dfy(v) = [f o a],
para todo vector tangente v = [a] € T, X.

Teorema 2.1.14 (Regla de la cadena). Sif: X - Y, g: Y — Z son dos aplica-
ciones suaves, entonces

d(g Of)x = dgf(x) °© dfx-

Teorema 2.1.15 (Teorema de la funcién inversa para variedades). Un ger-
men suave f: (X,x) — (Y,y) es un difeomorfismo si, y solo si, df, es un
isomorfismo.

Definicién 2.1.16 (Germen de rango constante). El rango de una aplicaciéon
suave en un punto es el rango de su diferencial en ese punto. Decimos que
un germen f: (X, x) — (Y, y) tiene rango constante r si existe un representante
f+ U — Y tal que f tiene rango r en todo punto u € U.

Como consecuencia del Teorema de la funcién inversa se prueba el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.17 (Teorema del rango constante). Sea f: (X,x) — (Y,y) un ger-
men suave de rango constante r. Entonces, existen difeomorfismos ¢: (X,x) -
(R™,0)y ¥: (Y,y) — (R™,0) tales que ¢ o f o ¢~ 1: (R",0) — (R™,0) es el
germen de la aplicacion lineal

(Uq, ..., uy) = (Ug,...,u,,0,..,0).

Definicién 2.1.18 (Inmersién). Una aplicacion suave entre variedades f: X —
Y es una inmersion en un punto x € X si df, es un monomorfismo. Diremos que
f es una inmersion si lo es en todo punto de X. Un germen f: (X, x) — (Y, y)
serd una inmersion cuando df, sea un monomorfismo.

Analogamente, definimos el concepto de sumersion.

Definicién 2.1.19 (Sumersién). Una aplicacién suave entre variedadesf: X —
Y es una sumersion en un punto x € X si df, es un epimorfismo. Diremos que
f es una sumersion silo es en todo punto de X. Un germen f: (X, x) — (Y,y)
serd una sumersién cuando df, sea un epimorfismo.

Como caso particular del Teorema del rango constante, tenemos el corolario
a continuacion.

Corolario 2.1.20 (Forma local de una inmersién/sumersién). Sea f: (X, x) —
(Y,y) una inmersién o una sumersién. Entonces, existen difeomorfismos
p: (X, x) > (R",0)yy: (Y,y) - (R™,0) talesque ¢ o f o (p_l: (R",0) -
(R™,0) es el germen de la aplicacion lineal

” ) (Uuy,...,uy,,0,...,0), sifesunainmersion,
1s -, Uy g
(Uq, e, Uy), si f es una sumersion.
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Definicién 2.1.21 (Punto critico, valor critico, discriminante). Sea f: X — Y
una aplicacién suave. Decimos que x € X es un punto critico si f no es una
sumersion en x, denotamos por C al conjunto de todos los puntos criticos de
f. Un valor critico es la imagen de un punto critico, el conjunto de todos los
valores criticos, A = f(C), es el discriminante de f.

Definicién 2.1.22 (Valor regular). Sea f: X — Y una aplicacién suave. Un
valor regular de f es un punto y € Y que no es un valor critico (esto incluye a
los puntos y que no estén en la imagen de fy a los puntos y tales que para
todo x € f~(y) f es sumersién en x).

Definicién 2.1.23 (Germen regular/singular). Un germen f: (X,x) — Yes
regular si tiene rango maximo, es decir, el rango de df, es el minimo entre
dim X y dim Y. En caso contrario, diremos que el germen es singular.

Teorema 2.1.24 (Teorema del valor regular). Sea f: X — Y una aplicaciéon
suave y sea y un valor regular de f. Si Z := f~1(y) es no vacio, entonces Z
es una subvariedad de X con codim Z = dim X — dim Z = dim Y. Ademas,
para todo x € Z,

T.Z = ker df,.

2.2 EQUIVALENCIA DE GERMENES

Nos encontramos en disposicion de definir los diferentes tipos de equiva-
lencia entre gérmenes. A partir de ahora, consideraremos f: (X,x) — (Y, y)
un germen de aplicacién diferenciable C*.

Definicién 2.2.1 (Equivalencia de gérmenes de conjuntos). Dos gérmenes de
conjuntos (S, x), (T,y), en variedades X, Y respectivamente, son equivalentes
si existe un germen de difeomorfismo ¢: (X, x) — (Y, y) tal que

(9S),y) = (T,y).

Definicién 2.2.2 (Z%-equivalencia). Dos aplicaciones diferenciablesf: X — Y,
g: X' — Y sonequivalentes a derecha o R-equivalentes si existe un difeomorfismo
¢: X —» X' que haga conmutativo el diagrama

x -y,

| A

es decir, g = f o ¢ 1.
Dos gérmenes diferenciables, f: (X,x) — (Y,y),g: (X', x") - (Y,y"), serén
equivalentes a derecha o R-equivalentes si existe un germen de difeomorfismo
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¢: (X,x) - (X,x') de forma que g = f o ¢!, lo que equivale a que el
diagrama

(X/ x) % (Y/y)

oL A

! A
(X', x')
sea conmutativo.

Proposicion 2.2.3. Todo germenf: (X, x) — Y es %-equivalente a un germen
g: (R",0) - Y, donde n = dim X.

Demostracion. Por ser X una variedad, existird una carta ¢: U — R”, donde
U es un entorno abierto de x. Componiendo esta carta con una traslacién
adecuada se puede obtener ¢(x) = 0, por tanto, ¢: (X,0) —» (R",0) es un
germen de difeomorfismo. El germen ¢: (R”,0) — Y, dadoporg = f o ¢,
es %-equivalente a f. O

Anéalogamente se define el concepto de equivalencia a izquierda.

Definicién 2.2.4 (Z-equivalencia). Dos aplicaciones diferenciables f: X — Y,
g: X — Y’ son equivalentes a izquierda o ZL-equivalentes si existe un difeomor-
fismo ¢: Y — Y’ que haga conmutativo el diagrama

XL)Y

N

es decir, g = ¢ of.

Dos gérmenes diferenciables, f: (X,x) = (Y,y),g: (X',x") = (Y,y'), serén
equivalentes a izquierda o Z-equivalentes si existe un germen de difeomorfismo
¥: (Y,y) —» (Y,y") de forma que ¢ = ¢ o f, lo que equivale a que el diagrama

f
X, x) — (Y, y)
X‘ llﬁ
Y,y

sea conmutativo.

Proposicion 2.2.5. Todo germen f: (X, x) — Y es F-equivalente a un germen
g (X, x) » (R™,0),donde m = dimY.
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Definicién 2.2.6 (&/-equivalencia). Dos aplicaciones diferenciables, f: X — Y,
g: X' - Y' son equivalentes a derecha e izquierda o Sl-equivalentes si existen
difeomorfismos ¢: X —» X', : Y — Y’ tales que el diagrama

es conmutativo, lo que equivale a que ¢ = ¢of o¢~ 1. Similarmente, si tenemos
dos gérmenes de aplicaciones diferenciables, f: (X,x) - (Y,y),g: (X', x") —
(Y',y") diremos que son equivalentes a derecha e izquierda o f-equivalentes cuan-
do existen gérmenes de difeomorfismos ¢: (X,x) - (X', x'),¢: (Y,y) -
(Y',y') talesque g = o f o p~ 1, esto es,

(X/ x) L) (Y/ y)

¢l lt/f

/ / / /
(X ;X ) T> (Y 'Y )
es un diagrama conmutativo.

Proposicién 2.2.7. Todo germen f: (X,x) — (Y,y) es d-equivalente a un
germen g: (R",0) - (R™,0),donden = dim X, m = dimY.

La proposicién anterior justifica que centremos nuestro estudio en los
gérmenes de la forma f: (R",0) - (R™,0).

Nota 2.2.8. Dos gérmenes que sean #-equivalentes seran también &/-equivalentes,
basta tomar ¢ = id. Andlogamente, dos gérmenes ZF-equivalentes serdn /-
equivalentes tomando ¢ = id.

Si llamamos & = &, X 0 &, se tiene que dos gérmenes son F-equivalentes
si, y solo si, existen representantes de los mismos que sean ¥-equivalentes
como aplicaciones. La &-equivalencia es una relacién binaria de equivalencia.

Teorema 2.2.9. Sean f: (X,x) - (Y,y),g: (X', x") -» (Y',y") dos gérmenes
de aplicaciones diferenciables &/-equivalentes, entonces f y g tienen el mismo
rango.

Demostracion. Por ser fy g l-equivalentes, existen gérmenes de difeomorfis-
mo ¢: (X,x) - (X', x"), p: (Y,y) » (Y',y') de formaqueg = ¢pof o (p_l.
Aplicando la Regla de la cadena, se tiene

dgy =d(ofop™)y = dyp, odf, odpgl.

El Teorema de la funcién inversa para variedades aplicado sobre ¢ y ¢~
nos permite afirmar que dy, y d¢! son isomorfismos, luego dg, v df, son
equivalentes como aplicaciones lineales y, por tanto, f y g tienen el mismo
rango. [
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Como consecuencia, sabremos que cuando dos gérmenes no tengan el
mismo rango, no seran Z-equivalentes, y tampoco %-equivalentes. En el caso
en el que el rango de f sea maximo (f sea regular), bajo ciertas condiciones
tenemos el reciproco.

2.3 CLASIFICACION DE GERMENES REGULARES

Esta seccion se dedica al estudio de los gérmenes regulares, su clasificacién
estd totalmente resuelta.

Lema 2.3.1. Sif: (R",0) -» R es un germen de aplicacion diferenciable de
rango mayor o igual que r, entonces es Z-equivalente a un germen del tipo

g: (R",0) - R™
X = (xl +f1(0)/"'/xr +fr(0)/gr+1(x)/"'/gm(x))/

donde g; son gérmenes g;: (R”,0) - Rparai =r+1,...,m.

Demostracion. Como el rango de f es mayor o igual que r, el rango de df; es
mayor o igual que 7, esto es, la matriz jacobiana de f en 0 tiene rango mayor o
igual que r. La matriz jacobiana en 0 es la matriz que en la posicién i, j contiene

df;
i(o)
8x]-

Como su rango es mayor o igual que r en 0, existe un menor de orden r en
0 que es no nulo. Suponemos que el menor no nulo es el formado por las
primeras r filas y columnas, tenemos

Ofi, . f)

d(xXq1, .., X,)

0) # 0.

Definimos el germen ¢: (R",0) —» (R",0) como

P(x) = (f1 () = f1(0), e, f(X) = £(0), Xpy1, e, X)),

para todo x € R".
La matriz jacobiana de ¢ tiene la forma

A B
0 L]

donde la matriz A es la que contiene en la posicién (i, j)-ésima al elemento

a(fi(x) — f;(0 Jf;
(fi (x) f()): f(x)qeo

ax]' ax]
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el,_, es la matriz identidad de orden n — r. Por ello, el determinante de la
matriz jacobiana de ¢ en 0 es no nulo, d¢ es un isomorfismo y, por el Teorema
de la funcién inversa, ¢ es un difeomorfismo.

Definiendog = fo¢~1: (R",0) — R, tenemos que fy g son &-equivalentes,
faltaria probar que g tiene la forma indicada en el enunciado. Dado x un punto
en un entorno de 0, como ¢ es biyectiva, existe un elemento z en el entorno
de O tal que ¢(z) = x, esto es,

x; = ¢;(z) = fi(z) —f;(0), parai=1,...,r.
Luego, parai = 1, ..., r la componente i-ésima de g viene dada por
&) =f (97 ™) =f; (7 (¢(2)) = fi(2) = x; = £(0). O
Notamos que el lema anterior es cierto incluso cuando f no es regular.

Corolario 2.3.2. Sif: (X,x) — (Y,y) es un germen de sumersion regular,
entonces es &-equivalente al germen de la proyeccién

: (R",0) - (R™,0)
X (X100, %),

donden = dim X, m = dim Y. En particular, todos los gérmenes de sumersion
entre variedades con la misma dimensién son &-equivalentes.

Demostracion. Porla Proposicién 2.2.7, fes &/-equivalente a un germen g : (R",0) -

(R™,0). El Teorema 2.2.9 nos dice que fy g tienen el mismo rango que, por
ser f sumersion regular,

n > m = min{n, m} = rango g

serd mayor o igual que m. Aplicando el Lema 2.3.1, tenemos que g es equiva-
lentea 7r: (R",0) - (R™,0), dada por

t(x) = (x1 +8100), ..., %, + 9, (0)) = (X1, ..., Xp,).

Utilizando la transitividad de la @/-equivalencia queda probado el resultado.
O

También se obtiene un resultado similar para el caso de la Z%-equivalencia.

Corolario 2.3.3. Sif: (X,x5) - R™ es un germen de sumersion, entonces es
F-equivalente al germen de la proyeccién

: (R",0) - (R™,0)
X (Xq, e, X)) + f(X0),

donde n = dim X. En particular, dos gérmenes de sumersiénf: (X, xy,) - R™,
g: (X', x5) » R™ son R-equivalentes si, y solo si,

dimX =dim X' y f(xg) = g(x()-



2.3 CLASIFICACION DE GERMENES REGULARES

Corolario 2.3.4. Sif: (X,x) — (Y,y) es un germen de inmersién regular,
entonces es &-equivalente al germen de la inclusiéon

i: (R",0) - (R™,0)

X~ (x1,...,%,,0,..,0),

donden = dim X, m = dim Y. En particular, todos los gérmenes de inmersién
entre variedades de la misma dimensién son &-equivalentes.

Demostracién. El germen f es equivalente, por la Proposicién 2.2.7, a un ger-
men g¢: (R",0) - (R™,0). Como f es una inmersién, n # m y, usando el
Teorema 2.2.9, g tendra el mismo rango de f. Por ser f regular,

rango ¢ = min{n, m}.

Aplicamos el Lema 2.3.1 teniendo en cuenta que el rango de g es mayor o
igual que n y obtenemos un germen /i: (R"”,0) - (R™,0) #-equivalente a g
dado por

h(x) = (21 +§10), o, X, + £5,(0), Hyy i (), v, Hyy (X))

para ciertos gérmenes /1;: (R",0) - (R, 0).Notamos que fy /1 son -equivalentes.

Definimos y: (R™,0) — (R™,0) el germen dado por

P =1, Yo Ynsr = Pucr W1, oY) oo s Y= B Y1, oo, Y))

paray = (Y1, .-, Yn,Yns1s - »Ym)- La matriz jacobiana de ¢ es

I, O
—A Im—n '

donde A es la matriz con componentes oh; (Y1, ..., Y,,)/ Byj coni=n+1,...,m,
j = 1,...,n. El determinante de la matriz jacobiana de ¥ es no nulo, por
tanto, aplicando el Teorema de la funcién inversa, i es difeomorfismo. Como
P o h = i, tenemos que h es F-equivalente a i y, aplicando la transitividad de
la @/-equivalencia y que tanto #-equivalencia como F-equivalencia implican
A-equivalencia, tenemos que f es Z-equivalente al germen de inclusién i dado
en el enunciado. N

Los corolarios anteriores nos permiten clasificar los gérmenes regulares.
Dado un germen regular entre variedades, una vez calculadas las dimensiones
de la variedad de partida y la de llegada, sabremos que es &/-equivalente al
germen de una proyeccién o inclusién (segtn si el germen es sumersién o
inmersién) y, por tanto, también serd &/-equivalente a cualquier otro germen
entre variedades con las mismas dimensiones.
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CLASIFICACION DE GERMENES DE FUNCIONES
DIFERENCIABLES

En este capitulo estudiaremos la clasificaciéon de gérmenes de funciones
diferenciables f: (X, x) - R por #-equivalencia, donde X es una variedad
diferenciable. La Proposicion 2.2.3 nos permite centrarnos en gérmenes de la
forma f: (R",0) - R.

3.1 CONJUNTO DE LOS GERMENES DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

Definicién 3.1.1 (Conjunto de gérmenes de funciones). Llamaremos 0, al
conjunto de gérmenes de funciones suaves con forma

f: (R",0) > R
y R, al conjunto de gérmenes de difeomorfismos
$: (R",0) - (R",0).

El conjunto &, tiene estructura de grupo con la composicién, donde el
elemento neutro es la funcién identidad en R”, idg~, y los elementos son
invertibles por ser difeomorfismos. Podemos definir una accién del grupo
R, sobre el conjunto 0, de la siguiente forma:

p-f=fo9",
parafe€ 0,, ¢ € R, . Efectivamente, dado f € O,
idgn - f = f oidgn = f
y,dados ¢, p € %,
(o) -f=folpop) =foplop™ =¢-(p-f).

Dos elementosf, g € 0, son equivalentes si existe ¢ € &, talqueg = fodp™ ' =
¢ - f, es decir, si estan en la misma £,,-6rbita.

El conjunto 0, tiene estructura de anillo unitario conmutativo. Dados dos
gérmenes f: (R",0) » R, g: (R",0) > R para definir las operaciones suma
y producto, se consideran representantes f: U - R, ¢: V — R, donde U, V
son entornos abiertos de 0 en R. Se define la suma, f + g: (R",0) - R, como
el germen de la funcién f: U NV — R definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x).
De forma similar, el producto es el germen de la funciénf - g: UNV - R

13
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dada por (f - g)(x) = f(x) - g(x). El germen unidad seré el de la funciéon
constantemente 1. También podemos definir una operacién externaa 0, el
producto por elementos de R. Dado A € R,f € O,, se tiene (A-f)(x) = A-f(x).
Por tanto, 0, es un R-algebra.

Consideramos el subconjunto de 0,,,
m, = {f€ 0, :f(0) = 0}.
Veamos que este subconjunto es un ideal. Dados f,g € m,,,
(f +8)(0) =f(0) +g(0) =0,

por tanto, f + g € m,,. Dadosfe m,,, h € 0,
(h-£)(0) = h(0) - f(0) =0,

luego, h - f € m,,.

Para cualquier I C 0,, ideal propio (I # 0,,) veremos que I C m,,. Supon-
gamos que I € m,,, entonces existird un germen f € I tal que f ¢ m,,, es decir,
£(0) # 0. Como f es continuo, se tiene que f (x) # 0 para todo x € U, donde U
es un entorno de 0. Existe una funcion,

1
]—c: U —- R diferenciable de clase C*,

por tanto, existe el germen

1
—: (R",0) - R
f

y se tiene

()

es decir, f es invertible®. Como f € I, esto nos lleva a que I = 0,,, una contra-
diccién. Concluimos, por tanto, que m,, es el ideal maximal de O, y que O,, es
un R-algebra local.

Proposicién 3.1.2. El ideal m, estd generado por xq,...,x, (las funciones
coordenadas de R").

1 Hemos probado que sif € O, cumple f(0) # O, entonces f es invertible.



3.1 CONJUNTO DE LOS GERMENES DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

Demostracion. Tomamos f € m,,, entonces f (0) = 0y se tiene

1d
fx) =f@) = £©0) = |, - [F(tx)] dt

n
Regla de la cadena (1 af 1 af
= —(tx)x;dt = i — (tx)dt
fo 1:21 axi( 0 ;xl fO axi( o

gi(x)

= Z x;9;:(X). [
i=1

Nota 3.1.3. La potencia k-ésima del ideal m,,, mk, esta generada por todos los

monomios de grado k. Por ejemplo, cuandon =1, m’f = (x*y. Cuando n = 2,

k k k-1 k-1 _k
my = (X7,X] "Xp,...,X1Xy ,X5).

Proposicion 3.1.4. El cociente 0,,/m,, es un cuerpo.

Demostracion. Veamos que todo elemento no nulo de 0, /m,, es invertible.
Tomamos f + m,, un elemento no nulo, este verificara f € m,,, luego, f(0) # 0y
podemos afirmar que f es invertible en 0,,. Como f es invertible, existe g € 0,
talquef - ¢ = 1. Veamos que ¢ + m,, es el inversode f + m,,,

f+m)@+m,) =fg+m, =1+m,. O
Proposicion 3.1.5. El cociente 0, /m,, es isomorfo a R.

Demostracion. Consideramos la aplicacién ¢: 0, — R, viendo R como un
algebra sobre si mismo, dada por ¢(f) = f(0). Veamos que ¢ es un homomor-
fismo de R-algebras.

Dadosf,g € 0,, A, u € R, se tiene,

PAf + ug) = (Af +ug)(0) = Af(0) + ug(0) = AP(f) + uep(Q)

P(fg) = (f8)(0) = f(0)g(0) = ¢(NHp(g).

Ademas, ¢ es un epimorfismo, dado A € R, la funcién constante A € O, va a
parar a A a través de ¢. El nticleo de ¢, se corresponde con el ideal m,,, por el
Teorema de isomorfia para homomorfismos de 4lgebras,

0,/m, =R,

y el isomorfismo es el dado por ¢: 0,/m, — Im¢p = R, definido como

O(f +m,) = ¢(f) +m,,. O

Corolario 3.1.6. Un ideal I de O, tiene codimensién 1 si, y solo si, [ = m,,.

15
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Demostracién. Como 0, /m,, esisomorfo a R, codim m,, = 1. Reciprocamente,
tomamos [ un ideal con codim I = 1. Tenemos codimI # 0,1 # O,, por
tanto, el ideal I debe estar contenido en el ideal maximal. I C m,, y codim [ =
codim m,,, implican que I = m,,. O

Nota 3.1.7. Se puede calcular la codimensién de la potencia k-ésima del ideal
maximal [8],

o (n +k— 1)
codimmy, = .
n
Consideramos, para cada k > 0, el conjunto de O,
il
Zr = {fE O,: Ey
Notamos que en caso de que k = 0, &) = m,,. Ademds, se verifica

LoD LD DF D

(0) = 0 para todo multiindice « con |a| < k} .

Veamos que Z es un ideal independientemente del valor de k. Dados
f, ge < ks
a\oc\(f +9) aIIXIf alwlg
— 0 =—(0) +
ox* ox“ ox“

f + g€ & Tomando h € O,, queremos ver que h - f € £}, para ello probare-
mos por induccién sobre el orden del multiindice que dadas f,h € 0,;, toda
derivada parcial de orden ¢ de / - fla podemos expresar como combinacién
lineal de derivadas parciales de f de orden menor o igual que {. Cuando { =1,

a(h-f) oh of
= —f+h—.
axl’ axi axl’
Suponemos que es cierto para |¢| = ¢, se tiene
o' (h - f) oPlf
T = L e

0) =0,

1BI<t

donde Cap € 0,,. Veamos qué ocurre en el caso o] = { + 1,

I 9 ( 9 P alﬁlfacaﬁ)
IBI<t

= —_— + —
0x~ dx; ox* dx; oxP Cap T o 0x;

Cuando f € &, setendrd h - f € .
Como la interseccion de ideales es también un ideal, podemos considerar
adicionalmente el ideal

Ze=[]%
k=0

el ideal de los gérmenes con derivadas parciales nulas en x = 0.
Veamos la relacion del ideal &£, con el ideal maximal de O,,.
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Proposicién 3.1.8. Se verifica
k
my, = Zq,
para todok > 1.

Demostracién. Realizaremos la prueba por induccién sobre k. Ya hemos comen-
tado que m: =Ly =%_1,conlo que tendriamos el caso base. Supongamos
que mk = &Z,_;. Como las derivadas parciales de orden k de los monomios
de orden k + 1 en el cero son nulas, se tiene

mﬁ“ Q 3](.

Por otro lado, si f € £, se cumple f € m,, por la Proposicién 3.1.2, f =
g1%1 + - + §,%,,, con

1 of

g0 = [ 3, (R

Asi, para un multiindice « cualquiera,
1 0 a""'f

—_ 2 (x) = ——(tx)t"Igt,

oxy'! ...8xﬁ”( : fo ox; Ox7 " ...axfi”( :
que,enx = 0,

8""'g1~ d 8""'f

1
————(0) = ————=(0) | "t
oy ...axﬁn( : dx; 0x1 ...axﬁ"( )fo

es 0 cuando |a| < k — 1. Luego, §; € &1 = mﬁ para todoi = 1,...,n. Por

tanto, f € m,mk = mk+1, O

Presentamos a continuacién un resultado algebraico que resultara préctico
para demostrar varios resultados del trabajo.

Lema 3.1.9 (Lema de Nakayama). Si A es una K-dlgebra y M es un ideal de
A tal que para todo m € M, 1 + m es invertible. Entonces, para todo par de
ideales I, | de A con I finitamente generado, se verifica

sil] C ]+ MI, entonces[ C |.

Demostracion. Sean xq, ..., x; los generadores de I. Sil C ] + MI, podemos
expresar

t
X; =Y; + ZAI‘]'X]', cony; € ],/\i]' € M,
=1

para todoi = 1, ..., t. Matricialmente, podemos escribir las expresiones ante-
riores como

X =Y+ AX,

17
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donde X = [x;1;,Y = [y;], A = [Al-j]ij. Operando, la ecuacién anterior queda

con I; la matriz identidad de orden t. Nos preguntamos si la matriz I; — A es
invertible en A, esto ocurrird cuando su determinante lo sea. Para calcular el
determinante tendremos en cuenta que el determinante de una matriz de la
forma xI, — A es un polinomio x’ + a,_yx'~! + --- + 4, donde los a; son sumas
y productos de los elementos A;;. Por tanto, el determinante de I; — A tendra
la forma 1 + m, con m € M sumas y productos de A;;. Por hip6tesis, 1 + m es
invertible para todo m € M, asi la matriz I; — A es invertible y se cumple

X =1 -AN)1Y.

Como cada x; se puede expresar como combinacién lineal de los elementos
Yjy X1,..., X4 € J'y, por tanto, I C J. O

Corolario 3.1.10. El dlgebra O, y el ideal m,, verifican las hipétesis del Lema
de Nakayama.

Demostracion. Un elemento m pertenece a m,, si, y solo si, m no es invertible.
Dado m € m,; si 1 + m no fuera invertible, 1 + m € m,,, pero entonces 1 € m,,
con lo que m,, = 0,, llegando a contradiccién. O

Podemos definir también el ideal
o0
co __ k
m; = ﬂ my,
k=1
que verifica

oo oo
my = [|mf = [| % = Lo,
k=1 k=0
es decir, es el ideal de las funciones cuyas derivadas parciales de cualquier
orden en 0 son nulas. El Lema de Nakayama nos permite probar que este ideal
no esté finitamente generado. Supongamos que m,;” esta finitamente generado,
aplicamos el Lema de Nakayama tomando I = m,, y | = {0}, una vez que
veamos que m,7 C m,m,’, podremos concluir que m,7 = {0}, llegando a
contradiccion.
Veamos dicha inclusién. Tomamos f € m,’, en particular, f € m,, y, por

s 1 9
la Proposicién 3.1.2, f = x191 + -+ + x,9,, con g;(x) = fo a—f(tx)dt para
Xi
i =1,...,n. Como vimos en la demostracién de la Proposicién 3.1.8, para
cualquier multiindice «,

8i J i 1
——(0) = —————=(0) | #dt.
oxy! ... xﬁ”( ) dx; Ox]! ...8xﬁ”( )fo

altxl

Esto nos dice que g; € m;’, por tanto, f € m,,m,;’".
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Proposicion 3.1.11. Un ideal I de O, tiene codimensioén finita si, y solo si,
existe k > 1 tal que m) C .

Demostracion. Sila codimension de I es finita, consideramos la sucesion de
ideales

I+m,D>I+m2>-DI

Como la codimensién de I es finita, la sucesién para en algtin punto, luego,
existe k > 1 tal que

[+mf =T1+mkt!
por tanto, mk c T+mh+t, Aplicando el Lema de Nakayama, se obtiene mk C 1.
Siexisteunk > 1tal que mk C I, se tiene dimg 0,/ < dimg O,,/m~. Como
la codimensién de la potencia k-ésima de m,, es finita, el ideal I también tendra
codimensioén finita. O

Corolario 3.1.12. Sea I un ideal finitamente generado por fi, ..., f;en O, y
V() el germen del conjunto de ceros,

V) ={x¢€ R" :fl(x) = ... :ft(x) = 0).
Sila codimensién de I es finita y no nula, entonces V (I) = ({0}, 0).

Demostracion. Como la codimensién de I es no nula, el ideal es distinto de 0,
y, por tanto, f] no es invertible, paraj = 1, ... t. De esta forma obtenemos que
f]-(O) = Oparatodoj =1,...,t esto es, x = 0 es una solucién del sistema. La
proposicién anterior nos permitird probar que esta es la tinica solucién en un
entorno suficientemente pequefio.

Como la codimensién es finita, existe k > 1 tal que m,li C I. Para cada
i=1,...,nse tiene

t
k _
X; = Zgi]f]-, con g;; € O,.
j=1

Si x es una solucion del sistema, anulara a todas las f] y, por tanto, también

anulara a las funciones x;‘ parai = 1,...,n. Sin embargo, el tinico valor que
verifica esta altima propiedad es x = 0. O

Ejemplo 3.1.13. El corolario anterior nos proporciona un criterio para saber
cuando un ideal tiene codimension infinita. SI [ = (xz, yz) en 03, entonces

VD) ={xy) :x=y =0},
el germen del eje z. Por tanto, el ideal I ha de tener codimensién infinita.

La definicién a continuacion resultard de utilidad para calcular la codimen-
si6n de un ideal.
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Definicién 3.1.14 (Codimension k-ésima de un ideal). Sea I unideal de 0, y
ke {0,1,2,...,} la codimension k-ésima del ideal I es

I+ m,];
codimy I = dim W
Proposicién 3.1.15. Dado [ un ideal de 0,,, se cumplen:
1. paracadak =0,1,2,..., codim; I < oo,
2. sicodimy, I = 0 para algun ky, entonces codim; I = 0 para todo k = ko,
3. codim I < oo si, y solo si, codim; = 0 para algtn k,

4. sicodim I < oo, entonces

codim I = codimg I + codim; I + codim, I + ...

Demostracion. 1. Se tiene mk*! C mk*1 4 I luego,

codim (mf*1 4+ 1) < codim mA*! < co.

Entonces, (I + mk) /(I + mk*1) es un subespacio de 0,,/ (I + mk+1) y, por
tanto, tiene dimension finita.
2. codimy I = 0si, y solosi, I + m,’ﬁ =1+ m,]f”l, pero, aplicando el Lema

de Nakayama, vemos que esto ocurre si, y solo si, m,, C L.

3. Basta utilizar la cadena de equivalencias del apartado anterior y la
Proposicion 3.1.11.

4. Consideramos la cadena de ideales

k
O,=1+m2I+m, DI +m22--2I+m =1

Paracadak = 0,1, ..., ky — 1 tomamos V} un suplementario de I + mk+1

en I + m¥, esto es, el conjunto que verifica
[+mf =T +mih @ V.
Entonces, un suplementario de I en en el espacio 0, vendra dado por

Voo Vi@ @ Vi 4

codim [ = dll’n(VO @ Vl DD Vko—l)
= dim VO + dim Vl + -+ dimko_l

= codimg I + codimy [ + -+ + codimy _q I.
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Definicién 3.1.16 (Homomorfismo inducido). Dado un germen de aplicacién
f: (R",0) - (R™,0), se define el homomorfismo inducido por f como

f: 6y~ 0,
h—hof.

Proposicién 3.1.17. El homomorfismo inducido por un germen f: (R"™,0) —»
(R™,0) es, efectivamente, un homomorfismo de R-algebras.

Demostracion. Dados g, h € O, A, u € R, se tiene
frAg + puh) = (Ag + ph) of = (Ag) of + (uh) o f
=Agof)+uthof) =Af*(g) + puf*(h)

y
fr@gh)y = @gh)yof = (gof)hef) =f"(Q)f" (h). [
Ejemplo 3.1.18. Cuando n > m, definimos el germen de la proyeccién como
m: R" - R™

(X1, 000, X)) = (X7, e, X))
Calculamos el homomorfismo inducido por 7, este serad

0, - 0,

frferm

aplicado sobre (xq,...,x,,), T (f) (X1, ... , X)) = form(Xy, .o, X)) = f(X1, 0. Xppp)-
De esta forma, podemos ver los gérmenes de 00, como gérmenes en O, que
solo dependen de las m primeras variables. De hecho, la imagen de 77, el
subconjunto de 0,, que solo depende de las m primeras variables, es una
subdlgebra de 0, utilizando m* podemos identificar @, con esta subélgebra.
Utilizando esta identificacion, se tiene

0O, C 0O, C O5C ...
Ademas, " es un monomorfismo, cuando 77*(f) sea 0 en O,,, fserda 0 en O,,,.
Ejemplo 3.1.19. En caso m > n, consideramos el germen de aplicaciéon

i: R" > R™

(X1, e, %) = (X1,...,%,,0,...,0).
El homomorfismo inducido por i es

i*: 0, - 0,

frefed,

() (xq, ., %) = foi(xy, ..., x,) = f(xq,...,%,,0,...,0). i es un epimorfis-
mo, ya que dado f € 0, consideramos el mismo germen en 0,,, utilizando
la identificacion del ejemplo anterior, y se tiene que su imagen por i* es f.

Ademas, el ndcleo de i* esta formado por los gérmenes f € 0,, que verifican
f(xq,...,%,,0,...,0) = 0.
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3.2 IDEAL JACOBIANO

Definiciéon 3.2.1 (Ideal jacobiano). Sea f € 0,,, definimos el ideal jacobiano de f
como el ideal generado por las derivadas parciales de f de primer orden,

o o
Jr=Aor )
x| ox,
Definicién 3.2.2 (Codimensién de un germen). Dado un germen f € 0, la
codimension de f serd la codimension de su ideal jacobiano,

O,
di = codi =dim ——— .
codimf = codim Jr = dim B E3
ax,” " ox,
Ejemplo 3.2.3. » Siconsideramos el germen f (x4, ..., x,,) = X34+ X2

en 0, entonces Jr= X1, e, %) =my y codimf = dim(0,,/m,) = 1.

» Tomamos f(x1,x,) = x1 + x’é” entonces ]f = <x1,x§) y codim f =

dlm(@2/<x1,x2)) e k

» Sea f(xq,x) = x%xz, entonces ]f = <x1x2,x%> y se tiene codimf =
dim(@2/<x1x2,x%>) = oo.

Proposicion 3.2.4. Dado f € 00,,. codim f = 0 si, y solo si, f es regular.

Demostracién. Si codimf = 0, se tiene [y = O,. Supongamos que f no es
regular, entonces las derivadas parciales df / dx; serian elementos de m,,, luego
Jr € my, llegando a contradiccion con la hipétesis. Reciprocamente, si f es un
germen regular, alguna derivada parcial df /dx;(0) es no nula. Por ello, df /9x;
es invertible y Jr = O,,. O

La siguiente proposicién nos muestra una gran utilidad de la codimensién
de un germen.

Proposicion 3.2.5. Sean f,g € 0, gérmenes R-equivalentes, entonces las
algebras 0, /]ry 0, /], son isomorfas. En particular, codim f = codim g.

Demostracion. Como f, g son F-equivalentes, existe ¢: (R”,0) — (R",0)

germen de difeomorfismo tal que ¢ = f o ¢. El homomorfismo inducido

por ¢ nos da un homomorfismo de R-dlgebras, ¢*: 0, — 0,, que es un

isomorfismo con inversa (4)‘1)*. A partir de este isomorfismo obtendremos

una aplicacién ¢*: 0,/ Jr = 0,/]; que lleva un elemento h + J; € 0, /] al

elemento ¢™ (h + Jp). Para ver que estd bien definida tenemos que probar que
= ¢ ( ]f). Usando la regla de la cadena, se tiene

g (o I ¢ 0P,
5l o) 52 (5 o ew

j=
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esto es, ]g C ¢*( ]f). Utilizando la propiedad simétrica f = g o (,b_l se prueba
que ¢ (J) C J,. Basta usar que ¢* es un isomorfismo de dlgebras para obtener
que ¢* es un isomorfismo y, por tanto, codim f = codim g. O

La proposicién anterior nos da un criterio para probar cudndo dos gérmenes
no son J-equivalentes: calcular sus codimensiones y ver que difieren.

Ejemplo 3.2.6. Tomamos el germen f (x) = x* en 0. Su ideal jacobiano es

?
Jr = <a_§> = (),

luego codim f = k — 1. Utilizando la proposicién anterior, los gérmenes de la
forma x' con k # {no serdan F-equivalentes a f.

Como consecuencia del Corolario 3.1.12 se tiene la siguiente propiedad.

Proposicién 3.2.7. Dado un germen f de codimensién finita y no nula, el
germen del conjunto singular 2(f) = {x € R" : f tiene rango 0 en x} coincide
con el germen ({0}, 0), esto es, el 0 es un punto singular aislado de cualquier
representante de f.

A continuacién, vamos a estudiar la relacion entre la codimension del ideal
Jry la del ideal m, J;, ya que serd de utilidad a la hora de clasificar gérmenes.

Lema 3.2.8. Dado f € 0,, la codimension del ideal ]f es finita si, y solo si, la
codimension del ideal m, J; es finita.

Demostracion. Supongamos que J tiene codimension finita, entonces, por la
Proposicién 3.1.11, existird un k > 1 tal que mk C Jr- Si multiplicamos ambos
ideales por m,, obtenemos mktl Cm, Jf- 1o que nos da

codim m,, ]y < codim mhtl < oo

Reciprocamente, si m, ] tiene codimension finita, como m,, Jr € J, la codimen-
si6n de J; también serd finita. o

Lema 3.2.9. 5i ¢: (R",0) — R" es un germen de aplicaciéon que cumple
¢(0) # 0, entonces existe un germen de difeomorfismo ¢: (R",0) —» (R",0)
verificando

d¢
§°¢=a—xl-

Demostracion. Consideramos F: (R"*1 0) —» R" el flujo del germen ¢, esto
es, el tinico germen que para x € R", ¢ € R verifica:

» F(x,0) =x,
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= 9F/0t = ¢ o F.

Como ¢ (0) # 0, alguna de sus componentes serd no nula, supongamos que
es la primera, es decir ¢; (0) # 0.
Definimos

¢: (R",0) - R”
xw— F(0,x5,...,x,,x1).
Veamos que ¢ es el germen que verifica las propiedades del enunciado.

Utilizando la definiciéon de ¢ y la primera propiedad del flujo F, se tiene
$(0) = F(0,0) = 0.

Se cumple
¢ oF
a—xl(x) = E(O,xz,...,xn,xl) =¢oF(0,x,...,%,,X1) = C o ¢p(x).

Para ver que ¢ es difeomorfismo tenemos, por un lado, que

dg
—(0) =4(0) #0.
Bxl

Por otro lado, parai = 2,...,n,

¢ 0 oF 00

axi( ) = axi( ,0),
tomando derivadas parciales respecto de x; en la expresiéon F(x,0) = x se
obtiene

oF 0 ox

—_— x, = — = e~,

axi ( ) axi !
donde e; es el i-ésimo vector de la base canénica de R". Por tanto, el jacobiando

de ¢ en el punto 0 es distinto de 0 y podemos afirmar que ¢ es difeomorfismo.
O

Proposicién 3.2.10. Sif € 0, es un germen de codimensioén finita y no nula,
entonces

codim (m,Jp) = codim f + n.

Demostracion. Comenzamos viendo que Jr se puede expresar como la siguien-
te suma
o }

—mJ+ R{—, ..
Jr = mals {8x1 ox,



3.2 IDEAL JACOBIANO

Dado g € J;, por definicion, se expresa como

n af
g = Zgig, donde g; € O,,.
i=1 i

Cada germen de 0,,, en particular los g;, se puede descomponer de la forma
i = (g — 8i(0)) + g;(0). Dado que g; — g;(0) € m,;, hemos descompuesto g
como buscabamos. La inclusién contraria es trivial. 5

Veamos ahora que si &y, ... &, son gérmenes tales que ) gia_j:. = 0, entonces

¢;(0) = O0paratodoi =1,...,n. Supongamos que existe un i tai que ¢;(0) # 0,
entonces al definir el germen ¢: (R"”,0) - R" como ¢ = ({1, ..., §,) se cum-
ple ¢(0) # 0. Utilizando el lema anterior, existe un germen de difeomorfismo
¢$: (R",0) - (R",0) tal que d¢p/dx; = ¢ o ¢. Consideramos el germen
g = f o ¢, por definicién, ¢ es #-equivalente a f, por la Proposicién 3.2.5,
codim f = codim g, luego g tendrad codimensién finita y no nula. Aplicando
la regla de la cadena obtenemos

i (Y I« (9 - Jf
ox, (ax.“”) ox :Z(ax. °¢)‘;’°"’: (Zgé)c"l’zo’
i=1 i 1 i=1 i i=1 Y
esto es, g no depende de la variable x;. Cualquier punto del eje x;, tan cercano
a 0 como queramos, serd un punto singular, lo que nos lleva a contradiccién,
ya que la Proposicién 3.2.7 nos dice que el origen de R” es un punto singular

aislado de g.

Terminaremos la prueba viendo que la expresion de Jr dada al comienzo
de la misma es una suma directa y que las derivadas parciales de f respecto
de x; son linealmente independientes sobre R.

Supongamos que existe g € m, Jr N R{df/dxy, ..., df /ox, }, entonces

n af n af
§= 2.8 =2 iz~
i=Zl laxi i—1 laxi

1
donde g; € m,,A; € R. Reescribiendo esta expresién obtenemos

Jpp— /\ _— = 0’
Lisi=M5

por lo probado anteriormente, g;(0) — A; = 0 paratodoi = 1,...,n. Como
g € my,, g;(0) = 0,luego A; = 0, para todoi = 1,...,n. Por tanto, g = O,
la suma es directa. Utilizando un razonamiento similar se obtiene que las
parciales df /dx; son linealmente independientes sobre R. De esta forma
obtenemos que
dimp L =n
mn] f

y, COMo mn]f C ]f co,,

O )
- :dimR—n+dimR—f = codimf +n. O
m,Jr I m,Jy

codimm, ] = dimg
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3.3 DETERMINACION FINITA

La determinacion finita serd otra de las herramientas que nos ayudaré a
clasificar gérmenes, para poder definirla necesitamos conocer el concepto de
k-jet de un germen.

Definicion 3.3.1 (k-jet de un germen). Dado un germen f € 0,, k € N, se
define el k-jet de f, denotado por j*f (0), como el desarrollo de Taylor de orden
k de un representante de fen 0,
k ||
1 0“f
o=, ~

=0 & 9x*

(0)x“.

Definicién 3.3.2 (jet infinito de un germen). Dado un germen f € 0,, se
define el jet infinito de f, denotado jf (0), como el desarrollo completo de
Taylor de un representante de f en el punto 0,

= 194
O =) =

=0 ! ox*

(0)x™.

Notamos que esta serie solo serd convergente cuando f sea el germen de una
funcién analitica en un entorno del punto 0.

Veamos algunas propiedades de los k-jets.
Proposicién 3.3.3. Dados f, g € 0,, se cumple
1. K(F +9)(0) = /£ (0) + j*¢(0), para todo k = 0,1, ..., oo,
2. jk(/\f)(O) = Ajkf(O), paratodoA € Rytodok =0,1,...,00,

3. sifes el germen de un polinomio de grado menor o igual que k, entonces
/£ (0) = £, en caso de que el grado de fseam >k, f = ZTZ:O a,x*, se
tiene

k
]kf(o) = Z azxxa/

la|=0

4. sify = jkf(O),gk = jkg(O), entonces jk(fg)(O) = jk(fkgk)(O),para todo
k=0,1,...,
5- T (f8)(0) = j<f(0)jg(0).

Demostracién. 1. Basta aplicar la linealidad de la derivada,
K19 +g)
=0 &l ox*

k1 79 ol
:Z—( f(0)+ g(O))x“

1 o o
=0 &! \ ox ox

= j*£(0) + j*g(0).

P+ 2)(0) (0)x“
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2. También se prueba utilizando las propiedades de las derivadas parcia-
les,

k IIXI( f) 1 alﬂél

FAf)0) = Z —

la|= 0

0)x* = A( ) = Aj*f(0)

la|= 0 al ox”

3. Como todo polinomio es combinacién lineal de monomios, las dos
propiedades anteriores nos permiten realizar la prueba en el caso en
que f sea un monomio, esto es, f = xﬁ, B = (B1,..., Bn). La derivada
parcial respecto de un multiindice cualquiera « = (a4, ..., ,,) es

a|a| !, : = B,
0]:(0) _ e sia B
0x 0, sia#B.

Por tanto, cuando 8] < k,

k1dw

j*f(0) =

w=0 &

Cuandof =Y.

o
aj=0 B X", con m > k,

k
*f o) = Z a,x* + 0.
la|=0

4. Definimos F = f — f,G = g — g, gérmenes en O,, utilizando las
propiedades de los k-jets ya probadas, se cumple

FE0) = £ (0) — /£ (0) = 0 = j4(0) — j*3(0) = /*G(0).

Tenemos, por tanto, que las derivadas parciales de F y G de orden menor
o igual que k son nulas en el punto 0, esto es, F, G € Z. Calculamos

fg = G*F(0) + F)(7*¢(0) + G) = figr + £iG + giF + FG.

Como F, G € &, se tiene que f,G + g F + FG € £}, luego,
F(f2)(0) = 1" (figi) (0) + J (G + i + FG)(0) = 1*(fig1)(0) + 0.

5. Sean

FFO) = ) axt, j78(0) = ) byt

la|=0 |x|=0

iTf(0)j<g0) = Z cx*, dondec, = Z agb.,.

la|=0 a=B+y
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Queremos ver que, para cualquier valor k > 0,

k
D) = ) cox.

|a|=0
Efectivamente,
k k 2k
F(f)(0 = f* ( PILEIDY bax“) (0 = j* ( > cax“) (0)
la]=0 la|=0 la]=0
k
= Z Cu X, O
la|=0

Ya nos encontramos en disposiciéon de definir cudndo un germen esta k-
determinado, notamos que esta propiedad puede enunciarse para diferentes
tipos de equivalencia, en este caso nos quedamos con la #-equivalencia.

Definicién 3.3.4 (Germen k-determinado). Sea k € N. Decimos que un ger-
men f € O, esta k-determinado cuando para todo g € 0,, cumpliendo

j*f(0) = fg(0)

se tiene que fy ¢ son #-equivalentes. Diremos que f esta finitamente determinado
cuando esta k-determinado para algtn k > 0.

Nota 3.3.5. Intuitivamente, un germen estara k-determinado cuando su %-
clase no cambie al afiadir términos de grado mayor que k.

Nota 3.3.6. Sif € 0, esta k-determinado para cierto k > 0, también estara
{-determinado para todo ¢ > k.

Definicién 3.3.7 (Grado de determinacién de un germen). Llamamos grado
de determinaciéon de un germen f € O, al menor k tal que f esta k-determinado.

Nota 3.3.8. Si un germen f esta k-determinado, entonces es %-equivalente a
su k-jet. Asi, la determinacion finita nos permite simplificar el problema de
clasificacién por -equivalencia al caso en el que los gérmenes sean polino-
mios.

Proposicién 3.3.9. No existen los gérmenes 0-determinados.

Demostracién. Supongamos que existe un germen f € 0,, 0-determinado, esto
es, para todo g € O, cumpliendo f(0) = g(0) se tiene que fy g son %-
equivalentes. Entonces, g(x) = f(0) + xq,8(x) = f(0) serian %-equivalentes
a fy, por tanto, #-equivalentes entre si. Hemos llegado a una contradiccién,
ya que g no es constante y ¢ si lo es. [

Proposicién 3.3.10. Seaf € 0,,. f es 1-determinado si, y solo si, f es regular.
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Demostracién. Si f no es regular, entonces j'f (0) = f(0). Definimos g(x) =
£(0) + x%,§(x) = f(0) que no son R-equivalentes entre si, luego no pueden
ser las dos %-equivalentes a f. Sin embargo, j1g(0) = j1§(0) = jf(0), por
tanto, f no estd 1-determinado.

Reciprocamente, si f es regular, entonces los gérmenes g € 0,, que verifiquen
j1£(0) = j1¢(0) también lo seran y, ademas, g(0) = f(0). Esto implica que son
equivalentes, ya que son equivalentes al germen h(x) = f(0) + xy. O

Proposicién 3.3.11. No hay gérmenes no nulos finitamente determinados en

m,” .

Demostracién. Supongamos que existe f # 0 finitamente determinado en m;;”,
como j*f(0) = 0, f seria R-equivalente a 0, pero esto solo ocurre cuando
f=0. O

Proposicién 3.3.12. Sif, g son gérmenes A-equivalentes y festa k-determinado,
entonces g esta k-determinado. El grado de determinacién de un germen es
un Z-invariante.

Demostraciéon. Como fy g son R-equivalentes, existe ¢ un germen de di-

feomorfismo tal que ¢ = f o ¢. Tomamos § € 0, tal que j*§(0) = j*¢(0),

nos preguntamos si g y § son &-equivalentes. Definimos f =go gb_l, un

germen %-equivalente a §. Si probamos que j*f(0) = j*f(0), como f esta

k-determinado fy f serdn %-equivalentes y, por tanto, g y § también lo seran.
Las condiciones j¥§(0) = j*¢(0) y /*f(0) = j*f(0) equivalen a que

g-gemt, f-femtl
Consideramos el isomorfismo inducido por ¢, ¢*: 0, — O,,. Se cumple
PHr=fop=g ¢H=Ffop=%§

Como ¢*(f —f) = g — § € mk*1, se tiene f — f € (¢*) "1 (mk*1). Basta probar

que (¢*)"H(mk*1) = mht! o, equivalentemente, que ¢* (mk*1) = mhA+t,
Como ¢* es biyectivay m,, # O, se tiene ¢*(m,,) # O, y, por ser m,, el

ideal maximal, ¢*(m,) C m,. Aplicando el mismo razonamiento a (qb*)_1

obtenemos la inclusién contraria, es decir, tenemos que
(P* (m,) =m,.

Esto nos ha servido como caso base para razonar por induccién sobre k.

Supongamos que ¢~ (m,];) = m,li, entonces

¢*(mith) = p*(mkm,,) = ¢*(mh)¢*(m,,) = mim,, = mk*,

como querfamos probar. O
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Definicion 3.3.13 (Gérmenes @k-equivalentes). Dos gérmenes f, g € 0,, son
%k-equivalentes si existe un germen de difeomorfismo ¢: (R",0) - (R",0)
tal que

*2(0) = *(f o )(0).

La condicién anterior depende tinicamente de los k-jets de f, g y ¢, luego
el problema de la %*-equivalencia solo depende de un nimero finito de
incégnitas (los coeficientes de j*¢(0)).

Sify g son %-equivalentes, seran %k-equivalentes para cualquier k > 0, a
continuacién vemos una condicién que nos da el reciproco.

Proposicién 3.3.14. Si f,g € O, son gérmenes X*-equivalentes y f esta k-
determinado, entonces f y ¢ son &-equivalentes.

Demostracion. Por definicién de %k-equivalencia, existe un germen ¢ tal que
*2(0) = /*(f o $)(0). Como f o ¢ es equivalente a fy f es k-determinado, la
Proposicién 3.3.12 nos dice que f o ¢ estd k-determinado, luego f o ¢ y g son
HR-equivalentes y, por tanto, f y g son %-equivalentes. O

Veamos una consecuencia de estas propiedades que puede ser de utilidad
para hallar el grado de determinacién de un germen que sabemos que es
finitamente determinado.

Corolario 3.3.15. Sea f € 0,, un germen finitamente determinado. Entonces, f
estd (k — 1)-determinado si, y solo si, para todo polinomio homogéneo p de
grado k se tiene que fy j*"1f (0) + p son &*-equivalentes.

Demostracion. Si f esta k — 1-determinado, g = jk_lf (0) + p tiene el mismo
(k—1)-jet que f, para cualquier polinomio p, por tanto, f y g son %-equivalentes
y, en consecuencia, también son ,%k-equivalentes.

Supongamos que para todo polinomio homogéneo p de gradok, fy j*~1f (0) +
p son &*-equivalentes. Dado g € 0, un germen con el mismo (k — 1)-jet que
f, tenemos

g =/ +p+h,

donde p es un cierto polinomio homogéneo de grado k y h € mk*!. Por
hipétesis, f es &*-equivalente a 71 (0) + p, como f est4 finitamente deter-
minado, la proposicién anterior nos dice que, de hecho, fy j*~1f(0) + p son
F-equivalentes. Por tanto, /*~1£ (0) + p esta k-determinado y es %#-equivalente
ag. O]

Continuamos estudiando la relacién entre la determinacién finita y la codi-
mensién, veremos un lema previo a la demostracion del Teorema de Mather,
que relaciona ambos conceptos.
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Lema 3.3.16. Sea f € O, tal que mk*! C m,%]f y § € 0, un germen con el
mismo k-jet. Tomamos representantes de f, ¢ en un entorno Ude 0 en R" y
definimos

F:UxR - R
(x,t) » (1 — t)f(x) + tg(x).

Entonces:

1. Para cada ty € R, existe un germen ¢: (R™1 (0, to)) = (R",0) verifi-
cando

= 5(0,8) =0,
" Zzl:l gz(j_fl = _%-
2. Para cada t; € R, existe un germen H: (R”*l, 0,ty)) = (R",0) que
cumple
» H(x, ty) =x,
= H(,t) =0,

» F(H(x,1),1) = F(x, ty).

Demostracion. 1. Consideramos A el dlgebra de gérmenes de funciones en
(R"*1 (0, to)), su ideal maximal, M, estd generado por x, ..., x,,,t — tg
y se verifica el Lema de Nakayama. El dlgebra 0, se puede identificar
con la subalgebra de A de los gérmenes que no dependen de t.

Siel germen ¢ = (¢q,...,¢,), la propiedad ¢(0,t) = 0, se puede re-
escribir como §; € I = (xq,...,x,) (ideal generado en A) para todo
i=1,...,n Ademas,

JoF 0

puesto que el k-jet de ¢ — f es 0. Quedaria probar que

De la hipétesis mk*! C m?2 ], se obtiene

Ik+1 C 12 <i ) i>,

ox; 7 ox,
utilizando que
oF Jof of og i ta(g —f) .
axi

Ik
axi ’

— L = (l-hH— +t——
axi axi ( ) 8xi axi
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tenemos

1 c? E,...,E + 12 E,...,a—F + MIF+1
ox,, ox1 ox,

y obtendremos la inclusién deseada aplicando el Lema de Nakayama.

. Considerando el germen ¢ como un campo vectorial dependiente del

tiempo, podemos tomar su flujo, que es el germen H: (R"*1,(0,¢,) —
(R",0) que cumple

» H(x, ty) =x,
- b = EH, D, b,

Veamos H cumple las propiedades del enunciado. Por definicién de
flujo, x(t) = H(O,t) es la tnica solucién de la ecuacién diferencial
x'(t) = &(x(t),t) verificando x(t;) = 0. Como &(0,t) = 0, x(t) = 0
es una solucién del sistema que cumple la condicién inicial, como la
condicién es tnica, tenemos H (0, t) = 0. Para ver la propiedad restante
comenzaremos viendo que F(H(x,t),t) no depende de t. Se tiene

P01 i(aFH tt)(aHi t) P Heo b,
at( (x, ),)—i:1 8xi( (x,£),1) o (x, 1) +8t( (x,1),1)

" 9F oF
(—(H(x,t>, t))(é‘(H(x,t),t)H—(H(x, b, 6)
=\9 ot

X
" oF 813) Hoc bt 0
= E —C: + — ,t, =0,

donde hemos usado lo probado en el apartado anterior. Como F (H (x, t), t)
no depende de t,

F(H(x,t),t) = F(H(x, 1), tg) = F(x, o). =

Teorema 3.3.17 (Teorema de Mather). Seaf € 0,,. Si

k+1 2
my - mn]f/

entonces f estd k-determinado.

Demostracion. Sea g € 0, tal que j*f(0) = j*g(0), como en el lema previo,
tomamos representantes de fy g en un entorno U de 0 y definimos F: UxR —
R como F(x,t) = (1 —t)f (x) +tg(x). Paracadat € R, denotamos f; al germen
fi: (R",0) - R dado por f;(x) = F(x,t), nuestro objetivo es ver que f; = fes
FR-equivalentea f; = g.

Para cada t; € R, consideramos H: (R™1(0,) - (R",0) el germen
del lema anterior y sea H: V x (t; — ¢, ty + €) - R un representante suyo.
Siguiendo la notacién anterior, llamamos /,: (R",0) — R" al germen 1, (x) =
H(x,t). Veamos en qué se traducen las propiedades verificadas por H.



3.3 DETERMINACION FINITA

= H(0,t) = 0implica h;(0) = 0.

= H(x,ty) = xse traduce en hto (x) = x, esto es, hto = id. Podemos reducir
el valor de € hasta obtener que /; es germen de difeomorfismo.

» F(H(x,t),t) = F(x,ty) nos llevaa f;(h;(x)) =ft0(x),es decir,ft0 = fiohy.

Por tanto, para cada t; € R, existe ¢ > 0 tal que los gérmenes {f; : t €
(to — & tg + €)} son R-equivalentes. Veamos que realmente los gérmenes
{f; : t € R} son #-equivalentes. Definimos

O,
F-equivalencia
t — R-clase def,.

O:R -

Considerando la topologia usual en el espacio de partida, R, y la topologia dis-
creta en el espacio de llegada, 0,,/ %-equivalencia, lo probado anteriormente
nos dice que () es continua. Como R es conexo, (2(R) también serd conexo,
pero como todo espacio discreto es totalmente disconexo la tinica opcién es
que 2(R) sea un tnico punto. Asi, () es constante y todas las funciones f;,
con t € R son &-equivalentes. [

Corolario 3.3.18. Sif € 0, verifica
k
m, = mn]f/
entonces f estd k-determinado.

Demostracion. Si mﬁ Cm, ]f, entonces mf,“ C m% ]f y, por el teorema anterior,
f esta k-determinado. O

Ejemplo 3.3.19. Veamos, usando el corolario anterior, que el germen f (x,y) =
X3+ y3 en 0, esta 3-determinado. En este caso, ]f = (xz,yz) y, por tanto,

myJr = (x3, xzy, xyz, y3) = mg y f esta 3-determinado.

Corolario 3.3.20. Sif € 0, tiene codimension finita, entonces esta finitamente
determinado y su grado de determinacion es menor o igual que codim f + 1.

Demostracion. Usando la Proposicién 3.1.11, como f tiene codimensién finita,
existird un k > 1 tal que mﬁ C ]f, tomamos k el menor natural que verifica di-
cha condicién. Entonces, utilizando la Proposicién 3.1.15, se tiene codimy f = 0
y codimyf > Oparal =0,1,...,k — 1, luego

codim f = codim f + codim; f + -+ + codimy_;f > k > 1.

Ademas, como mﬁ” C m,Jg, aplicando el corolario anterior, f esta (k + 1)-
determinado, esto es, su grado de determinacién es menor o igual que k +1 <
codim f + 1. O
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3.4 CLASIFICACION SEGUN LA CODIMENSION

Ya hemos estudiado las herramientas necesarias para comenzar con la
clasificaciéon por #-equivalencia de los gérmenes de 0, de hasta codimensién
5. Notamos que el caso de codimensioén nula corresponde a los gérmenes
regulares, ya estudiado anteriormente, por lo que nos interesaréa el caso en
el que la codimensién sea mayor que 0. Ademads, para reducir el niimero
de variables consideraremos gérmenes que verifiquen f (0) = 0. Podemos
agrupar ambas propiedades tomando gérmenes f € m2.

3.4.1 Clasificacion de gérmenes de codimension 1

Sea f € m,% un germen singular. Si f tiene codimensién 1, entonces, uti-
lizando el Corolario 3.3.20 y la Proposicién 3.3.10, sabemos que su grado
de determinacién es 2 y, por tanto, f es #-equivalente a su 2-jet. Al haber
supuesto que f € m2, tenemos que j°f (0) solo tiene términos de grado dos,
luego, es una forma cuadratica. Expresamos f en funcién de sus coeficientes
a;; € R como sigue,

n
f — Z aijxix]'.

ij=1
Matricialmente,
a1 A1n | | *1
f= [xl . xn] ,
A,y - Ay, X,

donde A = [ai]-] _es una matriz simétrica. Utilizaremos el siguiente resultado
i,f

de Algebra Lineal, que nos garantiza la existencia de una transformacién
lineal de la forma cuadrética a sus ejes.

Lema 3.4.1. Si f es una forma cuadrética en n variables con coeficientes en R,
entonces existe un cambio lineal de coordenadas ¢: R" — R” tal que

Fop() =g+t iy —o— i

El valor r coincide con el rango de la matriz de coeficientes de f (rango A) y

se llama rango de la forma cuadrética. Al nimero de sumandos positivos s se

le denomina indice de la forma cuadritica. La Ley de inercia de Sylvester [9] nos

dice que ambos valores son invariantes por cambios de coordenadas lineales.

En este d&mbito, es mds comun utilizar el corrango de una forma cuadrética en
lugar del rango,

corrango f =n —r.
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Ejemplo 3.4.2. Estudiemos con detalle un caso concreto, n = 2. En este caso,
f =ax* + 2bxy + cy?>, dondea,b,c € R.

Cuandoa = b = c = 0, el rango de f es 0 y decimos que es una forma cuadra-
tica simbdlica.

El rango es 1 cuando (a,b,¢) # (0,0,0) y el determinante ac — b?> = 0. En
este caso, f puede ser equivalente a xz, sielindicees 1,0 a —x2, si el indice
es 0. Como estamos en el caso ac = b > 0, el indice sera 1 cuando a,¢ > 0 y
serd 0 en caso contrario. En ambos casos diremos que la forma cuadrética es
parabdlica.

El rango de f es 2 cuando ac — b> £ 0, pudiendo ser el indice 2,1 0 0. Si el
indice es 2, f es equivalente a x* + y? y decimos que es de tipo minimo. Si el
indice es 1, entonces f es equivalente a x> — y?, denominado de tipo silla. En el
caso indice 0, f es equivalente a —x> — y? y decimos que se trata de una forma
cuadratica de tipo mdximo. Una denominacién alternativa para las formas
cuadréticas de tipo minimo y maximo es tipo eliptico y para las de tipo silla,
tipo hiperblico. Si el determinante ac — b? es positivo, entonces ax* + 2bxy +
cy? = 0 solo tiene como solucién x = y = 0, correspondiendo al caso eliptico.
Tendremos un maximo cuando 4, ¢ < 0 y un minimo cuando a,c > 0, ya que
ac > b* < 0. El caso hiperbélico se dara cuando el determinante ac — b* sea
negativo.

Nota 3.4.3. Si en vez de R-equivalencia consideraramos &-equivalencia,
se podria multiplicar por —1 la forma cuadratica y el indice no quedaria
invariante. Lo que si que queda invariante es el denominado semiindice que
es el minimo entre s y 7 — s. En el ejemplo n = 2, x* es H-equivalente a —x?
y x* + y* lo es a —x> — y%. Asi, tenemos cuatro clases de Z-equivalencia de
formas cuadraticas: simbdlica, parabdlica, eliptica e hiperbdlica.

Definicién 3.4.4 (Corrango, indice). Sea f € m2 un germen singular, defini-
mos su corrango e indice como el corrango y el indice de la forma cuadrética
72f (0). La matriz de coeficientes de la forma cuadrética coincide con la matriz
hessiana de f,

82
Hy = / (0)
axian .
i,j=1,..,n
Definicién 3.4.5 (Germen no degenerado, de Morse). Un germen singular f
es no degenerado o de Morse cuando tiene corrango 0, esto es, cuando la matriz
Hy es regular.

Lema 3.4.6. El corrango y el indice de un germen singular son &-invariantes.
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Demostracion. Sean f,g € m2 gérmenes %-equivalentes, esto es, tales que
g =f o ¢ para ¢ un germen de difeomorfismo. Entonces,

3 & oy

= [e]
ox; 3 Oxk ox;’

derivando otra vez,

&g LS P o\ o & o Py
ox,0x =kZ(l;a o¢8x>8x+z_ ?

1 ] =1 xkaxl ] i k=1 xk axl’ax]’.
Enx =0,
0%g "ol oP; Py
0= (Y 7000 ) Lo
Jx;0x; i=1 \i=1 9xkdx; - 0x; ox;

y el resultado es consecuencia de la Ley de inercia de Sylvester y de que la
matriz de derivadas parciales de ¢ es regular por ser ¢ un difeomorfismo. [

Denotamos por H;(xq, ..., x,,) al subespacio vectorial de R[xy, ..., x,,] for-
mado por los polinomios homogéneos de grado d.

Lema 3.4.7. Seaf € Hy(xq, ..., x,;) una forma cuadrética de rango n. Entonces,
{ of of }
ox, ox,
forman una base de las formas lineales H; (x1, ..., X,,).

Demostracion. Sea
n
f= 2 ayxix.
ij=1

Entonces,

Como las funciones coordenadas x1, ..., x,, son una base de Hy (xy, ..., x,,) y
el rango de f es n, entonces det(ai]-) # 0. Por tanto, df /dx; también son base
de Hy(xq,...,X,,). O

Lema 3.4.8 (Lema de Morse). Un germen singular f € m2 tiene codimensién 1
si, y solo si, es de Morse, en cuyo caso, fes #-equivalente a la forma cuadrética

e R
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Demostracion. Sicodim f = 1, por definicién, codim J = 1. Como J; C m,, y
codimm,, = 1, J = m,,. Por tanto, podemos escribir

n
Xi = g lkaxk

para g;x € 0,,. Derivando esta expresién respecto de x; y evaluando en x = 0
se obtiene,

Zgzk(o

Matricialmente, las expresiones anteriores se pueden escribir como I,, = GHf,
donde I, es la matriz identidad de orden n, G = [8ik(0)]i . Y Hyla matriz

hessiana de f. Por tanto, Hy es regular y f es de Morse.
Supongamos ahora que f es de Morse, esto es, Hy es regular. Llamamos

q = jf(0) a la forma cuadrética definida por f, su rango seré n. Por el lema
anterior, las derivadas parciales dg/dx; forman una base de las formas lineales
Hq(xq,...,x,), podemos expresar cada x; como

n
d
X; = Z aija—q, donde ai]' € R.
i=1 9%

Las derivadas parciales dq/dx; tienen el mismo 1-jet que la correspondiente
derivada parcial de f, dof / dx;, esto es,

9 o
8x]- ox;

Reescribimos la igualdad anterior médulo m? y obtenemos

X; +m2 = Z ”a +m2,

asi, m, C ]f + m%. Aplicando el Lema de Nakayama, concluimos que m,, = ]f,
lo que nos da codim f = 1.

Queda probar la tltima parte del enunciado. Por el Corolario 3.3.20, el
grado de determinacién de f es menor o igual que codim f + 1 = 2, luego f
estd 2-determinado. Como esta 2-determinado, es #-equivalente a su 2-jet
que, utilizando el Lema 3.4.1, es #-equivalente a la forma cuadratica del
enunciado. m

El Lema de Morse nos da una clasificacion de los gérmenes de codimension
1, que equivalen a los de corrango 0.
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3.4.2 Clasificacién de gérmenes con codimension mayor o igual que 2 y corrango 1

Continuamos clasificando gérmenes singulares que no sean de Morse, es
decir, cuyo corrango sea distinto de 0. Comenzamos la seccién clasificando
los gérmenes de corrango 1.

Lema 3.4.9 (Lema de descomposicién). Si f € m2 es un germen singular
finitamente determinado de corrango c, entonces f es &-equivalente a un
germen de la forma

2 2
(X1, e, Xe) + 0pp1X0 g + 0+ 0,Xy,

donde g € m2,6; = +1.

Demostracion. Durante el desarrollo de la prueba denotaremos que dos gér-
menes , 1 son % *-equivalentes como

h~ h.

Vamos a demostrar por induccién sobre k que, para cualquier valor k, existe
gx € m2 un polinomio de grado menor o igual que k tal que

2 2 _.
f ~k gk(xll"'/xc) + 5C+1xc+1 + et 5nxn - 1/’

Una vez demostrado, como f esta k-determinado la Proposicién 3.3.14 nos
permite afirmar que f es %-equivalente a 1.

Veamos el caso base de la induccién, k = 2. El 2-jet de f es una forma
cuadratica en n variables con rango r = n — ¢, por el Lema 3.4.1, existe un
cambio de coordenadas lineal que transforma f en

5C+1x§+1 4+ +0,x2, cond; = +1.

Tomando g, = 0, queda probado este caso. Supongamos la afirmacién cierta
para k, esto es, existe un cambio de coordenadas ¢ tal que

G 0 9)(0) = (1, won s Xe) + Seq1Xipy + -+ + 6,20
Entonces,
f ~ke1 §e(xq, oo, x0) + 5C+1xf+1 + -+ (5nx721 + H(xq,...,X,), (3.1)

donde H(xq, ..., x,) son los términos de grado k + 1 del (k + 1)-jet de f o ¢.
Como H es un polinomio homogéneo de grado k + 1, tenemos

H(xq, oo %) = h(xq, oo, %) X1 Hep1 (X1, o0, X)) + - +x,Hy, (xq, .00, X)),

donde & es un polinomio homogéneo de grado k + 1 y H; es un polinomio
homogéneo de grado k parai = c + 1, ..., n. Sustituyendo la expresién de H

en (3.1),

2 2
f ~k+1 8k+1 (xli /xc) + 5C+1xc+1 + -+ (Snxn
+ xC+1HC+1 (xll /xn) + e+ ann(xl, ,xn), (32)
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donde gx,1 = gx + h. Definimos el germen ¢: (R",0) — (R",0), cuyas
componentes ¢ = (¢, ..., ¢,) vienen dadas por

@i (x1, ..., x,) =x;, parai=1,...,c,

1
Qi (X1, .00, X)) = X — 5Hi(x1,...,xn), parai=c+1,...,n.
i

El germen ¢ es un germen de difeomorfismo ya que d¢(0) = id. Componién-
dolo con el germen que aparece en (3.2) obtenemos

f ~ks1 8kr1 (X1, o, Xe) + 0ci1@c4 ()% + - + 5n§0n(x)2
+ ¢C+1 (x)Hc+1(¢(x)) + -+ ¢n(x)Hn(¢(x)) (33)

Cada uno de estos sumandos puede escribirse como

1 2
5;pi(x)* = 6; (xi - EHI'(X)) = 0px? — x;H;(x) +s(x),
i

1
p;(xX)H;(p(x)) = (xi - gHi(x)) H;(p(x)) = x;H;(x) +5(x),

parai =c+1,...,n,donde s(x),5(x) contienen los términos de orden mayor
que k + 1. Como la relacién de equivalencia ~, 1 nos permite olvidarnos de
los términos de grado mayor que k + 1, al sustituir las expresiones anteriores
en (3.3) se obtiene

f ~k+1 Sk+1 (X1, 00, Xe) + 5c+1x§+1 Tt (Snx121/
con lo que queda probado el lema. O

Proposicién 3.4.10. Sif € m2 es un germen singular finitamente determinado
de corrango ¢, entonces el germen g € m> que aparece en la descomposicién
de f dada en el Lema de descomposicién tiene la misma codimensién (en O,)

quef (en O,).

Demostracién. Como la codimensién es invariante por #-equivalencia (Pro-
posicién 3.2.5), podemos suponer que f = g + 0., 1x2,1 + - + ,x2. Por
definicién, codim ¢ = codim J,. El ideal jacobiano ], estd generado en O por
{dg/0x;}i1. A su vez, codimf = codim J; y el ideal J; estd generado en 0,
por las parciales {0g/9x;};_1 V PO Xop1, +-e , Xpp-

Definimos el epimorfismo de dlgebras

Y: 0, - O,
h - h(xq,...,%.,0,...,0).
Como 3( ]f) =] o, se tiene w_l ( ]g) = ]f + ker ¢, pero el ntcleo de ¥ coincide

con el ideal generado por x.,1, ..., X, por tanto, w_l J o) = ]f. De esta forma,
el epimorfismo ¢, induce un isomorfismo

O, O

P - —

Ir g
y, por tanto, codim f = codim g. O
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Teorema 3.4.11. Sif € m2 es un germen singular de corrango 1y codimensién
k > 2, entonces f es #-equivalente a

k+1

+x7t £ x5+ 22

Demostracion. Por el Lema de descomposiciéon podemos tomar f (x) = g(xq) +
X3 + - + x2, con ¢ € mj un germen de codimensién k. Existe un cambio de
coordenadasen R, ¢: (R,0) — (R, 0) tal que g(¥(x1)) = ix]f“. Tomando
el cambio de coordenadas en R”, ¢: (R",0) — (R",0) dado por ¢(x) =

(P(xq),xp, ..., x,) tenemos que
@) =+ 1 ad 4o 122, O

Definicién 3.4.12 (Germen de tipo A;). Un germen singular f de corrango
1y codimensioén k > 2 se llama germen de tipo Aj. Los gérmenes con valores
mads pequefios de k tienen nombres propios provenientes de la Teoria de
Catéstrofes,

sik =2, fesde tipo pliegue,

sik =3, fesde tipo ciispide,

sik =4, fesde tipo cola de golondrina,
sik =5, fesde tipo mariposa.

Nota 3.4.13. Cuando k es par, k + 1 es impar y se tiene que ¥**1 y —x**1 son
F-equivalentes y solo existe una clase de singularidad de tipo A con un
indice prefijado. Sin embargo, cuando k es impar, k + 1 es par y x**! y —x+1
no son X-equivalentes, por tanto, existen dos clases de #-equivalencia de

tipo Ay con el mismo indice.

3.4.3 Clasificacion de gérmenes con codimension menor o igual que 5 y corrango 2

En esta seccion terminaremos la clasificaciéon de gérmenes de codimensién
menor o igual que 5, veremos que en este caso el corrango debe ser menor o
igual que 2, con lo que solo nos faltara por estudiar el caso en que el corrango
sea 2.

Lema 3.4.14. Sif € m2 es un germen singular de codimension finita y corrango
¢, entonces

1
codimf > EC(C +1) + 1.

Demostracién. Por el Lema de descomposiciéon, podemos suponer f(x) =

g(X1, e, X)) £X2 1 4+ £X2,con g € m> un germen tal que codim f = codim g.



3.4 CLASIFICACION SEGUN LA CODIMENSION

Llamamos I = m.J, y, como g € m?2, se tiene I C m?2. Por la Proposicién 3.1.15,
codim I = codimy I + codim; I + ... En este caso,

I+ 0O, 0.

codimg I = dim =dim— =1,
+ m, m,

I +m, m,
codim; I = dim > =dim— =g,

I +mg mg

I+m? m2  c(c+1)
codim, I = dim 3 =dim— = ,

I+ m mg 2

por lo que codim I > (1/2)c(c + 1) + ¢ + 1. Utilizando la Proposicién 3.2.10,
codim = codim m.J, = codim g + ¢,
por tanto,
codim g > %c(c +1) + 1. O
Corolario 3.4.15. Sea f € m2 un germen singular. Si codim f < 5, entonces

corrango f < 2. Ademas, si corrango f = 2, entonces codim f > 4.

Por tanto, solo nos falta clasificar gérmenes de corrango 2 y codimensién 4
0 5. Por el Lema de descomposicién, supondremos que f se descompone como
un germen g € m3, de la misma codimensién de f, mas la correspondiente
forma cuadratica en el resto de variables. Comenzaremos clasificando las
formas ctibicas en dos variables.

Lema 3.4.16. Sea f # 0 una forma ctbica en las variables x, y con coeficientes
reales. Entonces f factoriza en una de las dos siguientes formas:

1. f = (ﬂlx + bl]/) (azx + bzy) (ﬂ3x + b3y), conaq,dp,as, bl,bz, b3 € R,
2. f = (a1x + byy)g, cona, by € Ry g una forma cuadrética eliptica.

Demostracién. Supongamos que f(x,y) = ax> + 3bx*y + 3cxy? + dy>. Comen-
zamos estudiando el caso a # 0. En este caso, f (x,1) = ax® + 3bx? + 3cx + d
es un polinomio de grado 3 en la variable x y coeficientes reales, factoriza de
una de las dos siguientes maneras:

1. f(x,1) =a(x —aq)(x —ay)(x —a3),donde a; € R,
2. f(x,1) =a(x — a) (x? + 2Bx + ), cona, B,v € R tales que ﬁ2 -7 <0.

Estas factorizaciones nos llevan a la factorizacion del enunciado teniendo
en cuenta que si dos formas ctbicas f, g verifican f (x,1) = g(x,1) para todo
X, entonces f =g Efectivamente, tomando (x,y)cony # 0,

=1 1(5) 952 sl () s
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En los puntos (x, 0) coinciden por continuidad.

Finalizamos la prueba viendo el caso a = 0. f (x,y) = y(3bx* + 3cxy + y2),
entonces la forma cuadratica (3bx* + 3cxy + y?) o es eliptica o se puede
descomponer como producto de dos formas lineales. O

Definicién 3.4.17 (Tipos de formas ctbicas). Sea f # 0 una forma ctbica
en las variables x,y y coeficientes reales. Decimos que f es de uno de los
siguientes tipos, segiin su factorizacion:

1. eliptico, cuando f factoriza como producto de tres formas lineales que
no son proporcionales entre si,

2. hiperbélico, cuando f factoriza como producto de una forma lineal y una
forma cuadrética eliptica,

3. parabolico, cuando f factoriza como producto de tres formas lineales, dos
proporcionales y la tercera no proporcional,

4. simbdlico, cuando f factoriza como producto de tres formas lineales
proporcionales entre si.

Proposicion 3.4.18. Todas las formas ctibicas del mismo tipo son Z%-equivalentes
entre s{ mediante un cambio de coordenadas lineal. En particular, son &-
equivalentes a la siguiente forma normal:

1. x> — xy?, si es de tipo eliptico,

2. x> 4+ xy?, si es de tipo hiperbélico,
3. x?y, si es de tipo parabélico,
4. X3, si es de tipo simboélico.

Demostracion. Veremos que en cada caso una forma cabica cualquiera es
equivalente mediante un cambio de coordenadas lineal a la correspondiente
forma normal.

1. Sea f(x,y) = (a1x + byy)(ax + byy)(azx + bzy), con a;x + byy,a,x +
boy, azx + b3y tres formas lineales que no son proporcionales entre si.
Comenzamos componiendo f con el cambio inverso al siguiente cambio
de coordenadas lineal

(x,y) = (axx + byy,azx + bzy),

asi, f ~ (ax + By)xy con a,f # 0, ya que si « o  fuera 0, entonces
a1x + byy seria proporcional a alguna de las otras dos formas lineales.
A continuacién, componemos con el cambio

(23]
(x,y) = ax,ﬁ
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y llegamos a que f (x,y) ~ (1/aB)(x + y)xy. Para eliminar la constante,
utilizamos el cambio

x,y) = @B)3(x,y)
y obtenemos f (x,y) ~ x(x + y)(x —y) = x3 — xyz.

2. Seaf(x,y) = (ax + by)g, donde ax + by es una forma lineal nonulay g
una forma cuadratica eliptica. Por la clasificacién de formas cuadréticas,
existe un cambio de coordenadas lineal de forma que f (x,y) ~ (ax +
By) (x* + y*), donde ax + By es una forma lineal no nula. Utilizando
coordenadas polares, encontramos p > 0, 6 € R tales que &« = pcos 0,
B = psin 6. El cambio

(x,y) — (cos Bx — sin Oy, sin Ox + cos By)

nos da f(x,y) ~ 'yx(xz + yz), con v # 0. Para eliminar la constante,
basta usar el cambio

xy) = 7P y).

3. Seaf(x,y) = (a1x+ bly)2 (a,x+byy), conayx +bqy,a,x+byy dos formas
lineales no proporcionales. Utilizando el cambio inverso de

(xX,y) = (a1x + byy, axx + byy)
obtenemos f (x, y) ~ x%y.

4. Seaf(x,y) = (ax + by)3 con ax + by una forma lineal no nula, entonces
el cambio inverso de

(x,y) — (ax + by,ax + by)
nosdaf(x,y) = x3. O

Proposicién 3.4.19. Formas ctibicas de distinto tipo dan lugar a diferentes
clases de Z-equivalencia.

Demostracion. Basta ver que las cuatro formas normales de la proposicion
anterior no son equivalentes entre si. Calculamos sus codimensiones:

codim (x> — xyz) = 4, codim (x3 + xyz) =4,

codim (xzy) = o0, codim (x%) = co.

Por tanto, pasamos a comparar la primera forma con la segunda y la tercera
con la cuarta. Si fueran #-equivalentes sus conjuntos de ceros deberian ser
homeomorfos. Pero x> — xy? = 0 da lugar a tres rectas distintas que pasan por
el origen, x> + xy?> = 0 a una recta que pasa por el origen, x>y = 0 a dos rectas
diferentes que pasan por el origen y x> = 0 a una tinica recta que pasa por el
origen. Por tanto, las cuatro formas normales no son &-equivalentes. [
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Teorema 3.4.20. Si f € m2 es un germen singular de codimensi6n 4 y rango 2,
entonces es #-equivalente a uno de los siguientes gérmenes

SN

St R L e T T EE E e

Demostracion. Aplicando el Lema de descomposicién, tenemos

f1, %) = 8(x1, %) £33 & - £ X,
con ¢ € m3, codim g = 4. Al igual que en la demostracién del Lema 3.4.14,
llamando I = my],, tenemos que I C m3 y codim I = 6. En particular,

6 = codim I = codimg I + codim; I + codim, I + ...
=1+2+3,

por lo que codimgI = 0, es decir, m3 C I. Por el Corolario 3.3.18, g estd

3-determinado y, por tanto, es %-equivalente a j°¢(0), una forma ctibica en
dos variables. Como la codimensién del 3-jet de g es 4, solo puede ser de tipo
eliptico o hiperbdlico. O

Teorema 3.4.21. Sif € m2 es un germen singular con codim f = 5y corrango f =
2, entonces f es #-equivalente a un germen del tipo

SN

i(x%xz + x‘zl) + x% +--+Xx

Demostracion. El razonamiento serd similar al del teorema anterior. Por el
Lema de descomposicién,

2
f(xll"-/xn) = g(xl,xz) +x3 4+ + x%’

con g € m3 un germen de codimension 5. En este caso, el ideal I = m,] ¢ tiene
codimensién 7, por tanto, codimg I = 1, codimy I = 0. Esto implica que g estd
4-determinado y es &-equivalente a su 4-jet. Se tiene

¢(0) = 3¢ (0) + h(x,xy),

donde h(x1, x;,) es un polinomio homogéneo de grado 4. Por la Proposicion
3.4.18, podemos suponer que j°g(0) es equivalente a una de las cuatro formas
normales. Si °¢(0) fuese igual a una de las formas x3 + x;x3, como estan
3-determinadas, g seria equivalente a j°¢(0), llegando a contradiccién con
que codim g = 5. Por tanto, j3g(0) serd, o bien x%x2, o bien x:f. Si j3g(0) = x%,
tendriamos

I+ mg mg
codimz I = dim 7 = dim—— 7 =2
I +my (x1,x1Xp) + m,

pero codimy I = 1, por lo que 7°¢(0) = x?x,. Tenemos entonces,

j4g(0) = x%xz + h(xq,xy) = x%xz + ax‘zL + bx;’xl + x%k(xl,xz),
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dondea,b € R y k(xq, x,) es una forma cuadrética. Componiendo cada uno
de los sumandos con el cambio de coordenadas ¢(xq,x,) = (x1—(b/ 2)x§, Xp—
k(xq,x5)), se tiene

2
(xl — Ex%) (xg —k(xq,x5)) = x%xz — bxlxg — x1k(x1,%5) + s(x1,X5),

a(xy — k(xl,xz))4 = axé + 5(xq1,%5)

b
b(x, — k(xl,xz))3 (xl — Ex%) = bxlxg + t(xq, x5)

b\ ~
(xl — Ex%) k(p(x1,%2)) = x1k(xq,%3) + £(x1,X3),

donde s, §, t, f contienen en cada caso los términos de orden superior. De esta
forma, se tiene que g es %-equivalente a x%xz + ax%. Sia = 0, entonces ¢ seria
F-equivalente a x7x,, lo que no puede ser ya que esta forma ctibica tiene
codimensién infinita. Por tanto, a # 0. Cuando a > 0, el cambio

1/8x,a—1/4

(x,y) — (a v)

nos lleva el germen anterior a x7x, + x3. Cuando a < 0, usando un cambio
similar se obtiene x7x, — x3. O]

Corolario 3.4.22 (Las siete catastrofes elementales de Thom). Si f € m2 es un
germen singular con 2 < codimf < 5, entonces (salvo signo y adicién de
una forma cuadrética en el resto de variables) f es %-equivalente a uno de
los siguientes gérmenes:

corrango codim germen nombre

1 2 X3 pliegue
3 x* ctuspide
4 x> cola de golondrina
5 x® mariposa
2 4 X3 — xyz umbilico eliptico
4 B+ xy umbilico hiperbdlico
5 x?y +y* umbilico parabélico

3.4.4 Ejemplos con SINGULAR

En esta seccién veremos algunos ejemplos de clasificacién de gérmenes
utilizando el lenguaje SINGULAR.

SINGULAR es un sistema computacional algebraico creado especificamente
para realizar calculos polinémicos, centrandose en el dlgebra (conmutativa y
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no conmutativa), la geometria algebraica y la teoria de singularidades. Sus
objetos principales son los ideales y los médulos, que se pueden definir sobre
distintos anillos. Permite trabajar con anillos de polinomios sobre distintos
cuerpos y realizar multiples operaciones en ellos. Para realizar cdlculos con
SINGULAR se utiliza su sintaxis propia, similar a la de C, en una interfaz
mediante linea de comandos.

Para clasificar gérmenes con SINGULAR, el primer paso es definir el anillo
de polinomios en que vamos a trabajar. En este caso, tomaremos polinomios
en dos variables.

> ring r = 0, (x,y), ds;

Podemos definir el germen f (x,y) = x* + x*y? — x>y — xy® + y* y calcular
su ideal jacobiano.

> poly f = x4+x2y2-x2y-xy2+y2;
> ideal Jf = jacob(f);

> Jf;

Jf[1]=-2Xxy-y2+4x3+2xy2
Jf[2]=2y-Xx2-2xy+2x2y

Tenemos, Jf = (—2xy — y? + 4x° + 2xy?, 2y — x* — 2xy + 2x%y). Sin embargo,
estos generadores del ideal jacobiano no son los més simples. Queremos
obtener la forma simplificada de este ideal, para ello, utilizaremos la funcién
std que aplicada sobre un ideal nos devuelve su base estindar. Ademads de
por simplicidad, esta funcién es importante, ya que muchas de las funciones
de SINGULAR requieren que la base del ideal sea la estandar respecto al
orden monomial de la base.

> std(Jf);
_[1]=2y-x2
_[2]=x3

Asi, tenemos que ]f =2y — x2,x3). Calculamos la codimensién de f.

> vdim(std(3f));
3

Para determinar ante qué germen nos encontramos no basta con conocer
su codimension, k = 4, también necesitamos conocer su corrango. SINGU-
LAR no incluye la funcién corank, aunque estd implementada en una de sus
bibliotecas, classify. lib. Cargamos esta biblioteca y calculamos el corrango
de f.
> LIB “classify.lib”;

// ** loaded /usr/bin/../share/singular/LIB/classify.lib (4.1.1.0,
Dec 2017)
/] ...

> corank(f);
1
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Como el corrango de f es 1 y su codimensién es 3, sabemos que f es un
germen de tipo A, también llamado germen de tipo ctispide.

La biblioteca classify.lib contiene las funciones necesarias para clasificar
gérmenes singulares por %-equivalencia. En particular, la funcién classify
nos permite clasificar directamente cualquier polinomio dado. Por ejemplo,
para el polinomio f anterior obtendriamos la salida:

> classify(f);
About the singularity :

Milnor number(f) =3
Corank(f) =1
Determinacy <=4

Guessing type via Milnorcode: A[3]

Computing normal form ...
Arnold step number 2

The singularity
Y2-X2Y-Xy2+X4+Xx2y2

is R-equivalent to A[3].

Milnor number = 3
modality =0
y2+x4

Para interpretarla debemos saber que el Milnor number de f corresponde
con su codimension, en este caso 3. Corank es el corrango y determinacy el
grado de determinacién que, se indica, es menor o igual que 4. También se
explicita a qué germen es equivalente, A[3] corresponde con el tipo A3, como
podriamos esperar, y se finaliza mostrando el germen, en este caso, y> + x*.

Utilizando esta funcién podemos clasificar los gérmenes que se nos ocurran,
por ejemplo g(x, y) = x>+ +x%y+xy* —xy o h(x,y) = x° +x*+y° —y* —xy.

> poly g=x2+y3+x2y+Xy2-Xy;

> classify(g);

About the singularity :

Milnor number(f) =1
Corank(f) =0
Determinacy <=2

Guessing type via Milnorcode: A[1]

Computing normal form ...
Arnold step number 2
The singularity
X2-Xy
is R-equivalent to A[1l].
Milnor number =1
modality 0
2X2+y2

47



48 CLASIFICACION DE GERMENES DE FUNCIONES DIFERENCIABLES

> poly h = x5+x4+y3-y2-xy;
> classify(h);
About the singularity :

Milnor number(f) =1
Corank(f) =0
Determinacy <= 2

Guessing type via Milnorcode: AJ[1l]

Computing normal form ...
Arnold step number 2
The singularity
-Xy-y2
is R-equivalent to A[1l].
Milnor number =1
modality =0
2x2+y?2

Asi, hemos visto que tanto g como & son gérmenes de tipo A; y, por tanto,
son Z-equivalentes entre si.



ESTABILIDAD Y ESTABILIDAD INFINITESIMAL

Tras estudiar la clasificacion de gérmenes por Z-equivalencia, el siguiente
paso consiste en estudiar su clasificacién por &-equivalencia. El objetivo
final es el de clasificar gérmenes f: (X,x) — (Y,y) entre variedades X, Y
cualesquiera segin esta relacion de equivalencia. Al igual que en el caso de
la #-equivalencia, tenemos una propiedad, dada en la Proposicién 2.2.7, que
nos permite centrar nuestro estudio en los gérmenes de la forma f: (R”,0) —
(R™,0).

Una clasificacion de los gérmenes diferenciables por /-equivalencia co-
menzarfa también por aquellos que tienen menor codimension, sin embargo,
este caso es mas complicado que el anterior pues hay que generar familias de
difeomorfismos tanto en la salida como en la llegada. Se comienza estudiando
el caso de menor codimensidn, el de los gérmenes estables. En este capitulo,
por ello, estudiaremos los conceptos de estabilidad y estabilidad infinitesimal
(4,-codimensién nula), finalizando con la prueba de que ambas propiedades
son equivalentes.

4.1 ESTABILIDAD

Comenzaremos presentando algunos conceptos necesarios para estudiar la
definicion de estabilidad.

Definicién 4.1.1 (Desdoblamiento d-paramétrico). Un desdoblamiento d-paramétrico
de un germen f: (R",0) — (R™,0) es un germen de aplicacion

F: (R" x R, 0) - (R™ x R?,0)
(x,u) = (f(x,u),u)
tal quef(x,O) = f(x).

En ocasiones denotaremos f (x,u) = f,(x) yla condicién del desdoblamien-
to seria fy = f.

Definicién 4.1.2 (Desdoblamientos equivalentes). Dos desdoblamientos F, G
de un germen f: (R",0) — (R™,0) son equivalentes si existen gérmenes de
difeomorfismos

¢: (R" x R%,0) - (R" x RY,0),
¥ (R™ x RY,0) - (R™ x RY,0)
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que sean desdoblamientos de la identidad en R" y R™, respectivamente, tales
que G = o F o ¢~ 1, es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

(R" x RY 0) —=— (R™ x R?,0)

o] G

(R" x R%,0) —— (R" x R4 0).

Definicién 4.1.3 (Desdoblamiento constante, trivial). El desdoblamiento cons-
tante de un germen fes f x id, es decir, el dado por F(x,u) = (f(x), u).

Diremos que un desdoblamiento es trivial cuando es equivalente al desdo-
blamiento constante.

Definicion 4.1.4 (Germen estable). Un germen de aplicacién f: (R"”,0) —

(R™,0) es estable si todo desdoblamiento de f es trivial.

Ejemplo 4.1.5. = Tomamos el germenf: (R,0) — (R, 0) dado por f(x) =
x2 y su desdoblamiento F: (R x R,0) - (R x R,0) definido como

F(x,u) = (f (x,u),u) = (x* + ux,u). Efectivamente, F verifica la condi-
cion de desdoblamiento,

f(x,0) = x* = f(x).

F es un desdoblamiento trivial, veremos que las familias de difeomor-
fismos

P u) = (x—u/2,u), ¥ Yy,u) =y —u?/4u).
nos muestran que F es equivalente al germen constante,

(o (fxid)odp™t) (x,u) = (Yo (f xid))(x + u/2,u)
= P((x +u/2)%,u)
= (x2 + xu + u2/4 - u2/4,u)

= (x2 + xu,u) = F(x,u).

» El desdoblamiento F(x, u) = (x> + ux, u) del germen f (x) = x3 no es
trivial. Si escribimos f, (x) = x> + ux, entonces para u # 0 f, tiene dos
puntos criticos distintos, mientras que f solo tiene 1. Si F fuera equiva-
lente a f x id esto no podria pasar, ya que si existieran difeomorfismos
¢, p desdoblamientos de la identidad, ¢ se puede restringir a un difeo-
morfismo de los puntos criticos de F, X, al conjunto de puntos criticos
def xid, ¥¢,4q y, ademads, el siguiente diagrama conmuta

? foid

o o]
R,
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donde 77, es la proyeccién al espacio de pardmetros.

La proyeccién de la izquierda lleva dos puntos criticos a un punto critico,
mientras que la de la derecha solo lleva un punto critico a un punto
critico.

Dado un germen f: (R"”,0) - (R™,0), consideramos el espacio

b

: F(x,t) = (f;(x),t) es un desdoblamiento trivial de f} ,
t=0

que también se puede escribir como

k3

. fe=Yeof o pr ' po = id, o = id}-
t=
Las familias de difeomorfismos ¢; y ; no tienen por qué preservar los puntos
bases del germen f. Como ¢ y ¢ son desdoblamientos de la identidad, ¢(0) =
0, ¥(0) = 0, pero no se tiene por qué dar ¢;(0) = 00 ¢,(0) = O parat # 0.
Conocer una férmula algebraica del espacio anterior nos dard un criterio
simple y computable de la estabilidad de un germen.

Veremos el conjunto anterior como un subespacio de las deformaciones
infinitesimales de f, dado por

af;

: F(x,t) = (f;(x),t) es un desdoblamiento def} .
t=0

Consideramos en ID(f) la estructura de espacio vectorial sobre R. Un caso
especial de deformacién infinitesimal es cuando exigimos que F preserve los
puntos base del germen f, es decir, f;(0) = 0 para todo t. Denotaremos por
IDy (f) al subespacio de ID(f) que preserva los puntos base.

Definicién 4.1.6 (Espacio tangente extendido, espacio tangente de la /-
6rbita). Dado un germen de aplicacién f: (R",0) — (R™,0), definimos
el espacio tangente extendido de f como

d
T, f = {Eapt ofogih| g0 =id = id}

t=0

y el espacio tangente de la o-6rbita de f como

d 1
Tﬂf:{a(lpt of o ;)

t=0
Ademas, se definen los cocientes

ID(f) 1D, ()
1 _ 1 _
Ta,f = T, f' Taf = ToAf

1o =id, Yo =id, ¢;(0) = 0, ¢, (0) = 0 para todo t}.
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Cuando ¢;, ¢, fijan los puntos bases, las familias ¢; y ¢; se pueden ver
como curvas en el grupo £, luego 1, o f o ¢, es una curva en la &/-6rbita de f.

Proposicién 4.1.7. Sif: (R",0) - (R"™,0) es estable, entonces T}z{ef =0.

Demostracion. Sea F(x,t) = (f;(x),t) un desdoblamiento 1-paramétrico de f.
Como f es estable, F es trivial, luego F = ¢ o (f x id) o ¢ para ciertos ¢, ¢
desdoblamientos de la identidad. Escribiendo

47(3(, t) = (¢t(x)/ t) Y l/J(]// t) = (l/)t(y)/t)/

tenemos

ft=vrof ¢y,
por tanto, f; € T, f. O

Definicién 4.1.8 (Germen infinitesimalmente estable). Un germenf: (R",0) —
(R™,0) es infinitesimalmente estable si

Ty f=0.

Por tanto, en la proposicién anterior hemos visto que ser estable implica ser
infinitesimalmente estable, méas adelante probaremos que ambas propiedades
son equivalentes.

Para un germen inestable, la &/,-codimension de un germen serd un inva-
riante importante, intuitivamente, nos permite medir cémo de lejos est4 el
germen de ser estable.

Definicion 4.1.9 (&f,-codimensién, -codimensién). Se define la &,-codimensiéon

y la 9f-codimensién de un germen f, respectivamente, como
codimgy f = dim ngfe f, codimyf = dim T}, f.

Definicién 4.1.10 (Germen &/-finito). Un germen f: (R",0) - (R",0) es
A-finito si

codimgy f = dim Té{ef < oo.

Lema 4.1.11. Si ¢; y ¢, son familias de difeomorfismos parametrizadas, se
dgi!

cumple
dipy
= df o ( ) =+ (— ) of,
t=0 dt t=0 dt t=0

Demostracion. En esta prueba solo se utiliza la regla de la cadena, pero hay
que aplicarla con sutileza. Definimos ¢, ¢, ¥, ¥, G y § de la siguiente forma:
Plx, 1) = (P(x, 1), 1) = (¢(x), 1),
Px,t) = (P, h), 1) = (0, 1),
Glx, 1) = F(x, 1), 1) = (f(Pi (X)), ).

d
- (Giofogr)
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Tomamos representantes de ¢, f, ¥ y (x,0) un punto en el dominio de 9 o (f x
id) o ¢~1. Entonces,

d J -
dt(llit (x) = at(lﬁo )(x,0).

t=0

Por la regla de la cadena,

J _ "9 d
a—(l/JoG)(x,O) Z—¢(G(x 0))—( 0)+—¢(G(x 0)).
t i=1 ay

Utilizando que

G(x,0) = (§(x,0),0) = (f(id(x)),0) = (f(x),0)
y que $(y,0) = y, se tiene

81/?]-
a_y,-(y'o) = 0y,

por lo que

J
a_t(l/;oG)(x,O) Z(Szh (x 0) + —(f(x) 0)

% ) dy,
=50+ — » (f (x))

f -1 d t
= dt(qbt (x))t:O+ at |, (f(x))-

Usando la regla de la cadena y que ¢ (x) = x, el primer sumando queda

-1
= df, ( P ) . O
t=0 t=0

Las derivadas (d¢,/dt)|;—g y (dp;/dt)];—o determinan gérmenes de campos
vectoriales en (R”,0) y (R™,0), respectivamente: (d¢;(x)/dt)|;—g es el vector
tangente a la trayectoria de ¢, (x) en el punto x.

Denotamos por 6,, al conjunto de todos los gérmenes de campos vectoriales
en (R",0), esto es, el conjunto de las secciones locales ¢: (R",0) - TR" en
0. Es un médulo sobre el anillo 0,,. El subconjunto de los (d¢; (x) /dt)|;—o que
preserva los puntos base es igual al submédulo m,,0,,.

Razonando de forma similar, dado f: (R",0) — (R™,0), podemos ver
los elementos de ID(f) como campos vectoriales sobre f, (df;/dt)|;—q es el
vector tangente a la trayectoria x — f;(x) en f (x). Asociando a (df;/d;)l;— la
aplicacién

= of d(¢t)
Zla_ dt

df (x)
dt

frxm (f(x), ) € TR™,
t=0
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obtenemos el diagrama conmutativo

TR" — TR

anl /f/ 7 lan
R" L) R™,
donde 7~ y mrm son las proyecciones dadas por la fibra, g« (x,v) = x.

Reciprocamente, cualquier campo vectorial ¢ sobre f es una aplicacién suave
¢ (R",0) -» TR de la forma ¢ (x) = (f(x),f(x)), para algtin & (R",0) -
R™. Se tiene que 5 es la deformacion infinitesimal (df;/dt)|;—¢ asociada a
la deformacién f; = f + t&. Por tanto, tenemos una identificacién canénica
ID(f) = 6(f), el espacio de campos vectoriales sobre f. El espacio (f) también
es un médulo sobre O, y las deformaciones infinitesimales que preservan los
puntos base corresponden al submédulo m,, 0(f).

A partir de ahora, hablaremos en términos de campos vectoriales sobre f en
lugar de deformaciones infinitesimales y abandonaremos la notacién ID(f)
en favor de 0(f).

Como 0,-médulo, 6, estd generado por los gérmenes de los campos vecto-
riales coordenados

d 0

_’ cee gy _-
x4 ox,,

Luego un elemento ¢ de 6,, se puede escribir de varias formas. O bien, como
una suma

n P
E(x) = ; éi(x>a—xi,

donde cada ¢; es un germen de aplicaciéon en 0, o bien, sin mencionar el
sistema coordenado, como una n-tupla ¢ = (&;(x), ..., ¢, (x)). Escribiremos
los elementos de 6(f) y 8,, como columnas.

Al trabajar con estos médulos, utilizaremos la siguiente notacién:

t: 0, - 0(f) wf: 6, - 0(f)
G df o g, neof.

Corolario 4.1.12. Para cualquier germen f: (R",0) —» (R™,0), se tiene
T*Q{ef = tf(en) + wf(em)/ Tdf = tf(mngn) + wf(mmem)
y también

o) .m0
Tod,f T Tdf

Ty, f =



. 1
4.2 EJEMPLOS DEL CALCULO DE ngf

Demostracion. Por definicidn,

d
R%f={EW4ﬁw¢#> :¢o=w4m=w}

t=0

)+<%&
=0 dt 1o

iy
+ wf( —

Aplicando el Lema 4.1.11,

dp;?
Td, f= {dfo( (Zt

do; !
ol

= tf(6,) + wf (0,,).

}ﬁ%=n%=ﬂ

) : ¢0 = id,lpo = 1d}
t=0

El razonamiento para T&/f es similar y para los cocientes T}ye f, TL, fbasta
usar la identificacién ID(f) = 0(f). O

Como se ha comentado anteriormente, 6,, tiene estructura de 0,,-médulo
y 8,, de 0,,-médulo, lo que nos puede generar dudas a la hora de trabajar
con T, f, ya que tf (8,,) es un 0,,-submédulo y wf (8,,) es un 0,,-submédulo.
Para solucionarlo se utiliza el homomorfismo inducido por £, f*. Todo médulo
M sobre O, tiene estructura de 0,,-médulo via f* en el siguiente sentido.
Dadosm € M,h € O,,,

h-m:=f*th)y-m=(hof) m.

Asi, podemos ver 6(f) y 8, como O,,-médulos via f* y T&, f como un 0,,-
modulo. Sin embargo, si M es un médulo finitamente generado sobre 0,,, no
tiene por qué estar finitamente generado sobre 0,,,, el Teorema de preparacion
nos permite saber cuando M es finitamente generado sobre 0,,,.

Teorema 4.1.13 (Teorema de preparacion, [4]). Sea un germen f: (R",0) —
(R™,0) y M un 0,-médulo finitamente generado. Son equivalentes:

1. Elmédulo M es finitamente generado sobre 0, via f,

2. dim(M/f*m,,M) < oo.

. 1
4.2 EJEMPLOS DEL CALCULO DE T'def

En esta seccién veremos algunos ejemplos del cdlculo de una base de
T}ﬂe f =6()/Td,f. En cada caso, asumiremos que 6(f) /T, f esta generado
por monomios. Aunque 0(f) no esté generado por monomios en general,
una serie de potencias infinita no esta en el sistema generado por monomios,
en cada ejemplo estard claro que f es estable fuera del 0 y de ahi se sigue,
utilizando el Criterio de Mather-Gaffney y el Lema 4.2.2 (mostrados a con-
tinuacién), que T, f 2 mkO(f) para algun k finito. Por tanto, el cociente
0(f) /T4, f tendrd una base de monomios de grado menor o igual que k — 1.
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Teorema 4.2.1 (Criterio de Mather-Gaffney, [ 7]). Un multi-germen holomorfo
f: (C",S) - (C™,0)conS C C(f), donde C(f) es el conjunto de puntos
criticos de f, tiene &/,-codimension finita si, y solo si, existe un representante
f+ X — Y lo suficientemente pequefio tal que:

1. f7H0)NC) =5,
2. la restriccion f: X\ f ~1(0) > Y\{0} es localmente estable.

Lema 4.2.2. Un germenf: (R"”,0) - (R"™,0) es &-finito si, y solo si, T&, f D
mk(f) para algtn k finito.

Demostracion. En el Teorema 6.2 de [7] se prueba una version mas general de
este lema. O

Ejemplo 4.2.3. Consideramos el germen f: (R,0) — (R?,0) dado porf(x) =
(x?,x3). Teniendo en cuenta que su diferencial en un punto x es

dfy: R - R?
v - (2x, 3x2)v,

es una inmersién inyectiva fuera del 0, ya que para x = 0, kerdf, = R, y para
x # 0,df,(v) = 0si, ysolosiv = 0. Escribiremos los elementos de 8, y 6(f)
como vectores columna.

Todo monomio x*, salvo el propio x, se puede escribir como producto de
potencias de x> y x> y, por tanto, como una composicién a o f. Entonces,

LUf(QZ) = {g of : 66 92} = {[Z] of : a,be @2} = ”a(xz,x:;)} :ll,bE @2}

b(x?, x%)
0
erte) +5pu 3] [o] =0

Como

tf(a%) - [32;}’

se sigue que

y

g soron +spu [[1] =155 43 {[7) =0

El término [0, x]7 no estd en T4, f, ya que el orden de la segunda componente
de cualquier elemento de T, f es al menos 2. Por tanto, Tife f tiene como base

la clase de [0, x]7.
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Ejemplo 4.2.4. Tomaremos ahora el germen f(x1,x,) = (xl,xg,xlxz) que
parametriza el llamado paraguas de Whitney. Veremos que es estable probando
que T}?fe f = 0. Denotaremos por (xq, x,) a las coordenadas en el espacio de
partida y por (y1,Y»,Y3) alas coordenadas en el espacio de llegada. Al igual
que antes, escribiremos los elementos de 6,, 85 y 8(f) como vectores columna.
Dividiremos O, entre la parte par y la parte impar respecto a la variable x,,
denotandolas 67, 07, respectivamente. Esto es, todo elemento a(x,y) € 0, se
puede escribir como

a(x,y) = al(x,yz) + yaz(x,yz), donde al(x,yz) € @p,yaz(x,yz) €0,

Entonces,
OF @ O'
0(f) =|07 @ O]
OF @ O
Como
a(x,y?, xy)
wf (03) = b(x,yz,xy) ta,b,ce Oz,
c(x,y%, xy)
se cumple,
a(y1,Y2) a(x;, x3)
wf | b,y | | = |bGxy, x3) |,
c(1,Y2) c(x1,x3)

quedando probado que la parte par de 6(f) estd contenida en T, f, basta
mirar qué ocurre con la parte impar. Como

1 0 X3
) 0 atey, ] _ | "
tf a(xl,xz)g =(0 2x, 0 = 0 ,
1
Xy X Xoa(x1, x%)

T4, f contiene la parte impar de la tercera fila. Como

P 1 0 0 0
1ff<a(x1,x§)—> =0 2x, [ 5 ] = 2x2a(x1,x§) ,
dx, a(xq,x5) 5
Xy X7 xX1a(x,, X5)

la parte impar de la segunda fila esta contenida en T</, f. Por dltimo, como

1

0 xa(x,xz)
; 2 9\ Xpa(xy,%35) | 2
f xza(xl,xz)g =(0 2x, 0 = 0
1

2 2
Xy X7 x5a(xq1,Xx5)
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T4, f contiene la parte impar de la primera fila. Luego, T, f = 6(f), Te}%g f=0
y f es infinitesimalmente estable.

Ejemplo 4.2.5. Veamos que el germen f (xq,x,) = (xl,x%,xg’ + x%xz) no es
estable. Este germen tiene un punto no inmersivo en (0, 0), ya que

1 0 10
0 2x5 v=10 0[v=0
2x1Xo 3x§ + x% 00

x=(0,0)

si, y solo si, v = (0, y) para cualquier y. Para determinar T}% f utilizaremos
los célculos del ejemplo anterior con ligeras modificaciones. Se tiene,

OF & 0!
o) =|0" ® O].
OF & O'
y como
a(xq1,%3)
wf (63) = [b(xq,23) |,
c(xl,x%)

la parte par de 6(f) esta contenida en T, f. Como

5 [ 1 0 0
tf(a(xl,xg)—> =( 0 2x, [ ]
2

2
0x5 5 a(xq,x5)
_lexZ 3X2 + X7

0
= 2x5a(xq, x%) ,

2 2 2 2
| 3x5a(x1,x5) + x7a(x1,X5)

la parte impar de la segunda fila estd en T<Z, f. Como

1 0 Xoa(x ,x2
L0 sty 22) 20(X1,X3)
tf| xoa(xq,x5)— | = O 2x5 = 0 /
92 2, .2 0 2 2
2x1xy 3x5 + X7 2x1x5a(x1,X5)
T4, f contiene a la parte impar de la primera fila. Como
1 axy, x3)
2, 9 a(xy, X3) -
tf a(xl,xz)g =( 0 2x4 0 = 0 ,
! 2x1%5 3x§ + x% 2x1x0a(x1, x%)
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se tiene que
.0
(x1@1)— C Tdef
Y3

Utilizando que

1 0
2 J 0
tf| xoa(xq,x5)— | = O 2x5 5
BX2 ) 2 xza(xll-XZ)
_ZX1XQ 3x2 + X7
0
= Zx%a(xl,xé) ,
_3x§a(x1,x§) + x%xza(xl,xg)
se tiene
OF + O
Td, f = OF + O' + 0(f).

OF + x,0" + x30"
El espacio Tsl?fe f esta generado, como R-espacio vectorial, por
0
xza—ys.

Ejemplo 4.2.6. Sea f (x1,x,) = (xq, xg’ + x1X,), denotamos por O al espacio
de salida y por 0} al espacio de llegada. Se tiene que

03 % 03 03

Fmb6s  (ffy) (0,28 +xix) (6, 20)

estd generado por 1, x,, x% sobre R, utilizando el Teorema de preparacién,
afirmamos que O5 esta generado sobre 04 por 1, x,, x3. Por tanto,

PN [
esta generado sobre 0} por

BRI HAHANEE]

Como

Aof A(xz,xg +x1x2)] }
O = :A,Be O} = : A(u,v),B(u,v) € O ¢,
o) {[B °f} 2} {[B(Xlzx% + X1X3) (03, Bl 0) € 02



60

ESTABILIDAD Y ESTABILIDAD INFINITESIMAL

tomando A(u,v) = 1,B(u,v) = 0y A(u,v) = 0,B(u,v) = 1, vemos que

o

Por otro lado, se tiene

1 0 [Z(X],XZ) }
t (O05) = s a(xqy,%5),b(x1,x,) € O5¢.
/(G2) {Lz 3x5 + x; [b(xpxz)} (1,20, 500, 2) € O3
Tomando a(xq, x5) = 0,b(xq,x5) = 0, se tiene
0
€ToA
3x% + xq ef

y, como tomando A(u,v) = 0,B(u,v) = u, se tiene [0, xl]T € wf(@ﬁ), pode-
mos concluir que

[02] €eTd,f.

X2

Tomando a(xy,x,) = x5, b(x1,x,) = 0, obtenemos [x5, x%]T € Td, f, utilizan-
do lo anterior,

[’;2] € Td,f.

Cogiendo a(xq,x,) = 1,b(x1,x,) = 0, se llega a que [1,x2]T € Td, f, por lo
que

[O]eref.

X2

Por ultimo, tomando a(xq, x5) = x%, b(xq,x,) = 0, tenemos que

2 2
0
X5 X + X1Xp X1Xo
y, tomando A(u,v) = 0,B(u,v) = v vemos que [0, xg + xlxz]T € Td, f, por
ello,

h)%] eTd,f.

Podemos concluir que, TS, f = 6(f), esto es, T}yg f=0.
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4.3 ESTABILIDAD INFINITESIMAL IMPLICA ESTABILIDAD

En la Proposicién 4.1.7 vimos que si un germen es estable, entonces tam-
bién es infinitesimalmente estable. En esta seccién veremos que el reciproco
también es cierto.

Comenzaremos viendo un lema que nos da una condicién infinitesimal
para la trivialidad de un desdoblamiento 1-paramétrico.

Lema 4.3.1. Seaf: (R",0) - (R™,0) un germen suave y F un desdoblamien-
to 1-paramétrico de f. Entonces, F es trivial si, y solo si, existen gérmenes de
campos vectoriales {en (R"x,0) y7en (R"xR,0) talesque ¢ (t) = 1, n(t) =1
ydFo¢ =noF.

Demostracion. Supongamos que F es trivial, entonces, por definicién, existen
difeomorfismos ¢, ¥ que son desdoblamientos de la identidad en R"”, R™,
respectivamente, tales que F = 1 o G o ¢~ 1, donde G = f x id. Definimos &,
como los campos vectoriales dados por

d e d 9, g
¢ = 4’°at°4’ ;= l/foatﬂlJ-

Como ¢ = (43(x, t),t) es un desdoblamiento de la identidad,

0

d(POi: * * : _ *
ot 0

o ..ol1ll1] [1

y, por cémo hemos definido ¢, ¢ (t) = 1. Mediante un razonamiento analogo
para i, se llega a que 77(t) = 1. Se cumple
dF dF o d 9 d(F A
og_ o (Poato(l) =d( O(P)oato(p

d d
@ -1 -1
= d 0G)o—o =dpodGo —o
(o G) o ¢ ¥ o ¢
d
(2) 1 3 _
:dl/]oaocogblzﬂol)boGo(PlzﬂoF,

dondeen (1) se ha utilizado que F, G son equivalentes, en (2) que dGo(d/dt) =
(d/dt) o G, como G(x,t) = (f(x),t),

0 0 0
d d : : : d
(dG o] _> = f . : = : = - ’
0t/ (1) O[O0 O] Otoun
0 ... 01 1 1
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yen (3), quen o =dipo (d/ot).

Supongamos ahora que existen campos vectoriales ¢, 7 tales que ¢ (t) =
1,7(t) =1y dF o ¢ = 5o F. Tomando los flujos integrales de ¢, 7 definimos
¢, P como los tnicos difeomorfismos que satisfacen

d o -1 d i -1
C=dgpo—og™, n=dpo—oy
Como ¢ (t) = 1y 5(t) =1, se tiene que

Plx, 1) = (P(x,1),1), Px, b = (Px,1),1),

luego ¢, i son desdoblamientos de la identidad en R"”, R™, respectivamente.
Definimos G = ¢! o F o ¢, usando la regla de la cadena, se tiene

dGad‘lP ad—ldpda
oat_ (1/] o o(l))oat_17[1 o o(Poat,
Por la definiciéon de ¢y la propiedad dF o { = 770 F,
0
dGoa:dlp_lodFogo(P:dl/)_loﬂoFo(P,
Por la definicién de G y de 7,
dG ’ dy~1 G i G
oat_ lp o;/]ol)bo _ato .

Si G viene dado por G(x,t) = ((x,t),t), la condicién anterior significa que
dg/dt = 0. Efectivamente,

%

> 1[0 0

ico 2 * : : :
Cot Bu o T "ol
at — —

0 .. 0 1 JL1 1

por tanto, d3;/dt = O parai = 1, ..., m. Concluimos que G es el desdoblamien-
to constante. O

Si vy es un germen de campo vectorial en R*x R tal que y(t) = 1, escribimos
9 & )
y=9—-—= (X, B —.
T=7-7 ; D

Podemos ver ¥ como un campo vectorial sobre la proyeccién en el primer
factor, 7ty : RFx R — Rk, es decir, como un elemento de 8(7t;). También
podemos ver 4 como un campo vectorial dependiente del tiempo en R*: dado
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un representante de 7y en un entorno abierto U x D C RF x R, para cada ¢, y;
es el campo vectorial en U dado por (74)y = ¥ (x.)-

Sea F: (R" x R,0) - (R" x R,0) un desdoblamiento uniparamétrico
dado por F(x,t) = (f (x,t),t). La condicién infinitesimal dF o { = 17 o F se
puede escribir en notacién matricial como

[dft —f} [é][ﬁ oft}
o 1|11 I

que equivale a

of
Y dfy o Cr = 1 © fr-

Queremos introducir versiones relativas de las aplicaciones tfy wf y del mé-
dulo T}Z{e fpara desdoblamientos. Las daremos en el caso general de desdobla-
mientos d-paramétricos aunque en la demostracién del teorema utilizaremos

el caso uniparamétrico.

Definicién 4.3.2 (0,,,4,4, ¢(F/d)). Denotamos por 6, , 4,4 al conjunto de gér-
menes de campos vectoriales relativos: campos vectoriales en R” x R? en la
direccion R", es decir, de la forma

i 0
= éi(xl 1/[) aXi .

Notamos que 6, ;4 esta contenido en 6.

De la misma forma, 6(F/d) denotard el espacio de deformaciones infinitesi-
males relativas de F: deformaciones infinitesimales en la direccién R, esto
es, campos vectoriales sobre F de la forma

S 0~
nix,u)—,
w7y

se tiene 6(F/d) C 6(F).

Sea F un desdoblamiento d-paramétrico de un germen f. Entonces, tF y wF
se restringen a morfismos

trelF: 9n+d/d - G(F/d), wrelF: 9m+d/d g G(F/d)

Definimos
O(F/d)

T., F/d = ,
¢ trelF(Hn—i-d/d) + wrelF(9m+d/d)

es un 0, ;-médulo via F, llamado el T relativo del desdoblamiento F. En efecto,
T}ﬂe F/d es una version de T}Qfe f con parametros uq, ..., u,; y, ademds

Ty, F/d
(g, oo ug)Tly Fjd ~

Te,f- (4.1)
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Lema 4.3.3. Sean F: (R" x R?,0) - R™ x R? 0) un desdoblamiento del
germen Z-finito f: (R”,0) - (R™,0), Gy, ..., Gy € 0(F/d) y g;(x) = G;(x,0)
parai =1,..., k. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. las clases de Gy, ..., G; generan T}ﬂe F/d sobre O,
2. las clases de g1, ..., gx generan T}Z{g fsobre R.

Demostracion. Supongamos que se cumple 1., entonces los elementos de T}ge F/d
se pueden escribir como

k
Z a;(u)G;(x,u), dondeaw; € O,;.
i=1

Utilizamos el isomorfismo de (4.1),
T, F/d
: e S Tl
¢ {ity, ..., ug)TY F/d .
[G] » [G(x,0)] = [g].

Dado [k] € T}yef, existe [H] € T}yg F/d tal que H(x,0) = h(x). Como

M=

H=) a;G; conua;€ Oy,

i=1
mediante ¢, obtenemos que

k

h = a;(0)g;, cona;(0) €R,
i=1

como queriamos probar.
Supongamos 2., definimos

O/ Mo e M 0
a trelF(9n+d/d), 0 {ull"'run}M B if(en)

En esta parte de la prueba aplicaremos varias veces el Teorema de preparacién,
comenzaremos viendo que se cumplen sus hipétesis. Todo elemento G €
6(F/d) se puede escribir como

m a .
G = Zai(x,u)? = (ay(x,u),...,a,(x,u)) € O, 4,
i=1 i

luego 6(F/d) = O,", ; y, por tanto, M estd finitamente generado sobre 0, ;.
De forma similar, 8(f) esta finitamente generado sobre 0,,. Utilizando que
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g1, ---, 8k generan Téfe fsobre R y que wf (8,,) como O,,-médulo esta generado
por d/9dyq, ..., 9/0Y,,,

0(f) = tf(0,) + wf(6,,) + SpR{gl,...,gk}

)

)
=0, + 0y {—,...,— "+ +5S e QL)
f (60,) + m{ayl aym}+ Pr{81/ - 8k}

Por tanto, My = 6(f) /tf (8,,) esté finitamente generado sobre O,, con genera-
dores

(e gt
ayl,..., ayn,gl,...,gk .

Aplicando el Teorema de preparacién,
My

dim VS
f mmMO

< oo

Queremos ver qué ocurre con M. Elhomomorfismo inducidopor F, F*: 0,,,; —
0,4 verifica

Frov, 0 = F*Cuq, eoo s Yo Un, o Ug)) =)FYyq, o Fryy, Frug, o Frug)
=(q10oF, ...,y oF,ugoF,...,u, oF) =(Fqy,...,F,,uy,..,ug).
Luego,
M M M, M,
F* (Mo )M (Fq, oo, Eppytig, oo )M - (fry o frdMoy  frm,, M

JIRS)

y dim M/F*m,,,, ;M < oo. Por el Teorema de preparaciéon, M esta finitamente
generado sobre 0, ; via F.

Utilizamos una vez mas el Teorema de preparacién, ahora con el médulo
Tiye F/d y el germen de la proyeccion 7r: (R™ x R,0) - (R%,0), con aplica-
cién inducida 7*: O; — 0, 4. T}ye F/d es finitamente generado sobre 0, 4
por ser un cociente de M, T}% F/d = M/wy F(0,10/0) y Tmy = {uq, ..., uy},
luego

Ty, F/d T}, F/d

n*deijg F/d - {ul,...,ud}TéfeF/d -

Ty f.

Como T}, f esta finitamente generado sobre R, entonces
Ty, F/d
m*myTy, F/d
estd generado sobre R por Gy, ..., G. Aplicando el Teorema de prepara-

cién, concluimos que T}% F/d esta finitamente generado sobre O, via 7T por
Gy, ..., G O
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Teorema 4.3.4. Estabilidad infinitesimal es equivalente a estabilidad.

Demostracién. Supongamos que f es estable. Para cada 7 € 0(f) consideramos
el desdoblamiento uniparamétrico F(x,t) = (f;(x),t) dado por f;(x) = f(x) +
ty. Como f es estable, F es trivial y, por el Lema 4.3.1, existen gérmenes de
campos vectoriales ¢, 77 tales que {(t) = 1,7(t) = 1ydF o § = n7o F. Usando
que esta expresion se puede reescribir como

of
oF +dfpolt =1nofy,

tomando t = 0, se tiene

of,
’Y=a_t =—df oGy +1pofeTd,f,
tli—o

ya que —df o &y € tf (Gp) y 1o © f € wf (19).

Reciprocamente, supongamos que T}zie f = 0. Veamos que todo desdo-
blamiento uniparamétrico F(x,t) = (f;(x),t) es trivial. Por el Lema 4.3.3,
sabemos que T}?[e F/1 = 0. Luego, existen campos vectoriales ¢, ij tales que

%

5 ify o G + 11t © fi-
Viéndolos como campos absolutos, & = —¢ + 9/dt, 7 = fj + 9/dt, y sabemos
que la expresion anterior equivale a que dF o § = 77 o F, aplicando el Lema
4.3.3 obtenemos que F es trivial.

Veamos ahora que cualquier desdoblamiento d-paramétrico F(x,u) =
(f, (x),u) es trivial por induccién sobre d. El caso base lo acabamos de probar.
Suponemos que es cierto para todo desdoblamiento (d — 1)-paramétrico F;
obtenido de F al tomar u; = 0. Por hipétesis de induccién, F; es trivial, es
decir, equivalente a f x id. Esto implica que F; también es &/-equivalente a
f x id como germen de aplicacién y, por tanto, T}Qgg F1 = 0. Como F es un des-
doblamiento uniparamétrico de F;, deducimos que F es un desdoblamiento
trivial de F; y, por tanto, un desdoblamiento trivial de f. O
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