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Índi
e de materias

Las fun
iones elementales fundamentales expresadas analíti
amente son las

siguientes:

1. Fun
ión poten
ial: f(x) = xλ 
on λ ∈ R.

2. Fun
ión exponen
ial: f(x) = ax 
on a ∈ (R+ − {1}).

3. Fun
ión logarítmi
a: f(x) = loga x 
on a ∈ (R+ − {1}).

4. Fun
iones trigonométri
as:

Fun
ión seno: f(x) = sinx.

Fun
ión 
oseno: f(x) = cosx.

Fun
ión tangente: f(x) = tanx.

Fun
ión 
otangente: f(x) = cot x.

Fun
ión se
ante: f(x) = sec x.

Fun
ión 
ose
ante: f(x) = cosec x.

5. Fun
iones trigonométri
as re
ípro
as:

Fun
ión ar
oseno: f(x) = arcsinx.

Fun
ión ar
o
oseno: f(x) = arc cos x.

Fun
ión ar
otangente: f(x) = arctan x.

Fun
ión ar
o
otangente: f(x) = arcotan x.

Se denomina fun
ión elemental la formada por fun
iones elementales fun-

damentales y 
onstantes, mediante un número �nito de opera
iones de adi
ión,

sustra

ión, multipli
a
ión, división y 
omposi
ión de fun
iones

1

.

1

https://fabianizquierdo.files.wordpress.
om/2020/02/


al
ulo-diferen
iales-integral-piskunov.pdf

https://fabianizquierdo.files.wordpress.com/2020/02/calculo-diferenciales-integral-piskunov.pdf
https://fabianizquierdo.files.wordpress.com/2020/02/calculo-diferenciales-integral-piskunov.pdf
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En realidad, las fun
iones elementales fundamentales se pueden redu
ir

a dos, en el 
ampo 
omplejo, mediante la fun
ión exponen
ial de base e, la
fun
ión logaritmo neperiano y un número �nito de opera
iones de adi
ión,

sustra

ión, multipli
a
ión y división. Por ejemplo:

xλ = eλ lnx
.

ax = ex ln a
.

loga x =
lnx

ln a
.

sinx =
ei x − e−i x

2 i
.

arcsinx = −i ln
(

i x+ e
1
2
ln(1−e2 lnx)

)

.

En matemáti
as, se 
onsideran fun
iones espe
iales todas aquellas que no

son fun
iones elementales. No obstante, en la Wikipedia se da una de�ni
ión

de fun
ión espe
ial

2

.

La presente obra ha sido 
on
ebida para dar a 
ono
er algunas propiedades

y 
ara
terísti
as de determinadas fun
iones espe
iales. Para ello se utiliza 
omo

hilo 
ondu
tor el 
ál
ulo de determinadas integrales que requieren para su

evalua
ión el empleo de di
has fun
iones.

Las propiedades y teoremas expuestos o bien se demuestran o bien se indi
a

en qué 
ita o 
itas de la bibliografía se pueden 
onsultar las demostra
iones.

Para asimilar el trabajo aquí expuesto, es ne
esario 
ontar 
on una forma-


ión previa en determinadas té
ni
as de integra
ión, tanto en el 
ampo real


omo en el 
ampo 
omplejo, y poseer 
ono
imientos sobre resolu
ión de e
ua-


iones diferen
iales lineales, variable 
ompleja y series de Fourier.

El trabajo está organizado de la forma siguiente:

1) Índi
e de materias

2) Presenta
ión

3) Ejer
i
ios preparatorios

Con el objetivo de 
onseguir un aprove
hamiento máximo del poten
ial

del trabajo, se ha 
onsiderado ne
esario in
luir un 
apítulo en el que se

2

Una fun
ión espe
ial es una fun
ión matemáti
a parti
ular, que por su importan
ia

en el 
ampo del análisis matemáti
o, análisis fun
ional, la físi
a y otras apli
a
iones, po-

see nombres y designa
iones más o menos estable
idos (https://es.wikipedia.org/wiki/

Fun
ion_espe
ial)

https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_especial
https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_especial
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determinan una serie de integrales que sirven para ejer
itarse en el manejo

de 
iertas té
ni
as de integra
ión.

El 
apítulo se ha subdividido en dos se

iones: ejer
i
ios de ini
ia
ión y ejer-


i
ios de profundiza
ión. Finaliza ofre
iendo la resolu
ión de la denominada

integral de Ahmed, interesante por las té
ni
as de integra
ión utilizadas.

4) Integrales logaritmo-seno

Las té
ni
as empleadas para la resolu
ión de este tipo de integrales ha
en

que se hayan 
onsiderado ne
esarias 
omo preludio del trabajo, para intro-

du
ir los desarrollos en serie para el 
ál
ulo de determinadas integrales.

5) Fun
iones eulerianas

Se enun
ian y se demuestran algunas propiedades de las fun
iones eulerianas

siguientes:

a) La fun
ión fa
torial

b) La fun
ión Gamma de Euler


) La fun
ión doble fa
torial

d) La fun
ión Beta de Euler

e) La fun
ión digamma

f) La fun
ión poligamma

Con el 
ono
imiento expuesto anteriormente, se determinan diversas inte-

grales y, además, se obtienen los siguientes desarrollos:

a) En serie de Laurent de la fun
ión Γ(z) para ℜ(z) > 0

b) En serie de Taylor de ln (Γ(z + 1))


) En serie de Fourier de ln (Γ(x)) para 0 < x < 1

6) La transformada de Mellin y la fun
ión W de Lambert

En este 
apítulo se introdu
en y se expli
an diversas apli
a
iones de la

transformada de Mellin y la fun
ión W de Lambert. Además se enun
ia

y demuestra el teorema maestro de Ramanujan para apli
arlo después al


ál
ulo de determinadas transformadas de Mellin.

7) La integral de Frullani

Se dedi
a un 
apítulo a la integral de Frullani, una de 
uyas apli
a
iones

es su utiliza
ión para la representa
ión integral de la fun
ión logaritmo

neperiano.
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Como o
urre en el 
apítulo anterior, para determinar diversas fórmulas

que involu
ran a la integral de Frullani se apli
a el teorema maestro de

Ramanujan.

8) Mis
elánea

Este 
apítulo se ha 
on
ebido 
omo �un 
ajón de sastre� para in
luir en él

diversas integrales a modo de resumen.

Para �nalizar, se ha 
onsiderado 
onveniente in
luir los apéndi
es siguientes:

A) Introdu

ión a los desarrollos en series de Fourier

B) Sumas de series mediante desarrollos en series de Fourier

C) Algunos resultados de la variable 
ompleja



Presenta
ión

Como se señala en el �Libro blan
o de las matemáti
as� la forma
ión mate-

máti
a del alumnado que 
ursa los grados de arquite
tura e ingenierías se ha

visto mermada de un tiempo a esta parte:

De la tradi
ional buena forma
ión matemáti
a de ingenieros e

ingenieras y arquite
tos y arquite
tas en nuestro país, hemos pasa-

do a personas tituladas en ingeniería y arquite
tura más algoritmi-

zados y menos 
apa
es de trabajar 
on la modeliza
ión matemáti-


a

3

.

La implanta
ión del plan Bolonia y la 
onsiguiente redu

ión de 
réditos ha

provo
ado, además, una nueva merma en la forma
ión matemáti
a:

La implanta
ión del Plan Bolonia ha traído 
onsigo una nueva

y sustan
ial redu

ión de los 
réditos de matemáti
as, bási
os o no.

Esta situa
ión ha supuesto una 
ontra

ión de los temarios que ha

dejado su 
ontenido real en un nivel instrumental

4

.

A los fa
tores anteriores se podría añadir que en los grados universitarios de


ien
ias, por lo general, las asignaturas se ofre
en demasiado 
ir
uns
ritas a

los 
ontenidos 
on
eptuales de la materia de la que tratan sin detenerse a

poner de relieve que, en diversas o
asiones, el planteamiento y resolu
ión de

algunos problemas requieren una visión más amplia que la que ofre
e la propia

asignatura. Por ejemplo, para la resolu
ión de una integral puede ser ne
esario

utilizar un desarrollo en serie (Taylor, Laurent o Fourier), la resolu
ión de una

e
ua
ión diferen
ial, o las propiedades de fun
iones espe
iales (por ejemplo la

fun
ión zeta de Riemann), ...

3

Libro blan
o de las matemáti
as (página 120). David Martín de Diego (Coordinador

general). Funda
ión Ramón Are
es. Madrid 2020

4

Libro blan
o de las matemáti
as (página 123). David Martín de Diego (Coordinador

general). Funda
ión Ramón Are
es. Madrid 2020
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Sin embargo, si no se ofre
e al alumnado una visión panorámi
a que le

permita estru
turar el pensamiento para desarrollar su
esivamente las té
ni
as

anteriores, esta tarea puede llegar a ser tan ardua que mu
hos de ellos se verán

in
apa
es de llevarla a 
abo. Ahora bien, debido a la amplitud de los 
urrí
ula

y la es
asez de tiempo para poder impartirlos, al profesorado le resulta muy

difí
il ofre
er esta visión panorámi
a en el aula, por lo que el 
ontenido de este

trabajo puede suponer una ayuda que fa
ilite su labor al tiempo que su le
tura

sosegada puede ayudar al alumnado a 
onseguir una visión transversal y más


ompleta de la materia en estudio.

No obstante, a pesar de la amplitud del 
urrí
ulum y la es
asez de tiempo, el

�Libro blan
o de las matemáti
as� insiste en la importan
ia de un aprendizaje

signi�
ativo, para lo que nos re
uerda que:

La forma
ión en matemáti
a en ingeniería y te
nología debe au-

mentar, pero lo debe ha
er a la luz de nuevos paradigmas matemá-

ti
os, ha
iendo mu
ho más hin
apié en la resolu
ión de problemas

abiertos en 
ontextos reales, la modeliza
ión, el uso 
on 
riterio

matemáti
o de herramienta 
omputa
ionales

5

.

Llegados a este punto, sería el momento de proponer solu
iones que permitan

subsanar las 
aren
ias dete
tadas. Una de las que re
omienda el �Libro blan
o

de las matemáti
as� es ampliar la visión de las matemáti
as que tienen los

graduados para reforzar su forma
ión:

Los grados de Matemáti
as deberían tener una mirada más am-

plia, sin renun
iar a formar personal graduado que trabaje en las

áreas y temas 
lási
os de las matemáti
as, para 
onseguir, a �n de


uentas, que la mirada de los y las egresadas a la hora de optar

por los diferentes posgrados sea tan ri
a y plural 
omo lo son las

matemáti
as en sí

6

.

Dado que el problema de la es
asez de tiempo sigue estando latente, la 
on-

se
u
ión de este objetivo pasa ne
esariamente por disponer de materiales que

orienten la resolu
ión de problemas abiertos y transversales. En este sentido,

el presente trabajo ofre
e una 
ontribu
ión dirigida a la mejora de la forma-


ión matemáti
a del alumnado universitario in
orporando a su 
ontenido las

sugeren
ias plasmadas en el �Libro blan
o de las matemáti
as�.

5

Libro blan
o de las matemáti
as (página 124). David Martín de Diego (Coordinador

general). Funda
ión Ramón Are
es. Madrid 2020

6

Libro blan
o de las matemáti
as (página 130). David Martín de Diego (Coordinador

general). Funda
ión Ramón Are
es. Madrid 2020
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El tema es
ogido en este trabajo, entre todo el abani
o de posibilidades

que ofre
en los 
ontenidos que se estudian en matemáti
as, ha sido el de las

fun
iones espe
iales apli
adas al 
ál
ulo integral. El motivo de esta ele

ión ha

sido el he
ho, que se ha
e evidente ya en los primeros 
ursos de las 
arreras


ientí�
as, de que las fun
iones elementales no son su�
ientes para resolver

numerosos problemas de diferente índole, 
omo por ejemplo el diseño de mo-

delos matemáti
os mediante los 
uales prede
ir diferentes fenómenos físi
os o

para formalizar la distribu
ión de los números primos, ... . Esta ne
esidad de

nuevas herramientas obliga a introdu
ir en el a
erbo matemáti
o las llamadas

fun
iones espe
iales.

Por otra parte, los equipos de investiga
ión que desarrollan su trabajo en


ualquiera de las distintas dis
iplinas de la 
ien
ia moderna (matemáti
as,

físi
a, quími
a-físi
a, ingeniería, ...) pre
isan de un 
ono
imiento notable de

estas fun
iones denominadas espe
iales.

Pero además, es importante resaltar que la importan
ia de las fun
iones

espe
iales no se 
ir
uns
ribe úni
amente al 
ampo de la investiga
ión sino que

su utiliza
ión se ha
e indispensable en la resolu
ión de innumerables problemas

que surgen en la industria en general: problemas sobre la 
inéti
a enzimáti
a,

solu
iones de problemas de 
ombustible para aviones, inferen
ia estadísti
a o


ál
ulo de probabilidades, por 
itar algunos de ellos.

Es por ello que su estudio se ha
e ne
esario tanto para el alumnado de

las 
arreras de 
ien
ias 
omo para aquellas personas que se estén preparando

para dedi
arse a la investiga
ión y para las que ya están desarrollando su a
-

tividad profesional trabajando en diversas industrias. Como puede observarse,

el públi
o poten
ial al que se dirige la obra es amplio y variado por lo que el


ontenido del mismo se ha sele

ionado intentando 
ubrir las ne
esidades de

los diferentes 
ole
tivos a los que se dirige.

En 
uanto a la metodología utilizada, el desarrollo de la obra pretende


onseguir el aprendizaje mediante la resolu
ión de 
uestiones organizadas en

fun
ión de una di�
ultad 
re
iente junto 
on el entrelazamiento de té
ni
as y

propiedades de distintos entes matemáti
os.

Con el deseo de lograrlo, la primera parte del trabajo se 
entra en el análisis

matemáti
o y más 
on
retamente en el 
ál
ulo de integrales por diversos méto-

dos: la utiliza
ión de resultados de la variable 
ompleja, el empleo de desarrollos

en serie de poten
ias (Taylor) y, �nalmente, ha
iendo uso de la deriva
ión pa-

ramétri
a de una integral. Como 
onse
uen
ia de la apli
a
ión de este último

método surge la ne
esidad de la resolu
ión de e
ua
iones diferen
iales lineales.

La segunda parte del trabajo está dedi
ada al estudio de diversas propie-

dades o resultados de algunas fun
iones espe
iales (fun
iones gamma y beta
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de Euler, fun
ión fa
torial, fun
ión doble fa
torial, fun
ión digamma, fun
ión

poligamma y fun
ión de Lambert) 
on apli
a
ión al 
ál
ulo integral.

En la ter
era parte, el trabajo se o
upa del 
ál
ulo de transformadas de

Mellin de diversas fun
iones. Para la determina
ión de estas transformadas se

ha
e uso del teorema maestro de Ramanujan.

Finalmente, se dedi
a la última parte del trabajo a la resolu
ión de las


ono
idas 
omo integrales de Frullani mediante la apli
a
ión, al igual que la

parte anterior, del teorema maestro de Ramanujan.

Se han in
luido también en el texto unos apéndi
es en los que se exponen,

someramente, resultados o propiedades ne
esarias para una mejor 
omprensión

de los aspe
tos abordados a lo largo del mismo, así 
omo la justi�
a
ión de

demostra
iones o 
ál
ulos.



Capítulo 1

Ejer
i
ios preparatorios

1.1. Preliminares

De�ni
ión 1.1.1 (Parte entera). La parte entera de un número real x, deno-
tada por ⌊x⌋, es el entero más próximo a x que sea menor que x.

De�ni
ión 1.1.2 (Parte de
imal). La parte de
imal de un número real x,
denotada por {x}, es la diferen
ia entre el número x y su parte entera. Es

de
ir,

{x} = x− ⌊x⌋.

Teorema 1.1.1 (Primer Teorema Fundamental del Cál
ulo (TFC1)). Dada

una fun
ión real de variable real f(x),

1) La fun
ión F (x) =

ˆ x

a
f(t) dt es 
ontinua.

2) Si además f(x) es una fun
ión 
ontinua, enton
es F (x) es derivable y

F ′(x) = f(x).

Teorema 1.1.2 (Generaliza
ión del TFC1 (Regla de Leibniz)). Dada la fun-


ión

F (x) =

ˆ h(x)

g(x)
f(t, x) dt,

F ′(x) =
ˆ h(x)

g(x)

∂f(t, x)

∂x
dt+ f (h(x), x) h′(x)− f (g(x), x) g′(x).
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1.2. Ejer
i
ios de ini
ia
ión

Integral 1.2.1. Determina

ˆ π/4

0
ln (1 + tan x) dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.1. Por una parte,

tan
(π

4
− x
)

=
1− tan x

1 + tan x
.

Por otra parte,

ˆ π/4

0
ln
(

1 + tan
(π

4
− x
))

dx =
{

t =
π

4
− x
}

=

ˆ π/4

0
ln (1 + tan t) dt.

Enton
es,

ˆ π/4

0
ln (1 + tanx) dx =

ˆ π/4

0
ln

(

1 +
1− tanx

1 + tanx

)

dx =

=

ˆ π/4

0
ln

(

2

1 + tan x

)

dx =

ˆ π/4

0
ln 2 dx−

−
ˆ π/4

0
ln (1 + tan x) dx.

En 
onse
uen
ia,

ˆ π/4

0
ln (1 + tanx) dx =

π

8
ln 2.
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Integral 1.2.2. Determina

ˆ ∞

0

sinx

x
dx (Integral de Diri
hlet).

Cál
ulo de la integral 1.2.2.

Sea f(λ) =

ˆ ∞

0

sinx

x
e−λx dx, λ ∈ [0,∞[. (1.1)

f ′(λ) = −
ˆ ∞

0
sinx e−λx dx =











U = sinx dV = e−λx dx

dU = cos x dx V = − 1

λ
e−λx











=

= − 1

λ

ˆ ∞

0
e−λx cosx dx =











U = cos x dV = e−λx dx

dU = − sinx dx V = − 1

λ
e−λx











=

= − 1

λ2
+

1

λ2

ˆ ∞

0
e−λx sinx dx.

De ahí que,

−
(

1 +
1

λ2

)
ˆ ∞

0
e−λx sinx dx = − 1

λ2

y

f ′(λ) = −
ˆ ∞

0
sinx e−λx dx = − 1

1 + λ2
.

Con lo que

f(λ) = − arctanλ+ C. (1.2)

De (1.1) y de (1.2)

ĺım
λ→∞

f(λ) = 0 = − arctan∞+ C ⇒ C =
π

2
. (1.3)

En 
onse
uen
ia, de (1.1)-(1.3)

f(λ) =
π

2
− arctan λ =

ˆ ∞

0

sinx

x
e−λx dx.

Con lo que,

f(0) =
π

2
=

ˆ ∞

0

sinx

x
dx. (1.4)
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Integral 1.2.3. Determina

ˆ
π
2

0
ln (sinx) dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.3. Si 0 < x <
π

2
, enton
es cosx = sin

(π

2
− x
)

.

Con lo que,

ˆ
π
2

0
ln (cos x) dx =

ˆ
π
2

0
ln
(

sin
(π

2
− x
))

dx =
{

t =
π

2
− x
}

=

=

ˆ
π
2

0
ln (sin t) dt.

(1.5)

Sea

I =

ˆ
π
2

0
ln (sinx) dx =

ˆ
π
2

0
ln (cos x) dx. (1.6)

Enton
es,

2I =

ˆ
π
2

0
(ln (sinx) + ln (cosx)) dx =

ˆ
π
2

0
ln (sinx cos x) dx =

=

ˆ π
2

0
ln

(

sin(2x)

2

)

dx =

ˆ π
2

0
ln (sin(2x)) dx− π

2
ln 2.

(1.7)

ˆ
π
2

0
ln (sin(2x)) dx = {t = 2x} =

1

2

ˆ π

0
ln (sin t) dt =

=
1

2

(

ˆ
π
2

0
ln (sin t) dt+

ˆ π

π
2

ln (sin t) dt

)

.

(1.8)

De (1.5) y de (1.6)

ˆ π

π
2

ln (sin t) dt =
{

u = t− π

2

}

=

ˆ
π
2

0
ln
(

sin
(

u+
π

2

))

du =

=

ˆ
π
2

0
ln (cosu) du = I.

(1.9)

De (1.8) y de (1.9)

ˆ
π
2

0
ln (sin(2x)) dx = I. (1.10)
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De (1.7) y de (1.10)

2I = I − π

2
ln 2.

En 
onse
uen
ia,

ˆ
π
2

0
ln (sinx) dx =

ˆ
π
2

0
ln (cos x) dx = −π

2
ln 2.

Integral 1.2.4. Determina

ˆ

x2

(x sinx+ cos x)2
dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.4.

I =

ˆ

x2

(x sinx+ cos x)2
dx =

{

(x sinx+ cos x)′ = x cos x
}

=

=

ˆ

x

cos x

x cos x

(x sinx+ cos x)2
dx =

=



















U =
x

cos x
dV =

x cos x

(x sinx+ cos x)2
dx

dU =
cos x+ x sinx

cos2 x
dx V = − 1

x sinx+ cos x



















=

= − x

(x sinx+ cos x) cos x
+

ˆ

1

cos2 x
dx =

= − x

(x sinx+ cos x) cos x
+

sinx

cos x
=

−x cos x+ sinx

x sinx+ cos x
+ C.

Integral 1.2.5. Determina

ˆ

sin(4x) etan
2 x dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.5.

I =

ˆ

sin(4x) etan
2 x dx = 2

ˆ

sin(2x) cos(2x) e
1−cos(2x)
1+cos(2x) dx =

= {t = cos(2x)} = −
ˆ

t e
1−t
1+t dt = −e−1

ˆ

t e
2

1+t dt =

=

{

u =
2

1 + t

}

= 2 e−1

ˆ

(

2

u
− 1

)

eu
du

u2
=

=
2

e

ˆ

2

u3
eu du− 2

e

ˆ

1

u2
eu du.

(1.11)
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ˆ

2

u3
eu du =















U = eu dV =
2

u3
du

dU = eu du V = − 1

u2















= −e
u

u2
+

ˆ

eu

u2
du. (1.12)

De (1.11) y de (1.12)

I = − 2

u2
eu−1 = − 2

(

2
1+t

)2 e
2

1+t
−1 = −(1 + t)2

2
e

1−t
1+t =

= −(1 + cos(2x))2

2
e

1−cos(2x)
1+cos(2x) = −2 cos4 x etan

2 x + C.

Integral 1.2.6. Determina

ˆ π

0

x tan x

sec x+ tanx
dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.6.

I =

ˆ π

0

x tan x

sec x+ tan x
dx =

ˆ π

0

x sinx

1 + sinx
dx = {x = π − t} =

=

ˆ π

0

(π − t) sin(π − t)

1 + sin(π − t)
dt =

ˆ π

0

(π − t) sin t

1 + sin t
dt =

= π

ˆ π

0

sin t

1 + sin t
dt−

ˆ π

0

t sin t

1 + sin t
dt.

Con lo que

ˆ π

0

x tanx

sec x+ tanx
dx =

π

2

ˆ π

0

sin t

1 + sin t
dt. (1.13)

J =

ˆ π

0

sin t

1 + sin t
dt =

ˆ π

0

(

1− 1

1 + sin t

)

dt =

= π −
ˆ π

0

1

1 + sin t
dt = π −

ˆ π

0

1− sin t

1− sin2 t
dt =

= π −
(
ˆ π

0

dt

cos2 t
+

ˆ π

0

− sin t dt

cos2 t

)

= π − 2.

(1.14)
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De (1.13) y de (1.14)

ˆ π

0

x tan x

secx+ tanx
dx =

π(π − 2)

2
.

Integral 1.2.7. Determina

ˆ

cos(2θ) ln

(

sin θ + cos θ

sin θ − cos θ

)

dθ.

Cál
ulo de la integral 1.2.7.

I =

ˆ

cos(2θ) ln

(

sin θ + cos θ

sin θ − cos θ

)

dθ =

ˆ

cos(2θ) ln

(

−1 + sin(2θ)

cos(2θ)

)

dθ =

=























U = ln

(

−1 + sin(2θ)

cos(2θ)

)

dV = cos(2θ) dθ

dU =
2

cos(2θ)
dθ V =

1

2
sin(2θ)























=

=
1

2
sin(2θ) ln

(

−1 + sin(2θ)

cos(2θ)

)

−
ˆ

sin(2θ)

cos(2θ)
dθ =

=
1

2
sin(2θ) ln

(

sin θ + cos θ

sin θ − cos θ

)

+
1

2
ln (cos(2θ)) + C.
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Integral 1.2.8. Determina

ˆ 1

0
arc cot

(

1− x+ x2
)

dx.

Cál
ulo de la integral 1.2.8.

I =

ˆ 1

0
arc cot

(

1− x+ x2
)

dx =

{

arc cotα = arctan

(

1

α

)}

=

=

ˆ 1

0
arctan

(

1

1− x+ x2

)

dx =

ˆ 1

0
arctan

(

1− x+ x

1− x(1− x)

)

dx =

=































tan (α+ β) =
tanα+ tan β

1− tanα tan β

tanα = 1− x ⇔ α = arctan(1− x)

tan β = x ⇔ β = arctan x































=

=

ˆ 1

0
arctan (tan (arctan(1− x) + arctan x)) dx =

=

ˆ 1

0
arctan(1− x) dx+

ˆ 1

0
arctan x dx.

(1.15)

I1 =

ˆ 1

0
arctan(1− x) dx =















U = arctan(1− x) dV = dx

dU = − 1

1 + (1− x)2
dx V = x















=

=

ˆ 1

0

x

1 + (1− x)2
dx = {1− x = t} =

ˆ 1

0

1− t

1 + t2
dt =

ˆ 1

0

1

1 + t2
dt−

−
ˆ 1

0

t

1 + t2
dt =

π

4
− 1

2
ln 2.

(1.16)
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