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Indice de materias

Las funciones elementales fundamentales expresadas analiticamente son las
siguientes:

1. Funcién potencial: f(z) = 2* con A € R.

2. Funcion exponencial: f(z) =a” con a € (Rt —{1}).

3. Funcion logaritmica: f(z) = log, x con a € (RT — {1}).
4. Funciones trigonométricas:

» Funcion seno: f(z) = sinzx.

» Funcion coseno: f(x) = cosz.

» Funcion tangente: f(z) = tanz.

» Funcion cotangente: f(x) = cot x.
» Funcion secante: f(x) = secz.

» Funcion cosecante: f(x) = cosecw.
5. Funciones trigonométricas reciprocas:

» Funcion arcoseno: f(x) = arcsinz.

» Funcion arcocoseno: f(x) = arccos z.

» Funcion arcotangente: f(z) = arctan .

» Funcion arcocotangente: f(x) = arcotan x.

Se denomina funcién elemental la formada por funciones elementales fun-

damentales y constantes, mediante un nimero finito de operaciones de adicién,

sustraccion, multiplicacion, divisién y composicién de funciones!.

"https://fabianizquierdo.files.wordpress.com/2020/02/
calculo-diferenciales-integral-piskunov.pdf


https://fabianizquierdo.files.wordpress.com/2020/02/calculo-diferenciales-integral-piskunov.pdf
https://fabianizquierdo.files.wordpress.com/2020/02/calculo-diferenciales-integral-piskunov.pdf
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En realidad, las funciones elementales fundamentales se pueden reducir
a dos, en el campo complejo, mediante la funcién exponencial de base e, la
funcién logaritmo neperiano y un ntmero finito de operaciones de adicién,
sustraccion, multiplicaciéon y divisiéon. Por ejemplo:

- x)\ — 6)\ lnz‘

T z lna

Q7 = e

Inx

log, 7 = —~.
08a Ina
_e—i:c
21

) el
B SINT =

. . . 1 _2Inz
arcsinz = —i In (zaj+e21n(1 e ))

En matematicas, se consideran funciones especiales todas aquellas que no
son funciones elementales. No obstante, en la Wikipedia se da una definicion
de funcién especial?.

La presente obra ha sido concebida para dar a conocer algunas propiedades
y caracteristicas de determinadas funciones especiales. Para ello se utiliza como
hilo conductor el cédlculo de determinadas integrales que requieren para su
evaluacion el empleo de dichas funciones.

Las propiedades y teoremas expuestos o bien se demuestran o bien se indica
en qué cita o citas de la bibliografia se pueden consultar las demostraciones.

Para asimilar el trabajo aqui expuesto, es necesario contar con una forma-
cion previa en determinadas técnicas de integracidon, tanto en el campo real
como en el campo complejo, y poseer conocimientos sobre resoluciéon de ecua-
ciones diferenciales lineales, variable compleja y series de Fourier.

El trabajo estd organizado de la forma siguiente:

1) Indice de materias
2) Presentacion

3) Ejercicios preparatorios
Con el objetivo de conseguir un aprovechamiento méximo del potencial
del trabajo, se ha considerado necesario incluir un capitulo en el que se

?Una funcién especial es una funcién matematica particular, que por su importancia
en el campo del analisis matematico, andlisis funcional, la fisica y otras aplicaciones, po-
see nombres y designaciones més o menos establecidos (https://es.wikipedia.org/wiki/
Funcion_especial)


https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_especial
https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_especial
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determinan una serie de integrales que sirven para ejercitarse en el manejo
de ciertas técnicas de integracion.

El capitulo se ha subdividido en dos secciones: ejercicios de iniciaciéon y ejer-
cicios de profundizacion. Finaliza ofreciendo la resolucion de la denominada
integral de Ahmed, interesante por las técnicas de integracion utilizadas.

Integrales logaritmo-seno

Las técnicas empleadas para la resolucion de este tipo de integrales hacen
que se hayan considerado necesarias como preludio del trabajo, para intro-
ducir los desarrollos en serie para el calculo de determinadas integrales.

Funciones eulerianas
Se enuncian y se demuestran algunas propiedades de las funciones eulerianas
siguientes:

a) La funcion factorial

=3

La funcién Gamma de Euler

La funcién doble factorial

[oTEENe)

La funcién Beta de Euler

@

La funcién digamma

Ls)

)
)
)
)
)
) La funcion poligamma

Con el conocimiento expuesto anteriormente, se determinan diversas inte-
)
grales y, ademas, se obtienen los siguientes desarrollos:

a) En serie de Laurent de la funcion I'(z) para R(z) > 0
b) En serie de Taylor de In (I'(z + 1))
¢) En serie de Fourier de In (I'(z)) para 0 < x < 1

La transformada de Mellin y la funcion W de Lambert

En este capitulo se introducen y se explican diversas aplicaciones de la
transformada de Mellin y la funcion W de Lambert. Ademés se enuncia
y demuestra el teorema maestro de Ramanujan para aplicarlo después al
calculo de determinadas transformadas de Mellin.

La integral de Frullani

Se dedica un capitulo a la integral de Frullani, una de cuyas aplicaciones
es su utilizacién para la representacion integral de la funcién logaritmo
neperiano.
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Como ocurre en el capitulo anterior, para determinar diversas formulas
que involucran a la integral de Frullani se aplica el teorema maestro de
Ramanujan.

8) Miscelanea
Este capitulo se ha concebido como «un cajoén de sastre» para incluir en él
diversas integrales a modo de resumen.

Para finalizar, se ha considerado conveniente incluir los apéndices siguientes:
A) Introduccién a los desarrollos en series de Fourier
B) Sumas de series mediante desarrollos en series de Fourier

C) Algunos resultados de la variable compleja



Presentacion

Como se senala en el «Libro blanco de las matemaéticasy la formaciéon mate-
matica del alumnado que cursa los grados de arquitectura e ingenierias se ha
visto mermada de un tiempo a esta parte:

De la tradicional buena formacién matematica de ingenieros e
ingenieras y arquitectos y arquitectas en nuestro pais, hemos pasa-
do a personas tituladas en ingenierfa y arquitectura mas algoritmi-
zados y menos capaces de trabajar con la modelizacién matemati-
cal.
La implantacion del plan Bolonia y la consiguiente reduccién de créditos ha
provocado, ademés, una nueva merma, en la formaciéon matematica:

La implantacién del Plan Bolonia ha traido consigo una nueva
y sustancial reduccién de los créditos de matemaéticas, basicos o no.
Esta situacion ha supuesto una contraccion de los temarios que ha
dejado su contenido real en un nivel instrumental®.

A los factores anteriores se podria anadir que en los grados universitarios de
ciencias, por lo general, las asignaturas se ofrecen demasiado circunscritas a
los contenidos conceptuales de la materia de la que tratan sin detenerse a
poner de relieve que, en diversas ocasiones, el planteamiento y resolucion de
algunos problemas requieren una visién més amplia que la que ofrece la propia
asignatura. Por ejemplo, para la resolucién de una integral puede ser necesario
utilizar un desarrollo en serie (Taylor, Laurent o Fourier), la resoluciéon de una
ecuacion diferencial, o las propiedades de funciones especiales (por ejemplo la
funcion zeta de Riemann), ...

3Libro blanco de las matematicas (pagina 120). David Martin de Diego (Coordinador
general). Fundaciéon Ramoén Areces. Madrid 2020

“Libro blanco de las mateméticas (pagina 123). David Martin de Diego (Coordinador
general). Fundacion Ramén Areces. Madrid 2020



14 INTEGRACION MEDIANTE FUNCIONES ESPECIALES

Sin embargo, si no se ofrece al alumnado una visién panordmica que le
permita estructurar el pensamiento para desarrollar sucesivamente las técnicas
anteriores, esta tarea puede llegar a ser tan ardua que muchos de ellos se veran
incapaces de llevarla a cabo. Ahora bien, debido a la amplitud de los curricula
y la escasez de tiempo para poder impartirlos, al profesorado le resulta muy
dificil ofrecer esta visiéon panoramica en el aula, por lo que el contenido de este
trabajo puede suponer una ayuda que facilite su labor al tiempo que su lectura
sosegada puede ayudar al alumnado a conseguir una visién transversal y mas
completa de la materia en estudio.

No obstante, a pesar de la amplitud del curriculum y la escasez de tiempo, el
«Libro blanco de las mateméticas» insiste en la importancia de un aprendizaje
significativo, para lo que nos recuerda que:

La formacién en matematica en ingenierfa y tecnologia debe au-
mentar, pero lo debe hacer a la luz de nuevos paradigmas matemé-
ticos, haciendo mucho mas hincapié en la resolucién de problemas
abiertos en contextos reales, la modelizaciéon, el uso con criterio
matematico de herramienta computacionales®.

Llegados a este punto, serfa el momento de proponer soluciones que permitan
subsanar las carencias detectadas. Una de las que recomienda el «Libro blanco
de las matematicas» es ampliar la visiéon de las mateméticas que tienen los
graduados para reforzar su formacion:

Los grados de Matematicas deberian tener una mirada méas am-
plia, sin renunciar a formar personal graduado que trabaje en las
areas y temas clasicos de las matematicas, para conseguir, a fin de
cuentas, que la mirada de los y las egresadas a la hora de optar
por los diferentes posgrados sea tan rica y plural como lo son las
matematicas en sif.

Dado que el problema de la escasez de tiempo sigue estando latente, la con-
secucion de este objetivo pasa necesariamente por disponer de materiales que
orienten la resoluciéon de problemas abiertos y transversales. En este sentido,
el presente trabajo ofrece una contribuciéon dirigida a la mejora de la forma-
cion matemaética del alumnado universitario incorporando a su contenido las
sugerencias plasmadas en el «Libro blanco de las matemaéticasy.

SLibro blanco de las matematicas (pagina 124). David Martin de Diego (Coordinador
general). Fundaciéon Ramoén Areces. Madrid 2020

®Libro blanco de las mateméticas (pagina 130). David Martin de Diego (Coordinador
general). Fundacion Ramoén Areces. Madrid 2020
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El tema escogido en este trabajo, entre todo el abanico de posibilidades
que ofrecen los contenidos que se estudian en matematicas, ha sido el de las
funciones especiales aplicadas al calculo integral. El motivo de esta elecciéon ha
sido el hecho, que se hace evidente ya en los primeros cursos de las carreras
cientificas, de que las funciones elementales no son suficientes para resolver
numerosos problemas de diferente indole, como por ejemplo el disefio de mo-
delos matemaéticos mediante los cuales predecir diferentes fenémenos fisicos o
para formalizar la distribucién de los nameros primos, ... . Esta necesidad de
nuevas herramientas obliga a introducir en el acerbo matemaético las llamadas
funciones especiales.

Por otra parte, los equipos de investigacién que desarrollan su trabajo en
cualquiera de las distintas disciplinas de la ciencia moderna (matematicas,
fisica, quimica-fisica, ingenieria, ...) precisan de un conocimiento notable de
estas funciones denominadas especiales.

Pero ademés, es importante resaltar que la importancia de las funciones
especiales no se circunscribe tinicamente al campo de la investigacion sino que
su utilizacion se hace indispensable en la resolucién de innumerables problemas
que surgen en la industria en general: problemas sobre la cinética enzimética,
soluciones de problemas de combustible para aviones, inferencia estadistica o
calculo de probabilidades, por citar algunos de ellos.

Es por ello que su estudio se hace necesario tanto para el alumnado de
las carreras de ciencias como para aquellas personas que se estén preparando
para dedicarse a la investigacion y para las que ya estdn desarrollando su ac-
tividad profesional trabajando en diversas industrias. Como puede observarse,
el publico potencial al que se dirige la obra es amplio y variado por lo que el
contenido del mismo se ha seleccionado intentando cubrir las necesidades de
los diferentes colectivos a los que se dirige.

En cuanto a la metodologia utilizada, el desarrollo de la obra pretende
conseguir el aprendizaje mediante la resoluciéon de cuestiones organizadas en
funcién de una dificultad creciente junto con el entrelazamiento de técnicas y
propiedades de distintos entes matematicos.

Con el deseo de lograrlo, la primera parte del trabajo se centra en el anélisis
matematico y més concretamente en el calculo de integrales por diversos méto-
dos: la utilizacion de resultados de la variable compleja, el empleo de desarrollos
en serie de potencias (Taylor) y, finalmente, haciendo uso de la derivaciéon pa-
ramétrica de una integral. Como consecuencia de la aplicacién de este dltimo
meétodo surge la necesidad de la resolucion de ecuaciones diferenciales lineales.

La segunda parte del trabajo esta dedicada al estudio de diversas propie-
dades o resultados de algunas funciones especiales (funciones gamma y beta



16 INTEGRACION MEDIANTE FUNCIONES ESPECIALES

de Euler, funcion factorial, funcién doble factorial, funcién digamma, funcion
poligamma y funcion de Lambert) con aplicacion al calculo integral.

En la tercera parte, el trabajo se ocupa del calculo de transformadas de
Mellin de diversas funciones. Para la determinacion de estas transformadas se
hace uso del teorema maestro de Ramanujan.

Finalmente, se dedica la tltima parte del trabajo a la resolucién de las
conocidas como integrales de Frullani mediante la aplicacién, al igual que la
parte anterior, del teorema maestro de Ramanujan.

Se han incluido también en el texto unos apéndices en los que se exponen,
someramente, resultados o propiedades necesarias para una mejor comprension
de los aspectos abordados a lo largo del mismo, asi como la justificacién de
demostraciones o célculos.



Capitulo 1

Ejercicios preparatorios

1.1. Preliminares

Definicion 1.1.1 (Parte entera). La parte entera de un nimero real z, deno-
tada por |x], es el entero mds prozimo a x que sea menor que x.

Definicion 1.1.2 (Parte decimal). La parte decimal de un nimero real x,
denotada por {x}, es la diferencia entre el nimero x y su parte entera. Es
decir,

{z} =2z — |z|.

Teorema 1.1.1 (Primer Teorema Fundamental del Calculo (TFC1)). Dada
una funcion real de variable real f(x),

1) La funcion F(z) = / f(t)dt es continua.

2) Si ademds f(x) es una funcion continua, entonces F(x) es derivable y

Fl(z) = f(x).

Teorema 1.1.2 (Generalizacion del TFC1 (Regla de Leibniz)). Dada la fun-
cion

h(zx)
Fa)= [ ftod
g

h(x) T
Fe - | L) o f (hw),2) (@) — 1 (g(a).2) o' ().
g(2) O
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1.2. Ejercicios de iniciacién

7r/4
Integral 1.2.1. Determina / In(1+ tanz) dx.
0

Calculo de la integral 1.2.1. Por una parte,

¢ (7r ) 1 —tanx
an(——z) = ———.
4 1+ tanx

Por otra parte,

/OW/4IH(1+tan<%—a:)) da::{t:%—a:} :/()W/4ln(1+tant) dt.

Entonces,

7\'/4 7r/4 1—t
/ In(1+tanz) dx = / In <1+ﬂ> dx =
0 0 1+tanx

/4 2 /4
= / In <7> dﬂj‘:/ In2dz—
0 1+tanz 0

Tr/4
—/ In(1+tanz) dz.
0

En consecuencia,

7r/4 T
/ In(1+ tanz) d$:§ln2.
0
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sin x

o0
Integral 1.2.2. Determz'na/
0

Calculo de la integral 1.2.2.

Sea f()\):/ ST oA g, A
0 X

- U=sinz
') = —/ sinze M dr =
0 dU = cosx dx
U =cosx

1 o
= ——/ e M cosxdr =
A Jo

1 1 o0
= —=+ / e M sinz da.
0

dx (Integral de Dirichlet).

€ [0, col.

dV = e 2 dx
1
V = —X G_Aw
dV = e % dx

1
dU = —sinxdx V = DY e AT

1
14+ M2

A2 T2
De ahi que,
1 . de — 1
— 1—i—/\2 ; e sinx x——>\2
y (o, 0]
f’(/\):—/ sinze Mdr = —
0
Con lo que

f(A) = —arctan A + C.
De (1.1) y de (1.2)

A—00
En consecuencia, de (1.1)-(1.3)

fN) = g — arctan A :/ Sy

0 x

Con lo que,

lim f(A\) =0= —arctanco + C = C’:g.

e da.

(1.2)

(1.3)

(1.4)
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jus

Integral 1.2.3. Determina /2 In (sinz) dz.
0

Calculo de la integral 1.2.3. Si10 <z < g, entonces cos T = sin (g — x)

Con lo que,
3 3 T T
/0 In(cosz) do = /0 In (sm (5 —x)) dx = {t— 3 —m} =
(1.5)
= /2 In (sint) dt.
0
Sea X .
I= /2 In (sinz) de = /2 In (cos ) dz. (1.6)
0 0
Entonces,
21 = /2 (In(sinz) +In(cosz)) doz = /2 In (sinz cosz) dx =
0 0
(1.7)
2 sin(2x) 2 . 4
= In de = In (sin(2z)) dz — = In2.
0 2 0 2
3 1 ["
/ In(sin(2z)) de = {t=2z}= 5/ In (sint) dt =
0 0
(1.8)
= % (/2 In (sint) dt—l—/ In (sint) dt) .
0 3
De (1.5) y de (1.6)
T . T B . T
/g In (sint) dt = {u =t— 5} —/0 In <Sm <u+ 5)) du =
(1.9)

E]

De (1.8) y de (1.9)

/ *In (sin(22)) dz = 1. (1.10)
0
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De (1.7) y de (1.10)
o =1— g In2.

En consecuencia,

3 3 7
/ In (sinx) dx :/ In (cosz) do = ) In2.

0 0

72

Integral 1.2.4. Determma/ -
(x sinz + cos x)?

Calculo de la integral 1.2.4.

2
= / (z Sinxx—l— cos )2 da = {(33 sinz +cosz) =z cosx} =

x T COST
g - 3 Tr =
cosz (x sinx + cosx)

T T COST
U= aVv = - 2d:£
cos (2 sinx + cos x)
cosx + x sinx 1
dU:—de V=———
COS* T X SINX + CoST

& + / L 4
= —_ r =
(x sinx + cosz) cosx cos? x

x sinx —x cosxT + sinz
= — + = + C.

(r sinx + cosx) cosz  cosx x sinx + cosx

Integral 1.2.5. Determina /sin(4x) e’ g

Calculo de la integral 1.2.5.

1—cos(2z)

I= /sin(élx) et T gy — 2/sin(2x) cos(2x) e THeos(@) dy =

= {t=cos(22)} = —/teh:z dt = —e_l/tel2+t dt =
(1.11)
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9 - e u u
/—3e“du: Z—e—2+/e—2du.
u 1 u u

R 261%_1__(14;026%_
u 2
(%)
2 1—cos(2z)
- _w e THeos(2) = —9 cos 1 et % 4 (.
T t
Integral 1.2.6. Determma/ _TRRY g
o secx+tanzx

Calculo de la integral 1.2.6.

s t s :
| / T tanx dx:/ T sinx dmz{x:w—t}:
0 0

secx + tanx 1+sinx
_ /” (F—t).SiH(ﬂ'—t) dt:/w (w—t).sintdt:
o 1+sin(r—1t) o 1+sint
T sint T tsint
- w/ &dt—/ .
o l-+sint o l-+sint
Con lo que

T xztanx m [T sint
—dr =~ —dt
o secx +tanw 2 Jo 1+sint
T sint T 1
J= /&dt:/ 1——— ) dt =
o l+sint 0 1+sint
T 1 T 1—sint
e [ [
0 1+sint 0 1 —sin“t

Todt T —sintdt
= T — 2 + N :71'—2.
o cos“t o cos“t

(1.12)

(1.13)

(1.14)
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De (1.13) y de (1.14)

/7r x tanx d 7T(7T—2).
0

x€r =
secr + tanx 2

Integral 1.2.7. Determina /cos(29) In <M> do.

sinf — cos 6

Calculo de la integral 1.2.7.

sin 6 + cos 6 1 + sin(20)
1= 20) In | ———— = 20) ln | ———~ =
/cos( ) In <sin9—cos€> o /cos( 0) n( cos(20) > de

U=1n <—1+517n(29)> AV = cos(26) do

cos(26)
= , . =
dU = cos(20) do V= 3 sin(26)
1 1 + sin(26) sin(20)
T2 sin(26) In <_ cos(26) > B / cos(26) 40 =

1 . sin @ + cos 6 1
= 3 sin(26) In <m> + 5 In (cos(20)) + C.
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1
Integral 1.2.8. Determina / arccot (1 —x+ xz) dz.
0

Calculo de la integral 1.2.8.

1
1
I= / arccot (1 -+ xz) dr = {arccot « = arctan <—>} =
0 a

1 1
1 1-—
= / arctan | ———— | do = / arctan ﬂ dr =
0 1—z+ 2? 0 1—x(1—x)

tan o + tan 3
t ==
an (o + ) 1 —tana tan 3

tana =1—1x & « = arctan(l — x)

tan 8 =x & [ = arctanx

1
= / arctan (tan (arctan(l — x) + arctanz)) dx =
0

1 1
= / arctan(l — x) dx+/ arctan  dz.
0 0
(1.15)

U = arctan(l — ) dV =dx

1
L = / arctan(l — x) dx = 1 =
0

! T L1—t |
- T = {l-a=t)= —a= — a-
/0 T t-e=t /0 1+ 12 /0 1+ 2

1
1
—/ b= Lo
o 1+t2 4 2

(1.16)
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