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Resumen – Películas de agua gobernadas por gravedad en tuberías verticales son relevantes en 
diversos procesos industriales asociados a intercambiadores de calor, evaporadores y reactores 
nucleares. La formación de ondas y el proceso de propagación de las mismas en la película influyen 
significativamente en la hidrodinámica del fluido y en los fenómenos de intercambio de calor y masa. 
Diversos grupos de pesquisa estudian este problema usando métodos experimentales, fluido dinámica 
computacional o modelos analíticos. Modelos analíticos para fluidos viscosos y platos semi-infinitos 
inclinados han sido obtenidos por algunos autores. En este trabajo presentamos un modelo analítico 
para películas finas de agua gobernadas por gravedad en tubos verticales. A partir de las ecuaciones 
de Navier-Stokes en geometría cilíndrica axis-simétrica, consideramos el balance de fuerzas en el 
fluido, una aproximación asintótica de onda larga, y una aproximación de primera orden para la 
velocidad axial, para obtener una ecuación diferencial parcial que describe el comportamiento de la 
interface. La ecuación de la interface es resuelta usando una estrategia numérica. El problema de 
onda solitaria fue resuelto para fluidos de diferentes viscosidades. Para fluidos de alta y media 
viscosidad el modelo ofrece resultados satisfactorios. Para fluidos de baja viscosidad, donde tenemos 
un problema con alto grado de rigidez, la solución numérica se muestra inestable. Los pasos futuros 
de esta investigación, envuelven proyectar una estrategia numérica que permita utilizar el modelo en 
fluidos de baja viscosidad, y la validación del mismo con resultados experimentales. 

 

1. INTRODUCCIÓN. 

 Regímenes de flujo bifásico aparecen en diversas aplicaciones de ingeniería como 
intercambiadores de calor, torres de destilación de petróleo, reactores químicos y reactores nucleares 
para generación de energía.  Entre los regímenes bifásicos gas-liquido, el régimen de flujo anular 
despierta gran interés en la comunidad científica por su complejidad. El flujo anular es caracterizado 
por la presencia de una fase gaseosa continúa localizada en el centro del canal, con una película 
anular de líquido entre la fase central y la pared del canal. En dependencia de la diferencia de 
velocidades entre las fases tendremos ondas en la interface gas-líquido y arrastre de gotas para la 
fase gaseosa [1]. Este régimen aparece durante la operación normal de reactores de agua en 
ebullición, y en situaciones de emergencia con pérdidas de refrigerante en todos los reactores 
refrigerados por agua. El estudio de la estabilidad hidrodinámica y la transferencia de calor en este 
régimen es relevante para la seguridad operacional de los reactores nucleares energéticos. 

 En regímenes donde la fase central es aire estancado, el volumen de la fase anular es pequeño 
cuando comparado con las dimensiones del canal y apenas la fuerza de gravedad actúa sobre el 
fluido, tenemos una película de agua gobernada por la gravedad [2]. Adicionalmente, películas que 
descienden por la pared de tubos verticales son muy inestables y desarrollan ondas no lineares en su 
superficie. Estas ondas tienen una fuerte influencia en la hidrodinámica del fluido aumentando la 
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transferencia de calor y masa.  Diversos grupos de investigación estudian el comportamiento de las 
ondas interfaciales usando instalaciones experimentales [3], fluido dinámica computacional [4] o 
modelos analíticos [5].  

 En [6] Muñoz-Cobo et. al. utilizan teoría de perturbaciones, la aproximación de onda larga, y 
una expansión en harmónicos esféricos de la velocidad para construir un modelo para películas 
descendentes gobernadas por gravedad en platos inclinados. Nuestra investigación da continuidad a 
este trabajo proponiendo un modelo analítico para películas descendentes en tubos verticales. Para 
construir el modelo consideramos el balance de fuerzas en fluido, una aproximación asintótica de 
onda larga, y una aproximación perturbativa de primera orden en la velocidad axial, lo que nos permite 
obtener una ecuación diferencial parcial (EDP) que describe el comportamiento de la interface a partir 
del espesor de la película. Discretizamos el dominio espacial con una malla uniforme e integramos la 
EDP para obtener un sistema de ecuaciones diferenciáis ordinarias (EDO) para el espesor de la 
película en cada célula. En este punto resolvemos numéricamente el sistema de EDOs usando un 
método predictor-corrector semi-implícito de Adams-Moulton [7]. Para validar el modelo analizamos 
la formación y evolución de una onda solitaria para fluidos de diferentes viscosidades. 

 En la próxima sección mostramos los fundamentos matemáticos del modelo, y la estrategia de 
solución numérica propuesta. En la sección 3 presentamos los resultados de los experimentos 
numéricos realizados para validar o modelo. Finalmente, en la sección 4 ofrecemos las conclusiones 
del trabajo y sugerencias para trabajos futuros. 

 

2. MODELO MATEMÁTICO Y ESTRATEGIA NUMÉRICA 

 Para desenvolver el modelo matemático para películas descendentes en tubos verticales 
consideramos un dominio cilíndrico axisimétrico formado por la pared interna del tubo y un fluido 
anular que desciende por la pared conforme ilustrado en la Figura 1a. Construimos nuestro modelo 
partiendo del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles en geométrica 
cilíndrica axisimétrica, que aparece como 

𝑟̅−1𝜕𝑟̅(𝑟̅𝑢̅) + 𝜕𝑧̅𝑤̅ = 0, (1) 

𝜕𝑡̅𝑢̅ + 𝑢̅𝜕𝑟̅𝑢̅ + 𝑤̅𝜕𝑧̅𝑢̅ = −
1

𝜌
𝜕𝑟̅𝑃̅ + 𝜈 (

1

𝑟̅
𝜕𝑟̅(𝑟̅𝜕𝑟̅𝑢̅) + 𝜕𝑧̅𝑧̅𝑢̅ −

𝑢̅

𝑟̅2
), (2) 

𝜕𝑡̅𝑤̅ + 𝑢̅𝜕𝑟̅𝑤̅ + 𝑤̅𝜕𝑧̅𝑤̅ = −
1

𝜌
𝜕𝑧̅𝑃̅ + 𝜈 (

1

𝑟̅
𝜕𝑟̅(𝑟̅𝜕𝑟̅𝑤̅) + 𝜕𝑧̅𝑧̅𝑤̅) + 𝑔, (3) 

donde 𝑟̅ y 𝑧̅ son las coordenadas radial y axial respectivamente, 𝑢̅ es la componente radial de la 

velocidad, 𝑤̅ es la componente de la velocidad en la dirección descendente, 𝑃̅ es la presión; 𝜌, 𝜈, y 𝑔 
representan la densidad, la viscosidad cinemática, y la aceleración de la gravedad, respectivamente. 

Además, en la Figura 1a  ℎ̅(𝑧, 𝑡) representa el espesor de la película y  ℎ̅0 es el espesor base o espesor 
de Nusselt para una película plana [2]. En nuestra notación los símbolos suprarayados indican 
magnitudes dimensionales. En la pared del tubo consideramos condiciones de contorno de pared no 
deslizante, por lo tanto 

𝑤̅|𝑅̅ = 𝑢̅|𝑅̅ = 0. (4) 

 En la superficie de la película consideramos condiciones de superficie libre, para la 
componente normal de la tensión consideramos que la suma de las fuerzas en la interface es nula y 
obtenemos una expresión similar a la ecuación de Young-Laplace [8], en la forma 
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Figura 1. (a) Representación del dominio del problema y las principales magnitudes, (b) 
Detalle de un volumen diferencial de la película 

 

𝑃̅|𝑅̅−ℎ̅ − 𝑃̅𝑐 + 𝜎

{
 

 
(𝜕𝑧̅𝑧̅ℎ̅)

(1 + (𝜕𝑧̅ℎ̅)
2
 )

3
2

+
1

𝑅̅ − ℎ̅

}
 

 

𝑅̅−ℎ̅

 

−
2𝜇

1 + (𝜕𝑧̅ℎ̅)
2 {𝜕𝑟̅𝑢̅ + (𝜕𝑧̅ℎ̅)(𝜕𝑧̅𝑢̅ + 𝜕𝑟̅𝑤̅) + (𝜕𝑧̅ℎ̅)

2
𝜕𝑧̅𝑤̅}

𝑅̅−ℎ̅
= 0, 

(5) 

donde 𝑃̅𝑐 es la presión de la fase central, 𝜎 y 𝜇 representan la tensión superficial y la viscosidad 
dinámica del fluido, respectivamente. Para la componente tangencial de la tensión consideramos la 
continuidad de la tensión en la interface y obtenemos 

[1 − (𝜕𝑧̅ℎ̅)
2
] {𝜕𝑧̅𝑢̅ + 𝜕𝑟̅𝑤̅}𝑅̅−ℎ̅ + 2𝜕𝑧̅ℎ̅{𝜕𝑧̅𝑤̅ − 𝜕𝑟̅𝑢̅}𝑅̅−ℎ̅ = 0. (6) 

 Para obtener una ecuación que describa el comportamiento de la interface realizamos un 
balance de masa en la película para el intervalo [𝑧, 𝑧 + 𝑑𝑧], la geometría considerada en el balance 
de masa es ofrecida en la Figura 1b. La variación de la masa de fluido en un diferencial de volumen 
de la película es igual a la diferencia entre el fluido incidente por la superficie superior y el fluido 
emergente por la superficie inferior. Computando esta diferencia y manipulando para escribir el 
resultado como una formulación integral, obtenemos una ecuación integro-diferencial que describe la 
interface de la película como una función del tiempo y de la coordenada 𝑧, en la forma 

(𝑅̅ − ℎ̅)𝜕𝑡ℎ̅ + 𝜕𝑧̅ ∫ 𝑟𝑤̅(𝑟̅, 𝑧̅, 𝑡̅)𝑑𝑟
𝑅̅

𝑅̅−ℎ̅
= 0. (7) 

 La ec. (7) que describe la interface de líquido es la base de nuestro modelo matemático, y la 
estrategia para construirlo consiste en obtener una solución para la velocidad en la dirección axial 𝑤̅ 
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que nos permita resolver la ecuación y calcular el espesor de película en todos los puntos del dominio 
para cualquier instante de tiempo. 

 El primer paso es escribir nuestro sistema de ecuaciones en su forma adimensional. El 
esquema adimensional adoptado independe del flujo másico y fue propuesto por Ruyer-Quil y 
Manneville en [9], los parámetros adimensionales son  

𝐿𝑐 = (
𝜈2

𝑔
)
1/3

, 𝑇𝑐 = (
𝜈

𝑔2
)
1/3

,𝑈𝑟 = (𝜈𝑔)
1/3, 𝑃𝑟 = 𝜌(𝜈𝑔)

2/3, 𝐾𝑎 =
𝜎

𝜌𝜈4/3𝑔1/3
. (8) 

donde 𝐿𝑐 y 𝑇𝑐 son la longitud y el tiempo característico, 𝑈𝑟 y 𝑃𝑟 son la velocidad y presión de referencia, 

y 𝐾𝑎 es el número de Kapitza. Las ecuaciones de conservación de la masa y del momento (1-3) en su 
forma adimensional son escritas como 

𝑟−1𝜕𝑟(𝑟𝑢) + 𝜕𝑧𝑤 = 0, (9) 

𝜕𝑡𝑢 + 𝑢𝜕𝑟𝑢 + 𝑤𝜕𝑧𝑢 = −𝜕𝑟𝑃 + 𝑟
−1𝜕𝑟(𝑟𝜕𝑟𝑢) + 𝜕𝑧𝑧𝑢 −

𝑢

𝑟2
, (10) 

𝜕𝑡𝑤 + 𝑢𝜕𝑟𝑤 +𝑤𝜕𝑧𝑤 = −𝜕𝑧𝑃 + 𝑟
−1𝜕𝑟(𝑟𝜕𝑟𝑤) + 𝜕𝑧𝑧𝑤 + 1. (11) 

La forma adimensional de la ecuación de contorno en la pared (4) aparece como 

𝑤|𝑅 = 𝑢|𝑅 = 0, (12) 

y las ecuaciones de contorno en la interface de la película para la tensión normal (5) y tangencial (6) 
se transforman en 

𝑃|𝑅−ℎ − 𝑃𝑐 +𝐾𝑎 {
𝜕𝑧𝑧ℎ

(1 + (𝜕𝑧ℎ)
2 )

3
2

+
1

𝑅 − ℎ
}

𝑅−ℎ

 

−
2

1 + (𝜕𝑧ℎ)
2
{𝜕𝑟𝑢 + (𝜕𝑧ℎ)(𝜕𝑧𝑢 + 𝜕𝑟𝑤) + (𝜕𝑧ℎ)

2𝜕𝑧𝑤}𝑅−ℎ = 0, 

(13) 

[1 − (𝜕𝑧ℎ)
2]{𝜕𝑧𝑢 + 𝜕𝑟𝑤}𝑅−ℎ + 2𝜕𝑧ℎ{𝜕𝑧𝑤 − 𝜕𝑟𝑢}𝑅−ℎ = 0. (14) 

La ecuación integro-diferencial de la interface (7) adimensionalizada aparece como 

(𝑅 − ℎ)𝜕𝑡ℎ + 𝜕𝑧∫ 𝑟𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑟
𝑅

𝑅−ℎ

= 0. (15) 

 La aproximación de onda larga [2], [5] puede ser utilizada cuando la longitud de onda de las 
perturbaciones en la superficie de la película es mucho mayor que el espesor de película, en estas 
condiciones el parámetro de perturbación se define como 𝜀 = ℎ/𝜆 ≪ 1 . Nuestro modelo es formado 
por las ecuaciones constitutivas ecs. (9 - 10), las correspondientes condiciones de contorno ecs. (12 
- 14), y la ecuación de interface (15), necesitamos reescribir el modelo en su forma general 
perturbativa. Considerando la aproximación de onda larga, e que los términos que envuelven la 

derivada temporal y la derivada espacial en 𝑧 son términos de primer orden en 𝜀, las ecuaciones 
perturbativas de balance son 

𝑟−1𝜕𝑟(𝑟𝑢) + 𝜀𝜕𝑧𝑤 = 0, (16) 

𝜀𝜕𝑡𝑢 + 𝑢𝜕𝑟𝑢 + 𝜀𝑤𝜕𝑧𝑢 = −𝜕𝑟𝑃 + 𝑟
−1𝜕𝑟(𝑟𝜕𝑟𝑢) + 𝜀

2𝜕𝑧𝑧𝑢 −
𝑢

𝑟2
, (17) 

𝜀𝜕𝑡𝑢 + 𝑢𝜕𝑟𝑢 + 𝜀𝑤𝜕𝑧𝑢 = −𝜀𝜕𝑧𝑃 + 𝑟
−1𝜕𝑟(𝑟𝜕𝑟𝑤) + 𝜀

2𝜕𝑧𝑧𝑤 + 1 (18) 

 Las ecuaciones perturbativas para componente normal ec. (13) y tangencial ec. (14) de la 
tensión en la superficie de la película son escritas como  
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𝑃|𝑅−ℎ − 𝑃𝑐 + 𝐾𝑎{
𝜀2𝜕𝑧𝑧ℎ

[1 + 𝜀2(𝜕𝑧ℎ)
2 ]

3
2

+
1

𝑅 − ℎ
}

𝑅−ℎ

 

−
2

1 + 𝜀2(𝜕𝑧ℎ)
2
{𝜕𝑟𝑢 + 𝜀(𝜕𝑧ℎ)(𝜀𝜕𝑧𝑢 + 𝜕𝑟𝑤) + 𝜀

3(𝜕𝑧ℎ)
2𝜕𝑧𝑤}𝑅−ℎ = 0, 

(19) 

[1 − 𝜀2(𝜕𝑧ℎ)
2]{𝜀𝜕𝑧𝑢 + 𝜕𝑟𝑤}𝑅−ℎ + 2𝜀𝜕𝑧ℎ{𝜀𝜕𝑧𝑤 − 𝜕𝑟𝑢}𝑅−ℎ = 0. (20) 

Para las condiciones de contorno de pared no deslizante (12) la ecuación de interface (15) las 
respectivas formas perturbativas son iguales a las ecuaciones adimensionales correspondientes. Por 
lo tanto, en este punto tenemos nuestro modelo escrito en su forma perturbativa. Es posible encontrar 
las soluciones del problema, esto es, las componentes radial y axial de la velocidad y la presión 
usando una expansión de primera orden, que se escribe como 

𝑢 = 𝑢0 + 𝜀𝑢1, (21) 

𝑤 = 𝑤0 + 𝜀𝑤1, (22) 

𝑝 = 𝑝0 + 𝜀𝑝1. (23) 

 Obtenemos el momento de orden cero de la velocidad axial resolviendo las ecuaciones 
perturbativas de orden cero. Para completar esta etapa, substituimos la expansión de primer orden 
ecs. (21 – 23) en las ecuaciones perturbativas (16 – 20 y 12) y tomamos el límite 𝜀 → 0. Integrando el 
sistema resultante obtenemos 

𝑤0(𝑟, 𝑧) =
(𝑅 − ℎ)2

2
𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
) +

(𝑅2 − 𝑟2)

4
. (24) 

 Un procedimiento análogo es utilizado para obtener el momento de primer orden de la 
velocidad axial. Obtenemos las ecuaciones constitutivas de primer orden, y sus respectivas 
condiciones de contorno, substituyendo las expansiones de primer orden (21 - 23) en las ecuaciones 
perturbativas (16 – 20 y 12) y consideramos apenas los términos de primer orden. Resolvemos, el 
sistema resultante, y después de algunas manipulaciones algébricas el momento de primera orden 
de la velocidad axial aparece como 

𝑤1(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝐾𝑎𝜕𝑧𝑧𝑧ℎ {
𝑅2

4
−
𝑟2

4
+
(𝑅 − ℎ)2

2
𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
)} + 

                            𝐾𝑎𝜕𝑧ℎ {
1

2
𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
) +

𝑅2

4(𝑅 − ℎ)2
−

𝑟2

4(𝑅 − ℎ)2
} + 

                       
𝜕𝑧ℎ

128
(𝑅 − ℎ) {𝑟4 + 11𝑅4 − 12𝑟2𝑅2 + 8𝑟2𝑅2𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
)} + 

                       
𝜕𝑧ℎ

32
(𝑅 − ℎ)3 {5𝑅2 − 5𝑟2 + (6𝑟2 + 4𝑅2)𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
) − 

                                                  (𝑟2 − 𝑅2) [8𝑙𝑜𝑔 (
𝑅 − ℎ

𝑅
)] −4𝑟2𝑙𝑜𝑔2 (

𝑟

𝑅
) + 

                                                   𝑙𝑜𝑔 (
𝑟

𝑅
) 𝑙𝑜𝑔 (

𝑅 − ℎ

𝑅
) (8𝑟2 − 4𝑅2)} 

                      
𝜕𝑧ℎ

16
(𝑅 − ℎ)3 {𝑅2[𝑙𝑜𝑔2(𝑟) − 𝑙𝑜𝑔2(𝑅)] − 2𝑅2𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
) 𝑙𝑜𝑔(𝑅 − ℎ)} + 

                          
𝜕𝑧ℎ

8
(𝑅 − ℎ)5 {𝑙𝑜𝑔 (

𝑟

𝑅
) [𝑙𝑜𝑔 (

𝑅 − ℎ

𝑅
) − 2𝑙𝑜𝑔2 (

𝑅 − ℎ

𝑅
) +

3

4
]} 

(25) 
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 Las ecs. (24 y 25) representan una aproximación de primer orden para la velocidad axial, si 
usamos esta aproximación en la ecuación integro-diferencial de la interface (15) podemos resolverla, 
y analizar la hidrodinámica de la película, específicamente la evolución de las ondas sobre diferentes 
consideraciones geométricas y físicas. Para resolver la ecuación de la interface desarrollamos una 
estrategia numérica para integrar la ecuación en el tiempo y obtener el comportamiento de la interface 
en todos los puntos del dominio. A continuación, describimos este procedimiento numérico. 

 Nuestro dominio del problema es una tubería con longitud 𝐿, por lo tanto 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝐿. 

Discretizamos el dominio espacial usando una malla uniforme de 𝑁 células, con dimensión ∆𝑧 = 𝐿/𝑁, 
conforme mostrado en la Figura 2. Las fronteras de las células están localizadas en 𝑧𝑖 = (𝑖 − 1)∆𝑧 con 

𝑖 = 1: 𝑁 + 1. La coordenada de cada célula es considerada en el centro de la célula y representadas 
por suprapunto, en la forma 𝑧̇𝑖 = (𝑖 − 1/2)∆𝑧 con 𝑖 = 1:𝑁. Entonces, una magnitud con suprapunto y 

subíndice 𝑖 representa una cantidad calculada en el centro de la i-esima célula. En contrapartida, una 
magnitud con subíndice 𝑖 sin suprapunto esta relacionada con la i-esima aresta de célula. 

 

 

Figura 2. Discretización espacial del dominio, coordenadas de la célula localizadas en el 
centro de cada célula (rojo), coordenadas de las fronteras de célula localizadas en las 

aristas (azul). 

 Una vez discretizado el dominio, discretizamos nuestra ecuación integro-diferencial aplicando 
el operador promedio sobre la célula espacial 

𝑓𝑖̇ =
1

∆𝑧
∫ 𝑓(𝑧)𝑑𝑧

𝑧𝑖+1

𝑧𝑖

, (26) 

en la ec. (15), el resultado se escribe como  

𝑑𝑡ℎ̇𝑖(𝑡) = −
𝑞𝑖+1(𝑡) − 𝑞𝑖(𝑡)

[𝑅 − ℎ̇𝑖(𝑡)]∆𝑧
,    𝑖 = 1…𝑁 , (27) 

donde 𝑞𝑖(𝑡) representa el valor del flujo másico por radian en la coordenada 𝑧𝑖, definido como  

𝑞(𝑡) = ∫ 𝑟𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡)𝑑𝑟
𝑅

𝑅−ℎ

, (28) 

para calcular la integral de la ec. (28) usamos la aproximación de primer orden de la velocidad e 

integramos analíticamente. Las derivadas de primer y tercer orden en relación a 𝑧 que aparecen en 
el resultado son calculadas de forma numérica utilizando esquemas en diferencias. El sistema de 
ecuaciones diferenciales ordinarias representado por la ec. (27) nos ofrece una ecuación para cada 

célula espacial con la espesura del filme en la célula ℎ̇𝑖(𝑡) como incógnita, al integrarlo obtenemos el 
comportamiento de la interface de la película en función del tiempo. Resolvemos el sistema utilizando 
un método predictor-corrector semi-implícito de cuarto orden de tipo Adams-Moulton [7], con el paso 
de predicción basado en el algoritmo de Adams-Bashfort [10]. Para inicializar el método multi-paso de 
Adams-Moulton realizamos las cuatro iteraciones iniciales usando el algoritmo de Runge-Kutta [10]. 
Como condición inicial para el problema consideramos el espesor de película plana de Nusselt a lo 
largo del dominio, adicionando una perturbación de Fourier de pequeños modos múltiples como 
descrito en [11]. 
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3. RESULTADOS NUMÉRICOS 

 Para validar el modelo analítico y evaluar la eficacia del procedimiento numérico 
seleccionamos un problema de evolución de onda única, que consiste en introducir una perturbación 
en el inicio del tubo y analizar la evolución de la onda sin introducir nuevas perturbaciones. Ejecutamos 
simulaciones para seis fluidos diferentes y analizamos a evolución de la onda en cada caso. Los 
fluidos utilizados y sus respectivas propiedades físicas son listados en la Tabla 1. Simulaciones 
preliminares mostraran que la estabilidad de la solución numérica estaba estrechamente relacionada 
con la viscosidad del fluido, por ese motivo seleccionamos fluidos en un amplio intervalo de 
viscosidades, variando de 1E-2 a 1E-7. 

Tabla 1. Fluidos utilizados en los experimentos numéricos. 

Fluido T (⁰ C)  (m2/s)  (kg/m3)  (N/m) 

Agua 25 8.930E-07 9.970E+02 7.200E-02 

Fuelóleo ligero 20 1.650E-05 9.100E+02 2.300E-02 

Aceite de ricino 30 5.800E-04 9.550E+02 3.900E-02 

Glicerina 20 1.183E-03 1.261E+03 6.340E-02 

Fuelóleo pesado 20 8.000E-03 9.900E+02 2.300E-02 

Aceite de silicona [5] - 1.330E-02 9.700E+02 2.150E-02 

 

 Como dominio de simulación consideramos un tubo con radio interno de 2.1E-2 𝑚 y longitud 

de 2.5 𝑚. Para la condición inicial, la espesura de película plana de Nusselt fue de ℎ0 = 1𝐸 − 3𝑚, y 
la perturbación consideró 6 modos de Fourier, con una amplitud de 3% para cada modo. Buscando 
que la construcción de la malla no perjudicase la estabilidad de la solución numérica fueron escogidos 

pasos de malla finos, tanto en la dimensión espacial como temporal, específicamente ∆𝑧 = 1𝐸 − 3𝑚 
y ∆𝑡 = 5.0𝐸 − 7𝑠. 

 En la Figura 3 mostramos la evolución temporal de la onda para el aceite de ricino. En el tiempo 
𝑡 = 0, donde tenemos la condición inicial, observamos una perturbación cosenoidal múltiple en el 
primer cuarto del dominio, con una amplitud máxima de aproximadamente 1.15ℎ0. En los tres cuartos 
finales del dominio tenemos el perfil de película plana. Analizando la evolución temporal, notamos que 
después de los primeros segundos la onda comienza a deformarse, comprimiéndose y aumentando 
su altura, hasta alcanzar el punto de amplitud máxima (1.25ℎ0 en el instante 𝑡𝑚 = 25s). A partir del 
punto de máxima amplitud la onda mantiene su forma, y la amplitud disminuye lentamente hasta 

alcanzar su estado estacionario en la posición 𝑧𝑒 = 2.3𝑚 el tiempo 𝑡𝑒 = 115𝑠. La onda permanece con 
estas características hasta abandonar el dominio. 

 El comportamiento cualitativo de la onda es similar para los fluidos de glicerina, fuelóleo 
pesado y aceite de silicona, variando apenas la posición y el tiempo para la onda alcanzar el estado 
estacionario, es decir el punto a partir del cual no hay cambios en la amplitud y en el perfil de la onda. 
Para los fluidos menos viscosos, agua y fuelóleo ligero, las soluciones numéricas se mostrarán 
inestables, lo que sugiere que la estrategia numérica adoptada no es satisfactoria para fluidos con 
baja viscosidad. En la Tabla 2 mostramos la amplitud (ℎ𝑚), posición ( 𝑧𝑚) y tiempo (𝑡𝑚 ) para el punto 
máximo de la onda de cada fluido. Además, en la Tabla 3 ofrecemos los mismos detalles (ℎ𝑒,  𝑧𝑒, 𝑡𝑒) 
para el punto donde la onda se torna estacionaria, adicionalmente mostramos el tiempo total para la 
onda abandonar el dominio.  
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Figura 3. Evolución temporal de la onda para el fluido aceite de ricino. 

 

Tabla 2. Parámetros de la onda en el punto de máxima amplitud. 

Fluido ℎ𝑚 (m) 𝑧𝑚 (m) 𝑡𝑚 (s) 

Aceite de ricino 1.236E-03 5.895E-01 2.250E+01 

Glicerina 1.247E-03 5.710E-01 4.400E+01 

Fuelóleo pesado 1.237E-03 5.770E-01 2.980E+02 

Aceite de silicona  1.238E-03 5.930E-01 5.520E+03 

 

Tabla 3. Parámetros de la onda en estado estacionario y tiempo para abandonar el 
dominio. 

Fluido ℎ𝑒 (m) 𝑧𝑒 (m) 𝑡𝑒 (s) 𝑡𝑇 (s) 

Aceite de ricino 1.122E-03 2.290E+02 1.150E+02 1.540E+02 

Glicerina 1.147E-03 1.861E+00 1.830E+02 3.120E+02 

Fuelóleo pesado 1.179E-03 1.430E+00 7.550E+02 1.840E+03 

Aceite de silicona  1.183E-03 1.293E+00 1.489E+03 3.251E+03 

 

 La Tabla 2 nos muestra que la máxima amplitud de la onda, y la localización del máximo, no 
dependen del tipo de fluido, estando gobernados apenas por la geometría y condiciones iniciales del 
problema. Sin embargo, el tiempo necesario para la deformación de la onda, y el tiempo para alcanzar 
la máxima amplitud aumentan considerablemente con el incremento de la viscosidad del fluido. 

 Analizando la Tabla 3 podemos observar que al aumentar la viscosidad del fluido la distancia 
recorrida por la onda hasta tornarse estacionaria disminuye, por otro lado, se incrementa la amplitud 
de la onda en estado estacionario. También, el tiempo para alcanzar el estado estacionario y para 
abandonar el tubo aumentan significativamente con el aumento de la viscosidad. La evolución de la 
onda en cada fluido y la dependencia comportamental con la viscosidad cinemática son consistente 
con la física del fenómeno abordado. 
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4. CONCLUSIONES 

 En este trabajo presentamos un modelo analítico para simular la evolución de ondas en 
películas descendentes gobernadas por gravedad en tubos verticales. El modelo es representado por 
una ecuación integro-diferencial que describe el espesor de la película en función de la componente 
axial de la velocidad. Propusimos una estrategia numérica para resolver el modelo usando un método 
predictor-corrector semi-implícito de cuarta orden. El modelo analítico y el procedimiento numérico 
fueron evaluados mediante la solución del problema de onda solitaria para fluidos con viscosidades 
diferentes. 

 El modelo y la estrategia de solución numérica ofrecieran resultados satisfactorios para fluidos 
de viscosidad media y elevada. Sin embargo, para fluidos de baja viscosidad no fue posible reproducir 
la evolución de la onda, los resultados fueron inestables. La inestabilidad está asociada al alto grado 
de rigidez del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias obtenido después de la discretización, 
característica que se agudiza con fluidos poco viscosos. Los pasos futuros de esta investigación 
envuelven perfeccionar la estrategia numérica para obtener soluciones estables para todos los tipos 
de fluidos. 
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