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Resumen — Peliculas de agua gobernadas por gravedad en tuberias verticales son relevantes en
diversos procesos industriales asociados a intercambiadores de calor, evaporadores y reactores
nucleares. La formacién de ondas y el proceso de propagacion de las mismas en la pelicula influyen
significativamente en la hidrodinamica del fluido y en los fendbmenos de intercambio de calor y masa.
Diversos grupos de pesquisa estudian este problema usando métodos experimentales, fluido dinAmica
computacional o modelos analiticos. Modelos analiticos para fluidos viscosos y platos semi-infinitos
inclinados han sido obtenidos por algunos autores. En este trabajo presentamos un modelo analitico
para peliculas finas de agua gobernadas por gravedad en tubos verticales. A partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes en geometria cilindrica axis-simétrica, consideramos el balance de fuerzas en el
fluido, una aproximacion asintética de onda larga, y una aproximacion de primera orden para la
velocidad axial, para obtener una ecuacion diferencial parcial que describe el comportamiento de la
interface. La ecuaciéon de la interface es resuelta usando una estrategia numérica. El problema de
onda solitaria fue resuelto para fluidos de diferentes viscosidades. Para fluidos de alta y media
viscosidad el modelo ofrece resultados satisfactorios. Para fluidos de baja viscosidad, donde tenemos
un problema con alto grado de rigidez, la solucién numérica se muestra inestable. Los pasos futuros
de esta investigacién, envuelven proyectar una estrategia numérica que permita utilizar el modelo en
fluidos de baja viscosidad, y la validacidon del mismo con resultados experimentales.

1. INTRODUCCION.

Regimenes de flujo bifasico aparecen en diversas aplicaciones de ingenieria como
intercambiadores de calor, torres de destilacion de petréleo, reactores quimicos y reactores nucleares
para generacion de energia. Entre los regimenes bifasicos gas-liquido, el régimen de flujo anular
despierta gran interés en la comunidad cientifica por su complejidad. El flujo anular es caracterizado
por la presencia de una fase gaseosa continda localizada en el centro del canal, con una pelicula
anular de liquido entre la fase central y la pared del canal. En dependencia de la diferencia de
velocidades entre las fases tendremos ondas en la interface gas-liquido y arrastre de gotas para la
fase gaseosa [1]. Este régimen aparece durante la operacion normal de reactores de agua en
ebullicién, y en situaciones de emergencia con pérdidas de refrigerante en todos los reactores
refrigerados por agua. El estudio de la estabilidad hidrodinamica y la transferencia de calor en este
régimen es relevante para la seguridad operacional de los reactores nucleares energéticos.

En regimenes donde la fase central es aire estancado, el volumen de la fase anular es pequefio
cuando comparado con las dimensiones del canal y apenas la fuerza de gravedad actua sobre el
fluido, tenemos una pelicula de agua gobernada por la gravedad [2]. Adicionalmente, peliculas que
descienden por la pared de tubos verticales son muy inestables y desarrollan ondas no lineares en su
superficie. Estas ondas tienen una fuerte influencia en la hidrodinamica del fluido aumentando la
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transferencia de calor y masa. Diversos grupos de investigacion estudian el comportamiento de las
ondas interfaciales usando instalaciones experimentales [3], fluido dindmica computacional [4] o
modelos analiticos [5].

En [6] Mufioz-Cobo et. al. utilizan teoria de perturbaciones, la aproximacion de onda larga, y
una expansion en harmonicos esféricos de la velocidad para construir un modelo para peliculas
descendentes gobernadas por gravedad en platos inclinados. Nuestra investigacion da continuidad a
este trabajo proponiendo un modelo analitico para peliculas descendentes en tubos verticales. Para
construir el modelo consideramos el balance de fuerzas en fluido, una aproximacion asintética de
onda larga, y una aproximacion perturbativa de primera orden en la velocidad axial, lo que nos permite
obtener una ecuacion diferencial parcial (EDP) que describe el comportamiento de la interface a partir
del espesor de la pelicula. Discretizamos el dominio espacial con una malla uniforme e integramos la
EDP para obtener un sistema de ecuaciones diferencidis ordinarias (EDO) para el espesor de la
pelicula en cada célula. En este punto resolvemos numéricamente el sistema de EDOs usando un
método predictor-corrector semi-implicito de Adams-Moulton [7]. Para validar el modelo analizamos
la formacion y evoluciéon de una onda solitaria para fluidos de diferentes viscosidades.

En la préxima seccién mostramos los fundamentos mateméaticos del modelo, y la estrategia de
solucion numérica propuesta. En la seccion 3 presentamos los resultados de los experimentos
numeéricos realizados para validar o modelo. Finalmente, en la seccién 4 ofrecemos las conclusiones
del trabajo y sugerencias para trabajos futuros.

2. MODELO MATEMATICO Y ESTRATEGIA NUMERICA

Para desenvolver el modelo matematico para peliculas descendentes en tubos verticales
consideramos un dominio cilindrico axisimétrico formado por la pared interna del tubo y un fluido
anular que desciende por la pared conforme ilustrado en la Figura 1a. Construimos nuestro modelo
partiendo del sistema de ecuaciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles en geométrica
cilindrica axisimétrica, que aparece como

7 19-(Fd) + d;w = 0, (1)
1 u
afu + ﬂafﬂ + Waz—l_l. = ——a,:P +v ;ar—(fa,:ﬂ) + az—z—l_l - F_Z)' (2)
o 1. - | _
aEW + uafW + W@Z—W = —EaZ—P +v (% af(rafW) + 6Z—Z—W) + 9, (3)

donde 7 y Z son las coordenadas radial y axial respectivamente, % es la componente radial de la
velocidad, w es la componente de la velocidad en la direccion descendente, P es la presion; p, v,y g
representan la densidad, la viscosidad cinemadtica, y la aceleracion de la gravedad, respectivamente.
Ademas, en la Figura 1a h(z, t) representa el espesor de la peliculay h, es el espesor base o espesor
de Nusselt para una pelicula plana [2]. En nuestra notacién los simbolos suprarayados indican
magnitudes dimensionales. En la pared del tubo consideramos condiciones de contorno de pared no
deslizante, por lo tanto

w|g = tulg = 0. (4)

En la superficie de la pelicula consideramos condiciones de superficie libre, para la
componente normal de la tensién consideramos que la suma de las fuerzas en la interface es nula 'y
obtenemos una expresion similar a la ecuacion de Young-Laplace [8], en la forma
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Figura 1. (a) Representacién del dominio del problemay las principales magnitudes, (b)
Detalle de un volumen diferencial de la pelicula

_ _ 0zzh 1
Plz.g—P.+o (9:2h) sH=—=
—2\2 -
(1+(a:h)") o 5)
2u _ — _ _ 2. _
_W{af'ﬂ + (az—h)(az—u + afW) + (az—h) OZ—W}E_E = 0,

donde P. es la presion de la fase central, o y u representan la tension superficial y la viscosidad
dinamica del fluido, respectivamente. Para la componente tangencial de la tension consideramos la
continuidad de la tension en la interface y obtenemos

(1= (9:R)°] {052 + 0:W)5_g + 2057 {0;W — ;W) 55 = 0. (6)

Para obtener una ecuacién que describa el comportamiento de la interface realizamos un
balance de masa en la pelicula para el intervalo [z, z + dz], la geometria considerada en el balance
de masa es ofrecida en la Figura 1b. La variacién de la masa de fluido en un diferencial de volumen
de la pelicula es igual a la diferencia entre el fluido incidente por la superficie superior y el fluido
emergente por la superficie inferior. Computando esta diferencia y manipulando para escribir el
resultado como una formulacién integral, obtenemos una ecuacion integro-diferencial que describe la
interface de la pelicula como una funcién del tiempo y de la coordenada z, en la forma

(R —h)d;h + 0; fg_}_l rw(7,z t)dr = 0. (7)

La ec. (7) que describe la interface de liquido es la base de nuestro modelo matematico, y la
estrategia para construirlo consiste en obtener una solucién para la velocidad en la direccion axial w
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gue nos permita resolver la ecuacion y calcular el espesor de pelicula en todos los puntos del dominio
para cualquier instante de tiempo.

El primer paso es escribir nuestro sistema de ecuaciones en su forma adimensional. El
esquema adimensional adoptado independe del flujo mésico y fue propuesto por Ruyer-Quil y
Manneville en [9], los pardmetros adimensionales son

V2 1/3 v 1/3 o
L.= (;) T = (E) Ur = ()3, B = p(vg)*3, K, = Py g3 ®)

donde L.y T, son la longitud y el tiempo caracteristico, U, y P, son la velocidad y presion de referencia,
y K, es el numero de Kapitza. Las ecuaciones de conservacion de la masa y del momento (1-3) en su
forma adimensional son escritas como

r~10,(ru) + d,w = 0, 9)
oeu + ud,u + wo,u = —0,P + 10, (ro,u) + du — :—2, (10)
0w + ud,w + wo,w = —9,P + =10, (ro,w) + d,w + 1. (12)
La forma adimensional de la ecuacién de contorno en la pared (4) aparece como
wlg =ulg =0, (12)

y las ecuaciones de contorno en la interface de la pelicula para la tensién normal (5) y tangencial (6)
se transforman en

d,,h 1

+—
1+ @n2) Rh

Plg_n — P- + Ka
R-h (13)

- 1+ (a h)z {aru + (azh)(azu + arW) + (azh)zaZW}R_h =0,
z

[1 - (azh)z]{azu + arW}R—h + 2azh{azw - aru}R—h = 0. (14)

La ecuacion integro-diferencial de la interface (7) adimensionalizada aparece como

R

(R—h)dh + 0, rw(r, z, t)dr = 0. (15)
R-h
La aproximaciéon de onda larga [2], [5] puede ser utilizada cuando la longitud de onda de las

perturbaciones en la superficie de la pelicula es mucho mayor que el espesor de pelicula, en estas
condiciones el parametro de perturbacién se define como € = h/1 « 1. Nuestro modelo es formado
por las ecuaciones constitutivas ecs. (9 - 10), las correspondientes condiciones de contorno ecs. (12
- 14), y la ecuacion de interface (15), necesitamos reescribir el modelo en su forma general
perturbativa. Considerando la aproximacién de onda larga, e que los términos que envuelven la
derivada temporal y la derivada espacial en z son términos de primer orden en ¢, las ecuaciones
perturbativas de balance son

r~10,.(ru) + ed,w = 0, (16)

u
g0,u + ud,u + ewd,u = —0,P + r~19,.(ro,u) + £20,,u — s a7
€0,u + ud,u + ewo,u = —€d,P + r~10,(ro,w) + £29,,w + 1 (18)

Las ecuaciones perturbativas para componente normal ec. (13) y tangencial ec. (14) de la
tension en la superficie de la pelicula son escritas como
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£%20,,h 1
Plg_n —P. +Ka 3+
[1+&2(0,h)? ]2 . (19)
2
TTxe2(gne Oru tE@ R (0 + 0w + 3(9;h)*0,wlr_n = 0,
[1 —¢? (azh)z]{gazu + arW}R—h + ZSaZh{€aZW - a?’u}R—h =0. (20)

Para las condiciones de contorno de pared no deslizante (12) la ecuacién de interface (15) las
respectivas formas perturbativas son iguales a las ecuaciones adimensionales correspondientes. Por
lo tanto, en este punto tenemos nuestro modelo escrito en su forma perturbativa. Es posible encontrar
las soluciones del problema, esto es, las componentes radial y axial de la velocidad y la presion
usando una expansién de primera orden, que se escribe como

U= Uy + €Uy, (21)
W = Wy + EWq, (22)
P =DPo + &p1- (23)

Obtenemos el momento de orden cero de la velocidad axial resolviendo las ecuaciones
perturbativas de orden cero. Para completar esta etapa, substituimos la expansion de primer orden
ecs. (21 — 23) en las ecuaciones perturbativas (16 — 20 y 12) y tomamos el limite € — 0. Integrando el
sistema resultante obtenemos

R-R° (%) + ®-r (24)

wy(r,z) = 5 — 2

9\r

Un procedimiento anélogo es utilizado para obtener el momento de primer orden de la
velocidad axial. Obtenemos las ecuaciones constitutivas de primer orden, y sus respectivas
condiciones de contorno, substituyendo las expansiones de primer orden (21 - 23) en las ecuaciones
perturbativas (16 — 20 y 12) y consideramos apenas los términos de primer orden. Resolvemos, el
sistema resultante, y después de algunas manipulaciones algébricas el momento de primera orden

de la velocidad axial aparece como

R? r?> (R-h)? r
wi(r,z,t) = Kad,,h T_Z+Tlog(_) +

R? r2
Kaazh{ log( )+ 2(R = h)? 4(R—h)2}+

izs {r*+11R* —12r2R? + 8r2R2109( )+

%h {SR2 — 572 + (6r% + 4R%)log (%) — o5
r* = [ty (S) -t () +
log( )log (R )(8r —4R2)}

d,h

—(R h)3{ 2[log?(r) — log?(R)] — 2R? log( )log(R h)}

1 () o (55 2 (51 )
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Las ecs. (24 y 25) representan una aproximacion de primer orden para la velocidad axial, si
usamos esta aproximacion en la ecuacion integro-diferencial de la interface (15) podemos resolverla,
y analizar la hidrodinamica de la pelicula, especificamente la evolucion de las ondas sobre diferentes
consideraciones geomeétricas y fisicas. Para resolver la ecuacién de la interface desarrollamos una
estrategia numeérica para integrar la ecuacion en el tiempo y obtener el comportamiento de la interface
en todos los puntos del dominio. A continuacion, describimos este procedimiento numérico.

Nuestro dominio del problema es una tuberia con longitud L, por lo tanto 0 <z < L.
Discretizamos el dominio espacial usando una malla uniforme de N células, con dimension Az = L/N,
conforme mostrado en la Figura 2. Las fronteras de las células estan localizadas en z; = (i — 1)Az con
i =1:N + 1. La coordenada de cada célula es considerada en el centro de la célula y representadas
por suprapunto, en la forma z; = (i — 1/2)Az con i = 1: N. Entonces, una magnitud con suprapunto y
subindice i representa una cantidad calculada en el centro de la i-esima célula. En contrapartida, una
magnitud con subindice i sin suprapunto esta relacionada con la i-esima aresta de célula.

LS S | S
| | | (.‘- L[] L[] L[] (\ (-.
3

i i+1 N N+1
Figura 2. Discretizacion espacial del dominio, coordenadas de la célula localizadas en el

centro de cada célula (rojo), coordenadas de las fronteras de célula localizadas en las
aristas (azul).

Una vez discretizado el dominio, discretizamos nuestra ecuacion integro-diferencial aplicando
el operador promedio sobre la célula espacial

Zi+1

.1
ﬁ=Eff@M, (26)

en la ec. (15), el resultado se escribe como
qi+1(t) — q;(0)

dehi(t) = ————="=, i=1..N,
t L(t) [R _ hi(t)]AZ (27)
donde g;(t) representa el valor del flujo masico por radian en la coordenada z;, definido como
R
q(t) = f rw(r, z, t)dr, (28)
R-h

para calcular la integral de la ec. (28) usamos la aproximacién de primer orden de la velocidad e
integramos analiticamente. Las derivadas de primer y tercer orden en relacion a z que aparecen en
el resultado son calculadas de forma numérica utilizando esquemas en diferencias. El sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias representado por la ec. (27) nos ofrece una ecuacion para cada
célula espacial con la espesura del filme en la célula A;(t) como incognita, al integrarlo obtenemos el
comportamiento de la interface de la pelicula en funcién del tiempo. Resolvemos el sistema utilizando
un método predictor-corrector semi-implicito de cuarto orden de tipo Adams-Moulton [7], con el paso
de prediccion basado en el algoritmo de Adams-Bashfort [10]. Para inicializar el método multi-paso de
Adams-Moulton realizamos las cuatro iteraciones iniciales usando el algoritmo de Runge-Kutta [10].
Como condicion inicial para el problema consideramos el espesor de pelicula plana de Nusselt a lo
largo del dominio, adicionando una perturbacion de Fourier de pequefios modos mdultiples como
descrito en [11].
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3. RESULTADOS NUMERICOS

Para validar el modelo analitico y evaluar la eficacia del procedimiento numérico
seleccionamos un problema de evolucién de onda Unica, que consiste en introducir una perturbacion
en el inicio del tubo y analizar la evolucion de la onda sin introducir nuevas perturbaciones. Ejecutamos
simulaciones para seis fluidos diferentes y analizamos a evolucién de la onda en cada caso. Los
fluidos utilizados y sus respectivas propiedades fisicas son listados en la Tabla 1. Simulaciones
preliminares mostraran que la estabilidad de la solucién numérica estaba estrechamente relacionada
con la viscosidad del fluido, por ese motivo seleccionamos fluidos en un amplio intervalo de
viscosidades, variando de 1E-2 a 1E-7.

Tabla 1. Fluidos utilizados en los experimentos numéricos.

Fluido T(C) v (m?/s) p (kg/m?3) o (N/m)
Agua 25 8.930E-07 | 9.970E+02 7.200E-02
Fueloleo ligero 20 1.650E-05 | 9.100E+02 2.300E-02
Aceite de ricino 30 5.800E-04 | 9.550E+02 3.900E-02
Glicerina 20 1.183E03 | 1.261E+03 6.340E-02
Fueloleo pesado 20 8.000E-03 | 9.900E+02 2.300E-02
Aceite de silicona [5] i 1.330E-02 | 9.700E+02 2.150E-02

Como dominio de simulacién consideramos un tubo con radio interno de 2.1E-2 m y longitud
de 2.5 m. Para la condicion inicial, la espesura de pelicula plana de Nusselt fue de hy = 1E —3m, y
la perturbacién consideré 6 modos de Fourier, con una amplitud de 3% para cada modo. Buscando
gue la construccion de la malla no perjudicase la estabilidad de la solucion numérica fueron escogidos
pasos de malla finos, tanto en la dimension espacial como temporal, especificamente Az = 1E — 3m
y At = 5.0E — 7s.

En la Figura 3 mostramos la evolucion temporal de la onda para el aceite de ricino. En el tiempo
t = 0, donde tenemos la condicién inicial, observamos una perturbaciéon cosenoidal multiple en el
primer cuarto del dominio, con una amplitud maxima de aproximadamente 1.15h,. En los tres cuartos
finales del dominio tenemos el perfil de pelicula plana. Analizando la evolucién temporal, notamos que
después de los primeros segundos la onda comienza a deformarse, comprimiéndose y aumentando
su altura, hasta alcanzar el punto de amplitud maxima (1.25h, en el instante t,, = 25s). A partir del
punto de maxima amplitud la onda mantiene su forma, y la amplitud disminuye lentamente hasta
alcanzar su estado estacionario en la posicion z, = 2.3m el tiempo t, = 115s. La onda permanece con
estas caracteristicas hasta abandonar el dominio.

El comportamiento cualitativo de la onda es similar para los fluidos de glicerina, fuel6leo
pesado y aceite de silicona, variando apenas la posicion y el tiempo para la onda alcanzar el estado
estacionario, es decir el punto a partir del cual no hay cambios en la amplitud y en el perfil de la onda.
Para los fluidos menos viscosos, agua y fueldleo ligero, las soluciones numéricas se mostraran
inestables, lo que sugiere que la estrategia numérica adoptada no es satisfactoria para fluidos con
baja viscosidad. En la Tabla 2 mostramos la amplitud (h,,,), posicion ( z,,,) y tiempo (t,,, ) para el punto
méaximo de la onda de cada fluido. Ademas, en la Tabla 3 ofrecemos los mismos detalles (h,, z., t,)
para el punto donde la onda se torna estacionaria, adicionalmente mostramos el tiempo total para la
onda abandonar el dominio.
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z(m)
1.30x10°

F1.25x10°
F 1.20x10°

F1.15x10°

h(m)

F1.10x10°
F 1.05x10°

F1.00x10°

L/

0.0 05 1.0 15
z(m)

Figura 3. Evolucion temporal de la onda para el fluido aceite de ricino.

Tabla 2. Parametros de la onda en el punto de maxima amplitud.

Fluido h,, (M) Zy (M) tm ()
Aceite de ricino 1.236E-03 5.895E-01 2.250E+01
Glicerina 1.247E-03 5.710E-01 4.400E+01
Fueldleo pesado 1.237E-03 5.770E-01 2.980E+02
Aceite de silicona 1.238E-03 5.930E-01 5.520E+03

Tabla 3. Parametros de la onda en estado estacionario y tiempo para abandonar el

dominio.

Fluido he (M) ze (M) te (S) tr ()
Aceite de ricino 1.122E-03 2.290E+02 1.150E+02 1.540E+02
Glicerina 1.147E-03 1.861E+00 1.830E+02 3.120E+02
Fueldleo pesado 1.179E-03 1.430E+00 7.550E+02 1.840E+03
Aceite de silicona 1.183E-03 1.293E+00 1.489E+03 3.251E+03

La Tabla 2 nos muestra que la maxima amplitud de la onda, y la localizacion del maximo, no
dependen del tipo de fluido, estando gobernados apenas por la geometria y condiciones iniciales del
problema. Sin embargo, el tiempo necesario para la deformacion de la onda, y el tiempo para alcanzar
la maxima amplitud aumentan considerablemente con el incremento de la viscosidad del fluido.

Analizando la Tabla 3 podemos observar que al aumentar la viscosidad del fluido la distancia
recorrida por la onda hasta tornarse estacionaria disminuye, por otro lado, se incrementa la amplitud
de la onda en estado estacionario. También, el tiempo para alcanzar el estado estacionario y para
abandonar el tubo aumentan significativamente con el aumento de la viscosidad. La evolucion de la
onda en cada fluido y la dependencia comportamental con la viscosidad cinematica son consistente
con la fisica del fenomeno abordado.
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4. CONCLUSIONES

En este trabajo presentamos un modelo analitico para simular la evolucion de ondas en
peliculas descendentes gobernadas por gravedad en tubos verticales. El modelo es representado por
una ecuacion integro-diferencial que describe el espesor de la pelicula en funcién de la componente
axial de la velocidad. Propusimos una estrategia numérica para resolver el modelo usando un método
predictor-corrector semi-implicito de cuarta orden. El modelo analitico y el procedimiento numérico
fueron evaluados mediante la solucién del problema de onda solitaria para fluidos con viscosidades
diferentes.

El modelo y la estrategia de solucion numérica ofrecieran resultados satisfactorios para fluidos
de viscosidad media y elevada. Sin embargo, para fluidos de baja viscosidad no fue posible reproducir
la evolucion de la onda, los resultados fueron inestables. La inestabilidad esta asociada al alto grado
de rigidez del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias obtenido después de la discretizacion,
caracteristica que se agudiza con fluidos poco viscosos. Los pasos futuros de esta investigacion
envuelven perfeccionar la estrategia numérica para obtener soluciones estables para todos los tipos
de fluidos.
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