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Introduccién

Este articulo presenta la relacidon que existe entre el tiempo y la posicién de un cuerpo que
se encuentra orbitando alrededor de otro en una trayectoria hiperbdlica. También se muestran
algunos casos de aplicacién y se incluyen ejemplos de su estudio.

Para este estudio es necesario recordar que la ecuacién orbital de un satélite que 6rbita alre-
dedor de un cuerpo central por atraccién gravitatoria es:

h2
po I (1)
1+ecost
donde h = ||h|| es el momento angular de la 6rbita que es constante, u es el parametro

gravitacional, e es la excentricidad que también es constante y # es la anomalia verdadera
(angulo entre €'y 7).

Esta ecuacién orbital origina trayectorias que representan curvas cénicas (circunferencias, elip-
ses, parabolas o hipérbolas) segin los valores de e. En este articulo se considera el caso en él
que la cdnica es una hipérbola, es decir, cuando e > 1.

Al resolver la ecuacién del movimiento y obtener la ecuacion orbital se ha eliminado la depen-
dencia del tiempo, sin embargo es necesario poder localizar un cuerpo en su 6rbita en cualquier
instante, (ver figura 1). En este documento vamos a conocer la ecuacion del tiempo para 6rbitas
abiertas hiperbélicas.
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Figura 1: Es necesario relacionar cada posicion € con un instante de tiempo t — ¢,
Antes de aplicar las ecuaciones conviene recordar algunas constantes y expresiones:
= Cualquier nave o satélite tiene una masa insignificante si la comparamos con la del Sol o

con la de cualquier planeta por lo que el parametro gravitacional es considerado constante
uw=G(M +m)=GM vy para la Tierra su valor es

pr = 398600 km? /s>
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La Tierra no es esférica pero cuando, por aproximacién se considere que si lo es, se utiliza
como radio el ecuatorial

Rt = 6378 km.

El momento angular de cualquier 6rbita kepleriana verifica:

h=rv,
La anomalia verdadera de la asintota en una 6rbita hiperbdlica es:

1
0~ = arccos <>
e

El angulo de vuelo « viene determinado por la igualdad:

(%
tany = —
vl

La velocidad radial y la transversal en cualquier posicién y érbita son:

:H(

vr:%esene v N 1+ ecosh).

Objetivos
Una vez hayas leido con detenimiento este documento seras capaz de:

= Partiendo de una anomalia verdadera que indica la posicién en la érbita, obtener la ano-
malias excéntrica y media hiperbdlicas y con la dltima de éstas, el tiempo transcurrido
desde que pasé por el periapsis.

= Conociendo el tiempo desde que pasé por el periapsis, hallar las anomalias media y excén-
trica hiperbélicas para con ésta altima calcular la anomalia verdadera (posicién) en ese
instante.

» En el proceso de este Gltimo objetivo aprenderas a resolver la ecuacion de Kepler para
6rbitas hiperbdlicas utilizando el método de Newton.

Integral de 0 y el tiempo de paso por el periapsis, (t,).

Como el momento angular verifica que h = rv; y v, = r 6 la anomalia verdadera de la posicion
0 esta relacionada con el tiempo t mediante la expresion

. df  h h
h=r— —=—=—— 2
me= dt 72 h?/u 2 ( )
(H—ecos@)
que separando variables resulta
2 de
Bt =

h3 (1+ ecosf)?
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Considerando ¢, el tiempo en el instante de paso por el periapsis’ (¢ = 0°) e integrando
ambos lados se tiene

2 0
1 do
— {E—1p) = —— do. 3
h3 (t=1) /0 (14 ecoso)? ()

Esta integral tiene diferentes expresiones segin el tipo de cénica que sea.

Ecuacién de tiempos para érbitas hiperbdlicas, (¢ > 1)

Para el caso de 6rbita hiperbdlica, e > 1, la integral de la expresién (3) también tiene solucién
analitica

w2 1 esinf 1 | \/e+1—|—\/e—1tang
[l — — n
e2—11+ecosh (62_1)3/2 Ve + —\/e—ltang

Multiplicando los dos miembros de la igualdad anterior y simplificando se obtiene:

p? eve? — 1sind 1<\/6+1+\/e—1tang> )
——————— —In

2 3/2
P 2-1)"@t-t,) =
h3 (e ) ( ») 1+ ecosf Ve + —\/e—ltang

Denotando por M}, al término de la izquierda, al que llamamos Anomalia Media Hiperbdlica

2

My =" (=) (1 —t,) (5)

resulta la igualdad que relaciona esa anomalia media hiperbdlica con la anomalia verdadera:

(6)

My, =

eve? —1sinf i ve+14++e— ltang
cve 7 Y
1+ecosf Ve + —«/e—ltan%

En la figura 2 se muestra la variacién de M}, en funcién de @ para varias excentricidades.

Para simplificar esta expresién (6) se introduce un angulo auxiliar (similar a la anomalia ex-
céntrica en las elipses) llamado Anomalia Excéntrica Hiperbdlica y denotado por F. Este
angulo se define de tal forma que?

. Y rsin @ 1 a(ez—l) ) e2—1 .
S hF:7: = S 9:7 0 7
i avel—1 ave2—11+ecosh St 1+ ecosb St (7)

S

LCon frecuencia se toma t, = 0 como tiempo inicial
2Considerando a > 0
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donde y es la distancia del punto a la linea de apsides (ordenada) y b es el semieje secundario
de la hipérbola definida por la trayectoria (ver figura 1) de ecuacién:

Realizando célculos algebraicos (Curtis) también se obtiene la ecuacién de Kepler para hipér-
bolas, similar a la de 6rbitas elipticas:

| M), =esinh F — F (8)

En la figura 3 se muestra la variacion de M), en funcién de F' para varias excentricidades.

Mp

Mp
e=10
e=5 ET;O
10000 e=15 e_2
e=2 :: 15
100 e=1.1 e:1 .1
1
0.01
s e F
— n 1 2 3 4 5
2

Figura 3: Grafica de la anomalia media hiperbélica, M},

Figura 2: Representacion de la anomalia media i ; e ) .
al variar la anomalia excéntrica hiperbdlica, F'.

hiperbélica, My, al variar la anomalia verdadera, 6.

Por otra parte, como si utilizamos cosh? F' — sinh? F' = 1 la expresién (7) para sinh F resulta

W cosf +e

CoS =

ve? —1 ’ cosf+e \? 1+ecosf
cosh? F =14 | ———— sinf —<> (9)

1+ecost 1+ ecosb ; cosh F — e

cos = ———

1 —ecosh I

Partiendo de estas igualdades y de la expresién de tanh % se obtienen las férmulas que relacionan
la anomalia verdadera con la hiperbdlica y vicerversa

F e—1 0
tanhi— +1 an§
ooy o smb F ‘ (10)
an 2  1+coshF ;
e+ 1 F
tan - = tanh —
) e—1

Nota 4.1 Sustituyendo cos@ de la expresion (9) en la ecuacion orbital, (1) se obtiene una
expresion de la posicién orbital en funcién de la anomalia hiperbdlica:

r=a(ecoshF—1). m
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Estas ecuaciones tiene muchas aplicaciones que se agrupan en dos tipos de problemas:

Problema 1. Dada una érbita eliptica (h, e) determinar el tiempo transcurrido desde que un
cuerpo paso por el periapsis, t —t,, para una posicién determinada 6. Ver el esquema siguiente:

0] ™ F 2 n] B [

Una aplicacién de este caso es la determinacién del tiempo en el cual un satélite terrestre pasa
de la zona iluminada por el Sol a la sombra proyectada por la Tierra y viceversa. Los puntos
donde esto ocurre son obtenidos por la geometrla de la 6rbita pero necesitamos conocer ese
periodo de sombra para que el satélite funcione solo con sus baterias.

Problema 2. Dada una érbita eliptica (h, €) y un tiempo desde el paso por el periapsis, t —t,,
determinar la anomalia verdadera 0 que indica su posicién. Ver el esquema siguiente:

= ] 2 [F]F [

Una aplicacién de este problema es conocer la posicién precisa de un satélite en un instante
para comunicarse con él y la realizacién de aproximaciones a una estacién espacial en érbita.

Ejemplos

Ejemplo 5.1 Se detecta un objeto acercindose a la Tierra del que se mide una altitud de
110000 km, una velocidad de 5.5 km/s y un dngulo de vuelo de —82°.
a) /Impactara con la Tierra o la sobrevolard?
b) i Cudnto tiempo pasard hasta el impacto o si no impacta hasta que se encuentre en
el punto mas préximo a la Tierra?
c) (Y si en la observacion la velocidad fuese de 3 km/s

Solucién Conociendo el dngulo de vuelo y la velocidad se puede hallar la componente transversal
de la velocidad y con ella el momento de la érbita

(
tan'y = i — Up = tan’va — U2 = U? —I—Ui :tan2’yvi —|—/Ui :/Ui (]_ +tan2’y)
v B 5.5

V/1+ tanZy a V1 + tan?(—82°)
h=rv, = 116378 -0.765 = 89081.8 km? /s>

v = = 0.765km/s

Con los datos disponibles se puede construir un sistema de 2 ecuaciones con ¢ > 0y 6 como
incégnitas y que se puede resolver analiticamente:

_ k¥
~ 1+ecost e = 1.47266
%
) {9 = —124.26°
tan~y = esinf
1+ecosf
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a) 15000
Conociendo los parametros h y e de la 6rbi-

ta se puede determinar el radio del perigeo
que si es inferior al radio terrestre indicara
que habra colisién mientras que si es supe-
rior se producira el sobrevuelo o flyby.

P
1+ ecos 0°

L L L
-75000 - 50000 - 25000

=250

T'p
=50000

~89081.8%/398600.5

— 8051.5k
1+ 1.47266 m

=75000
Como es mayor que el radio terrestre no
hay colisién (ver figura 4).

-100000 -

b)
Para conocer el tiempo que tardaré en lle- Figura 4: Representacién grafica de la 6rbita (azul)
gar al perigeo seguimos el procedimiento junto con el radiovector para § = —124.6° (negro)
indicado como problema de tipo 1: y la asintota (discontinua)

1 0
FO%tanh [ /S tan (2) | = —2.355
e+1 2

M, D esinh F— F = —5.337

(5) h? 1

b=ty =535
1 (e2 — 1)%

My, = —18793.6 s ~ —5.22h

Es decir que alcanzara el perigeo en algo mas de 5 horas.

c)

Repitiendo el proceso del apartado (a) y resolviendo el nuevo sistema con v = 3 km/s se obtiene

h = 48590.1 km? /s>
e = 1.01585
0 = —159.12°

Con estos valores resulta un radio del perigeo

_ h*/p 48590.1%/398600.5
~ l4ecos0°  1+1.01585

r = 2938.3km < Ry

por lo tanto si que impactara con la Tierra. El impacto se producird antes de alcanzar el perigeo,
justo cuando su distancia coincida con el radio terrestre 7, = 6378 km (ver figura 5).
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1 1 1 1 1
-100000 -75000 -50000 -25000 ' 25000
¢
-20000
-40000
Figura 5: Representacion grafica de las érbita (azul) junto con el radiovector cuando # = —159.12°

(negro) y la asintota (discontinua). Puede observarse que el impacto se produce cuando el objeto
alcanza la superficie terrestre

Para determinar el instante hay que hallar la anomalia verdadera en el impacto, 6;,,, y aplicar
de nuevo el proceso del problema 1:

h2

K Timp

h?/p
1+ ecos (Bimp)

Timp =

— cos (Oimp) = ( — 1) Je = —0.0701

—  Bimp = arccos(—0.0701) = £94.03°

Como antes del impacto estd acercandose solo se considera el valor negativo

-1 Oim
Fimp (120) 2 arctanh ( ¢ tan < p)) = —0.191
e+1 2

= esinh Fj,, — Fipmp = —0.0042
h3 1
12 (2 —1)%?

—_
~

him,p

(t - tp)imp

—_
o1
~—~

M, = -531.5s

imp

Para determinar cuanto tiempo necesitara el objeto para alcanzar la posicién de impacto también
sera necesario estimar el tiempo antes del perigeo en el momento de la observacién siguiendo
el mismo proceso de antes para § = —159.12°:

F (2) 2 arctanh < e—1 tan <9>> = —1.049
e+1 2

M, D esinh F— F = —0.223
h3 1
AT LN -

1 (e2 — 1)%?

My = —28195.4 s

para terminar se halla la diferencia de tiempos

(t = tp) iy — (t —1p) = —531.5 — (—28195.4) = 27664 5.
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Ejemplo 5.2 El dia 21 de marzo a las 12:30 UT, el telescopio Hubble tenia las siguientes
coordenadas y velocidades:

7 = 6048.667 — 2047.34] — 2655.05k
7 = 3.1657 + 6.556] + 2.157k.

En ese instante se aplica un impulso en la direccion del movimiento incrementando la magnitud
de la velocidad en 5 km/s.
a) Determina h y e de la nueva drbita y la anomalia verdadera de la asintota, 0.
b) Encuentra el radio y el instante en el que la anomalia verdadera alcanza el valor de 110°7
c¢) Halla la posicién 24 horas después del impulso
d) Determina la velocidad excedente al salir de la influencia de la Tierra

Solucién El radio y la velocidad de la nueva érbita son inicialmente:

r=||F]| = 6915.72km/s v= |7 +5=12.59km/s

Como esa velocidad supera la velocidad de escape a esa distancia, ves. = \/g =10.74km/s,
por lo que la 6rbita resultante es hiperbdlica y la posicién inicial se convierte en el perigeo de
la nueva érbita.

) rp =1 = 6915.72 km}

h=r,- v, =87088.5 km?/s>
vp =v =12.59km/s i m/s

h? h?
0=0° — rp:¢—>e:——1:1.75135>1
1+ ecos(° Wy
1 \
0 = arccos (—) =124.8° .
e LY
.
%
LY
b) b 45000 -
El radio cuando la anomalia toma el valor @ = 110° tp = 3555 5
es
h?/u
= —47451.5k
1100 l1+e COS(llOO) m 30000 [

Para hallar el instante se aplica el proceso indicado
en el problema 1:

| £= 47452 km
-1 110° 3
F® 2atanh (/< tan ~1.93 (o
e+1 2
e . o
My = esinh F — F = 3.972
3 . g=110° R
(5) h o ! ol . =
t—tp— Eth—55553~1h32 35 -15000
Por tanto el instante serd 5555 s después del im-
pulso: Figura 6: Representacion grafica de las orbitas
inicial (naranja) y tras el impulso (azul) junto
12:30:00+ 55555 =14:02: 35 con el radiovector cuando 6 = 110° (negro) y

la asintota (discontinua)
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Para hallar la distancia serd necesario conocer la anomalia verdadera, 624 y aplicar el proceso
descrito en problema 2:

t —t, = 86400
(5) 3/2 1 3/2
My = o (2 —1)""(t —t,) = 3 (e —1)77(86400) = 61.77

Para obtener la anomalia hiperbdlica F' a partir de M), hay que resolver la ecuacién de Kepler,
(5), utilizando un método numérico como por ejemplo Newton:

M, @ esinh F — F = {..,4.51008,4.34052, 4.32418, 4.32404) — F = 4.32404

0 (2) 2 arctan ( et 1 tanh (Z;)) =123.6°
e J—

Ahora se puede calcular la posicién

h?/p

= =599381k
1 + ecos(123.6°) "

r

d)
Calcular la velocidad excedente al escapar de la Tierra se puede hacer de diferentes formas, una
de ellas es hallando la velocidad radial para 6, que se calculé en el primer apartado:

Voo = %esin (0s0) = %esin (124.8°) = 6.6 km /s

Cierre
Este articulo ha mostrado como se relacionan el tiempo orbital y la posicién en una 6rbita
hiperbélica.

Para establecer esa relaciéon se han definido las anomalias media hiperbdlica y excéntrica hi-
perbélica. También se ha mostrado como la ecuacion de Kepler para trayectorias hiperbélicas
permite obtener cualquiera de esas anomalias a partir de la otra, habiéndose recordado para
ello el método de Newton.

Como consecuencia de esas definiciones y expresiones se ha visto como resolver el problema de
obtencién del tiempo orbital a partir de la anomalia verdadera y viceversa.

Se han incorporado ejemplos de aplicacién a posibles situaciones reales para apoyar la explicacién

de los contenidos.
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