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Resumen

Durante las primeras décadas del siglo pasado se estudiaron las inversas gene-
ralizadas que hoy en dia se conocen como inversas generalizadas clasicas. Entre
ellas cabe mencionar la inversa de Moore-Penrose (1955) y la inversa de Dra-
zin (1958). Mientras que la inversa de Moore-Penrose se defini6 originalmente
para matrices complejas rectangulares, la inversa de Drazin fue tratada, en un
primer momento, inicamente para matrices cuadradas. Mas tarde, en 1980,
Cline y Greville realizaron la extension del caso cuadrado al caso rectangular,
mediante la consideracion de una matriz de ponderacién rectangular. Diferen-
tes propiedades, caracterizaciones y aplicaciones fueron obtenidas para estos
tipos de inversas generalizadas hasta finales del siglo pasado.

En la dltima década, han aparecido nuevas nociones de inversas generalizadas.
La primera de ellas fue la inversa core, introducida en el ano 2010 por los
autores Baksalary y Trenkler. La misma tuvo una amplia repercusiéon en la
comunidad matematica debido a la sencillez de su definicién, a su aplicacién
en la resolucién de algunos sistemas lineales con restricciones que surgen en la
teoria de redes eléctricas y también por su conexién con la inversa de Bott-
Duffin. Muchos trabajos de investigacion han surgido a partir de la inversa
core, incluyendo sus extensiones a conjuntos més generales como el algebra de
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Capitulo 0. Resumen

operadores lineales acotados sobre espacios de Hilbert y/o al &mbito de anillos
abstractos.

El objetivo principal de esta tesis doctoral es definir y estudiar en profundidad
una nueva inversa generalizada para matrices rectangulares, llamada inversa
inversa de grupo débil ponderada, la cual extiende al caso rectangular la inver-
sa de grupo débil recientemente definida (para el caso cuadrado) por Wang y
Chen. También se considera un amplio estudio de la inversa core-EP pondera-
da definida por Ferreyra, Levis y Thome en el afio 2018, y que extiende al caso
rectangular inversa core-EP introducida por Manjunatha-Prasad y Mohana en
el ano 2014. Para ambas inversas generalizadas se obtienen nuevas propieda-
des, representaciones, caracterizaciones como asi también su relaciéon con otras
inversas conocidas en la literatura. Ademas, se presentan dos algoritmos que
permiten realizar un calculo efectivo de las mismas.
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Abstract

Generalized inverses, known today as Classical Generalized Inverses, were stu-
died during the first decades of the last century. Two important classical
generalized inverses are the Moore-Penrose inverse (1955) and the Drazin in-
verse (1958). The Moore-Penrose inverse was originally defined for complex
rectangular matrices. In turn, the Drazin inverse was studied, at first, only
for square matrices. It was in 1980 when Cline and Greville extended the case
of square matrices to the case of rectangular matrices by considering a weight
rectangular matrix. Throughout the entire past century there appeared diffe-
rent properties, characterizations and applications of these types of generalized
inverses.

This last decade gave rise to new notions of generalized inverses. The first of
these new notions is known as the core inverse. Core inverses were introdu-
ced in 2010 by Baksalary and Trenkler. Their work had a wide repercussion
in the mathematical community due to the simplicity of its definition and its
application in the solution of some linear systems with restrictions. The core
inverse further gain in interest due to their connection to the Bott-Duffin inver-
se. There is a large body of work on the core inverse, including extensions to
more general sets — such as the algebra of bounded linear operators on Hilbert
spaces and/or abstract rings.



Capitulo 0. Resumen

The main goal of this thesis is to define and study in depth a new generalized
inverse for rectangular matrices. This new inverse is called weighted weak
group inverse (or weighted WG inverse). Weighted WG inverses extend weak
group inverse, recently defined for the square case by Wang and Chen, to the
rectangular case. We also consider an extensive study of the weighted core-EP
inverse. The latter type of inverse was defined by Ferreyra, Levis, and Thome
in 2018. This inverse extends the core-EP inverse introduced by Manjunatha-
Prasad and Mohana in 2014 to the rectangular case. This thesis presents new
properties, representations, characterizations, as well as their relation with
other inverses known in the literature are obtained, for weighted WG inverses
and weighted core-EP inverse. In addition, the thesis presents two algorithms
that allow for an effective computation weighted WG inverses and weighted
core-EP inverse.
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Resum

Durant les primeres décades del segle passat es van estudiar les inverses genera-
litzades que hui dia es coneixen com a inverses generalitzades classiques. Entre
elles cal esmentar la inversa de Moore-Penrose (1955) i la inversa de Drazin
(1958). Mentre que la inversa de Moore-Penrose es va definir originalment per
a matrius complexes rectangulars, la inversa de Drazin va ser tractada, en un
primer moment, Gnicament per a matrius quadrades. Més tard, en 1980, Cline
i Greville van realitzar ’extensié del cas quadrat al cas rectangular, mitjancant
la consideracié d’una matriu de ponderacié rectangular. Diferents propietats,
caracteritzacions i aplicacions van ser obtingudes per a aquests tipus d’inverses
generalitzades fins a finals del segle passat.

En I"dltima década, han aparegut noves nocions d’inverses generalitzades. La
primera d’elles va ser la inversa core, introduida ’any 2010 pels autors Baksa-
lary i Trenkler. La mateixa va tindre una amplia repercussié en la comunitat
matematica a causa de la senzillesa de la seua definici6, a la seua aplicacid
en la resolucié d’alguns sistemes lineals amb restriccions que sorgeixen en la
teoria de xarxes eléctriques i també per la seua connexié amb la inversa de
Bott-Duffin. Molts treballs de recerca han sorgit a partir de la inversa core,
incloent les seues extensions a conjunts més generals com 1’algebra d’operadors
lineals delimitats sobre espais de Hilbert i/o a 'ambit d’anells abstractes.
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Capitulo 0. Resumen

L’objectiu principal d’aquesta tesi doctoral és definir i estudiar en profunditat
una nova inversa generalitzada per a matrius rectangulars, anomenada inversa
tnversa de grup feble ponderada, la qual estén al cas rectangular la inversa de
grup feble recentment definida (per al cas quadrat) per Wang i Chen. Tam-
bé es considera un ampli estudi de la inversa core-EP ponderada definida per
Ferreyra, Levis i Thome 'any 2018, i que estén al cas rectangular inversa
core-EP introduida per Manjunatha-Prasad i Mohana I’any 2014. Per a totes
dues inverses generalitzades s’obtenen noves propietats, representacions, ca-
racteritzacions com aixi també la seua relacié amb altres inverses conegudes
en la literatura. A més, es presenten dos algorismes que permeten realitzar un
calcul efectiu d’aquestes.
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Introduccion

Los temas desarrollados en esta tesis se enmarcan dentro del drea Anélisis Ma-
tricial, mas precisamente en el contexto de Matrices Inversas Generalizadas.
En 1920, Moore [41] introdujo una extension de la inversa ordinaria de un ope-
rador lineal acotado sobre un espacio de dimensién infinita, usando proyectores
ortogonales. En particular, en el caso matricial, establecié la existencia de una
linica inversa para toda matriz compleja y la denominé reciproca general. Sin
embargo, esta definicién no consigui6 gran notoriedad en la comunidad cientifi-
ca, quizas debido a la engorrosa notaciéon utilizada por Moore. Su definicion se
basaba en los proyectores ortogonales sobre los espacios columnas de la matriz
y su traspuesta conjugada, es decir, su definicién se realizé desde un punto de
vista funcional o geométrico. En 1955, Penrose [48] present6 un nuevo con-
cepto de inversa generalizada para matrices rectangulares desde un punto de
vista més bien algebraico, en el sentido de que su definicién venfa dada por
cuatro ecuaciones matriciales, conocidas en la actualidad como ecuaciones de
Penrose. Posteriormente se prob6 que esta definicién era equivalente a la dada
por Moore. A partir de alli, esta inversa generalizada es comtinmente conocida
como la inversa de Moore-Penrose y fue ampliamente estudiada. Una de las
principales razones de ello es su utilidad en aplicaciones para tratar diversos
problemas, en particular, la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, que
constituye una de las aplicaciones bésicas, pero a la vez méas importante, de
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Capitulo 0. Introduccion

este tipo de inversas generalizadas. Sin embargo, la aplicacién de mayor reper-
cusién de la inversa de Moore-Penrose fue establecida por el propio Penrose
al resolver el problema de los minimos cuadrados. Mas precisamente, Pen-
rose prob6 que esta inversa permite encontrar la tinica solucién en minimos
cuadrados de norma minima de un sistema lineal arbitrario.

En 1958, Drazin [11] introdujo una nueva inversa generalizada en el contexto
de anillos abstractos y, en particular, para matrices cuadradas, que llamé la
atencién de la comunidad matematica por sus interesantes propiedades espec-
trales y la propiedad de conmutatividad. En los afios subsiguientes, a partir
de las inversas de Moore-Penrose y de Drazin, surgieron diferentes inversas
generalizadas como puede observarse en los libros de Rao-Mitra [49] y Ben
Israel-Greville |3].

En las tltimas dos décadas surgieron nuevas nociones de inversas generalizadas
matriciales. La primera de ellas fue la inversa core, introducida en el afio
2010 por los autores Baksalary y Trenkler [1]. La misma tuvo una amplia
repercusion en la comunidad matemética debido a la sencillez de su definicion, a
su aplicacion en la resolucién de algunos sistemas lineales con restricciones que
surgen en la teorfa de redes eléctrica, y también por su conexién con la inversa
de Bott-Dulffin. Sin embargo esta nueva inversa se limita a matrices cuadradas
de indice a lo sumo 1. Esta limitacién condujo a que muchos autores intentaran
extenderla a matrices de indice arbitrario. La primera de ellas fue la inversa
BT (originalmente denominada inversa core generalizada) introducida en el
afio 2014 por Baksalary y Trenkler [2|. En el mismo afio, Manjunatha Prasad
y Mohana [36] consideraron otra definicion mas general de la inversa core y
la llamaron inversa core-EP. Paralelamente, Malik y Thome [35] definieron la
inversa DMP como otra extensién de para matrices de indice arbitrario. Todas
estas inversas siempre existen, son tnicas y cada una de ellas esta caracterizada
por un determinado grupo de ecuaciones matriciales. Muchos trabajos de
investigacién surgieron a partir de la inversa core y sus extensiones, incluyendo
sus extensiones a contextos mas generales como &lgebra de operadores y/o
anillos abstractos [12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 25, 26, 46, 65].
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En 1980, Cline y Greville |7] extendieron la inversa de Drazin al caso de una
matriz rectangular A € C™*" mediante una matriz de ponderacién no nula
W e C™*™. Probaron que dicha inversa siempre existe y es tinica. Tal inversa
es conocida como la inversa de Drazin ponderada. Se puede decir que esta
extension es uno de los primeros antecedentes en el intento de extender una
inversa generalizada para matrices cuadradas al caso rectangular. A partir de
la inversa de Drazin ponderada surgieron numerosos trabajos de investigacién
tanto en sus aspectos tedricos como asi también en sus aplicaciones [26, 28,
30, 32, 33, 52, 56, 60, 61|. Siguiendo una técnica similar, en 2017, Meng [38]
definié la inversa DMP para matrices rectangulares, llamada inversa DMP
ponderada. Dicha inversa siempre existe, es Gnica y fue representada usando
descomposiciones en valores singulares de las matrices Ay W.

En 2018, Ferreyra, Levis y Thome [15] extendieron la inversa core-EP al ca-
so rectangular (llamada inversa core-EP ponderada). Dicha inversa es Unica,
siempre existe y fue representada mediante una descomposiciéon simultanea
triangular del tipo Schur, llamada descomposicion core-EP ponderada. Distin-
tos autores estudiaron nuevas propiedades, representaciones, caracterizaciones
y aplicaciones de la inversa core-EP ponderada |22, 29, 42, 43, 46|.

Recientemente, Wang y Chen [55] introdujeron una extension alternativa de la
bien conocida inversa de grupo, mediante la descomposicion core-EP [54]. Esta
nueva inversa estd definida sobre el conjunto de matrices cuadradas, siempre
existe y es inica. Es conocida como la inversa de grupo débil (también llamada
inversa WG) y a diferencia de la inversa de Drazin no cumple la propiedad de
conmutatividad.

Motivados por las extensiones al caso rectangular de las inversas de Drazin,
DMP y core-EP, el objetivo principal de esta tesis es definir la inversa WG para
una matriz rectangular arbitraria, y estudiar sus propiedades, caracterizaciones
y representaciones.

Esta tesis esta organizada en 5 capitulos. En el Capitulo 1 se introducen las
notaciones y resultados preliminares necesarios para el desarrollo del resto de
los capitulos. Ademés, se dan las definiciones de las distintas inversas gene-
ralizadas clésicas y algunas de sus propiedades mas relevantes. También, se
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Capitulo 0. Introduccion

presentan las definiciones y principales propiedades de algunas inversas gene-
ralizadas definidas recientemente en la literatura.

En el Capitulo 2 se estudian dos inversas generalizadas ponderadas para ma-
trices rectangulares, a saber, las inversas de Drazin y core-EP ponderadas. Se
enuncian y, en algunos casos, se demuestran de manera alternativa sus prin-
cipales propiedades, representaciones y caracterizaciones que seran de utilidad
en los préoximos capitulos. La herramienta principal para el desarrollo de es-
te capitulo es una descomposicién simultanea del tipo Schur para el caso de
dos matrices rectangulares, llamada core-EP descomposicién ponderada y cuya
demostracion es realizada en detalle.

En el Capitulo 3 se obtienen nuevas caracterizaciones, representaciones y pro-
piedades para la inversa core-EP ponderada. La herramienta principal pa-
ra realizar las demostraciones correspondientes es la descomposicién core-EP
ponderada estudiada en el Capitulo 2. En particular, se presentan nuevas re-
presentaciones para la inversa core-EP ponderada, que involucran solamente el
uso de la inversa de Moore-Penrose de una cierta matriz, lo cual proporciona
una manera mas sencilla de calcularla.

En el Capitulo 4 se extiende el concepto de inversa WG de matrices cuadradas
a matrices rectangulares. Entre otras cosas, se analizan existencia y unicidad
de la inversa WG ponderada como solucion de ciertos sistemas de ecuaciones
matriciales que requieren el uso de la inversa core-EP ponderada. Ademds, se
da una representaciéon canoénica de la inversa WG ponderada usando la des-
composicion core-EP ponderada. Aplicando dicha forma canonica, se estudian
distintas propiedades y representaciones algebraicas de la inversa WG pon-
derada. En particular, se obtiene una interesante caracterizacién algebraica
mediante una ecuacién de rangos.

Finalmente, en el Capitulo 5, se obtienen dos representaciones de las inversas
core-EP y WG ponderadas, a partir de dos clasicas descomposiciones matricia-
les como lo son la descomposicién de rango completo y la descomposicién en
valores singulares. Dichos resultados se utilizan para construir dos algoritmos
que permiten calcular de manera sencilla ambas inversas ponderadas. La im-

plementaciéon de dichos algoritmos se muestran mediante ejemplos concretos.
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Capitulo 1

Introduccién y preliminares

En este capitulo se introducen las notaciones y resultados preliminares necesa-
rios para el desarrollo del resto de los capitulos. Ademas, se dan las definiciones
de las distintas inversas generalizadas clasicas y algunas de sus propiedades mas
relevantes. Finalmente, se presentan las definiciones y principales propiedades
de algunas inversas generalizadas definidas recientemente en la literatura, a
saber, las inversas core, core-EP, BT, DMP y WG.

1.1 Preliminares

En esta seccién se mencionan algunas notaciones bésicas de la teoria de ma-
trices y se presentan (sin demostracion) algunos resultados que involucran el
espacio columna y el espacio nulo de una matriz. Ademads, se enuncian tres
descomposiciones matriciales que permiten obtener distintas representaciones
canonicas de las inversas generalizadas.



Capitulo 1. Introduccion y preliminares

1.1.1 Notaciones y algunos resultados preliminares

Como es usual, se denota por C™*™ al conjunto de matrices complejas de
tamafio m X n. Para una matriz A € C™*", los simbolos A*, A~' rg(A),
N(A) y R(A) denotan la traspuesta conjugada, la inversa (cuando m = n y
existe), el rango, el espacio nulo y el espacio columna de A, respectivamente.
El simbolo I,, indica la matriz identidad de tamafo n x n. Con S* se denota
el subespacio ortogonal del subconjunto S C C" con respecto al producto
escalar (candnico) de C" definido por (z,y)c» = z*y, para x,y € C"*'. La
ortogonalidad entre los subespacios S7 y S2, se denota por S; L S5. El simbolo
@ representa la suma directa de dos subespacios de un mismo espacio vectorial
y cuando estos subespacios son ortogonales se indicard con &+ (suma directa
ortogonal). Se denota por Pg al proyector ortogonal sobre S (paralelamente a
S1) y se recuerda que, como C" = S @ S+, se puede definir a Py como el tinico
operador lineal de C" tal que para z € C**!

z si z€S,
PS(Z):{O si ze St

En algunos casos se hard abuso de lenguaje utilizando la misma letra para
representar tanto una aplicacion lineal A : C* — C™ como a la matriz A €
C™ ™ que la representa con respecto a sus bases canénicas.

A continuacién, con la intenciéon de mencionar algunas propiedades relevantes
de los subespacios columna y nulo de una matriz, se recuerdan sus definiciones.

Definicion 1.1.1. Sea A € C™*". Se llama espacio columna de A al conjunto
R(A) ={yeC™!:y=Ax, zeC"™'}.
Definicion 1.1.2. Sea A € C™*™. Se llama espacio nulo de A al conjunto

N(A) = {zeC™': Az =0}

La relacién entre dichos subespacios y sus complementos ortogonales viene

dada por
R(A)=N(A)" vy NA)=R(A)"-



1.1 Preliminares

Mas ann, algunas de las principales propiedades de estos subespacios son enu-
meradas en el siguiente teorema.

Teorema 1.1.1. Sea A € C™*". Entonces, se satisfacen las siguientes pro-
piedades

a) N(A*A) = N(A) y N(AA*) = N(A%).

b) R(AA*) =R(A) y R(A*A) = R(A*).

c) rg(AA") =1g(A) = rg(A") = rg(A"A).
Otras propiedades utiles que poseen los subespacios columna y nulo pueden
resumirse en el siguiente teorema.
Teorema 1.1.2. Sean A € C™*" y B € CP*9. Entonces, se satisfacen las
siguientes propiedades

a) Sin =p entonces R(AB) C R(A).

b) Si m = p se cumple que R(A) C R(B) si y sdlo si existe una matriz
C € C™" tal que A = BC.

c) St n = q se cumple que N(A) C N(B) si y sdlo si existe una matriz
D € CP*™ tal que B = DA.

d) Sin =p entonces N(B) C N(AB).
) rg(AB) < min{rg(A),rg(B)}.
f) Sim=n yn=q, entonces R(A+ B) C R(A) + R(B).
En el siguiente resultado se recuerda cémo es posible caracterizar un proyec-

tor ortogonal (pensado como un operador lineal) sobre un subespacio dado,
mediante su matriz asociada.

Teorema 1.1.3. Sea C* = S @ St. Entonces, Ps es un proyector ortogonal
sobre S si y solo st Ps es una matriz idempotente y hermitica.
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El indice es una caracteristica relevante de las matrices cuadradas y juega un
rol importante en el estudio de la inversa de Drazin. Se define de la siguiente
manera.

Definicion 1.1.3. Sea A € C™*™. Se define el indice de la matriz A, denotado
por Ind(A), como el menor entero no negativo k que satisface

R(AF) = R(AM).

Observacion 1.1.1. Claramente, toda matriz no singular tiene indice 0. Mien-
tras que por convencion, la matriz nula tiene indice 1.

El indice de una matriz permite dar una descomposicién del espacio vectorial
C" como suma directa entre dos subespacios invariantes relativos a A*.

Proposicion 1.1.1. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

C" = R(A*) @ N (AF). (1.1)

En la teorfa de matrices existen distintas clases matriciales de especial im-
portancia. Cada una de ellas estd determinada por alguna propiedad o ca-
racteristica que cumplen algunas matrices y/o sus respectivas inversas. Por
ejemplo, las matrices hermiticas (A = A*), unitarias (A~! = A*), normales
(AA* = A*A). Dichas clases estan incluidas todavia en un clase mas general
de matrices que juegan un importante rol en la teoria de inversas generalizadas,

conocidas como matrices rango-hermiticas o matrices EP.

Definicion 1.1.4. Sea A € C"*". Se dice que A es una matriz EP (o rango
hermitica) si A satisface alguna de las siguientes condiciones equivalentes

a) C* = N(4) " R(A),
b) R(A) = R(A"),

c) N(A) = N(4),

)

d) A= CA*, para alguna matriz C € C"*",

Observacion 1.1.2. Notar que toda matriz EP tiene indice a lo sumo 1.
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1.1.2 Descomposiciones malriciales

Las descomposiciones matriciales permiten representar una matriz de manera
maés sencilla (formas canonicas) y, de este modo, obtener més informacion acer-
ca de sus caracteristicas. A continuacién, se presentan tres descomposiciones
matriciales que serdn utilizadas a lo largo de este trabajo, a saber, la des-
composicion en valores singulares, la descomposicién de Hartwig-Spindelbéck
y la descomposiciéon core-EP. La segunda descomposicién es una consecuencia
directa de la primera, mientras que la tercera es una consecuencia del bien
conocido teorema de triangularizacion de Schur.

Teorema 1.1.4. /3, 4, 39/(Descomposicion en valores singulares) Sea
A € C™™ tal que r = rg(A) > 0. Entonces, existen dos matrices unitarias
UeCm™m yV e C™", yuna matriz diagonal X = diag(oy,09,- -+ ,0,), tales
que

¥ 0
0 0

A=U V*, con o,>0,>-->0,>0,

donde los elementos de la diagonal principal de ¥ son los valores singulares de

A.

Teorema 1.1.5. [24/(Descomposicion de Hartwig-Spindelbéck) Sea A €
C™ ™ tal que r = rg(A) > 0. Entonces, existe una matriz unitaria U € C" ™,
una matriz diagonal ¥ = diag(o11,,,021,,, -+ ,0.l,,), donde los elementos de
la diagonal principal son los valores singulares de A satisfaciendo oy > 09 >
>0, >0, 7 +ry+--+r, =1 ;y dos matrices K € C"*" y L € C"*(n="),
tales que

SK XL
A=U U+, (1.2)
0 0
con
KK*+LL =1,. (1.3)

Usando la descomposicién previa se puede establecer una caracterizacion de
las matrices de indice a lo sumo 1.

Lema 1.1.1. Sea A € C™*™ una matriz representada en la forma (1.2). En-
tonces Ind(A) < 1 si y solo si K es no singular.
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A continuacion, se presenta una descomposicion triangular del tipo Schur para
una matriz cuadrada. Dicha descomposicién fue introducida en el ano 2016 por
Wang [54], y es llamada descomposiciéon core-EP. La extension al caso rectan-
gular de esta descomposicion fue realizada recientemente en [15] y la misma es
una herramienta fundamental para el desarrollo de los capitulos subsiguientes.

Teorema 1.1.6. [54/ (Descomposicion core-EP) Sea A € C™*" tal que
Ind(A) = k. Entonces, la matriz A admite una descomposicion de la forma

T S
0 0

0 0

A=A+ A A =
1+ Ao, 1=U 0N

U, AgzU[ 1(]*, (1.4)

donde T es no singular con rg(T) = rg(A¥), N nilpotente con indice k y U es
unitaria.
Observacion 1.1.3. Notar que las matrices definidas en (1.4) satisfacen las
stguientes condiciones

a) Ind(Al) < 17

b) A5 =0,

C) ATAQ =0 Yy A2A1 =0.

Mads ain, las matrices A, y A, son las tinicas que satisfacen estas condiciones.

1.2 Inversas generalizadas clasicas

En esta seccion se dan algunas definiciones de las inversas clésicas, a saber, las
inversas de Moore-Penrose, de Drazin y de grupo, estableciendo algunas de sus
principales propiedades y caracterizaciones.

Se sabe que una matriz cuadrada A € C"*™ es no singular (o invertible) si
existe una matriz X € C*"*" tal que AX = XA = I,,. En dicho caso, una
tal matriz X es dnica. Es conocido que es suficiente probar que la matriz X
cumpla una de las ecuaciones AX = I, o bien XA = I,,, para concluir que X
es la inversa (ordinaria) de A.
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Los diferentes tipos de matrices inversas generalizadas aparecen cuando se quie-
re extender el concepto de inversa ordinaria al caso de matrices rectangulares
o bien a matrices cuadradas singulares. En este sentido, las inversas laterales
de una matriz rectangular constituyen un primer tipo de generalizacion de la

inversa ordinaria.

A continuacion se presentan sus definiciones.

Definicion 1.2.1. Sea A € C"™*™. Se llama inversa a derecha (resp., a izquier-
da) de A a cualquier matriz X € C™*™ tal que AX = I, (resp., XA =1,).

Las inversas laterales no siempre existen, y en caso de existir, son infinitas, a

excepcion de los casos en que A sea no singular o bien la matriz nula.

Un resultado bien conocido en la literatura caracteriza la existencia de las in-
versas laterales de una matriz dada, utilizando el rango de las mismas. Méas
precisamente, una matriz A € C™*" admite inversa a derecha (resp., a izquier-
da) si y solo si rg(A) = m (resp., rg(4) = n).

El hecho de que estas inversas laterales no siempre existan, permite introducir
nuevos conceptos de inversas generalizadas. Por ejemplo, si en la ecuacién
AX = I, se postmultiplica por la matriz A se obtiene una condicién mas
general, que lleva a la siguiente definicién.

Definicion 1.2.2. Sea A € C™*™. Una matriz X € C"*™ que satisface
AXA=A, (1.5)

se llama una inversa interior o {1}-inversa de A.

Con un razonamiento anélogo, premultiplicando por la matriz X en la ecuaciéon

AX = I, se obtiene un nuevo concepto que se introduce en la siguiente
definicién.

Definicion 1.2.3. Sea A € C™*". Una matriz X € C™*™ que satisface
XAX = X, (1.6)

se llama una inversa exterior o {2}-inversa de A.
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El conjunto de todas las {1}-inversas de una matriz A se denota como A{1},
mientras que el conjunto de todas las {2}-inversas de una matriz A se denota
como A{2}. Las matrices que verifiquen simultdneamente las ecuaciones (1.5)
y (1.6), se llaman {1, 2}-inversas de A y el conjunto de todas las {1, 2}-inversas
de una matriz A se denota como A{1,2}.

Es bien conocido que toda matriz compleja siempre admite una inversa interior
y una inversa exterior. Més aun, dichas inversas son infinitas, salvo que la
matriz resulte nula o no singular.

En la siguiente proposicién se ilustra una propiedad que satisfacen el espacio
nulo y el espacio columna de estos tipos de inversas generalizadas, como asi
también una condicién necesaria y suficiente para que una inversa interior

(resp., exterior) resulte también una inversa exterior (resp., interior).

Proposicion 1.2.1. [3, 62/ Sea A € C™*". Entonces, se satisfacen las si-
guientes afirmaciones

a) Si X € A{2}, entonces R(X) = R(XA) y N(X) = N(AX).

)

b) Si X € A{1}, entonces R(X) = R(AX) y N(X) =N (XA).

c) Si X € A{1} entonces X € A{1,2} si y solo si rg(X) =rg(A).
)

d) Si X € A{2} entonces X € A{1,2} si y solo si rg(X) =rg(A).

A continuaciéon se recuerda el concepto de inversa generalizada con espacios
columna y nulo prescritos. Dicho concepto relaciona dos de los subespacios
fundamentales de una matriz arbitraria A, a saber, N(A) y R(A), con una
matriz X que satisface ciertas condiciones.

Definicidon 1.2.4. Sean A € C™ ", rg(A) = r, T un subespacio de C" de
dimension t <r y S un subespacio de

mathbbC™ de dimension m — t. Se llama {2}-inversa generalizada de A con
espacio columna T y espacio nulo S, denotada por Ag?s, a la unica matriz
X € CY™™ (si existe) tal que

XAX =X, R(X)=T, N(X)=8&.
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Si ademds, se cumple que AXA = A, la tnica {1,2}-inversa generalizada de
A con espacio columna T y espacio nulo S, se denotard por A(%’?.

El siguiente lema asegura la existencia de la inversa generalizada con espacios

columna y nulo prescritos.

Lema 1.2.1. [3] Sean A € C™ ", rg(A) = r, T un subespacio de C" de
dimension t <r y S un subespacio de C™ de dimensidn m —t. FEntonces existe
a lo sumo una matriz X € C"*™ que sea una {2}-inversa generalizada de A y

que tenga espacio columna T y espacio nulo S.

1.2.1 La tnversa de Moore-Penrose

En el ano 1920, Moore [41] not6 la existencia de una tnica inversa para cada
matriz compleja y la denominé reciproca general. Su definicién se basaba en
los proyectores ortogonales sobre el espacio imagen de A y el de su traspuesta
conjugada A*. Es decir, Moore dio una definicién desde un punto de vista
funcional o geométrico. En 1955 Penrose [48] public6 un escrito con una
definicién més bien algebraica pero sin embargo equivalente a la dada por
Moore. Muchas propiedades y aplicaciones fueron desarrolladas a partir de la
inversa de Moore-Penrose, mas especificamente, esta inversa juega un papel
determinante en la resolucién aproximada de sistemas de ecuaciones lineales
por el método de minimos cuadrados y en el anélisis de problemas de control
6ptimo.

Definicion 1.2.5. Sea A € C™*". La inversa de Moore-Penrose de A, denota-
da por AT, es la tinica matriz X € C™™ que satisface las siguientes ecuaciones

AXA=A XAX =X, (AX)"=AX, (XA)"=XA.
La inversa de Moore-Penrose siempre existe y es tinica para toda matriz com-
pleja, como puede verse en [3, 48, 62].

A continuacién, se enuncian algunas de las principales propiedades de la inversa
de Moore-Penrose.
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Proposicion 1.2.2. [3, 48, 62/ Sea A € C™*". Entonces, se satisfacen las
stguientes propiedades

a (AT)T_
b) (A")! = (A1),

C = A*AAT = ATAA*.

)

)

) A

d) (A*A)F = AT(A")T.

e) Al = (A*A)TA* = A*(AA").
)
)
)

f) R(AT) = R(A").

g) N(AN) = N(4%).

h) (UAV) = V*AU*, siendo U € C™™ y V € C"*" matrices unitarias.

Puesto que la inversa de Moore-Penrose es una inversa interior y exterior,
usando los apartados f) y g) de la proposicion anterior y el Lema 1.2.1, se
puede obtener una representacién con espacios columna y ntucleo prescritos,
como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1. Sea A € C™*™. Entonces, se satisface

(1,2)
Al = AR(A ) N (A%)*

Observacion 1.2.1. La inversa de Moore-Penrose permite calcular proyecto-
res ortogonales. En efecto, la matriz AA' es idempotente y hermitica, y por lo

tanto resulta ser un proyector ortogonal (ver Teorema 1.1.3). Mds ain, como
AATA = A se sigue que

R(A) = R(AATA) C R(AAT) C R(A).

Resulta entonces que AA' es un proyector ortogonal sobre el espacio columna
de A, es decir, AAT = Pray. De ahora en adelante, por sencillez en la nota-
cion, se denotard por Ps. Similarmente, el proyector ortogonal sobre R(A*)
se denotard por Q4 en lugar de Py-.

10
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Mediante los proyectores ortogonales P4 v (4, se pueden obtener explicita-
mente las matrices C'y D, mencionadas en el Teorema 1.1.2.

Proposicion 1.2.3. Sean A € C™*" y B € C™*9. Entonces, se satisfacen las
siguientes afirmaciones
a) R(A) CR(B) siy sdlo si PRA = A.

b) N(A) C N(B) si y sélo si BQa = B.

1.2.2 La inversa de Drazin

En el ano 1958 Drazin [11] introdujo una nueva inversa generalizada en el
contexto de anillos abstractos. Esta inversa tomé gran notoriedad por sus
interesantes propiedades espectrales. La inversa de Drazin permite resolver
ecuaciones diferenciales (y en diferencias) matriciales cuyos coeficientes sean
matrices singulares.

Definicién 1.2.6. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. La inversa de Drazin de
A, denotada por A?, es la tinica matriz X € C™*™ que satisface las siguientes
ecuaciones

XAX =X, AX =XA, AFX =A4"
La inversa de Drazin para toda matriz cuadrada compleja siempre existe y es
tnica, como puede verse en |3, 62].

Una conexién entre la inversa de Drazin y la inversa de Moore-Penrose puede
ser resumida en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.4. Sea A € C**" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface
Al = A (A2 AL (1.7)

para cualquier entero £ > k.

A continuacién se enuncian, las principales propiedades que satisface la inversa
de Drazin.

11
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Proposicion 1.2.5. [3, 39, 62/ Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces,
se satisfacen las siquientes propiedades

a) (A% = (A%)"

b) (A™) = (A)™, m € N.

1. AAL = Am(ATYm e N

c) (A4 = A si y sélo si Ind(A) < 1.

d) Ind(A?%) <1y (AY)#* = A2A%.

e) R(A%) = R(A").

f) N(A%) = N(AY).

Puesto que la inversa de Drazin de una matriz cuadrada es una inversa exterior,
usando los apartados f) y g) de la proposicion anterior y el Lema 1.2.1, se puede
obtener una representaciéon con espacios columna y niicleo prescritos, como lo

muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.2.2. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

d _ 42
A= AR(A’“)-N(A’“)'

1.2.3 La wnversa de grupo

Tal como se mencioné en la introduccién histérica de este trabajo, la inversa
de grupo surge como un caso particular de la inversa de Drazin. No obstante,
la inversa de grupo es utilizada en muchas aplicaciones interesantes y es por
eso que se la considera como una entidad separada. Una de las aplicaciones
més importantes se puede encontrar en el trabajo de C.D. Meyer titulado The
role of the group generalized inverse in the theory of finite Markov chains [39],
donde hizo una importante contribucién a la teorfa de las inversas generalizadas
mostrando la aplicacién de la inversa de grupo a las cadenas de Markov.

12
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Definicion 1.2.7. Sea A € C"*". La inversa de grupo de A, denotada por
A* | es la tinica matriz X € C™" que satisface las siquientes ecuaciones

AXA=A, XAX =X, AX =XA.

La inversa de grupo, a diferencia de las inversas de Moore-Penrose y de Drazin,
no siempre existe. Kl siguiente teorema establece una condicién necesaria y

suficiente para su existencia.

Teorema 1.2.3. Sea A € C"*™. Las siquientes afirmaciones son equivalentes

a) La inversa de grupo A% de A emiste,

b) rg(A) = rg(A?),

¢) Ind(A4) < 1.
Por lo tanto, la inversa de grupo de una matriz A de indice a lo sumo 1 siempre
existe. Mas atn, es unica como puede verse en [3, 39|.

A continuacion, se enuncian algunas de las principales propiedades que satisface
la inversa de grupo.

Proposicion 1.2.6. /3, 39, 62/ Sea A € C**" tal que Ind(A) < 1. Entonces
se satisfacen las siquientes propiedades

Puesto que la inversa de grupo es una inversa interior y exterior, de los apar-
tados e) y f) de la proposicién anterior y el Lema 1.2.1, se puede obtener una

13
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representacion con espacios columna y ntcleo prescritos, como lo muestra el
siguiente resultado.

Teorema 1.2.4. Sea A € C"*" tal que Ind(A) < 1. Entonces, se satisface

— AL2)
A7 = AR(A),N(A)’

1.3 Inversas generalizadas recientes

En esta seccion se presentan las definiciones y principales propiedades de al-
gunas inversas generalizadas definidas recientemente en la literatura. Ademas,
se recuerdan sus formas canénicas mediante la descomposicién de Hartwig-
Spindelbéck y la descomposicion core-EP. En primer lugar, se define la inversa
core, la cual existe solamente para matrices de indice a lo sumo 1. Seguida-
mente, se definen tres de sus primeras extensiones para el caso de matrices
de indice arbitrario, a saber, las inversas core-EP, BT y DMP. Finalmente, se
define la inversa WG de una matriz cuadrada.

1.3.1 La inversa core

A partir de las inversas de grupo y de Moore-Penrose, es posible considerar
una nueva inversa generalizada, llamada inversa core. Dicha inversa, fue intro-
ducida en el ano 2010 por los autores Baksalary y Trenkler [1].

Definicion 1.3.1. Sea A € C"*". La inversa core de A, denotada por AP es
la dnica matriz X € C™*" que satisface las siguientes ecuaciones

AX =Py, R(X)CR(A).
Una condicién necesaria para que la inversa core de una matriz A exista es que
Ind(A4) < 1. En efecto, de la igualdad AX = Py, se tiene que
AXA=AATA=A.
Luego, a partir el Teorema 1.1.2, se sigue que

rg(A) = rg(AX A) <rg(AX) <rg(4),

14
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de donde,
rg(A) = rg(AX). (1.8)

Por otro lado, de la segunda ecuacién de la Definicién 1.3.1 y el Teorema 1.1.2,
se obtiene que X = AY, para alguna matriz Y € C™*". Asi,

AX = A?Y,
lo cual a su vez implica que
rg(AX) = rg(A?Y) < rg(A*) < rg(A),

es decir,

1g(A%) = rg(AX). (1.9)
Finalmente, de (1.8) y (1.9) se deduce que

rg(A?) = rg(4),
o equivalentemente, Ind(A) < 1.

Teorema 1.3.1. [1] Sea A € C"*" tal que Ind(A) < 1. Entonces, la inversa
core de A existe y es unica.

Proposicion 1.3.1. [1] Sea A € C™" tal que Ind(A) < 1. FEntonces, se
satisfacen las siguientes propiedades

a) A® = A#p,. f) (A®)" = (A™)® m e N.
b) (A®) = AP,. g) ABPA=A*A.

c) (AB)# = (A®)1. h) (A®)® = (A®)1.

d) (A®)® = AP,. i) R(A®) =R(A).

e) (A®)°A = A%, ) N(A®) = N(A).

Puesto que la inversa core es una inversa interior y exterior, de los apartados i)
y j) de la proposicion anterior y El Lema 1.2.1, se puede obtener una represen-
tacién con espacios columna y ntcleo prescritos, como lo muestra el siguiente
resultado.

15
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Teorema 1.3.2. Sea A € C"*" tal que Ind(A) < 1. Entonces, se satisface

— A(12)
A® = AR(A)J\/(A*)'
El siguiente resultado permite obtener una representaciéon canénica de la in-
versa core a partir de la descomposicion de Hartwig-Spindelbock.

Proposicion 1.3.2. [1/ Sea A € C"*™ representada en la forma (1.2) tal que
Ind(A) < 1. Entonces, la inversa core de A viene dada por

a® —p |GH7 0] U, (1.10)

0 0

1.3.2 La inversa core-EP: una primera extension de la inversa
core

Como se mencion6 en la seccién anterior, la inversa core existe solamente para
matrices cuadradas de indice a lo sumo 1. Esta limitacién condujo a que en
el ano 2013, los autores Manjunatha Prasad y Mohana [36], presentaran la
inversa core-EP como una extensién de la inversa core para el caso de matrices
de indice arbitrario.

En esta seccién se hard un breve repaso de algunos resultados relevantes de
la inversa core-EP estudiados en [36] como asi también de algunas caracteri-
zaciones y representaciones de esta inversa analizadas recientemente en [15,
54|.

Definiciéon 1.3.2. [36] Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. La inversa core-
EP de A, denotada por A®, es la tnica matriz X € C™" que satisface las
stguientes ecuactones

XAX =X, R(X)=R(X") =R(A"). (1.11)

Observacion 1.3.1. Se observa que la Definicion 1.3.2 fue dada para matrices
definidas sobre un cuerpo arbitrario.

La siguiente caracterizacion fue dada en [36] y es un resultado fundamental
para probar la existencia y unicidad de la inversa core-EP. A continuacion,

16
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se presenta una demostracién mas detallada, adaptada al caso de matrices
cuadradas complejas. Antes, se recuerda un lema auxiliar.

Lema 1.3.1. [47] Sea A € C" y X € A{2}. Si AX es EP entonces AX es
un proyector ortogonal.

Teorema 1.3.3. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes

a) XAX = X y R(X) = R(X*) = R(A"),

b) XA = A XAX = X, (AX)" = AX y R(X) C R(AF).

Demostracion. a) = b) Sea X € C™*" una matriz que satisface a). Claramente,
se tiene que XAX = X y R(X) C R(A*). Ademas, como R(A*) C R(X) se
tiene que
AF = PxA”
= XX'A*
(XAX)XTA*
X APy A*
— X AR

Solo resta probar la ecuacion AX = (AX)*. En efecto,
R((AX)*) CR(X*) = R(A") = R(AF!) = R(AX A1) C R(AX). (1.12)
Més atin,
R(AX) = R(APy X) = R(AA*(A¥)TX) C R(A¥). (1.13)

De las inclusiones dadas en (1.12) y (1.13), se tiene que R(AX) = R((AX)*),
es decir, AX es EP.

Ademés, como X es una {2}-inversa de A, de la Proposicion 1.3.1 se tiene que
AX es un proyector ortogonal es decir, AX = (AX)*.

b) = a) Puesto que R(X) C R(A*) y XAkl = A* claramente

R(AF) = R(X). (1.14)

17
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Por otro lado, de (1.14) y el apartado ¢) del Teorema 1.1.1 se tiene que rg( A*) =
rg(X) = rg(X*). Ademas,

R(X*) CR((AX)*) = R(AX) = R(AP4 X) C R(AF), (1.15)

es decir,
R(A") = R(X™). (1.16)
De las igualdades (1.14) y (1.16), se concluye que R(4*) = R(X*) = R(X).
O

A partir de la Observacion 1.2.1, no es dificil probar el siguiente lema, que
versa acerca de la igualdad de ciertos proyectores ortogonales.

Lema 1.3.2. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, para todo entero
>k se satisface Pye = Par y Qae = Q ar.

La caracterizacién obtenida en el Teorema 1.3.3 permite probar existencia y
unicidad de la inversa core-EP. A continuacién, se presenta una demostracion
detallada de este resultado.

Teorema 1.3.4. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, la inversa core-
EP de A siempre existe y es tnica. Mds aiin, viene dada por AD = AF(AF+1)T,

Demostracion. Ezistencia: Sea X := AF(A*1)T. A continuacion se verifica
que dicha matriz satisface las ecuaciones del apartado b) del Teorema 1.3.3.
En efecto, del Lema 1.3.2 y el hecho de que la inversa Moore-Penrose es una
inversa interior, se sigue que

XAkJrl _ Ak(Ak+1)TAk+1
— Ak(Ak)TAk
= A
Puesto que la inversa de Moore-Penrose es una inversa exterior, se tiene que
XAX = AF(AFTH)TAARAMT

_ Ak(Ak+1)TAk+1(Ak+1>T
Ak(AkJrl)T

= X.
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Por otro lado, notar que AX = A*1(A* 1T = Py de donde claramente
resulta AX = (AX)*. Ademas, R(X) = R(A*(AM1)T) C R(A¥).

Unicidad: Sean X; y X,, dos matrices satisfaciendo el sistema de ecuaciones
XAME = AF XAX = X, (AX)* = AX y R(X) C R(A*). Notar que
dicho sistema conduce a las siguientes dos condiciones AX = Py y R(X) C
R(A*). En efecto, la segunda condicién es trivial. También es claro que
AX es un proyector ortogonal pues es una matriz hermitica e idempotente.
Por otro lado, usando la prueba de b) = a) del Teorema 1.3.3 se sigue que
R(AX) = R(A*). Ademés, como Py« es el tinico proyector ortogonal sobre
R(AF), se tiene que AX = Py«. Por lo tanto, las matrices X; y X, satisfacen

las siguientes ecuaciones
AX, =Py vy R(X)) CR(AM). (1.17)

AXy =Py vy R(Xy) CR(AY). (1.18)

Usando las dos primeras condiciones de (1.17) y (1.18), se sigue que
A(X; — X3) =0, de donde resulta

R(X; — X5) CN(A) CN(AP). (1.19)

Por otro lado, usando las condiciones sobre los espacios columnas de X; y X,
dadas en (1.17) y (1.18), se obtiene que

R(X; — X,) C R(A"). (1.20)

Por lo tanto, (1.18) y (1.20) implican que X; — X, € R(A*) N N (A*) = {0},
donde la ultima igualdad se debe a que k = Ind(A). Asi resulta X; = X,. O

Notar que si k <1, de (1.11) es facil ver que R(X) C R(A). Sin embargo, no
es trivial deducir que AX = P,. En la siguiente observaciéon se muestra que
efectivamente, la inversa core-EP coincide con la inversa core cuando el indice
de A es a lo sumo 1.

Observacion 1.3.2. Sea A € C™" tal que k = Ind(4) < 1. Si k = 0,
entonces A es no singular y asi AD = A® = A-'. Si k = 1, del Teorema
1.3.3 se tiene que AA® es idempotente y hermitica, y por lo tanto resulta un
proyector ortogonal. Mds aiin, R(AA®) = R(A). En efecto, si k = 1 como
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R(AAD) C R(A), de rg(A) = 1g(ADA?) = 1g(ADAADA?) < rg(AAD) <
rg(A), se deduce que R(AAD) = R(A). Luego, como Py es el unico proyector
ortogonal sobre el espacio columna de A, se sigue que AAD = P,. Por lo
tanto, AD = A®,

Como puede observarse en la prueba del Teorema 1.3.4, la inversa core-EP
satisface las siguientes dos ecuaciones AX = Py y R(X) C R(A*). En el
afio 2018, en [15] los autores probaron que dichas ecuaciones caracterizan a la
inversa core-EP. Su demostracion esta basada en una descomposicién matricial
adecuada, mas precisamente la descomposicién core-EP. Recientemente, en
[16] los autores probaron que las cuatro ecuaciones que caracterizan a la inversa
core-EP dada por Manjunatha Prasad y Mohana, se pueden reducir a tres
ecuaciones. Mas atn, obtuvieron algunas nuevas caracterizaciones de la inversa
core-EP, que posteriormente fueron profundizadas en [65]. En el siguiente

teorema se resumen algunas de las més relevantes.

Teorema 1.3.5. [15, 16, 36, 65/ Sean A € C"*" tal que Ind(A) = k y
X € C"*™. Entonces, las siquientes condiciones son equivalentes

a) X es la inversa core-EP de A.
b) XAF = Ak (AX)* = AX yrg(X) = rg(AF).

c) XA = A% XAX = X, (AX)* = AX y R(X) C R(A").

)
)
)
d) XA = AF AX? = X y (AX)" = AX.
e) XAX = X, (AX)" = AX y R(X) = R(A").
f) AX = Py y R(X) C R(AY).

)

g) AX = Py y AX? = X.

Como se mencioné en la seccién anterior (véase Teorema 1.3.2), la inversa core
puede ser expresada como una inversa exterior con espacios columna y ntucleo
prescritos. Un resultado similar para la inversa core-EP puede ser obtenido.
Antes, se necesita la siguiente proposicion.
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Proposicion 1.3.3. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

a) R(AD) = R(A").
b) N(AD) = N((4*)).
Puesto que la inversa core-EP es una inversa exterior, de la proposicién anterior

v el Lema 1.2.1, se puede obtener una representaciéon con espacios columna y
nicleo prescritos, como lo muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.6. [16] Sea A € C™*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

— A2
AD = AR(A’“)-N((A’“)*)'

El siguiente resultado, permite obtener una representaciéon de la inversa core-
EP a partir de la descomposicién de Hartwig-Spindelbock.

Teorema 1.3.7. [15] Sea A € C"*" expresada en una descomposicion core-EP
de la forma (1.2). Entonces, la inversa core-EP de A viene dada por

(TK)® 0
0 0

AD =U U~ (1.21)

Si se aplica la descomposicién core-EP a la matriz A, es posible obtener una
representacién canodnica de la inversa core-EP de A, como se enuncia a conti-

nuacion.

Teorema 1.3.8. [54/ Sea A € C"*™ representada en la forma (1.4). Se liene
que

AD = AP -y

Tfl

g (1.22)
0 0

1.3.3 Otras extensiones de la inversa core

En el ano 2014 surgieran paralelamente y en forma independiente, otras dos
extensiones alternativas de la inversa core para el caso de matrices cuadradas
de indice arbitrario, a saber, la inversa BT y la inversa DMP.
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Una de esas extensiones fue realizada por Bakasalary y Trenkler. Méas preci-
samente, estos autores definieron la inversa core generalizada de una matriz
cuadrada de indice arbitrario, en la actualidad méas conocida como inversa BT,
en honor a sus autores.

Definiciéon 1.3.3. 2] Sea A € C"*™. La inversa BT de A es la matriz dada
por
A° = (APy)".

Como la inversa Moore-Penrose de una matriz arbitraria siempre existe y es
unica, es claro de la definicion que la inversa de BT de A € C™*" siempre existe
v es tnica.

De forma similar, como se realiz6 en la inversa core-EP, se presenta una repre-
sentacién canénica de la inversa BT a partir de la descomposicion de Hartwig-
Spindelbdck y otra a partir de la descomposiciéon core-EP.

Teorema 1.3.9. [2] Sea A € C"*" representada en la forma (1.2). Entonces
la inversa BT de A viene dada por

o |EK)T 0]
A _U{ . O]U. (1.23)

Teorema 1.3.10. [57/ Sea A € C"*™ expresada en una descomposicion core-
EP de la forma(1.4). Se tiene que

A°=U

T*A ~T*ASN°® -
TT*  —(Py — Pyo)S*ASN°|

donde A := (TT* + S(Py — Pyo)S*)™ %

Finalmente, existe otra extensién de la inversa core, la inversa DMP. Esta
inversa fue definida por Malik y Thome en [35], tal como se enuncia a conti-
nuacion.

Definicién 1.3.4. Sea A € C**" tal que Ind(A) = k. La inversa DMP de A,
denotada por AT, es la tinica matriz X € C"™" que satisface las siguientes
ecuactones

XAX =X, XA=A%A, A*X =AFAT
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Como fue probado en [35], la inversa de DMP de A € C"*" siempre existe y

es Unica.

A partir de la descomposicion de Hartwig-Spindelbdck y la descomposicion
core-EP de la matriz A, es posible obtener dos representaciones canoénicas de
la inversa DMP y se enuncian en los siguientes resultados.

Teorema 1.3.11. [35/ Sea A € C™*" representada en la forma (1.2). Enton-
ces, la inversa DMP de A viene dada por

A+t =U l(zmd O] U (1.24)
0 0

Teorema 1.3.12. [16]/ Sea A € C"*" con Ind(A) = k ezpresada en una
descomposicion core-EP de la forma (1.4). Entonces, la inversa DMP de A
viene dada por

U T-1 T_(k+1)TPN .
0 0 ’
3 k—1
donde T := ZTjSNkflfj.
j=0

1.3.4 La inversa WG

En el afio 2018 Wang y Chen [55], a partir de la inversa core-EP, presentaron
una nueva inversa generalizada para matrices cuadradas, la cual resulta una
extension alternativa de la inversa de grupo. Dicha inversa posee propiedades
similares a la inversa de Drazin pero carece de la propiedad de conmutatividad.
En esta seccidén se mencionan sus principales propiedades, caracterizaciones y
representaciones canénicas, las cuales serdn extendidas al caso de matrices
rectangulares en el Capitulo 4.

Definicién 1.3.5. Sea A € C"*". Se llama inversa de grupo débil (¢ WG) de
A, es la unica matriz X € C™™" que satisface las siguientes ecuaciones

AX? =X, AX =494,

23



Capitulo 1. Introduccion y preliminares

La inversa WG siempre existe y es tinica para toda matriz cuadrada compleja,
como puede verse en [55] y se denotard por A®,

A continuacion, se enuncian algunas de sus principales propiedades. Notar que
muchas de ellas son similares a las que satisface la inversa de Drazin.

Teorema 1.3.13. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisfacen
las siguientes propiedades

a) A® = (AADA)#. e) A® = AR(AM1)B A,
b) A® = (AD)2A. f) A® = (A2P4.)1A.

c) A = (4%)DA, g) R(A®) =R(AY).

d) rg(A®) = rg(A"). h) N(A®) = N((4*)"A).

Puesto que la inversa WG de una matriz cuadrada es una inversa exterior,
de los apartados g) y h) de la proposicion anterior y el Lema 1.2.1, se puede
obtener una representacién con espacios columna y nicleo prescritos, como lo

muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.3.14. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

A = AR(A") N((AF)*A)*

Es bien conocido que la inversa de grupo de A conmuta con A, al igual que
la inversa de Drazin. Sin embargo, la inversa WG pierde esta propiedad. El
siguiente teorema muestra condiciones necesarias y suficientes, bajo las cuales

la inversa WG conmnuta con la propia a matriz A.

Teorema 1.3.15. Sea A € C"*" expresada en una descomposicion core-EP
de la forma (1.4). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

a) AA® = A®4,
b) (4%)® = (A9)?,

c) A® = AP,
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d) SN = 0.

A partir de la descomposiciéon de Hartwig-Spindelbdck de una matriz, se tiene
la siguiente representacién canénica de la inversa WG.

Teorema 1.3.16. [18/ Sea A € C"*" representada en la forma (1.2). Enton-

ces, la inversa WG de A viene dada por

(SK)®  ((Zk)D)zL
0 0

A® —U U*.

Similarmente, la descomposicion core-EP de una matriz conduce a la siguiente
forma candnica de la inversa de grupo débil.

Teorema 1.3.17. [65]/ Sea A € C"*" expresada en una descomposicion core-

EP de la forma (1.4). Entonces, la inversa WG de A viene dada por

T-' 17728
0 0

A® =y U-. (1.25)
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Capitulo 2

Las inversas de Drazin y

core-EP ponderadas

En este capitulo se estudian dos inversas generalizadas ponderadas para ma-
trices rectangulares, a saber, las inversas de Drazin y core-EP ponderadas. Se
enuncian y en algunos casos se demuestran sus principales propiedades, repre-
sentaciones y caracterizaciones que seran de utilidad en los préximos capitulos.
La herramienta principal para el desarrollo de este capitulo es una descompo-
sicion simultdnea del tipo Schur para el caso de dos matrices rectangulares, la
cual es tratada en la primera seccién.

2.1 Descomposicién core-EP ponderada

En esta seccibn se extiende a matrices rectangulares la descomposicién core-EP
establecida en el Teorema 1.1.6, la cual es conocida como la descomposicion
core-EP ponderada. Fsta descomposicién es una triangularizacién simultanea
del tipo Schur para el caso de dos matrices rectangulares.
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Debido a la importancia de este resultado para la representacién candnica de
las inversas generalizadas ponderadas que se estudiaran en profundidad en esta
tesis, a continuacién, se presenta una demostracién detallada del mismo. Esta
prueba fue presentada por primera vez en [15].

Teorema 2.1.1. Sean A € C™", W € C™™™ una matriz no nula y k =
max{Ind(AW),Ind(WA)}. Entonces, existen dos matrices unitarias U € C™*™
y V € C"™, dos matrices no singulares Ay, W, € C***, y dos matrices A, €
Cm=0x(n=t) o W, € C=9x(m=1) ygles que AWy y WyAy son nilpotentes de
indice Ind(AW) e Ind(W A), respectivamente, donde

Al A12

Y (2.1)

A=U
| O

Demostracion. Claramente, AW € C™*™ y WA € C™". Por lo tanto, el
teorema de triangularizaciéon de Schur implica que las matrices AW y WA
pueden escribirse respectivamente, de la siguiente manera

C D

0 N

AW =U
| ;s

1U* y WA:VlE F}v*, (2.2)
donde C' € C*** y E € C"* son matrices triangulares superiores, cuyos ele-
mentos de la diagonal principal son los valores propios no nulos (contando mul-
tiplicidades) de AW y W A, respectivamente; mientras que N € C(m—3)x(m=s)
y S € Cr=9x(=1) gon matrices triangulares superiores que tienen en su dia-
gonal principal los valores propios nulos de AW y W A, respectivamente.
Resulta entonces, que C'y E son matrices no singulares de igual tamafo, debi-
do a que tienen los mismos valores propios no nulos (contando multiplicidades);
es decir t = s. Mientras que N y S son matrices nilpotentes con indices de
nilpotencia Ind(AW) e Ind(W A), respectivamente.

Sea k = max{Ind(AW),Ind(W A)}, entonces N* =0y S¥ =0, y asi

kD E D
(AW)’“:UlCO ]@ ] U*:Ul% 10)111*, (2.3)
| B F ]| EF F .
(WA)":VlO Sk}vzvlo O]V, (2.4)
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para ciertas matrices D y F.
Por otro lado, se consideran las siguientes particiones

Al A12

2.5
Ay Ag (25)

i

]V’Z Wzvl W W”]U*,

W2 1 W2

de acuerdo a los bloques de AW y WA. En consecuencia, de (2.3)-(2.5), se
sigue que

. . .

(AW)A = U l ¢ AlgDAﬂ C’“A”J D4, ] v (2.6)
AEF  AF

AWAY = U ! Yolve 2.7

( ) lAmEk A21F] ( )

Es facil ver que (WA)¥A = A(W A)*. Luego, igualando bloque a bloque, se
tiene que Ay E* = 0, lo cual implica Ay, = 0, pues E es no singular.
También, de (2.2) y (2.5), se tiene que

A1W1 + A12W21 A1W12 + A12W2 C D
AW = U Us=U U,
l AWy AWy 0 N
W1A;, WiAp, + WihA, E F
WA =V V=V v,

de donde, Wy A; = 0, AWy = N, Wi A, = E v Way Ays + Wady = S. Por 1o
tanto, como E € C*** es no singular y A;, W, € C***, de la ecuacion W, A, = E
se sigue que A; y Wy son no singulares. En consecuencia, de Wy A; = 0 se
deduce que Wy = 0, y por lo tanto WA, = S. Asi, A, W, vy WyA, son
matrices nilpotentes de indices Ind(AW) y Ind(W A), respectivamente. O

Como puede observarse en el teorema anterior, la extension de la descomposi-
cién core-EP requiere de una matriz de ponderacion no nula W tal que AW
y WA, estén bien definidas (cuadradas) y donde al menos una de las matrices
tenga indice arbitrario.

Observacion 2.1.1. De ahora en adelante, la matriz de ponderacion W aso-
ciada a la matriz A serd una matriz fija no nula.
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De la prueba del Teorema 2.1.1, se sabe que AW y W A se pueden expresar de

la forma
AW, AWis + A1 Wo
AW =U U~ 2.8
[ W e ] | 28)
WiA;, WiAp + WiAs
WA=V V. 2.9
l 0 W2A2 ‘| ( )

Es de interés en los capitulos subsiguientes conocer una forma canénica de las
inversas core-EP de los productos AW y WA. En el siguiente resultado se
aplica el Teorema 2.1.1 para dicho propésito.

Corolario 2.1.1. Sean A € C™*" y W € C™*™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, se satisface

(AW)® = (aW)® = U (‘412/1)1 8 U, (2.10)
(WA = (WA)® = v (Wl‘gh)_l 8 v, (2.11)

Demostracion. Por el Teorema 2.1.1, las matrices A y W pueden ser represen-
tadas como

Al A12

A=U
K

]V*, W:vlw1 le]U*,

0 W

donde A; y Wi son dos matrices no singulares de igual tamano y los productos
AWy y Wo Ay son nilpotentes de indices Ind(AW) e Ind(W A), respectivamen-
te. Ahora, basta observar que la representacion dada en (2.8) y (2.9) son las
descomposiciones core-EP de AW € C™*™ y WA € C™*", respectivamente.
En efecto, las matrices A; W, y W, A, son no singulares de rango rg((AW)*), y
las matrices A, Wy y Wo A, verifican que (A, Ws)* =0y (W4,)* = 0. Luego,
a partir del Teorema 1.3.8, se obtienen (2.10) y (2.11). O

30



2.2 La inversa de Drazin ponderada

2.2 La inversa de Drazin ponderada

La inversa de Drazin de una matriz rectangular también fue definida en 1980
por los autores R.E. Cline and T.N. Greville en [7]. A diferencia de la inversa
de Moore-Penrose, para definir la inversa de Drazin de una matriz rectangular
fue necesario el uso de una matriz (no nula) de ponderacion. Mas precisamente

los autores dieron la siguiente definicion.

Definicion 2.2.1. Sean A € C"™*", W € C™*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
La inversa de Drazin ponderada de A, denotada por A“W | es la tinica matriz
X € C™*™ que satisface las siguientes ecuaciones

AWX = XWA, XWAWX =X, XW(AW)F! = (AW~

Cuando k < 1, la inversa de Drazin ponderada es llamada la inversa de grupo
ponderada y se denotard AW .

Observacion 2.2.1. a) Se observa que, a partir de la primera ecuacion de
la definicion anterior, la ecuacion XW (AW)*! = (AW)* puede ser ex-
presada de manera equivalente como (WA WX = (W A)*.

b) Cuando m =n y W = I, la inversa de Drazin ponderada coincide con la
inversa de Drazin, es decir, A®W = A?.

Es bien conocido que la inversa de Drazin ponderada siempre existe y es tinica,
tal como fue demostrado en |7]. En el mismo trabajo los autores probaron el
siguiente resultado que permite calcular la inversa de Drazin ponderada en
funcién de la inversa de Drazin de las matrices cuadradas AW y W A.

Teorema 2.2.1. Sean A € C™*™ y W € C"*™. Entonces, se satisface
AW = A[(WA)Y)? = [(AW)? A. (2.12)

Corolario 2.2.1. Sean A € C™*" y W € C™*™. Entonces, se satisface

AW = (AW (2.13)
WAYY = (WA)™ (2.14)
AW = (AW)LA(W A4 (2.15)
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A continuacion, se establece una representacion canénica de la inversa de Dra-
zin ponderada usando la descomposiciéon core-EP ponderada. Esta represen-
tacion motiva la definicion de la inversa de WG ponderada, la cual se define
y estudia en profundidad en el Capitulo 4. Para ello se utilizara la siguiente
representacion de la inversa de Drazin de una matriz cuadrada A mediante la
descomposicion core-EP dada en (1.22), obtenida por Ferreyra, Levis y Thome
en [16]:

-1 k+1\—17 k1 4
al—gy| T ()T U*, donde T =) T/"*'SN* '  (216)
0 0 pr

Teorema 2.2.2. Sean A € C™*" y W € C"™™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, se satisface

v g l (W1A10W1)1 AJZWA 1 e (2.17)
_ Ul (W1A10W1)1 (A1W1)2A(1)2 + Raw A 1 V*, (2.18)
donde
k—1 4 ,
Rwa = Z(W1A1)]_k_2(W1A12 + WigAs) (WaAz) 7177,
=0
k-1 _ -
Raw = Z(A1W1)jik72(A1W12 + A W) (A W)t
=0

Demostracion. A partir de las representaciones para los productos AW y WA,
dadas en (2.8) y (2.9), respectivamente, se calcula la inversa de Drazin de
ambos productos aplicando la representacion (2.16)

1 - 1 -~
(AW)d _ U (AlWl) TAW U*, (WA)d _ V (WlAl) TWA V*’
0 0 0 0
(2.19)
donde . - | |
Taw = Z(Alwﬂjfkfl(Ale + A12W2)(A2W2)k717]
§=0
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y
k—1
Twa = Z(W1A1)j_k_1(W1A12 + leAz)(WzAz)k_l_'j~
=0
Por otro lado, si se define R,y := (A1W1)*1fAW y Rwa = (WlAl)*ITWA, la
expresion dada en (2.18) se obtiene de manera sencilla aplicando (2.12). O

Corolario 2.2.2. Sean A € C"™*" y W € C"*™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1), con k < 1. Entonces, se satisface

A Ul(WIAlvvl)-l <A1W1>-2(A12+W11W12A2>]V*

0 0
= U (WL AW) = (A1) 2 [Ar + (A W) TG A ]V*
0 0 ’

donde G = AWy + AW

Observacion 2.2.2. Si A € C"*", Ind(A) =1 y W = I, la representacion
de la inversa de grupo dada en el Corolario 2.2.2 se reduce a la siguiente

representacion

T-1 T-328
0 0

A* =U U~ (2.20)

la cual fue obtenida en el Teorema 1.3.17. Se puede decir, que esta expresion
fue la que motivd a los autores Wang y Chen [55] a dar una extension al-
ternativa de la inversa de grupo para el caso de matrices cuadradas de indice
arbitrario, a la que denominaron inversa de grupo débil (inversa WG). En el
Capitulo 4 se extiende dicha inversa al caso rectangular.

2.3 La inversa core-EP ponderada

En esta seccion se define la inversa core-EP para matrices rectangulares y se
enuncian distintas propiedades, representaciones y caracterizaciones de esta
inversa que serdn de utilidad en los préoximos capitulos.

La inversa core-EP de una matriz rectangular fue definida en 2018 por los
autores Ferreyra, Levis y Thome [15], extendiendo la definicién de inversa
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core-EP de una matriz cuadrada dada por Manjunatha Prasad y Mohana en
[36]. Antes de dar la definiciéon de esta inversa, los autores dieron una repre-
sentacion canonica para los proyectores ortogonales Pawyx y Pwayx, usando
la descomposicion core-EP ponderada respecto del par {A, W}. Para dar di-
cha representacién es necesario enunciar el siguiente lema cuya demostracion
puede ser consultada en [15].

Lema 2.3.1. Sea A € C"*" expresada en una descomposicion core-EP de la
forma (1.4) tal que Ind(A) = k. Entonces, se satisface

Ligar
PAe:Ul gg‘” E]U*, (2.21)

para cualquier entero £ > k.

Sean A € C™ ", W € C™™ tal que k = max{Ind(AW),Ind(WA)}. Si se
considera una representacion core-EP ponderada respecto del par {A, W} de
la forma (2.1), del Lema 2.3.1 se obtiene que

I 5 0 I o 0
Poawy = U | #AMY U* Payay =U | WA U*.
(AW) l 0 0 y (WA) 0 0

(2.22)

Por otro lado, si en el apartado f) del Teorema 1.3.5 se adaptan las ecuacio-
nes que caracterizan a la inversa core-EP para matrices cuadradas a matrices
rectangulares de indice arbitrario se puede plantear el siguiente sistema:

WAWX = Pwayy v R(X) C R(AW)F). (2.23)

En [15], Ferreyra, Levis y Thome, demostraron que el sistema dado en (2.23)
siempre tiene solucion y ademas es tinica. A continuacién, por una cuestion de
completitud se demuestra dicho resultado.

Teorema 2.3.1. Sean A € C"*", W € C**™ y k = max{Ind(AW),Ind(W A)}.
Si el sistema dado en (2.23) admite solucion, entonces dicha solucion es inica.

Demostracion. Sean X; y X, dos matrices satisfaciendo el sistema (2.23). Es

decir,
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2.3 La inversa core-EP ponderada

R(X1) SR((AW)") ¥y R(X2) CR((AW)). (2.25)

De (2.24), se tiene que WAW (X, — X5) =0, lo cual es equivalente a R(X; —
X5) € N(WAW). Luego, por el apartado d) del Teorema 1.1.2, se obtiene
que

R(X, — Xo) CN(WAW) C N(AWAW) C N ((AW)*). (2.26)
Por otro lado, las inclusiones en (2.25) implican que
R(X: — X5) C R((AW)F). (2.27)
Luego, de (2.26), (2.27) y la Proposicién 1.1.1, se tiene que
R(X; — X) € R((AW)S) N ((AW)) = {0},

de donde X; = Xs. O

Para demostrar la existencia de la solucién del sistema (2.23), en [15] los
autores, utilizaron la descomposicién core-EP ponderada tratada en la seccién
anterior. De esta forma, se obtiene una representaciéon candnica de la inversa
core-EP ponderada como puede verse en el siguiente teorema.

Teorema 2.3.2. Sean A € C™*" y W € C"™™ ezpresadas en una descompo-
sicion core-EP de la forma (2.1). El sistema dado en (2.23) admite una dnica
solucion, la cual viene dada por

(2.28)

ADW _ [ [ <W1ABW1)1 8 ] Ve

Demostracion. Sea X la matriz del lado derecho en (2.28), la cual claramente
estd bien definida por el Teorema 2.1.1. A continuacién, se demuestra que
tal matriz X satisface las ecuaciones dadas en (2.23). En efecto, si se denota
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Capitulo 2. Las inversas de Drazin y core-EP ponderadas

M = W1A1W12 + (W1A12 + W12A2)W2), se obtiene que

WAWX = V Wi
=V
-V
= P(WA)’%

donde la tltima igualdad se

(W AW ) (W A W)L 0

Lgqwayry 0

AW, M
0 W2A2W2

(W1A1W1)_1 0

| R
A I

v

obtiene de (2.22).

0 0

Por otro lado, aplicando el Corolario 2.1.1, se obtiene que

(AW)PAWAD = U

= U

= U

= X.

Luego,

(A1W1)71 0 A A
0 0 0 A,
(A1W1)‘1A1(W1A1)‘1 0
0 0

—1
(WA, W)~ 0 ] -

(WA
0

v

0 0

R(X) = R((AW)PAWA)D) € R((AW)D).

Sea s := Ind(AW). Como k = max{Ind(AW),Ind(WA)}, entonces k > s.
Asi, de (2.30) y la Proposicion 1.3.3, se tiene que

R(X) € R((AW)P) C R((AW)*) C R((AW)").

v

olv*

(2.29)

(2.30)

(2.31)

Finalmente, de (2.29), (2.31) y el Teorema 2.3.1, se tiene que X = ADW . O

Inspirados en la caracterizacién de la inversa core-EP de una matriz cuadrada,

mencionada en el apartado b) del Teorema 1.3.3, en [15] se prob¢ el siguiente

resultado.
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2.3 La inversa core-EP ponderada

Teorema 2.3.3. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(WA)}.
Entonces, X es la inversa core-EP ponderada de A si y sdlo si X satisface las
stguientes ecuaciones

XWAW A = A(WA)*, XWAWX = X, (2.32)
(WAWX)* = WAW X, R(X) C R((AW)*). '
Posteriormente, los autores Gao, Chen y Patricio [22] dieron una caracteri-
zacién alternativa para la inversa core-EP ponderada, esta vez basada en la
caracterizacion dada en el apartado d) del Teorema 1.3.5.

Teorema 2.3.4. Sean A € C"*" W € C"*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WWA)}.
Entonces, X es la inversa core-EP ponderada de A si y sdlo si X satisface las

siguientes ecuaciones

XW (AW = (AW, AWXWX =X, (WAWX)" = WAWX.
(2.33)

Ejemplo 2.3.1. A continuacion, se muestra a través de un ejemplo la aplica-
cion del Teorema 2.3.3 para obtener la inversa core-EP ponderada.
Se consideran las siguientes matrices
1 00 b
froo]w[is
0 0
Es fdacil ver que, k = max{Ind(AW),Ind(WA)} = max{1,2} = 2.

Ahora se plantea una matriz genérica X € C**3 que satisfaga las ecuaciones
del Teorema 2.3.3. Es decir,

a b c
X::ldef]. (2.34)

De A(WA)?? = XA(WA)3, se obtiene que

101_a+b0a+b
00 0]

d+e 0 d+e
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Capitulo 2. Las inversas de Drazin y core-EP ponderadas

Entonces, a+b=1yd+e=0. Al remplazar en (2.34), se obtiene

X:[_“6 1;‘1 ;] (2.35)

Ahora, de la ecuacion WAW X = (WAW X)*, se tiene que

a—e l—a+e c+f a—e a—e 0
a—e l—a+e c+f|=|1—-a+e 1—a+e 0 |,
0 0 0 c+ f c+f 0
lo cual implica c=—f ya—e = % Asi, remplazando dichos valores en (2.35),
se obtiene que
1 1_ _
x=|27¢ 27¢ f}. (2.36)
—e e f

Finalmente, de la ecuacion XWAW X = X, se obtiene que e =0y f =0, de
esta forma se concluye que

8 ] . (2.37)

I
—
O =
O =

En ocasiones, este procedimiento para encontrar la inversa core-EP pondera
para matrices de tamanos grandes, puede resultar muy dificil. En el proxi-
mo capitulo se dard un método més sencillo de obtener la inversa core-EP
ponderada a partir del célculo de la inversa Moore-Penrose que se encuentra
programada en los distintos paquetes informdticas actualmente disponibles.
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Capitulo 3

La inversa core-EP ponderada

En este capitulo se obtienen nuevas caracterizaciones, representaciones y pro-
piedades para la inversa core-EP ponderada. La herramienta principal pa-
ra realizar las demostraciones correspondientes es la descomposicién core-EP
ponderada estudiada en el Capitulo 2. En particular, se presentan nuevas re-
presentaciones para la inversa core-EP ponderada, que involucran solamente el
uso de la inversa de Moore-Penrose de una cierta matriz, lo cual proporciona
una manera mas sencilla de calcularla.

3.1 Caracterizaciones de la inversa core-EP ponderada

En esta seccién se presentan nuevas caracterizaciones algebraicas de la inversa
core-EP ponderada.

Ferreyra, Levis y Thome [15], extendieron al caso rectangular la caracterizacion
de la inversa core-EP dada en el apartado ¢) del Teorema 1.3.5. Esta extension
fue demostrada en el Teorema 2.3.3. De la misma manera, es posible extender
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

las restantes caracterizaciones obtenidas en el Teorema 1.3.5 al caso de matrices
rectangulares.

Teorema 3.1.1. Sean A € C"™*", W € C"™™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.

Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

a) X es la inversa core-EP ponderada de A,

)
b) XW(AW) = (AW)F, (WAWX)* = WAW X yrg(X) = rg((AW)*),
) XWAWX = X, (WAWX)* = WAWX y R(X) = R((AW)*),

)

d) AWXWX =X, WAWX)* = WAW X y rg(X) = rg((AW)¥).

Demostracion. a) = b) Si X es la inversa core-EP ponderada de A, enton-
ces del Teorema 2.3.4 se tiene que XW(AW)*! = (AW)k, X = AWXW X
y (WAWX)* = WAW X. Mas aun, de la primera ecuacion, se obtiene que
rg((AW)*) < rg(X). Ademés, puesto que X = AW XWX, al sustituir X
en la misma expresion se obtiene que X = (AW)?X (W X)? Siguiendo es-
te procedimiento k — 1 veces se obtiene que X = (AW)*X (W X)*, de donde
rg(X) < rg((AW)*). De esta forma se obtiene que rg(X) = rg((AW)*).

b) = ¢) Puesto que XW (AW)F*1 = (AW)k, se tiene que R((AW)F) C R(X).
Ademés, como rg(X) = rg((AW)*) se obtiene R(X) = R((AW)*). En con-
secuencia, como R(X) C R((AW)¥), se tiene que X = PpyxX. Premulti-
plicando la igualdad anterior por la matriz XW AW y usando el hecho que
XW (AW )R = (AW)*, se sigue que

XWAWX = XWAWPawynX
= XWAW(AW)*((AW)")TX
= XW(AW)H(AW)k)T X
(AW)*((AW)*)' X
= P(AW)k-X
= X.
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3.1 Caracterizaciones de la inversa core-EP ponderada

¢) = a) Sea X particionada de la siguiente forma

Xl X12

X=U v,
l Xo1 X ]

donde el tamano de sus bloques son de acuerdo a la particion de A dada en

(2.1). Puesto que R(X) = R((AW)F), se sigue que Paw X = X. Luego de

(2.22), la ecuacion anterior es equivalente a

[ Iiawyy O ]

0 0 Xo1 Xo 0 0

X, Xm]:lxl X12]

de donde X5 = 0 vy X, = 0. En consecuencia, de la ecuacion WAWX =
(WAW X)*, se sigue que

l WL AWLXT Wi AW, X1 ] _ [ (W, AW, X)) 0 ] 3.1)

0 0 (W1A1W1X12)* 0

Por lo tanto, de (3.1) se obtiene (W7 A;W;X15)* = 0 y asi, la no singularidad
de W AW, implica que X5 = 0.
Ahora, de la ecuacion X = XW AW X, se sigue que

Xl 0 o X1W1A1W1X1 0
0o o 0 0"

Por lo tanto, de la igualdad anterior se obtiene que X; = X WA, W) X;.
Ademés, utilizando nuevamente la relacion de los espacios columnas R(X) =
R((AW)*), se tiene que Px(AW)* = (AW)*, es decir

XXTAW)F = (AW)*.
Como
x-p| XY v,
0 0

por apartado h) de la Proposicion 1.2.2, es claro que

T
xt=v|X %y
0 0
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

De esta manera, aplicando (2.8), la igualdad Px(AW)* = (AW)* es equiva-
lente a

)

0 O 0 0 0 0

X, 0] X o0 (AW Z
0 0

:lmmmkz

para alguna matriz Z. Es claro que X, X!(A;W,)F = (A, W1)* o equivalen-
temente X1X1T = Lig((aw)r), pues A; Wy es no singular. Asi, como X; es una
matriz cuadrada, claramente resulta no singular. De esta forma, retomando
la ecuacion X, W, A, W1 X, = X, se sigue que X; = (W A; W)™, Luego, se
tiene que

(3.2)

X:U[M@M%TIO]W'

0 0

Finalmente, la unicidad y representacién de la inversa core-EP ponderada dada
en el Teorema 2.3.2 implica que X = ADW,
d) & a) Sea X particionada de la siguiente forma

X:Ul X X12]V*7

Xo1 Xo

donde el tamano de sus bloques se toman de acuerdo a la particion de A dada
en (2.1). Puesto que AWXWX = X, sustituyendo k — 1 veces la matriz X
en dicha ecuacién, se obtiene que (AW)*X(WX)* = X, de donde R(X) C
R((AW)*). Asi, como rg(X) = rg((AW)*), se sigue que R(X) = R((AW)").
De esta forma, al igual que en la demostracion c) = a) se obtiene que

(3.3)

X:UleXHLN

0 0
Ahora, de (3.3) y de la ecuacion (WAWX)* = WAW X, de la misma forma

que en (3.1), se obtiene que X5 = 0.
Finalmente, como la ecuacion AW XW X = X es equivalente a

A1W1 A1W12 + A12W2 XlWlX] 0 _ X1 0
0 AW, 0 0| 0 0
A1W1X1W1X1 0 . X1 0

0 0| 0 0|’
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3.1 Caracterizaciones de la inversa core-EP ponderada

se obtiene que A, W X, W, X, = X;. Luego, utilizando técnicas similares a la
demostracion ¢) = a), se tiene que X es no singular. De esta forma, se obtiene
que X; = (W, A,W,)~ L. Es decir,

(3.4)

X=U { (WA= 0 ] v

0 0

Finalmente, la unicidad y representacién de la inversa core-EP ponderada dada
en el Teorema 2.3.2 implican que X = ADW, O

Observacion 3.1.1. Notar que en la demostracion anterior las dos primeras
implicaciones solo requirieron técnicas algebraicas, mientras que ¢) = a) y a)
< d), se realizaron usando descomposiciones matriciales. En este sentido, se
destaca que hasta el momento se desconoce una demostracion algebraica, ain
en el caso cuadrado.

Si en el Teorema 3.1.1, A € C™*" y W = I,,, entonces se recuperan las carac-
terizaciones b) y ¢) dadas en el Teorema 1.3.5. Sin embargo, en el apartado d)
se obtuvo una nueva caracterizacién para la inversa core-EP ponderada desco-
nocida hasta el momento en el caso de matrices cuadradas. Més precisamente
se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1. Sea A € C"*" tal que Ind(A) = k. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes

a) X es la inversa core-EP de A,

b) AX? =X, (AX)* = AX, rg(X) = rg(A4F).

Observacion 3.1.2. Se observa que la caracterizacion dada en el corolario
anterior debilita las condiciones requeridas en [16] pues se requiere la condicion

rg(X) = rg(A%) en lugar de R(X) = R(AF).
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3.2 Propiedades de la inversa core-EP ponderada

En esta seccién se demuestran algunas nuevas propiedades para la inversa core-
EP ponderada, publicadas recientemente en [19].

En el siguiente resultado se muestra una conexién entre la inversa core-EP
ponderada de una matriz A € C™*" respecto de la matriz de ponderacion
W e C"™ y las inversas core-EP de las matrices cuadradas AW y W A.

Teorema 3.2.1. Sean A € C™*", W € C" ™. Entonces, se satisface

a) WAOW = (WA)®

b) WAWADW = W AW A)®
) ADV = (AW)D AW A)D.
e) ADW — A[(WA)2®

AOW — AOWIW AW ADW

)
)
)
d) AOW — A[(WA)@]Z.
)
f

)

g) ADW = A[(WA)DPW A.

Demostracion. Basta considerar la descomposicién core-EP respecto del par
{A,W} dada en el Teorema 2.1.1 y aplicar el Corolario 2.1.1 y el Teorema
2.3.2. O

Como puede verse en (2.12) y (2.14), la inversa de Drazin ponderada satisface
las siguientes propiedades duales:

WAYYW = (WA, AW = (AW)? vy AW = A[(WA))? = [(AW)12A.
Sin embargo, la inversa core-EP ponderada solamente cumple las propiedades

WADY — (WA)D vy ADW = A[(WA)D]?
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tal como se demostr6 en los apartados a) y d) del Teorema 3.2.1. A conti-
nuacién, se muestran algunos ejemplos que ilustran los casos en los cuales la
inversa, core-EP ponderada no satisface las propiedades restantes.

Ejemplo 3.2.1. Sean

1 0 1
1 01 1 010
A=10 1 1 1|,y W=|
0 0 0O
010
Se tiene que
. 1 -3 0 . 1 -1 o -1
_ 1 i . 1 !
AW)@=1]0 L1 o| y A®"=|0o 1o !
0 00 0 00 0
Luego, se sigue que
1 —% 1
W _
APYW =10 5 0| #AWP.
0 00
Ademds,
1% 14
(AWPPA= |0 4§ § | 240"
0 0 0 O

Tiene sentido indagar qué condiciones deben cumplir las matrices A y W para
que la inversa core-EP ponderada satisfaga las igualdades anteriores. En los
dos siguientes teoremas se dan condiciones necesarias y suficientes para que la
inversa core-EP ponderada cumpla dichas igualdades.

Teorema 3.2.2. Sean A € C™*" y W € C"™™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, ADWW = (AW)®D s
y sélo si Wiy = 0.
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

Demostracion. Por el Teorema 2.3.2 y la representacion dada en (2.10), se
obtienen respectivamente, las siguientes expresiones

AW — U [ (AWy) =t (WL AW,) Wy ] v
0 0

0 0

Por lo tanto, ADWIW = (AW)D si y sélo si (W, A, W) Wy, = 0, de donde
claramente Wi, = 0. ]

Teorema 3.2.3. Sean A € C™*" y W € C"™™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, ADW = [(AW)®]24
si y solo si Ay, = 0.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.2, se tiene que

ADW 7 { (WlABWﬂ_l 8 ] v

Ademas, del Corolario 2.1.1, se sigue que

(awyOa g | AWDT (WA) e |y
0 0
Por lo tanto, de las dos expresiones anteriores, es claro que ADW = [(AW)®]2A

siy solo si Ajp = 0. O

La inversa de Drazin ponderada tiene la propiedad de ser conmutativa respecto
de una matriz de ponderaciéon W, es decir AW W A = AW A%" . No obstante,
la inversa core-EP ponderada no cumple esta propiedad, como se muestra en
el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.2.2. Retomando las matrices del Ejemplo 3.2.1, se tiene que

1 1
1011 0(1)0 1 -3 0 —3;
A=1011 1], =10 00 y AW =10 1o !
0000 0 00 O
010
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Luego, se calculan los productos AW ADW y AOWW A y se obtiene que

O NIE N

AWADW =

S =
o O O
O NIE N
O NIE N

1
£ADYWA=1 0
0

o v O
O v O

El siguiente teorema muestra bajo qué condiciones la inversa core-EP ponde-
rada conmuta con la matriz A respecto de la matriz de ponderacion W.

Teorema 3.2.4. Sean A € C™*" y W € C"*"™ expresadas en una descomposi-
cion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AOWVIWA = AWADW
St Yy solo si W1A12 + W12A2 =0.

Demostracion. De las representaciones obtenidas en (2.8) y (2.9) para los pro-
ductos AW y W A, respectivamente, y la forma canénica de ADW obtenida
en el Teorema 2.3.2, se sigue que

Wit (WL A W)~ (W Arp + WiaAy)

v,
0 0

ADYW A = Ul

-1
awa®w — | W Oy
0 0
Por lo tanto, ADWW A = AW ADW es equivalente a (W, A, W)~ (Wi Ay, +
W12A2) = 0, que a su vez equivale a W1A12 + W12A2 =0. ]

Una matriz A € C"*" es llamada bi-dagger si satisface la propiedad (A?)" =
(AT)2. Es bien conocido que la inversa de Drazin ponderada cumple con una
propiedad de este tipo respecto de la matriz de ponderacién W. Mas precisa-
mente, si se definen el W-producto de Ay B como A*x B = AWB y ademaés
una norma dada por ||A||w = ||A]|||W]|, resulta que la terna (C™*™, «, ||.||w) es
un algebra de Banach, donde ||.|| denota cualquier norma matricial en C™*™.
Dentro de dicha algebra, se puede analizar la siguiente propiedad de tipo bi-
dagger para la inversa de Drazin ponderada: (A x A)4W = AW x ALV E]
siguiente resultado refleja que la inversa core-EP ponderada también satisface
una propiedad de este tipo.
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Lema 3.2.1. Sean A € C™*" y W € C"*™. Entonces, se satisface
(AW A)DOW = AW AOW,

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W'}
dada en el Teorema 2.1.1. Por lo tanto, del Teorema 2.3.2, se sigue que
(W AW~ (WA4;)~L 0 ]

(3.5)

ADWWADW =
0 0

Por otro lado, de (2.8) se tiene que

AWy AW + AW Ay A
AWA = U 1%
- U AW A, AW A + (AW + AppTa) A, v
0 A W5 A, .

Ahora, si se denota por A (= A\W Ay, A, = A WoAy y A, = AiWL A, +
(A Wi + A15W5) Ag, se tiene que

AW, AW + AL W,
AWAWW =U ! ! 12 v,
waway = | V1A Widn + Wdy .
0 W, AL
Notar que las matrices A|W; y W1 A} son no singulares mientras que las ma-
trices A,W, y W, A), son nilpotentes de indices Ind((AW)?) e Ind((W A)?),
respectivamente. De esta forma, la matriz AW A esta expresada en una des-
composicién core-EP ponderada. Luego, por el Teorema 2.3.2, se obtiene que
[ / —1
aw o = g | AT 0y
0 0
[ (W (AW AW 0 ] -
0 0

= U

— U | (WA W)~ (WA~ 0 ] . (3.6)
0 0

Por (3.5) y (3.6), la prueba esta completa. O

48



3.2 Propiedades de la inversa core-EP ponderada

Recientemente en [22], se calcularon los subespacios R(ADW) y N (ADW). A
continuacién, se enuncian dichas propiedades y se da una demostracién alter-
nativa.

Teorema 3.2.5. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Entonces, se satisface

a) R(ADY) = R((AW)F).
b) N(ADW) = N((WA)*)").
Demostracion. a) Por el Teorema 2.3.2; se tiene que
R(ADW) C R((AW)). (3.7)
Mis atin, de (2.28) se sigue que
rg(ADW) = rg((W1 4, W1) 1) = rg(A, W7). (3.8)

Por otro lado, como

(awys = | AW Taw | e (3.9)
0 0 ’ '
N k=1
donde, Ty = Z(Alwl)j_k_l(AlVVlg + A W) (AsW,)F 17 es claro que

=0
rg((AW)F) = rgj((AlWl)k) = rg(A,;W;). En consecuencia, de (3.8) se ob-
tiene rg(ADW) = rg((AW)*). Asi, de (3.7), se concluye que R(ADW) =
R((AW)¥).

b) A partir del apartado a) del Teorema 3.2.1, del apartado b) de la Proposicion
1.3.3 y del apartado d) del Teorema 1.1.2, se tiene que

NADY) = NIWADY) = N(WAD) = N(WA)))
= N(WA)P) C NA[WADP) = N(ADW),

donde la dltima igualdad sigue del apartado e) del Teorema 3.2.1. O
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El siguiente resultado es una versién ponderada del Teorema 1.3.6 que permite
obtener una representacién con espacios columna y niicleo prescritos de la
inversa core-EP ponderada.

Teorema 3.2.6. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Entonces, se satisface

®OW _ (2)

AT = (WAW )z awyenarw ayy - (3.10)
Demostracion. Por el Teorema 2.3.2, la inversa core-EP ponderada ADW de
A siempre existe. Mas atun, por el apartado f) del Teorema 3.2.1 y el Teorema
3.2.5, es claro que ADW es una {2}-inversa de W AW que satisface R(ADW) =
R(AW)F) y N(ADW) = N(((WA)¥)*). Asi, de la Definicién 1.2.1 se sigue
(3.10). O

Hasta el momento, se han estudiado las inversas de Drazin y core-EP ponde-
radas. Como puede observarse tanto en el Capitulo 2 como en las secciones
anteriores, ambas inversas ponderadas tienen propiedades comunes como, por
ejemplo, comparten el mismo espacio columna, ambas son inversas exteriores
de la matriz W AW. Sin embargo, se sabe que son inversas ponderadas distintas
v por lo tanto tiene sentido preguntarse bajo qué condiciones dichas inversas
coinciden. El siguiente resultado aclara esta situaciéon. Antes, se demuestra un
lema auxiliar.

Lema 3.2.2. Sean T, S y N mairices de tamanos adecuados tales que T es

no singular y N es una matriz nilpotente de indice k. Entonces se cumple que
k-1

ZTjSNk_l_j =0 sy sdlosi S=0.

=0
k—1

Demostracion. Sea E T/SN*=1=7 = (. Reescribiendo la sumatoria en la
j=0

igualdad anterior, se tiene que
SN L TSN*2 ... 4 TF 18 =0, (3.11)

Postmultiplicando la ecuacion (3.11) por N*~! usando el hecho que N* =0y
la no singularidad de T', se sigue que SN*~! = 0. Sustituyendo esta igualdad en
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3.2 Propiedades de la inversa core-EP ponderada

(3.11) se obtiene que SN*=2 4 ...T*=28 = (. Nuevamente postmultiplicando
por N*=2 en ambos lados de la ecuacién anterior, se deduce que SN*=2 = 0.
Siguiendo el mismo procedimiento, se obtiene que T%1S = 0. Asi, usando

nuevamente la no singularidad de T, se concluye que S = 0.
k—1

Reciprocamente, si S = 0 claramente se sigue que Z TISNk-1=7 = 0. ]
5=0

Teorema 3.2.7. Sean A € C"™*" y W € C"*"™ expresadas en una descomposi-

cion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, las siguientes condiciones

son equivalentes

a) ADW = 4w,
b) AWADOW = AOWW A

C) W1A12 + W12A2 =0.

Demostracion. a) < c) A partir de las representaciones de ADW y A4W,

obtenidas en los Teoremas 2.3.2 y 2.2.2, respectivamente, es claro que ADW =
k=1

AW iy solosi Ay Y (Wi AT R 2(Wi A+ Wi Ay) (WaAy)k~179 = 0, lo cual
Jj=0

es equivalente a

E
[

(WIAl)j(WIAIZ + W]2A2>(W2A2)k_1_j — O

~
Il
o

Ademés, por el Teorema 2.1, se sabe que WA, es no singular y que WA,
es nilpotente de indice k. Asi, aplicando el Lema 3.2.2 con T' = W1 A, S =
WiAs + WAy y N = WyA,, se sigue que Wi Ajs + WA = 0.

b) < ¢) Esto sigue directamente del Teorema 3.2.4. O

Corolario 3.2.1. Sea A € C™"*" expresada en una descomposicion core-EP de
la forma (1.4). Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes

a) AD = A

b) AA® = A® 4,
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

c) S=0.

Demostracion. Sigue directamente del Teorema 3.2.7 con W = I,,. O]

3.3 Representaciones de la inversa core-EP ponderada

En esta seccién se presentan nuevas representaciones para la inversa core-EP
ponderada, las cuales involucran solamente el calculo de la inversa de Moore-
Penrose de una cierta matriz.

En el afio 2016, Stanimirovi¢, Katsikis y Ma [52], dieron nuevas representa-
ciones de la inversa de Drazin ponderada expresadas en términos de la inversa
de Moore-Penrose, que permiten calcular de manera mas sencilla la inversa de
Drazin ponderada. A continuacion, se recuerdan dichos resultados.

Teorema 3.3.1. Sean A € C"*", W € C**™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Para cualquier entero £ > k, se satisfacen las siguientes igualdades

a) AW (AW)H»Q ((AW)3£+6)T (AW)%“A _ (WA)£+2 ((WA)BZJrG)T (WA)%”.
b) A% = ((AW) ((AW)* 1) (AW)")" A = A (WAY (W A1) (W AY)°.

c) AYW = (AW)“A (AW)2H24)T (AW) A = AW AL (AW A)>+2)T AW 4).

Por otro lado, en [15], los autores dieron la siguiente expresion para la inversa
core-EP ponderada

ADY = (WAW PLawys)' = [W(AWY ((aw))] (3.12)

Posteriormente Gao, Chen y Patricio [22], notaron que dicha expresion tiene
una desventaja computacional, ya que deben calcularse las inversas de Moore-
Penrose de dos matrices distintas. Uno de sus principales resultados muestra
una conexioén entre la inversa de Drazin ponderada y la inversa core-EP ponde-
rada, que permite usar las representaciones del Teorema 3.3.1. A continuacion,
se presenta dicho resultado con una ligera modificacién en el enunciado y con
una demostracién alternativa.
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3.3 Representaciones de la inversa core-EP ponderada

Teorema 3.3.2. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Entonces, se satisface
A®’W = Ad’WP(WA)£7

para cualquier entero £ > k.

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}
dada en el Teorema 2.1.1. Por lo tanto, de las representaciones dadas en (2.18),
(2.22) y el Teorema 2.3.2, se tiene que

Ad’WP(WA)e = Ad’W(WA)é [(WA)[]T
- U l (Wi AWt AiRwa ] l Legwaysy 0 ] V*

0 0 0 0
_ U <W1A1W1)71 0 V*

0 0
= AOW,

O

A partir del teorema anterior se pueden obtener varios resultados que involu-
cren el calculo de la inversa Moore-Penrose de una tnica matriz, y por lo tanto
se requeriran menos operaciones en el calculo.

Corolario 3.3.1. Sean A € C™*", W € C"*" y k = max{Ind(AW), Ind(WA)}.
Entonces, se satisface

ADW = (AW) A ((WA) ) = AW A (WA)2)', (3.13)

para cualquier entero £ > k.

Demostracion. A partir del Teorema 3.3.2 y de la igualdad dada en (2.13), se
satisface

ADW ALY (W A)+2 ((WA)HQ)T
_ [Ad’WW] [A(WA)Z'H] ((WA)“'Q)T
= (AWM)4AW) A (WA)+2) (3.14)
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

Por otro lado, de la Definicién 1.2.6, se sigue que (AW)(AW)“ = (AW)*,
para cualquier entero ¢ > Ind(AW). Luego de (3.14), se obtiene que

ADW — (AWHAW) A (WA = (am) A (WA, (3.15)
Finalmente, la igualdad ADW = A(WA)* ((WA)”Q)T sigue de aplicar en
(3.15) la identidad A(WA)" = (AW)™A para todo n € N. O

Ejemplo 3.3.1. Mediante el Coralario 3.3.1 resulta sencillo obtener la inversa
core-EP ponderada puesto que ésta queda expresada en funcidn de la inversa
Moore-Penrose. Retomando las matrices del Fjemplo 2.5.1, se tiene que

1 1

1

A:lo 8 (1)1, W=11 0 y k=max{Ind(AW),Ind(WA)} =
00

A partir de la ecuacion (3.13), se tiene que para cualquier entero £ > k, se
cumple

ADW — (AW A (WA

Luego, se considera £ = 2 y se obtiene que

AW — aw)2A (WA
(11 100 ! !
~ o OHO 0 1] L L
I 0 0

0

0

0

1o 11 1/4 1/4 0]

+

O =

1/4 1/4 0

12 12 0
0 0 0]

la cual coincide con la expresion obtenida en (2.37).

Corolario 3.3.2. Sean A € C™*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.

Entonces, se satisface
AOW = [(Aw) ((awy) (Awy ] AwA) (WAY) (3.16)

= Alway (wapeh way] way (way)', @)
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3.3 Representaciones de la inversa core-EP ponderada

para cualquier entero £ > k.

Demostracion. Aplicando el Teorema 3.3.2 y la igualdad (2.12), se sigue que

ADW = ALV A) (WA
i
= [((AW)")?A] (WA)" (WA)) .
Luego, como el producto AW es una matriz cuadrada, es posible aplicar (1.7)
para calcular la inversa de Drazin. Asi, (3.16) sigue inmediatamente.

La demostracion de (3.17) es anéloga aplicando la identidad A®" = A[IW A)4]2.
U

Corolario 3.3.3. Sean A € C™*", W € C"*" y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Entonces, se satisface

A0V = A [way (wape) (way] war (ware)' @)

para cualquier entero £ > k.

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}
dada en el Teorema 2.1.1. De esta forma, la demostracién es inmediata apli-
cando (2.22) y (3.17). O

En el Corolario 3.3.2 es necesario computar la inversa de Moore-Penrose de dos
matrices. Se puede observar que el Coralario 3.3.3 presenta un resultado més
simétrico con la ventaja de requerir el calculo de la inversa de Moore-Penrose
de una tnica matriz.

Cuando A es cuadrada, tal que ante un caso particular de la inversa core-EP
ponderada, donde W = I,,. Las propiedades y representaciones, demostradas
anteriormente se pueden adaptar al siguiente corolario.

Corolario 3.3.4. Sean A € C"*" y k = Ind(A). Entonces, para cualquier
entero £ > k, la inversa core-EP A® satisface

a) AD = AdAY(AY)1,
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Capitulo 3. La inversa core-EP ponderada

b) AD = Af(AHT,
) A® = [Ae (A%“)TAZFAHI(AZ)*.
c) AD =4 [A‘ (A2e+1)T Azr AR (2641

Demostracion. Parala demostraciéon de este coralario, basta con tomar W = I,
en el Teorema 3.3.2 y en los Corolarios 3.3.1, 3.3.2 y 3.3.3. O
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Capitulo 4

La inversa WG ponderada

En este capitulo se extiende el concepto de la inversa WG de matrices cua-
dradas a matrices rectangulares. Entre otras cosas, se analizan existencia y
unicidad de la inversa WG ponderada como solucién de ciertos sistemas de
ecuaciones matriciales que requieren el uso de la inversa core-EP ponderada
definida en el Capitulo 3. Ademads, se da una representacién canénica de la
inversa WG ponderada usando la descomposicién core-EP ponderada. Tam-
bién, se estudian distintas propiedades, representaciones y caracterizaciones
algebraicas de dicha inversa.

4.1 Existencia y unicidad de la inversa WG ponderada

Siguiendo la definicion de la inversa WG de una matriz cuadrada (véase Defi-
nicion 1.3.5) es posible plantear una version ponderada de la forma

AWXWX =X, AWX = ADWw A, (4.1)
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

Antes de analizar el sistema anterior, se recuerdan las expresiones de las ma-
trices AW y W A, mediante la descomposicién core-EP ponderada.

AW, F
0 A2W2

W1 Al G

AW =U
[ 0 W5 A,

]U*, WA:Vl ]V*, (4.2)

donde F' := A1W12 + A12W2 y G = W1A12 + W12A2.

Observacion 4.1.1. De ahora en adelante, las matrices F' y G definidas an-
teriormente se usardn con frecuencia a lo largo de este capitulo.

Teorema 4.1.1. Sean A € C™*™ y W € C**™. Entonces, el sistema dado en
(4.1) es compatible y tiene una tinica solucion.

Demostracion. Unicidad: Sean X; y X5 dos matrices que satisfacen el sistema
(4.1). Es decir,

AWX WX, =X, y AWX, = ADVWwA,
AWX, WX, =X, y AWX, = ADVIy A,
De esta forma, se tiene que
X1 == AWX1WX1
(ADYW AW X,
ADYV W (AW X))
ADVW (AW X,)
(ADYW AW X,
AW X, W X,
— XQ.
Erxistencia: En primer lugar, se considera la matriz

X = ADW I AOWy 4, (4.3)

Claramente, la matriz X estd bien definida puesto que queda expresada en
términos de la inversa core-EP ponderada, la cual siempre existe. Ahora, se
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4.1 Existencia y unicidad de la inversa WG ponderada

considera la descomposicion core-EP ponderada respecto del par {A, W} dada
en el Teorema 2.1.1. Reemplazando en (4.3), la expresion de ADW dada en el
Teorema 2.3.2 y la expresion de WA dada en (4.2) se obtiene que

iAW)t o] [ At o] [ WA, F .
X = 14
v 0 0 0 0 0 WA,
_ | mAm) T nA) T (NA) (WAW) T (WA)TE |
0 0
_ | A () ) (WA + Wady) |
0 0
= U _ (WlABWﬂl (A1W1)2(A120+ W1_1W12A2)]V*. (4.4)

Usando la expresion para la matriz X obtenida anteriormente, a continuacion
se verifica que dicha matriz satisface el sistema (4.1). En efecto,

A1W1 F (W1A1W1)71 (A1W1)72D
AWX = U %
R | R
Wit (AAW)TF
- U v, 45
[ i (45)
donde D = A12 + W1_1W12A2.
Por otro lado, de las representaciones (2.28) y (4.2), se tiene que
wAW) 0] [ wa,  F
a0wa = | WA Ve
l 0 0 0 Wad,
Wit (AAW)TE
- U 1 V. 4.6
[ b (4.6
De (4.5) y (4.6) se concluye que AW X = ADWW A,
Por otro lado, es facil ver que
WX =V [ Wl(Wungl)l Wl(AlVVl)Q(Agz + Wi WisA,) ] VE(A)
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

Asi, de (4.5) y (4.7), se obtiene que

(WL AW~ (A W) 72(Age + W W0 Ay)
0 0

AWXWX = U v

= X,
donde la ultima igualdad sigue de (4.4). Ahora, la prueba esta completa. [J

Observacion 4.1.2. De ahora en adelante la matriz D := Ay + W, Wi, A,
se usard con frecuencia a o lo largo de este capitulo.

El resultado anterior permite dar la siguiente definicién.

Definicion 4.1.1. Sean A € C"™*", W € C™™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
La tnica matriz X € C*™™ que satisface las ecuaciones del sistema (4.1) se
llama inversa WG ponderada y se denota por AW

Una consecuencia del Teorema 4.1.1 es que la inversa WG ponderada siempre
existe y es tinica. Mas atn, de (4.4) se obtiene una representaciéon canénica de
dicha inversa, como se estable a continuacién.

Corolario 4.1.1. Sean A € C™*" y W € C"*™. Entonces, se satisface
AOW = JOW AOWTY A,

En particular, st A y W son expresadas mediante una descomposicion core-EP
ponderada de la forma (2.1), entonces la inversa WG ponderada de A viene
dada por

(WL AW~ (A W) 2(A + Wlelez)

AOW = U
0 0

1w. (4.8)

El Corolario 4.1.1 proporciona una forma sencilla de obtener la inversa WG
ponderada a partir de la inversa core-EP ponderada, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.1. Retomando el Ejemplo 2.3.1, se tiene que

100 bl 12 1/2 0
0 0 1 0 0 0 0 O
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Luego, es posible obtener la inversa WG ponderada al realizar los siguientes

1 00
0 01

productos
AW = AOW AWy A

[z 12 0]

11

10{1/21/20]
0 0 0 0 0 0
00

O =
o O =

[0 12
oo o |

La inversa WG ponderada es facil de obtener, siempre que se conozca la inversa
core-EP ponderada. No obstante, cuando no se tiene informacién de tal inversa,
los calculos no resultan tan sencillos. Por lo cual se trata de representar la
inversa WG ponderada en términos de la inversa Moore-Penorse como se hard
en las préoximas secciones.

4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

En la seccién anterior se obtuvo una representacién de la inversa WG pondera-
da en funcion de la inversa core-EP ponderada. Por esta razon, las diferentes
representaciones de esta ultima, inducen diferentes representaciones para la
inversa WG ponderada.

Teorema 4.2.1. Sean A € C™*™ y W € C™*™. Entonces, se satisface

AOW — (AW A) OV A,
Demostracion. Sigue inmediatamente del Lema 3.2.1 y del Corolario 4.1.1. O

También se puede obtener una representacion de la inversa WG ponderada que
involucra el célculo de la inversa de grupo ponderada de una cierta matriz.

Teorema 4.2.2. Sean A € C™*" y W € C™*™. Entonces, se satisface

AOW — (AW ADW W A)# W,
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}
dada en el Teorema 2.1.1. Asi, de la expresién para AD Y dada en el Teorema
2.3.2 y (4.2), se obtiene que

B:i= AWADYWwA

B U'mwl F WAWw)™ o[ wma @ L.
- 0 AW, 0 0 0 Wad,
_ | AmA)T Ay awmaAnTa
0 0
_ A W (WA + WinAy) ] -
0 0
= U - f(l)l A + W8_1W12A2 ] V.

Ahora se calcula la inversa de grupo ponderada de B, usando una descompo-
sicion core-EP ponderada del par {B,W}. En efecto, en primer lugar notar
que

AW, AW, + W EW,
0 0

BW =U

]W yW%leWAlF]W,

0 0

de donde, es claro que Ind(WB) = Ind(BW) = 1.
Notar también que B puede escribirse como

By By
B=U V.
l 0 B 1

Asi, del Corolario 2.2.2, se tiene que

B*W _ [ (WiBiW1)™t (BiW,)"2(Bia + Wi 'Wi2Bs) v
0 0
— U (Wi A W)™ (A W) 2 (A + Wi TWiaAy) v
0 0
= A@’W,
donde la ultima igualdad se deduce del Corolario 4.1.1. O
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En el siguiente teorema se establece una representaciéon de la inversa WG
ponderada en términos de la inversa de Moore Penrose. Esta representaciéon
es 1til para computar en los distintos paquetes informaticos disponibles en la
actualidad la inversa WG ponderada.

Teorema 4.2.3. Sean A € C™*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Entonces, se satisface

ADW — (W (AW)2Pawy)  WA.

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}
dada en el Teorema 2.1.1. A partir de la representacion del proyector P sy s
dada en (2.22), se sigue que la matriz B := (W(AW)QP(Aw)k)T W A se puede
expresar Ccomo

+
Wi Wi (A, W1)? 0 Wi A, G
B = |V urlv v
( l 0 W 1 l 0 0 0 W5 A

T
_ W(AW1) 01, WA, G
= ([ ) [

Vv
(A W1 2wt 0 WA, WA + Wip A,
= U VvV Ve
l 0 ] l 0 W5A,

(W1 Ay Wl (AW)72(Agg + W' Ay) ] v

V’*

= U
0

Ahora, por el Corolario 4.1.1, se tiene que B = A®W, O

A partir de las definiciones de las inversas de Drazin y WG ponderadas, se sabe
que ambas son extensiones de la inversa de grupo ponderada. Por lo tanto,
tiene sentido preguntarse qué propiedades comunes preservan. En el siguiente
teorema se muestra como la inversa WG ponderada satisface una propiedad
similar a la que satisface la inversa de Drazin ponderada.

Teorema 4.2.4. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Entonces, se satisface

AOWW (AW = (AW)E, (4.9)
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

Demostracion. Se considera la descomposicién core-EP ponderada respecto del
par {A, W} dada en el Teorema 2.1.1. Ahora, se recuerda la representacion
dada para (AW)* en (3.9):

-
(awys = | AW Taw | (4.10)
0 0
N k—1
donde, TAW = Z(AlWl)j_k_l(Alwm + A12W2)(A2W2)k_1_j. Adem&s, Se
=0
tiene que
(AW)kH - U AWy AW + AWy (A W)* TAW U
0 AW, 0 0
k+1 T
=y | AW AT | (4.11)
0 0
Por otro lado, de (4.8), se sigue que
oSOV — 17 l (Alv(l)/l)—l (Alwl)—2(A120+ W Wi As) 1 v (412)

De (4.10), (4.11) y (4.12), calculos sencillos muestran que A®W W (AW )F+1 =
(AW)k. O

A continuaciéon, se demuestra que la inversa WG ponderada es una inversa
exterior de WAW.

Teorema 4.2.5. Sean A € C™*" y W € C™*™. Entonces, se satisface

AOVIW AW A®OW — A®OW,

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP ponderada respecto del
par {A, W} dada en el Teorema 2.1.1. Entonces, es facil ver que

WA W, WA Wi, + GW;

WAW =V
0 Wy AW,

U, (4.13)
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4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

Si se denotan por H .= (A1W1)_2(A12+Wf1W12A2), J = W1A1W12+GW2 y
K := WyA; Wy, de (4.8) y (4.13), se sigue que la matriz B := AQWW AW A®W
se puede expresar como

B - U (W1A1W1)_1 H W1A1W1 J (W1A1W1)_1 H v
0 0 0 K 0 0
- Ul (WA W)™ H ] %
0 0

= A®W

O]

Observacion 4.2.1. Cuando una matriz X satisface X A*1 = AF y X =
XAX, se dice que la matriz X es una inversa de Drazin débil. Como conse-
cuencia del Teorema 4.2.4 y del Teorema 4.2.5, se obtiene que AW es una
tnversa de Drazin débil ponderada respecto de la matriz de ponderacion W.

Puesto que la inversa WG ponderada es una extension de la inversa WG de una
matriz cuadrada, tiene sentido extender algunos de los resultados del Capitulo

1 al caso de matrices rectangulares, como por ejemplo los apartados €) y f) del
Teorema 1.3.13.

Teorema 4.2.6. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Entonces, se satisface

AOW — (AWE[(AW )L A BV A,

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}
dada en el Teorema 2.1.1. A partir de la representacion dada en (4.11), es sen-
cillo verificar que

max{Ind(AW )2 Ind(W A)*"?} = 1.

Este hecho asegura que existe la inversa core ponderada de la matriz (AW )**1 A.
Asi, de (2.28), (2.9) y (4.10), la matriz B := (AW)F[(AW)F+1 A]DWIV A, pue-
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

de ser expresada como

s _ oy l@mr T 1 @m0 [wa 6 ]
0 0 0 0 0 W5 A,
_ g @ o) [wan @ L
I 0 0 0 W5A,
- U i (Wr AW) ™t (AW) 72 (A + Wi Wi Ay) v
0 0

= A@’W’

donde la dltima igualdad se deduce del Corolario 4.1.1. O

Es bien conocido que el espacio columna de la inversa de Drazin ponderada
coincide con el espacio columna de la matriz (AW)* (véase por ejemplo [60]).
El siguiente teorema muestra que la inversa WG ponderada preserva dicha
propiedad. Mas aiin, se obtiene una conexioén con la matriz AW A®W,

Teorema 4.2.7. Sean A € C"*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.

Entonces, se satisface

R(AOW) = R(AMW) = R((AW)*) = R(AW A®W),

Demostracion. A partir del del Teorema 4.2.1, se sigue que
R(ADW) = R(ADVWADWI A) C R(ADW) C R((AW)F),  (4.14)

donde la tltima inclusion es consecuencia del Teorema 2.3.2.
Ademis, del Teorema 4.2.4, se tiene que R((AW)F) = R(AQWWW (AW )k+1) C
R(A®W). Por lo tanto, de (4.14) resulta

R(ADW) = R(ATW) = R((AW)). (4.15)

Solo resta probar que R((AW)*) = R(AW A®-W). En efecto, de la Definicion
4.1.1, se tiene que AWA®W = ADWIV A, Luego, se sigue que

R(AWA®W) C R(ADW) C R((AW)F). (4.16)
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4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

Por otro lado, del Teorema 2.3.3, se tiene que
(AW)* = ADWW (AW )F ! = ADVW AW (AW)F = AW ARV (AW)*,

lo que implica
R(AW)*) C R(AW ADW), (4.17)

Asi, de (4.16) y (4.17), se obtiene que
R(AW ADWY = R((AW)*). (4.18)

Finalmente, (4.15) y (4.18) completan la prueba. O

Siguiendo el comentario previo al Lema 3.2.1, la inversa core-EP ponderada
satisface una propiedad de tipo bi-dagger. No obstante, la inversa WG ponde-
rada no satisface esta propiedad. En el siguiente resultado se demuestra bajo
qué condiciones la inversa WG ponderada cumple una propiedad de este tipo,
utilizando como herramienta principal la descomposicién core-EP ponderada.

Corolario 4.2.1. Sean A € C™" y W € C™™™ expresadas en una des-
composicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, (AW A)®W =
A@WWA@’W s1 ) solo si (W1A12 + W12A2)W2A2 =0.

Demostracion. En primer lugar, se calcula el producto AW A a partir de las
representaciones (2.1) y (2.8), es decir

(4.19)

AlLL1A1 A1LL1A12 +FA2
AWA=U V.
[ 0 AQLLQAQ ]

Como puede observarse en (4.19), la matriz AW A admite una descomposicion
core-EP ponderada respecto del par {AW A, W}. Luego, se puede calcular la
inversa WG ponderada de dicha matriz, utilizando la representaciéon (4.8). En
efecto,

W (WA 2 Z

v 4.20
] v (1.20)

(AW A®W =1y l
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

donde Z = (A1W1)_4(A1W1A12 + FA2 + WflwlgAQWQAg).
Por otro lado, aplicando el Corolario 4.1.1, es facil obtener

Wit (WiAD) ™2 (AAWh) 3 (A + W WisAy)
0 0

AW A®W — 17 V.

(4.21)
Por lo tanto, de (4.20) y (4.21), se sigue que (AW A)®W = A@WI A@W g
y s6lo si

(AlWl)74(A1W1A12+FA2+W171W12A2W2A2) = (A1W1)73(A12+W171W12A2).

La expresion anterior puede ser simplificada de la siguiente manera

AW Ay + FAy + W Wi AaWoAy = AW (A + W Wi Ay)
FAy + W Wi AgWoAy, = AW W, A
(AiWis + ApWo) Ay + Wi Wi AaWaAy = AiWipA,
AW Ay + ApWoAy + Wi Wi AaWaAy = AiWipA,

ApWyAs + W171W12A2W2A2 =0
(A12 + W171W12A2)W2A2 - 0
Finalmente, premultiplicando W en la iltima igualdad se deduce que

(AW A)OW = AQWI ADW iy s6lo si (Wi Ay + WigAy)Wo Ay = 0. O

Por Definicion 2.2.1, se sabe que una matriz A conmuta (respecto de la matriz
de ponderaciéon W) con su inversa de Drazin ponderada A%". Sin embargo,
la inversa WG ponderada no cumple dicha propiedad, como lo muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. Retomando las matrices del Ejemplo 2.8.1, se tiene que

11
1 1 1

A= 00, W=1|10 y A®W — 02,
001 0 0 000

Mediante simples cdlculos, se obtienen los productos AW A®W  A®WY A

1 1 1
2 A2 2 = A9V A.
000
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4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

A partir del ejemplo anterior, tiene sentido indagar bajo qué condiciones la
inversa WG ponderada conmuta con la matriz A respecto de la matriz de
ponderaciéon W. En el siguiente resultado, se establecen dichas condiciones.

Corolario 4.2.2. Sean A € C"™*" y W € C"*™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AWA®W = AOWy A
st Yy solo si (W1A12 + W12A2>W2A2 =0.

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W'}
dada en el Teorema 2.1.1. Asi, de (2.8) y (4.8) se tiene que

AWA@’W - U A1W1 F (W1A1W1)_1 (A1W1)_2D V*
0 AW, 0 0

= U G LLH) ] V. (4.22)

Por otro lado, de (2.9) y (4.8), se sigue que

AV A =
v 0 0 Wad,

Wt (AW~ 1A12+(A1W1)—2DW2A2]

= U

)

[ W1A1W1 (A1W1)2D] lWlAl G ]v*
[ V*, (4.23)
)

Por lo tanto, de (4.22) y (4.23), se tiene que AW A®W = A®WI A i y s6lo
si

(A1W1)71D - (A1W1)71A12 + (A1W1)72DW2A2,
(0] equivalentemente, (W1A12 + W12A2)W2A2 =0. L]

Corolario 4.2.3. Sean A € C™" y W € C"*™. Entonces, (AW A)®W =
AOWW AOW gy slo si AWADW = A©WI A,

Demostracion. Se sigue inmediatamente de los corolarios 4.2.1 y 4.2.2. O

En el Capitulo 3 (véase Teorema 3.2.7) se dieron condiciones necesarias y sufi-
cientes bajo las cuales la inversa de Drazin ponderada coincide con la inversa
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

core-EP ponderada. De la misma manera, es natural preguntarse bajo qué con-
diciones la inversa WG ponderada coincide con ambas inversas. Los siguientes
cuatro corolarios aclaran esta situacion.

Corolario 4.2.4. Sean A € C™" y W € C"™™. Entonces, AWA®W =
AOWW A siy solo si AOW = A4V

Demostracion. Si AW = AW entonces por la Definicién 2.2.1 claramente
se cumple que AW A®W — A@WIy 4,

Para probar la condiciéon suficiente, se considera la descomposicién core-EP res-
pecto del par {A, W} dada en el Teorema 2.1.1. Como AW A®W = AQW ) A
del Corolario 4.2.2, se sigue que (W7 A2+ W13 A45)W5A, = 0. En consecuencia,
de la representaciéon de la inversa de Drazin ponderada dada en el Teorema
2.2.2, se obtiene que

[ k—1
Wi AW)™t A WA=k 2G(WyAy)k—1-d
Ad’W - U ( 1441 1) 1];)( 1 1) ( 2 2) Vv

0 0

- U [ (VVlI&llW/EY1 Al(WlAl)ig(W1A12 + WiaAsy) Vv
0 0

_ o[ Ay w2+ W weds)
0 0

= 14@"‘/[/7

donde la ultima igualdad es deducida del Corolario 4.1.1. O

Corolario 4.2.5. Sean A € C™" y W € C"*™. Entonces, AQWWAOW —
(AW A)OW sy s6lo si AOW = ALW,

Demostracion. Si ADWWADW = (AW A)®W del Corolario 4.2.3 se sigue
que

AWADW = A©W 4,
Luego, por el Corolario 4.2.4, se concluye que AQW = AW,
Reciprocamente, si AQW = A%W entonces ADVWA®W — (AW A)®W por
[9]. O
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4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

Corolario 4.2.6. Sean A € C™*" y W € C"*™ expresadas en una descom-
posicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AQW = AOW g4

solo si Wi Ao + Wis Ay = 0.

Demostracion. La demostracion de este coralario es consecuencia inmediata de
las representaciones de la inversa core-EP ponderada y la inversa WG ponde-
rada dadas en el Teorema 2.3.2 y el Teorema 4.1.1, respectivamente. O

Corolario 4.2.7. Sean A € C™*" y W € C"*™ expresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AQW = AOW = AW
St Yy solo si W1A12 + W12A2 =0.

Demostracion. Si AW = ADW = AW 1a condicion explicita sigue inme-
diatamente del Corolario 4.2.6.

Reciprocamente, si WA, + Wi, Ay = 0, del Teorema 3.2.7 se deduce que
ADW = A4W - Mas atn, por el Corolario 4.2.6, también se cumple que
AW — AOW - Asi la prueba esta completa. O

Es de interés conocer una forma canénica de las inversas WG de los productos
AW y WA, mediante la descomposicion core-EP ponderada, pues permiten
obtener nuevas propiedades para la inversa de WG ponderada.

Lema 4.2.1. Sean A € C™*" y W € C"*™ expresadas en una descomposicidn
core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, se satisface

(AW)@ U (A1V([)/1)_1 (A1W1)_2(A1(‘)/V12 + A Ws) U, (4.24)
(WA® =V (Wl‘gl)l <W1A1>2(W10A” TWada) |y (4.25)

Demostracion. Aplicando el apartado b) del Teorema 1.3.13, se obtiene que

(AW)® = ((AW)D)2AW.

71



Capitulo 4. La inversa WG ponderada

De las representaciones dadas en (2.8) y (2.10), se obtiene que

(AW)® = ((AaW)P)? AW
o e | A | K

0 0 0 0 AW,
— U l (AlWl)_l (A1W1)‘2(A1W12 +A12W2) ] U
0 0 '

Asf queda probada la igualdad (4.24). Similarmente, la igualdad (4.25) puede
ser obtenida mediante las representaciones (2.9) y (2.11). O

Teorema 4.2.8. Sean A € C™*" y W € C™*™. Entonces, se satisface

a) WAOW — (WA)®,

b) AOW = A[(WA)®]2.

b) A®W = (AW)®A(WA)®.

d) AOW = A[(WA)DPWA.

Demostracion. Se considera la descomposicion core-EP respecto del par { A, W}

dada en el Teorema 2.1.1.
a) A partir de las representacion obtenida en (4.8), se tiene que

WA®W Wi Wi (Wi AW) ™t (AyW) 2 (A + W W Ay)
0 Wy 0 0
-V (I/VlAl)71 (WlAl)iz(W1A12+W12A2) v
0 0
= (WA)®,
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4.2 Propiedades de la inversa WG ponderada

donde la dltima igualdad es deducida de (4.25).
b) De (4.25), se tiene que

_ B | .
A(WA®)? = U A Ap v (v (W1 A)) (W1A)) 2@ -
L O AQ 0 0
[ e [ A rayze ]
L 0 A2 0 O
= U-(I/VlAIVVI)_1 (A W) "2 (Are + W ' WiaAy) V*
I 0 0
= A@vw’

donde la ltima igualdad es deducida del Corolario 4.1.1.
c) A partir de las representaciones dadas en (4.24) y (4.25), se sigue inmedia-
tamente que

ATO AW A® = Ul(wlAbwl)—l (Alwl)—Z(Al20+W11W12A2)]V*

_ A@,W

9

donde la altima igualdad es deducida del Corolario 4.1.1.
d) De (2.9) y (2.11), se tiene que

A[(WA)@)PWA U l A Ap ] l (W1 A;)~3 ()]

WA G ] -

0 A 0 0 0 W5 A
- (Wi AW) ™t (AWh) 72 (A + W W Ay) v
0 0
= A@’W7
donde la dltima igualdad es deducida del Corolario 4.1.1. U

En los primeros tres apartados del Teorema 4.2.8, se establecieron propiedades
de la inversa WG ponderada que resultan similares a propiedades que satisface
la inversa de Drazin ponderada (véase Teorema 2.2.1 y Corolario 2.2.1). No
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

obstante, algunas de esas propiedades dejan de ser validas para la inversa WG
ponderada.

Ejemplo 4.2.2. Sean

1 0 1 L1
AZ[OIO} y W=10 0
0 1

Se puede comprobar que k = max{Ind(AW),Ind(WA)} = max{1,2} = 2. Mds
ain, es facil ver que

A@Mﬁzll 1 1]’ KAWU@KAle 2 1].
00 0 00 0

Por lo tanto, la inversa WG ponderada no satisface la igualdad A®W =
[(AW)®]2A. Similarmente, como

1
AW = | 0
0

o O =

111
., (Am®=10 0 0|,
00 0

Q oo w

se concluye que la mversa W
ADWIY = (AW)®.

ponderada tampoco satisface la propiedad

A continuacion, se establecen condiciones necesarias y suficientes para que la
inversa WG ponderada recupere dichas propiedades.

Teorema 4.2.9. Sean A € C™*" y W € C"*™ ezpresadas en una descompo-
sicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AQW = [(AW)®]24
sty sdlo st AjaWoAs = 0.

Demostracion. De (4.24), se obtiene que

ppa — o G @E] a4,

0 0 0 A,
- U l (1/1/1141‘/‘/1)_1 (A1W1)_2A12 + (A1W1)_3FA2 ] v
0 0 '
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Luego, comparando la expresiéon anterior con la representacion de la inversa
de WG ponderada obtenida en (4.8), y usando la no singularidad de W, y A;,
se obtiene que AQW = [(AW)®]2A es equivalente a

(AW 2 (A + W Wi Ag) = (ATW)) 2 Ag + (A W1) 73 (A Wia + A W) As.
Mas atn, la expresion anterior puede ser simplificada de la siguiente manera:
(AW 2 (A1 + W Wi Ag) = (AW)) 2 Ag+ (A W) 3 (A Wia + A1 W) As,
de donde
(AW 2 W Wi Ay = (ATW)) 2 (A Wg + A Wh) As,
con lo cual
Wi Wia Ay = (AW1) (AT Wia + A1 Wa) A0 = (A1) T A Wh As,

en definitiva
0 == A12W2A2.

Asi, la prueba estd completa. O

Teorema 4.2.10. Sean A € C™*" y W € C"™™ expresadas en una descom-
posicion core-EP ponderada de la forma (2.1). Entonces, AQWVW = (AW)®
si y solo si Wis AyWy = 0.

Demostracion. De (4.8), se obtiene que

ADW  — U_(W1A1W1)71 (A, W1)7*D Wy Wi U*
I 0 0 0 W,
_ U-(A1VV1)_1 (WL AW, )" Wiy + (A W,) 2 DWW, U
0 0
i -1 -2
= U (‘41%/1) (Almgl) G]U*. (4.26)

Luego, comparando (4.26) con la representacion de la inversa WG de la matriz
cuadrada AW obtenida en (4.24), y usando la no singularidad de W7 y A;, se
obtiene que AQWW = (AW)® es equivalente a

(W1A1W1>_1W12 + (A1W1)_2(A12 + W1_1W12A2)W2 = (A1W1>_2G. (427)
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El primer miembro de la ecuacion (4.27) es equivalente a

(WL AW ™ Wig + (AW) 72 (Arg + W Wi Ag) Wy =
(W1A1W1)_1W12 + (W1A1W1)_1(A1_1A12 + A1_1W1_1W12A2)W2 -
(Wi AW) ™ (W + (A7 T A + ATTWT T Wi Ag) W)

Mientras que, el segundo miembro es equivalente a
(AW) 2 (A Wi + A Wa) = (Wi A W)~ H(Whp + ATT A W5).

Remplazando ambas expresiones en (4.27) y premultiplicando por (W; A, W)™,
se sigue que

Wig + A7 ApWo + AW Wi As Wy = Wis + AT A1 W,

de donde
(W1 A) " Wi, AW, = 0,
con lo cual
WisAsWy = 0.
Asi, la prueba estd completa. O

4.3 Representaciones para la inversa WG ponderada

En la Seccién 3 del Capitulo 3 se dieron diferentes representaciones de la inversa
core-EP ponderada expresadas solamente en términos de la inversa de Moore-
Penrose, que permiten calcularla de manera mas sencilla. Por otro lado, en la
seccion anterior de este capitulo, se establecié un resultado (véase Corolario
4.1.1) que muestra una conexion entre la inversa core-EP ponderada y la inversa
WG ponderada. En base a dicha relacién, es posible encontrar representaciones
para la inversa WG ponderada, las cuales involucran solamente el célculo de
la inversa de Moore-Penrose de una matriz concreta.

Teorema 4.3.1. Sean A € C"*", W € C**™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Entonces, para cualquier entero £ > k, se satisface

a) ADW = A(WA) (WA (WA (WA)H2) WA,
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b) A®W = 4 H(WA)Z (W A)2e+1) (WA)@]Q (WA (WA WA] )
) AOW = 4 H(WA)Z ((WA>2Z+1)T (WA)K]Q (W A)2t+1 ((WA)%“)T WA] 2'

Demostracion. a) Aplicando el Corolario 3.3.1 y el Corolario 4.1.1, se tiene que
AW = AOW I ADWTY A
[AWA) (W A)T2)TWAWA) (WA)**)TW]A
= AWAY (WA (way+ (way+2) wa.
b) Del Corolario 3.3.2 y el Corolario 4.1.1, se obtiene que

AW — AOW gD Wy A
A[(WA (WA )T WA) PWA) (WA ) WA[(WA)*
(WA )T WA) P WA (WA WA

2 2
— A H(WA)f (WA (WA)Z} WA (WA wa| |
c¢) Similarmente, los Corolarios 3.3.3 y 4.1.1 implican

AW = ADOW ADWTY A
= A[WA) (WA (WA | (WA (WA A

[(WA)E ((WA)%-H)T (WA)Z}2 (WA)%-H ((WA)%-H)T A
= A H(WA)Z (WA (WA)‘F (WA (WA wal| .

O

Como la inversa WG de una matriz A € C"*" es un caso particular de la
inversa. WG ponderada cuando W = I,,, del teorema anterior se deducen in-
mediatamente las siguientes representaciones para la inversa WG de A.

Corolario 4.3.1. Sean A € C™*" y k = Ind(A). Entonces, para cualquier
entero £ > k, se satisface
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

a) A® = [A£+l (Auz)fr n

b) A® — A “Az (A2£+1)TAZ}2Ag (AZ)TA]2'

2

c) A9 = 4 “Az (AzzH)T Aer%H (A%“)T A}

4.4 Caracterizacion mediante una ecuacién de rango

Es bien conocido que si la matriz A € C™*™ es no singular, su inversa ordinaria
A~! es la tinica matriz que satisface la siguiente ecuacion de rangos

rg l }i ; ] =rg(A).

Una primera generalizacion de la caracterizacién anterior para el caso de una
matriz A rectangular fue estudiada por M. Fiedler y T. Markham [21] en
1993. Mas precisamente, dada una matriz A € C™*", los autores propusieron
el problema de hallar una matriz X que satisfaga con la ecuacién de rangos

T
rg l AI?A A)? ] =rg(A), (4.28)

En dicho trabajo los autores probaron que la ecuacién anterior se satisface si
y solo si X = A", Similarmente, el problema de hallar las matrices X que
cumplen la ecuacién de rango

e [é i] — 1g(A), (4.29)
fue estudiado cuando B y C son ciertas matrices particulares que involucran
alguna inversa generalizada de A. Concretamente, en el ano 1996, Wei |58|
demostré que (4.29) es valida si y solo si X = A4, para A € C"", B = AA¢
y C = AA. Dos afos después, el mismo autor en [59] generalizé todos los
trabajos previos, considerando A € C™*" B = AAE,??S y C = Ag?,)SA.
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Por otro lado, un problema reciproco de la ecuaciéon de rango (4.29) fue tratado
en 1999 por Grob [23]. Este autor, estudié qué propiedades deben tener las
matrices B y C para que X resulte la inversa de Moore-Penrose Af de A €
C™*™, En la misma direccion, en 2003, Thome y Wei [53] obtuvieron resultados
que caracterizan cuando X es la inversa de grupo A# de A. Més tarde, en el
ano 2005, Cvetkovié-Ili¢ [8] generalizo dicho trabajo para el caso de la inversa
de Drazin A? de A.

En todos los trabajos mencionados anteriormente, no se consideré una carac-
terizacién para inversas generalizadas ponderadas. En esta seccién se estudia
una variante de la ecuacion de rango dada en (4.29) cuando A € C™*" y
X = A®W,

Para comenzar esta seccidén es necesario repasar algunos resultados ya demos-
trados por distintos autores.

Lema 4.4.1. [68] Sea A € C"*" y sea M € C**2" particionada como
A AQ
M=
Pl

donde P, QQ y B son matrices de tamanos adecuados. Entonces, se satisface

rg(M) =rg(A) + rg(B — PAQ).

Lema 4.4.2. Sean P, Q € C"*" y sea M € C*"*?" particionada como

o PQ
wefon

Entonces, se satisface rg(M) = rg(Q).

Demostracion. La prueba sigue inmediatamente aplicando operaciones elemen-
tales por bloques. O

A continuacion, se presenta una caracterizacion de la inversa WG ponderada
mediante una ecuacién de rangos.
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Teorema 4.4.1. Sean A € C"™*" y W € C"*"™ expresadas en una descomposi-
cion core-EP ponderada de la forma (2.1), cont = rg(A;) = rg(W;). Entonces,
existe una unica matriz X que satisface

X(WAF =0, X?=X, (WAYWAX =0, rg(X)=n—t, (4.30)
una unica matriz Y que satisface

Y(AW) =0, Y2=Y, (WA WA?WY =0, 1g(Y)=m—t,

(4.31)
y una Unice matriz Z que satisface
WAW I,—-X
" =rg(WAW). 4.32
rg [ L -y  z rg( ) (4.32)

Mds atin, se tiene que

X=1I1,-WAWA®VY v =1, — (AOYWAW, Z =AW  (433)

Demostracion. Se considera la matriz X = I,, — WAWA®W  Aplicando el
apartado a) del Teorema 4.2.8, y las representaciones (2.9) y (4.25), se tiene
que

X =1, - WAWA®DW
=1, -WAWA®

B WiA, WiAs + WA, (WA~ (W A) G N
=1,—-V 14
0 WyAs 0 0
—v It 0 Vi_V It (WlAl)_l(WlAlz + W12A2) v
0 I, 0 0
o A ] o
n—t

A continuacion se verifica que X satisface las ecuaciones dadas en (4.30). En
efecto, de (2.9) resulta

(W1 A% Tywa

v, 4.35
0 0 (4.35)

(WA =V l
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4.4 Caracterizacion mediante una ecuacion de rango

~ k-1 . '
donde Twa = 32 (Widy)? * 1 (WiAis + Wiz A)(Wadz)" 17
=0

Asi, de (4.34) y (4.35),

V*

XWAY — Vlo —(WlAl)lG] l(WlAl)’“ Twa

0 Iy 0 0

= 0.
Ademiés, se tiene que

v Vlo —(WlAl)lG] lo —(WlAl)lle*

0 In—t O In—t

_ v 0 —(WiA;) H(WiAp + WipA,) v
0 Inft

= X.

Por otro lado, de las representaciones (2.9), (4.34) y (4.35), se sigue que
(( W1A1 )* v

Ademas, si se aplica el Lema 4.4.2 a la representacion de X dada en (4.34), se

(WAYWAX = V

= 0.

tiene que rg(X) =rg(l,,—;) =n —t.
Para probar la unicidad, se considera una matriz X, que satisface (4.30), par-
ticionada de la siguiente forma

E J
Xo = * 4.
0 VlKH]V, (4.36)

donde, F'y H son bloques de tamano ¢t X t y (n—t) x (n—t), respectivamente.
De las representaciones (4.35) y (4.36), se tiene que

v E(W,A)*  ETywa
K(WiA)* KTya

V*

v,
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

de donde la ecuacion Xo(W A)* = 0 implica que E(W,A,)* =0y K(W,A,)* =
0. Asi, como W;A; es no singular, se concluye que £ =0y K = 0.
Por otro lado, XZ = X, es equivalente a

0 HJ | |0 J
0 H*| |0 H|’
lo cual implica que HJ = J y H?> = H. Ademaés, puesto que rg(X,) = n — t,

se concluye que H = 1,,_,.
También, de (2.9) y (4.35), se tiene que

oy _ ((WlAl)k) 01| WA G 0o J i}
(Wayywax, = v Tz 0]{ ; m@%]lo A%]V

I )
(WA o]0 maT+6
(Twa)* 00  Wad,

0 ((WlAl)k)*(W1A1J+ W1A12 + ngAg) ] V*

V*

0 (TWA)*(WlAlj + WiA + WinAs)

Asi, la igualdad ((WA)*)*W AX, = 0 es equivalente a

(WL AR (W1 AT + WiAp + Wiady) =0y (TWA)*(WlAlj + WiAp +
WiaA) = 0.

Mas atn, como Wi A; es no singular, de la primera ecuacion se deduce que
J = —(W1A;) T (W1 A1 + Wi Ay).

De esta manera, la matriz Xy queda univocamente determinada por

0 —(W1A1)_1(W1A12 + WipAs)

Xo=V
’ 0 Inft

Vi=X

Similarmente, se considera la matriz Y := I, — AQ'WW AW . De las represen-
taciones (4.13) y (4.24), se tiene que
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4.4 Caracterizacion mediante una ecuacion de rango

Y =1, — AWW AW

_I _U (WL A W)~ (A W4) 2D WiAW, Wi AW +G U
o 0 0 0 Wy Ay W,y
U I, O I, Wi A W) GW,] + D(WyAsWsy) e
0 I, 0 0
—u| O My (4.37)
O Im—t

donde M = —[Wflwlg + (W1A1W1)_1W12A2]W2 — (AlWl)_QD(WQAQWQ).
A continuacion se verifica que la matriz Y satisface las ecuaciones dadas en
(4.31). En efecto, de (4.10) y (4.37), se tiene que

A 0 M (A W)F Taw ¥
vy - U{O IH W T | g
=0
k—1
donde Taw = Y _(AyW1)TF 71 (A Wiy + A Wa) (A Wo) 17,

=0
Ademas, de (4.37), se tiene que

0 M 0 M
Y? = U U~
l 0 Im—t ‘| l 0 Im—t ]

0 M
= U U~
lo Imt‘|
=Y

Por otro lado, si se aplica el Lema 4.4.2 a la representaciéon de Y dada en
(4.37), se tiene que rg(Y) =rg(l,,,—y) = m —t.
Ademas, del apartado f) del Teorema 1.3.5, la Definiciéon 1.3.5 y del apartado
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

a) del Teorema 4.2.8, se obtiene que

(WA WAPWY = (WA (WAPW (I, — ASYWAW)
WA (WAHW — WAV AW)
WA (WA (I, — (WA)OW AW
WARWAWA - WAWAOW AW
WA WAL, — WAWA YW AW
WA WAL, — (WA)OPW AW AW
WA))
WA))
WA) )

(
(In — WAW A)DY(W AW
(

La unicidad de la matriz Y se prueba de manera similar a la unicidad de X.
Se finaliza la prueba de este teorema considerando la ecuacién de rangos (4.32).
Al reemplazar las expresiones de X e Y dadas en (4.41) en dicha ecuacion se
sigue que

WAW I, — (I, — WAW A®W)

— rg(WAW).
Ly — (I, — AW W AW) A r(WAW)

rg

Aplicando el Lema 4.4.1 en el lado izquierdo de la igualdad anterior y simpli-
ficando ambos lados de la ecuacién, se obtiene que

rg(Z — AQVIW AW AW = 0.

Asi, del Teorema 4.2.5, se sigue que rg(Z — AQVWAWAQW) = rg(Z —
A®WY) =0, 0 equivalentemente Z = AQW. O

Corolario 4.4.1. Sea A € C"*" expresada en una descomposicion core-EP
de la forma (1.4), con t = rg(T). FEntonces, ezxiste una tnica matriz X que
satisface

XAF =0, X’=X, (A")'AX =0, rg(X)=n-t, (4.38)
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4.4 Caracterizacion mediante una ecuacion de rango

una unica matriz Y que satisface
vAF =0, Y?=Y, (A)*AY =0, rg(Y)=n-—t, (4.39)
y una unica matriz Z que satisface

A I,— X
" =rg(A). 4.40
fglzn_y Z ] rg(4) (1.40)
Mds atin, se tiene que

X=1,-AA® Y =1,-A®A Z=49, (4.41)

Como consecuencia inmediata del Teorema 4.4.1, se obtiene una nueva caracte-

rizacién mediante una ecuacién de rangos para la inversa de grupo ponderada
A#W de la matriz A.

Corolario 4.4.2. Sean A € C"™*" y W € C™"*"™ expresadas en una descomposi-
cion core-EP ponderada de la forma (2.1), con k = max{Ind(AW),Ind(WA)} =

1. Entonces, existe una unica matriz X tal que
XWA=0, X*=X, (WA'WAX =0, 1g(X)=n—t,
una unica matriz Y tal que
YAW =0, Y =Y, (WA(WA?WY =0, rg(Y)=m—t,
y una unica matriz Z tal que

rg l WAW I =X | _ rg(WAW).

I,-Y VA

La matriz Z es la inversa de grupo ponderada de A, es decir Z = A®W,
Ademds, se tiene que

X=1,-WAWA#*W Yy =1, — AXVWAW.

Demostracion. La prueba se sigue directamente tomando k = 1 en el Teorema
4.4.1. O
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Capitulo 4. La inversa WG ponderada

Observacion 4.4.1. Dado que la inversa de grupo ponderada es un caso parti-
cular de la inversa de Drazin ponderada para el caso max{Ind(AW),Ind(WA)} =
1, si se aplica la propiedad dada en (2.14) a las ecuaciones dadas en (4.4.2),

se obtiene que
X=1I1,-WAWA#* Y =1, — (AW)*AW.

Corolario 4.4.3. Sea A € C"*" tal que Ind(A) < 1 y t = rg(A). Entonces,
eriste una unica matriz'Y tal que

YA=0, AY =0, Y?’=Y, 1g(Y)=n—t,

y una unica matriz X tal que

A IL,-Y
rg
I, =Y X

] =rg(A).

La matriz X es la inversa de grupo A% de A. Ademds, se tiene que Y =
I, — AA#,

Demostracion. La prueba sigue inmediatamente tomando W = I, en el Cora-
lario 4.4.2. O
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Capitulo 5

La inversa core-EP y WG
ponderadas mediante

descomposiciones

En este capitulo se obtienen dos representaciones de las inversas core-EP y la
inversa WG ponderadas, a partir de dos descomposiciones clasicas, como lo son
la descomposicién de rango completo y la descomposicién en valores singulares.
A partir de dichas descomposiciones, se presentan dos algoritmos para calcular
estas inversas y se muestra su implementacién mediante ejemplos numéricos
concretos.
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Capitulo 5. La inversa core-EP y WG ponderadas mediante descomposiciones

5.1 La descomposicién de rango completo y el calculo de
ADW y A®W

Las representaciones obtenidas para la inversa core-EP ponderada (Seccion 3.3)
y la inversa WG ponderada (Seccion 4.3), involucran potencias de las matrices
WA (o AW). En particular, cuando WA (o AW) esta mal condicionada, el
calculo de dichas potencias puede tener ciertas imprecisiones numéricas. Para
resolver este tipo de problema, en [6], Cline establecié un método secuencial
que involucra la descomposicién de rango completo de ciertas matrices de or-
den sucesivamente menor, hasta que se obtiene una matriz no singular. A
continuacién se presenta, una expresion para la inversa de Drazin de la matriz
(no nula) WA mediante el uso del método de Cline.

Se considera la siguiente factorizacion

WA = P1Q17
QLPL = PH-IQH-D i:1727"'7k_17

donde k£ = max{Ind(AW),Ind(WA)} y P,11Qis1 es una descomposicion de
rango completo del producto Q; P; y P1Q; es una factorizacion. Asi, si (W A)* #
0 entonces @y P, serd no singular, y mas ain

(WA)' = P(QuPy)™*Q, (5.1)

donde P=P\Py--- P,y Q = Q- Q20Q1.

El siguiente resultado proporciona una descomposicién de tipo de rango com-
pleto para calcular la inversa core-EP ponderada.

Teorema 5.1.1. Sean A € C™*" W € C"™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Sea 0 £ WA = P,Q; una factorizacion, donde P 1Q;11 es la descomposicion
de rango completo de Q;P;, i = 1,2,....k — 1, y tal que Qx P, no singular.

Entonces, se satisface
AOW = A[P(QP,) " 'Q)*P(P*P) P, (5.2)

donde P=P Py P, yQ =Qr- - Q2Q.
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5.1 La descomposicion de rango completo y el cdlculo de AW y A®W

Demostracion. Del Teorema 3.3.2 y (2.12) se tiene que
ADW = AW Py aye = AW AP (WA (WA (5.3)
Luego, al remplazar (5.1) en (5.3), se obtiene que
ADW = AIP(QuP) "' QIP(W A (WA, (5.4)

Por hipétesis, es claro que (WA)* = PQ, donde P = PP, P,y Q =
Qr - Q20Q:. Miés ain, dicha factorizacién es una descomposicion de rango
completo de (WA)*. En efecto, como rg(WA) = rg(P) = rg(Q1), Pi admite
una inversa a izquierda Pl(é) v ()1 admite una inversa a derecha Q({). SiP e
C"*%, la desigualdad de rangos

rg(PQ2) > 1g(P2) +18(Q2) — s = 1g(f%) = 18(Q2),
implica que
rg(Py) = 1g(Q2) = 1g(P,Q2) = rg(P{” (WA)?Q\") < rg(WA)?) < rg(PoQ2),

donde la ultima desigualdad es debido al hecho que (WA)? = P, P,Q,Q;.
Siguiendo un razonamiento similar, se arriba a rg((WA)*) = rg(P) = rg(Q).
Por otro lado, es bien conocido que si una matriz B admite una descomposicién

de rango completo M N, entonces su inversa de Moore-Penrose viene dada por
Bt = N*(NN*)"}(M*M)~'M~ |3|. En consecuencia,

Pavay = (PQ)IQ(QQ")\(PP*)'P* = P(PP) P, (5.5)
Finalmente, (5.6) se obtiene de (5.4) y (5.5). O

Teorema 5.1.2. Sean A € C™*" W € C™"™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Sea 0 # WA = PiQ una factorizacidn, donde P;1Q;1 es la descomposicion
de rango completo de Q;P;, i = 1,2,...,k — 1, y tal que QyP, no singular.
Entonces, se satisface

AOW = A[[P(QiP) QP P(P*P) ' P RQI]", (5-6)

donde P=P,Py,--- P, y Q = Q- Q2Q1.
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Capitulo 5. La inversa core-EP y WG ponderadas mediante descomposiciones

Demostracion. Del Corolario 4.1.1 y el Teorema 5.1.1, se sigue que

AW = [ADVy24
A[P(QyP) " QPP RWA[P(QP) "' QP P(P*P) ' P*W A
= A[P(QuP) ™" 'QIPRPQ:[P(QrPy) " QIPP(P*P)T P PIQ,
= [[P(Qkpk)_k_lQ]QRP1Q1]27
donde R = P(P*P)~'P*.
Es decir, A9V = A[[P(QxP:) *'QI2P(P*P)"'P*P(s]’. O
Corolario 5.1.1. Sean A € C™*", W € C"™™ y k = max{Ind(AW),Ind(WA)}.
Si PQ es una descomposicion de rango completo de (AW)* A, entonces se sa-

tisface

ADW — pQ(WPQW A)t.

Demostracion. Como (AW)*A = PQ, del Coralario 3.3.1, se tiene que

ADW = (AW)FA(W A)*2)T
(AW)EA(W (AW )WV A)T

= PQWPQWA).
O

Corolario 5.1.2. Sean A € C™*", W € C"*™ y k = max{Ind(AW), Ind(W A)}.
Si PQ es una descomposicion rango completo de (AW)* A, entonces se satis-

face

AW — [PQ(WPQW A)IW]2A.

Demostracion. El resultado sigue inmediatamente de la aplicaciéon de los Co-
rolarios 4.1.1 y 5.1.1. O

A continuacién, se construye un algoritmo para obtener la inversa WG ponde-
rada usando el Teorema 5.1.2.
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5.1 La descomposicion de rango completo y el cdlculo de AW y A®W

Algoritmo

Entrada: A e C™*" y W € C"*™.

Salida: A®W.

Paso 1 Calcule £ = max{Ind(W A), Ind(AW)}.

Paso 2 Calcular la descomposicién de rango completo P;Q; del producto W A.

Paso 3 Para i = 1 hasta k — 1, calcular el producto @;F; v luego obtener la
descomposicién rango completo P 1Q; 1 de Q;P;.

Paso 4 Calcular P=P,P,--- P,y Q = Q-+ - Q2Q1.

Paso 5 Calcular AW = A [[P(Q,P,) " Q]*P(P*P)"'P*P,Q,]".

Fin

En el siguiente ejemplo se aplica el algoritmo anterior para calcular A®-W .

Ejemplo 5.1.1. Se consideran las matrices

1 1 - -
18088 100 000
100 100
00 00 0
A= y W=|l000 010
00 =100 000 -1 00
00 000
1 1
11 00 0| | Y 000 1

Se comienza calculando el indice de WA y AW para obtener k. Asi, se tiene
que k = max{Ind(WA),Ind(AW)} = 3.
Luego, se calcula la descomposicion de rango completo de la matriz

WA=

o O O =
_ o O O O
O = O O =
o O O O O
o O O O O
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Capitulo 5. La inversa core-EP y WG ponderadas mediante descomposiciones

es decir, WA = P,Q,, donde

1 01

1 00 10 000
P=100 0 y Q=101 0 0 0

0 01 001 0O

010

Puesto que k = 3, para aplicar el Paso 3 es necesario calcular la descomposicion
de rango completo de Q1 P, y Q2 P», respectivamente. En efecto, para i =1, se
obtiene que

1 01
=1 0 0] =PFR0Q,,
10 00
donde ~
b 100
0 0 |
Para i = 2, se tiene que
11
P, = =P
Q2P lo O] 303,

donde,

PB:lH y ng[l 1}.

Ahora, el Paso 4, consiste en calcular las matrices P y Q) de la siguiente manera

P=PP,P; = y Q=Q@Qi=]1 010 0]

_ o O = =
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5.2 La descomposicion en valores singulares y el cdlculo de AW y A®W

Finalmente, en el Paso 5, se calcula A[[P(QsPs) > 'Q)2P(P*P)~*P*PQ.]’,
y se concluye que

A@’W —

O O O O O O
O O O O O O

O O O O wrhwlv
S O O O wirwie
S O O O wirwlie

5.2 La descomposicién en valores singulares y el calculo de
ADW 5y A®W

En esta seccion se presenta una representacion candnica de la inversa WG
ponderada mediante una descomposicién en valores singulares simultanea de
las matrices Ay W.

Sean A € C™*" W € C"*™, rg(A) =r y rg(W) = s. Por el Teorema 1.1.4, se
sabe que las matrices A y W pueden ser expresadas como

> 0 ~ | Xy 0| ~
A=U| " vy, w=v|~? U*, (5.7)
0 0 0 0
donde U, V,U y V son matrices unitarias, ¥, = diag(o1, 09, ,0,) ¥
Yo =diag(m1, 7o, ,Ts),donde oy > 00> - >0, >0y T > > > Ty >

0, son los valores singulares de A y W, respectivamente.

Recientemente en [22], los autores dieron una representacion canénica de la
inversa core-EP ponderada, usando la descomposicion (5.7).

Teorema 5.2.1. Sean A € C™*" y W € C™*™ expresadas en la forma (5.7).
Entonces, la inversa core-EP ponderada de A viene dada por

S H [(ZoR X H)P)2 0
0 0

ADW = U v,
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Capitulo 5. La inversa core-EP y WG ponderadas mediante descomposiciones

- R, R - H, H
donde, U*U:lR; Rz] yV*V:lH; Hz],coane(CS”yHle

CT’XS

Puesto que la inversa WG ponderada puede escribirse en funcion de la inver-
sa core-EP ponderada (véase Corolario 4.1.1), usando el teorema anterior se
obtiene una representacion aniloga para la inversa WG ponderada.

Teorema 5.2.2. Sean A € C™*" y W € C"™™"™ expresadas en la forma (5.7).
Entonces, la inversa WG ponderada viene dada por

A®W = U

S H [(SoR S HD)OPS, RS, 0 ] -
0 0 ’

donde, U, V, Ry y Hy son como en el Teorema 5.2.1.

Demostracion. Por Corolario 4.1.1 se sabe que A®W = AOWWW ADW A,
Asi, del Teorema 5.2.1, se sigue que

ADW  — ADW AW A

g Moo 0] g [ MR 0] B 0]
0 0|l o0 o0 0 0 0 0
B U'M22 0| R R |[MZ 0] [ R R ][5 0],
N 0 0 R3 R4 0 0 R3 R4 0 0
- U MZ?le\gzleEl ﬂv (5.8)

donde M = ¥, H,[(X9R, %, H, ) D2

Por otro lado, usando la caracterizacién de la inversa core-EP dada en el apar-
tado d) del Teorema 1.3.5, se sabe que B(B®)? = BD | donde B es una matriz
cuadrada compleja arbitraria. En consecuencia, de (5.8) se obtiene que

AW S H (NO2EN(ND)2E,R S, 0 -
0 0
_ | BEWNOPSR, 0]‘/*
0 o

94



5.2 La descomposicion en valores singulares y el cdlculo de AW y A®W

donde N = EgRllel. O]

A partir del resultado anterior se puede construir un algoritmo, del mismo
modo que en la descomposicién de rango completo, para encontrar la inversa
WG ponderada de una cierta matriz utilizando la descomposicién en valores
singulares.

Algoritmo
Entrada: A e C™", W € C**™ y k = max{Ind(WA), Ind(AW)}
Salida: A®W.

Paso 1 Calcular la descomposiciéon en valores singulares de las matrices A y
W obteniendo U,V V, U, ¥; y X5 como en (5.7)).

Paso 2 Calcular r :=rg(A4) y s :=rg(W).

Paso 3 Calcular U*U y VvV y particionarlos en bloques como en el Teorema
5.2.2.

Paso 4 Denotar ¥} y X} a las submatrices de X, y ¥y de tamanos r X r y

§ X 8, respectivamente.
Paso 5 Computar ¥, R, ¥} H; y calcular la inversa core-EP.

Paso 6 Computar el producto ¥\ H,[(X, R, X, H,)P]PY, R Y v denotar B a
la matriz diagonal por bloque B := diag(X\ H,[(X, R, X, H,)P]PE, R Y, 0).

Paso 7 Computar A®W = UBV*.
Fin

A continuacién se muestra céomo el algoritmo anterior puede ser computado
mediante un ejemplo. Para esto, se retoma el Ejemplo 5.1.1.

95



Capitulo 5. La inversa core-EP y WG ponderadas mediante descomposiciones

Ejemplo 5.2.1. Para las matrices del Ejemplo 5.1.1. Se comienza calculando
la descomposicion en valores singulares de A y se obtiene que

[ —0.6565 —0.4285 0.2280 0 0.5523  0.1683
—0.4285 0.2280 0.6565 0 —0.5523 —0.1683
. 0 0 0 0 0.2915 —0.9566
0.2280  0.6565 0.4285 0 0.5523  0.1683 |’
0 0 0 1 0 0
| 0.5774  —0.5774 0.5774 0 0 0 |
[1.9696 0 0 0 0]
0 12856 0 0 0
5, — 0 0 06840 0 0
0 0 0 00
0 0 0 00
0 0 0 0 0|
[ —0.8440 0.2931 0.4491 0 O |
0.2031 —0.4491 0.8440 0 0
y V=1 -04491 —0.8440 —0.2931 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 10
De la misma forma, para la matriz W, se obtiene que
[ 0.4082 0 0 0.7071 —0.5774 | (17321 0 0 0
08165 0 0 0 0.5774 0 14142 0 0
V= 0 01 0 0 . D, = 0 0 10
—0.4082 0 0 0.7071 0.5774 0 0 01
0 10 0 0 0 0 00
[ 0.7071 0 0 07071 0 0
0 07071 0 0 0 —0.7071
- 0 0 0 0 1 0
07071 0 0 —0.7071 0 0
0 0 1 0 0 0
.0 07071 0 0 0 07071 |
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5.2 La descomposicion en valores singulares y el cdlculo de AW y A®W

Luego, se aplica el Paso 2 y se obtiene que rg(A) =r =3 yrg(W) =s=4.

Ahora, para el Paso 3, se calculan los productos U*U y V*V. Luego se parti-
ctonan en bloques como en el Teorema 5.2.2.

[ —0.3030 0.1612 04642 0 0.7810  0.2380
0.1052 —0.2470 0.8725 0 —0.3905 —0.1190
Frogr — 0 0 0 1 0 0
~0.6255 —0.7673 —0.1418 0 0 0
0 0 0 0 02915 —0.9566
0

0.7113 —0.5695 —0.0560 0.3905  0.1190

y de esta forma, se obtiene el bloque R,

—0.3030 0.1612  0.4642
0.1052 —0.2470 0.8725

R, —
' 0 0 0
—0.6255 —0.7673 —0.1418
Por otro lado,

[ —0.1052 0 —0.4491 —0.5968 0.6565 |

—0.2470 0 —0.8440 0.2073 —0.4285

V*V =1 08725 0 -0.2931 0.3176  0.2280

0 1 0 0 0

| —0.4082 0 0 0.7071  0.5774 |

y de esta forma, se obtiene el blogue H,

—0.1052 0 -0.4491 —-0.5968
H, = | —-0.2470 0 —-0.8440 0.2073
0.8725 0 —-0.2931 0.3176

Para el Paso J se denotan Xy € C3*3 y 3, € C™* q las submalrices de X1 y
Yo, respectivamente. De esta forma

Logos 0 . 17321 0 0 0

, , 0 14142 0 0

S = 0 1.2856 0 y ¥, = X 01 o
0 0  0.6840

0 0 01
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Luego en el Paso 5 se realiza el producto ¥,R3H, y se calcula la inversa
core-EP, obteniendo

05 0 o0 0866017
e ® 0.8165 0 0 0
SRSV H =

| 02887 0 14142 0.5 |

0.5 0.4082 0 0.2887 ]
0.4082 0.3333 0 0.2357
0 0 0 0
| 0.2887 0.2357 0 0.1667 |

Para el Paso 6, se realiza el producto ¥\ H,[(X, R, X H,)PPPYL R Y, de esta
forma se obtiene que

0.6670  0.2557 —0.5241
SH [(SLR S H)OPSLRS, = | 01232 0.0472  —0.0969
—0.5437 —0.2084 0.4273

Luego, se denota la matriz B = diag(3, H,[(S,R, X H,)PPY,R%,0) ¢ se
obtiene

0.6670  0.2557 —0.5241 0 0 ]
0.1232  0.0472 —0.0969 0 0

p_ | ~05437 —0.2084 04273 0 0
0 0 0 00

0 0 0 00

0 0 0 00

Finalmente, para el Paso 7 se calcula A®W = UBV* y se obtiene

A@"W _

S O O wlvwlv
S O O O O O
o O O O O O

O O O O wrwlie
O O O O wwle

o

que claramente coincide con el resultado del Ejemplo 5.1.1.
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5.2 La descomposicion en valores singulares y el cdlculo de AW y A®W

A continuacion, para finalizar esta seccién se muestra como es posible ejecutar
este algoritmo en Matlab. Para esto se ha disenado el siguiente programa:

%Se introducen las matrices A,W y el indice k

A=input (’Ingrese la matriz A=)

W=input (’Ingrese la matriz W=’)

k=input (’Ingrese el indice k=’)

[m,n]=size(A);

%Paso 1: Se calculan las descomposiciones SVD de A y W
[U,D1,V]=svd(A);

[S,D2,Tl=svd(W);

% Paso 2: Se calculan los rangos de A y W

r=rank (A) ;

s=rank (W) ;

%Paso 3: Se calculan los productos entre las matrices unitarias
pl=T’*U;

p2=V’*S;

%Se construyen las submatrices de pl y p2 (como en el Teorema)
ri=pi(l:s,1:r);

hi=p2(1:r,1:s);

%Paso 4: Se construyen las submatrices diagonales
S1=D1(1:r,1:r);

S2=D2(1:s,1:s);

% Paso 5: Se computa el producto

C=52*r1*S1*hl;

% luego, se calcula la inversa core-EP del producto denotado C
CEP=C~k*pinv (C~(k+1));

% Paso 6: Se computa el producto

B=S1*h1*(CEP) ~3%S2*r1*51;

% luego, se construye la matriz diagonal por bloque
[1,q]l=size(B);

for i=1:m

for j=1:mn

if i<=1 && j<=q

B(i,j)=B(i,j);

else

B(i, j)=0;

end

end
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‘ end
‘ % Paso 7: Se computa la inversa WG ponderada.
‘ WG=U*B*V>
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Conclusiones y lineas futuras

Se puede decir de manera muy simplificada que el Andlisis Matricial es el
estudio de las matrices y sus propiedades. Constituye un area muy impor-
tante de las matemaéticas y es una herramienta fundamental en la resolucién
de problemas de naturaleza tedrica como de indole aplicada. La Teorfa de
Inversas Generalizadas se encuadra dentro del Andlisis Matricial y se ocupa
fundamentalmente de problemas que involucran matrices singulares y/o rec-
tangulares, en los cuales el uso de diferentes tipos de inversas generalizadas
permite abordarlos de manera satisfactoria. Fn la presente tesis se estudiaron
fundamentalmente dos tipos de inversas generalizadas ponderadas definidas
para matrices rectangulares. Mas precisamente, en primer lugar se estudid
en profundidad la inversa core-EP ponderada aparecida recientemente en la
literatura. Dicho estudio permitié definir una nueva inversa generalizada de
una matriz rectangular A respecto de una matriz de ponderacion W, llamada
inversa WG ponderada.

A continuacion, se indican los principales resultados obtenidos en esta tesis.

En el Capitulo 2 se presentaron dos inversas generalizadas ponderadas para
matrices rectangulares, a saber, las inversas de Drazin y core-EP ponderadas.
Para ello, en primer lugar, se realizé en detalle la demostracién de la descom-

posicién core-EP ponderada que permite una triangularizacién simultanea del
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tipo Schur para el caso de dos matrices rectangulares (véase el Teorema 2.1.1).
El resultado principal de este capftulo es el Teorema 2.2.2 en el que se obtuvo
una representacion canédnica para la inversa de Drazin ponderada usando la
descomposicién core-EP ponderada.

En el Capitulo 3 se obtuvieron nuevas caracterizaciones, representaciones y
propiedades de la inversa core-EP ponderada. Ma4és precisamente, las prin-
cipales caracterizaciones de la inversa core-EP ponderada se probaron en el
Teorema 3.1.1. Algunas de dichas caracterizaciones eran desconocidas ain en
el caso de matrices cuadradas. Por otro lado, las principales propiedades de la
inversa core-EP ponderada se establecieron en la Seccién 3.2. En particular,
una cuestién analizada fue acerca de su coincidencia con la inversa de Drazin
ponderada. Esta cuestién fue resuelta en el Teorema 3.2.7 en el que se dan
condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales ambas inversas coinciden.
En cuanto a las representaciones de la inversa core-EP ponderada, en la Sec-
cién 3.3 se obtuvieron interesantes expresiones que involucran solamente el uso
de la inversa de Moore-Penrose de ciertas matrices, lo cual facilita la manera
de obtener dicha inversa desde un punto de vista numérico ademas del interés
teérico. Estos resultados fueron establecidos en los Corolarios 3.3.1, 3.3.2 y
3.3.3.

En el Capitulo 4 se extendio el concepto de inversa WG de una matriz cuadrada
al caso rectangular. Entre los principales resultados obtenidos se menciona el
Teorema 4.1.1, en el cual se establece existencia, unicidad y caracterizacién de
la inversa WG ponderada como solucién de ciertos sistemas de ecuaciones ma-
triciales. Ademads, en el Corolario 4.1.1 se obtuvo una representacion canénica
de dicha inversa utilizando la descomposicién core-EP ponderada. También en
el Teorema 4.2.3 se establecié una expresién de la inversa WG ponderada en
términos de la inversa de Moore Penrose, que a su vez permite calcularla uti-
lizando los distintos paquetes informéaticos disponibles. Este capitulo finaliza
con la Seccién 4.4 en la que se presenta una caracterizacion de la inversa WG
ponderada mediante una ecuacién de rangos (véase el Teorema 4.4.1).

Finalmente, en el Capitulo 5, se estudiaron dos representaciones de las inversas
core-EP y WG ponderadas, utilizando la descomposiciéon de rango completo y
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la descomposicion en valores singulares. A partir de dichas descomposiciones,
se construyeron dos algoritmos que se aplicaron en dos ejemplos numéricos
concretos y permitieron mostrar la efectividad de los mismos. Uno de los
algoritmos, para la descomposicién en valores singulares, fue implementados

en MATLAB.

Los resultados mas relevantes de esta tesis fueron publicados recientemente en
(19, 20].

Ademis de lo expuesto anteriormente, se puede decir, que durante el desarrollo
de la tesis surgieron nuevos problemas relacionados al tema en estudio. Algu-
nos de ellos se resolvieron y otros seran considerados como lineas futuras de

investigacion.

A continuacion se presenta un breve descripcion de algunos posibles problemas
de investigacién para continuar este trabajo.

En 2010, los autores indios Mitra, Bhimasankaram y Malik publican el libro
Matriz partial orders, shorted operators and applications (véase [40|) donde
realizan una compilacién detallada de la mayoria de los 6rdenes y pre-érdenes
matriciales conocidos hasta ese momento como as{ también presentaron re-
sultados inéditos acerca del tema. En la ultima década se ha incrementado
notablemente el estudio de érdenes parciales sobre diferentes conjuntos de ma-
trices. En esta direccién se pretende:

e Revisar la bibliografia relativa a inversas generalizadas recientemente de-
finidas en la literatura y su conexion con las estructuras ordenadas, espe-
cialmente pre-6rdenes y 6rdenes parciales inducidos por dichas inversas
sobre el conjunto de matrices complejas.

e Analizar la relacién binaria inducida por la inversa WG ponderada sobre
el conjunto de matrices rectangulares.

e Fstudiar la conexién entre la inversa WG ponderada y otras inversas
generalizadas ponderadas definidas recientemente en la literatura, por
ejemplo las inversas BT y DMP ponderadas.
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e Construir e implementar algoritmos sobre el conjunto de matrices comple-
jas que permiten calcular las distintas inversas generalizadas completando
los aspectos numéricos que resulten de ellos.

En los tltimos anos se incrementé de manera significativa el nimero de publi-
caciones que extienden el estudio de inversas generalizadas matriciales y el de
6rdenes y pre-6rdenes sobre conjuntos de matrices a contextos més generales
como el algebra de operadores lineales sobre espacios de dimensi6n infinita y/o
al Ambito de anillos abstractos. En este sentido se pretende:

e Abordar las posibles extensiones de los resultados matriciales al caso de

operadores lineales acotados sobre un espacio de dimension infinita (Hil-
bert /Banach).

e Extender las nociones investigadas en esta tesis al caso de anillos con
involucion (o subclases de ellos).
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A#W

ADW

Tabla de simbolos

Conjunto de los nimeros naturales (sin incluir el cero).
Espacio vectorial de n-uplas complejas (de dimension n).
Anillo de matrices complejas de tamano m X n.
Matriz identidad de tamafio n X n.

Traspuesta conjugada de la matriz A.

Inversa (ordinaria) de la matriz cuadrada A.

Inversa de Moore-Penrose de A.

Inversa de Drazin de A.

Inversa de Drazin ponderada de A.

Inversa core de A.

Inversa de grupo de A.

Inversa de grupo ponderada de A.

Inversa core-EP de A.

Inversa core-EP ponderada de A.

Inversa BT de A.

Inversa DMP de A.

Inversa de grupo débil de A.

Inversa de grupo débil ponderada de A.

Espacio columna de la matriz A.

Nucleo de la matriz A.
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rg(A) Rango de la matriz A.

dim(S) Dimension de un subespacio S.

Ind(A) Indice de la matriz A.

() Producto escalar canénico en C".

M+ Subespacio ortogonal del subespacio M.
M1N M y N son subespacios ortogonales.
Cr=M®e&N C"™ es suma directa de los subespacios M y N.
Py Proyector ortogonal sobre el subespacio L.
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