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Resumen

En este trabajo se estudiará la definición y algunas propiedades de los
campos vectoriales de Killing en una variedad semi-riemanniana. Aśı como
su relación con el grupo de isometŕıa, ciertas magnitudes conservadas a lo
largo de las geodésicas de la variedad semi-riemanniana y con los tensores
de curvatura. Se explicitará también como realizar un cambio conforme en
el tensor métrico para obtener campos de Killing geodésicos y se particu-
larizarán todos los resultados anteriores en algunos espacio-tiempo clásicos
ampliamente estudiados en el campo de la Relatividad General. Se finalizará
introduciendo las variedades producto warped y una idea para el cálculo de
los campos vectoriales de Killing en dichas variedades.

Abstract

En este trabajo se estudiará la definición y algunas propiedades de los
campos vectoriales de Killing en una variedad semi-riemanniana. Aśı como
su relación con el grupo de isometŕıa, ciertas magnitudes conservadas a lo
largo de las geodésicas de la variedad semi-riemanniana y con los tensores
de curvatura. Se explicitará también como realizar un cambio conforme en
el tensor métrico para obtener campos de Killing geodésicos y se particu-
larizarán todos los resultados anteriores en algunos espacio-tiempo clásicos
ampliamente estudiados en el campo de la Relatividad General. Se finalizará
introduciendo las variedades producto warped y una idea para el cálculo de
los campos vectoriales de Killing en dichas variedades.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las simetŕıas en la geometŕıa diferencial y en relatividad general se re-

presentan mediante la invariancia del tensor métrico bajo la acción de una

transformación. Estas transformaciones pueden ser rotaciones, translaciones,

combinaciones de estas... Utilizando un śımil de Richard Feynmann en las

Feynmann Lectures entre el ajedrez y las simetŕıas podemos ver que un alfil,

que únicamente se mueve en diagonal, si rotamos el tablero su movimiento

seguirá siendo el mismo o si dejamos de jugar por mucho tiempo, sus re-

glas serán las mismas. Por lo tanto, podemos observar que un alfil presenta

simetŕıa bajo rotaciones y translaciones temporales.

80Z0Z0Z0Z
7Z0Z0Z0Z0
60Z0Z0Z0Z
5Z0Z0A0Z0
40Z0Z0Z0Z
3Z0Z0Z0Z0
20Z0Z0Z0Z
1Z0A0ZBZ0

a b c d e f g h

10ZBZ0A0Z
2Z0Z0Z0Z0
30Z0Z0Z0Z
4Z0Z0Z0Z0
50Z0A0Z0Z
6Z0Z0Z0Z0
70Z0Z0Z0Z
8Z0Z0Z0Z0

h g f e d c b a

Una transformación que preserva el tensor métrico se dice que induce

una simetŕıa. A esta clase de transformaciones se las conoce como el grupo
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cont́ınuo de isometŕıas. Estas representan los movimientos generados por el

flujo asociado a un campo vectorial. Esta clase de campos vectoriales son

conocidos como campo vectorial de Killing, en honor al matemático Wilhem

Killing.[9]

Este grupo de campos vectoriales permite clasificar las variedades en di-

ferentes familias, como pueden ser las variedades homogéneas o isótropas.

Debido a que el universo debe de ser homogéneo e isótropo, los campos vec-

toriales de Killing nos ayudan a buscar soluciones para las ecuaciones de

Einstein del vaćıo. pero también inducen una clasificación sobre los espacios

tiempo, como pueden ser los espacios tiempos estacionarios o con simetŕıa

esférica.

En el primer caṕıtulo se realizará una introducción a los campos vecto-

riales de Killing. Se comenzará con una introducción a ciertos conceptos que

se usarán a lo largo del trabajo, como pueden ser la conexión de Levi-Civita,

las álgebras de Lie o los corchetes de Lie. Posteriormente, se mostrarán las

derivadas de Lie, comenzando con la derivada de Lie de funciones, campos

vectoriales, y se finalizará con la derivada de Lie de campos tensoriales para

mostrar la derivada de Lie del tensor métrico. Estos conceptos se utilizarán

para definir los campos vectoriales de Killing mediante la ecuación de Ki-

lling. También se mostrarán algunas propiedades de estos campos vectoriales

y la relación con el grupo de isometŕıas de una variedad. Se calcularán los

campos vectoriales de Killing de la esfera y del espacio-tiempo de Minkowski

además se mostrará la ecuación de Killing para el espacio-tiempo de Sch-

warzschild. Para finalizar el caṕıtulo se introducirán los campos vectoriales

conformes, que son una generalización de los campos vectoriales de Killing,

y se calcularán los campos vectoriales conformes de la esfera.

En el segundo caṕıtulo se mostrarán las relaciones de los campos vecto-

riales de Killing con las geodésicas y el tensor de curvatura y la relación de

los campos vectoriales de Killing con el tensor electromagnético en el espa-

cio de Minkowski. Se comenzará el caṕıtulo explicando que el movimiento
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de una curva geodésica a lo largo de un campo vectorial de Killing conlleva

una magnitud conservada. Posteriormente se introducirán los conceptos de

tensor de curvatura y se expondrá la relación de los campos vectoriales de

Killing. Esta relación ayuda a simplificar el cálculo de los campos vectoriales

de Killing en variedades Ricci planas. Se finalizará el caṕıtulo con un teore-

ma que permite saber si dos cuadripotenciales elctromagnéticos generan el

mismo tensor eletromagnético.

En el tercer caṕıtulo se presentarán las variedades diferenciables producto

warped. La importancia de estas variedades yace en que la mayoŕıa de las

soluciones de las ecuaciones del vaćıo de Einstein pueden ser escritas como

producto warped o secuencialmente warped. El caṕıtulo se finalizará con una

idea que nos facilitará buscar todos los campos vectoriales de Killing en una

variedad producto warped basándose en los Killing y los conformales de las

variedades iniciales. Se aplicará dicha idea para el cálculo de los campos

vectoriales de Killing de toda variedad riemanniana de curvatura seccional

constante y también se mostrarán los campos vectoriales de Killing espacio-

tiempo de Schwarzschild aplicando esta idea.
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Caṕıtulo 2

Campos vectoriales de Killing

Los campos vectoriales de Killing son un grupo de campos vectoriales sa-

tisfacen que la derivada de Lie del tensor métrico es nula. Para poder estudiar

estos campos vectoriales se van a introducir conceptos básicos de geometŕıa

diferencial con el objetivo de definir las derivadas de Lie de funciones, campos

vectoriales y tensores. Posteriormente, se particularizará en el tensor métrico

con el que se definirán los campos vectoriales de Killing y se dará la ecuación

de Killing de un campos vectorial. Más adelante expondrán algunas propie-

dades de los campos vectoriales de Killing y su relación con las isometŕıas de

una variedad. Todos estos conceptos se ejemplificarán en la esfera y en los

espacios-tiempos de Minkowski y Schwarzschild.

Para finalizar el caṕıtulo se introduciendo los campos vectoriales confor-

mes. Este grupo de campos vectoriales es una generalización de los campos

vectoriales de Killing. Mientras que los campos vectoriales de Killing repre-

sentan isometŕıas, que son una clase de cambios conformes con factor confor-

me nulo, los campos vectoriales conformes representan los campos vectoriales

que inducen cambios conformes de la métrica. Se finalizará el caṕıtulo calcu-

lando los campos vectoriales conformes de la esfera.
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2.1. Conceptos previos

Para comenzar el caṕıtulo sobre las derivadas de Lie primero se van a

introducir una serie de definiciones y lemas previos.

Definición 2.1.1 (Ver [3]). Sea M una variedad diferenciable y X ∈ X(M)

un campo vectorial sobre M. Se dirá que la curva diferenciable α :]a, b[→ M

es una curva integral de X si cumple que ċ(t) = Xc(t).

Definición 2.1.2 (Ver [3]). Sea M una variedad diferenciable y X ∈ X(M)

un campo vectorial sobre M. Para cada p ∈ M existe un entorno abierto de p,

W ∈ N (p), un intervalo, I =]− ε, ε[⊂ R. A una aplicación F : I ×W → M

se le llamará flujo local de X si satisface las siguientes propiedades:

1. Dado un q ∈ W la curva cq(t) : I → M definida como cq(t) := F (t, q)

es una curva integral de X que cumple que cq(0) = q, es decir, F verifica

que:

F(0,q)=q

∂F
∂t
(t, q) = XF (t,q)

2. F es diferenciable.

El siguiente lema será usado para demostrar la equivalencia entre la de-

rivada de Lie de campos vectoriales y el corchete de Lie.

Lema 2.1.3 (Ver [3]). Sea h :] − δ, δ[×V → R una aplicación diferenciable

que cumple que h(0, q) = 0 para todo q ∈ V . Entonces existe una aplicación

diferenciable g :]− δ, δ[×V → R tal que h(t, q) = t · g(t, q) tal que g(0, q) :=
∂h(t,q)
∂t

∣∣
t=0

.

Demostración. Para demostrar la existencia de la aplicación g será utilizada

la caracterización de esta en 0:

g(0, q) :=
∂h(t, q)

∂t

∣∣∣∣
t=0

.
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Si la ecuación es integrada se obtendrá que:

g(t, q) =

∫ 1

0

∂h(ts, q)

∂ts
ds

Haciendo el cambio de variable s = ts obtenemos que

t · g(t, q) =
∫ t

0

∂h(ts, q)

∂ts
d(ts)

t · g(t, q) =h(t, q)− h(0, q) = h(t, q).

(2.1)

Por lo tanto se ha demostrado que dada una función que cumple que h(0, q) =

0 para todo q ∈ V se puede escribir como h(t, q) = t · g(t, q).

Definición 2.1.4 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana. De-

finimos la aplicación corchete de Lie como:

[·, ·] : X(M)×X(M) → X(M)

X, Y → XY − Y X

Proposición 2.1.5 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana. La

aplicación corchete de Lie es bilineal, antisimétrica, cumple la identidad de

Jacobi y la regla de Leibniz.

Definición 2.1.6 (Ver [3]). A un espacio vectorial real V equipado con la

aplicación corchete de Lie se le llama álgebra de Lie.

Proposición 2.1.7 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana

equipada con la conexión, ∇, de Levi-Civita. Entonces satisface la siguiente

igualdad, conocida como la formula de Koszul:

g(Z,∇YX) =
1

2

(
Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y )

− g([X,Z], Y )− g([Y, Z], X)− g([X, Y ], Z)

) (2.2)

Demostración. La conexión de Levi-Civita es la única conexión conexión libre

de torsión y compatible con la métrica.Por lo tanto se satisfacen las siguientes

igualdades:
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1. Xg(Y, Z) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

2. Y g(Z,X) = g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX)

3. Zg(X, Y ) = g(∇ZX, Y ) + g(X,∇ZY )

Entonces sumamos 1 y 2 y restamos 3:

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) =g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

+ g(∇YZ,X) + g(Z,∇YX)

− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY )

Sumando y restando g(Z,∇YX) y utilizando que g es simétrica:

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) =g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ) + g(∇YZ,X)

− g(∇ZX, Y )− g(X,∇ZY )

+ 2g(∇YX,Z)− g(Z,∇YX)

Aprovechando que ∇ es libre de torsión :

Xg(Y, Z) + Y g(Z,X)− Zg(X, Y ) =g([X, Y ], Z) + g([Y, Z], X)

+ g([X, Y ], Z) + 2g(Z,∇YX)

Despejando g(∇YX,Z) queda demostrada la proposición.

2.2. Derivadas de Lie

La derivada de Lie de una función diferenciable a lo largo de un

campo vectorial, X ∈ X(M), mide el cambio de f : M → R a lo largo del

campo vectorial. Esta variación en un punto p ∈ M puede ser estudiada

mediante un flujo vectorial de X. Para ello, se tomará un entorno abierto de

p, W ∈ N (p), y el flujo φ : I ×W → M de X entonces la variación de f en
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un punto p vendrá dada por la siguiente expresión:

LX(f)(p) := ĺım
t→0

f(φ(t, p))− f(p)

t
. (2.3)

Proposición 2.2.1. Sean (M, g) una variedad semiriemanniana, X ∈ X(M)

y f : M → R. Se cumple que:

LX(f)(p) = X(f)(p)

Demostración. Si se desarrolla la fórmula 2.3 se obtendrá que:

LX(f)(p) = ĺım
t→0

f(φ(t, p))− f(p)

t

= ĺım
t→0

f(φ(t, p))− f(φ(0, p))

t

=df

(
∂φ(t, p)

∂t

)∣∣∣∣
t=0

=X(f)(p).

(2.4)

También se puede realizar la derivada de Lie de campos vectoriales, es

decir, la derivada de Lie de un campo vectorial, Y ∈ X(M), a lo largo de

otro, X ∈ X(M). Esta idea es análoga a la definición de la derivada de Lie

de una función, pero adaptada a campos vectoriales. En otras palabras, la

derivada de Lie un campo vectorial respecto a otro es la variación del campo

vectorial Y cuando se va desplazando a lo largo del campo vectorial X.

Sean X, Y ∈ X(M) dos campos vectoriales sobre M y sea p ∈ M . Toman-

do el flujo local de X en un entorno abierto de p, V ∈ N (p) la derivada de

Lie de Y a lo largo de X será definida de forma análoga al caso de derivada

de Lie de una función diferenciable

LXY (p) := ĺım
t→0

Yφ(t,p) − dφ(t, p)Yp
t

. (2.5)

13



Proposición 2.2.2. Sean X, Y ∈ X(M) dos campos vectoriales sobre M y

p ∈ M .

LXY (p) = [X, Y ](p)

Demostración. Tomando una función f diferenciable en el entorno de p dado

y se define la función:

h(t, p) := f(φ(t, p))− f(p).

Aplicando el lema visto en la sección anterior se obtiene que existe una fun-

ción g(t, p) tal que:

f ◦ φ(t, q) = f(q) + t · g(t, q).

g(0, q) =
∂

(
f(φ(t,p))−f(p)

)

∂t
(0) = Xp(f).

Con el fin de simplificar los cálculos se desarrollará (dφ(t, p)Yp)f :

(dφ(t, p)Yp)f = Yp(f ◦ φ(t, p)) = Ypf + tYpg(t, p).

Desarrollando la definición de derivada de Lie de dos campos vectoriales:

LXY (f) = ĺım
t→0

Yφ(t,p) − dφ(t, p)Yp
t

(f) = ĺım
t→0

Yφ(t,p)f − (Ypf + tYpg(t, p))

t

= ĺım
t→0

Y f(φ(t, p))− Ypf

t
− Ypg(0, p) = Xp(Y f)− Yp(Xf)

=[X, Y ](f).

Por lo tanto se ha obtenido la igualdad.

En general podemos definir la derivada de Lie de un campo tensorial

tensorial coviariante de la siguiente forma.

Definición 2.2.3. Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sean

X, Y1, . . . , Yn ∈ X(M) campos vectoriales en M y
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T : X(M) × . . . × X(M) → R. Se define la derivada de Lie del tensor

T :

LXT = ĺım
t→0

1

t
(Ψ∗

t (T )− T ) (2.6)

donde Ψt es el flujo de X.

Proposición 2.2.4. Sea T un campo tensorial 2-covariante sobre M y sea

p ∈ M . Tomando dos campos vectoriales V y W ∈ X(M) entonces para todo

X ∈ X(M) la derivada de Lie del tensor T en el punto p será:

LXT (Wp, Vp) = XpT (Wp, Vp)− T ([X,W ]p, Vp)− T ([X, V ]p,Wp). (2.7)

Demostración.

LXT (Wp, Vp) = ĺım
t→0

1

t
(Ψ∗

t (T )− T )(Wp, Vp)

= ĺım
t→0

1

t

(
Ψ∗

tT (Wp, Vp)− T (Wp, Vp)

)
.

(2.8)

Sumando y restando la expresión T (Wψt,p
, Vψt,p

) se obtiene:

ĺım
t→0

Ψ∗

tT (Wp, Vp)− T (Wψt,p
, Vψt,p

)

t
+ ĺım

t→0

T (Wψt,p
, Vψt,p

)− T ((Wp, Vp))

t
.

Desarrollando ambos ĺımites por separado, se comenzará por el segundo.

Para este segundo ĺımite tomaremos la curva integral α de X definida como

α(t) = Ψt(p), que cumplirá que α(0) = p.

ĺım
t→0

T (Wψt,p
, Vψt,p

)− T ((Wp, Vp))

t
=

d T (Vα,Wα)

dt

∣∣∣∣
t=0

= α̇(0)T ((Wp, Vp)).

Por cómo está definida α se obtiene que:

ĺım
t→0

T (Wψt,p
, Vψt,p

)− T (Wp, Vp)

t
= XpT (Wp, Vp).
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Utilizando el tensor pull-back en el primer ĺımite:

ĺım
t→0

Ψ∗

tT (Wp, Vp)− T (Wψt,p
, Vψt,p

)

t
= ĺım

t→0

T (dΨtWp, dΨtVp)− T (Wψt,p
, Vψt,p

)

t
.

Sumando y restando el tensor T (dΨt(Wp), VΨt,p
) el ĺımite se puede dividir en

dos:

ĺım
t→0

T (dΨtWp, dΨtVp)− T (Wψt,p
, Vψt,p

)

t
=

ĺım
t→0

T (dΨtWp −Wψt,p
, Vψt,p

)

t
+ ĺım

t→0

T (dΨWψt,p
, dΨtVp − Vψt,p

)

t
.

(2.9)

Aprovechando la bilinealidad del tensor y identidad del flujo se obtiene que:

−T (ĺım
t→0

Wψt,p
− dΨtWp

t
, ĺım
t→0

Vψt,p
)− T (ĺım

t→0
dΨWψt,p

, ĺım
t→0

Vψt,p
− dΨtVp

t
).

Utilizando la definición de la derivada de Lie de campos vectoriales se puede

concluir que:

ĺım
t→0

Ψ∗

tT (Wp, Vp)− T (Wψt,p
, Vψt,p

)

t
= −T ([X,W ]p, Vp)− T ([X, V ]p,Wp).

Por lo tanto sumando los dos ĺımites se obtiene la ecuación 2.7.

Proposición 2.2.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana, la derivada

de Lie del tensor métrico es

LXg(V,W ) = g(∇VX,W ) + g(∇WX, V ). (2.10)

Demostración. Utilizando la conexión de Levi-Civita, que cumple que es

compatible con la métrica y libre de torsión, se obtiene que:

LXg(Wp, Vp) =Xg(Wp, Vp)− g([X,W ]p, Vp)− g([X, V ]p,Wp)

=g(∇XW,V ) + g(∇XW,V )− g(∇XW,V ) + g(∇WX, V )

− g(∇XW,V ) + g(∇WX, V )

=g(∇VX,W ) + g(∇WX, V ).
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Por lo tanto queda probado que LXg(V,W ) = g(∇VX,W )+g(∇WX, V ).

2.3. Campos vectoriales de Killing

Usando la derivada de Lie del tensor métrico se pueden definir los campos

vectoriales de Killing mediante la ecuación (2.10).

Definición 2.3.1 (Ver [3]). Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sea

K ∈ X(M) un campo vectorial. Se dirá que K es un campo vectorial de

Killing si y solo si LKg(Y, Z) = 0 para todo Y, Z ∈ X(M).

La definición de un campo vectorial de Killing en un entorno de un punto,

U ∈ N (p) con p ∈ M , se puede particularizar utilizando una parametrización

de U . Por ser M una variedad diferenciable existe una función inyectiva

x : V ⊂ Rn → U tal que x−1(U) es un abierto de Rn y p ∈ x(V ). Respecto

de esta carta un campo vectorial, X ∈ X(M), puede ser expresado de la

siguiente forma: X = ai
∂
∂xi

con las funciones ai : V → R.

Proposición 2.3.2. Sea (M, g) una variedad n−dimensional y sea (U, x) una

carta de M . Sea K ∈ X(M) un campo vectorial de Killing cuya expresión en

cartas locales es K = Kk ∂
∂xk

. La expresión respecto de la carta es

(
Γlikgjl + gjk

∂

∂xi
+ Γljkgil + gik

∂

∂xj

)
Kk = 0. (2.11)

Demostración. Sea ∂
∂xi

y ∂
∂xj

dos elementos de la base del espacio tangente

en particular cumplirá que LKg( ∂
∂xi

, ∂
∂xj

) = 0, uniendo esta ecuación y la

ecuación (2.10) obtenemos que:

g

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi
Kk ∂

∂xk

)
+ g

(
∂

∂xi
,∇ ∂

∂xj
Kk ∂

∂xk

)
= 0. (2.12)

Si desarrollamos esta fórmula utilizando la conexión de Levi-Civita se obtiene
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que:

g

(
∂

∂xj
,
∂Kk

∂xi
∂

∂xk
+Kk∇ ∂

∂xi

∂

∂xk

)
+ g

(
∂Kk

∂xj
+Kk∇ ∂

∂xj

∂

∂xk
,
∂

∂xi

)
= 0

Utilizando la bilinealidad de la métrica y la definición de los śımbolos de

Christoffel.

0 =KkΓlikg

(
∂

∂xj
,
∂

∂xl

)
+

∂Kk

∂xi
g

(
∂

∂xj
,

∂

∂xk

)

+KkΓljkg

(
∂

∂xi
,
∂

∂xl

)
+

∂Kk

∂xj
g

(
∂

∂xi
,

∂

∂xk

)
.

Simplificando la notación de forma que g

(
∂
∂xi

, ∂
∂xk

)
= gik.

KkΓlikgjl +
∂Kk

∂xi
gjk +KkΓljkgil +

∂Kk

∂xj
gik = 0. (2.13)

Por lo tanto se ha obtenido la expresión de la ecuación de Killing respecto

de la carta (U, x).

Esta fue la ecuación que Wilhem Killing presentó en 1891 en su art́ıculo

Üeber die Grundlagen der Geometrie”. De dicha ecuación obtenemos que los

campos vectoriales de Killing únicamente están determinados por la expre-

sión del tensor métrico. [9]

2.3.1. Propiedades de los campos vectoriales de Killing

En esta subsección se verán algunas definiciones equivalentes para un

campo vectorial de Killing.

Definición 2.3.3. Sea (M, g) una variedad semiriemannian y sea X ∈ X(M)

un campo vectorial. Definimos el operador AX : X(M) → X(M) como

Z 7→ AX(Z) := ∇ZX.
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Proposición 2.3.4. Sea K un campo vectorial de tipo Killing. Las siguientes

afirmaciones son equivalentes para todo Y, Z ∈ X(M):

1. LKg = 0.

2. g(∇YK,Z) + g(∇ZK,Y ) = 0.

3. El operador AK(Z) es métricamente antisimétrico

g(AK(Y ), Z) = −g(AK(Z), Y ).

Demostración.

1 ⇔ 2 Sean Y, Z ∈ X(M) dos campos vectoriales. Por lo tanto se tiene que

LKg(Y, Z) = 0 por la ecuación (2.10) se obtiene la equivalencia entre

LKg(Y, Z) = g(∇YK,Z) + g(∇ZK,Y ) = 0

.

2 ⇔ 3 Partiendo de que el operador AK(Z) := ∇ZK es antisimétrico:

g(AK(Y ), Z) = −g(AK(Z), Y ) ⇒ g(AK(Y ), Z) + g((AK(Z), Y ) = 0.

Si se reescribe la ecuación respecto del operador se obtiene que:

g(∇YK,Z) + g(∇ZK,Y ) = 0.

Por lo tanto se ha probado la equivalencia entre g(∇YK,Z)+g(∇ZK,Y ) = 0

y que el operador AK es antisimétrico.

Proposición 2.3.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sean

K,Y ∈ X(M) tales que K un campo vectorial de Killing por lo tanto se

satisface la siguiente igualdad,

g(∇YK,Y ) = 0. (2.14)
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La afirmación contraria no siempre es verdad, un contraejemplo se puede

utilizando el espacio tiempo de Schwarzschild se puede ver en el apéndice

A. Esta proposición es de utilidad a la hora de buscar campos vectoriales

de Killing pero se debe de validar si el resultado obtenido pertenece a esta

familia de campos vectoriales o no.

2.3.2. Isometŕıas y campos vectoriales de Killing

Definición 2.3.6 (Ver [5]). Sean (M, gM) y (N, gN) dos variedades semi-

riemannianas. Un difeomorfismo f : M → N se dice es una isometŕıa

si:

gp(u, v) = gf(p)(df(u), df(v)) Para todo p ∈ M y u, v ∈ TpM. (2.15)

Se puede ver que las isometŕıas de una variedad forman un grupo.

Proposición 2.3.7 (Ver [5]). Las isometŕıas de una variedad semirieman-

niana forman el grupo de las isometŕıas de (M, g) que será denotado como

(I(M), ◦).

Demostración. Veamos primero que la composición es una ley interna, es

decir, que dadas dos isometŕıas su composición es una isometŕıa. Sean dos

isometŕıas f, g ∈ I(M) veamos que f ◦ g ∈ I(M):

gf(g(p))(df(dg(v)), df(dg(u))) =gf(p)(df(v), df(u))

=gp(v, u).
(2.16)

Por lo tanto la composición de isometŕıas es una isometŕıa. Ahora veamos

que cumplen los tres axiomas de los grupos:

1. Asociatividad respecto de la composición, para toda f, g, h ∈ I(M) se
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cumple que:

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h.

Esto se cumple debido a que la composición de funciones es asociativa.

2. Existencia de elemento neutro, es decir, la identidad es una isometŕıa,

id ∈ I(M).

Veamos que gp(u, v) = gid(p)(id(u), id(v))

gid(p)(d(id)(u), d(id)(v)) = gp(u, v). (2.17)

Por lo tanto id ∈ I(M).

3. Existencia de elemento inverso, es decir, para todo f ∈ I(M) existe

un único f−1 ∈ I(M). La existencia de f−1 es debido a que f es

biyectiva, queda demostrar que f−1 es un isomorfismo. Sean u, v ∈ TpM

entonces por ser f biyectiva existe u′ = f(u) y v′ = f(v) por lo tanto

g(u′, v′) = g(f(u′), f(v′)) = g(u, v) por lo tanto es una isometŕıa.

Por lo tanto queda probado que (I(M), ◦) forman un grupo.

Un objeto que es preservado por todas las isometŕıas tenemos se dirá

que es un invariante isométrico. Existe una fuerte relación entre el grupo

de isometŕıas y los campos vectoriales de Killing, este v́ınculo puede ser

observado en la siguiente proposición.

Proposición 2.3.8 ( Ver [5]). Diremos que K ∈ X(M) un campo vectorial

de Killing si y sólo si su flujo local está formado por isometŕıas locales.

Demostración. Partamos de que el flujo φ(t, p) de K. Si cada flujo es una

isometŕıa, se tiene que φ∗g(v, v) = g(v, v). Por la definición de la derivada de

Lie del tensor métrico obtenemos que:

LKg = ĺım
t→0

φ∗g − g

t
= 0. (2.18)
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por lo tanto X es un campo vectorial de Killing.

A la inversa, si LKg = 0, tomando un vector tangente a un punto de la

imagen del flujo, w = dφs(v). Por la definición de derivada de Lie del tensor

métrico obtenemos que:

LKg = ĺım
t→0

g(dφt(w), dφt(w))− g(w,w)

t

Utilizando la aditividad de flujos, φsφt = φs+t.

= ĺım
t→0

g(dφt(dφs(v)), dφt(dφs(v)))− g(dφs(v), dφs(v))

t

= ĺım
t→0

g(dφt+s(v), dφt+s(v))− g(dφs(v), dφs(v))

t
= 0.

(2.19)

Si se toma la función f : R → R definida como s → g(dφs(v), dφs(v)), por

el lema 2.1.3 tenemos la derivada de f que es nula. Se puede concluir que

g(v, v) = g(dφs(v), dφs(v)), es decir, φ es una isometŕıa.

Proposición 2.3.9 (Ver [5]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y

sean X, Y ∈ X(M) dos campos vectoriales de Killing. Entonces el campo

vectorial [X, Y ] es un campo vectorial de Killing.

Demostración. Para ello tomemos dos campos vectoriales de Killing X, Y ∈
X(M) y veamos que [X, Y ] es un campo vectorial de Killing:

L[X,Y ]g = LXY−Y Xg =LXLY g − LYLXg
=LX0− LY 0 = 0.

Por lo tanto [X, Y ] es un campo vectorial de Killing.

Como consecuencia de las proposiciones anteriores podemos decir que el

conjunto de los campos vectoriales de Killing de una variedad forman un

álgebra de Lie y será denotada por I.

Teorema 2.3.10 (Ver [5]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana en-

tonces la dimensión de I como álgebra de Lie es a lo sumo dimensión n(n+1)
2

.
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Demostración. Debido a que el espacio eucĺıdeo es el espacio más simétrico

posible, como se demuestra en Transformation Groups in Differential Geo-

metry [6]. Se toma el espacio eucĺıdeo R
n en coordenadas cartesianas todos

los śımbolos de Christoffel son nulos, por lo tanto la ecuación de Killing se

reduce a: (
gjk

∂

∂xi
+ gik

∂

∂xj

)
Kk = 0.

Entonces la solución general para esta ecuación es:

Ki = ai + bij
∂

∂xj

Con ai, bij ∈ R. Entonces si observamos la ecuación de Killing los coeficien-

tes bij son antisimétricos, es decir, que bij = −bji por lo tanto el número

de combinaciones linealmente independientes de las soluciones se reduce a
n(n+1)

2
.

Las isometŕıas sirven para clasificar las variedades semiriemannianas. Da-

da una variedad (M, g), se dice que es homogénea en un punto p ∈ M si el

grupo de isometŕıas (I(M), ◦) actúa transitivamente sobre p. El significado

es que si dados dos punto p, q ∈ M existe una isometŕıa, φ ∈ I(M) tal que

φ(p), q.

Existe otra propiedad ligada a las isometŕıas de una variedad semirieman-

niana: el concepto de isotroṕıa. Se dirá que una variedad (M, g) es isotropica

si dados dos vectores u, v ∈ TpM tales que g(u, u) = g(v, v) entonces exis-

te una isometŕıa, φ ∈ M , tal que dφ(u) = v. Se dirá que una variedad es

isotrópica si todo punto es isotrópico.

Proposición 2.3.11. [5] Sea (M, g) una variedad isotrópica entonces tam-

bién es homogénea.
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2.4. Ejemplos de campos vectoriales de Ki-

lling

2.4.1. Esfera bidimensional

Usando las cartas dadas por las coordenadas {θ, ϕ} geográficas de la esfera
la expresión del tensor métrico de la esfera puede ser escrito de la siguiente

forma:

g = dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ (2.20)

Entonces, los śımbolos de Christoffel no nulos que tenemos son:

Γϕθ,ϕ = cot(θ), Γθϕ,ϕ = −sin(θ)cos(θ).

Por lo tanto tenemos que las ecuaciones de Killing (2.27) será:

Si i = j = θ:

∇θKθ +∇θKθ = 0

Entonces, viendo los śımbolos de Christoffel tenemos que ∂
∂θ
Kθ = 0 por

lo tanto tenemos que una solución puede ser K = ∂
∂ϕ
.

Si i = θ y j = ϕ tenemos que:

∇θKϕ +∇ϕKθ = 0

∂Kθ

∂ϕ
+

∂Kϕ

∂θ
− 2

1

tan θ
Kϕ = 0

(2.21)

Si i = j = ϕ tenemos que:

∇ϕKϕ +∇ϕKϕ = 0 → ∂Kϕ

∂ϕ
= − cos θ sin θKθ
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Entonces obtenemos que las soluciones a este sistema de ecuaciones diferen-

ciales es:

K1 =
∂

∂ϕ

K2 =cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

K3 =sinϕ
∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

(2.22)

Puede ser observado que dim(〈{K1, K2, K3}〉) = 3 que es la dimensión máxi-

ma del á́lgebra de Lie para una variedad de dimensión 2 2(2+1)
2

= 3. La

representación de estos 3 campos vectoriales puede observarse en la imagen

2.1. En ella se puede apreciar como la primera figura representan las rota-

ciones entorno a los paralelos. Mientras que las otras dos presentan ciertas

singuralirades en algunos puntos del ecuador.

Figura 2.1: Representación de los campos de Killing en la esfera. De izquierda
a derecha se corresponden con K1, K2 y K3 calculado previamente.
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2.4.2. Espacio-tiempo de Minkowski

La teoŕıa de la relatividad general, postulada por Albert Einstein en sus

art́ıculos de 1915 y 1916, presentó la idea de la teoŕıa de la relatividad espe-

cial. Esta teoŕıa tiene una base puramente geométrica. Estas bases se rigen

por unas ecuaciones que describen el espacio, estas son las ecuaciones de

campo de Einstein

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν =

8πG

c4
Tµν (2.23)

En estas ecuaciones se presentan las siguientes variables:

1. Rµν es el tensor de Ricci.

2. gµν = g
(

∂
∂xµ

, ∂
∂xν

)
la componente µν de la métrica.

3. Tµν tensor enerǵıa momento.

Además de la constante cosmológica, Λ, y la curvatura de Ricci, R. Exis-

ten múltiples soluciones para estas ecuaciones según cómo sea el espacio.

Por ejemplo, la métrica de Minkowski seŕıa la solución más simple para es-

tas ecuaciones. Una de las primeras soluciones seŕıa la presentada por Karl

Schwarzschild en 1916, unos pocos meses después de la presentación de los

trabajos de Einstein. Esta solución presenta una distribución del universo

con una masa esférica y constante. Esta métrica nos ayuda a teorizar cómo

de extremas son las condiciones de un cuerpo en las cercańıas de pulsares o

de un agujeros negros.

El espacio-tiempo de Minkowski es (R4, g):

g = −c2dt⊗ dt+ dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz. (2.24)

En el espacio de Minkowski podemos caracterizar los campos de Killing
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de la siguiente forma

Teorema 2.4.1. Sea (R4, g) el espacio tiempo de Minkowski la expresión del

tensor métrico respecto de las coordenadas cartesianas es

K = Kα ∂

∂xα
.

Es un campo vectorial de Killing, si y solo si, K puede ser escrito como




K0

K1

K2

K3




=




C0

C1

C2

C3




+ η




t

x

y

z




Siendo C0, C1, C2, C3 constantes y η cualquier matriz tal que

gηg = −ηT , (2.25)

con

g =




−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




.

Observemos que en la ecuación (2.25) implica que η es una matriz del

álgebra de Lie o(1, 3). En [7] pagina 235 tenemos caracterizadas las matrices

de o(1, 3) como

o(1, 3) =

{(
0 A

AT b

)
: b ∈ o(3), A ∈ R

3

}
(2.26)

Demostración. Debido a que todos los śımbolos de Christoffel son nulos se

obtiene que la ecuación de Killing se reduce a lo siguiente:

(
gkj

∂

∂xi
+ gki

∂

∂xj

)
Kk = 0 (2.27)
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Por lo que

0 =− c2δ0j
∂K0

∂xi
− c2δ0i

∂K0

∂xj
+ δ1j

∂K1

∂xi
+ δ1i

∂K1

∂xj
+ δ2j

∂K2

∂xi
+ δ2i

∂K2

∂xj

+ δ3j
∂K3

∂xi
+ δ1i

∂K3

∂xj
.

Esto da en principio tantas ecuaciones como parejas podemos formar de i-j.

Por ejemplo para i = j = 0 tenemos

∂K0

∂t
= 0.

Análogamente,
∂K1

∂x
=

∂K2

∂y
=

∂K3

∂z
= 0

Esto implica que Ki solo depende de xj para j 6= i. En los términos cruzados

tenemos, por ejemplo si i = 0 y j = 1

−c2
∂K0

∂x
+

∂K1

∂t
= 0

Es fácil ver que para j = 0 y i = 1 tenemos las mismas ecuaciones. Similar-

mente,

−c2
∂K0

∂y
+

∂K2

∂t
=0

−c2
∂K0

∂z
+

∂K3

∂t
=0

para el resto de parejas i, j podemos escribir

∂K2

∂x
+

∂K1

∂y
=0

∂K3

∂x
+

∂K1

∂z
=0

∂K3

∂y
+

∂K2

∂z
=0

Tenemos 8 EDPs de primer orden para determinar 4 componentes de K.
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Derivando cualquiera de las ecuaciones con términos cruzados obtenemos

que
∂2Kα

∂β2
= 0 si α 6= β.

Esto implica que Kk solo puede depender linealmente de xj con j 6= k, o sea,

Kk = ck + ηkl x
l

con ηll = 0.

Aplicando de nuevo la ecuación (2.27) obtenemos que

0 =

(
gkj

∂

∂xi
+ gki

∂

∂xj

)(
ck + ηkl x

l

)
= gkjη

k
l δ

l
i + gkiη

k
l δ

l
j

=gkjη
k
i + gkiη

k
j

=gjkη
k
i + gikη

k
j = [g · η]ji + [g · η]ij.

Lo que significa que

gη + (gη)T = 0.

Por lo que

gηg = −ηT

2.4.3. Espacio-tiempo de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild es:

g =− c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt⊗ dt+

1(
1− 2GM

c2r

) dr ⊗ dr

+ r2
(
dθ ⊗ dθ + sin2 θdφ⊗ dφ

) (2.28)

Las constantes que aparecen en esta métrica son:
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c, velocidad de la luz en el vaćıo, 3× 108
m

s

G, constante de gravitación universal, 6, 67× 10−11Nm2

kg2

M, masa del objeto que perturba el espacio tiempo.

Las variables que hay en esta métrica:

r, distancia a la que se encuentra el objeto del origen.

θ, es la colatitud

φ, es el ángulo azimutal

Los śımbolos de Christoffel son:

Γrtt =
c2rs(r−rs)

2r3
, Γttr =

rs
2r(r−rs)

, Γrrr = − rs
2r(r−rs)

Γθrθ =
1
r
, Γφrφ = 1

r
, Γrθθ = − sin θ cos θ

Γφθφ = cot θ, Γrφφ = − (r − rs) sin
2 θ, Γθφφ = − sin θ cos θ.
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La ecuación de Killing en la métrica de Schwarzschild será la siguiente:

(
4

1− rs
r

+ 4
(
−1 +

rs

r

)
+ 4r2 + 8r2 sin2 (θ)

)(
∂

∂φ
K3 +

∂

∂r
K3 +

∂

∂t
K3 +

∂

∂θ
K3

)
+

K3

(
8r2 sin2 (θ)

tan (θ)
− 4r2 sin (2θ) + 8r sin2 (θ) +

8 (−r + rs) sin
2 (θ)

1− rs
r

)
+

(
4

1− rs
r

+ 8r2 + 4r2 sin2 (θ) + 4
(
−1 +

rs

r

))( ∂

∂φ
K2 +

∂

∂r
K2 +

∂

∂t
K2 +

∂

∂θ
K2

)
+

K2

(
8r +

8 (−r + rs)

1− rs
r

+
8r2 sin2 (θ)

tan (θ)

)
+

(
∂

∂φ
K1 +

∂

∂r
K1 +

∂

∂t
K1 +

∂

∂θ
K1

)(
4r2 sin2 (θ) + 4r2 + 4

(
−1 +

rs

r

)
+

8

1− rs
r

)
+

K1

(
8r sin2 (θ) + 8r +

4rs
(
−1 + rs

r

)

r (r − rs)
− 4rs

r
(
1− rs

r

)
(r − rs)

)
+

(
4r2 sin2 (θ) + 4r2 + 8

(
−1 +

rs

r

)
+

4

1− rs
r

)(
∂

∂φ
K0 +

∂

∂r
K0 +

∂

∂t
K0 +

∂

∂θ
K0

)
+

K0

(
rs
(
−1 + rs

r

)

r (r − rs)
+

rs (r − rs)

r3
(
1− rs

r

)
)

= 0

En esta ecuación únicamente se ven dos soluciones claras:

K =
∂

∂t
y K =

∂

∂φ
.

Los espacios con campos de Killing de la forma ∂
∂t

se dice que son espacios-

tiempo estacionarios. Localmente, se pueden tomar unas coordenadas

(t, x1, ..., xn) tal que K = ∂
∂t
, cada ∂

∂xi
es espacial y los componentes de

la métrica son independientes de la coordenada t. Esta clase de campos vec-

toriales de Killing se utilizan para clasificar las variedades Lorentzcianas de

curvatura seccional constante.
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2.5. Campos vectoriales conformes

Definición 2.5.1. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea Φ : M →
M una función suave. Diremos que Φ es una transformación conforme o

conformal si cumple que existe una función Λ : M → R, a la que llamaremos

factor conforme, que cumple que Φ∗g = Λg.

Esta definición es una generalización de la definición de isometŕıa. El

caso de estas últimas el factor conforme seŕıa la función constante 1. Al igual

que las isometŕıas están asociadas a los campos vectoriales de Killing las

aplicaciones conformes tienen asociados los campos vectoriales conformes.

Definición 2.5.2. Sea (M, g) una variedad diferenciable y sea λ : M → R+

una función positiva y además sea X ∈ X(M) un campo vectorial. Dire-

mos que X es un campo vectorial de Killing conformal si cumple la

siguiente igualdad:

LXg = 2λg.

Cuando λ es la función nula, X es un campo vectorial de Killing usual.

Nota 2.5.3. Estos campos vectoriales lo que representan son deformaciones

continuas que pueden ser medidas mediante una función. En el caso de la

función λ sea una constante no nula representaŕıa una homotecias. Cuando

λ es la función nula X es un campo vectorial de Killing usual.

Esta familia de campos vectoriales también forma un álgebra de Lie de

la misma manera que lo generaban los campos vectoriales de Killing pero

en este caso la dimensión estará acotada por (n+1)(n+2)
2

. La prueba completa

se puede ver en el libro Transformation groups in differential geometry de

Kobayashi el teorema 6.1 en la página 143.

Proposición 2.5.4 (Ver [4]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana

equipada con la conexión de Levi-Civita y sea C ∈ X(M) un campo vectorial

conformal entonces:

∇iCj +∇jCi = f(p)gij.
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Teorema 2.5.5. Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea f : M →
R. Sea C ∈ X(M) un campo vectorial conformal para la variedad (M, g)

si y solo si C es un campo vectorial conformal para la variedad conformal

(M, f 2g).

Demostración. Sea C ∈ X(M) un campo vectorial conformal para la variedad

(M, g). Entonces se tiene que:

LCg = 2λg

Por lo tanto la derivada de Lie del tensor métrico conformal f 2g será:

LCf 2g =f 2LCg + C(f 2)g

=f 2λg + C(f 2)g = (f 2λ+ C(f 2))g.
(2.29)

Entonces se tendrá que C es un campo vectorial conformal de f 2g.

Sea C ∈ X(M) un campo vectorial conformal para la variedad (M, f 2g).Entonces

se tiene que:

LCf 2g = 2λg

LCf 2g = f 2LCg + C(f 2)g

2λg =f 2LCg + C(f 2)g

2λ− C(f 2)

f 2
g =LCg

Por lo tanto tenemos que C será un campo conformal de (M, g).

2.5.1. Ejemplo de campos vectoriales conformes

Ejemplo 2.5.6 (Campos vectoriales conformes de la esfera S
2). Como se ha

mostrado anteriormente la métrica de S
2 en coordenadas geográficas:

ds2 = dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ.
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Con θ ∈ [0π] y ϕ ∈ [0, 2π]. El cálculo de los campos vectoriales conformes en

la esfera es muy complejo, para ello se tomarán las coordenadas cartesianas:

x =sin θ cosϕ

y =sin θ sinϕ

z =cos θ.

Donde tenemos que:

dx =cos θ cosϕdθ − sin θ sinϕdϕ

dy =cos θ sinϕdθ + sin θ cosϕdϕ

dz =− sin θdθ.

Entonces obtenemos la expresión de los campos vectoriales ∂
∂θ

y ∂
∂ϕ

en función

de las cartas cartesianas:

∂

∂θ
=cos θ cosϕ

∂

∂x
+ cos θ sinϕ

∂

∂y
− sin θ

∂

∂z
,

∂

∂ϕ
=− cos θ sinϕ

∂

∂x
+ sin θ cosϕ

∂

∂y
,

η =sin θ cosϕ
∂

∂x
+ sin θ sinϕ

∂

∂y
+ cos θ

∂

∂z
.

Se debe de cumplir la siguiente igualdad:

a1
∂

∂x
+ a2

∂

∂y
+ a3

∂

∂z
= A

∂

∂θ
+B

∂

∂ϕ
+ Cη.

Es decir:
a1 =A cos θ cosϕ− B sin θ sinϕ+ C sin θ cosϕ

a2 =A cos θ sinϕ+B sin θ cosϕ+ C sin θ sinϕ

a3 =− A sin θ + C cos θ

(2.30)
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Entonces tenemos que los campos conformales de la esfera son:

C1 =cos θ cosϕ
∂

∂θ
− sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ

C2 =cos θ sinϕ
∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

C3 =sin θ
∂

∂θ

K1 =
∂

∂ϕ

K2 =cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

K3 =sinϕ
∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

(2.31)

La cantidad de los campos vectoriales conformes de la esfera es 6 que es

el máximo número de campos vectoriales de conformales de dimensión 2.

Con el código en Maple del apéndice B se puede comprobar que los campos

que hemos calculado son campos vectoriales de Killing. Obtenemos que las

derivadas de Lie de cada uno de los campos vectoriales es:

LC1
g =− 2 sin θ cosϕg

LC2
g =− 2 sinϕ sin θg

LC3
g =2 cos θg

(2.32)

Similar al caso de los campos vectoriales de Killing estos campos conformes

se pueden representar en la esfera. Se puede apreciar como el campo C3 re-

presenta flujos que se mueven a lo largo de los meridianos. Esta deformación

es constante y claramente depende del ángulo θ
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Figura 2.2: Representación de los campos vectoriales de conformales con fun-
ción conformal no nula. De izquierda a derecha y de arriba a bajo representan
los campos C3, C2 y C1.
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Caṕıtulo 3

Campos vectoriales de Killing,

geodésicas y tensor de

curvatura.

En este caṕıtulo se mostrarán algunos resultados de la relación de los

campos vectoriales de Killing con diferentes objetos matemáticos. Comenza-

remos mostrando la relación existente entre los campos vectoriales de Killing

y las curvas geodésicas mediante una magnitud conservada. Para ver dicha

magnitud conservada se expondrán algunos ejemplos en los espacios-tiempo

previamente mostrados.

Posteriormente mostraremos la relación de los campos vectoriales de Ki-

lling y los tensores de curvatura para poder simplificar el cálculo de los cam-

pos vectoriales de Killing en algunas variedades. Se finalizará la sección mos-

trando una relación entre los campos vectoriales de Killing y los campos

electromagnéticos en el espacio tiempo de Minkowsky.
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3.1. Relación de los campos vectoriales de Ki-

lling y las curvas geodésicas

La relación de los campos vectoriales de Killing y las curvas geodésicas

es debido a que el movimiento a lo largo de una curva geodésica el producto

escalar del vector tangente de dicha curva por el campo vectorial de Killing

se mantiene constante.

Teorema 3.1.1 (Ver [4]). Sea (M, g) una variedad semiriemannian, sea

K ∈ X(M) un campo vectorial de Killing y γ :] − ε, ε[→ M una curva

geodésica. Entonces existe una magnitud conservada al actuar K sobre la

curva geodésica. Es decir:

g(K, γ̇(τ)) = l ∈ R ∀τ ∈]− ε, ε[. (3.1)

Demostración. Por ser γ una curva geodésica existe un campo vectorial X ∈
X(M) tal que para todo τ ∈]− ε, ε[ tal que γ̇(τ) = Xγ(τ). Vamos a ver que:

d

dτ
g(X,K) = 0.

Si se desarrolla la ecuación anterior se tiene que:

d

dτ
g(X,K) =∇Xg(X,K)

=g(∇XX,K) + g(∇XK,X)

Por ser X un campo vectorial geodésico tenemos

que ∇XX = 0:

=g(∇XK,X)

Por ser K un campo vectorial de Killing tenemos que

LKg(X,X) = 0:

=0.
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Se puede concluir que g(X,K) es constante.

Este teorema tiene una consecuencia f́ısica muy usada en relatividad ge-

neral. Una part́ıcula con masa la cantidad conservada, l, se dice que es la

componente del momento angular por unidad de masa asociada al campo

vectorial K.[4]

El hecho de la existencia de una magnitud conservada implica la existencia

de una simetŕıa y por lo tanto una simplificación de la métrica. Esto se puede

observar en la métrica de Schwarzschild conde la coordenada ϕ tiene asociada

una magnitud conservada lo cual permite una simplificación de la métrica,

como será mostrado en la siguiente sección.

3.1.1. Magnitudes conservadas en diferentes espacio-

tiempo

Espacio-tiempo de Minkowski

Sea ahora γ : (−ǫ, ǫ) → R
4 una curva geodésica en el espacio de Minkowski

dada por

s 7→ γ(s) = (t(s), x(s), y(s), z(s)).

Aplicando el Teorema 3.1.1 tenemos que para cualquier campo de Killing K

ocurre que

−c2K0ṫ(s) +K1ẋ(s) +K2ẏ(s) +K3ż(s)

tiene que ser constante a lo largo de la geodésica γ. Por el Teorema 2.4.1,tenemos

esta familia de magnitudes conservadas

−c2(C0 + η0l x
l)ṫ(s) + (C1 + η1l x

l)ẋ(s) + (C2 + η2l x
l)ẏ(s) + (C3 + η3l x

l)ż(s)
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Que por (2.26) deducimos que

C =− c2(C0 + A1x(s) + A2y(s) + A3z(s))ṫ(s)

+ (C1 + A1t(s) + b21y(s) + b31z(s))ẋ(s)

+ (C2 + A2t(s) + b12x(s) + b32z(s))ẏ(s)

+ (C3 + A3t(s) + b13x(s) + b23y(s))ż(s)

(3.2)

nos describe la familia completa de magnitudes conservadas.

Observemos que el caso particular A = 0, b = 0 nos conduce a que

cualquier combinación lineal de la forma

C0ṫ(s) + C1ẋ(s) + C2ẏ(s) + C3ż(s)

es constante lo que nos permite obtener las curvas geodésicas del espacio de

Minkowski como las rectas

s 7→ γ(s) = (a0, a1, a2, a3) + (b0, b1, b2, b3)s

Por otra parte la elección C = 0, A = 0 en (3.2), teniendo en cuenta que la

matriz b es antisimétrica, nos conduce a

C =(b21y(s) + b31z(s))ẋ(s) + (b12x(s) + b32z(s))ẏ(s)

+ (b13x(s) + b23y(s))ż(s)

=b21(y(s)ẋ(s)− x(s)ẏ(s)) + b31(z(s)ẋ(s)− x(s)ż(s))

+ b32(z(s)ẏ(s)− y(s)ż(s))

(3.3)

Lo que implica que las cantidades

∣∣∣∣∣
x(s) y(s)

ẋ(s) ẏ(s)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
x(s) z(s)

ẋ(s) ż(s)

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
y(s) z(s)

ẏ(s) ż(s)

∣∣∣∣∣

son cantidades conservadas a lo largo de la curva geodésica. Por lo que tene-
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mos la conservación del momento angular

L = ~r × ~v = (x(s), y(s), z(s))× (ẋ(s), ẏ(s), ż(s))

Por último el caso C = 0, b = 0 en (3.2), nos conduce a

C =A1(−c2x(s)ṫ(s) + t(s)ẋ(s)) + A2(−c2y(s)ṫ(s) + t(s)ẏ(s))

+ A3(−c2y(s)ṫ(s) + t(s)ẏ(s))

Que implica la conservación de las cantidades

−c2x(s)ṫ(s) + t(s)ẋ(s), −c2y(s)ṫ(s) + t(s)ẏ(s), −c2z(s)ṫ(s) + t(s)ż(s)

Espacio tiempo de Schwarzschild

Supongamos que tenemos una part́ıcula que describe una trayectoria

geodésica, γ(τ), veamos cuales son las cantidades conservadas en dicha tra-

yectoria siguiendo la idea del teorema 3.1.1. Tomando el campo vectorial de

Killing K = ∂
∂φ
:

Kiγ̇
i = Kigij γ̇

j = K4g4j γ̇
j = K4g44γ̇

4. (3.4)

Observamos que la componente del momento angular asociada al campo

vectorial de Killing K es r2 sin(ϑ)φ̇. Tomando que la cantidad conservada es

nula:

r2 sin(ϑ)φ̇ = 0

Nos indica que φ = 0, es decir, que la velocidad angular es nula, ω(r, ϑ) = 0.

Por lo tanto se puede hacer la simplificación:

g = −c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt⊗dt+

1(
1− 2GM

c2r

) dr⊗dr+ r2 sin2 θdφ⊗dφ. (3.5)
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3.2. Relación de los campos vectoriales de Ki-

lling y los tensores curvatura

La curvatura de una variedad es una propiedad intŕınseca de esta y está

relacionada a su vez con diferentes propiedades, como pueden ser las curvas

geodésicas o la suma de los ángulos de un triángulo geodésicos.

En esta sección se va a mostrar la relación que existe entre los campos

vectoriales de Killing y los tensores de curvatura. Para ello introduciremos los

conceptos de tensores de curvatura de Riemann y de Ricci para definir pos-

teriormente la curvatura escalar o escalar de Ricci y la curvatura seccional.

Además, se presentará el teorema de Killing-Hopf, que clasifica las variedades

de curvatura seccional constante y que será utilizado posteriormente. Fina-

lizaremos mostraremos las relaciones entre los campos vectoriales de Killing

y los tensores de curvatura.

Definición 3.2.1 (Ver [3]). Sea M una variedad semi-Riemanniana y sea

∇ la conexión de Levi-Civita. La curvatura, R, de la conexión ∇ es una

aplicación que para cada terna de campos vectoriales , X, Y, Z ∈ X (M), les

asocia otro campo vectorial de la forma:

R : X (M)× X (M)× X (M) → X (M)

(X, Y, Z) → R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

Es un campo tensorial (1,3), y se le llama Tensor Curvatura Riemann

de M .

El tensor de curvatura de Riemann tiene n4 componente y en relatividad

general contiene mucha información redundante. Entonces se define el tensor

curvatura de Ricci como la contracción del tensor de curvatura de Riemann.

Definición 3.2.2 (Ver [3]). El Tensor de curvatura de Ricci es un
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tensor (0,2) localmente definido como:

Ricc(X, Y ) = dxk
(
R

(
∂

∂xk
, X

)
Y

)
(3.6)

Localmente lo podemos escribir el tensor de la siguiente forma:

Ric = Rijdx
i ⊗ dxj (3.7)

Donde:

Rij =Ricc(
∂

∂xi
,

∂

∂xj
) = dxk(R(

∂

∂xk
,
∂

∂xi
)
∂

∂xj
) = Rk

kij
(3.8)

En [8] se demuestra que en variedades con dimensión menor o igual que 3

el tensor curvatura de Ricci y de Riemann contienen la misma información.

El tensor de curvatura de Riemann nos permite también calcular la cur-

vatura seccional de una variedad.

Definición 3.2.3 (Ver [3]). Sea Π un subespacio vectorial de dimensión 2

del plano tangente a M en el punto p. Se define la curvatura seccional

de Π en p, y se denotará por K(Π), como:

K(u, v) = − R(u, v, u, v)

g(u, u)g(v, v)− g(u, v)2
(3.9)

Para toda base {u, v} de Π.

Ahora enunciaremos el teorema de Killing-Hopf que clasifica las varieda-

des Riemannianas de curvatura seccional constante entres clases, según las

enunció Riemann existen tres clases que fromas que son el espacio hiperbóli-

co, el espacio eucĺıdeo y la esfera. [9]

Teorema 3.2.4 (Ver [3]). Sea M una variedad riemanniana completa y sim-

plemente conexa con curvatura seccional constante K. Entonces es isométrico

a una de las siguientes variedades:
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Si K = −1 entonces es isométrico al espacio hiperbólico H
n.

Si K = 0 entonces es isometrico al espacio euclideo E
n.

Si K = 1 entonces es isometrico a la esfera S
n.

3.2.1. Relación de los campos vectoriales de Killing y

el tensor de curvatura

Como se ha visto la definición de de los tensores de curvatura están rela-

cionadas con los campos vectoriales de tal forma que

Teorema 3.2.5 (Ver [10]). Sea (M, g) una variedad semiriemanniana y sea

K = Kj ∂
∂xj

∈ X(M) un campo vectorial de Killing,

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
= R

j
ilkK

k

Demostración. Por ser K un campo vectorial de Killing se cumple que:

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
+∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xj

(
Ki

)
= 0

También serán verdaderas las siguientes igualdades:

∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

(
K l

)
+∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xl

(
Kj

)
= 0

∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xl

(
Ki

)
+∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

(
K l

)
= 0
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Por lo tanto la suma y resta de las ecuaciones anteriores también será nula:

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
+∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xj

(
Ki

)

−
[
∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xl

(
Ki

)
+∇ ∂

∂xj
∇ ∂

∂xi

(
K l

)]

+

[
∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xj

(
K l

)
+∇ ∂

∂xi
∇ ∂

∂xl

(
Kj

)]

−
[
∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
+∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xj

(
Ki

)]
= 0

Si reagrupamos los términos usando conmutadores:

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
−∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xj

(
Ki

)
+ [∇ ∂

∂xl
,∇ ∂

∂xj
]

(
Ki

)

− [∇ ∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi
]

(
K l

)
+ [∇ ∂

∂xi
,∇ ∂

∂xl
]

(
Kj

)
= 0

Si reinterpretamos los conmutadores como el tensor curvatura:

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
−∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xj

(
Ki

)
+Rk

jliK
i −Rk

ijlK
l +Rk

lijK
j = 0

Utilizando la ecuación de Killing:

2∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
=

(
−Rk

jliK
i +Rk

ijlK
l −Rk

lijK
j

)

2∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
=

(
Rk
ijlK

k +Rk
ijlK

k

)

Utilizando las antisimetŕıas del tensor curvatura

2∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
= 2Rk

ijlK
k

Podemos concluir que ∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
Kj

)
= R

j
ilkK

k
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Si contraemos el resultado de la proposición anterior obtenemos que:

∇ ∂

∂xl
∇ ∂

∂xi

(
K l

)
= RilK

l

Esta relación simplifica bastante el cálculo de las componentes del campo

vectorial de Killing en variedades planas o que los tensores de curvatura se

anulen entre śı. Por ejemplo en el espacio de Minkowski tendremos que el

sistema de ecuaciones se reduce a:

∂2Kk

∂xi∂xj
= 0

Por lo tanto la solución general del esta ecuación será Kk = ck+ηklx
l, donde

ηkl es una matriz antisimétrica.

3.3. Campos vectoriales de Killing en el

espacio-tiempo de Minkowski y campo

electromagnético

Por la ecuación (2.27) sabemos que K es un campo de Killing si

gkj
∂

∂xi
Kk + gki

∂

∂xj
Kk = 0. (3.10)

Como los coeficientes del tensor métrico en las coordenadas dadas para des-

cribir el espacio-tiempo de Minkowski son constantes tenemos que

∂

∂xi
(gkjK

k) +
∂

∂xj
(gkiK

k) = 0.

Que puede ser re-escrito como

∂

∂xi
Kj +

∂

∂xj
Ki = 0. (3.11)
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En relatividad especial y en electrodinámica clásica el campo eléctrico viene

descrito por una 1-forma conocida como el cuadripotencial electromagnético

A = Aµdx
µ.

A partir de esta 1-forma el tensor electromagnético puede ser construido

como la 2−forma

F = dA.

Que en coordenadas locales viene descrito como

Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν

Por lo que podemos enunciar el siguiente teorema

Teorema 3.3.1. Sean Aµ y Ãµ dos cuadripotenciales electromagnéticos del

espacio de Minkowski. Entonces A y Ã generan el mismo tensor electro-

magnético, si y solos si,

Aµ − Ãµ = gµνK
ν ,

siendo K un campo vectorial de Killing.
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Caṕıtulo 4

Variedades producto warped

En este caṕıtulo se presentarán las variedades warped o en castellano,

alabeadas. Esta familia de variedades nace como el producto de dos varieda-

des, llamadas base y fibra, y cuyo tensor métrico será una composición de los

tensores métricos de la base mas el de la base multiplicado por una función,

llamada función warped.

La importancia de esta clase de variedades se debe a que una gran parte

de las soluciones para las ecuaciones de Einstein, como pueden ser la métrica

de Schwarzschild, previamente usada, o los espacios tiempos de

Robertson-Walker generalizados son variedades warped. Por lo tanto el estu-

dio de los campos vectoriales de Killing tiene una gran importancia, debido a

que, como se ha mencionado, estos campos representan las simetŕıas de una

variedad y pueden ayudar a simplificar ciertas ecuaciones o simulaciones.

Una vez presentadas la variedades producto warped se estudiará cómo son

las derivadas de Lie en las variedades warped y sucesionalmente warped. Estos

resultados serán aplicados para el estudio de los campos vectoriales de Killing

concluyendo que los campos vectoriales de Killing, pueden ser escritos como

una combinación de los campos conformes de la fibra y campos vectoriales
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de Killing de la base.

A partir de este resultado se presentará una idea para la búsqueda de los

campos vectoriales de Killing en variedades warped. Esta idea será aplicada a

variedades riemannianas simplemente conexas donde se calcularán todos los

campos vectoriales de Killing. Esto se ejemplificará en la esfera, el plano eu-

clidiano y el espacio hiperbólico. Se finalizará dando los campos vectoriales de

Killing en el espacio-tiempo de Schwarzschild utilizando la idea previamente

mencionada.

Definición 4.0.1 (Ver [7]). Sean (B, gB) y (F, gF ) dos variedades semi-

riemannianas y sea f ∈ C∞(B) definida positiva. El producto warped

M̄ = B × F es la variedad producto dotada del siguiente tensor métrico:

ḡ = π∗

B(gB) + (f ◦ πB)2π∗

F (gF ).

Donde las proyecciones πB y πF en B × F van a B y a F respectivamente.

A la variedad (B, gB) se le denotará como base y a la variedad (F, gF ) como

fibrado, y a la función f se la denotará como función warped.

Como convenio para todo v ∈ X(M̄) las proyección serán denotadas por

πF (v) = vF ∈ X(F ) y πB(v) = vB ∈ X(B).

Definición 4.0.2 (Ver [7]). Una variedad lorentzciana es una variedad

semiriemannianas que cumple que la signatura del tensor métrico es n − 1,

donde n es la dimensión de la variedad.

Proposición 4.0.3 (Ver [7]). Sean (B, gB) una variedad riemanniana y

(I, gF ) una variedad semiriemannianas y f ∈ C∞(B) la función warped.

El producto warped M̄ = B × I con ḡ = π∗

B(gB) + (f ◦ πB)
2π∗

F (gF ) es una

métrica lorentzciana.

Demostración. Se va a demostrar que ḡ es un tensor métrico lorentzciano.

Con el fin de probar la afirmación es tomado un punto del espacio producto,
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(p, q) ∈ B×F y dos vectores del espacio tangente u, v ∈ T(p,q)I ×B en dicho

punto, entonces la expresión de la métrica con dichos parámetros es:

ḡ(u, v) = gB(dπB(u), dπB(v)) + f(q)gI(dπI(u), dπI(v)).

Claramente es un tensor simétrico ya que es la suma de dos tensores

simétricos.

Para demostrar que es no degenerada, supongamos que ḡ(u, v) = 0

para todo u ∈ T(p,q)I × M . En particular se tiene que para todo w ∈
T(p,q)0 × M se tiene que: g(dπMv, dπMw) = 0 como dπI(w) = 0. Pero

como dπI(w) llena todo TpM por lo tanto tenemos que dπI(v) = 0. Se

haŕıa de forma similar para ver que dπM(v) = 0, por ende, v = 0.

Para ver que la signatura de ḡ es n−1, se tiene que si se toma una base

ortonormal de TpI y de TqB combinadas generan una base ortonormal

de T(p,q)I × M . Por lo tanto el ı́ndice de M̄ será Ind(M) + Ind(I) es

decir n-1.

Por lo tanto se ha probado que ḡ es una métrica lorentzciana y por ende

(M̄, ḡ) es un espacio lorentzciano.

Los espacios-tiempos se pueden clasificar de múltiples formas según el

comportamiento con los campos vectoriales de Killing temporales. A aquellos

espacios-tiempos que admiten campos vectoriales de Killing temporales se les

llama espacios-tiempos estacionarios.

Definición 4.0.4. Sea (M, g) un espacio tiempo y sea ∂
∂t

∈ X(M) un campo

vectorial de M . Si se cumple que L ∂
∂t
g = 0 entonces se dirá que es un espacio

tiempo estacionario.

Además, cuando el campo vectorial de Killing temporal cumple que pa-

ra todo par de elementos de la distribución ortogonal de K, DK := {X ∈
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X(M) : g(X,K) = 0}, son envolventes, es decir, que dados X, Y ∈ DK

entonces [X, Y ] ∈ DK , se dice que el espacio-tiempo es estático.

Para comenzar a hablar de los espacios-tiempos productos warped vamos

a introducir la noción más básica en dicha clase de espacios-tiempo. Un

espacio-tiempo standard estático es un espacio tiempo producto de la

forma: M̄ = I×M con una variedad riemanniana base , (M, gM), un fibrado,

(I, gI = −dt2) y una función warped, h ∈ C∞(M), definida positiva. De esta

forma se puede definir el la métrica lorentzciana sobre M̄ de la siguiente

forma:

ḡ := π∗

MgM + (h ◦ πM)2π∗

IgI .

Donde las proyecciones πI y πM en I×M van a I y a M respectivamente. Si se

añadieran términos no dependientes del tiempo al último sumando el espacio-

tiempo obtenido se dirá que es estacionario. El espacio tiempo estacionario

más simple que hay es el generado por el producto Lorentzciano de la recta

real negativa, (R,−dt2), y una variedad semiriemanniana, (M, g). Existen

otros ejemplos clásicos como veremos que ocurre en el espacio tiempo de

Minkowski o el de Schwartzchild.

Ejemplo 4.0.5 (S2 como producto warped). El tensor métrico de la es-

fera S
2 en coordenadas esféricas se puede expresar como el producto warped

([0, π[, dθ⊗dθ)×sin θ ([0, 2π[, dϕ⊗dϕ). Por lo tanto la expresión de la métrica

será:

g = dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ

Ejemplo 4.0.6 (R3 − 0 como producto warped). El tensor métrico eucĺıdeo

del espacio R3− 0 en coordenadas esféricas se expresa de la siguiente forma:

g = dr ⊗ dr + r2(dθ ⊗ dθ + sin θdϕ⊗ dϕ).

Claramente se puede ver que R3 − 0 es difeomorfo a R+ × S2 mediante la

aplicación (t, p) ↔ tp. De esta forma el espacio R3−0 con la métrica previa-

mente mencionada se puede ver como el producto de R+ × S2 con la función

warped r donde la base será R+ y el fibrado será la esfera con la métrica
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usual.

Existe una generalización de los productos warped, son las variedades

sucesionalmente warped. Esta clase de variedades warped cumplen que cuya

base o fibra o bien ambos pueden ser escritos como productos warped. La

importancia de esta clase de espacios radica en que muchas de la soluciones

a las ecuaciones de campo de Einstein pueden expresarse como una variedad

sucesionalmente warped. Un ejemplo de esto es la solución de Schwarzschild

que puede ser escrita de dicha forma.

Definición 4.0.7. Sean (M1, g1), (M2, g2) y (M3, g3) tres variedades semi-

riemannianas y sean f1 : M1 →]0,∞[ y f2 : M1 ×M2 →]0,∞[. Definimos la

variedad sucesionalmente warped de estas tres variedades como:

M̄ = (M1 ×f1 M2)×f2 M3

ḡ = (g1 ⊕ f 2
1 g2)⊕ f 2

2 g3

Por consecuente los resultados vistos en para variedades producto wapred

tenemos que se pueden generalizar a productos sucesionalmente warped.

Ejemplo 4.0.8. La métrica de Schwarzschild vista en el ejemplo (2.28) puede

ser escrita como espacios sucesionalmente warped. Observando la métrica de

Schwarzschild se puede ver que es de la forma:

g = (R2, ḡ)×r2 (S
2, dΩ).

Donde dΩ es la métrica usual de la esfera. Por lo tanto tenemos que ver cómo

escribir la base, (R2, ḡ) como producto warped. Podemos tomar la base como

la métrica conformal (R, 1
1− rs

r

dr ⊗ dr) y la fibra (R, dt ⊗ dt) con la función

warped c
√
1− rs

r
por lo tanto obtenemos que:

(R2, ḡ) = (R,
1

1− rs
r

dr ⊗ dr)×
c
√

1− rs
r

(R, dt⊗ dt).

Finalmente la expresión de la métrica de Schwarzschild como un producto

53



sucesionalmente warped es la siguiente:

g =

(
1

1− rs
r

dr ⊗ dr − c2
(
1− rs

r

)
dt⊗ dt

)
+ r2(dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ).

4.1. Derivadas de Lie en espacios producto

warped

Todo campo vectorial en el espacio tiempo warped, X ∈ X(M̄), puede

ser escrito de la siguiente forma X = XB + XF donde XB = (πB(X), 0) y

XF = (0, πF (X)).

Teorema 4.1.1 (Ver [2]). Sea X ∈ X(M̄). La derivada de Lie del tensor

métrico ḡ puede ser escrita de la siguiente forma:

LX ḡ = LXB

(
π∗

B(gB)
)
+XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF ) + (f ◦ πB)2LXF

(
π∗

F (gF )
)

Demostración.

LX ḡ = LXB+XF

(
π∗

B(gB) + (f ◦ πB)2π∗

F (gF )
)
.

Aprovechando la linealidad de la derivada de Lie:

LX ḡ =LXB

(
π∗

B(gB)
)
+ LXB

(
(f ◦ πB)2π∗

F (gF )
)

+ LXF

(
π∗

B(gB)
)
+ LXF

(
(f ◦ πB)2π∗

F (gF )
)
.

Debido a que LXB

(
π∗

F (gF )
)
= LXF

(
π∗

B(gB)
)
= XF (f) = 0 se obtiene la

siguiente expresión:

LX ḡ = LXB

(
π∗

B(gB)
)
+XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF ) + (f ◦ πB)2LXF

(
π∗

F (gF )
)
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Corolario 4.1.2 (Ver [2]). Si nos restringimos a un campo vectorial en M̄ ,

es decir, X ∈ X(M̄) puede descomponerse como la suma de sus proyeccio-

nes, X = XB + XF .Entonces se obtienen las siguientes expresiones de las

derivadas de Lie en la fibra y en la base:

LXB
gB(·, ·) = LBXB

gB(·, ·) + gB(·, [dπF (·), XB]) + gB([dπF (·), XB], ·)
LXF

gF (·, ·) = LFXF
gF (·, ·) + gF (·, [dπB(·), XF ]) + gF ([dπB(·), XF ], ·)

Corolario 4.1.3. Sea (M̄, ḡ) una variedad sucesionalmente warped de la

forma definida anteriormente, entonces la derivada de Lie de un campo vec-

torial X ∈ X(M̄) puede ser escrito como X = X1 + X2 + X3 donde cada

Xi =
∂
∂xi i

(X) entonces la derivada de Lie será:

LX ḡ = LX1
g1 + f 2

1LX2
g2 + f 2

2LX3
g3 + 2X1(f1)g2 + 2(X2 +X1)(f2)g3

Esto puede ser demostrado de forma análoga con la realizada en el caso de

un espacio resultante del producto warped de mas variedades.

Lema 4.1.4 (Ver [2]). Sea (M̄, ḡ) un espacio producto warped y sea K ∈
X(M̄) un campo vectorial de Killing entonces cumplirá que:

Sea KB = πB(K) entonces se cumplirá que LKB
gB = 0.

Sea KF = πF (K) entonces se cumplirá que LKF
gF = fgF .

Demostración.

Para demostrar que si K es un campo vectorial de Killing en M̄ entonces

KB = πB(K) es un campo vectorial de Killing en la base. Para ello tomamos

dos vectores u, v ∈ X(M̄) tales que πF (u) = πF (v) = 0 obtenemos que:

LK ḡ(u, v) =LKB

(
π∗

B(gB)
)
(πB(u), πB(v)) +KF (f ◦ πB)2π∗

F (gF )(0, 0)

+ (f ◦ πB)2LKF

(
π∗

F (gF )
)
(0, 0) = 0.
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Se simplifica en:

LK ḡ(u, v) = LKB

(
π∗

B(gB)
)
(πB(u), πB(v)) = 0

Por lo tanto ocurre que LKB
gB = 0 para todo par de vectores y por ende

será un campo vectorial de Killing en la base.

Ahora veamos que K cumple que es un campo vectorial conforme en la fibra.

Tomando dos vectores u, v ∈ X(M̄) tales que uB = vB = 0 por lo tanto la

derivada de Lie del tensor métrico en estos dos vectores será:

LK ḡ(u, v) =LKB

(
π∗

B(gB)
)
(0, 0) +KF (f ◦ πB)2π∗

F (gF )(uF , uF )

+ (f ◦ πB)2LKF

(
π∗

F (gF )
)
(uF , 0) = 0.

Debido a que ambos vectores yacen únicamente en la fibra tenemos que:

KF (f ◦ πB)2π∗

F (gF )(uF , uF ) + (f ◦ πB)2LKF

(
π∗

F (gF )
)
(uF , 0) = 0.

Es decir,

LKF

(
π∗

F (gF )
)
(uF , vF ) = −KF (f ◦ πB)2π∗

F (gF )(uF , uF )

(f ◦ πB)2
.

Por lo tanto tenemos que KF es un campo conformal en la fibra.

Proposición 4.1.5. Sea (M̄, ḡ) una variedad producto warped construida

a partir de (B, gB) y (F, gF ) y una función warped f ∈ C(B). Sea K ∈
X(M) un campo vectorial de Killing que yace en la base entonces se tiene

que XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF ) = 0

Demostración.

LK ḡ =LXB

(
π∗

B(gB)
)
+XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF ) + (f ◦ πB)2L0

(
π∗

F (gF )
)

=XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF )

Por ser K un campo vectorial de Killing se tiene que LK ḡ = 0 entonces se

puede concluir que XB(f ◦ πB)2π∗

F (gF ) = 0.
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De esta forma se puede reescribir la derivada de Lie de cualquier campo

vectorial de Killing en la variedad M̄ respecto de la base escogida de la

siguiente forma:

LKg =(dai(·)⊗ gB(Ki, ·) + gB(Ki, ·)⊗ dai(·)) +KB(f
2)gF

daī(·)⊗ gF (Cī, ·) + gF (Cī, ·)⊗ daī(·) + 2f 2aīσ īgF

4.2. Espacios-tiempos de Robertson-Walker

generalizados

Definición 4.2.1. Sea (M̄, ḡ) una variedad lorentzciana (n+1)−dimensional

y sea K ∈ X(M̄) un campo vectorial temporal. Se dirá que K es un campo

vectorial temporal conformal si existe una función ρ ∈ C∞(M̄) tal que

LK ḡ = 2ρḡ.

A la variedad (M̄, ḡ) será clasificada como espacio-tiempo estacionario

conformal, será denotará como espacios-tiempos CS, debido a que admite

campos vectoriales conformales temporales.

El concepto de espacio-tiempo CS viene motivado de la generalización de

los campos vectoriales de Killing. Si ḡ admite un campo vectorial temporal

conformal, K, entonces K es un campo vectorial de Killing para la nueva

métrica lorentzciana relacionada puntualmente con ḡ, de la siguiente forma
−ḡ

ḡ(K,K)
.

Una subclase de los espacios-tiempos CS son la familia de los

espacios-tiempos generalizados de Robertson-Walker, se suele deno-

tar por espacios-tiempos GRW. Los espacios-tiempos GRW tienen la siguiente

forma: M̄ = I ×M con una métrica lorentzciana:

ḡ =− π∗

I (dt
2) + (f ◦ πI)2 · π∗

Mg

ḡ =− dt2 + f 2 · g.
(4.1)

57



donde (M, g) es una variedad riemanniana. Por lo tanto (M̄, ḡ) será un pro-

ducto warped con base (R,−dt2) y fibrado (M, g), y una función warped,

f ∈ C∞(M).

4.3. Idea para el cálculo de campos vecto-

riales de Killing en variedades producto

warped

El cálculo de los campos vectoriales de Killing en variedades producto

warped se puede simplificar, ya que todo campo vectorial de Killing de dicha

variedad puede ser escrito como combinación de {Ki}ni=1 campos vectoriales

de Killing de la base y {C ī}m+n
ī=n

campos vectoriales conformes de la fibra de

la siguiente forma:

K = aiKi + aīCī.

con ai : F → R y aī : B → R funciones dependientes de las coordenadas

en la fibra y en la base respectivamente. Por ser K un campo vectorial de

Killing sabemos que:

LaiKi+aīCī
ḡ = 0.

Proposición 4.3.1 (Ver [2]). Sean (B, gB) y (F, gF ) la base y la fibra de una

variedad producto warped (M̄, ḡ) y sean A ∈ X(B) y B ∈ X(F ) dos campos

vectoriales y Ā y B̄ los campos vectoriales en la variedad warped se tiene que:

Ā es un campo vectorial de Killing en (M̄, ḡ) si y solo si es un campo

vectorial de Killing en la base y cumple que A(f) = 0.

B̄ es un campo vectorial de Killing en (M̄, ḡ) si y solo si es un campo

vectorial de Killing en la fibra.

Demostración. Sea A un campo vectorial de Killing en la base que satisface
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que A(f 2)gF = 0 por lo tanto tomando su extensión, A, en la variedad

producto warped se tiene que:

LAg =LAgB + A(f 2)gF + L0gF

=LAgB + A(f 2)gF = 0

Por lo tanto es un campo vectorial de Killing de la base.

Sea B un campo vectorial de Killing en la fibra tomando su extensión, B,

en la variedad producto warped se tiene que:

LBg =L0gB + 0(f 2)gF + LBgF
=LBgF = 0

Por lo tanto es un campo vectorial de Killing de la fibra.

Gracias a esta proposición se pueden buscar los campos vectoriales de

Killing en el producto warped en la fibra y en la base. Un ejemplo de es-

to es el cálculo de los campos vectoriales de Killing en el espacio-tiempo

de Schwarzschild donde, utilizando las coordenadas cartesianas isotrópicas,

la búsqueda de los campos vectoriales de Killing es únicamente buscar los

campos vectoriales de Killing de la fibra.

Una forma de buscar los campos vectoriales de Killing en variedades

producto warped de la forma (R × S
2, g) con tensor métrico de la forma

g = dr ⊗ dr + f 2(r)dΩ se genera una variedad riemanniana de dimensión

3. Esta variedad satisfacerá las hipótesis del teorema de Killing-Hopf y se

tendrá que son espacios máximamente simétricos por lo tanto tendrán 6

campos vectoriales de Killing.

La búsqueda de los campos vectoriales de Killing se puede realizar utili-

zando la proposición 4.3.1. Por lo tanto se tendrán los campos vectoriales de

la fibra y además se tendrán otros campos vectoriales de Killing que serán

combinación de conformes de la fibra, C ∈ X(F ) cuya función conforme es σ,
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y de Killing de la base, X ∈ X(B), que viene dada por la siguiente ecuación

K = −σX +
df(r)
dr

f
C (4.2)

La demostración de este enunciado se ha relaizado utilizando el softwa-

re matemático Maple y puede consultar en la siguiente dirección https:

//github.com/FernanGI/TFM

El cálculo de los campos vectoriales de Killing en estas variedades se

muestra en la siguiente subsección. Con este cálculo se obtienen los 6 campos

vectoriales de Killing para todas las variedades riemannianas simplemen-

te conexas de curvatura seccional constante 3 dimensionales. Esto se puede

generalizar para cualquier variedad riemannianas simplemente conexas de

curvatura seccional constante únicamente hay que calcular los campos vec-

toriales de Killing de la esfera como se ha mostrado anteriormente.

Un problema abierto es la búsqueda de una fórmula como la ecuación (4.2)

para los campos vectoriales de Killing en otras variedades semiriemannianas

producto warped.

4.3.1. Cálculo de los campos vectoriales de Killing en

variedades producto warped.

Espacio eucĺıdeo R
3

La métrica del espacio eucĺıdeo de R
3 en coordenadas polares es:

g = dr ⊗ dr + r2(dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ)

Que es el producto warped de la variedad base (R, dr ⊗ dr) por la esfera

(R2, dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ) con la función warped f(r) = r.
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Por lo tanto para el cálculo de los campos vectoriales de Killing nece-

sitamos los campos de Killing de la base, que será W = ∂
∂r

y los campos

conformes de la fibra:

C1 =cos θ cosϕ
∂

∂θ
− sinϕ

sin θ

∂

∂ϕ
con función conforme σ1̄ = − sin θ cosϕ

C2 =cos θ sinϕ
∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ
con función conforme σ2̄ = − sin θ sinϕ

C3 =sin θ
∂

∂θ
con función conforme σ3̄ = cos θ

K1 =
∂

∂ϕ

K2 =cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

K3 =sinϕ
∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

.

Entonces, todo campo vectorial de Killing de R
3 puede ser escrito de la

siguiente forma:

K =λ1
∂

∂r
+ λ1̄

(
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂ϕ

)

+ λ2̄

(
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
+ λ3̄ sin θ

∂

∂θ

+ λ4̄

∂

∂ϕ
+ λ5̄

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

+ λ6̄

(
sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
.

Con λ1̄, λ2̄, λ3̄, λ4̄, λ5̄, λ6̄ ∈ C(r) y λ1 ∈ C(R). Algunos ejemplos de los campos

vectoriales de Killing en el espacio R
3 son:

λ4̄ = 1 entonces K = ∂
∂ϕ

tenemos que es un campo vectorial de Killing

ya que es un campo vectorial de Killing de la fibra. Lo miso ocurriŕıa

con K2 y K3.

Si λ1 = cos θ y λ3̄ = −1
r
tenemos el campo vectorial K = cos θ ∂

∂r
−
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sin θ
r

∂
∂θ
. Si se realiza la derivada de Lie de K se tiene que

LKg = Lcos θ ∂
∂r
(dr ⊗ dr)− L sin θ

r
∂
∂θ
dΩ = 0

Si λ1 = cosϕ sin θ y λ1̄ = 1
r
se tiene que el campo vectorial K =

cosϕ sin θ ∂
∂r

+ 1
r

(
cos θ cosϕ ∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂ϕ

)
.

Si λ1 = sin θ sinϕ y λ2̄ =
1
r
se tiene el campo vectorial

K = sin θ sinϕ
∂

∂r
++

1

r

(
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)

Por lo tanto los 6 campos vectoriales de Killing del espacio eucĺıdeo 3-

dimensional serán:

K1 =
∂

∂ϕ

K2 =cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

K3 =sinϕ
∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

K4 =cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

K5 =cosϕ sin θ
∂

∂r
+

1

r

(
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂ϕ

)

K6 =sin θ sinϕ
∂

∂r
++

1

r

(
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)

.

Espacio hiperbólico H
3

El espacio n− dimensional viene dado con el tensor métrico

g = dr ⊗ dr + sinh r2((dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ))
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Esta variedad puede ser expresada como el producto warped de la variedad

base (R, dr ⊗ dr) por la fibra que será la esfera dos-dimensional con la fun-

ción warped f(xn) = sinh xn. En esta variedad se tendrán que los campos

vectoriales de Killing serán de la forma:

K =λ1
∂

∂r
+ λ1̄

(
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂ϕ

)

+ λ2̄

(
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
+ λ3̄ sin θ

∂

∂θ

+ λ4̄

∂

∂ϕ
+ λ5̄

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

+ λ6̄

(
sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
.

Con λ1̄, λ2̄, λ3̄, λ4̄, λ5̄, λ6̄ ∈ C(r) y λ1 ∈ C(R+). Por lo tanto los campos vec-

toriales de Killing serán los siguientes:

K = ∂
∂ϕ

K = cosϕ ∂
∂θ

− cot θ sinϕ ∂
∂ϕ

K = sinϕ ∂
∂θ

− cot θ cosϕ ∂
∂ϕ

K = − sin θ cosφ ∂
∂r

+ cos r
sinh r

(
cos θ cosϕ ∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂
∂ϕ

)

K = − sin θ sinφ ∂
∂r

+ cos r
sinh r

(
cos θ sinϕ ∂

∂θ
+ cosϕ

sin θ
∂
∂ϕ

)

K = cos θ ∂
∂r

+ cos r
sinh r

sin θ ∂
∂θ

Esfera S
3

El espacio n− dimensional viene dado con el tensor métrico

g = dr ⊗ dr + sin r2(dθ ⊗ dθ + sin θ2dϕ⊗ dϕ)
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Esta variedad puede ser expresada como el producto warped de la variedad

base (R, dr ⊗ dr) por la fibra que será la esfera dos-dimensional con la fun-

ción warped f(xn) = sin xn. En esta variedad se tendrán que los campos

vectoriales de Killing serán de la forma:

K =λ1
∂

∂r
+ λ1̄

(
cos θ cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂ϕ

)

+ λ2̄

(
cos θ sinϕ

∂

∂θ
+

cosϕ

sin θ

∂

∂ϕ

)
+ λ3̄ sin θ

∂

∂θ

+ λ4̄

∂

∂ϕ
+ λ5̄

(
cosϕ

∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ

)

+ λ6̄

(
sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ

)
.

Con λ1̄, λ2̄, λ3̄, λ4̄, λ5̄, λ6̄ ∈ C(r) y λ1 ∈ C(R). Por lo tanto los campos vecto-

riales de Killing serán los siguientes:

K = ∂
∂ϕ

K = cosϕ ∂
∂θ

− cot θ sinϕ ∂
∂ϕ

K = sinϕ ∂
∂θ

− cot θ cosϕ ∂
∂ϕ

K = − sin θ cosφ ∂
∂r

+ cos r
sin r

(
cos θ cosϕ ∂

∂θ
− sinϕ

sin θ
∂
∂ϕ

)

K = − sin θ sinφ ∂
∂r

+ cos r
sin r

(
cos θ sinϕ ∂

∂θ
+ cosϕ

sin θ
∂
∂ϕ

)

K = cos θ ∂
∂r

+ cos r
sin r

sin θ ∂
∂θ

Espacio-tiempo de Schwarzschild

Para expresar el espacio-tiempo de Schwarzschild utilizaremos las coor-

denadas cartesianas isotrópicas calculadas por H. A. Buchdahl en su art́ıculo
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Isotropic coordinates and Schwarzschild metric[1]. La expresión del tensor

métrico en dichas coordenadas es la siguiente

g = −c2
(
1− rs

ρ

1 + rs
ρ

)2

dt⊗ dt+ (1 +
rs

ρ
)4
(
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

)

Donde rs = 2GM
c2

y ρ =
√
x2 + y2 + z2. En estas coordenadas se observa

claramente cómo el espacio-tiempo de Schwarzschild es el producto de una

variedad conformal de R
3 con un factor (1 + rs√

x2+y2+z2
)4 multiplicado por

(R, dt⊗ dt) con una función warped

f(x, y, z) =
1− rs√

x2+y2+z2

1 + rs√
x2+y2+z2

.

Por lo tanto se tienen que calcular los campos de Killing de (R3, (1 +
rs√

x2 + y2 + z2
)4
(
dx⊗ dx+ dy ⊗ dy + dz ⊗ dz

)
). Debido al teorema 2.5.5 se

tiene que todo campo vectorial conforme de (R, dx⊗dx+dy⊗dy+dz⊗dz) será

también conforme para la variedad conforme. Entonces los campos vectoriales

de Killing para la variedad conformal serán:

K1 =y
∂

∂z
− z

∂

∂y

K2 =y
∂

∂x
− x

∂

∂y

K3 =z
∂

∂x
− x

∂

∂z

Debido a que se ha roto la simetŕıa de los desplazamientos al multiplicar por

1 + rs√
x2+y2+z2

4, los campos conformales de (R, dt⊗ dt) serán t ∂
∂t

y ∂
∂t
. Por lo

tanto todo vector de Killing del espacio de Schwarzschild puede ser escrito
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como:

K =λ1
∂

∂t
+ λ1̄

(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)

+ λ2̄

(
y
∂

∂x
− x

∂

∂y

)
+ λ3̄

(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

) (4.3)

Con λ1, λ1̄, λ2̄, λ3̄ ∈ C(M). Por ser un espacio tiempo estático se tiene que el

campo vectorial generado por λ1 = 1 y el resto de elementos nulos el campo

resultante K = ∂
∂t

será un campo vectorial de Killing. Debido a que todos

los campos vectorial de Killing de la base cumplen que Ki(f) = 0 se tiene

por la proposición 4.3.1 que son campos vectoriales de Killing. Entonces los

cuatro campos vectoriales de Killing en el espacio de Schwarzschild son:

K0 =
∂

∂t

K1 =y
∂

∂z
− z

∂

∂y

K2 =y
∂

∂x
− x

∂

∂y

K3 =z
∂

∂x
− x

∂

∂z
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Los campos vectoriales de Killing en el estudio una variedad diferencia-

ble son de suma importancia debido a que representan las simetŕıas de una

variedad. Además, tienen relación con las curvas geodésicas y los tensores de

curvatura, como se ha visto a lo largo del trabajo.

Un gran problema a la hora de buscar los campos vectoriales de Killing es

la resolución de la ecuación de Killing. Por ello es muy importante seleccionar

bien las cartas si se quiere resolver dicha ecuación. Aunque, gracias a la

relación previamente mencionada con el tensor de curvatura de Ricci y el

sistema de ecuaciones en derivadas parciales visto en la sección 3.2, se observa

que la importancia de estas es relativa porque los tensores no vaŕıan con el

cambio de cartas.

Gracias a la expresión de variedades complejas como producto warped,

como puede ser el espacio tiempo de Schwarzschild, el espacio de búsqueda de

los campos vectoriales de Killing se ve reducido. Además, la idea presentada

en la última sección del trabajo la búsqueda de los campos vectoriales de

Killing se ve reducida a buscar campos vectoriales de Killing tanto de la base

como de la fibra que satisfagan una serie de propiedades y combinaciones de
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estos.

En la última sección se han presentado todos los campos de los cam-

pos vectoriales de Killing en las variedades riemannianas producto warped

simplemente conexas de curvatura seccional constante. Estos son los campos

vectoriales de Killing de la fibra y una combinación de los campos vectoriales

conformes de la base y killing de la fibra, como se puede ver en la ecuación

(4.2).

A partir de esta idea se platean dos cuestiones. La primera es la búsqueda

de una proposición sobre los campos vectoriales conformes en variedades

producto warped similar a la enunciada en la sección 4.3. La segunda, es la

búsqueda de una caracterización más general para los campos vectoriales de

Killing en variedades semiriemannianas como la dada en la ecuación (4.2).
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Apéndice A

Ejemplo para la ecuación (2.14)

Proposición A.0.1. Existen campos vectoriales que no son de Killing, X ∈
X(M) que satisfacen la siguiente ecuación:

g(X,∇YX) = 0 (A.1)

Demostración. Si tomamos como variedad semiriemanniana el

espacio-tiempo de Schwarzschild y como campos vectoriales

X =
∂

∂θ
e Y =

∂

∂r

Veamos primero que no cumple la ecuación de Killing:

L ∂
∂θ
g(

∂

∂r
,
∂

∂r
) =2 · g(∇ ∂

∂r

∂

∂θ
,
∂

∂r
)
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obtenemos que:

g

(
∂

∂r
,∇ ∂

∂θ

∂

∂r

)
= g

(
∂

∂r
,Γlθ,r

∂

∂xl

)

= Γlθ,r · g
(

∂

∂r
,
∂

∂xl

)

= Γlθ,r · glr
Como g es diagonal tenemos que únicamente

será igual cuando l=r

= Γrθ,r · grr
Pero como Γrθ,r = 0

= 0

Por lo tanto hemos encontrado dos campos vectoriales que no cumplen la

ecuación de Killing pero si la ecuación A.1.
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Apéndice B

Código en Maple para el

cálculo de las derivadas de Lie

with(DifferentialGeometry);with(Tensor);with(LieAlgebras);

DGsetup([theta, phi], S2)

g := evalDG((dtheta&t dtheta) + sin(theta)2 ∗ (dphi&t dphi))

C1 := evalDG(cos(theta) ∗ cos(phi) ∗D theta− sin(theta)sin(phi) ∗D phi)

C2 := evalDG(cos(theta) ∗ sin(phi) ∗D theta+ sin(theta)cos(phi) ∗D phi)

C3 := evalDG(sin(theta) ∗D theta)

LieDerivative(C1, g)

LieDerivative(C1, g)

LieDerivative(C1, g)
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