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Resumen

En este trabajo, se aborda el diseño, implementación y análisis de gráficos
de control para la monitorización del tiempo entre eventos o sucesos y, al mismo
tiempo, la amplitud o tamaño de dichos eventos (lo cual se conoce en inglés como
"time between events and amplitude", TBEA). Concretamente, se estudia el caso,
inédito en la literatura, en que la amplitud tiene carácter multidimensional. Esto
puede ser de interés en muchos contextos reales (por ejemplo, medir el tiempo
entre incendios y, al mismo tiempo, su gravedad, etc.).

Se proponen tres modelos para la monitorización conjunta del tiempo y la
amplitud. Para cada uno de ellos, se obtiene de manera analítica la función de
distribución del estadístico monitorizado. A partir de esto, se diseñan gráficos de
control unilaterales para detectar el empeoramiento o degradación del fenómeno
objeto de interés (en concreto, la disminución del tiempo entre sucesos y/o incre-
mentos de la amplitud de dichos sucesos).

El diseño de los gráficos propuestos se implementa en lenguaje R. Posterior-
mente, se realizan pruebas computacionales orientadas a valorar la aptitud de
estos gráficos para detectar diferentes situaciones de degradación o falta de con-
trol. De esta forma, y mediante tanto técnicas de diseño de experimentos clásicas
como métodos robustos frente a las condiciones que presente la batería de pruebas
generada, se puede analizar el comportamiento de los tres modelos propuestos en
diversos escenarios.

Así, en base a los resultados obtenidos, se llega a conclusiones que permiten
conocer qué parámetros son más influyentes en el rendimiento del gráfico y cuál
de los tres enfoques planteados resulta más conveniente en función del contexto
y de los requerimientos del usuario final.

Por último, se ejemplifica la aplicación del gráfico de control diseñado me-
diante la simulación de un caso práctico basado en datos reales.

Palabras clave: Gráficos de control; tiempo entre eventos; procesos multi-
variantes; distribución gamma; distribución Weibull.
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Abstract

In this paper, we address the design, implementation and analysis of con-
trol charts for joint monitoring the time between events or occurrences and the
amplitude or size of these events (known as time between events and amplitu-
de, TBEA). In particular, we study the case —unprecedented in the literature—
where amplitude has a multidimensional character. This may be of interest in
many real-world contexts (e.g. measuring the time between fires and, at the same
time, their severity, etc.).

We propose three models for the joint monitoring of time and amplitude.
For each of them, the distribution function of the monitored statistic is obtained
analytically. From this, one-sided control charts are designed to detect the wor-
sening or deterioration of the phenomenon of interest (specifically, the decrease
in the time between events and/or increases in the amplitude of these events).

The design of the proposed graphs is implemented in software R. Subsequently,
computational tests are performed to evaluate the aptitude of these graphs to
detect different situations of degradation or lack of control. In this way, and by
means of classical design of experiments techniques and robust methods that con-
sider the conditions presented in the battery of tests generated, the behaviour of
the three proposed models can be analysed in different scenarios.

Therefore, based on the results obtained, conclusions can be drawn as to which
parameters are most influential in the performance of the graph and which of the
three proposed approaches is most suitable depending on the context and the
requirements of the end user.

Finally, we present an example about the application of the designed control
chart by simulating a practical case based on real data.

Keywords: Control charts; time between events; multivariate processes; gam-
ma distribution; Weibull distribution.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes y motivación
Un gráfico de control es una de las técnicas más eficaces que se puede utilizar

para la supervisión estadística de procesos, los cuales pueden tratarse de procesos
industriales relacionados con la fabricación o la ocurrencia de eventos no desea-
dos. Sin embargo, otro posible uso de estos gráficos se da en procesos geológicos
(terremotos, tsunamis) o en aplicaciones sanitarias (epidemiología).

La definición de un evento E depende de la situación considerada. Por ejemplo,
en la industria manufacturera, significa la aparición de un producto no conforme;
en la ingeniería de la fiabilidad, significa el fallo de un sistema específico, etc. En
general, si se produce un acontecimiento no deseado, debemos tener en cuenta
dos características importantes:

El intervalo de tiempo T , medido por la duración entre dos sucesivas ocu-
rrencias del evento E.

La amplitud X (coste, número de víctimas, etc.), que refleja la gravedad
del efecto correspondiente.

Una disminución del tiempo T y/o un aumento de la amplitud X conducen
a una consecuencia negativa, peligrosa o desastrosa. Por ello, tanto el tiempo
entre eventos como la amplitud necesitan ser supervisados simultáneamente con
gráficos de control denotados como gráficos TBEA (time between events and am-
plitude).

El primer problema de monitorización de un gráfico TBE (time between events),
el cual no tenía en cuenta la amplitud entre los eventos considerados, lo planteó
Calvin (1983) [1]. En este trabajo, se pretendía encontrar un método para mejo-
rar el rendimiento de los gráficos de control de atributos tradicionales, conocidos
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

por su ineficacia en el caso de procesos de alta calidad.

Sin embargo, en muchos casos reales, tanto el tiempo entre dos sucesivas ocu-
rrencias de un evento como la amplitud correspondiente, deben ser controlados
simultáneamente. No fue hasta 2009 cuando Wu et al. [2] planteó monitorizar
de manera conjunta el tiempo T entre eventos E y su amplitud X, apareciendo
entonces por primera vez el término de gráfico TBEA.

En todos los trabajos realizados hasta la fecha sobre este tipo de gráficos de
control, se plantea que el tiempo entre eventos T y la amplitud X son varia-
bles aleatorias univariantes. En cambio, esta suposición no resulta razonable si
tenemos en cuenta que la amplitud puede estar condicionada por muchas caracte-
rísticas. Por ejemplo, los daños provocados por un huracán se pueden cuantificar
en función del número de muertos y el coste de las reparaciones. De la misma
forma, los daños causados por una erupción volcánica se pueden medir en base a
la superficie cubierta por la lava y los costes de destrucción, etc. Esto nos lleva a
la necesidad de plantear un gráfico TBEA en el que se considere la amplitud X
como un vector aleatorio multivariante.

En la presente memoria nos proponemos extender el trabajo preliminar de
Rahali et al. (2019) [3], estudiando el rendimiento de los gráficos de Shewhart
TBEA unilaterales para el caso en el que la amplitud pueda ser multidimensio-
nal. Para ello, se plantean tres modelos basados en tres estadísticos diferentes
denominados Z1, Z2 y Z3 que dependen tanto del tiempo entre diversos sucesos
como de la amplitud de los mismos.

1.2. Objetivos y alcance
El objetivo general de este trabajo consiste en desarrollar y validar un gráfico

de control para la monitorización conjunta del tiempo entre eventos o sucesos y
la amplitud en un proceso multivariante.

Más concretamente, nos planteamos los siguientes objetivos específicos:

Realizar el desarrollo y estudio de las propiedades teóricas necesarias para
la construcción del gráfico de control TBEA en el caso en el que la amplitud
sea multidimensional.

Desarrollar e implementar informáticamente a través del software R las
herramientas de control de calidad planteadas.

Validar la eficiencia de dicho gráfico a través del análisis y comparación
numérica de los tres métodos propuestos distintos.
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Cabe decir que abordaremos el caso en el que la amplitud se supone una
variable continua normal multivariante. A su vez, asumiremos que el tiempo entre
sucesos y la amplitud se comportan de manera independiente desde el punto de
vista estadístico. Con respecto a los ejemplos numéricos, se desarrollarán para el
caso en el que el tiempo T sigue una distribución gamma o Weibull, y la amplitud
X se trata de una variable bidimensional.

1.3. Estructura del trabajo
A partir de este punto, el trabajo consta de cinco capítulos más.

En el segundo capítulo, se introducen los conceptos teóricos necesarios para
la comprensión de la propuesta de trabajo.

En el tercer capítulo, se presenta y se desarrolla la metodología realizada en
el trabajo con el fin de obtener un gráfico de control que monitorice de manera
conjunta el tiempo entre eventos y su amplitud. En concreto, se obtienen las
expresiones analíticas de las funciones de distribución correspondientes a los es-
tadísticos considerados, se detalla el procedimiento para el cálculo del límite de
control del gráfico y se describen las medidas utilizadas para el cálculo del de-
sempeño del gráfico.

En el cuarto capítulo, se muestran los resultados de aplicar la metodología
planteada para diferentes condiciones iniciales fijadas, y se evalúa el efecto que
provocan los diversos factores sobre la medida del rendimiento del gráfico.

En el quinto capítulo, se realiza un ejemplo numérico de un gráfico de control
donde se aplica la metodología planteada para el cálculo del límite de control y
se estima la eficiencia del mismo.

En el sexto y último capítulo, se muestran las conclusiones que pueden ex-
traerse del trabajo realizado.



Capítulo 2

Marco teórico

Antes de comenzar con el desarrollo de la metodología, se introducen algunos
fundamentos teóricos necesarios para la comprensión de la misma. En particu-
lar, en este capítulo se presentan conceptos básicos del control estadístico de la
calidad, los gráficos de control y el cálculo del desempeño de estos. Además, se
comentan los aspectos de estudios previos realizados sobre los gráficos de control
TBE y TBEA que se tomarán como referencia en el presente trabajo.

2.1. Control estadístico de la calidad
El control estadístico de la calidad tiene sus orígenes en la Revolución Indus-

trial (1760-1840), donde aumentó considerablemente la demanda de determinados
productos, surgiendo de esta forma la producción en línea junto con nuevos siste-
mas de fabricación. En este punto, se produjo una disminución de la calidad del
producto elaborado, ya que los requerimientos de producción en masa descuida-
ban las características que satisfacían las necesidades de los consumidores.

En la década de 1920, Walter Shewhart indicó que la variación en la fabrica-
ción de productos era inevitable. Sin embargo, desarrolló una gráfica simple que
permitía determinar cuándo la variación en un proceso de fabricación excedía los
límites aceptables, la cual denominó como carta de control. [4]

A día de hoy, definimos el control estadístico de procesos como el área que
permite la aplicación de técnicas estadísticas al control de calidad en procesos
industriales, administrativos o de servicios. Su objetivo principal consiste en re-
ducir o suprimir sistemáticamente la variabilidad de los procesos, para mejorar la
calidad de los productos o servicios, o como apoyo en la toma de decisiones dentro
de una organización. Además, es fácil de usar, tiene un impacto significativo y
puede aplicarse a cualquier proceso. [5]
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2.1. CONTROL ESTADÍSTICO DE LA CALIDAD 5

Las siete herramientas principales que utiliza el control estadístico de procesos,
son: el histograma o diagrama de tallo y hoja, la hoja de control, el gráfico de
Pareto, el diagrama de causa y efecto, el diagrama de concentración de defectos, el
diagrama de dispersión, y el gráfico de control. De aquí en adelante, nos centramos
en desarrollar la última de las herramientas mencionadas.

2.1.1. Gráficos de control
Los gráficos de control se crearon a partir de Walter A. Shewhart, es por esto

que también se conocen como diagramas de Shewhart. Estas representaciones,
suponen una de las herramientas más útiles durante el proceso de fabricación de
un producto o de prestación de un servicio para mejorar la calidad y la produc-
tividad. Se basan en la monitorización de un estadístico muestral a lo largo del
tiempo, con el fin de asegurar la estabilidad y si el comportamiento del proceso es
predecible o si, por el contrario, es necesario analizar o corregir alguna variación.
Más concretamente, los gráficos de control pueden ser utilizados para la detec-
ción rápida de causas asignables, la estimación de los parámetros del proceso de
producción o la obtención de información para la mejora del proceso.

Figura 2.1: Ejemplo típico de gráfico de control. (Montgomery, 2012)

En la Figura 2.1 podemos ver un ejemplo típico de un gráfico de control.
Se trata de una representación gráfica de una característica de calidad que se
ha medido o calculado a partir de una muestra. Este gráfico contiene una línea
central (center line, CL) que representa el valor medio de la característica de
calidad correspondiente al estado de control. Además, cuenta con otras dos lí-
neas, denominadas límite de control superior (upper control limit, UCL) y límite
de control inferior (lower control limit, LCL), respectivamente. Estos límites de
control se eligen de forma que, si el proceso está bajo control, la mayor parte
de los puntos de la muestra se sitúen entre ellos. Debe entenderse por proce-
so bajo control (o proceso estable) aquel cuya característica de calidad objeto de
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estudio presenta una distribución de probabilidad constante a lo largo del tiempo.

Mientras que los puntos se encuentran dentro de los límites de control, se asu-
me que el proceso está bajo control. Por el contrario, el hecho de que un punto
se sitúe fuera de estos límites, se considera una señal de falta de control; esto
requiere una investigación y una acción correctiva para encontrar y eliminar la
causa o causas asignables o no aleatorias responsables de este comportamiento.
Así, el uso sistemático de un gráfico de control es una excelente manera de reducir
la variabilidad. [5]

Nótese la relación existente entre este tipo de representaciones gráficas y los
contrastes de hipótesis. Para cada punto del gráfico obtenido a partir de una
nueva muestra se está contrastando la hipótesis de que el proceso se encuentra
bajo el estado de control estadístico. Contamos así con el riesgo de error de tipo I
(probabilidad de concluir que el proceso está fuera de control cuando no lo está,
también conocido como tasa de falsas alarmas), y el riesgo de error de tipo II
(probabilidad de concluir que el proceso está bajo control cuando no lo está).

2.1.2. Medidas de desempeño de un gráfico de control
Una forma de evaluar el rendimiento de un gráfico de control es a través de la

longitud promedio por racha o ARL (average run length). Esta medida representa
el promedio de puntos que deben trazarse en el gráfico antes de que el primero
salga fuera de los límites de control. En un gráfico de Shewhart, en el que las
muestras tomadas se consideran de tamaño constante e independientes entre sí,
el ARL se puede calcular a través de la siguiente fórmula:

ARL = 1
p

,

donde p es la probabilidad de que cualquier punto supere los límites de con-
trol. [5]

De esta forma, si el proceso se encuentra bajo control, esta probabilidad p se
corresponde con la tasa de falsas alarmas (α). Así, el ARL bajo control se define
como:

ARL0 = 1
α

.

Por el contrario, cuando el proceso se encuentra fuera de control, la proba-
bilidad de que el punto salga fuera del gráfico es la probabilidad de detectar un
cambio de cierta magnitud en el proceso; es decir, lo que se conoce como la poten-
cia del gráfico, equivalente a la probabilidad complementaria a cometer un error
de tipo II (β). Por tanto, se tiene que:
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ARL1 = 1
Potencia

= 1
1 − β

.

Por otro lado, cuando el intervalo entre muestras no es constante en el tiempo,
es más conveniente medir la aptitud del gráfico de control en términos del tiempo
promedio hasta la señal, lo que se conoce como ATS (average time to signal) y
se calcula con la siguiente expresión:

ATS = ARL · t,

donde t se corresponde con la medida de tiempo que transcurre entre muestras
consecutivas.

2.1.3. Gráficos de control unilaterales
Lo más usual resulta estar interesados en detectar tanto aumentos como dis-

minuciones del valor de la característica de calidad que estamos controlando, de
ahí el uso de un límite de control superior y uno inferior en el gráfico de control.
Sin embargo, existen gráficos que solo tienen uno de los dos límites de control.

La ventaja de diseñar un gráfico con un único límite de control es que se tie-
ne mayor potencia, es decir, menor ARL, para detectar los cambios que puedan
surgir. Sin embargo, evidentemente, es un gráfico incapaz de detectar cambios en
la otra dirección puesto que no presenta límite de control en ese sentido. [6]

Un posible ejemplo en el que nos puede interesar utilizar este tipo de gráficos es
aquel que monitoriza la resistencia a la rotura de un pieza concreta. En este caso,
una disminución de la resistencia supone un problema de calidad. En cambio,
un aumento de la resistencia indica una mejora que, por tanto, no nos interesa
detectar.

2.2. Gráficos de control para TBE
Como ya hemos comentado con anterioridad, los gráficos de control para mo-

nitorizar el tiempo entre eventos (TBE) tienen su origen en 1983, cuando Calvin
[1] pretendía mejorar los gráficos de control de atributos tradicionales, los cuales
eran ineficaces para controlar procesos con una proporción de defectos o núme-
ro de piezas defectuosas muy pequeña y en los que la aparición de productos
no conformes era muy rara. Para ello, propuso controlar el número acumulado
de artículos conformes entre dos no conformes. Este trabajo fue estudiado por
primera vez por Lucas (1985) [7] y por Vardeman y Ray (1985) [8], los cuales
proponen nuevos gráficos de control para supervisar los datos del TBE en este
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tipo de procesos.

Posteriormente, el control estadístico del TBE ha sido objeto de estudio de
varios investigadores. Chan et al. (2000) [9] y Xie et al. (2002) [10] realizaron
un estudio del gráfico exponencial TBE. Más adelante, Bourke (2001) [11] dise-
ñó un gráfico geométrico de sumas acumuladas (cumulative sum, CUSUM) para
controlar los datos de TBE. A su vez, Borror et al. (2003) [12] y Shafae et al.
(2014) [13] también investigaron un gráfico CUSUM exponencial de TBE. Xie
et al. (2010) [14] estudiaron la aplicación de los gráficos de control TBE para la
gestión sanitaria. Un segundo modelo económico fue desarrollado por Zhang, Xie,
et al. (2011) [15] para analizar un gráfico de control TBE exponencial basado en
el desplazamiento aleatorio del proceso. Ese mismo año, se propuso un diseño de
gráficos de control TBE con reglas de ejecución por primera vez por Cheng y
Chen (2011) [16]. Por otro lado, Qu et al. (2014) [17] estudiaron algunos gráficos
de control TBE para la inspección por muestreo. Ali et al. (2016) [18] introduje-
ron una visión general de los procesos de control de alta calidad. Un gráfico de
control de medias móviles ponderadas exponencialmente (exponentially weighted
moving average, EWMA) unilateral para supervisar el tiempo entre eventos ha
sido propuesto por Chakraborty et al. (2017) [19]. Otro ejemplo se da en 2018,
cuando Huang et al. [20] desarrollaron dos esquemas EWMA no paramétricos
para monitorizar gráficos de TBE y la magnitud de los eventos.

2.3. Gráficos de control para TBEA
La frecuencia y la amplitud son características importantes de un evento. Lo

más habitual, resulta que la frecuencia se mida como la duración entre dos ocu-
rrencias sucesivas de un acontecimiento concreto en una escala de tiempo, y su
amplitud refleje la intensidad, tamaño o gravedad de dicho acontecimiento. Por
lo tanto, el efecto de un evento depende tanto del intervalo de tiempo T entre dos
sucesos consecutivos como de la amplitud X de cada suceso. En el control esta-
dístico de procesos tradicional, los gráficos X̄ & R y X̄ & S están diseñados para
controlar la media y la variabilidad de una variable. Por ello, el primer trabajo
que consta sobre los gráficos de control para TBEA (time between events and
amplitude), lo realizaron Wu et al. (2009) [2] proponiendo un esquema combina-
do de T&X para supervisar el tiempo a través de un gráfico TBE y la amplitud
mediante un gráfico X.

Posteriormente, se han desarrollado varios gráficos de control TBEA, véase
Wu et al. (2010) [21], Qu et al. (2013) [22], Qu et al. (2014) [23], Qu et al. (2018)
[24]. Resulta interesante el trabajo realizado por Ali y Pievatolo (2018) [25], quie-
nes introdujeron un nuevo gráfico de control basado en el supuseto de un proceso
de renovación con recompensas, donde la recompensa representa la amplitud. Por
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otro lado, Qu et al. (2017) [26] propusieron un gráfico CUSUM (denominado grá-
fico UCUSUM) para controlar simultáneamente el tamaño N y el intervalo de
tiempo T de un evento, suponiendo N una variable aleatoria discreta de Poisson.

Una observación importante sobre los artículos que tratan de gráficos de con-
trol TBEA es que la mayoría de ellos asumen que:

El tiempo entre eventos T sigue una distribución exponencial.

La amplitud X sigue una distribución normal.

El estadístico para controlar simultáneamente T y X es la relación X
T

.

Sin embargo, la base de nuestra propuesta se encuentra en el estudio realizado
por Rahali et al. (2019) [3], donde se propone una comparación de la eficacia de
tres estadísticos diferentes para controlar conjuntamente el tiempo y la magnitud
en el caso en el que esta última es unidimensional. En particular, las hipótesis que
se asumen en ese trabajo, las cuales tomaremos como referencia en la presente
memoria, son las dos siguientes:

Existen cuatro posibles distribuciones (gamma, lognormal, normal y Wei-
bull), tanto para el tiempo T como para la amplitud X.

Se consideran tres estadísticos diferentes Z1, Z2 y Z3 para controlar simul-
táneamente T y X, los cuales se basan en una versión estandarizada de X
y T .



Capítulo 3

Metodología

Tras haber expuesto en el capítulo anterior los conceptos teóricos previos a
tener en cuenta, nos disponemos a desarrollar la metodología llevada a cabo con
el fin de diseñar un gráfico de control que permita monitorizar de manera con-
junta el tiempo entre eventos y su amplitud, siendo esta multidimensional. Más
concretamente, en este capítulo nos centraremos en el primer objetivo expuesto
al principio de la memoria, a través de la obtención de las expresiones teóricas
necesarias para la monitorización del tiempo y la amplitud entre eventos de gráfi-
cos de control TBEA en procesos multivariantes. Además, indicaremos la manera
en la que se puede medir la eficiencia de este tipo de gráficos.

3.1. Gráfico de control TBEA. Amplitud multi-
dimensional

En este punto nos disponemos a plantear en qué consiste el gráfico de control
TBEA para amplitudes multidimensionales, explicando las hipótesis de partida
que asumiremos y detallando qué se pretende monitorizar a través de este gráfico.

En primer lugar, entendemos que D0, D1, D2, ..., se corresponden con las
duraciones que presenta el acontecimiento del evento E a lo largo del tiempo.
En general, vamos a denotar por Di, i = 0, 1, 2, ..., a los tiempos en los que está
ocurriendo un evento E específico que se considera negativo. Consecuentemente,
Ti = Di − Di−1, i = 1, 2, ..., comprenderán los intervalos de tiempo entre dos
ocurrencias consecutivas del suceso E. Por lo tanto, se tiene que Ti, i = 1, 2, ... son
variables aleatorias continuas definidas en el intervalo [0, +∞). A continuación,
introducimos la notación que utilizaremos en relación con estas variables:

Denotamos µT y σT a la media y la desviación típica de Ti, respectivamente.
De esta forma, cuando el proceso está bajo control se tendrá que µT = µT 0,

10
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σT = σT 0 y, por el contrario, cuando el proceso está fuera de control,
µT = µT 1, σT = σT 1.

FT (t|(µT , σT )) se corresponderá con la función de distribución acumulativa
de T (cumulative distribution function, CDF), la cual dependerá de los
parámetros (µT , σT ), que podrán estar bajo o fuera de control. De forma
abreviada, denotaremos al vector de parámetros (µT , σT ) = θT ; así,
θT = θT 0 o θT = θT 1.

fT (t|(µT , σT )) se asociará a la función de densidad de probabilidad de T
(probability distribution function, PDF), la cual también dependerá de los
parámetros (µT , σT ) = θT , que podrán estar bajo o fuera de control.

Entonces, en este trabajo se considerará que T es una variable aleatoria con-
tinua que sigue una distribución concreta la cual se mantiene constante a lo largo
del tiempo; es decir, que es estable.

Por otro lado, denotamos X1, X2, ..., a los vectores de magnitud asociados
al suceso E que ocurre en el tiempo D1, D2, ... . Con respecto a las amplitudes,
vamos a considerar las siguientes hipótesis de partida:

Las magnitudes X i, i = 1, 2, ..., se asumen independientes con respecto a
los tiempos Ti, i = 1, 2, ... .

En este trabajo, se supondrá que, para cada i = 1, 2 , ...,

X i = (Xi,1, ..., Xi,p)T ∼ MNOR(µX , ΣX).

Es decir, que la amplitud sigue una distribución normal multivariante en
Rp, para un p ∈ N, p ≥ 2. Nótese, además, que estamos suponiendo que
la amplitud puede tomar valores negativos, al contrario que Ti (si bien, en
la práctica, que la amplitud tome valores negativos es una situación poco
probable).

Además, se tiene que µX se corresponde con el vector de medias, y ΣX

hace referencia a la matriz de varianzas-covarianzas correspondiente. De
esta forma, cunado el proceso esté bajo control se tendrá que µX = µX0

y ΣX = ΣX0 y, cuando el proceso esté fuera de control, µX = µX1 y
ΣX = ΣX1 .

Para hacernos una idea más clara, vemos una representación gráfica de los
aspectos que estamos considerando. Hay que tener en cuenta que D0 = 0 es la
fecha de un evento “virtual” que no tendrá ninguna amplitud asociada.
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Figura 3.1: Fechas de ocurrencia D0 = 0, D1, D2, ...; intervalos de tiempo
T1 = D1 − D0, T2 = D2 − D1, ...; y amplitudes multidimensionales X1, X2, ... de
un evento negativo E.

Recordamos que el objetivo de un gráfico de control consiste en detectar un
cambio en el proceso a peor. En este contexto, el gráfico de control TBEA pretende
detectar una disminución significativa entre los intervalos de tiempo que miden
las ocurrencias consecutivas de un evento E y/o un aumento significativo de las
amplitudes correspondientes. Nótese que, en nuestro caso, en lo que respecta al
intervalo de tiempo Ti, i = 1, 2, ..., la situación está clara ya que se trata de una
variable aleatoria univariante. Sin embargo, un aumento del vector de magnitudes
X i supone un “aumento global” en las componentes de este vector. Proponemos,
por tanto, resumir la información de nuestro vector de magnitudes a través del
siguiente estadístico:

Mi = mı́n(X i) = mı́n(Xi,1, Xi,2, ..., Xi,p), donde i = 1, 2, ... .

De esta forma, contamos con una variable aleatoria unidimensional que verifica
la siguiente propiedad:

Mi aumenta ⇐⇒ Xi,1 ∧ Xi,2 ∧ ... ∧ Xi,p aumentan, para todo i.

Cabe destacar que la utilización de este estimador resulta consistente a pe-
sar de que contenga características tomadas en diferentes escalas, puesto que se
entiende que dichas unidades de medida no varían a lo largo del proceso. Por lo
tanto, basaremos nuestro gráfico de control TBEA en Ti y Mi.

Sin embargo, tal y como sugiere Rahali et al. (2019) [3], las escalas entre
las variables aleatorias Ti y Mi pueden ser muy diferentes entre ellas. Por ello,
con el fin de no favorecer a una variable sobre la otra, se decide trabajar con la
estandarización de estas últimas, las cuales denotamos como sigue:

T ′
i = Ti

µT0
, donde µT0 será la media de Ti cuando el proceso esté bajo control.

M ′
i = Mi

µM0
, donde µM0 será la media de Mi cuando el proceso esté bajo

control.
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Suponiendo que µT0 ̸= 0, µM0 ̸= 0 para todos los casos. De esta forma, cuando
el proceso está bajo control, se tendrá que:

E[T ′
i ] = E

[
Ti

µT0

]
= E[Ti]

µT0
= µT0

µT0
= 1.

E[M ′
i ] = E

[
Mi

µM0

]
= E[Mi]

µM0
= µM0

µM0
= 1.

Siguiendo a Rahali et al. (2019) [3], con el fin de controlar simultáneamente
el tiempo T entre un evento E y su amplitud multidimensional X, se propone
monitorizar tres estadísticos diferentes que dependan tanto del tiempo como de
la amplitud Z = Z(T ′, M ′), denotados Z1, Z2 y Z3. Más concretamente, los tres
estadísticos de los que estamos hablando se definen como sigue:

Z1 = M ′ − T ′.

Z2 = M ′

T ′ .

Z3 = M ′ + 1
T ′ .

Todos ellos, satisfacen las dos propiedades siguientes:

Z ↑ si T ′ ↓ o M ′ ↑.

Z ↓ si T ′ ↑ o M ′ ↓.

Por último, indicamos que el gráfico de control que se plantea en este trabajo
es de tipo Shewhart con tamaño de muestra constante, ya que tomamos una única
observación en cada caso y todas las observaciones se consideran independientes
entre ellas.

3.2. Distribución en el muestreo de Z1, Z2 y Z3

En esta sección, buscamos encontrar la expresión analítica de la función de
distribución acumulativa de los tres estadísticos que queremos monitorizar en
nuestro gráfico de control, Z1, Z2 y Z3. Para ello, es necesario hallar previamente
la CDF de las variables aleatorias T ′ y M ′, como indicaremos a continuación.

Cabe destacar que no se va a poder llegar a una solución cerrada para las
expresiones de las funciones de distribución para cada uno de los tres estadísticos
descritos. Sin embargo, estas funciones sí que podrán proporcionar resultados
numéricos a través de técnicas numéricas que detallaremos más adelante.
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3.2.1. Distribución en el muestreo de M ′

Recordamos que M ′ = M
µM0

, luego para poder averiguar la distribución en el
muestreo que sigue M ′, necesitamos conocer la función de distribución FM(m) y
cuál es la expresión analítica de µM0 . Lo vemos:

Por hipótesis, sabemos que X i = (Xi,1, ..., Xi,p)T ∼ MNOR(µX , ΣX) y esta-
mos considerando que Mi = mı́n(X i) = mı́n(Xi,1, Xi,2, ..., Xi,p), para todo i. Por
tanto,

FM(m) := Pr(M ≤ m) = 1 − Pr(M > m) = 1 − Pr(mı́n(X1, X2, ..., Xp) > m) =
= 1 − Pr(X1 > m, X2 > m, ..., Xp > m) = ∗

(3.1)

Ahora, como X1, ..., Xp no son independientes entre sí y considerando que 1p

se corresponde con un vector p-dimensional en el que cada posición tiene el valor
1, se tiene que:

∗ = 1 − Pr((X1, X2, ..., Xp) > m · 1p) =
= 1 − Pr(X1 > m ∧ X2 > m ∧ ... ∧ Xp > m) =
= 1 − Pr(−X1 < −m ∧ −X2 < −m ∧ ... ∧ −Xp < −m)

(3.2)

En este punto, denotamos Y = (−X1, ..., −Xp) y tenemos en cuenta que
estamos hablando de distribuciones continuas. Entonces, finalmente:

FM(m) = 1 − Pr(Y < −m · 1p) = 1 − Pr(Y ≤ −m · 1p) =
= 1 − FY (−m · 1p|θY ),

(3.3)

donde Y = (−X1, ..., −Xp) = −X ∼ MNOR(−µX , ΣX); luego el vector de
parámetros θY = (−µX , ΣX).

Consecuentemente, por definición de función de densidad de probabilidad, se
tendrá que:

fM(m) := F ′
M(m) = ∂

∂m
(1 − FY (−m · 1p|θY )) =

= −(−1p) ·
(

∂

∂y1
FY (−m · 1p|θY ), ...,

∂

∂yp

FY (−m · 1p|θY )
)

=

=
p∑

i=1

∂

∂yi

FY (−m · 1p|θY ).

(3.4)
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Sin embargo, debemos tener en cuenta que la CDF de una distribución normal
(univariante o multivariante) no tiene expresión analítica. Entonces, para hallar
resultados numéricos en la expresión de la ecuación (3.4), los cálculos se realizan
a través de la expresión siguiente:

∂

∂yi

FY (y1, ..., yi, ..., yp) =

=
∫ y1

−∞
...
∫ yi−1

−∞

∫ yi+1

−∞
...
∫ yp

−∞
fY (t1, ..., ti−1, yi, ti+1, ..., tn)dtn...dti+1dti−1...dt1

(3.5)

En particular, veamos una aplicación de la ecuación (3.4) para un caso con-
creto con el fin de clarificar la ecuación (3.5).

Ejemplo 3.1. Para el caso bidimensional (p = 2), dada Y ∼ MNOR(−µX , ΣX),
se tendrá que:

fM(m) =
2∑

i=1

∂

∂yi

FY (−m, −m) =

= ∂

∂y1
FY (−m, −m) + ∂

∂y2
FY (−m, −m) =

=
∫ −m

−∞
fY (−m, t2)dt2 +

∫ −m

−∞
fY (t1, −m)dt1

Ahora, ya podemos indicar la expresión analítica de µM0 :

E[M ] = µM0 =
∫ +∞

−∞
m · fM(m)dm =

∫ +∞

−∞
m ·

p∑
i=1

∂

∂yi

FY (−m · 1p|θY ). (3.6)

Teniendo en cuenta todo lo anterior, desarrollamos las expresiones de FM ′(m)
y fM ′(m), ya que son una consecuencia inmediata de las halladas previamente.
En primer lugar, veamos FM ′(m):

FM ′(m) := Pr(M ′ ≤ m) = Pr

(
M

µM0

≤ m

)
= Pr(M ≤ m · µM0) =

= 1 − Pr(M > m · µM0) =
= 1 − Pr(X1 > (m · µM0) ∧ X2 > (m · µM0) ∧ ... ∧ Xp > (m · µM0)) =
= 1 − Pr(−X1 < −(m · µM0) ∧ −X2 < −(m · µM0) ∧ ... ∧ −Xp < −(m · µM0)) =
= 1 − Pr(Y < −(m · µM0) · 1p) = 1 − FY (−(m · µM0) · 1p|θY ),

(3.7)

con Y = (−X1, ..., −Xp) = −X ∼ MNOR(−µX , ΣX).
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Ahora, de forma análoga al desarrollo para fM(m), obtenemos fM ′(m):

fM ′(m) := F ′
M ′(m) = ∂

∂m
(1 − FY (−(m · µM0) · 1p|θY )) =

= (µM0 · 1p) ·
(

∂

∂y1
FY (−(m · µM0) · 1p|θY ), ...,

∂

∂yp

FY (−(m · µM0) · 1p|θY )
)

=

= µM0 ·
p∑

i=1

∂

∂yi

FY (−(m · µM0) · 1p|θY ).

(3.8)

3.2.2. Distribución en el muestreo de T ′

Recordando que T ′ = T
µT 0

y que T es una variable aleatoria unidimensional
y continua que se supone que sigue una distribución conocida determinada, se
tiene que:

FT ′(t) := Pr(T ′ ≤ t) = Pr

(
T

µT0

≤ t

)
= Pr(T ≤ (µT0 ·t)) = FT (µT0 ·t|θT ), (3.9)

con FT asociada a la distribución concreta que siga T y θT = (µT , σT ). Por
otro lado:

fT ′(t) := F ′
T ′(t) = ∂

∂t
FT (µT0 · t|θT ) = µT0 · fT (µT0 · t|θT ), (3.10)

para la expresión de fT relacionada con la forma en la que se distribuya T .

3.2.3. Función de distribución del estadístico Z1

Considerando todo lo anterior, ya podemos desarrollar la función de distribu-
ción acumulativa que caracteriza al estadístico Z1 = M ′ − T ′. Para ello, recorda-
mos los siguientes aspectos a tener en cuenta para hallarla:

M ′ = M
µM0

y T ′ = T
µT0

.

FM ′(m) = 1 − FY (−(µM0 · m) · 1p|θY )), con Y ∼ MNOR(−µX , ΣX).

FT ′(t) = FT (µT0 · t|θT )), con T una distribución unidimensional y continua
concreta.

Estamos suponiendo que M ′ ∈ R y T ′ ∈ R+, luego Z1 ∈ (−∞, +∞).

Se asume independencia entre X y T .
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Entonces, buscamos la expresión para FZ1(z):

FZ1(z) = Pr(Z1 ≤ z) =
Z1 = M ′ − T ′

Pr(M ′ − T ′ ≤ z) =

=
A = {(m, t) ∈ RxR+|m − t ≤ z}

∫
A

fM ′(m|θM ′) · fT ′(t|θT ′)d(m, t) =

=
∫ +∞

−∞

∫ +∞

máx{0,m−z}
fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm = †

(3.11)

En este punto, veamos en qué se diferencia la gráfica de la región T ′ ≥ M ′ − z
cuando z ≥ 0 en comparación a cuando z < 0, teniendo en cuenta que T ′ ≥ 0:

Figura 3.2: Región T ′ ≥ M ′ − z, con z ≥ 0 & Región T ′ ≥ M ′ − z, con z < 0

Decidimos dividir la expresión † en dos integrales, diferenciando entre el caso
en el que m < z y cuando m ≥ z:

† =
∫ z

−∞

∫ +∞

0
fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm +

∫ +∞

z

∫ +∞

m−z
fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm =

= (1 − FT ′(0|θT ′)︸ ︷︷ ︸
0

) ·
∫ z

−∞
fM ′(m|θM ′)dm︸ ︷︷ ︸
FM′ (z|θM′ )

+
∫ +∞

z
(1 − FT ′(m − z|θT ′)) · fM ′(m|θM ′)dm =

= FM ′(z|θM ′) +
∫ +∞

z
fM ′(m|θM ′)dm︸ ︷︷ ︸

1−FM′ (z|θM′ )

−
∫ +∞

z
FT ′(m − z|θT ′) · fM ′(m|θM ′)dm =

= 1 −
∫ +∞

z
FT ′(m − z|θT ′) · fM ′(m|θM ′)dm,

(3.12)

Es decir, se concluye que

FZ1(z) = 1 −
∫ +∞

z
FT ′(m − z|θT ′) · fM ′(m|θM ′)dm, (3.13)

sin importar si z ≥ 0 o z ≤ 0.
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3.2.4. Función de distribución del estadístico Z2

Considerando las mismas hipótesis planteadas en la sección anterior, nos dis-
ponemos a hallar la expresión de la función de distribución acumulativa para el
estadístico Z2 = M ′

T ′ ∈ (−∞, +∞).

FZ2(z) = Pr(Z2 ≤ z) = Pr

(
M ′

T ′ ≤ z

)
=

=
A = {(m, t) ∈ RxR+| m

t
≤ z}

∫
A

fM ′(m|θM ′) · fT ′(t|θT ′)d(m, t) = ‡
(3.14)

Ahora, veamos en qué se diferencia la gráfica de la región T ′ ≥ M ′

z
cuando

z ≥ 0 en comparación a cuando z < 0, teniendo en cuenta que T ′ ≥ 0:

Figura 3.3: Región T ′ ≥ M ′

z
, con z ≥ 0 & Región T ′ ≥ M ′

z
, con z < 0

Por tanto, por las gráficas obtenidas en la Figura (3.3), se decide dividir la
expresión ‡ en dos casos diferentes, en función de si z ≥ 0 o z < 0:

Caso z ≥ 0:

‡ =
∫ 0

−∞

∫ +∞

0
fT ′(t|θT ′)dt︸ ︷︷ ︸

1

fM ′(m|θM ′)dm +
∫ +∞

0

∫ +∞

m
z

fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm =

=
∫ 0

−∞
fM ′(m|θM ′)dm +

∫ +∞

0

(
1 − FT ′

(
m

z
|θT ′

))
fM ′(m|θM ′)dm =

= FM ′(0|θM ′) + (1 − FM ′(0|θM ′)) −
∫ +∞

0
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm =

= 1 −
∫ +∞

0
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm

(3.15)
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Caso z < 0:

‡ =
∫ 0

−∞

∫ +∞

m
z

fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm +
∫ +∞

0

∫ +∞

0
fT ′(t|θT ′)dt︸ ︷︷ ︸

1

fM ′(m|θM ′)dm =

=
∫ 0

−∞

(
1 − FT ′

(
m

z
|θT ′

))
fM ′(m|θM ′)dm + 1 − FM ′(0|θM ′) =

= FM ′(0|θM ′) −
∫ 0

−∞
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm + 1 − FM ′(0|θM ′) =

= 1 −
∫ 0

−∞
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm

(3.16)

Es decir, se concluye que:

Si z ≥ 0,
FZ2(z) = 1 −

∫ +∞

0
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm. (3.17)

Si z < 0,
FZ2(z) = 1 −

∫ 0

−∞
FT ′

(
m

z
|θT ′

)
fM ′(m|θM ′)dm. (3.18)

3.2.5. Función de distribución del estadístico Z3

Tomando las mismas hipótesis de partida que en los casos anteriores, busca-
mos la expresión de la función de distribución acumulativa del tercer estadístico
a considerar Z3 = M ′ + 1

T ′ ∈ (−∞, +∞).

FZ3(z) = Pr(Z3 ≤ z) = Pr
(

M ′ + 1
T ′ ≤ z

)
= § (3.19)

Ahora, veamos qué región de la gráfica comprende T ′ ≥ 1
z−M ′ cuando z ≥ 0

en comparación a cuando z < 0, teniendo en cuenta que T ′ ≥ 0:

Figura 3.4: Región T ′ ≥ 1
z−M ′ , con z ≥ 0 & Región T ′ ≥ 1

z−M ′ , con z < 0
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Observando la Figura (3.4), podemos ver que nos encontramos con una asín-
tota vertical para el caso en el que m = z, tanto si z ≥ 0 como si z < 0. Por
tanto, continuamos desarrollando la expresión teniendo esto en cuenta:

§ =
∫ z

−∞

∫ +∞

1
z−m

fT ′(t|θT ′)dtfM ′(m|θM ′)dm =

=
∫ z

−∞

(
1 − FT ′

( 1
z − m

|θT ′

))
· fM ′(m|θM ′)dm =

=
∫ z

−∞
fM ′(m|θM ′)dm −

∫ z

−∞
FT ′

( 1
z − m

|θT ′

)
· fM ′(m|θM ′)dm =

= FM ′(z|θM ′) −
∫ z

−∞
FT ′

( 1
z − m

|θT ′

)
· fM ′(m|θM ′)dm

(3.20)

Es decir, se concluye que, sin importar si z ≥ 0 o z < 0,

FZ3(z) = FM ′(z|θM ′) −
∫ z

−∞
FT ′

( 1
z − m

|θT ′

)
· fM ′(m|θM ′)dm. (3.21)

3.3. Obtención del límite de control del gráfico
En primer lugar, empezamos planteando la definición que caracteriza a los

límites de control inferior y superior de los gráficos TBEA, LCLZ y UCLZ ,
siendo Z cualquiera de los tres estadísticos planteados y previamente definidos,
Z1, Z2 y Z3.

LCLZ = F −1
Z (αL|µT0 , µM0) (3.22)

UCLZ = F −1
Z (1 − αU |µT0 , µM0), (3.23)

donde la notación hace referencia a los siguientes aspectos:

F −1
Z (...|µT0 , µM0) es la inversa de la función de distribución de Z (Z1, Z2 o

Z3), con los valores bajo control de µT = µT0 y µM = µM0 .

αL y αU se corresponden con la proporción del lado inferior y superior del
error de tipo I, α, respectivamente. En particular, se definen como sigue:

αL = ξ · α

αU = (1 − ξ) · α

Siendo, a su vez, ξ un factor de detección de potencia definido como

ξ = αL

αL + αU

.
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Como ya se ha comentado anteriormente, en nuestro caso nos interesa detectar
aumentos en Z (Z1, Z2 o Z3). Por ello, se considera ξ = 0. Consecuentemente,
se tiene que αL = 0, αU = 1 − α. Entonces, volviendo a las ecuaciones (3.22) y
(3.23), nos queda que:

LCLZ = −∞ (3.24)

UCLZ = F −1
Z (1 − α|µT0 , µM0), (3.25)

Es decir, nuestro gráfico de control, tal y como habíamos adelantado ya, pre-
senta un único límite de control, que será el superior UCLZ .

Por otro lado, también hay que tener en cuenta que la función de distribución
inversa F −1

Z (1 − α|µT0 , µM0) con Z ∈ {Z1, Z2, Z3} no tiene forma analítica. Sin
embargo, se pueden obtener resultados numéricos a partir de métodos de búsqueda
de raíces univariantes; en particular, utilizaremos el método híbrido de Brent,
[27], que combina el método de la bisección y el de la secante con una interpolación
cuadrática inversa. Así, buscamos que, sea FZ(z|µT0 , µM0), con z ∈ (−∞, +∞) y
dada una probabilidad p ∈ [0, 1], se encuentre el valor de z que verifica la ecuación

FZ(z|µT0 , µM0) = p(= 1 − α).

De esta forma, se tendrá que

(UCLZ =)z = F −1
Z (1 − α|µT0 , µM0).

Nótese que para el diseño del gráfico solamente se necesitará como entrada
numérica (input) un valor prefijado del error de tipo I, α, pues, como es habitual,
el límite de control se establece para asegurarnos de que, dentro de control, se
verifique que la probabilidad de falsa alarma sea α. Más adelante explicaremos
qué valor se suele fijar para esta probabilidad.

3.4. Medidas de desempeño del gráfico
A la hora de medir la eficiencia de un gráfico de control TBEA, como conse-

cuencia de no estar monitorizando algo constante, se suelen utilizar la cantidad
de unidades de tiempo que tarda el gráfico en detectar una anomalía o empeo-
ramiento en el tiempo entre sucesos y/o la amplitud de estos sucesos, en lugar
de emplear el número de puntos que se dan hasta que se produce una señal. Es
decir, se utiliza el tiempo medio hasta la señal (ATS) como unidad de medida
de la aptitud del gráfico.
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El ATS bajo control, ATS0, es empleado como medida de la tasa de falsas
alarmas. Por otro lado, cuando el proceso está fuera de control, el ATS1 nos in-
dica el tiempo necesario para detectar esa salida de control.

El error de tipo II, β, de los gráficos de control TBEA, se basa en el estadístico
Z ∈ {Z1, Z2, Z3} y se define como sigue:

β = FZ(UCLZ |µT , µM) − FZ(LCLZ |µT , µM). (3.26)
Es decir, en el caso concreto del gráfico de control TBEA con amplitudes

multidimensionales que estamos planteando, se tendría que:

β = FZ(UCLZ |µT , µM). (3.27)
Además, como el gráfico TBEA es un gráfico de tipo Shewhart, su longitud

de ejecución (run length, RL) se trata de una variable aleatoria geométrica de
parámetro 1 − β. Se verifica entonces que:

ARL = E(RL) = 1
1 − β

(3.28)

Por otro lado, el tiempo hasta la señal (time to signal, TS), se trata de una
variable aleatoria compuesta que se define como sigue:

TS =
RL∑
l=1

Tl, (3.29)

donde Tl, l ∈ {1, ..., RL} hace referencia a los tiempos que transcurren entre
las ocurrencias sucesivas de un mismo evento E.

De esta forma, a partir de las fórmulas de la esperanza y la varianza de una
variable aleatoria compuesta, se tiene que:

ATS = E(TS) = E(T ) · E(RL) = µT · ARL = µT

1 − β
(3.30)

Consecuentemente, cuando el proceso está bajo control, 1 − β = α, luego:

ATS0 = µT0

α
⇐⇒ α = µT0

ATS0
(3.31)

Por otro lado, cuando el proceso está fuera de control, se tendrá que:

ATS1 = µT1

1 − β
(3.32)



Capítulo 4

Experiencias numéricas

En este capítulo, hablaremos de los resultados que se obtienen al aplicar la
metodología expuesta en el capítulo anterior para unos casos concretos con el
fin de poder medir la eficiencia del gráfico de control para monitorizar el tiempo
entre eventos y su amplitud multidimensional, y ser capaces de comparar entre
ellos los tres modelos que se plantean.

Para ello, se decide agrupar las tareas o fases específicas a realizar en tres
etapas diferentes.

Etapa 1: Calcular de forma exacta el límite de control superior del gráfico,
UCLZ , para cada uno de los tres estadísticos a monitorizar. Se consideran
diversas situaciones en las que varían las entradas numéricas (inputs) .

Etapa 2: Medir el comportamiento del gráfico de control (ATS1) a través
de Simulación Montecarlo considerando diversas posibles disminuciones en
la media de la distribución del tiempo y/o aumentos en la media de al
menos una de las componentes de la amplitud.

Etapa 3: Estudiar el efecto que puede tener cada factor (lo cual incluye
tanto parámetros de diseño del gráfico, como parámetros del proceso) en
la medida del rendimiento del gráfico, ATS1, a través de un ANOVA sobre
un diseño de experimentos con factores cruzados y mediante pruebas post-
hoc de Games-Howell. A su vez, analizar cuál de los tres gráficos diseñados
resulta más apto en función de la situación que se esté produciendo.

4.1. Implementación en lenguaje R
Basándonos en la propuesta explicada en el capítulo (3), procedemos a de-

tallar en qué consisten las experiencias numéricas realizadas y qué cálculos son
necesarios para poder llevarlas a cabo. Estas pruebas se desarrollan en su mayor

23
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parte en software estadístico R, aunque también se hará uso del software Mathe-
matica.

En primer lugar, hay que tener en cuenta los tipos de entradas numéricas
(inputs) con los que vamos a contar:

Con respecto al caso considerado como bajo control, con el fin de calcular
el límite de control superior, UCLZ , para Z1, Z2 y Z3, y recordando la
ecuación (3.25) correspondiente, contaremos con las siguientes entradas:

• Distribución que sigue la variable aleatoria T .
• Media bajo control de la variable T , µT0 .
• Desviación típica bajo control de la variable T , σT0 .
• Vector de medias bajo control de la variable X, µX0 = (µX10 , µX20 , ..., µXp0

).
• Vector de desviaciones típicas bajo control de la variable X,

σX0 = (σX10 , σX20 , ..., σXp0
).

• Vector de coeficientes de correlación para cada par de componentes de
X, ρ = (ρ1,2, ρ1,3, ..., ρ1,p, ..., ρp−1,p). Es decir, ρ1,2 nos indica el nivel
de correlación existente entre las componentes X1 y X2 del vector de
amplitudes X, y así sucesivamente.

• Valor del parámetro de diseño del gráfico, ATS0.

En cuanto al caso considerado como fuera de control, con el fin de medir el
tiempo que tarda el gráfico en detectar un determinado cambio, ATS1, se
plantean las siguientes variaciones:

• Como nos interesa detectar disminuciones en el tiempo entre eventos
E, se consideran valores de δT = µT

µT0
que supongan disminuciones en

la media de T fuera de control con respecto a la media µT0 correspon-
diente.

• Por otro lado, queremos averiguar cuándo se ha producido un incre-
mento en el mínimo M . Consecuentemente, se busca detectar un in-
cremento en la amplitud X. Entonces, se plantean casos en los que
δXi

= µXi

µXi0
, con Xi ∈ X para todo i = 1, ..., p, suponga un aumento

de la media µXi
con respecto a µXi0 .

Cabe destacar que, en caso de encontrarnos fuera de control, los cambios que
se buscan detectar suponen variaciones en el tiempo y/o en la amplitud,
luego se plantearán los casos en los que solamente varíe una de las dos
componentes (T , M), y el caso en el que ambas cambien.
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En segundo lugar, con respecto a la distribución que sigue la variable aleatoria
T , la cual recordamos que mide el tiempo que transcurre entre dos ocurrencias
consecutivas de un evento negativo E, asumiremos que puede ser gamma o Wei-
bull. La elección de estas distribuciones se debe a que son las más habituales a
la hora de modelizar variables aleatorias orientadas al tiempo. Además, se tratan
de distribuciones de dos parámetros, los cuales son calculados en función de las
entradas que se asumen conocidas (µT , σT ), tal y como se indica en Castagliola
et al. (2022) [28]. Veamos la forma en la que se pueden hallar estos valores.

Cuando T sigue una distribución gamma, se tiene que depende de dos pa-
rámetros (k, θ), siendo k > 0 el parámetro de forma y θ > 0 el parámetro
de escala. A su vez, esta distribución presenta:

• Media = µT = k · θ.

• Desviación típica = σT =
√

k · θ.

Por lo tanto, si buscamos obtener los parámetros (k, θ) en función de (µT , σT ),
tanto dentro como fuera de control, debemos resolver las siguientes ecua-
ciones:

σT =
√

k · θ =⇒ σT =
√

k · µT

k
=⇒ 1√

k
= σT

µT

=⇒ k =
(

µT

σT

)2
(4.1)

µT = k · θ =⇒ θ = µT

k
=⇒

Por ec. (4.1)
θ = µT

(µT

σT
)2 = σ2

T

µT

(4.2)

Por otro lado, cuando T sigue una distribución Weibull, se tiene que de-
pende de los parámetros (λ, k), con λ > 0 el parámetro de escala y k > 0
el parámetro de forma. Además, esta distribución presenta:

• Media = µT = λ · Γ(1 + 1
k
).

• Desviación típica = σT = λ ·
√

Γ(1 + 2
k
) − (Γ(1 + 1

k
))2.

Por lo tanto, si buscamos obtener los parámetros (λ, k) en función de los
parámetros que tenemos de entrada (µT , σT ), tanto dentro como fuera de
control, debemos resolver las siguientes ecuaciones:

µT = λ · Γ
(

1 + 1
k

)
=⇒ λ = µT

Γ(1 + 1
k
) (4.3)



26 CAPÍTULO 4. EXPERIENCIAS NUMÉRICAS

σT = λ ·
√

Γ
(

1 + 2
k

)
− Γ2

(
1 + 1

k

)
=⇒ σT

λ
=
√

Γ
(

1 + 2
k

)
− Γ2

(
1 + 1

k

)
=⇒

=⇒
Por ec. (4.3)

σT · Γ(1 + 1
k
)

µT

=
√

Γ
(

1 + 2
k

)
− Γ2

(
1 + 1

k

)
=⇒

=⇒
(

σT

µT

)2

=
Γ(1 + 2

k
) − Γ2(1 + 1

k
)

Γ2(1 + 1
k
) =

Γ(1 + 2
k
)

Γ2(1 + 1
k
) − 1 =⇒

=⇒
(

σT

µT

)2

+ 1 =
Γ(1 + 2

k
)

Γ2(1 + 1
k
)

(4.4)

Es decir, se tiene que hallar la solución al sistema de ecuaciones formado
por las expresiones:

λ = µT

Γ(1+ 1
k

)(
σT

µT

)2
+ 1 = Γ(1+ 2

k
)

Γ2(1+ 1
k

)

 (4.5)

Ahora, en cuanto a la distribución que sigue nuestra variable aleatoria mul-
tidimensional de amplitud X, nos limitaremos a plantear el caso bidimensional
(p = 2), aunque el desarrollo teórico en la propuesta del capítulo 3 se ha realizado
para un caso genérico p ∈ N, p ≥ 2. En base a las expresiones a las que hemos lle-
gado previamente, se necesitará conocer la distribución Y ∼ MNOR(−µX , ΣX),
siendo ΣX la matriz de varianzas-covarianzas. Teniendo en cuenta las entradas
con las que contamos, se tendrá que:

µY = −µX = (−µX1 , −µX2), tanto dentro como fuera de control.

Para hallar la matriz de varianzas-covarianzas ΣX , tenemos que, por defi-
nición,

ρ1,2 = σX1 · σX2

σX1X2

,

siendo la covarianza σX1X2 = σX2X1 = ρ1,2 · σX1 · σX2 . Entonces,

ΣX =
(

σ2
X1 σX1X2

σX2X1 σ2
X2

)
=
(

σ2
X1 ρ1,2 · σX1 · σX2

ρ1,2 · σX1 · σX2 σ2
X2

)
(4.6)

De esta forma, podemos calcular fácilmente la matriz ΣX a partir de
σX = (σX1 , σX2) y ρ1,2.



4.2. DISEÑO DE EXPERIMENTOS 27

4.2. Diseño de Experimentos
En esta sección, vamos a describir en profundidad los niveles de los factores

que se toman en consideración en la experiencia computacional que se lleva a
cabo. En particular, nos referimos a los parámetros del diseño del gráfico y los
parámetros del proceso.

Por un lado, en cuanto a parámetro del diseño del gráfico, el único a tener en
cuenta es el ATS0. En particular, se considerará este factor al nivel ATS0 = 370,4;
pues se trata del valor más habitual utilizado en la literatura para este tipo de
gráficos. Recordando la ecuación (3.31), sabemos que este parámetro nos permi-
tirá obtener α.

Por otro lado, con respecto a parámetros del proceso, nos encontramos con
los siguientes:

Factor µX10 a 1 nivel: µX10 = 10.

Factor µX20 a 1 nivel: µX20 = 10.

Factor σX10 a 3 niveles: σX10 = (1; 2; 5).

Factor σX20 a 3 niveles: σX20 = (1; 2; 5).

Factor ρX0 a 3 niveles: ρX0 = (−0,5; 0; 0,5).

Factor distribución de T a 2 niveles: T ∼ Gamma, T ∼ Weibull.

Factor µT0 a 1 nivel: µT0 = 10.

Factor σT0 a 3 niveles: σT0 = (1; 2; 5).

Factor δX1 a 4 niveles: δX1 = (1,1; 1,2; 1,5; 2). De esta forma, simulamos
que los cambios en la media que se producen son incrementos.

Factor δX2 a 4 niveles: δX2 = (1,1; 1,2; 1,5; 2). Análogamente, consideramos
situaciones en las que la media aumenta en comparación con la media bajo
control correspondiente.

Factor δT a 4 niveles: δT = (0,5; 0,75; 0,9; 0,95). Así, se plantean cambios
en los que la media del tiempo entre eventos sufre una disminución con
respecto a la media bajo control.

De esta forma se tienen en cuenta todos los factores que pueden influir en
nuestra unidad de medida de la aptitud del gráfico, el ATS1. Además, los niveles
para cada factor han sido seleccionados de manera que sean representativos y
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suficientemente distintos entre sí.

De este modo, acabamos de definir una batería de ejemplos que, desde el punto
de vista del Diseño de Experimentos, representa un diseño factorial cruzado, ya
que se obtiene un valor de la que se considera nuestra variable respuesta (ATS1)
para cada combinación de los factores considerados. Posteriormente, como se
ha indicado ya, se utilizarán técnicas descriptivas y ANOVA para analizar los
resultados de este experimento (Etapa 3).

4.2.1. Resultados de la Etapa 1
Recordamos que el objetivo de la primera etapa consiste en obtener el va-

lor del límite de control superior (UCLZ) para cada uno de los tres estadísticos
Z ∈ {Z1, Z2, Z3}, en las diferentes situaciones bajo control planteadas.

Inicialmente, se utilizó el software R para el cálculo exacto de los límites de
control superiores para cada caso. Sin embargo, utilizando Simulación Monte-
carlo (algoritmo en Anexo A.1), la cual consiste en obtener de manera empírica
aproximaciones a distribuciones de variables aleatorias, se observaron ciertas dis-
crepancias y se volvió a programar en Mathematica (algoritmo en Anexo A.1),
aprovechando la mejor precisión que ofrece este software en cuanto a cálculos
numéricos. Estos últimos resultados se dieron por válidos por su cercanía con la
simulación.

En el Cuadro 4.1 se muestran algunos de los valores obtenidos. Para observar
todos los límites de control calculados, se puede acceder a las hojas Excel corres-
pondientes a través de los enlaces presentes en el Anexo B.1.1.

Además, al realizar las 162 combinaciones posibles de datos de entrada bajo
control, nos encontramos con casos duplicados en cuanto a valores del límite de
control superior cuando se producen situaciones en las que σX10 > σX20 . Es decir, a
igualdad del resto de factores, el límite de control para el caso (σX10 = 1, σX20 = 2)
es igual al límite de control para (σX10 = 2, σX20 = 1), y así sucesivamente. Se
supone que esto tiene sentido debido a que no estamos considerando ninguna
diferencia entre las componentes X1 y X2 del vector de amplitudes X; por ello,
de ahora en adelante, nos limitamos a considerar los casos en los que σX10 ≤ σX20 .
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ATS0 µX10 µX20 σX10 σX20 ρX0 µT0 σT0 T UCLZ1 UCLZ2 UCLZ3

370,4 10 10 1 1 −0,5 10 1 G 0, 2331854 1, 2755566 2, 2648521
370,4 10 10 1 1 −0,5 10 1 W 0, 2608461 1, 3260009 2, 3165238
370,4 10 10 1 1 −0,5 10 2 G 0, 3794027 1, 5660857 2, 5514671
370,4 10 10 1 1 −0,5 10 2 W 0, 4418326 1, 745325 2, 7336351
370,4 10 10 1 1 −0,5 10 5 G 0, 7406652 3, 6019312 4, 5849995
370,4 10 10 1 1 −0,5 10 5 W 0, 8121879 4, 9241316 5, 9105556
370,4 10 10 1 1 0 10 1 G 0, 2485332 1, 2906864 2, 2778722
370,4 10 10 1 1 0 10 1 W 0, 2729453 1, 3375104 2, 3258712
370,4 10 10 1 1 0 10 2 G 0, 3889057 1, 5754488 2, 5569919
370,4 10 10 1 1 0 10 2 W 0, 4486694 1, 7519014 2, 7370127
370,4 10 10 1 1 0 10 5 G 0, 7462646 3, 6073818 4, 5859011
370,4 10 10 1 1 0 10 5 W 0, 8166367 4, 9282778 5, 9110672
370,4 10 10 1 1 0,5 10 1 G 0, 2610137 1, 30311 2, 2887581
370,4 10 10 1 1 0,5 10 1 W 0, 2832087 1, 3473353 2, 3340649
370,4 10 10 1 1 0,5 10 2 G 0, 3970469 1, 583575 2, 5618678
370,4 10 10 1 1 0,5 10 2 W 0, 4546624 1, 7577052 2, 7400259
370,4 10 10 1 1 0,5 10 5 G 0, 7512503 3, 6122727 4, 9320103
370,4 10 10 1 1 0,5 10 5 W 0, 8206856 4, 9320103 5, 9115269
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 1 G 0, 2834705 1, 3291002 2, 310291
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 1 W 0, 3042627 1, 3716639 2, 3526395
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 2 G 0, 4184712 1, 6107654 2, 5776553
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 2 W 0, 4732343 1, 7804767 2, 7512763
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 5 G 0, 7705675 3, 6382457 4, 5907112
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 5 W 0, 8390135 4, 9529531 5, 9139045
370,4 10 10 1 2 0 10 1 G 0, 3070355 1, 3524202 2, 3314924
370,4 10 10 1 2 0 10 1 W 0, 3245672 1, 3909747 2, 3696034
370,4 10 10 1 2 0 10 2 G 0, 4346618 1, 6270453 2, 587977
370,4 10 10 1 2 0 10 2 W 0, 4856887 1, 7925678 2, 7578307
370,4 10 10 1 2 0 10 5 G 0, 7809502 3, 6488179 4, 5924878
370,4 10 10 1 2 0 10 5 W 0, 8477206 4, 961111 5, 9149149
370,4 10 10 1 2 0,5 10 1 G 0, 3218973 1, 3676864 2, 3452498
370,4 10 10 1 2 0,5 10 1 W 0, 3378993 1, 4042501 2, 3811279
370,4 10 10 1 2 0,5 10 2 G 0, 4460622 1, 6392595 2, 5956956
370,4 10 10 1 2 0,5 10 2 W 0, 4948875 1, 8020524 2, 7629362
370,4 10 10 1 2 0,5 10 5 G 0, 7891747 3, 6578619 4, 5939795
370,4 10 10 1 2 0,5 10 5 W 0, 8549593 4, 9681909 5, 9157735
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 1 G 0, 4682501 1, 5334574 2, 4895953
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 1 W 0, 4812861 1, 5698454 2, 5180945
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 2 G 0, 5875278 1, 829059 2, 7206539
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 2 W 0, 6294805 1, 9871434 2, 8650316
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 5 G 0, 923809 3, 9340746 4, 6400669
370,4 10 10 1 2 −0,5 10 5 W 0, 9868674 5, 2320584 5, 9446497

Cuadro 4.1: Límite de control superior (UCL) para los estadísticos Z1, Z2 y Z3
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4.2.2. Resultados de la Etapa 2
Ahora, tras haber calculado el desempeño del gráfico bajo control, procede-

mos a mostrar los resultados de la segunda etapa, la cual consiste en evaluar la
aptitud del gráfico para detectar una falta de control de diversas maneras. Recor-
damos que esta falta de control va a estar determinada por los diferentes valores
que pueden tomar δX1 , δX2 y δT .

Al ejecutar el algoritmo presente en el Anexo A.2, obtenemos en primer lugar
el error de tipo II, β. Una vez calculado este, siguiendo las fórmulas expuestas en
el capítulo 3, se calcula la unidad de medida del rendimiento del gráfico ATS1 pa-
ra distintas situaciones. Estos resultados se han realizado a través de Simulación
Montecarlo con el fin de disminuir considerablemente el tiempo computacional
necesario para la realización de todas las pruebas. En este punto, recordamos
que con el cálculo de los límites de control superiores en la etapa anterior, se ha
comprobado que la simulación proporciona unos resultados bastante próximos a
los cálculos exactos.

Como nos interesa detectar disminuciones en el tiempo entre eventos y/o
incrementos en la amplitud de los mismos, se plantean tres tipos de situaciones:

Caso δT = 1 y δXi
̸= 1, para al menos un i = 1, 2. Es decir, se modifica

al menos un aspecto de la amplitud, sin que haya ninguna variación con
respecto a la media de T .

Caso δXi
= 1, con i = 1, 2 y δT ̸= 1. Es decir, la media de T varía, pero no

lo hace la amplitud (X1, X2).

Caso δT ̸= 1 y δXi
̸= 1, para al menos un i = 1, 2. Es decir, se produce una

salida de control tanto en el tiempo T como en la amplitud (X1, X2).

Nótese que, al estar contemplando salidas de control, no se considera el caso
en el que (δX1 = 1, δX2 = 1, δT = 1), ya que esto implicaría que no se ha produ-
cido ningún cambio con respecto a la situación bajo control. Por otro lado, por
analogía al comentario realizado en la sección anterior sobre los casos duplicados,
nos limitamos a considerar las combinaciones en las que σX10 < σX20 y, cuando
σX10 = σX20 , solamente se ejecutan los casos en los que δX1 ≤ δX2 .

Mostramos a continuación algunos de los valores obtenidos, distinguiendo en
tres tablas en función de si el estadístico a graficar resulta Z1, Z2 o Z3. Omitimos
las columnas relativas a los factores ATS0(= 370,4), µX10(= 10) y µX20(= 10), ya
que no varían en ninguna combinación. Para observar todos los ATS1, se pueden
consultar las hojas Excel correspondientes a través de los enlaces presentes en el
Anexo B.1.2.
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σX10 σX20 ρX0 µT0 σT0 T δX1 δX2 δT UCLZ1 βZ1 ATS1,Z1

1 2 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 0, 28347046 0, 919598 124, 375016
1 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 0, 46825008 0, 898824 98, 837669
2 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 0, 58723881 0, 936856 158, 368174
1 2 0 10 1 G 1,1 1 1 0, 30703549 0, 925872 134, 901791
1 5 0 10 1 G 1,1 1 1 0, 49742988 0, 90711 107, 654215
2 5 0 10 1 G 1,1 1 1 0, 64741398 0, 942962 175, 321715

Cuadro 4.2: Valores β y ATS1 para el estadístico Z1

σX10 σX20 ρX0 µT0 σT0 T δX1 δX2 δT UCLZ2 βZ2 ATS1,Z2

1 2 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 1, 32910016 0, 930636 144, 167003
1 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 1, 53345738 0, 92032 125, 502008
2 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 1, 64545975 0, 94303 175, 530981
1 2 0 10 1 G 1,1 1 1 1, 3524202 0, 935438 1154, 889873
1 5 0 10 1 G 1,1 1 1 1, 56197578 0, 924226 131, 971389
2 5 0 10 1 G 1,1 1 1 1, 70463394 0, 94839 193, 760899

Cuadro 4.3: Valores β y ATS1 para el estadístico Z2

σX10 σX20 ρX0 µT0 σT0 T δX1 δX2 δT UCLZ3 βZ3 ATS1,Z3

1 2 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 2, 31029097 0, 929912 142, 67777
1 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 2, 48959527 0, 909138 110, 05701
2 5 −0,5 10 1 G 1,1 1 1 2, 60306022 0, 938416 162, 379839
1 2 0 10 1 G 1,1 1 1 2, 33149241 0, 934 151, 515152
1 5 0 10 1 G 1,1 1 1 2, 51728504 0, 914288 116, 6697778
2 5 0 10 1 G 1,1 1 1 2, 66211838 0, 944292 179, 507432

Cuadro 4.4: Valores β y ATS1 para el estadístico Z3

4.3. Etapa 3: Resultados y discusión
El objetivo de esta sección consiste en analizar los resultados de la experien-

cia computacional con el fin de estudiar la influencia que tiene cada factor en
el ATS1, es decir, en la medida de desempeño del gráfico de control. Para ello,
comenzaremos con un análisis descriptivo en el que observaremos a través de
gráficas tanto el efecto que puede tener cada factor simple sobre el ATS1, como
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la posible existencia de interacciones entre los factores implicados; seguidamente,
realizaremos un ANOVA paramétrico con el fin de corroborar las conclusiones
que se derivan del análisis descriptivo; procederemos después a validar las hipó-
tesis de este ANOVA; por último, estudiaremos la inferencia sobre los factores a
través del método no paramétrico de Games-Howell.

Todo lo anterior se realiza de forma separada para los 3 enfoques considerados
(Z1, Z2, Z3).

4.3.1. Análisis descriptivo
En primer lugar, nos centramos en realizar un diagrama de Box-Whisker múl-

tiple que represente todos los niveles para cada uno de los factores que se considera
que pueden influir sobre el ATS1. Estos factores están comprendidos por aquellos
cuyos valores hemos ido modificando en la experiencia computacional, es decir:

El valor que toma la desviación típica bajo control de las componentes de
la amplitud X = (X1, X2). Teniendo en cuenta que para el par de factores
(σX10 , σX20) no estamos considerando todos los niveles conjuntamente como
consecuencia de que se producen casos duplicados, de aquí en adelante
se hablará de un nuevo factor, σX0 , que representa cada par de valores
contemplado.

El coeficiente de correlación existente entre las componentes X1 y X2 de la
amplitud X, ρX0 .

La desviación típica bajo control de la variable tiempo T , σT0 .

La distribución que sigue la variable tiempo T , que puede ser gamma o
Weibull.

La medida de cambio que presenta la amplitud X = (X1, X2) con respecto
a la media cuando se produce una salida de control. Aquí tampoco se han
considerado todas las combinaciones posibles por la presencia de casos du-
plicados, luego se considera un nuevo factor que engloba cada par de valores
(δX1 , δX2), δX .

La medida de cambio que presenta el tiempo T con respecto a la media
cuando se produce una salida de control, δT .

Factores simples

Comenzamos, por tanto, con las representaciones gráficas de estos factores en
función de si el estadístico monitorizado se trata de Z1 = M ′ − T ′, Z2 = M ′

T ′ o
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Z3 = M ′ + 1
T ′ .

Para el factor σX0 , se tiene que:

Figura 4.1: Comportamiento factor σX0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Como se puede observar en la Figura 4.1, vemos que las cajas que representan
los niveles del factor se solapan considerablemente entre ellas, lo que significa que
σX0 no va a resultar muy significativo estadísticamente hablando. En general, se
aprecia que la mayor dispersión de la amplitud hace que se produzcan valores
más dispersos del ATS1; sin embargo, a igualdad del resto de factores, el nivel en
el que menos dispersión hay de los valores del ATS1 es aquel en el que σX10 = 1 y
σX20 = 5. Esto nos lleva a pensar que la dispersión y, consecuentemente, el com-
portamiento de la componente X2, no resulta tan influyente en nuestro gráfico
como el comportamiento de la variable X1. Más adelante comentaremos esto en
profundidad.

Con respecto a los diferentes resultados que proporcionan los tres estadísti-
cos planteados, se puede observar que Z1 es el que menos dispersión contempla,
seguido de Z2, quedando Z3 en último lugar.

Ahora, para el factor simple ρX0 :

Figura 4.2: Comportamiento factor ρX0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

La Figura 4.2 nos muestra que cuando la correlación entre las variables (X1, X2)
es positiva (ρX0 = 0,5), se producen valores más dispersos del ATS1 en compa-
ración a cuando la correlación resulta negativa (ρX0 = −0,5). Sin embargo, notar
que la mediana para todos los niveles es prácticamente la misma.
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Al igual que ocurría con el factor anterior, se observa una clara diferencia con
respecto a la dispersión que generan los tres estadísticos considerados, resultando
Z1 el que proporciona valores del ATS1 más próximos entre ellos.

Con respecto a los valores de σT0 :

Figura 4.3: Comportamiento factor σT0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

En este caso, a pesar de que se sigue produciendo solape entre las cajas, se ob-
serva que, conforme aumenta la desviación σT0 , se dificulta que el TBEA detecte
cambios, generando valores del ATS1 mayores y más dispersos entre ellos. Ade-
más, a igualdad del resto de factores, cuando σT0 = 5, hay una notable diferencia
entre los resultados que proporcionan los estadísticos Z1, Z2 y Z3, respectivamen-
te.

Por otro lado, sobre el factor simple que determina la distribución de T , se
tiene que:

Figura 4.4: Comportamiento factor T para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

La Figura 4.4 nos muestra que no se aprecian grandes diferencias cuando la
variable T sigue una distribución gamma con respecto a cuando sigue una dis-
tribución Weibull, sobretodo en el caso de la monitorización de Z1. En cuanto a
los resultados para Z2 y Z3, se observa una mayor dispersión del ATS1 cuando
la variable en cuestión sigue una distribución Weibull.

Con respecto al factor δX , en la Figura 4.6 observamos una disminución de
los valores y la dispersión del ATS1 conforme aumenta el valor de δX . Esto tiene
sentido ya que, cuanto mayor sea el cambio, menos tiempo le costará al grá-
fico detectarlo. Consecuentemente, podemos ver que los casos en los que más
tiempo tarda en saltar la alarma (luego se dan valores más altos del ATS1), son
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aquellos en los que al menos una de las (δX1 , δX2) es igual a 1; es decir, no cambia.

Sin embargo, se puede observar que el caso en el que (δX1 = 2, δX2 = 1) produ-
ce valores menores y menos dispersos para el ATS1 que el caso (δX1 = 1, δX2 = 2).
Esto es una consecuencia de que, como ya hemos comentado anteriormente, es-
tamos considerando que σX1 ≤ σX2 . Por ello, tendremos en cuenta que el gráfico
que estamos diseñando resulta más sensible a un cambio en X1 que a un cambio
en X2, pues X1 siempre va a presentar menor desviación que X2.

Al igual que para el resto de factores, se tiene que Z1 genera valores menos
dispersos que Z2 y Z3, en ese orden.

Por último, veamos qué ocurre con el factor δT :

Figura 4.5: Comportamiento factor δT para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

En este caso, la Figura 4.5 nos muestra un claro aumento de dispersión y de
los valores del ATS1 conforme el valor de δT se hace mayor. Es decir, cuanto
más pequeño sea δT y, consecuentemenete, más esté disminuyendo la media de
T con respecto al caso bajo control, más fácil resultará detectar el cambio. Cabe
destacar que este factor es el que menos solapamiento muestra entre las cajas que
conforman sus diversos niveles.

Luego concluimos que, a simple vista, δT y δX son los factores simples que
más influyen sobre el ATS1 de nuestro gráfico, seguidos del factor que determina
la desviación típica de T , σT0 .
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Figura 4.6: Comportamiento factor δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Interacciones

A continuación, pasamos a hablar de los gráficos de interacciones. A través de
estos se pretende observar si, al menos de manera visual, el comportamiento de
un factor cualquiera sobre el ATS1 varía en función del nivel que presente otro de
los factores implicados. Por tanto, se entiende que existe interacción si las líneas
que aparecen en estos gráficos son secantes entre ellas.

Para los tres estadísticos monitorizados en nuestro gráfico de control (Z1, Z2
y Z3), nos encontramos con la aparente existencia de interacción en los mismos
casos, los cuales mostraremos a continuación. El resto de gráficas de interacción
se pueden observar en el Anexo B.2.

En primer lugar, se comenta la gráfica de interacción entre los factores σX0 y
δX en los casos en los que el estadístico a monitorizar es Z1, Z2 o Z3, respectiva-
mente.

En este punto cabe recordar que, en realidad, tanto el factor δX como σX0

no consideran todas las combinaciones posibles para los valores de (δX1 , δX2) y
(σX10 , σX20), de ahí que nos encontremos con algunas líneas no continuas a lo
largo de la gráfica.

Sin embargo, se pueden observar en la Figura 4.7 dos tipos de rectas. Por
un lado, en los casos en los que δX1 = δX2 , se aprecia una tendencia ascendente
con respecto al ATS1 conforme aumenta la dispersión σX0 . Sin embargo, cuan-
do δX1 ̸= δX2 , este comportamiento es más variable y no sigue un patrón concreto.

Por otro lado, con respecto a la gráfica de interacción entre factor el ρX0 y el
factor δX , Figura 4.8, también se pueden apreciar dos tipos de tendencias. Por
una parte, cuando δX1 = δX2 , se produce un comportamiento bastante lineal del
ATS1 en el que no parece influir demasiado el valor de ρX0 . Sin embargo, cuando
δX1 = 1 y δX2 ̸= 1, nos encontramos con que la correlación positiva entre las
variables influye negativamente sobre el ATS1, generando valores más altos que
los que produce la correlación negativa.

También observamos cómo se cortan las líneas en la gráfica de interacción del
factor σT0 con el factor δX . La Figura 4.9 nos muestra que los casos en los que
σT0 = 1 o σT0 = 2 no resultan tan influyentes sobre el factor δX como el caso en
el que σT0 = 5, ya que es en este punto donde las rectas abandonan su tendencia
paralela para ser más secantes entre ellas. Cabe destacar que esta interacción
representa un comportamiento más diferente entre los diversos estadísticos estu-
diados (Z1, Z2, Z3).
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Por último, vemos el comportamiento de los factores δT y δX conjuntamen-
te sobre el ATS1. La interacción representada por la Figura 4.10 es la que más
información nos aporta sobre nuestro gráfico. Si nos fijamos en la línea roja dis-
continua (caso en el que δT = 0,5), podemos observar que, cuanto más se reduce
la media de T , menos influye el hecho de que la amplitud aumente o no sobre
el comportamiento del gráfico (valores del ATS1). Análogamente, cuanto mayor
es el incremento que se da en la amplitud, menor importancia tiene el tamaño
del cambio del tiempo entre eventos a la hora de medir la eficiencia de nuestro
gráfico. Es decir, tenemos un gráfico de control en el que un cambio brusco de
cualquiera de las dos dimensiones consideradas (T, X), se detecta rápidamen-
te independientemente del correspondiente cambio que se produzca en la otra
dimensión.
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Figura 4.7: Interacción de σX0 con δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura 4.8: Interacción de ρX0 con δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura 4.9: Interacción de σT0 con δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura 4.10: Interacción de δT con δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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4.3.2. ANOVA
Ahora, con el fin de validar las conclusiones que se derivan del análisis descrip-

tivo y valorar la importancia relativa de cada factor junto con la posible existencia
de interacciones, vamos a analizar los datos anteriores mediante un ANOVA. En
concreto, se trata de un ANOVA sin repetición, ya que hay una única observación
de la variable dependiente (ATS1) para cada combinación de factores.

A pesar de que, como veremos después, este análisis no será válido a nivel
inferencial, pues no se van a verificar las hipótesis necesarias, sí que nos sirve a
nivel descriptivo, ya que en la tabla ANOVA podremos fijarnos en los valores que
presenta la Suma de Cuadrados total (Sum of Squares, SS), la cual cuantifica la
variabilidad total de la variable respuesta representada por cada factor. De igual
forma, el Cuadrado Medio (Mean Square, MS) también es aprovechable de estas
tablas.

Se comienza con el ANOVA relativo a los datos obtenidos al monitorizar el
estadístico Z1 = M ′ − T ′. Inicialmente, consideramos los factores simples junto
con todas las interacciones posibles. Mostramos a continuación el ANOVA re-
sultante de haber eliminado las interacciones claramente no significativas, pues
presentaban una baja Suma de Cuadrados (SS). Recordamos que no debemos
fijarnos en los p-valores marcados en rojo.

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 843765 168753 1033,70 <2e-16 ***
rho.X.0 2 357320 178660 1094,39 <2e-16 ***

sigma.T.0 2 1380915 690457 4229,42 <2e-16 ***
T 1 74389 74389 455,67 <2e-16 ***

delta.X 24 12940253 539177 3302,75 <2e-16 ***
delta.T 4 11342503 2835626 17369,73 <2e-16 ***

sigma.X.0:delta.X 90 1012525 11250 68,91 <2e-16 ***
rho.X.0:delta.X 48 295298 6152 37,69 <2e-16 ***

sigma.T.0:delta.X 48 307680 6410 39,27 <2e-16 ***
sigma.T.0:delta.T 8 329091 41136 251,98 <2e-16 ***
delta.X:delta.T 95 8177583 86080 527,28 <2e-16 ***

Residuals 10364 1691934 163
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.5: Tabla ANOVA sobre el ATS1 para Z1

Como se puede observar en el Cuadro 4.5, se corroboran las conclusiones que
habíamos sacado gráficamente con respecto a los factores simples más significati-
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vos, resultando estos δT , σT0 y δX , mientras que la distribución de T es el factor
menos influyente sobre el ATS1. Por otro lado, las interacciones con mayor Su-
ma de Cuadrados se corresponden con las interacciones que hemos considerado
significativas previamente en el análisis gráfico. Además, la interacción del factor
σT0 con el factor δT representa una alta proporción de la variabilidad del ATS1,
lo cual no habíamos detectado gráficamente (Figura B.9, Anexo B.2).

Pasamos ahora a observar el ANOVA realizado para los datos que nos pro-
porciona el estadístico Z2 = M ′

T ′ . Al igual que para el caso anterior, mostramos
la tabla una vez eliminadas las interacciones con una baja Suma de Cuadrados
(SS).

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 133058 26612 118,00 <2e-16 ***
rho.X.0 2 189873 94936 420,96 <2e-16 ***

sigma.T.0 2 8973004 4486502 19893,63 <2e-16 ***
T 1 533996 533996 2367,80 <2e-16 ***

delta.X 24 9557110 398213 1765,72 <2e-16 ***
delta.T 4 26564269 6641067 29447,21 <2e-16 ***

sigma.X.0:delta.X 90 440453 4894 21,70 <2e-16 ***
sigma.T.0:delta.X 48 515970 10749 47,66 <2e-16 ***
sigma.T.0:delta.T 8 3783991 472999 2097,33 <2e-16 ***
delta.X:delta.T 95 8049981 84737 375,73 <2e-16 ***

Residuals 10412 2348161 226
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.6: Tabla ANOVA sobre el ATS1 para Z2

Se tiene entonces que los factores simples que mayor proporción de variabili-
dad recogen sobre la medida de aptitud de nuestro gráfico resultan δT , seguido
de σT0 , siendo esta proporción mayor que la explicada para el caso de Z1. Sin
embargo, δX es menos influyente en esta ocasión. Por su parte, la interacción
del factor ρX0 con δX no ha resultado significativa por presentar una baja Suma
de Cuadrados, a pesar de que sí habíamos considerado que existía interacción
gráficamente. Por el contrario, y análogo a lo sucedido con el estadístico Z1, la
interacción del factor σT0 con el factor δT representa una alta proporción de la
variabilidad del ATS1, mientras que gráficamente se había supuesto que no era
significativa, como se puede observar en la Figura B.9 del Anexo B.2.

Se ven, por último, los resultados que nos proporciona la tabla ANOVA para
el estadístico monitorizado Z3 = M ′ + 1

T ′ sobre la variable respuesta ATS1, una
vez eliminadas las interacciones claramente no significativas.
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Tal y como nos muestra el Cuadro 4.7, en este caso, el factor simple que más
variabilidad recoge sobre el ATS1 resulta σT0 , seguido de δT . Sin embargo, al igual
que pasaba con Z2, δX no parece tan significativo como lo era para Z1. Además,
se observa que para el estadístico Z3 ocurre lo mismo que para Z2 con respecto a
las interacciones significativas.

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 127922 25584 67,39 <2e-16 ***
rho.X.0 2 149406 74703 196,75 <2e-16 ***

sigma.T.0 2 20363361 10181681 26816,71 <2e-16 ***
T 1 861715 861715 2269,60 <2e-16 ***

delta.X 24 7487269 311970 821,67 <2e-16 ***
delta.T 4 37877459 9469365 24940,60 <2e-16 ***

sigma.X.0:delta.X 90 440743 4897 12,90 <2e-16 ***
sigma.T.0:delta.X 48 1267346 26403 69,54 <2e-16 ***
sigma.T.0:delta.T 8 10596795 1324599 3488,76 <2e-16 ***
delta.X:delta.T 95 6661816 70124 184,69 <2e-16 ***

Residuals 10412 3953194 380
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.7: Tabla ANOVA sobre el ATS1 para Z3

4.3.3. Validación del ANOVA paramétrico
Como ya hemos comentado previamente, resulta necesario validar las hipótesis

del ANOVA de independencia, normalidad y homocedasticidad de los residuos.
Vemos a continuación que estas no se cumplen para ninguno de los tres estudios
que hemos realizado mediante un análisis de los residuos de cada modelo.

Independencia de los residuos

A través de un gráfico de dispersión de los residuos, veamos si se cumple o no
la hipótesis de independencia.

Figura 4.11: Gráfico de dispersión de los residuos para Z1, Z2 y Z3, respectiva-
mente.
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En la Figura 4.11 se comprueba que no se puede asumir que los residuos no
sigan un patrón determinado, luego no se cumple la independencia de los mismos.

Normalidad de los residuos

Ahora, veamos si se verifica que los residuos siguen una distribución normal.

Figura 4.12: Papel Probabilístico normal de los residuos para Z1, Z2 y Z3, res-
pectivamente.

Mediante la Figura 4.12 vemos cómo los residuos no se ajustan lo suficiente
a la recta como para poder considerar que siguen una distribución normal en
ninguno de los tres posibles casos.

Homocedasticidad

Se analiza a continuación si la varianza de los residuos es constante en los
diferentes niveles de los factores. Para ello, vamos a realizar un ANOVA sobre los
Residuos2 de cada modelo; de esta forma, obtendremos si los diferentes factores
influyen o no significativamente sobre la varianza de la variable respuesta original,
el ATS1. Las tablas ANOVA resultantes para cada caso, son:

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 3,694e + 07 7388904 40,682 < 2e − 16 ***
rho.X.0 2 2,043e + 07 10216982 56,253 < 2e − 16 ***

sigma.T.0 2 1,743e + 07 8717090 47,995 < 2e − 16 ***
T 1 7,004e + 05 700431 3,856 0,0496 *

delta.X 24 2,960e + 08 12332746 67,902 < 2e − 16 ***
delta.T 4 1,187e + 08 29676197 163,392 < 2e − 16 ***

Residuals 10653 1,935e + 09 181626
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.8: Tabla ANOVA sobre los Residuos2 para Z1
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Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 2,805e + 07 5610900 19,210 < 2e − 16 ***
rho.X.0 2 1,327e + 07 6635925 22,719 1,43e − 10 ***

sigma.T.0 2 2,027e + 07 10135771 34,701 9,51e − 16 ***
T 1 2,442e + 05 244162 0,836 0,361

delta.X 24 1,890e + 08 7875277 26,962 < 2e − 16 ***
delta.T 4 3,718e + 08 92945364 318,212 < 2e − 16 ***

Residuals 10653 3,112e + 09 292086
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.9: Tabla ANOVA sobre los Residuos2 para Z2

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
sigma.X.0 5 1,229e + 08 24570014 41,512 < 2e − 16 ***
rho.X.0 2 1,898e + 07 9488985 16,032 1,12e − 07 ***

sigma.T.0 2 9,939e + 06 4969349 8,396 0,000227 ***
T 1 2,898e + 06 2897980 4,896 0,026936 *

delta.X 24 2,960e + 08 12332601 20,836 < 2e − 16 ***
delta.T 4 9,304e + 08 232590642 392,970 < 2e − 16 ***

Residuals 10653 6,305e + 09 591879
Signif. codes: 0 "***" 0,001 "**" 0,01 "*" 0,05 "." 0,1 1

Cuadro 4.10: Tabla ANOVA sobre los Residuos2 para Z3

Como se puede observar en los Cuadros 4.8, 4.9y 4.10, todos los factores, a ex-
cepción de la distribución que sigue el tiempo (T ), resultan altamente influyentes
sobre la varianza del ATS1, luego no se cumple la hipótesis de homocedasticidad
en ninguno de los tres casos.

4.3.4. Inferencia sobre los factores: Games-Howell
En este punto, teniendo en cuenta los factores que resultan significativos, pro-

cedemos a realizar el análisis post-hoc. Dado que nos encontramos ante un caso
de no normalidad y heterocedasticidad, se decide aplicar el método de Games -
Howell [29] que resulta robusto frente a estas situaciones.

El objetivo de esta sección consiste en hacer inferencia con un método válido
sobre las comparaciones dos a dos entre los grupos definidos por cada factor.
Posteriormente, realizaremos las comparaciones entre los tres estadísticos mo-
nitorizados para cada grupo concreto en todos los factores. De esta forma, se
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pretende sacar conclusiones acerca del rendimiento de nuestro gráfico que pue-
dan ayudar al lector a identificar cómo de conveniente puede resultar el gráfico
de control que estamos tratando en función de la situación que le interese detectar.

Comparaciones entre los grupos de cada factor

A través del algortimo del Anexo A.3, obtenemos los resultados de las com-
paraciones dos a dos entre todos los grupos que generan cada uno de los seis
factores implicados: σX0 , ρX0 , σT0 , T, δX , δT .

Con respecto al factor σX0 , podemos observar a través del Anexo C.1 las
comparaciones dos a dos que resultan no significativas tanto para Z1 = M ′ − T ′,
como para Z2 = M ′

T ′ y Z3 = M ′ + 1
T ′ , respectivamente.

En cuanto a Z1, en general, nos encontramos con que los pares de situacio-
nes que no se consideran significativamente diferentes son aquellas en las que la
desviación de X1 es muy baja (σX10 = 1) y no varía, o lo hace muy poco, mien-
tras que σX20 varía considerablemente. Sin embargo, el estadístico Z1 contempla
el mayor número de combinaciones significativas en comparación con el resto de
estadísticos. De hecho, la única diferencia significativa que se detecta para el esta-
dístico Z3 se da cuando σX10 pasa de valer 1 a 5, valiendo σX20 = 5 en ambos casos.

Por otro lado, el factor ρX0 presenta todas los pares de combinaciones signifi-
cativas tanto para Z1 como para Z2; sin embargo, en la tabla C.4 del Anexo C.1
se indica cuál es el único par significativo para Z3.

En cuanto a los factores relacionados con el tiempo entre eventos, σT0 , T y δT ,
todos los pares de combinaciones resultan significativas para los tres estadísticos
considerados.

Por último, con respecto al factor δX , en las tablas C.5, C.6,C.7, C.8, C.9 y
C.10 del Anexo C.1 se muestran los pares de combinaciones no significativas.

Tras observarlas, se ha llegado a la conclusión de que se consideran no signifi-
cativos los casos en los que se comparan situaciones donde la media X1 no varía
o lo hace muy poco (es decir, δX1 se mantiene igual o su cambio es pequeño), y
el cambio que se produce con respecto a X2 no es demasiado grande en compa-
ración con la primera situación o, de hecho, es un cambio a mejor. Es decir, en
general, no hay diferencias significativas entre los casos en los que se produce una
ligera compensación entre el cambio a peor que sufre una de las componentes
de la amplitud X con respecto al cambio a mejor que presenta la otra. Todo
esto, teniendo en cuenta que nuestro gráfico de control resulta más sensible a los
cambios en la primera componente, X1, que en la segunda, X2, por la forma en
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la que hemos diseñado nuestra batería de ejemplos.

Por otro lado, es muy destacable la diferencia entre la cantidad de pares de
casos que resultan no significativos al monitorizar el estadístico Z1, con respecto
a la monitorización de Z2 y Z3. En concreto, Z1 presenta la mayor parte de sus
combinaciones significativas, mientras que Z3 es el estadístico que proporciona
más diferencias no significativas.

De esta forma, podríamos concluir que nuestro gráfico resulta apto a la hora
de detectar cambios en el tiempo entre eventos, T , se use el estadístico que se use
para su monitorización (Z1, Z2, Z3). Sin embargo, para cambios en la amplitud X,
Z1 resulta más adecuado, seguido de Z2, dejando a Z3 en último lugar. De hecho,
notar que Z3 es el único que contempla un caso de diferencia no significativa a la
hora de hablar del factor simple ρX0 . Desarrollamos esto en detalle a continuación.

Comparaciones entre los estadísticos para cada grupo

Ahora, vamos a aplicar el test no paramétrico de Games-Howell a todos los
niveles de todos los factores planteados con el fin de identificar si se pueden consi-
derar las diferencias significativas entre los valores del ATS1 que obtenemos para
Z1, Z2 y Z3. De esta forma, podremos recomendar el uso de un estadístico con-
creto en función de la situación que interese detectar. Estos resultados se pueden
observar a través de las diversas tablas del Anexo C.2.

Con respecto al factor σX0 , nos encontramos con que el estadístico Z1 se
comporta de forma estadísticamente diferente tanto a Z2 como a Z3 en todos los
casos, a excepción del caso de máxima dispersión en el que (σX10 = 5, σX20 = 5),
donde no se puede identificar una diferencia significativa en el rendimiento del
gráfico de Z1 en comparación al rendimiento que proporciona Z2. Por su parte, los
estadísticos Z2 y Z3 también se comportan de forma significativamente diferente
entre ellos, aunque esta diferencia no es tan notable como la que presentan con Z1.

Por otro lado, en cuanto al factor ρX0 , la eficiencia de los tres gráficos de
control es altamente diferente al compararlos entre ellos para todos los niveles
considerados.

Al hablar de la desviación típica de T , σT0 , nos encontramos con que los tres
gráficos se comportan de igual manera en el caso en el que σT0 = 1, pues no exis-
ten diferencias significativas entre los estadísticos. Sin embargo, cuando σT0 = 2,
el rendimiento del gráfico para Z1 sí que es diferente al que proporcionan Z2 y Z3,
los cuales no presenta diferencias significativas entre ellos. Por el contrario, para
el caso de máxima dispersión (σT0 = 5), existen diferencias significativas tanto
para Z1 con respecto a Z2 y Z3, como entre Z2 y Z3.
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Por otra parte, hay diferencias significativas en la aptitud del gráfico para los
tres estadísticos en los dos casos considerados de la distribución del tiempo T .
Aunque se recuerda que este factor simple se había concluido como poco signifi-
cativo sobre el ATS1.

Procedemos a comentar si existen diferencias entre Z1, Z2 y Z3 a la hora de
detectar los diversos cambios en el tiempo o en la amplitud. En primer lugar, a
la hora de medir la eficiencia del gráfico para detectar cambios en la amplitud
(factor δX), en general, no existen diferencias significativas en el comportamiento
de Z2 con respecto al comportamiento de Z3. Sin embargo, Z1 sí que se consi-
dera estadísticamente diferente tanto a Z2 como a Z3; aunque cabe destacar que
en casos en los que la amplitud de la primera componente, X1, no cambia y el
cambio de X2 no es demasiado grande, la diferencia entre el comportamiento que
presenta Z1 es menor con Z2 que con Z3.

Por último, con respecto a los posibles cambios que puede sufrir el tiempo
entre eventos (factor δT ), se tiene que para una disminución pequeña del tiempo
existen diferencias significativas en el comportamiento de los gráficos para los tres
estadísticos. Sin embargo, si el tiempo se reduce a la mitad (δT = 0,5), los gráfi-
cos para Z2 y Z3 se comportan de la misma forma, siendo esta diferente a la que
presenta Z1. Sin embargo, en el caso en el que δT = 0,75, no existen diferencias
significativas entre Z1 y Z2, mientras que sí que las hay entre Z2 y Z3, y entre Z1
y Z3.

Gracias a este otro análisis hemos logrado corroborar la conclusión a la que
ya habíamos llegado de que el gráfico más apto a la hora de detectar cambios
en la amplitud X resulta aquel que monitoriza a Z1, seguido del enfoque que
proporciona el estadístico Z2. Sin embargo, se ha descubierto que, en caso de
estar hablando de cambios producidos únicamente en el tiempo, es decir, sin
modificaciones en la amplitud, la monitorización más adecuada resultaría la del
estadístico Z3, seguida del estadístico Z2. En este punto, cabe destacar que la
diferencia existente entre la capacidad de detección de cambios del estadístico Z1
con respecto a la del Z2 a la hora de hablar de incrementos en la amplitud es
mucho mayor que la diferencia en rendimiento que muestran los gráficos de control
para Z2 y Z3 a la hora de detectar disminuciones en el tiempo, respectivamente.



Capítulo 5

Ejemplo numérico

En este capítulo se va a proporcionar un ejemplo numérico con el fin de mos-
trar una posible aplicación real del gráfico de control que hemos diseñado. Este
ejemplo se obtiene a través de datos simulados inspirados en datos reales relacio-
nados con este contexto. Los resultados provienen de la ejecución del algoritmo
presente en el Anexo A.4

Buscamos monitorizar incendios forestales en una determinada área que, en
concreto, se trata de España. Las variables a considerar, son las siguientes:

T = Tiempo entre incendios, medido en horas. Donde T sigue una distri-
bución Weibull, con una media de µT0 = 0,6 horas entre incendios y una
desviación típica de σT0 = 0,5.

Se considera que la amplitud X es bidimensional y sigue una distribución
normal multivariante, donde:

• X1 = Superficie arbolada quemada en el incendio, medida en hectá-
reas. Se tiene que µX10 = 15 y σX10 = 5.

• X2 = Superficie no arbolada quemada en el incendio, medida en hec-
táreas. Se tiene que µX10 = 20 y σX10 = 5.

El coeficiente de correlación entre las variables X1 y X2 será de ρ1,2 = 0,5.

5.1. Proceso bajo control
Comenzaremos analizando el comportamiento del gráfico de control cuando

el proceso está bajo control. Al igual que para el resto de ocasiones, fijaremos el
parámetro ATS0 = 370,4.

51
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A través de simulación, obtenemos los límites de control superiores correspon-
dientes en función de si el estadístico a monitorizar se trata de Z1, Z2 o Z3. Se
muestran a continuación estos valores:

UCLZ1 UCLZ2 UCLZ3

1,625842 244,1806 189,0743

Cuadro 5.1: Valores UCL del ejemplo numérico

Una vez establecidos los límites de control superiores, se han simulado 10000
incendios independientes. Sobre estos incendios, se ha calculado la media de tiem-
pos entre incendios que transcurren hasta que uno de estos eventos se considera
fuera de control. Los valores obtenidos se reflejan en la siguiente tabla:

ATS0(Z1) ATS0(Z2) ATS0(Z3)
211,7612 325,7663 367,4407

Cuadro 5.2: Valores ATS0 real del ejemplo numérico

Nótese que el ATS0 observado correspondiente resulta menor que el ATS0 es-
perado de 370,4. Se entiende que con un tamaño muestral suficientemente grande,
el valor del ATS0 observado convergerá al teórico.

Figura 5.1: Gráfico bajo control para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Cada punto en el gráfico representa la ocurrencia de un incendio. Podemos
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ver que, en efecto, todos los puntos se sitúan debajo de los límites de control
superiores, pues el proceso se encuentra bajo control.

5.2. Proceso fuera de control
Ahora vamos a ver cómo se comporta el gráfico cuando se produce una salida

de control. En particular, vamos a considerar dos posibles salidas de control. En la
primera, se producirá un incremento en la amplitud del incendio, y en la segunda
se dará una disminución del tiempo entre incendios.

5.2.1. Incremento en la amplitud
Se supone que aumenta la media de la superficie arbolada quemada en el

incendio; en concreto, δX1 = 1,7. A través de simulación, y estableciendo los
límites de control superiores indicados en la sección anterior, comparamos a través
de la siguiente tabla la diferencia entre el ATS1 que cabe esperar y el ATS1 real,
en función del enfoque para Z1, Z2 o Z3.

ATS1(Z1) ATS1(Z2) ATS1(Z3)
Teórico 25,00000 315,7895 315,7895

Observado 25,44942 266,4990 382,7473

Cuadro 5.3: Valores ATS1 del ejemplo numérico

En este caso, llama la atención la proximidad entre el ATS1 esperado y el ob-
servado para el estadístico Z1. Por el contrario, el ATS1 esperado coincide para
Z2 y Z3, mientras que el gráfico para Z2 detecta mucho antes el cambio que el
gráfico para Z3 en el caso real.

A su vez, nótese que el gráfico que más rápido detectaría el cambio simulado
se trata de aquel que monitoriza a Z1, presentando una eficiencia mucho mayor
a la que proporcionan los gráficos para Z2 y Z3. Esta observación es coherente
con las conclusiones a las que hemos llegado sobre este tipo de gráficos de control.

Veamos qué forma adopta el gráfico de control en este caso si graficamos los
puntos relativos a los 100 primeros incendios simulados. Véase que no se observan
puntos fuera de control, a excepción del caso para Z1. Esto es así porque esta-
mos graficando los 100 primeros incendios, y el ATS1 correspondiente para esta
situación resulta superior a 100 en todos los casos excepto para la monitorización
del primero de los estadísticos, cuyo ATS1 es de 25.
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Figura 5.2: Gráfico fuera de control (I) para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

5.2.2. Disminución en el tiempo
Ahora, suponemos que disminuye el tiempo entre incendios en España; concre-

tamente, δT = 0,9. Análogo al caso anterior, se obtienen a través de simulación
los valores del ATS1 esperado y observado para los estadísticos Z1, Z2 y Z3,
manteniendo los límites de control superiores ya establecidos.

ATS1(Z1) ATS1(Z2) ATS1(Z3)
Teórico 186,2069 180,0000 163,6364

Observado 221,5336 226,8406 124,3874

Cuadro 5.4: Valores ATS1 del ejemplo numérico

En este otro caso, el único gráfico cuya eficiencia real supera el valor teórico,
pues presenta un ATS1 menor, es aquel en el que se monitoriza a Z3. Además,
este es el gráfico que más rápidamente detectaría la salida de control, lo cual tiene
sentido en base a las conclusiones a las que hemos llegado a través del análisis de
la experiencia numérica de este tipo de gráficos de control.

Por último, veamos la forma que tiene el gráfico de control en este segundo
caso representando los puntos referentes a los 100 primeros incendios simulados.
Análogo a lo que ocurría en la primera situación fuera de control planteada, en
este caso, nos encontramos con valores ATS1 superiores a 100 tanto para Z1 como
para Z2. Por otro lado, el ATS1 para Z3 es de 124,3874, de ahí que la gráfica sí
que muestre salidas de control en este caso.
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Figura 5.3: Gráfico fuera de control (II) para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.



Capítulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

En este último capítulo, se exponen las conclusiones a las que se ha llegado
a través de este trabajo, relacionando estas con el cumplimiento de los objetivos
propuestos al principio del mismo.

En la presente memoria, se ha logrado desarrollar teóricamente la construcción
de un gráfico de control TBEA para casos en los que la amplitud es multivariante.
Para ello, se ha recurrido al estadístico M que supone el mínimo de las compo-
nentes del vector de amplitudes X como forma de resumir la información con la
que se cuenta. A su vez, se ha llegado a las expresiones analíticas de las funcio-
nes de distribución que caracterizan a tres estadísticos distintos que pueden ser
monitorizados en este tipo de gráficos de control (Z1, Z2 y Z3), las cuales son
necesarias para el diseño de este.

A través de la aplicación de la metodología expuesta, se ha conseguido im-
plementar informáticamente una serie de experiencias numéricas en las que se
han considerado diversos escenarios posibles, tanto bajo control como fuera de
control. De esta forma, se han proporcionado resultados numéricos con los valores
del límite de control superior para el diseño del gráfico y las respectivas medidas
de desempeño del mismo para todas las combinaciones posibles.

Mediante análisis descriptivos, ANOVA y el método inferencial de Games-
Howell, se ha realizado un análisis del rendimiento de este gráfico de control a
través del comportamiento que presenta el ATS1. Así, se ha observado que los
factores que más influyen sobre la aptitud resultan las disminuciones en la media
del tiempo T (factor δT ), seguido de los incrementos en la media de la amplitud
X (factor δX) y la desviación típica que presenta el tiempo T (factor σT0). Por
otro lado, se ha comprobado que las diferencias que proporcionan los resultados
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cuando la variable tiempo T sigue una distribución gamma en comparación a
cuando sigue una distribución Weibull no resultan demasiado significativas.

A su vez, a través del análisis gráfico de las interacciones entre factores, se
concluye que este gráfico de control detecta rápidamente un cambio brusco tanto
en el tiempo entre eventos T como en la amplitud del evento X, independiente-
mente del correspondiente cambio que se produzca en la otra dimensión.

Se ha comparado el desempeño del gráfico de control para tres estadísticos
diferentes (Z1, Z2 y Z3) con el fin de poder aconsejar a un futuro usuario la
monitorización de uno de ellos en función de la situación que se espere o interese
detectar. De esta manera, se ha deducido que:

Para un cambio solo en la amplitud X o un cambio simultáneo de la ampli-
tud X y el tiempo entre eventos T , el enfoque más adecuado lo proporciona
el estadístico Z1. La monitorización de Z2 sería la segunda opción más idó-
nea.

Para un cambio solo en el tiempo T , la mejor opción resulta la monitoriza-
ción del estadístico Z3, quedando el uso de Z2 en segundo lugar.

Por último, para ilustrar el trabajo realizado, se ha generado un gráfico de con-
trol TBEA como ejemplo de aplicación en un contexto real, simulando dos tipos
de salidas de control, cuyos resultados han sido coherentes con las conclusiones
sacadas a través de la batería de pruebas.

6.2. Trabajo futuro
A partir del estudio llevado a cabo con este trabajo, se podrían afrontar las

siguientes líneas futuras de investigación:

Plantear una monitorización en la que el tiempo entre un evento concreto T
y su amplitud multidimensional X correspondiente estén correladas entre
ellas.

Estudiar los gráficos de control TBEA a través del uso de otros métodos
estadísticos. Por ejemplo, mediante esquemas EWMA o CUSUM.
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Anexos A

Algoritmos

A.1. Cálculo límite de control superior

El cálculo del límite de control superior a través de Simulación Mon-
tecarlo se ha realizado mediante software R con el siguiente algoritmo:
https://drive.google.com/file/d/1TVvIsA7newAHOgo3cVSzMfmcOh4y_
iT1/view?usp=sharing.

El cálculo exacto del límite de control superior se ha realizado mediante
software Mathematica a través del algoritmo: https://drive.google.com/
file/d/1HoP_OYEm8q_4MQCReYeOZnKX750vsGM8/view?usp=sharing.

Este último código también se puede observar a través del si-
guiente documento: https://drive.google.com/file/d/1YCtbEhu167_
A2kyOIqEP9yY8ZGdCQttP/view?usp=sharing

A.2. Cálculo del rendimiento del gráfico

El algoritmo utilizado para medir la eficiencia del gráfico de con-
trol en la experiencia computacional que se ha implementado a tra-
vés del software R es el siguiente: https://drive.google.com/file/d/
1jjW5-SBUwCrKejS2dlLuYBwzJsPFS4Px/view?usp=sharing
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A.3. Resultados y discusión

A través del software R, se ha utilizado el siguiente algoritmo pa-
ra la Sección 4.3 de la memoria: https://drive.google.com/file/d/
1TUFsVyylChLp5Agakx6VHrlEB_V3sg6C/view?usp=sharing.

A.4. Ejemplo numérico

A través del software R, se ha utilizado el siguiente algoritmo para reali-
zar el ejemplo numérico del trabajo: https://drive.google.com/file/d/
1B-OlPZ5S3-PvdI1DntGvpTN1r2FDaQb7/view?usp=sharing

https://drive.google.com/file/d/1TUFsVyylChLp5Agakx6VHrlEB_V3sg6C/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1TUFsVyylChLp5Agakx6VHrlEB_V3sg6C/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1B-OlPZ5S3-PvdI1DntGvpTN1r2FDaQb7/view?usp=sharing
https://drive.google.com/file/d/1B-OlPZ5S3-PvdI1DntGvpTN1r2FDaQb7/view?usp=sharing


Anexos B

Tablas y gráficos

B.1. Tablas de datos completas

B.1.1. Límites de control superiores (UCL)

Los archivos que contienen todos los UCL calculados se encuentran en los
siguientes enlaces:

Para Z1:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/
1vNJWyOfgzwwSErV-3K_KpY8xlovU1gtv/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

Para Z2:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/
1M-sEsoQbimb6SrDXtBbubm7GSMcqs2pG/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

Para Z3:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/
1EdoGGdWl3VgRL6RXZwuwqJZxRq-1zuO2/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

B.1.2. Medidas del rendimiento del gráfico

Los archivos que contienen todos los casos considerados en la experiencia
computacional para medir la eficiencia del gráfico de control, con sus corres-
pondientes datos, se encuentran en los siguientes enlaces:

Para Z1:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1ofqDGlGrpLrzG4_
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h1woa-6Oyg9-NrN_w/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

Para Z2:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/
1aaf9krgzUMIyHmE39gPQV7_J9qtOYpHn/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

Para Z3:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/
1PHOvn3PPzGe2NYlDBMRAL4o38zOA2nti/edit?usp=sharing&ouid=
100093196156776886782&rtpof=true&sd=true

B.2. Gráficas de interacciones

Figura B.1: Interacción de σX0 con ρX0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura B.2: Interacción de σX0 con σT0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Figura B.3: Interacción de σX0 con T para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura B.4: Interacción de σX0 con δT para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Figura B.5: Interacción de ρX0 con σT0 para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura B.6: Interacción de ρX0 con T para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Figura B.7: Interacción de ρX0 con δT para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura B.8: Interacción de σT0 con T para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Figura B.9: Interacción de σT0 con δT para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.
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Figura B.10: Interacción de T con δX para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.

Figura B.11: Interacción de T con δT para Z1, Z2 y Z3, respectivamente.



Anexos C

Games-Howell

C.1. Combinaciones dos a dos niveles del fac-
tor

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 1 1 − 2 −0,6206663 −6,1972970 4,955964 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1 − 5 −0,7728358 −6,5068639 4,961192 9,99e − 01 ns
ATS1 1 − 1 2 − 2 1,1688506 −5,0344943 7,372196 9,95e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1 − 5 −0,1521695 −5,0473848 4,743046 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 2 − 2 1,7895169 −3,6486398 7,227674 9,37e − 01 ns
ATS1 1 − 5 2 − 2 1,9416864 −3,6577786 7,541151 9,22e − 01 ns

Cuadro C.1: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor σX0

para Z1
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 1 1 − 2 −0,8423815 −8,6302022 6,945439 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1 − 5 −4,2115291 −11,8822987 3,459240 6,21e − 01 ns
ATS1 1 − 1 2 − 2 −2,3353700 −10,8438323 6,173092 9,70e − 01 ns
ATS1 1 − 1 2 − 5 −0,6322715 −8,2973357 7,032793 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 5 − 5 8,0422838 −0,5120936 16,596661 7,90e − 02 ns
ATS1 1 − 2 1 − 5 −3,3691477 −9,8256993 3,087404 6,72e − 01 ns
ATS1 1 − 2 2 − 2 −1,4929885 −8,9266058 5,940629 9,93e − 01 ns
ATS1 1 − 2 2 − 5 0,2101100 −6,2396549 6,659875 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 5 2 − 2 1,8761592 −5,4347128 9,187031 9,78e − 01 ns
ATS1 1 − 5 2 − 5 3,5792577 −2,7285107 9,887026 5,87e − 01 ns
ATS1 2 − 2 2 − 5 1,7030985 −5,6017858 9,007983 9,86e − 01 ns

Cuadro C.2: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor σX0

para Z2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 5 5 − 5 11,4239488 2,7154158 20,132482 0,003 **

Cuadro C.3: Games-Howell par de combinaciones significativa factor σX0 para Z3

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 −0,5 0,5 9,153887 4,0588713 14,248904 7,61e − 05 ****

Cuadro C.4: Games-Howell par de combinaciones significativa factor ρX0 para Z3
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 1 1 − 1,1 9,86596 −12,97527 32,70720 9,98e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1 − 1,2 −11,59996 −32,83149 9,63156 9,52e − 01 ns
ATS1 1 − 1,2 1,1 − 1 −19,77970 −39,75116 0,19175 5,60e − 02 ns
ATS1 1 − 1,5 1 − 2 −9,42309 −23,94465 5,09846 7,81e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1 5,51412 −12,79776 23,82600 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1,1 −4,97696 −19,15153 9,19760 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1 14,93721 −3,004233 32,87865 2,74e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,1 4,44612 −9,241457 18,13371 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,2 −10,43096 −22,94138 2,07943 2,74e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1 −13,85381 −27,88577 0,17814 5,80e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1 1,1 − 1,1 −10,49108 −28,15554 7,17336 8,89e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1 −3,42284 −15,92190 9,07621 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,1 − 2 −6,31049 −13,37835 0,75736 1,62e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,1 0,74523 −8,488910 9,97938 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,2 −1,46760 −9,113932 6,17871 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1 −7,00992 −15,43834 1,41849 2,77e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,1 7,05573 −1,796654 15,90811 3,60e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,2 4,84288 −2,333351 12,01911 7,14e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1 −0,69943 −8,706580 7,30771 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1 −3,33491 −11,11048 4,44065 9,98e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,2 − 1,2 −2,21284 −11,52938 7,10368 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1 −7,75516 −17,71499 2,20467 4,10e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1 −5,54231 −14,06116 2,97652 7,73e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 2 − 1 −8,17779 −16,47977 0,12417 6,00e − 02 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1,1 −1,90659 −7,361172 3,54797 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1 5,60341 −1,563482 12,77031 4,00e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1,1 −4,26036 −9,403758 0,88303 2,85e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,1 2,96202 −2,066474 7,99051 8,97e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,2 −2,98555 −7,112511 1,14139 5,72e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1,1 0,60825 −4,079943 5,29645 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1 −2,63548 −11,65804 6,38706 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1,1 −2,35376 −7,974260 3,26672 9,98e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,1 3,59381 −1,242842 8,43047 5,11e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,2 −2,18514 −6,149026 1,77873 9,46e − 01 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 1,5 −0,36661 −1,973142 1,23990 1,00e + 00 ns

Cuadro C.5: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z1
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 1 1 − 1,2 13,69315 −8,126591 35,51290 98,29e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1 − 1,5 −4,89726 −25,298736 15,50419 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1 − 2 −12,21638 −32,246070 7,81329 8,64e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1 6,99360 −19,210475 33,19768 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1,1 −5,64498 −25,894286 14,60432 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1,2 −17,93163 −37,284922 1,42165 1,15e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1,2 − 1 −14,38576 −38,132659 9,36113 8,70e − 01 ns
ATS1 1 − 1,1 1 − 1,2 −14,44554 −37,854567 8,96347 8,51e − 01 ns
ATS1 1 − 1,1 1,1 − 1 −21,14509 −48,678042 6,38785 4,41e − 01 ns
ATS1 1 − 1,2 1 − 1,5 −18,59042 −39,315955 2,13510 1,55e − 01 ns
ATS1 1 − 1,2 1,1 − 1 −6,69954 −33,156736 19,75763 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,2 1,1 − 1,1 −19,33813 −39,913828 1,23755 1,00e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1 − 2 −7,31911 −26,147013 11,50877 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1 11,89087 −13,419162 37,20091 9,92e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1,1 −0,74771 −19,809581 18,31415 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1,2 −13,03436 −31,139347 5,07061 5,85e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1,2 − 1 −9,48849 −32,241011 13,26402 9,98e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1 19,20999 −5,804001 44,22398 4,39e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,1 6,57140 −12,091081 25,23388 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,2 −5,71524 −23,398774 11,96827 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1 −2,16937 −24,591111 20,25235 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1,1 −15,72553 −36,232680 4,78160 4,44e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1 1,1 − 1,1 −12,63858 −37,827215 12,55003 9,81e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1 1,2 − 1 −21,37936 −49,425669 6,66693 4,56e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,1 1,1 − 1,2 −12,28665 −30,219411 5,64610 6,86e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,1 1,2 − 1 −8,74077 −31,357755 13,87619 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,1 − 1,5 −15,36810 −31,091335 0,35512 6,50e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1 3,54587 −18,277566 25,36931 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1,1 −10,01028 −29,859714 9,83913 9,80e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,5 − 1 −17,33139 −36,743450 2,08065 1,61e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,1 − 2 −6,10618 −20,132129 7,91976 9,97e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1 18,91397 −2,012870 39,84082 1,43e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,1 5,35781 −13,498666 24,21429 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,2 −0,82967 −15,287256 13,62790 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1 −1,96329 −20,358103 16,43151 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1,1 −14,26762 −30,598247 2,06300 1,92e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 2 − 1 −7,00511 −24,676351 10,66611 9,99e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,1 11,46399 −7,083669 30,01166 8,44e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,2 5,27650 −8,771425 19,32444 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,5 −9,14317 −21,950616 3,66426 6,03e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1 4,14289 −13,935006 22,22079 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1,1 −8,16143 −24,132984 7,81010 9,77e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1 −0,89893 −18,239659 16,44178 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1,1 −13,14651 −28,317090 2,02406 2,05e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1 1,2 − 1,1 −13,55616 −37,697525 10,58519 9,35e − 01 ns

Cuadro C.6: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z2 (Parte I)
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1,2 − 1 1,2 − 1,2 −19,74365 −40,685040 1,19773 9,60e − 02 ns
ATS1 1,2 − 1 1,5 − 1 −20,87726 −44,663839 2,90929 1,85e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,2 − 1,2 −6,18749 −25,060149 12,68516 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1 −7,32110 −29,319803 14,67759 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1,1 −19,62543 −39,946313 0,69543 7,50e − 02 ns
ATS1 1,2 − 1,1 2 − 1 −12,36293 −33,765552 9,03968 9,14e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1 −1,13361 −19,545021 17,27778 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1,1 −13,43794 −29,787325 2,91143 3,00e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 2 − 1 −6,17544 −23,863967 11,51308 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,2 − 2 −5,47844 −17,003078 6,04618 9,91e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1 13,28606 −4,207965 30,78009 4,62e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1,1 0,98173 −14,323460 16,28693 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1,2 −7,26799 −21,170629 6,63464 9,70e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1 8,24424 −8,486226 24,97470 9,85e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1,1 −4,00333 −18,469579 10,46290 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1,2 −12,39477 −25,379837 0,59027 8,50e − 02 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,1 6,46018 −8,512505 21,43287 9,97e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,2 −1,78954 −15,324232 11,74514 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1 13,72268 −2,704851 30,15022 2,67e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1,1 1,47510 −12,638305 15,58852 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1,2 −6,91633 −19,505799 5,67313 9,48e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1 1,5 − 1,1 −12,30433 −32,199241 7,59058 8,44e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1 −5,04182 −26,041335 15,95768 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1,1 −17,28940 −36,554367 1,97555 1,53e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,1 1,5 − 1,2 −8,24972 −25,097670 8,59821 9,86e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1 7,26250 −11,968286 26,49329 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1,1 −4,98507 −22,296850 12,32669 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1,2 −13,37651 −29,483376 2,73034 2,79e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 1,5 − 1,5 −11,50476 −24,017017 1,00748 1,22e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1 15,51223 −2,634993 33,65945 2,27e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,1 3,26465 −12,828974 19,35827 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,2 −5,12678 −19,912070 9,65849 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,5 1,5 − 2 −5,86827 −13,534915 1,79837 4,52e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1,2 6,37797 −5,102711 17,85866 9,41e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1,5 −7,38489 −16,143961 1,37417 2,52e − 01 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 1,5 −1,51662 −9,688550 6,65530 1,00e + 00 ns
ATS1 2 − 1 2 − 1,1 −12,24757 −30,824955 6,32979 7,50e − 01 ns
ATS1 2 − 1,1 2 − 1,2 −8,39144 −23,705940 6,92305 9,49e − 01 ns

Cuadro C.7: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z2 (Parte II)
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 1 − 1 1 − 1,2 20,28241 −2,685420 43,250247 1,77e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1 − 1,5 4,08007 −17,941584 26,101740 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1 − 2 −2,60896 −24,401927 19,183994 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1 10,83856 −17,020957 38,698090 9,99e − 01 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1,1 3,24705 −18,640897 25,135003 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1,2 −7,03316 −28,378046 14,311708 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,1 − 1,5 −20,36453 −41,105940 0,376870 6,20e − 02 ns
ATS1 1 − 1 1,2 − 1 −7,86999 −34,372916 18,632926 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1 1,2 − 1,1 −17,86700 −43,486595 7,752588 6,46e − 01 ns
ATS1 1 − 1,1 1 − 1,2 −12,34704 −37,232604 12,538523 9,84e − 01 ns
ATS1 1 − 1,1 1,1 − 1 −21,79088 −51,240161 7,658386 5,22e − 01 ns
ATS1 1 − 1,2 1 − 1,5 −16,20233 −39,260610 6,855938 6,36e − 01 ns
ATS1 1 − 1,2 1,1 − 1 −9,44384 −38,124143 19,236448 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,2 1,1 − 1,1 −17,03536 −39,966010 5,895288 5,17e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1 − 2 −6,68904 −28,576677 15,198586 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1 6,75848 −21,176574 34,693551 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1,1 −0,83302 −22,815292 21,149241 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 1,5 1,1 − 1,2 −11,11324 −32,554499 10,328004 9,74e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1,2 − 1 −11,95007 −38,532117 14,631970 9,95e − 01 ns
ATS1 1 − 1,5 1,2 − 1,1 −21,94708 −47,648304 3,754140 2,29e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1 13,44753 −14,309262 41,204329 9,88e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,1 5,85601 −15,896970 27,609009 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,2 −4,42420 −25,630201 16,781796 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,1 − 1,5 −17,75556 −38,353460 2,842322 2,15e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1 −5,26102 −31,655401 21,133344 1,00e + 00 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1,1 −15,25803 −40,764913 10,248839 8,83e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,2 − 1,2 −18,72896 −39,359963 1,902035 1,39e − 01 ns
ATS1 1 − 2 1,5 − 1 −23,47968 −48,787105 1,827741 1,13e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1 1,1 − 1,1 −7,59151 −35,422260 20,239233 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1 1,1 − 1,2 −17,87173 −45,281459 9,537987 7,67e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1 1,2 − 1 −18,70856 −50,255813 12,838688 8,91e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1 1,2 − 1,1 −28,70557 −59,520755 2,109614 1,08e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,1 1,1 − 1,2 −10,28022 −31,583950 11,023505 9,89e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,1 1,2 − 1 −11,11704 −37,589289 15,355192 9,98e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,1 1,2 − 1,1 −21,11405 −46,701582 4,473469 2,92e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,1 − 1,5 −13,33136 −33,453654 6,790921 7,47e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,1 − 2 −18,88875 −38,780979 1,003459 9,00e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1 −0,83682 −26,865445 25,191792 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1,1 −10,83383 −35,961659 14,293990 9,98e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,2 − 1,2 −14,30476 −34,460955 5,851432 6,15e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 1,5 − 1 −19,05547 −43,980728 5,869768 4,50e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,2 2 − 1 −23,02891 −47,451404 1,393567 9,60e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,1 − 2 −5,55739 −24,7991 13,684318 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1 12,49453 −13,045704 38,034784 9,86e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,1 2,49753 −22,123543 27,118606 1,00e + 00 ns

Cuadro C.8: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z3 (Parte I)
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ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,2 −0,97339 −20,488072 18,541281 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 1,5 −13,44201 −32,330286 5,446256 6,10e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,2 − 2 −18,49369 −37,107693 0,120305 5,40e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1 −5,72411 −30,138286 18,690058 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1,1 −14,96062 −38,363771 8,442531 7,99e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 1,5 − 1,2 −21,50812 −44,159742 1,143495 8,90e − 02 ns
ATS1 1,1 − 1,5 2 − 1 −9,69755 −33,597896 14,202790 9,99e − 01 ns
ATS1 1,1 − 1,5 2 − 1,1 −19,22620 −41,948380 3,495962 2,45e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1 18,05193 −7,309281 43,413148 6,03e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,1 8,05492 −16,380200 32,490050 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,2 4,58399 −14,693202 23,861198 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 1,5 −7,88462 −26,527265 10,758023 9,98e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,2 − 2 −12,93629 −31,300925 5,428325 6,31e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1 −0,16671 −24,393310 24,059870 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1,1 −9,40322 −32,610386 13,803933 9,99e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 1,5 − 1,2 −15,95072 −38,399600 6,498140 6,08e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1 −4,14015 −27,848739 19,568421 1,00e + 00 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1,1 −13,66881 −36,188892 8,851261 8,67e − 01 ns
ATS1 1,1 − 2 2 − 1,2 −20,53575 −42,169700 1,098191 9,00e − 02 ns
ATS1 1,2 − 1 1,2 − 1,1 −9,99700 −39,597723 19,603706 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1 1,2 − 1,2 −13,46793 −39,034634 12,098763 9,67e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1 1,5 − 1 −18,21865 −47,648984 11,211677 8,43e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1 1,5 − 1,1 −27,45515 −56,060082 1,149762 8,00e − 02 ns
ATS1 1,2 − 1 2 − 1 −22,19209 −51,201410 6,817225 4,48e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,2 − 1,2 −3,47092 −28,119470 21,177616 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,2 − 1,5 −15,93954 −40,100145 8,221052 7,48e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,2 − 2 −20,99122 −44,940238 2,957787 1,87e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1 −8,22164 −36,863446 20,420156 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1,1 −17,45815 −45,250116 10,333812 8,24e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 1,5 − 1,2 −24,00565 −51,173320 3,162009 1,75e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 2 − 1 −12,19508 −40,403596 16,013428 9,97e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,1 2 − 1,1 −21,72374 −48,949730 5,502249 3,58e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,2 − 1,5 −12,46861 −31,393056 6,455817 7,56e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,2 − 2 −17,52029 −36,171006 1,130409 1,00e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1 −4,75071 −29,192598 19,691161 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1,1 −13,98722 −37,419314 9,444864 8,85e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 1,5 − 1,2 −20,53472 −43,216273 2,146816 1,42e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,2 2 − 1 −8,72415 −32,652820 15,204505 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,2 2 − 1,1 −18,25281 −41,004815 4,499188 3,48e − 01 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,2 − 2 −5,05167 −23,045265 12,941907 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1 7,71790 −16,231707 31,667508 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1,1 −1,51860 −24,436113 21,398902 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 1,5 − 1,2 −8,06610 −30,215119 14,082900 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1 3,74446 −19,680840 27,169763 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1,1 −5,78419 −28,005400 16,437011 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 1,5 2 − 1,2 −12,65113 −33,973412 8,671144 8,91e − 01 ns

Cuadro C.9: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z3 (Parte II)
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ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1 12,76958 −10,966511 36,505671 9,58e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,1 3,53307 −19,160939 26,227085 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,2 −3,01443 −24,931883 18,903022 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 1,5 − 1,5 −12,59153 −29,406522 4,223460 5,00e − 01 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1 8,79614 −14,410690 32,002971 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1,1 −0,73251 −22,722946 21,257915 1,00e + 00 ns
ATS1 1,2 − 2 2 − 1,2 −7,59945 −28,680825 13,481915 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1 1,5 − 1,1 −9,23650 −36,846435 18,373422 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1 1,5 − 1,2 −15,78401 −42,765248 11,197227 9,03e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1 −3,97343 −32,002736 24,055857 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1,1 −13,50209 −40,542077 13,537886 9,82e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1 2 − 1,2 −20,36903 −46,682506 5,944436 4,22e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,1 1,5 − 1,2 −6,54750 −32,622433 19,527425 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 1,5 − 1,5 −16,12460 −38,138530 5,889322 5,41e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1 5,26306 −21,896397 32,422531 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1,1 −4,26558 −30,401386 21,870209 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,1 2 − 1,2 −11,13252 −36,514827 14,249770 9,97e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 1,5 − 1,5 −9,57710 −30,788893 11,634691 9,95e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 1,5 − 2 −15,46874 −36,261799 5,324313 5,07e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1 11,81057 −14,709064 38,330206 9,96e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,1 2,28191 −23,187223 27,751052 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,2 −4,58502 −29,279442 20,109392 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,2 2 − 1,5 −17,52707 −40,385780 5,331638 4,43e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,2 1,5 − 2 −5,89164 −21,194785 9,411500 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1 21,38767 −1,154953 43,930296 9,00e − 02 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1,1 11,85901 −9,428241 33,146272 9,39e − 01 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1,2 4,99207 −15,353815 25,337967 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 1,5 2 − 1,5 −7,94997 −25,999225 10,099284 9,97e − 01 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 1,1 17,75065 −3,119415 38,620730 2,35e − 01 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 1,2 10,88371 −9,024743 30,792179 9,50e − 01 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 1,5 −2,05832 −19,611265 15,494609 1,00e + 00 ns
ATS1 1,5 − 2 2 − 2 −11,71870 −24,717202 1,279794 1,48e − 01 ns
ATS1 2 − 1 2 − 1,1 −9,52865 −36,108099 17,050786 1,00e + 00 ns
ATS1 2 − 1 2 − 1,2 −16,39559 −42,235028 9,443836 8,10e − 01 ns
ATS1 2 − 1,1 2 − 1,2 −6,86693 −31,625768 17,891888 1,00e + 00 ns
ATS1 2 − 1,1 2 − 1,5 −19,80898 −42,737486 3,119514 2,10e − 01 ns
ATS1 2 − 1,2 2 − 1,5 −12,94204 −35,002766 9,118673 9,01e − 01 ns
ATS1 2 − 1,5 2 − 2 −9,66037 −25,819548 6,498796 8,81e − 01 ns

Cuadro C.10: Games-Howell pares de combinaciones no significativas factor δX

para Z3 (Parte III)
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C.2. Combinaciones entre los estadísticos

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 21,89000 15,579188 28,20081 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 35,74197 28,543762 42,94019 6,40e − 11 ****
ATS1 Z2 Z3 13,85197 5,816134 21,88781 1,61e − 04 ***

Cuadro C.11: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 1 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 21,66829 16,95555 26,38102 2,73e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 35,01403 29,56682 40,46123 5,29e − 09 ****
ATS1 Z2 Z3 13,34574 7,27315 19,41833 8,44e − 07 ****

Cuadro C.12: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 1 − 2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 18,45131 13,740776 23,16184 3,89e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 29,27255 23,895446 34,64966 1,70e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 10,82125 5,017014 16,62548 3,77e − 05 ****

Cuadro C.13: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 1 − 5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 18,38578 12,456874 24,31469 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 30,96398 24,105881 37,82208 6,34e − 11 ****
ATS1 Z2 Z3 12,57820 5,016205 20,14019 2,90e − 04 ***

Cuadro C.14: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 2 − 2
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 14,30615 9,536634 19,07566 4,10e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 24,73682 19,355714 30,11793 2,29e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 10,43067 4,681343 16,18001 6,38e − 05 ****

Cuadro C.15: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 2 − 5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 3,033393 −3,525054 9,59184 5,24e − 01 ns
ATS1 Z1 Z3 13,024777 5,890088 20,15947 5,73e − 05 ****
ATS1 Z2 Z3 9,991384 2,625466 17,35730 4,00e − 03 **

Cuadro C.16: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σX0 , caso 5 − 5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 18,68392 15,163259 22,20458 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 31,00477 26,908130 35,10140 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 12,32085 7,810617 16,83108 4,85e − 10 ****

Cuadro C.17: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor ρX0 , caso −0,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 16,74289 12,990407 20,49537 2,10e − 13 ****
ATS1 Z1 Z3 28,54480 24,274666 32,81493 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 11,80191 7,163956 16,43986 7,69e − 09 ****

Cuadro C.18: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor ρX0 , caso 0

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 14,84425 10,782891 18,90562 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 26,00082 21,484924 30,51671 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 11,15656 6,330312 15,98281 1,86e − 07 ****

Cuadro C.19: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor ρX0 , caso 0,5
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 −0,2815249 −3,179081 2,616032 0,972 ns
ATS1 Z1 Z3 −0,1373613 −3,061119 2,786397 0,993 ns
ATS1 Z2 Z3 0,1441636 −2,771113 3,059440 0,993 ns

Cuadro C.20: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σT0 , caso 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 9,364288 5,903297 12,825279 7,23e − 10 ****
ATS1 Z1 Z3 11,636133 8,046471 15,225795 7,20e − 13 ****
ATS1 Z2 Z3 2,271845 −1,490354 6,034043 3,33e − 01 ns

Cuadro C.21: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σT0 , caso 2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 41,18830 36,90433 45,47227 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 74,05161 69,07327 79,02995 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 32,86331 27,39122 38,33540 7,52e − 12 ****

Cuadro C.22: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor σT0 , caso 5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 12,327641 9,406200 15,24908 0 ****
ATS1 Z1 Z3 22,177052 18,890985 25,46312 0 ****
ATS1 Z2 Z3 9,849411 6,334755 13,36407 0 ****

Cuadro C.23: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor T , caso Gamma

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 21,18640 17,938793 24,43401 0 ****
ATS1 Z1 Z3 34,85654 31,149866 38,56321 0 ****
ATS1 Z2 Z3 13,67014 9,621593 17,71868 0 ****

Cuadro C.24: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor T , caso Weibull
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 −18,2377658 −32,62505 −3,850481 0,008 **
ATS1 Z1 Z3 −17,4926806 −32,00772 −2,977645 0,013 *
ATS1 Z2 Z3 0,7450852 −13,14989 14,640061 0,991 ns

Cuadro C.25: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 0,03496689 −14,97934 15,04927 1,000 ns
ATS1 Z1 Z3 5,27080723 −10,13324 20,67485 0,701 ns
ATS1 Z2 Z3 5,23584034 −10,89431 21,36599 0,727 ns

Cuadro C.26: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1 − 1,1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 7,055355 −6,0733456 20,18406 0,417 ns
ATS1 Z1 Z3 14,389699 0,6151087 28,16429 0,038 *
ATS1 Z2 Z3 7,334344 7,4233184 22,09201 0,474 ns

Cuadro C.27: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1 − 1,2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 13,758759 2,729957 24,78756 1,00e − 02 **
ATS1 Z1 Z3 23,481191 11,392126 35,57026 1,73e − 05 ****
ATS1 Z2 Z3 9,722432 −3,537014 22,98188 1,98e − 01 ns

Cuadro C.28: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1 − 1,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 15,86273 5,378717 26,34675 1,00e − 03 ***
ATS1 Z1 Z3 26,21524 14,532118 37,89836 5,15e − 07 ****
ATS1 Z2 Z3 10,35250 −2,513706 23,21872 1,42e − 01 ns

Cuadro C.29: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1 − 2
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 20,135513 3,504364 36,76666 0,013 *
ATS1 Z1 Z3 24,725558 7,136351 42,31477 0,003 **
ATS1 Z2 Z3 4,590046 −15,503021 24,68311 0,853 ns

Cuadro C.30: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,1 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 17,988009 7,524864 28,45116 1,74e − 04 ***
ATS1 Z1 Z3 27,625130 16,043711 39,20655 8,57e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 9,637121 −3,434569 22,70881 1,94e − 01 ns

Cuadro C.31: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,1 − 1,1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 20,57845 11,508781 29,64812 3,78e − 07 ****
ATS1 Z1 Z3 32,22200 21,644681 42,79933 5,78e − 12 ****
ATS1 Z2 Z3 11,64355 −0,467484 23,75459 6,30e − 02 ns

Cuadro C.32: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,1 − 1,2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 22,49961 15,125750 29,87347 4,74e − 12 ****
ATS1 Z1 Z3 36,17990 26,720412 45,63939 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 13,68029 2,708074 24,65250 1,00e − 02 **

Cuadro C.33: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,1 − 1,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 22,70392 15,86759 29,54024 0,000 ****
ATS1 Z1 Z3 36,93300 27,83027 46,03572 0,000 ****
ATS1 Z2 Z3 14,22908 3,65377 24,80439 0,005 **

Cuadro C.34: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,1 − 2
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 27,547170 14,27710 40,81724 4,46e − 06 ****
ATS1 Z1 Z3 34,808022 19,67720 49,93885 3,30e − 07 ****
ATS1 Z2 Z3 7,260852 −10,73934 25,26105 6,10e − 01 ns

Cuadro C.35: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,2 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 27,11219 15,89893 38,32544 7,60e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 37,93219 24,02701 51,83738 1,36e − 09 ****
ATS1 Z2 Z3 10,82001 −5,67245 27,31246 2,72e − 01 ns

Cuadro C.36: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,2 − 1,1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 23,13754 15,704124 30,57096 1,86e − 12 ****
ATS1 Z1 Z3 36,67411 27,151997 46,19623 0,00e + 00 ****
ATS1 Z2 Z3 13,53657 2,527392 24,54575 1,10e − 02 **

Cuadro C.37: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,2 − 1,2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 22,49907 16,637369 28,36078 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 37,98671 29,408554 46,56486 2,69e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 15,48763 5,602427 25,37284 7,27e − 04 ***

Cuadro C.38: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,2 − 1,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 21,88925 16,564902 27,21359 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 37,80365 29,586132 46,02116 4,85e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 15,91440 6,462515 25,36629 2,46e − 04 ***

Cuadro C.39: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,2 − 2



84 ANEXOS C. GAMES-HOWELL

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 27,546240 16,915504 38,17698 8,22e − 09 ****
ATS1 Z1 Z3 37,465708 23,919005 51,01241 8,47e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 9,919468 −6,233842 26,07278 3,19e − 01 ns

Cuadro C.40: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,5 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 25,38741 16,805350 33,96947 5,55e − 11 ****
ATS1 Z1 Z3 38,37470 25,977367 50,77203 9,38e − 12 ****
ATS1 Z2 Z3 12,98729 −1,583307 27,55789 9,20e − 02 ns

Cuadro C.41: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,5 − 1,1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 23,08526 15,761419 30,40910 4,44e − 12 ****
ATS1 Z1 Z3 37,77478 26,101298 49,44825 1,89e − 12 ****
ATS1 Z2 Z3 14,68952 1,210595 28,16844 2,90e − 02 *

Cuadro C.42: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,5 − 1,2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 17,47037 13,559075 21,38167 7,71e − 11 ****
ATS1 Z1 Z3 34,08756 26,813400 41,36171 4,76e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 16,61718 8,509738 24,72463 5,31e − 06 ****

Cuadro C.43: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,5 − 1,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 15,19403 11,954151 18,43390 4,88e − 10 ****
ATS1 Z1 Z3 31,78784 25,086429 38,48925 4,20e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 16,59381 9,221727 23,96590 4,82e − 07 ****

Cuadro C.44: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 1,5 − 2
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 25,13990 15,094492 35,18530 2,63e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 36,12775 23,015622 49,23988 9,82e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 10,98786 −4,513476 26,48919 2,19e − 01 ns

Cuadro C.45: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 2 − 1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 22,75610 14,87287781 30,63932 1,56e − 10 ****
ATS1 Z1 Z3 36,46288 24,64949738 48,27626 1,05e − 11 ****
ATS1 Z2 Z3 13,70678 −0,05679416 27,47035 5,10e − 02 ns

Cuadro C.46: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 2 − 1,1

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 20,14362 13,627991 26,65924 9,48e − 12 ****
ATS1 Z1 Z3 35,37490 24,397705 46,35209 1,88e − 12 ****
ATS1 Z2 Z3 15,23128 2,697968 27,76459 1,20e − 02 *

Cuadro C.47: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 2 − 1,2

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 14,04402 9,808864 18,27918 1,01e − 12 ****
ATS1 Z1 Z3 30,09613 21,014118 39,17813 5,60e − 13 ****
ATS1 Z2 Z3 16,05211 6,103017 26,00120 5,01e − 04 ***

Cuadro C.48: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 2 − 1,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 9,258451 7,301101 11,21580 4,90e − 10 ****
ATS1 Z1 Z3 23,398531 18,395923 28,40114 3,80e − 10 ****
ATS1 Z2 Z3 14,140080 8,790327 19,48983 2,85e − 10 ****

Cuadro C.49: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δX , caso 2 − 2
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y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 −1,3788380 −1,7060352 −1,0516408 0,00e + 00 ****
ATS1 Z1 Z3 −1,2729046 −1,6073905 −0,9384187 2,64e − 09 ****
ATS1 Z2 Z3 0,1059334 −0,1238263 0,3356930 5,26e − 01 ns

Cuadro C.50: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δT , caso 0,5

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 0,4200974 −0,898415 1,738610 7,35e − 01 ns
ATS1 Z1 Z3 3,4401521 2,028240 4,852065 7,64e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 3,0200547 1,722604 4,317506 1,90e − 07 ****

Cuadro C.51: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δT , caso 0,75

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 12,82695 9,481287 16,17262 4,09e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 24,37674 20,680854 28,07262 3,47e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 11,54979 7,842787 15,25678 3,52e − 08 ****

Cuadro C.52: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δT , caso 0,9

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 24,64663 19,84714 29,44612 4,05e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 42,13974 36,82246 47,45702 3,13e − 08 ****
ATS1 Z2 Z3 17,49311 12,06938 22,91684 3,53e − 08 ****

Cuadro C.53: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δT , caso 0,95

y group1 group2 estimate conf.low conf.high p.adj p.adj.signif
ATS1 Z1 Z2 48,87622 42,34225 55,41020 2,25e − 08 ****
ATS1 Z1 Z3 76,28885 68,77073 83,80696 4,35e − 09 ****
ATS1 Z2 Z3 27,41262 19,36072 35,46453 2,09e − 08 ****

Cuadro C.54: Games-Howell entre Z1, Z2 y Z3. Factor δT , caso 1


	Introducción
	Antecedentes y motivación
	Objetivos y alcance
	Estructura del trabajo

	Marco teórico
	Control estadístico de la calidad
	Gráficos de control
	Medidas de desempeño de un gráfico de control
	Gráficos de control unilaterales

	Gráficos de control para TBE
	Gráficos de control para TBEA

	Metodología
	Gráfico de control TBEA. Amplitud multidimensional
	Distribución en el muestreo de Z1, Z2 y Z3
	Distribución en el muestreo de M'
	Distribución en el muestreo de T'
	Función de distribución del estadístico Z1
	Función de distribución del estadístico Z2
	Función de distribución del estadístico Z3

	Obtención del límite de control del gráfico
	Medidas de desempeño del gráfico

	Experiencias numéricas
	Implementación en lenguaje R
	Diseño de Experimentos
	Resultados de la Etapa 1
	Resultados de la Etapa 2

	Etapa 3: Resultados y discusión
	Análisis descriptivo
	ANOVA
	Validación del ANOVA paramétrico
	Inferencia sobre los factores: Games-Howell


	Ejemplo numérico
	Proceso bajo control
	Proceso fuera de control
	Incremento en la amplitud
	Disminución en el tiempo


	Conclusiones y trabajo futuro
	Conclusiones
	Trabajo futuro

	Anexos
	Algoritmos
	Cálculo límite de control superior
	Cálculo del rendimiento del gráfico
	Resultados y discusión
	Ejemplo numérico

	Tablas y gráficos
	Tablas de datos completas
	Límites de control superiores (UCL)
	Medidas del rendimiento del gráfico

	Gráficas de interacciones

	Games-Howell
	Combinaciones dos a dos niveles del factor
	Combinaciones entre los estadísticos


