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Resumen

La resolucién de ecuaciones y sistemas no lineales es un tema de gran interés tedrico-practico,
pues muchos modelos matematicos de la ciencia o de la industria se expresan mediante sistemas
no lineales o ecuaciones diferenciales o integrales que, mediante técnicas de discretizacion, dan
lugar a dichos sistemas.

Dado que generalmente es dificil, si no imposible, resolver analiticamente las ecuaciones no linea-
les, la herramienta mas extendida son los métodos iterativos, que tratan de obtener aproxima-
ciones cada vez méas precisas de las soluciones partiendo de determinadas estimaciones iniciales.

Existe una variada literatura sobre los métodos iterativos para resolver ecuaciones y sistemas,
que abarca conceptos como, eficiencia, optimalidad, estabilidad, entre otros importantes temas.

En este estudio obtenemos nuevos métodos iterativos que mejoran algunos conocidos en términos
de orden o eficiencia, es decir que obtienen mejores aproximaciones con menor coste computacio-
nal.

La convergencia de los métodos iterativos suele estudiarse desde el punto de vista local. Esto
significa que se obtienen resultados de convergencia imponiendo condiciones a la ecuacién en
un entorno de la solucion. Obviamente, estos resultados no son aplicables si no la conocemos.
Otro punto de vista, que abordamos en este trabajo, es el estudio semilocal que, imponiendo
condiciones en un entorno de la estimacién inicial, proporciona un entorno de dicho punto que
contiene la solucién y garantiza la convergencia del método iterativo a la misma. Finalmente,
desde un punto de vista global, estudiamos el comportamiento de los métodos iterativos en
funcién de la estimaci6n inicial, mediante el estudio de la dinamica de las funciones racionales
asociadas a estos métodos.

La presente memoria recoge los resultados de varios articulos de nuestra autoria, [1, 2, 3, 4], en
los que se tratan distintos aspectos de la materia, como son, las peculiaridades de la convergencia
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en el caso de raices miltiples, la posibilidad de aumentar el orden de un método éptimo de orden
cuatro a orden ocho, manteniendo la optimalidad en el caso de raices miltiples, el estudio de la
convergencia semilocal en un método de alto orden, asi como el comportamiento dindmico de
algunos métodos iterativos.



Resum

La resolucié d'equacions i sistemes no lineals és un tema de gran interés teoricopractic, perqué
molts models matematics de la ciéncia o de la indistria s'expressen mitjancant sistemes no
lineals o equacions diferencials o integrals que, mitjancant técniques de discretizacié, donen lloc
a aquests sistemes.

Atés que generalment és dificil, si no impossible, resoldre analiticament les equacions no lineals,
I'eina més estesa sén els métodes iteratius, que tracten d'obtindre aproximacions cada vegada
més precises de les solucions partint de determinades estimacions inicials.

Existeix una variada literatura sobre els métodes iteratius per a resoldre equacions i sistemes,
que abasta conceptes com ordre d’aproximacid, eficiéncia, optimalitat, estabilitat, entre altres
importants temes.

En aquest estudi obtenim nous métodes iteratius que milloren alguns coneguts en termes d’ordre
o eficiéncia, és a dir que obtenen millors aproximacions amb menor cost computacional.

La convergéncia dels métodes iteratius sol estudiar-se des del punt de vista local. Aixo significa
que s'obtenen resultats de convergéncia imposant condicions a l'equacié en un entorn de la
soluci6. Obviament, aquests resultats no sén aplicables si no la coneixem. Un altre punt de
vista, que abordem en aquest treball, és |'estudi semilocal que, imposant condicions en un entorn
de I'estimacié inicial, proporciona un entorn d'aquest punt que conté la solucié i garanteix la
convergéncia del métode iteratiu a aquesta. Finalment, des d'un punt de vista global, estudiem
el comportament dels métodes iteratius en funcié de I'estimacié inicial, mitjancant I'estudi de la
dinamica de les funcions racionals associades a aquests métodes.

La present memoria recull els resultats de diversos articles de la nostra autoria, [1, 2, 3, 4], en els
quals es tracten diferents aspectes de la matéria, com sén, les peculiaritats de la convergéncia en el
cas d’arrels miltiples, la possibilitat d"augmentar |'ordre d'un métode optim d'ordre quatre a ordre
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huit, mantenint |'optimalitat en el cas d'arrels maltiples, I'estudi de la convergéncia semilocal en
un métode d'alt ordre, aixi com el comportament dinamic d'alguns métodes iteratius.

XII



Abstract

The resolution of nonlinear equations and systems is a subject of great theoretical and practical
interest, since many mathematical models in science or industry are expressed through nonlinear
systems or differential or integral equations that, by means of discretization techniques, give rise
to such systems.

Since it is generally difficult, if not impossible, to solve nonlinear equations analytically, the most
widely used tool is iterative methods, which try to obtain increasingly precise approximations of
the solutions based on certain initial estimates.

There is a varied literature on iterative methods for solving equations and systems, which covers
concepts of order of approximation, efficiency, optimality, stability, among other important topics.

In this study we obtain new iterative methods that improve some known ones in terms of order
or efficiency, that is, they obtain better approximations with lower computational cost.

The convergence of iterative methods is usually studied locally. This means that convergence
results are obtained by imposing conditions on the equation in a neighbourhood of the solution.
Obviously, these results are not applicable if we do not know it. Another point of view, which
we address in this work, is the semilocal study that, by imposing conditions in a neighbourhood
of the initial estimation, provides an environment of this point that contains the solution and
guarantees the convergence of the iterative method to it. Finally, from a global point of view, we
study the behaviour of iterative methods as a function of the initial estimation, by studying the
dynamics of the rational functions associated with these methods.

This report collects the results of several articles of our authorship, [1, 2, 3, 4], in which different
aspects of the matter are dealt with, such as the peculiarities of convergence in the case of multiple
roots, the possibility of increasing the order of an optimal method from order four to order eight,
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maintaining optimality in the case of multiple roots, the study of semilocal convergence in a
high-order method, as well as the dynamic behaviour of some iterative methods.
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Capitulo 1

Introduccién

Diversos campos de la matematica se ocupan de resolver los problemas del mundo real que se han
modelizado, ya sea en un laboratorio o en la naturaleza misma. Los modelos ponen de manifiesto
los cambios en los estados y en caracteristicas de los cuerpos a través del tiempo, asi como
multitud de fenémenos o propiedades de estos que pueden expresarse en forma de ecuaciones
algebraicas, ecuaciones diferenciales ordinarias, problemas de valor inicial, problemas con valor
de frontera, ecuaciones en derivadas parciales, ecuaciones integrales, etc.

La evolucién de las Matematicas ha sido desde hace siglos cada vez mas importante por su
aplicabilidad a este tipo de problemas reales y hay que notar que éstos pueden estar en funcién
del tiempo, en funcién del espacio, en funcién de ambos espacio y tiempo, en definitiva, en
funcién de una o varias variables que formulan el problema de forma clara y precisa.

Asi tenemos problemas fisicos, quimicos, del mundo de la biologia, las finanzas, economia, entre
otros, que se modelizan mediante ecuaciones diferenciales ordinarias como por ejemplo la ecuacién
de Lane-Emden, presentada en [5]:

8 a
= =
o O
e e
(]
pH



Capitulo 1. Introduccion

ecuaciones diferenciales parciales o ecuaciones integrales como la presentada en [6] :

1
z(s) =1 +%/O G(s, t)x(t)*dt,

donde z(s) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, ], el nicleo G(s,t) es la funcién
Greeny s € [0, 1], utilizadas en Astrofisica para estudiar el potencial gravitatorio y la temperatura
de las estrellas, respectivamente, y que son revisadas en el Capitulo 6.

Una vez modelizado el problema, el siguiente objetivo es demostrar la existencia de soluciones
asi como utilizar la técnica mas adecuada para obtenerlas. En numerosas ocasiones, aunque
exista solucion analitica de los problemas modelizados, no es facil obtenerla. También puede
ocurrir que, una vez hallada esta solucién analitica o algebraica, sea dificil de manejar y en otras
ocasiones no se puede determinar la existencia de solucién. En toda esta casuistica de situaciones
el Analisis Numérico juega un papel fundamental. En esta rama de las Matematicas se abordan
los problemas desde un punto de vista numérico de manera que mediante técnicas rigurosas y
algoritmos adecuados se obtienen las soluciones aproximadas de los problemas modelizados, de
manera que puede probarse, entre otras cosas, que la solucién aproximada puede mejorarse tanto
como se desee. Una de las ventajas que brinda el Analisis Numérico es que la solucién puede
calcularse mediante métodos y algoritmos utilizados programables que nos permiten, mediante
un software adecuado, obtener soluciones factibles con la precisién deseada. En este trabajo nos
ocuparemos de abordar los problemas en que en alguna parte del proceso se necesita resolver una
ecuacién o un sistema de ecuaciones no lineales.

Concretamente, estamos interesados en el estudio de metodos iterativos para resolver ecuaciones
o sistemas no lineales que expresamos generalmente como f(z) = 0.

Los métodos iterativos son aquellos métodos de aproximacién a la solucién z* de una ecuacién
f(x) =0, donde f: D C R — R es una funcién en el dominio que contiene al cero requerido,
estos métodos también pueden usarse en variable compleja, con ecuaciones del tipo f(z) = 0,
donde f : D C C — C es una funcién compleja. También usamos los métodos iterativos para
resolver sistemas de ecuaciones F'(z) = 0, donde F : Q@ C X — Y, es un operador no lineal
definido en un conjunto convexo abierto € de un espacio de Banach X con valores en un espacio
de Banach Y. Un caso particular importante es cuando X =Y = R"™.

En el Capitulo 2 estan definidos los conceptos que utilizaremos, con el objetivo de comprender el
comportamiento de los métodos iterativos clasicos y de sus modificaciones realizadas para tener
un mejor rendimiento y lograr mejores aproximaciones.

Debemos considerar que los temas tratados en este Capitulo son conceptos importantes que en
la mayor parte de los casos definiremos y daremos solo las propiedades que nos interesan para
nuestro estudio y que se usaran para comprender los procedimientos y demostraciones que se
realizaran en esta tesis.

Comenzaremos por conocer qué es un método iterativo para la resolucién de funciones y sistemas
no lineales y una clasificacion de los mismos, estudiaremos la velocidad de convergencia, la



eficiencia y mostraremos algunos algoritmos de métodos clasicos. Asi mismo se hard énfasis
en los métodos libres de derivadas tipo Steffensen; estudiaremos las diferencias divididas como
técnica que nos permite evitar el uso de las derivadas que encontramos en los diferentes modelos
iterativos.

Posteriormente, con ciertos conocimientos afianzados, se describiran métodos de aceleracién
de convergencia, introduciendo el concepto de “optimalidad”. Se explicaran también los distintos
analisis de la convergencia que se pueden realizar para realizar un estudio riguroso de los métodos
iterativos, es decir, definiremos la convergencia local, semilocal y global. Finalmente veremos qué
es la dinamica de un método sobre funciones escalares complejas y funciones reales multivariables.

Como se expresé al principio de este Capitulo, todas estas técnicas iterativas se usan para encon-
trar la aproximacién a la solucién de fenémenos modelizados por medio de ecuaciones diferenciales
e integrales, por lo tanto se dara una breve resefia sobre estas técnicas.

En el Capitulo 3 revisamos las pruebas de los resultados obtenidos en [7], puesto que, en este
articulo el resto de la expansién de Taylor utilizada para la obtencién del radio de convergencia
local no es correcto. Entonces, abordamos el tema de ecuaciones no lineales con raices multiples.
Es bien conocido que el comportamiento de los métodos iterativos en estos casos converge de
manera mas lenta y menos precisa por lo que podemos encontrar en la literatura modificaciones
de estos métodos que restablecen el proceso de convergencia. Concretamente, revisaremos el
estudio completo para modificar la ecuacién y obtener el radio de convergencia local, el radio
de unicidad y los limites de error. Ademas, se desarrolla un estudio dindmico para el método de
Osada de tercer orden.

A continuacién, en el Capitulo 4 se expone un nuevo esquema iterativo 6ptimo con octavo orden
de convergencia para encontrar raices maltiples [4]. Se presenta un analisis de convergencia con el
teorema principal para demostrar la convergencia éptima de octavo orden del esquema propuesto.
Ademas, se muestra un estudio de convergencia local para el método éptimo de cuarto orden
definido por los primeros dos pasos del nuevo método, que nos permite obtener el radio de
la bola de convergencia local. Por altimo, se exhiben pruebas numeéricas de algunos problemas
aplicados, como la ecuacién de estado de Van der Waals, un problema de conversién de ingenieria
quimica y dos problemas de pruebas académicas estandar que confirman los resultados tedricos
establecidos en este estudio y la eficacia del método iterativo propuesto. Observamos a partir de
los experimentos numéricos que los métodos iterativos propuestos tienen excelentes valores para
los radios de convergencia. Ademas, no solo tienen una convergencia mas rapida hacia el cero
deseado de la funcion involucrada, sino que también tienen un error residual menor y una minima
diferencia entre dos iteraciones consecutivas que las técnicas actuales existentes.

En el Capitulo 5 presentamos una nueva funcién de iteracion de tipo Chebyshev-Halley que tiene
al menos convergencia de sexto orden y convergencia de octavo orden para un valor particular en
el caso de raices multiples [3]. Con respecto al coste computacional, cada miembro de nuestro
esquema necesita cuatro evaluaciones funcionales en cada paso. Por lo tanto, el indice de eficiencia
maxima de nuestro esquema es 1,6818, que corresponde a un método éptimo en el sentido de la
conjetura de Kung y Traub. Obtenemos el orden de convergencia teérica utilizando desarrollos
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de Taylor. Al final del capitulo consideramos algunas situaciones de la vida real para establecer
algunos experimentos numéricos para corroborar los resultados teéricos.

El Capitulo 6 esta dedicado a estudiar la convergencia semilocal de un método de tipo Newton con
la primera derivada congelada en espacios de Banach [2]. Solo imponemos la suposicién de que la
derivada de Fréchet satisface la condicion de continuidad de Lipschitz y que esta acotado en todo
el dominio para obtener las relaciones de recurrencia adecuadas que nos permiten determinar los
dominios de convergencia y unicidad para la solucion. Luego usamos estos resultados teéricos para
resolver problemas aplicados, representados por ecuaciones integrales, ecuaciones diferenciales
ordinarias y problemas con valores de frontera.

Finalmente, en el Capitulo 7 se muestran resumidas las conclusiones obtenidas a lo largo del
trabajo de investigacion, en funcién de los estudios realizados en los capitulos previos. Ademas
presentamos lineas de investigacién que se plantean a partir de los resultados obtenidos en esta
memoria.



Capitulo 2

Conceptos previos

2.1 Espacio de Banach

En la literatura matematica se suele denotar a un cuerpo K para denotar indistintamente al cuerpo
R de los niimeros reales o al cuerpo C de los nimeros complejos, por lo que K" representard el
espacio real o complejo n-dimesional. En estos espacios n-dimensionales se puede trabajar con
ecuaciones, sistemas de ecuaciones, ecuaciones diferenciales, ecuaciones integrales, entre otras.
Lo més interesante de todo esto es que todos los conjuntos antes mencionados son espacios de
Banach.

Para definir un espacio de Banach vamos a introducir escuetamente los siguientes conceptos.

2.1.1 Espacio vectorial

Se dice que un conjunto X, a cuyos elementos llamamos vectores, es un espacio vectorial sobre
un cuerpo K si posee dos operaciones: adicién y producto por un escalar, con las siguientes
propiedades

1. La operacién interna, adicién de vectores (+) en X cumple los siguientes axiomas:
a) Ley de composicién interna:

Ve,ye X =>x+ye X
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b) Asociatividad:
Ve,y,z€ X = (x+y)+z=2+ (y+ 2)

¢) Elemento neutro:
Jee X,Vxe X =z+e=2x

d) Elemento opuesto:
VeeX,3-zeX=a+(—z)=e

e) Conmutatividad:
Ve,ye X =zc+y=y+z

2. La operacién externa, producto por un escalar (-) en X, que cumple con los axiomas:
a) Ley de composicién externa:

VoeK Ve X > ar e X

b) Asociativa de los escalares:

Vo, B € K,Vz € X = a(fz) = (af)x

¢) Distributiva:

Va,B € K,V € X = (a+ B)z = az + Bx
Vae K\Vr,y € X = alz +y) = az + ay

d) Elemento unidad:
JeKvVieX=1-z=z

Ejemplo 2.1. K" es un espacio vectorial sobre el cuerpo K, siendo K=R o K = C.

2.1.2 Operadores lineales

Una aplicacién T : X — Y entre dos espacios vectoriales es lineal (o es un operador lineal) si
cumple las siguientes condiciones.

L T(ax + py) =aT(z) +BT(y) Va,feK zyelX,
2. T(\z) = AT(z) VzeX, Vrek.

Los puntos del espacio X donde se define el operador T se llama dominio de T' y se denota por
D(T) y a los puntos de Y que son asociados mediante T se llama rango y se denota por R(T).
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SiT: X — Y es una aplicacién biyectiva, entonces decimos que T es invertible porque podemos
definir la aplicacion inversa 771 : Y — X mediante T~ 1(y) = x si y solo si T'(z) = y. Si T es
un operador lineal invertible, T~! también es lineal e invertible: 7T~ ' = Iy y T7'T = Ix.

2.1.3 Espacio Normado

Una norma en un espacio vectorial X sobre el cuerpo K es una aplicacion || - ||: X — R, que hace
corresponder a cada vector z € X un namero real || z ||, verificando las siguientes condiciones:

1. [z||>0,VzeX; |z||=0=>x2=0
2. | Az ||= A\ ]| = | vz e X,VA e K

3. fle+yli<lzl+ 1yl Vo,y € X

Definicion 2.1. (Espacio normado). Un espacio normado es un espacio vectorial X en donde se
ha fijado una norma || - ||.

Como ejemplos de espacio normado, tenemos K™ con las normas mas conocidas. Para z =
(z1,22,...,2n) € K" se define:

2 lh= "0 |l -
2
I lla= (305 l2il)2.
1
I llp= iy lal")>.

s | 7 ||eo= Max;=1,... n |zs] -

[ ]
N

2.1.4 Opreradores acotados

Un operador lineal T' entre espacios normados X e Y se dice que estd acotado si existe ¢ € R
tal que || T'(z) |[< ¢ || z || para todo = € X.

La norma de T, |

T || es el menor ¢ € R que verifica esta condicion, para todo = € X.

[ T(@)|[<cllz|  VzeD(T)ceR

Al conjunto de operadores lineales acotados entre dos espacios normados X e Y se lo denota
L(X,Y).Si X =Y se denotara L£(X). En el caso de espacios X e Y de dimensién finita, todos
los operadores lineales son acotados, lo cual no es cierto en dimensién infinita. Las normas usuales
de K™ inducen las llamadas normas matriciales en £(K"):

o || A= max g, =1 | Az (1= maxici<n Doy laijl 4,5 =1,---,n.
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» || A lfl2= méx =1 [| Az [|2.

u || A ||oo: méXHxHoo:l H Azx Hoo: méxlgign Z?:l \aij| i,j = 1, e,
2.1.5 Espacio completo

Sucesion convergente

La nocién de convergencia es muy atil e importante importante en calculo infinitesimal. Comen-
zamos definiendo el limite de una sucesion.

Definicién 2.2. Sea {x}, con k € N, una sucesién en un espacio normado X y sea x € X.
Entonces {x}} converge a x, y denotamos {x} — = si y solo si, para cada namero real y
positivo €, existe un ndmero natural m, tal que, para todo k > m, se tiene ||z}, — z|| < e.

El inconveniente de esta definicién es que necesitamos conocer el limite para verificar la conver-
gencia de la sucesion. Este problema se puede sortear con los conceptos siguientes.
Sucesién de Cauchy

Definicién 2.3. Sea {zy}, con k € N, una sucesién en X, entonces {x} es de Cauchy si Ve >
0,3ng € N tal que para cualesquiera m,n € N con m,n > ng se cumple que ||xm — xnl| < €.

Toda sucesién convergente es de Cauchy. El reciproco no es cierto en general, por lo que damos
la siguiente definicién.
Espacio de Banach

Definicién 2.4. Sea X un espacio normado, decimos que X es completo si toda sucesién de
Cauchy en X es convergente a un punto x € X.

Tenemos como ejemplos

1. R,|-])y (C,|-]) son completos.
2. Sil1<p<oo, (R"]llp) es completo.

Definicién 2.5. Un espacio vectorial X normado completo se llama espacio de Banach.
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Lema de Banach

El siguiente lema se utilizara para garantizar la existencia y la cota de la norma de la inversa de
una matriz y en general de un operador lineal.

LEmA 2.1.1. Sea A € L(X,X) y ||A|| < 1 entonces I — A es invertible y

1

T—A e —
[ | T A]

2.1.6 Derivada de Fréchet

La derivada de Fréchet es la generalizacion de la derivada de una funcién de una variable al caso
de una funcién vectorial en un espacio normado.

La derivada de Fréchet es muy atil en analisis puesto que tiene aplicaciones a problemas no
lineales en particular el calculo de variaciones, analisis no lineal y anélisis funcional no lineal.

Definicién 2.6. Una funcion F : Q C X — Y definida en un conjunto abierto ) de un espacio
de Banach X con valores en un espacio de Banach'Y es diferenciable en el sentido de Fréchet en
o € Q) si existe un operador lineal y continuo L : X — Y tal que se cumple el siguiente limite:

=0, (2.1)

con v € X, entonces I es diferenciable Fréchet en x¢ y el operador F'(xg) = L se denomina
derivada de F en zg.

Supongamos que F' es la aplicacién F': Q@ C R™ — R"™ con Q un conjunto abierto. Si F' es
Fréchet diferenciable en un punto = € € entonces su derivada de Fréchet es

Ofi(z) ofi(x) . Ofi(x)
o ox Oz,
o5 6)(;2(105) agg ®) agx};)
_ /! _ iy 1 To Tn
eFw= =TT |
Ofn(z) Ofn(z) .. Ofn(x)
Oz Oz 0z,

Se dice que J es la matriz Jacobiana de F en z.

Las normas matriciales definidas en 2.1.4 dan lugar, en el caso de la matriz Jacobiana, a:

. af; ..
Lo F'@) lh=maxicjcn Simy | 252 | =1, m,
z 9 i ..
2. | F'(2) loo=maxycicn S0y | 2| i j=1,0 im,
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A continuacién el siguiente lema nos proporciona aclaraciones a la notacién que utilizamos para
los desarrollos de Taylor en R™ asi como la expresién del resto de la aproximacién, que se utilizara
en el caso de sistemas para obtener el orden tedrico de convergencia de un método iterativo.

Derivadas de orden superior y desarrollo de Taylor

LEMA 2.1.2. Sea F': Q C R"™ — R"™ una funcién suficientemente diferenciable en 2. La q-ésima
derivada de F en u € R", q > 1, es la funcién q-lineal F(Q)(u) R™ x .- x R®" = R"™ tal que
FO ) (v, ,vq) € R™.

Es facil observar que:

FOu)(v1,-- ,vg-1,-) € LR™).
Supondremos ademés que se verifica:
F(q)(u)(va(l)’ T 7va(q)) =F (w)(v1,- -+, vg),

para toda permutacién o de 1,2, --- | q. De las propiedades anteriores podemos usar la siguiente
notacion:

1. FDw)(vy, -, vg) = FOu)vy - vg,

2. F@ )t P FPyP = (@) () p(P) (3)p TP,

Por otro lado, para z* + h € R™ que se encuentra en un entorno de la solucién z* de F(z) = 0,
podemos aplicar la expansién de Taylor y suponiendo que la matriz jacobiana F'(x*) es no
singular, tenemos
p—1
F(z"+h)=F'(z%) |h+ Y _ Cqh?| + O(hP),
q=2

donde Cq = (%)[F'(m*)]_lF(Q)(m*), q > 2. Obsérvese que Cqh? € R™ puesto que FD (z*) €

L(R™ x --- x R, R™) y [F'(z*)]"! € L(R).

Otra notacién para el desarrollo de Taylor y su resto integral es la siguiente

LEmaA 2.1.3. Sean X, Y espacios de Banach y F' : Q C X — Y un operador no lineal con
derivadas sucesivas de Fréchet en un dominio convexo abierto §2; para toda x € €, entonces si
xo € Q,

k
1
Fz)=Y" H1_tr<’“>(gco)(gc — 20)" + Ry (2 — 70)
k=0
donde el resto se puede expresar como

1

Reg k(= z0) = i

1
/0 [F/(IQ +7(z —z9)) — Fl(xo)]dr(x — x0)

10
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2.1.7 Aplicaciones contractivas

Condicién de Hélder

Sean X, Y espacios de Banachy F': Q C X — Y un operador no lineal en un dominio convexo
abierto Q; para cierto niimero real p €]0, 1], decimos que la funcién es Hoélder continua si existe
una constante K tal que

| Flz) = Fy) IS K[lz—yl", Vz,yeQ.

Condicién de Lipschitz

Sean X, Y espacios de Banachy F': Q C X — Y un operador no lineal en un dominio convexo
abierto €2, decimos que la funcién es lipschitziana si es Holder continua para p = 1, es decir, si
existe una constante K tal que

| F(z) = F@) IS Klz-yl, YVa,yeQ.

Funcién contractiva

Sea X un espacio de Banach y sea 2 C X. Un operador F : Q — X, es llamado K-contractivo

Sl
[ Flz)-F) IsKllz-yl, VzyeQ, con 0<K <1,

es decir, que es Lipschitz continuo con K < 1.

Teorema del punto fijo de Banach

El siguiente Teorema de punto fijo sirve para aplicar al caso n-dimensional. Este Teorema es un
caso especial del bien conocido Teorema de la Aplicacién Contractiva.

Teorema 2.1. Sea Q = {(x1,x2, - ,zn) | a; <z <b; Vi=1,2,---,n} para alguna colec-
cién de constantes ai,ag, -+ ,an y b1,b2,- -+ ,bn. Supongamos que G es una funcién continua
con primeras derivadas parciales continuas de Q C R"™ — R"™ con la propiedad de que G(z) € Q
para cada x € Q. Entonces G tiene un punto fijo en ). Ademas supdngase que existe una
constante K < 1 con

|Bgi(:v)

Oz

| <

sI=

11
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siempre que x € , para cada j = 1,2,--- ,n y cada funcién componente g;. Entonces la
sucesién {xU“)}giO definida por un xo € § seleccionado arbitrariamente y generada por

) = G(a:(k_l)) vk > 1,

converge al punto fijo tnicop € Q y

Kk
|2 = plloo< 775 112 =2 oo .

2.2 Meétodos iterativos

La demostracion del teorema del punto fijo de Banach nos proporciona un método constructivo
para hallar el punto fijo: a partir de un punto inicial arbitrario xy construimos la sucesién de
iterados de una funcién G

Tpt1 = Gxg).
Si G es un operador contractivo en un espacio de Banach, entonces la sucesién xj, es convergente
y su limite =* es el punto fijo de G, o sea, G(z*) = z*.

Esto sugiere la idea de los métodos iterativos para resolver una ecuacién no lineal F(z) = 0.
Para ello, transformamos esta ecuacién en una de punto fijo equivalente x = G(z) y construimos
la sucesién de iterados G(zy) partiendo de una estimacién inicial adecuada zq. Si esta sucesién
converge a un punto fijo z* de G, éste serd un cero de F, o sea, una solucién de la ecuacién
F(z)=0.

2.2.1 El caso n-dimensional

En el caso de X = R", F es una funcién de R" en R", la ecuacién F'(z) = 0 se puede escribir
en funcién de las coordenadas como

F(z1,22,...,2n) = (fi(z1,22,...,2n), f2(x1,22,.. ., Zn), ..., fu(z1,22,...,2Zn)),

con f; =R" =R, i=1,2,3,---,n, con primeras derivadas parciales continuas en R".

12
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Y la ecuacién de punto fijo equivalente G(z) =  como

2D G(x(k)), k=1,2,-- (2.2)

Los resultados siguientes nos dan condiciones suficientes de convergencia y unicidad en términos
de las funciones coordenadas:

Convergencia a la solucién

El proceso de iteracién 2.2

converge si

cuando z € R™.

Unicidad de la solucién

Teorema 2.2. Sean las funciones G(x) y Go(x) continuas en el dominio 2 cerrado, convexo y
acotado, cumpliéndose en 2 la desigualdad

I1G'@) I<q<1,
donde q es una constante. Si 2(9) € Q y todas las aproximaciones sucesivas (2.2)
25D —q®), k=012,

pertenecen a 2, el proceso de iteracién (2.2) converge y el vector limite

* ’
r = lim x
k—o0

(k)

es la dnica solucion del sistema © = G(x) en el dominio Q.

13
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2.2.2 Estimacion del error de un método iterativo

Es importante sefialar que una caracteristica de los métodos numéricos es que al aplicarlos se
cometen errores, por eso es necesario disponer de condiciones que minimicen errores o0 que sean
tolerables y que aseguren que la aproximacion obtenida es valida. Existen algunos tipos de errorres
numéricos, los mas comunes son: errores de redondeo y errorres de truncamiento. Existen otros
errores indirectos que se deben a las limitaciones de la formulacién del modelo o a la incertidumbre
de los datos, entre otros.

Los errores de redondeo aparecen cuando se usan nameros que tienen un limite de cifras sig-
nificativas o cuando se omiten estas cifras. Estos errores los cometemos al introducir datos en
el ordenador y al someterse a los calculos correspondientes puesto que la representacion de los
nameros en la maquina es finita.

Los errores de truncamiento resultan cuando se usan aproximaciones en los procedimiento mate-
maticos con el cual se asume obtener un resultado exacto.

Definimos el error del paso k de la iteracién como:
_ *
€k = ||{B - :CkH7

donde z* es el valor exacto, raiz o cero y z}, es el iterado k-ésimo. En la practica no conocemos
el valor exacto z*, por lo tanto la férmula anterior no es aplicable. Conociendo los iterados
consecutivos 1, 2,23, ..., Tk, Tk+1,---, € puede estimar el error mediante:

ek:\|xk+1ka||, k‘:1,2,3,...

2.2.3 Orden de convergencia

En el estudio de los métodos iterativos existe un concepto muy importante: el orden de conver-
gencia; éste nos da una medida de la velocidad con la que un método alcanza la solucién o raiz
z* de una ecuacién F(z) = 0.

Es decir, si tenemos una sucesion {zy} 7= tal que klim xp =x" ysie, = ||zp — x| es el error
—00
de esta aproximacién para toda k > 0 y si existen dos constantes positivas M > 0y p > 0 tal
que
*
x —x e
e e
n— 00 H T —T* ||p k—o0 €

Entonces diremos que la sucesién converge a =™ con orden de convergencia p donde el nimero
constante M se llama constante asintética del error.

Para p = 1 tenemos la convergencia lineal:

| Zrs1 — 2" ||

<M, 0<M<1
||z —a* ||

14
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Para p = 2 tenemos la convergencia cuadratica:

Lok =a* Il _

M >0
|z —a* (|2 =7

Para p = 3 tenemos la convergencia cibica:

*
lee ==l 0 s
T2, =2 TP

Pero como en la practica no se conoce la solucién exacta z*, se mide la velocidad de convergencia
de la sucesion de incrementos ey,

lzher —2e ll )y
| 2k — zp—1 |IP
que se llama tasa o razén de convergencia donde p =1,2,3, ...

Existe también el orden de convergencia computacional definido en [8] por la férmula

(N A Y
(| zp -2 1/ 251 —2* )’

donde wj_1, @ y T4 son las tres Gltimas aproximaciones sucesivas de la raiz buscada, obte-
nidas en el proceso iterativo 41 = G(xzp). Generalmente en la practica el valor de la raiz es
desconocido, por lo tanto en [9] los autores introducen un nuevo concepto en el estudio de los
métodos iterativos un orden de convergencia computacional aproximado que se define como

(|| g1 — x| /N 2 —28—1) ||
In(|| xp — k-1 || /|| =1 — zp—2 [])’

p=

2.2.4 Clasificacion de métodos iterativos segiin sus caracteristicas
principales

Los métodos iterativos para la resolucién de la ecuacion F'(z) = 0 consisten en construir, a partir
de un valor inicial g, una sucesion xg,x1,x2, - -, aplicando una funcién de iteracién G, es decir,
zg4+1 = G(xg), siendo G(z) = x una ecuacién de punto fijo equivalente a la ecuacién F(z) = 0.

Si la sucesién converge, el limite ™ es un punto fijo de G y por tanto, una raiz de F, F((z*) = 0.
Seglin cémo se aplica la funcién G para obtener los sucesivos iterados, distinguimos varios tipos
de métodos iterativos.

A: Caso unidimensional

Consideramos en primer lugar los métodos iterativos en el caso unidimensional, para extenderlos
posteriormente al caso multidimensional.

15
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Métodos de un solo punto sin memoria

Los métodos de un solo punto sin memoria tienen la forma:

xk‘"rl :d)(‘rk‘)y k:071727"' (23)

donde zj es una aproximacién de la raiz =™, xpy1 es la nueva aproximacion y ¢(kn) es una
funcién de iteracién. Estos métodos no reutilizan informacién obtenida anteriormente. El método
de un solo punto sin memoria mas conocido y utilizado es el método de Newton:

f(zx)

P

que es un método muy eficiente para hallar la aproximacién a la raiz de la ecuacién f(z) =0
cuando la funcién f es derivable. Ademas, es muy rapido puesto que tiene convergencia cua-
dratica. Obviamente, al igual que otros métodos, existen excepciones en las cuales no llega a la
convergencia cuadratica, como en el caso de ecuaciones con raices maltiples, por lo que para re-
cuperar su convergencia y eficacia se necesita hacer un anélisis especial y realizar ciertas mejoras
o modificaciones en su algoritmo.

Métodos de un solo punto con memoria

Cuando la nueva aproximacién x4 es determinada por la aproximacién xj, y ademas reutiliza
informacién anterior zy,_1,...,ZL_,m, 1 < m < k, entonces nos encontramos frente a un método
iterativo de un solo punto con memoria, el mismo que tiene la forma:

Th4+1 = d)(xlm Tl—1y---> xk—m,)7

donde zj es la aproximacioén actual, xp_1,...,TE_,, SOn aproximaciones anteriores que son
reutilizadas y 541 es la aproximacion resultante. Un buen ejemplo de este tipo es el método de
la secante, que tiene como orden el niimero aureo. Este método expresado en términos analogos
al de Newton, es:

_ f(zk)
THHL = ) 24)
Tp—Tp—1

16
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Métodos multipunto sin memoria

Un método multipunto sin memoria es aquel que usa nueva informacién en diferentes puntos
Tk, P1(2k)s - - - O (2K ), k > 1y no reutiliza informacién anterior, tienen la forma:

Ty1 = Y(xg, P1(8), - - -, Prr))-

Un esquema muy conocido es el método de Potra Ptak de orden tres. [10]:

I (7))
Y= T )
f ()

PRt = YR T )

Métodos multipunto con memoria

También tenemos los métodos multipunto con memoria que son aquellos que utilizan informacién
nueva Ty, Ty_1,. .., Tk—m € informacién de datos ya utilizados 2,1, . .. . Es decir, tiene
la forma:

Tpp1 = YTk, Th—1,s -+ s Thmm Thmm—1s- - s Thep), P > M.

Un método iterativo muy interesante que presenta estas caracteristicas es la variante unipara-
métrica del método de Traub [11], denominado por su autor como T'M1 que tiene orden de
convergencia p = 3,30.

e =z — f(zr)
f(ay) +6f(zx)’

Thi1 = Yo — J{/((Z;Z)) k=0,1,2,--

1 ) = fare)
donde 6=~ (g —2p—1)f' (zx)

Por altimo tendremos en cuenta en esta tesis la clasificacién de los métodos segin sean éstos
con derivadas o libres de derivadas.

17
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Métodos con derivadas

Los primeros son aquellos que se utilizan cuando las funciones se pueden derivar y en la funcién
de iteracién se utiliza la derivada de f(z) o alguna derivada sucesiva, sean éstos de un solo punto
o multipunto, asi tenemos el método de Chebyshev de orden tres. :

donde L¢(xy) =

Maétodos libres de derivadas

Los métodos libres de derivadas son muy dtiles cuando la funcién f no es derivable o su deri-
vacion es muy complicada. Para evitar el calculo de las derivadas, las reemplazamos por unas
aproximaciones denominadas diferencias divididas.

Para aproximar las primeras derivadas o derivadas de primer orden de la funcién f(x) tenemos
las diferencias divididas:

Fwg) ~ h , progresiva O(h)
Fay) ~ J(zk) = {L(xk — h), regresiva  O(h)
f(wp) ~ Sy +h) = J(wy = h) central (’)(hz).

2h ’

Y para la segunda derivada:

f(xi +h) = 2f(xg) + flar — h)
12

F () =~ +O(h?)

En esta memoria cuando resolvemos ecuaciones no lineales f(xz) = 0 con multiplicidad m > 1,
utilizamos diferencias divididas f[ag, a1, ..., ay] sobre k + 1 diferentes puntos ag,ay,...,a; de

18



2.2 Métodos iterativos

la funcién f(x) para aproximar la derivada de orden k. Estas diferencias tienen la forma:

flao] = f(ao),
flao,a1] = M,
ap — a1
flag, a1, ax] = flag,a1,...,a5_1] _f[a17a27~«7ak].

apg — ag

En cualquier método que use derivadas se puede reemplazar éstas por diferencias finitas, logrando
una buena aproximacion. Asi tenemos por ejemplo el método de Newton donde al reemplazar la
f'(z) por la diferencia dividida progresiva obtenemos el método de Steffensen [12], que conserva
el orden cuadratico de convergencia, cuya férmula iterativa es:

o (f (2x))? _
R ey 78 R [y N

Asi también tenemos entre las combinaciones del método de Steffensen [12] la que Jain en [13]
realiza combinando los métodos de Newton y secante, quedando la siguiente férmula de tercer

orden:
et — (f (z1))?
* [f(zk + f(zg) — flzp)llf (xk) — fy)]

donde y;, es la k-ésima iteracion del método de Steffensen.
B: Caso n-dimensional

No siempre los métodos iterativos utilizados en el caso unidimensional para aproximarse a la
raiz de una funcién f(z) = 0 pueden generalizarse al caso multidimensional . Por esta razén se
analiza la extensién a n-variables en cada método iterativo.

El método iterativo mas conocido para resolver sistemas no lineales es el método de Newton-
Raphson

LRD (k) _ F’(z:(k))_lF(x(k)),

de convergencia cuadratica. Obviamente, en analisis numérico se evita el calculo de la matriz
inversa por lo que en la practica en primer lugar se resuelve el sistema lineal:

F/(a:(k))v(k) _ F(x(k))

para en un segundo paso hacer

S+ ) _ (k)

=
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Este método suele usarse como parte de otros, asi tenemos como ejemplo el método de Tschebyshev-
Euler [14].

y®) = 2®) _ pr (3 (0) =1 k).

1
2D y(k) _ §F'(m(k))HF(m(k))(y(k) _ m(’C))27

donde Hp(x(k)) es la matriz Hessiana evaluada en el iterado z(¥).

Cordero y Torregrosa en [15] desarrollan una variante del método de Newton, mejorando el orden
de convergencia, llamandolo método de Newton-Simpson.

_ (k) _ 6F(:c(k))
F’(;r(k))+4F’(M)+F’(z“€))y

LB+

donde

En los Gltimos afios numerosos autores han introducido nuevas técnicas de acelaracion de la con-
vergencia de los métodos iterativos, dando lugar a la publicacién de métodos iterativos eficientes
y de alto orden, vease [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

En esta tesis doctoral, hemos estudiado un método iterativo multipaso de noveno orden, eficiente,
que usa un Jacobiano congelado, al cual se le ha denominado NMIN [5] y cuya funcién de iteracién
viene dada mediante los siguientes pasos:

y®) = 3 _ p®) k),

200 6 _ (k) o (),
w® = 8 _ ) g0

2.5
o = 1) (8, (2.5)
uf =TWF "l =25
21 2 )
P = (R _ Zu’f + 11u]2C — gulg + 6ui — gulg,

con z(F) € Q, k > 0, donde T'F) = [F’(gr:(k))r1 y probaremos que se trata de un método con
orden de convergencia 9.
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2.2.5 Indice de eficiencia y optimalidad

En el caso unidimensional, si tenemos una ecuacién lineal f(z) = 0 y una funcién de iteracién
1 que converge a la solucién z* de f(x) = 0 con un orden de convergencia p entonces, segin
Ostrowski [24], el indice de eficiencia para el método 1 es:

[E = g4,

donde d es el nimero de evaluaciones funcionales por iteracién.

Por otro lado, Traub [25] introduce el indice de eficiencia computacional

EC = pl/P7

donde p es el namero de operaciones (productos y divisiones) necesarias para calcular cada
iteracién del método 1) . En este mismo sentido, Kung y Traub [26] establecen la siguiente
conjetura:

Conjetura de Kung-Traub

El orden de convergencia de cualquier método multipaso sin memoria no puede superar 2d-1
(llamado orden 6ptimo), donde d es el nimero de evaluaciones funcionales por iteracién, con
indice de eficiencia 29~/ (llamado indice éptimo).

Una vez definidos el orden de convergencia y la eficiencia de un método iterativo, notamos que
son indicadores muy importantes para medir su velocidad de convergencia, la misma que junto
al coste computacional nos dan informacién relevante sobre un método estudiado.

En cuanto a la optimalidad de los métodos, la conjetura de Kung-Traub es la que define si un
método es o no 6ptimo. El método éptimo mas conocido por su eficacia y utilidad es el método
de Newton, de un solo paso y de orden dos:

flzp)

TR TR T ()

con dos evaluaciones funcionales por iteracién.

Otro método 6ptimo conocido en la literatura es el método de Jarrat [27], de cuarto orden:
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Capitulo 2. Conceptos previos

f(zk)

"(zg

oot = 131 () + f (k) f(ok)
ko 23f"(yr) — f'(ur) f'(xx)’

con tres operaciones funcionales por iteracién.

Yk = Tk —

I

[SUI )

~
-

Un ejemplo también muy conocido y atil en algunos casos como predictor es el método de
Ostrowski [28], de cuarto orden:

R A7)
Yk =Tk = ()
et = U — f(yk) f (@)
* Flen) —2f (uk) f'(xx)’

con tres operaciones funcionales por iteracion.

Asi mismo tenemos métodos que no cumplen con la conjetura de Kung-Traub, aiin siendo méto-
dos muy conocidos e importantes en la literatura del anéalisis numérico, podemos citar el método
de Halley [25] de tercer orden, con tres operaciones funcionales por iteracién, que ocupa quiza,
el segundo lugar después del método de Newton en cuanto a publicaciones clasicas.

_ 2 f(zg)
TRl TR T 5T Ly(zy) f'(xg)’
donde

2.3 Convergencia local y semilocal de un método iterativo

Sabemos que obtener la mejor aproximacién a la solucién de una ecuacién F(x) = 0 es siempre el
objetivo del estudio de un método iterativo, pero también es de suma importancia tener la certeza
de que el método iterativo elegido converja a esta aproximacion, es decir, es mas atil comenzar
una iteracién sabiendo que el valor inicial g que se toma producirad iterados que converjan a
la solucién buscada en vez de aventurarse a dar valores iniciales arbitrarios que haréan iterar el
método sin obtener una buena aproximacion o que no converja.
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Para lograr conseguir este buen valor de salida y lograr la convergencia del método a la solucién
podemos optar por hacer estudios centrados en condiciones que ha de cumplir la solucién z*,
el valor inicial 2o o el operador que usa el método iterativo. En esta memoria estudiaremos la
convergencia del método en funcién de las condiciones impuestas a la solucién z* (convergencia
local) o al valor inicial zg (convergencia semilocal).

Para definir una convergencia local o semilocal es muy importante establecer condiciones sobre
los operadores del método. Estas condiciones varian, pero en esta investigacién usaremos las
condiciones continua de Holder y de Lipschitz, y las de ser funciones contractivas.

Si tomamos en cuenta la solucién x*, entonces estamos frente a un estudio de convergencia
local de un método iterativo. En dicho estudio se imponen condiciones sobre los operadores del
método, evaluados sobre la solucién z* de la ecuacién F(z) = 0 y de esta manera conseguir la
bola de convergencia local del método iterativo estudiado B(z™*, R), que tiene como centro a la
solucién z*. Cada punto de esta bola puede ser tomado como un punto inicial g para usarlo
en el método elegido con la seguridad de que la sucesién de iterados permanece en esta bola y
converge a la solucién. A modo de ejemplo tenemos el siguiente teorema:

Teorema de convergencia local: Sea g : [a,b] — R una funcién de clase C! en un entorno del
punto fijo z*. Si | ¢’(z*) |< 1, existe 7 > 0 tal que en el intervalo [z* — r,2* + 7] se dan las
condiciones de punto fijo.

Si partimos del valor inicial zg, el estudio de convergencia de un método iterativo se llama
semilocal, aqui se imponen condiciones sobre los operadores del método evaluados en la estima-
cién inicial zo de la sucesién de iterados {xj}7— de tal manera que se consiga una bola de
convergencia semilocal del método iterativo B(xg, R) centrada en la estimacién inicial.

Lo importante de este tipo de estudio de convergencia semilocal es que al tomar el valor de partida
0, se puede probar que todas las iteraciones obtenidas con el método elegido se mantienen dentro
de la bola de convergencia semilocal B(xq, R), convergiendo a una solucién z* de la ecuacién
F(z) = 0. Ademas, con el estudio semilocal de un método podemos establecer un dominio donde
la aproximacién a la solucién es anica.

Teorema de convergencia semilocal: Suponiendo que g esta definida en un intervalo I = [zg —
r,xg + 7] donde satisface una condicién de Lipschitz | g(z) —g(y) |[<K K |z —y |, Vz,y € I, con
0 < K < 1 (g contractiva). Si ademas | zg — g(zo) |< (1 — \)r, para cierto A, entonces

= La sucesion esta bien definida, es decir, z € I,VEk.

= Los iterantes z;, convergen a un punto fijo z* de g tal que | z, — z* |< AFr.

= z* es el Gnico punto fijo de g en I.
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Capitulo 2. Conceptos previos

2.4 Dinamica de un método iterativo

2.4.1 Introduccion

El estudio del comportamiento global de un método iterativo se realiza mediante las herramientas
de la dindmica compleja adaptadas a cada caso particular. De la aplicacién de cada método
iterativo a ecuaciones polinémicas sencillas se infieren las caracteristicas globales del método, en
particular, la dependencia de la estimacién inicial, la extension del dominio de convergencia o la
aparicién de iterados periédicos u otros comportamientos extrafios. En esta seccién introducimos
las nociones basicas de dindmica compleja que se utilizan en capitulos posteriores [29, 30].

2.4.2 Conceptos basicos

Consideramos una sucesién de funciones complejas en un abierto Q C C
fn:Q— C.

Se dice que fn converge puntualmente a f en Q si

lim fu(z) = f(2), Vze€Q.

n—oo
La convergencia puntual es insuficiente para trasmitir al limite propiedades de los términos de la
sucesiéon como continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. Para ello es atil un concepto mas
exigente de convergencia.

Se dice que fn, converge uniformemente a f en D C Q) si

lim_sup |fn(z) — f(2)| = 0.

n—oo z€D

La convergencia uniforme garantiza la transmisién al limite de las propiedades anteriores excepto
la diferenciabilidad en el caso real. Sin embargo, la holomorfia de una sucesién de funciones
complejas si se transmite al limite uniforme. De hecho es suficiente la convergencia uniforme
sobre los compactos de 2, segin afirma el

Teorema 2.3 (de Weiererstrass de convergencia uniforme). Si la sucesion { fn}p—1 de funciones
holomorfas en Q) converge a f uniformemente sobre los compactos de 2, entonces f es holomorfa
en Q y, ademas, la sucesion de las derivadas, {f},}5°, converge a f' uniformemente sobre los
compactos de €.

Una sucesién de funciones holomorfas {fn},2; es normal si toda subsucesién contienen una
subsucesion uniformemente convergente sobre los compactos.
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2.4 Dinamica de un método iterativo

En lo que sigue consideraremos funciones holomorfas definidas en C = C U oo, la compactacién
del plano complejo con el punto del infinito, también denominada esfera de Riemann.

Dada una funcién f holomorfa en C, consideramos la sucesion de iterados {f™}o2;, donde

=1
fP=fof=Ffof",
M=o ™

Las ideas que exponemos a continuacién fueron desarrolladas a principios del siglo XX prin-
cipalmente por Pierre Fatou y Gaston Julia. Se trata de clasificar los puntos de C segin el
comportamiento de las sucesiones de iterados de una funcién holomorfa f.

Sea zg un punto de Cy f una funcién holomorfa no constante. Hay dos posibilidades mutuamente
excluyentes:

= 0 bien existe un entorno U de 2 en el cual la sucesién de iterados f™ es normal,

= 0 bien no existe tal entorno.
En el primer caso, se dice que zg es un punto normal. Los puntos normales constituyen el llamado
conjunto de Fatou de f, F¢, y el complementario, C\ F¢, el conjunto de Julia de f, J.

El conjunto de Fatou es abierto, mientras el de Julia es cerrado, de interior vacio en la mayoria
de los casos.

Estos conceptos son interesantes para estudiar la convergencia de los métodos iterativos porque
la sucesion de iterados {f"(z0)}ory se comporta “"bien” si zg estd en el conjunto de Fatou,
mientras que si esta en el conjunto de Julia, su comportamiento es impredecible.

La sucesién de iterados zn := f"(20), n = 0,1,..., se denomina la drbita de zy. Decimos
que zg es un punto periédico de periodo q, con ¢ > 1 si zg,21,...,2¢—1 son todos distintos y
20 = zp- Esto significa que f9(z;) = z;, para cualquier ¢, o sea que los valores de f™ se repiten
ciclicamente en los puntos dados.

Que zq sea periédico de periodo g de f equivale a que sea un punto fijo de la funcién f9, o sea,
f%(20) = 20- Un caso particular interesante ocurre cuando ¢ = 1. Entonces se tiene que 2( es
un punto fijo de la propia funcién f.

En un entorno de zg, la funcién f¢ se puede aproximar linealmente usando el desarrollo de Taylor

F9(z) = fUz0) + ¥ (20) (2 — 20) = Az — 20).
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Capitulo 2. Conceptos previos

Se denomina multiplicador de zy al valor \ = fq/(zo). El punto periédico zg se dice que es

= superatractor, si A =0,
= atractor, si |\ < 1,

= repulsor, si |A| > 1.

En los dos primeros casos, la sucesion {f"P(z)}o%, convergerd a zp, si z es suficientemente
préximo a zg, mientras que en el caso repulsor, los iterados se alejaran de zq, si z # zg.

En el caso de un punto periddico atractor, zg, se define la cuenca de atraccién de zy como el
conjunto de todos los puntos z tales que

lim f"P(2) = 2.

n—oo

La cuenca de atraccién de un punto periddico atractor estd contenida en el conjunto de Fatou
de f. Los puntos peri6édicos repulsores y sus preimagenes forman parte del conjunto de Julia de

1.

Para aplicar la dindmica compleja al objeto de nuestro estudio consideramos f la funcién de
iteracion obtenida aplicando un método iterativo a un polinomio g. Se espera normalmente que
las raices del polinomio sean puntos fijos superatractores de f. La existencia de otros puntos fijos
de f que no corresponden a raices del polinomio p, denominadas puntos fijos extrafios, complica
la el estudio dinamico del método. Si los puntos fijos extrafios son atractores, sus cuencas de
atraccion indican zonas en las que el método numérico no va a converger a las soluciones buscadas
y, por tanto, hay que evitar tomar estimaciones iniciales del proceso iterativo en dichas zonas.

Las cuencas de atraccién de los diferentes puntos fijos de f se representan graficamente al colorear
cada cuenca en un color diferente, formando el llamado plano dindmico. Las cuencas de atraccién
de f dan una idea del comportamiento del método y su sensibilidad al valor inicial. La velocidad
de convergencia se representa utilizando colores mas oscuros a medida que aumenta el nimero
de iteraciones requeridas para converger comenzando desde un punto dado.
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Capitulo 3

Convergencia local y estudio
de dindmica: método iterativo
para raices multiples

Basado en [1] : «A note on “Convergence radius of Osada’s method under Hélder continuous
condition”s. Applied Mathematics and Computation.

3.1 Introduccidon

En los dltimos afios, algunos de los estudios sobre los métodos iterativos para aproximar raices
de ecuaciones no lineales se han centrado en el caso de raices mdltiples. Es un caso especial en
el que se deben tener en cuenta algunos aspectos particulares. Algunas aplicaciones reales le dan
un especial interés a este problema, ver [31], con un estudio del efecto multipactor, analizando
la ecuacion de trayectoria de un electron en el espacio de aire entre dos placas paralelas da como
resultado una ecuacién no lineal con una raiz maltiple. Esto también ocurre en la ecuacién de
estado de Van der Waals, entre otros fenémenos.

Como se explicé en el capitulo 2, el método de aproximacién a raices simples mas conocido, mas
usado y ademas 6ptimo, es el método de Newton
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Capitulo 3. Convergencia local y estudio de dindmica: método iterativo para raices miltiples

f(zg)

TR TR T ()

pero cuando lo utilizamos en ecuaciones con raices miltiples f(z) = (z — z*)™g(z) con m > 1
y g(z*) # 0, la convergencia se vuelve mas lenta, es decir, se hace lineal. Por este motivo, se han
debido hacer modificaciones al método de Newton, las que restablecen la convergencia cuadratica

para raices multiples.

Una modificacién hecha por Ralston y Rabinowitz en 1978 [32], consiste en afiadir un factor que
represente la multiplicidad m de la raiz a la que se desea aproximar:

f(=k)
f(zg)

Tp4+1 =T — M

f(z)

Otra forma de de modificar el método de Newton es aplicarlo a la funcién u(z) = @) ya que
T

es conocido que de este modo eliminamos las raices multiples. Obteniendo de esta manera una
férmula que permite detectar las aproximaciones a la raiz =* de la ecuacién f(z) = 0:

f () f ()

PRI T 2 = fa) [ (@)

Especialmente interesante desde un punto de vista matematico es el trabajo [33] donde se ha
realizado un estudio completo de convergencia local, obteniendo el radio de convergencia del bien
conocido método de Newton modificado para raices multiples, cuando la funcién involucrada
satisface una condicién de continuidad de Holder o Hélder centrada. Este resultado se mejora en
[34]. Resultados similares para el método de tercer orden debido a Halley se obtienen en [35, 36].

Ahora estamos interesados en este tipo de estudios de convergencia local para métodos de tercer
orden para raices multiples. Asi que centramos nuestra atencién en los documentos [35] y [7],
donde los autores analizan la convergencia local para el método de Osada y Halley bajo las
condiciones de continuidad de Holder y Hélder central.

Consideramos el método de tercer orden de Osada [7] para encontrar una raiz maltiple z* de
multiplicidad m de una ecuacién no lineal f(z) =0, f: D C R — R, dada por la siguiente
funcién de iteracién:

f(zg)
Iz

(m — 1)2M. (3.1)

* e

1
Tpp1 = ok — gmim+1)

N
N | =

Decimos que r es el radio de la bola de convergencia local si la sucesiéon {z;} generada por
este método iterativo, comenzando desde cualquier punto inicial en la bola abierta B(z*,r),
converge a =¥ y permanece en la bola. En estos estudios, interesa obtener el mayor valor posible
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de r puesto que la bola de convergencia local constituye el dominio de posibles estimaciones
iniciales pero obviamente, esto depende de las condiciones que verifica la funcién no lineal. Aqui
consideramos que f satisface las siguientes condiciones continuas de Holder Va,y € D,

1M @) @) - fY W) < Kolr -y, Ko >0p €01 (3.2)

1F @7 ) () < Ky, Yz €D, K > 0. (3.3)
Desafortunadamente, la expansion de Taylor utilizada por los autores de [7] en la prueba del Lema
3.2.1 no es correcta. Los mismos autores utilizan la versién correcta del resto en la expansién

de Taylor en el articulo "Sobre el radio de convergencia del método de Newton modificado para
raices maltiples bajo la condicién Hélder central", véase el Lema 3.2.1 de [34].

En [7], los autores consideran la siguiente féormula para la expansién de Taylor en un entorno de
T = a, y con resto integral:

L —a)® " (a) + -

3!
x
a

+ %u —a)" ™ (a) + % / (FD @) — D (@) (@ — )"t

§(@) = f@) + f' ()& - @) + 5z — a2 (a) +

Es bien sabido que para una expansién de Taylor de orden n, la derivada evaluada en el resto es
de orden n + 1, pero si se usa el resto de forma integral, esta derivada es de orden n. Es decir,
la expansién de Taylor con forma integral del resto [37] tiene la forma

(k) (g
1) =3 IO )t 1 Ba),

k=0

donde

En(2) = - / “(@ = " D gy

Otra forma de expresar el error es

1

En(@) = =

x
[ @ - @) - o
a
donde uno puede verificar la Gltima igualdad escribiendo la Gltima integral como faw udv con
w=fM@) - f(a) y dv = (z — )" dt.

Para corregir los resultados obtenidos en el trabajo [7], usamos diferentes resultados que involu-
cran diferencias divididas que se introducen en la siguiente seccién.
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3.2 Preliminares

Recordamos las definiciones de las diferencias divididas y sus propiedades.

Definicion 3.1 [38] Las diferencias divididas f[ag, a1, ...,ar], sobre k + 1 puntos diferentes del
dominio ag, ai,...,ar de una funcién f(z) estan definidas por
flao] = f(ao0),
ap] — fla
flao, a1] = flaol = J1 1}7
ap — ay
f[a[),al,-u,ak] _ f[a()aal:"'zak—l] _f[a17a27~"7ak].
ap — ak
Sila funcién f es suficientemente diferenciable, entonces sus diferencias divididas f[ag, a1, ..., ag]

se pueden definir si algunos de los argumentos a; coinciden. Por ejemplo, si f(x) tiene derivada
k-ésima en ag, entonces tiene sentido definir

k)
F®) (ag
flao; ao, - -, agl = —, ). (3.4)
—_———— !
k+1
LemaA 3.2.1. [38] Las diferencias divididas flag,a1,...,ax] son funciones simétricas respecto a
sus argumentos, es decir, son invariantes bajo permutaciones de [ag,ay, ..., ag].

LEMA 3.2.2. [39] Si la funcién [ tiene derivada k-ésima, y f*)(z) es continua en el intervalo
I, = [min(xo,x1,...,z), maz(xg, 1, . ..,T))] entonces

1 1
flzosx1,...,zk] = / / t§71t§72...tk._lf(k)(t)dtl...dtk,
0 0

donde t=xqg+ (1’1 - mo)tl + (1’2 - xl)tltg +...+ (mk - xk—l)tl R

LeEmA 3.2.3. Sila funcién f tiene derivada (k + 1)-ésima, entonces para cada argumento x, se
verifica la siguiente férmula de interpolacién

k i—1 k
f(@) = flao)+ Y flao,ar,....ai] [[ (@ = aj) + flao, a1, ... ap, 2] [ [ (= — as).
i=1 i=0 i=0

LeEMA 3.2.4. Se asume que la funcién f tiene derivada (m + 1)-ésima, y x* es una raiz de
multiplicidad m, entonces para cada argumento x, definimos funciones g(x), p(x) y q(z) como
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g(z) = flz*,z",..., 2%, z], plx)=flz* 2" ..., 2%z ],
— — —— ——
P e " (3.5)
q(x):f[x 7:C 7"""7: ’x7x7m:|'
m
entonces
g'(@) =p(z), g¢"(x)=2q(x). (3.6)

LeEmA 3.2.5. Sila funcién f tiene derivada (m + 1)-ésima, y x* es un cero de multiplicidad m,
entonces para cada argumento x, las siguientes relaciones se verifican

flx) = flz", 2", .. 2" 2)(x — 2")™ = g(2)(z — =)™ (3.7)

m
fl(@) = fla",a", ot mal(@ —2")" +mflat e, e (e - 2"
m m (3.8)
=p(x)(z — )™ + mg(x)(x — %)
f(x) = 2f[z", 2, ..., 2"z, z, 7] (x — )™ + 2mf[z", 2", ... 2", v, 2] (2 — x*)m_l
m m

+m(m — 1)[x*,m*,...,x*,x](x—ac*)m_Q (3.9)

~————

m

= 29(2)(x — &)™ + 2mp(x)(z — )"+ m(m — Dg()(x —2")" %

donde g(x), p(z) y q(x) estan definidas in (3.5).

Demostracién. Aplicando Lemma 3.2.2 al caso de raices multiples * de multiplicidad m, y usan-
do (3.4) y (3.5), obtenemos (3.7). Diferenciando ambos lados de (3.7) da (3.8), y diferenciando
ambos lados de (3.8) nuevamente, uno obtiene (3.9). O

Después de definir las diferencias divididas y sus propiedades y de haber utilizado estos concep-
tos para definir tambien las funciones g(z), p(z) y ¢(x), vamos a realizar un estudio local de
convergencia del método elegido bajo las condiciones continuas de Hélder.

LemaA 3.2.6. Sea rg = %, Y Tmp = H;”—H(p + 1). Entonces, bajo las condiciones (3.2) y
(3.3) para todo xy €]z* —ro,x* + ro[= Iy y e9 = o — =™, las funciones definidas en el Lema
3.2.4, verifican las siguientes cotas:
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(BY) o) plao)] < 2,
(B2)oteo)oa")| <

(B3) [ale") a(wo)eo| < 720,

(B4) oteo) " plen)| € e

(B5) )g(azo)ilquo)eo S Inj—Klm\eo\ 29;3'60‘1)-

Demostracién. Ante todo, por (3.4) y (3.5) obtenemos

g(z*) = flz*, 2%, ... 2% = =2, (3.10)
m+1

Usando (3.4), (3.5), condiciones (3.2), (3.3) y Lema 3.2.2, tenemos (B1) de la siguiente manera

lg(z*) ™ p(z0)|

1 1
= |g(a;‘*)_1 / - / t’lntgl’_l ... tmf(m—i_l)(x* +eot1...tm)dty ... dt'm,—',—l‘ (3.11)
0 0

m!Km Km

“(m+1D! T m+1U

Utilizando la condicién (3.3) y el teorema del valor medio, con el mismo razonamiento que en
(B1) y la definicién de 7, obtenemos

1= ") glao)] = oa") " 0(") — w0))] < [oe") g Eodeo| < - feol < 1.

De esta relacién obtenemos que g(zo)~! existe, por el lema de Banach, tenemos (B2) de la
siguiente manera:

1 m+1

1— Kmleol  m+41— Kpleg|
m+1

lg(z0) " g(a™)] <

(3.12)
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3.3 Resultados principales

Ahora obtenemos (B3) usando el Lema 3.2.2

lg(z*) " q(x0)eo|
= lg(")~! 01 - /O1 0y STV @ eoty )
_ f(m+1)(1’* +eot1 ... tm)|dts ... dtmy1]
< / o) ot tc)
0
. f(m+1)(x* +eot1 ... tm)]ldty ... dtmia

1
< m!/ ™t Ko(ty -t 1 (1 — tm))Pleo[Pdty . .. dbyyy
0

X . ) (3.13)
:K0|eo|pm!/ t}”ﬂ’dtl/ tg’”fp‘ldtg.../ 2P by
0 0 0
1 1
/ tm(l—tm)pdtm/ dtma1
0 0
1 1 1 !
= Kpleg|Pm! tm (1 — tm)Pdt
oleol m+p+1lm+p p+3/0 m(1 = tm)"dbm
1 1 1 1
= Koleg[Pm!
oleol m+p+1lm+p p+3(@+2)(p+1)
_ Koml!|eg|?
Tmp
O

(B4) y (B5) son facilmente deducibles de (B1), (B2) y (B3).

3.3 Resultados principales

En esta secciéon obtenemos el radio de convergencia local para el método de Osada bajo las
condiciones continuas de Hélder dadas por (3.2) y (3.3).

Teorema 3.1. Sea D un conjunto abierto convexo y no vacio D C R donde f : D — R en
C™(D) con z* una raiz con multiplicidad m para la ecuacién no lineal f(z) = 0 y se verifican
las condiciones de Hélder (3.2) y (3.3). Sea g = ",i—"'l y sea r1 la raiz positiva mas pequefia de
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la funcién:
2m(m? +2m — 1)Ky, 4mKom! i1 AmK? 2
hi(t) = 2m%(m —1) — t— P m t
1) ( ) m+ 1 Tonp (m+ 1) (m+ 1 — Kmt)
o 4KmK0m! p+2
Tmp(m+1— Knt) ’
(3.14)

y sea ro la raiz positiva mas pequefia de la funcién:

ho(t) = 8(m + 1) K KomiP T2 + (m? 4 6m + 1) K2, Tm pt* + 2m(m + 1)%(m + 1 — Kpt) Kgm!tP !
+2m(m? +2m — 1)(m + 1 — Kmt)KmTm pt — 2m>(m? — 1)(m + 1 — Kynt)Tonp,
entonces, para un punto inicial xg €|z* —r,xz* + r[= I, donde r = min{ro, 71,72}, la sucesién

{zn}, n > 0 generada por el método de Osada (3.1) esta bien definida y converge a una razén
de orden de p+2 a la solucién Gnica x* € Iy. se tiene la siguiente cota del error para todo k > 0

e [P
ler1l < —op3 (3.15)
D)

Demostracién. En primer lugar, justificamos la existencia de valor r; debido al hecho que h; es
continua en el intervalo ]0, o[, con h1(0) = 2m?(m — 1) > 0y hy(rg) — —oco. Analogamente
ha es una funcién continua en el intervalo |0, 7o[ con ha(0) > 0y ha(rg) < 0. Entonces, existe
al menos una raiz positiva en este intervalo y tomamos 72 como la menor de ellas. Para n =0,
la iteracién de Osada se escribe como:

flwo) (1. 2 ['(x0)
Fleo) T2 Y ) (3.16)

Entonces, asumiendo que z* es una raiz de multiplicidad m de la funcién f, tenemos, por el
Lema 3.2.5, que

1
r1 =120 — §m(m+ 1)

fa) = g(x)(z —2™)™, (3.17)

donde g(z) ha sido definida en el Lema 3.2.4. Tomando zg € I y usando (3.7), (3.8) y (3.9),
tenemos

f(x0) = g(xo)eq"
f'(@o) = p(x )60 +glxo)meg' ™, (3.18)
f”(:co) = 2q(zo)es’ + 2p(zo)mey” m—1 g(zo)m(m — 1)66”_2.

Substituyendo (4.9) en (3.16), obtenemos

4p(zo)q(zo)es + p° (zo) (m + 1)%eg + 2g(wo0)q(wo)m(1 — m)eg
4p(z0)q(wo)ed + 4p?(zo)me2 + 2g(xo)p(zo)m(3m — 1)eo + 4mg(zo)q(zo)ed + 292 (xo)m2(m — 1)

€1 =
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3.3 Resultados principales

Al tomar A igual al numerador dividido por eg y B el denominador, dividiendo ambos por g(z*)
y g(z0), y denotando los nuevos términos por A y B, tenemos

Ahora, para acotar el cociente |e1|, obtenemos una cota superior para el numerador y una cota
inferior para el denominador utilizando las condiciones continuas de Holder (3.2), y (3.3) y las
cotas obtenidas en el Lema 3.2.6 como sigue:

A1 = Jg(a") " gl@o) ™" (4p(z0)a(o)ed + 9> (@o)(m + 1)°€d + 2g(z0)awo)m(1 — m)e)|

1 2
€0

&§ -+ (m+ 1) |g@”) " plao)g(wo) ' plao)

< 4Jg(=") " plao)(z0) " alz0)eo

-1
€0

+2m(1 = m)|g(") al@o)g(w0) glw0)eo

Km m-+1 Kom!

4 2 Km Km
~ m+1m+1— Kpnleg| Tmp

2
e
m—i—lm—i—l—Km\eOH ol

leo[PT2 + (m+1)

Kom!
+ 2m(m — 1);’7m\eo|f’+1.
i

Entonces, hemos obtenido |A| < o(|eg|) con

2
o(t) = 4Km Kom! o2 (m+ 1)K, 2y 2m(m — 1)K0m!tp+1,
Tm7p(m +1-— Kmt) m+1— Kmt Tm,p

una funcién creciente.

Por otra parte, acotamos el denominador usando los limites obtenidos en el Lema 3.2.6 y la
propiedad |a + b| > |a] — |b],
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1B = |g(=z™) " g(z0) " (4p(z0)q(z0)ed + 4p* (z0)med + 2g(x0)p(xo)m(3m — 1)e
+ 4mg(m0)q(a:0)e% + 292 (mo)mz(m —1))]
= |(49(z*) " p(x0)g(x0) " q(x0)eoed + 4mg(z™) " p(zo)g(x0) " plxo)ed
+2m(3m — 1)g(z*) ™ p(w0)g(z0) " g(z0)eo + 4mg(z™) " q(z0)g(z0) ~ g(z0)ed
+2m?(m — 1)g(z*) " glz0)g(w0) " g(x0))]
=|(2m*(m — 1)g(z") " g(z0) + 2m(3m — 1)g(z*) " p(0)eo + 4mg(a*)~

0
Zo

(
(
Yg(xo)ed
+4mg(z") " p(z0)g(z0) " p(z0)€d + 49(2") " p(w0)g(z0) ' alz0)e0ed)|

> 2m(m — 1) - 2m*(m — 1) |g(=") " (9(&") - g(a0))|

—2m(3m —1) ‘9(1*)_1]?(350)

-1
eo — 4m ‘g(x*) q(xo)eo| eo

- - 2 -1 -1 2
~ 4m|g(a") plao)g(wo) " plao)| eb ~ 4]g(") " p(wo)g(w0) " awo)eo]
2 2 m m Kom! 541
>2 —-1)—-2 -1 —2m@Bm -1 —Adm—-
> 2m?(m 1) = 2m®(m — 1) = eo] = 2m(3m — 1) S feof — 4m 2 e
K K K 1 Kom!
g M el — 4 mt 0T o [PH+2

m+1m+1— Knle m+1m+1— Knleg| Tm,p

2m(m? + 2m — DK, 4mKgm!
22m2(m71)7 ( T ) “leg| — T 0 |60|p+1
m,
AmK?2, 4K Kom!

2 2
leol leo[PT* = ha(leol).

 (m+1)(m+1— Kmleg|) " Tmp(m+1— Kmleo|)

Entonces, mediante el uso de la funcién h; definida por (3.14) que es decreciente en |0, 79[ y
dado que |eg| < 7o, tenemos |B| > hi(leg|) > hi1(r1) = 0. Por lo tanto, al usar la definicién
r = min{rg,r1,r2}, y notando que ¢y hy son funciones creciente y decreciente respectivamente,
de (3.19) conseguimos

o(r)

w(re)
hi(r) =

~ h (TQ)

_ lleo)

epl <
< Ta(eol) !

le1] IAeI leol leol = [eo
1l =1%¢o0 0 ol = leol-
B

Por lo tanto, llegamos a la conclusién de que 1 €]z* — r,z* 4+ r[= I. Ahora el mismo proceso
se mantiene a partir de z1 y obteniendo x2 vy, utilizando un procedimiento inductivo, uno tiene
zp €]z" —r,x* + r[= I para todo k > 0 como sigue:
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3.3 Resultados principales

lext1] < ;i((?)|€k| < ((p(r) )2|€k71| <o < (}i((:)))kﬂ\eoL (3.20)

k+1
Finalmente, al tomar limites en la Gltima expresion y usando limg_, 4 o (%) = 0, obte-

nemos que limy_, 1 o Tx, = =" y asi concluimos la prueba de convergencia.

Ademas, podemos obtener el orden de convergencia volviendo a (3.20) y usando las definiciones
de las funciones ¢ y hj, como sigue:

4K, Kom! |€
T p (M+1—Ko [eo]) 1“0

2m(1—m)Kom! 1) K2
‘p+2+ m( TTT?D om |€0|P+1+ (m+) m

2
(m+1—Knm, |eo|)|€0|
hi(eg) '

le1| < leol

|p+1

Ahora, multiplicamos y dividimos por |eg obteniendo

4K, Kom! 2m(1—m)Kom! (m+1)K2, 1—p
2 T =Koy TeoT) ol + Tt TR Teop 0

hi(eo)

le1] < leo

Observe que la funcion obtenida en el numerador es creciente en I, de modo que por la definicién
de ro obtenemos:

4K, Kom! 2m(1—m)Kom! (m+1)K2 1—py p+1
2 m m
le1| < \60\p+ (Tm,p(m+1—Kmrz) T2+ Trm,p + (mFt1—Kmr2) 2 )Tz
- et hi(rz)
2
_leol”*
-l
T3
. . . ey |2TP
Y por un procedimiento de induccién tenemos |ej41| < —o71 Por lo tanto se deduce que la
r
2
sucesién {xy} converge a * con orden de convergencia al menos p + 2. O

Para mostrar la unicidad, suponemos que existe una segunda solucién y* €]z* — ro,z* + 7o][.
Por (4.11) tenemos

fW*) =9 )y —a*)™ =0. (3.21)
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Al usar el teorema del valor medio, existe ¢ en I tal que

Kmlz* —y*|

<1
m+ 1 ’

1-g(z") " gly")

= |97 (9" = 9| = |a@”) ' (Pleol | <

entonces, deducimos que g(y*) # 0 y usando (3.21), tenemos que y* = z*.

3.4 Ejemplos numéricos

En esta seccién, comparamos el radio de convergencia local rz; del método de Halley considerado
en [35] con los obtenidos en este documento, 7g, r1 y T2.

Para eso, damos algunos ejemplos para aplicar los resultados teéricos obtenidos y luego pode-
mos corregir los resultados de [7]. Los ejemplos estan tomados de [35] y [7] para mostrar la
comparacion de nuestros resultados con otros ya publicados en la literatura.

3.4.1 Ejemplo 1
Sea D = (—%, %), se define la funcién f sobre D por
f(x) = cos(z) — 1.

Obviamente z* = 0 es una raiz de multiplicidad m = 2. Luego, los valores para las constantes
definidas en (3.2) y (3.3) son: Ky = 1y Ko = 1 con p = 1. Usando [35], se consigue
rg ~ 1,2679 y al usar los resultados obtenidos en el Teorema 1, obtenemos rg = 3,0000,
r1 ~ 0,7418, ro = r =~ 0,6997.

3.4.2 Ejemplo 2
Sea D = R, se define la funcién f sobre D por

flz) =22(=* - 1).

Tenemos que x* = 0 es un cero de f con multiplicidad m = 2. Luego tomando p = 1, Ky, = 12
y Ko = 12, y usando [35], uno tiene rz &~ 0,1152. Al usar los resultados obtenidos en el Teorema
1, obtenemos rg =~ 0,2500, r1 &~ 0,0646, ro = r ~ 0,0598.
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3.4.3 Ejemplo 3

Sea D = R, se define la funcién f sobre D por

fw) = /0 G(a)dz,
donde .
G(at):/o (z + cos(nz?))d.

Tenemos que z* = 0 es un cero de f con multiplicidad m = 2. Entonces tenemos m = 2, p = 1,
m = 1427y Ko = 27. Usando [35], uno tiene rz ~ 0,1892 y usando los resultados obtenidos
en el Teorema 1 obtenemos rg =~ 0,4119, r1 =~ 0,1063, ro = r ~ 0,0984.

3.4.4 Ejemplo 4

Sea D =R, y la funcién definida f sobre D por

f(x) =z + cos(x) — g

Tenemos que z* = 7§ es una raiz de f con multiplicidad m = 3. Entonces tenemos p = 1,

Km =1y Ky = 1. Usando [35], uno consigue 7z ~ 1,9720 y usando los resultados obtenidos
en el Teorema 1 se obtiene rg =~ 4, r1 =~ 1,5064, ro = r ~ 1,4283.

3.4.5 Ejemplo 5
Sea D =R, y la funcién definida f sobre D por
f(z) = 2%e® — sin(x) + .

Tenemos que ™ = 1 es una raiz de f con multiplicidad m = 2. Entonces tenemos p = 1,
Kmn = 39y Ko = 5,9. Usando [35], uno consigue ry =~ 0,3439 y usando los resultados
obtenidos en el Teorema 1 conseguimos g =~ 0,7692, r1 ~ 0,1958, ro ~ 0,1824.
3.4.6 Ejemplo 6
Sea D =R, y la funcién definida f sobre D por

fla) = 2° — 82" + 242° — 342® + 232 — 6.

Tenemos que z* = 1 es un cero de f con multiplicidad m = 3. Entonces tenemos p = 1,
Km =4y Ko = 10. Usando [35], uno obtiene rg ~ 0,5091 y usando los resultados obtenidos
en el Teorema 1 logramos rg ~ 1, r; =~ 0,3822, ro = r ~ 0,3584.
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Como conclusién de esta prueba numérica obtenemos el radio de convergencia local para algu-
nos ejemplos en su dominio de definicién, es decir tenemos asegurado que en estos intervalos
centrados en la solucién podemos tomar una estimacién inicial de manera que todos los iterados
permaneceran en ese intervalo y convergeran a la raiz, utilizando el método iterativo de Osada
de tercer orden que corrige los radios obtenidos en [7].

3.5 Dinamica del método de Osada

El comportamiento de los métodos iterativos se ha examinado desde un punto de vista global
utilizando ideas de sistemas dinamicos, véase, por ejemplo,[40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47]. La
dindmica compleja es la herramienta mas utilizada para el estudio de los métodos iterativos
globales, no solo por las buenas propiedades de las funciones analiticas en el dominio complejo,
sino también porque proporcionan buenas representaciones graficas en dos dimensiones.

El método de Osada se usa para aproximar raices de multiplicidad m, y su funcién de iteracién
esta dada por

_,_mm+)) f(z)  (m-1)? f(2)
Gr(z) =2 5 70 + 5 70 (3.22)
Consideremos un polinomio con d diferentes raices de multiplicidad m cada una,
fz) = (4 =™, (3.23)

con d,m > 2. La funcién de iteracién del método de Osada (3.22) aplicado a un polinomio de
la forma (3.23) es

(m+1) (zd— 1)2—|—2d2zd (mzd—l) —d(zd—1> ((3m—|—1)zd—m— 1)
2dz4=1 (1 — d + (dm — 1) 24)

Gy(z) =

Los puntos fijos, G'¢(z) = z, son las soluciones de

(zd - 1) ((3md —m—d—1)z— (m+1)(d - 1))

2dz?=1 (1 —d + (dm — 1)z4) =0

Por lo tanto, ademas de las raices del polinomio, la d-ésima raiz de 1, Gy tiene otros d puntos
fijos, llamados puntos fijos extrafios, las d-ésimas raices de
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3.5 Dindmica del método de Osada

(m+1)(d-1)
3Imd—m-—d—1"

El caracter de los puntos fijos depende del valor de la derivada de la funcién de iteracién,

(d—1) (zd - 1)2 ((m2d(2d— 1) = 3md+m+1) 27— (m+1)(d - 1)?)

G (z) =
f(Z) 2dz—4 (l—zd+d(—1+mzd))2

Por lo tanto, las raices z del polinomio son puntos fijos siper atractores, porque G'f(z) =0,
mientras que los d puntos fijos extrafios son repelentes porque

o (m+1)d—1) \7\ _ 4md—2m —2d
f (3md—m—d—1) T (m-1)(d-1)
2md — 2

IR CE A

param > 2,d > 2.

Trabajando en C, el infinito es también un punto fijo. Mediante el uso de la conjugacién w =

1
7
encontramos que la derivada de F(w) = l/Gf(%) en w =0,

2(md—1)+ (m —1)(d—1)
@2m(d—-1)+m—-1)(d—1)

F'(0)=1+

es mayor que 1 para m > 2,d > 2, para que el punto en el infinito sea repelente.

La conectividad del conjunto de Julia se relaciona con la cantidad de puntos fijos repelentes de
Gy (ver [48]). Los planos dinamicos en las figuras muestran que no est4 conectado, de modo que
hay al menos dos puntos fijos repelentes. De hecho, hemos demostrado que Gy tiene d puntos
fijos repelentes.

Las figuras correspondientes a polinomios con d raices de multiplicidad m son bastante similares
a los planos dindmicos del método de Newton para polinomios con d raices simples, lo cual es
muy notable para un método de orden superior y raices maltiples.

En resumen, el método de Osada tiene un buen comportamiento dindmico para los polinomios
considerados, porque las raices son puntos fijos siper atractores de la funcion de iteracion, y sus
otros puntos fijos, incluido el infinito, son repelentes.
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Figura 3.1: Plano dindmico de G¢ para d = 2, m = 2. Cada cuenca contiene pequefias inclusiones
de la otra.
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3.5 Dindmica del método de Osada

Figura 3.2: Plano dindmico de Gy para d = 3, m = 3. Las inclusiones en una cuenca contienen
puntos de las otras cuencas.

Figura 3.3: Plano dinamico de G para d =4, m = 4.
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Figura 3.4: Detalle del plano dinamico de Gy para d = 4, m = 4 cerca del punto fijo extrafio
z = 0,78, marcado con una x roja.
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Capitulo 4

Estudio de convergencia local
para un método éptimo de
cuarto orden y su extension a
octavo orden de convergencia
optimo

Basado en [4]: Local convergence balls for nonlinear problems with multiplicity and their extension
to eighth-order convergence. Mathematical Problems in Engineering.

4.1 Introduccién

En el caso unidimensional, existen ecuaciones no lineales f(x) = 0 con raices simples o multiples
que se pueden resolver transformando la ecuacién dada en una ecuacién de punto fijo g(z) = =
que es una funcién de iteracion que describe diferentes métodos iterativos segiin sea elegida.

Si se cumplen las hipétesis del teorema del punto fijo de Banach, construimos un proceso iterativo
o sucesion de iterados z41 = g(xr) k =0,1,..., a partir de una estimacién inicial zo de la
solucién.

49



Capitulo 4. Estudio de convergencia local para un método optimo de cuarto orden y su extensién a

octavo orden de convergencia éptimo

Este proceso es la base del estudio de los métodos iterativos en los cuales se comprueba que si
la sucesion x converge y la funcién de iteracion es continua entonces el limite es un punto fijo
de g y dado que f(x) = 0 es equivalente a g(z) = z, este limite es la solucién de la ecuacién

flz) =0.
Raices miltiples

Definicién 4.1. =* es una raiz de multiplicidad m > 1de una funcién f si existe una funcién g(x)
continua en x* tal que f(x) = (x — 2*)"g(z) y g(z*) # 0.

Esto es, raices z* que verifican:

f@*)=0,f@")=0,....f" V) =0 y f™M@E")#£0
donde m > 1 es la multiplicidad de la raiz.

Es bien conocido que los métodos iterativos, para este caso, convergen de manera mas lenta,
por lo que podemos encontrar en la literatura, modificaciones de estos métodos que mejoran el
proceso de convergencia. Concretamente, revisaremos los métodos denominados “mejorados” o
“modificados”.

La construccién de métodos iterativos éptimos multipaso de orden superior para hallar raices
maltiples con multiplicidad m > 1 de la funcién involucrada f (donde f : D € C — C es
analitica en la regién cerrada que incluye el cero requerido) es una de las tareas mas dificiles,
desafiantes e importantes en el campo del analisis numérico. La importancia primordial de los
métodos iterativos ptimos multipaso en la clase de funciones iterativas multipunto se debe a
que superan las limitaciones teéricas de los métodos iterativos de un punto con respecto tanto a
la eficiencia computacional como al orden de convergencia (para obtener detalles, se pueden ver
algunos libros de texto estandar como Traub [25] and Petkovi¢ et al [49]).

Sin dudas, con el avance de la computacién digital, la aritmética computacional avanzada y la
computacién simbdlica, la construccién de métodos multipunto de orden superior se vuelve més
vital y necesario debido a que el calculo del término constante de error asintético o las ecuaciones
del error de los métodos iterativos para raices maltiples puede programarse algoritmicamente para
realizar los calculos pertinentes de forma mas comoda que en tiempos anteriores. Por lo tanto,
en la altima década, varios académicos de todo el mundo como Li et al. [50] en (2009), Neta
[61] y Li et al. [52] in (2010), Zhou et al. [53] en (2011), Sharifi et al. [54] en (2012), Soleymani
y Babajee [55], Soleymani et al. [56] y Zhou et al. [57] en (2013), Hueso et al. [31] y Behl et
al. [58] en (2015) y Behl et al. [59] en (2016) han propuesto métodos iterativos multipunto de
cuarto orden. Solo los métodos o esquemas iterativos presentados por Li et al. [52] (excepto
solo dos métodos) y Neta [51] no son 6ptimos y el resto de los métodos multipunto enumerados
anteriormente son 6ptimos segin la clasica conjetura de Kung-Traub [26]. La mayoria de ellos son
la extension del método de Newton modificado (también conocido como el método de Rall [25])
o Newton como un método a expensas de evaluaciones funcionales adicionales o del aumento de
subpasos de los métodos originales.
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4.1 Introduccién

En afios recientes, muchos investigadores han intentado construir esquemas iterativos éptimos
para aproximar las raices multiples que alcacen orden de convergencia superior a cuatro.

En 2015, Geum et al. [60] proponen un esquema iterativo de sexto orden de dos puntos basado
en un enfoque de funcién peso bivariable para raices miltiples, que se da a continuacién:

Y =Tk — m}c/((lzl)),m > 1,

Tpt1 =Yk — Qug, s) ]J:,((ZZ))7

donde, up = %/ %zz Sk = ”ﬂl/% y Q : C% — C es una funcién holomérfica en en un

entorno del origen (0,0).

(4.1)

El esquema anterior (4.1) usa cuatro evaluaciones funcionales para alcanzar la convergencia de
sexto orden con el indice de eficiencia 61 = 1,5650. Segln la clasica conjetura de Kung-Traub
[26], los esquemas no son 6ptimos. Ademas de esto, el esquema (4.1) tampoco funciona para
raices simples (es decir, m=1).

En 2017, Zafar et al. [61] propusieron un nuevo esquema de octavo orden para una multiplicidad
conocida m > 1 de la raiz multiple deseada, con la siguiente funcién de iterativa

Yk = Tk — mJ]:’((ZIZ))’
o1 = = e H o) 5 (42)
Pt = 1= (A -+ Agu) P(0) Glo)
donde Ao, A3 € R son parametros libres y las funciones peso H : C — C, Plz C—>CG:C=C
son funciones analiticas en un entorno del origen, con u;, = <}‘Eg:%>ﬁ o = (;E;:;) m’

1
_ (f)\™
Wk = (f(zk))
Recientemente, encontramos un trabajo interesante debido a Geum, Kim y Neta, ver [62], dado
por

R {C7))
Yk =Tk f'(xr)’
2z, = x —mLs(u f(xk)
f(zg)

:Ijk+1 =Tk — me(uk, vk)

f(xy)’
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octavo orden de convergencia éptimo

donde Ly : C — C, es analitica en un entornode Oy Hy : C? — C, es holomérfica en un entorno
de (0,0) y un,vn son ramas analiticas apropiadas de la m-ésima raiz. En este trabajo los autores
no solo han construido una nueva familia genérica del método 6ptimo tipo Newton modificado
de octavo orden para raices mdaltiples, sino también han estudiado su comportamiento dinamico;
también este tipo de estudio se presenté en [63].

Pero, ninguno de estos esquemas ha sido estudiado desde su tratamiento de convergencia local
en los espacios de Banach. Los estudios de este tipo tienen un interés especial desde un punto de
vista matematico, ya que nos permiten obtener las bolas de convergencia locales, que son bolas
contenidas en el dominio de la funcién con centro en la solucién y donde cualquier punto de esta
bola puede ser tomado como un punto de partida para obtener la sucesion de iteraciones que
converge a la raiz.

Por lo tanto, nuestro objetivo es introducir métodos iterativos de alto orden de convergencia y
realizar un estudio de la convergencia local de estos.

Para ello, comenzaremos con extender para el caso de raices miltiples, el método éptimo de
octavo orden para raices simples de Chun y Neta [64].

_ . fl=g)
yk_ ]C f/(mk)7
2E = Tf — JJ:,((Z];)) [UI% - vkl_ 1] ) (4.4)
I AC7Y) v Sz 4f(z)
TheL = 2 [¢f o) ¥ F o) — af ) T o)

donde v, =

Flor)’ #5(vy) es una funcion de peso con valores reales y a es un parametro real.

El capitulo esta organizado de la siguiente manera. En la seccion 4,2, nuestro objetivo es realizar
un estudio de convergencia local de este método ampliado. Dado que el radio de convergencia
local para los métodos de orden superior disminuye con el orden, es necesario estudiar su compor-
tamiento cuando presentamos un nuevo método iterativo. En esta investigacién, presentamos una
nueva idea para establecer los resultados de convergencia local de métodos iterativos para hallar
raices maltiples, bajo el supuesto de una condicién de acotamiento para la derivada (m+1)-ésima
de la funcién f(z).

En la seccién 4,3, presentamos un esquema Optimo con convergencia de octavo orden para
ceros miultiples con multiplicidad m > 1. El esquema propuesto es la extensidén del esquema de
Chun y Neta [64]. Ademas, todo su articulo se convierte en el caso especial de nuestro esquema
propuesto para m = 1. La familia propuesta requiere cuatro evalualciones funcionales para obtener
una convergencia de octavo orden con el indice de eficiencia 82 = 1,6817, que es mayor que
el indice de eficiencia de cualquiera de los métodos para raices multiples en literatura y de las
familias de Thukral [65] y Geum et al. [60, 66].
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4.2 Convergencia local de un esquema 6ptimo de cuarto orden

En la seccién 4,4, presentamos varias pruebas numéricas sobre algunos problemas de la vida
real que confirman los resultados tedricos establecidos en este capitulo y muestran la validez,
precisiéon y eficiencia de nuestro método iterativo propuesto. Finalmente, presentamos algunas
observaciones finales en la seccion 4,5.

4.2 Convergencia local de un esquema 6ptimo de cuarto orden

Usando los dos primeros pasos de la familia Chun y Neta (4.4) para raices simples, podemos obte-
ner un esquema Optimo de cuarto orden para raices maltiples de f : I C R — R implementandolo
de la siguiente forma:

Yk = Tk — Mug,

1 ] , (4.5)

2
Tp1 = T — MU {'Uk: T

donde u; =

1
f(zr) _ (flu)\™
) Uk = (f(ﬂck)) . Aunque (4.5) usa solo valores reales, el valor vy puede

ser extendido a valor complejo empleando una rama principal cuya descripcién detallada se da en
[26, 65]. Ademas de la convergencia 6ptima, la belleza de este esquema es que podemos obtener
facilmente el esquema de Chun y Neta [64] como un caso especial del algoritmo anterior para
m = 1.

En esta seccién, nuestro objetivo es obtener un resultado de convergencia local para el método
6ptimo de dos pasos de cuarto orden del nuevo método descrito por (4.5).

Buscamos el radio de la bola de convergencia local, es decir, un nimero positivo real r tal que
la sucesion xj, generada por este método iterativo, a partir de cualquier punto en la bola abierta
Jz* — r,z* + r], permanezca en esta bola y converja a z*. Para este tipo de estudio, el mayor
valor de r es el mejor; sin embargo, esto dependerd obviamente de las condiciones que satisfaga
la funcién no lineal.

Este tipo de estudio se ha realizado para métodos de segundo y tercer orden. Consulte [67] donde
los autores obtienen una estimacién del radio de convergencia del conocido método de Newton
modificado para raices multiples cuando la funcién involucrada satisface una condicién continua
de Holder y Holder central. Este resultado se mejora en [34]. Los métodos de tercer orden se han
considerado en [35] y [7]. En estos articulos, los autores establecen el estudio de convergencia
local utilizando diferentes propiedades de diferencias divididas. Nosotros no seguimos esta linea de
investigacién. En su lugar, utilizamos los desarrollos de Taylor para introducir un nuevo conjunto
de cotas para garantizar la convergencia. Note que los autores en [7] también usan los desarrollos
de Taylor, pero trabajan de una manera diferente a nuestra técnica.

LEMA 4.2.1. Sea f : I C R — R una funcién suficientemente diferenciable en el dominio abierto
I, que contiene x* una raiz con multiplicidad m con m > 1, de la ecuacién no lineal f(z) = 0.
Luego, para todo x € I, la funcién f(x) se puede expresar como

fl@) = (z—2")"g(x), g(z")#0, (4.6)
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where

(m) (p* 1 . —
o) = L L [ o -2 = £ - 0 s, (w)
- JO

m! (m-—1

Demostracién. Al aproximar la funcién f(z) con el desarrollo de Taylor alrededor de la raiz
maltiple z* y realizar algunos célculos, obtenemos

f(z) = %(m )" + [j W(m —t)"dt
e ey [0 = S @l - o
- f(m;(!m*) (x—2")™ + ﬁ /Ol[f(”” (@ +0(x — ") — f™ @)@ —2*)™ (1 - 6)" " do
-2 (m;(f*) + (mi o /0 e+ 0 — 0 - SN - 0 0] (o - Y

Por lo tanto, deducimos la expresién de la funcién g(x) dada en (4.7). O

LEMA 4.2.2. Bajo las mismas condiciones del Lema 4.2.1, la funcién g(x) satisface

(m) 2"
o) = L)
1
J(z) = ﬁ/o £ (@ 4 0 — 2701 — )™ db.

Demostracién. El Lema 4.2.2 se demuestra por diferenciacion directa bajo el operador integral
de (4.7). O

El resultado del Lema 4.2.2 sugiere que consideramos la siguiente propiedad de acotacién para
obtener el estudio de convergencia local:

F @) @) <k, voel (4.8)

donde, k1 es un namero real positivo. Primero obtenemos ciertas cotas que usaremos para nues-
tro estudio de convergencia local. Definimos rg = kﬂl tomando un punto inicial zg € Iy =
Jz* — 7o, z* 4+ 1] y denotando el error local por |eg| = |zg — z*| < 1 tenemos los siguientes
resultados

LEMA 4.2.3. Bajo las mismas condiciones del Lema 4.2.1 para todo xo € Iy obtenemos las
siguientes cotas:
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(B1) Jota™)ga)| < L Mleol,
(B2) o) o' (on)| < L

(Bs) ‘g(fvo) g(z*) _M—Tf—kliﬂeol’
(Ba) ‘g(l‘o)_lg’(mo)‘ < rn—rlkflkﬂeoy

Demostracion. Mediante el uso del Lema 4.2.2 y (4.8) y aplicando el teorema del valor medio,
tenemos (Bj)

1
g(a™) " g(w0)| = '1 m /O P @A™ @ 4 0o — ) = F @A - )™ do

m—|—1—|—k1|€0|

< b
- m—+ 1

1
H m/ 7@ @holeol(1 - 0)™ o) <
0

donde en la dltima desigualdad hemos utilizado fol 0(1—6)" tdo = m

Un razonamiento similar nos permite obtener (Bz)

s\—1 7 o (m) / x\— 1 1(m)* * m—
o) o) = g ™) e [ ot -t - o) <

Utilizamos el teorema del valor medio para derivar (B3) donde para algin ¢ entre x* y xq,

1= 9@ gw0)| = |9=") " (9@") — g(wo))| = |9(a") Mg (@leol| < %01‘ <h

donde en la Gltima desigualdad hemos usado la cota anterior (B3), de esto, primero obtenemos
que g(z0) # 0, por lo que existe g(x0) ! y podemos aplicar el lema de Banach tal que

m—+ 1

-1 *
< —
‘g(l’o) g(l‘ ) = m+1*k1|60|

Las siguientes cotas se pueden conseguir obviamente utilizando las anteriores.
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Capitulo 4. Estudio de convergencia local para un método optimo de cuarto orden y su extensién a

octavo orden de convergencia éptimo

4.2.1 Resultado principal

Ahora podemos establecer el resultado principal para obtener el radio de convergencia local del
nuevo método iterativo de orden 6ptimo introducido en (4.5).

Teorema 4.1. Sea I C R un conjunto abierto, convexo y no vacioy f : I — R estd en C"*(I)
con z* una raiz de multiplicidad m para la ecuacién f(x) = 0. Si se cumplen las condiciones
de contorno (4.8), sea ro = kﬂl Entonces existe v < rq tal que, para cualquier punto inicial
zo € Jz* — 71,2 +19] = Ip, la sucesién {x}, k > 0 generada por (4.5) esta bien definida,

permanece en Iy y converge a la solucién x*, que es la unica solucién en |x* — rg,x* + rg].

Demostracién. Como se ha indicado en el Lema 4.2.1 para la solucién z* de multiplicidad m,
tenemos para todo zg € [

f(zo) = g(xo)(zo — )™ = g(zo)eq’, (4.9)
' (z0) = ¢’ (zo)eq +mg(zo)eg' ™"

Ahora, comenzamos un procedimiento de induccién en el que para n = 0 la iteracién de cuarto
orden de (4.5) se escribe como:

Yo = To — muo,

1 ] 7 (4.10)

T1 = 20 — mug |va —
vg — 1

luego, restando z* a ambos lados del primer paso y sustituyendo (4.9), obtenemos
g'(z0)eo g9(z*) "' (wo)eo/m

GE0 T = en £ mg(a)  g(e ) 1g wo)eo/m + g(e") Tg(wo) 1Y)

Para aplicar el lema de Banach al denominador, aplicando el teorema del valor medio, se sigue
que

—1

[1—g(z")"'g (w0)eo/m — g(z™) " g(x0)| < lg(z") " (g(a™) — g(0))| + lg(x") "¢ (z0)|[eo/m]
S M < 17
entonces tenemos |(g(z*) " g’ (z0)eo/m + g(x*) " tg(z0)) 7 < #ﬁ\&ﬂ y por lo tanto,
N kileol
é1| < eo| = G1(leol)|eol, 4.12
11 = et s ool = Galleo o (412)
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4.2 Convergencia local de un esquema 6ptimo de cuarto orden

G1(t) =

donde G1(t) es una funcién creciente que se define de la siguiente manera:

(m+1)(m — kyt)
entonces, al tomar hy(t) = G1(t) — 1, se satisface h(0)
raiz real positiva mas pequefia de esta funcién, r1 €]0,rg
Volviendo a (4.12) obtenemos:

€1 < Gi(leol)leo| < leol-
Ahora al restar z* de ambos lados del segundo paso en (4.5), uno tiene:

*
el =1 — =eyg—

y, después de aplicar (4.9) tenemos

w=(2) "< (

kit

= —1y h(rg) — +o0. Tomamos la
[, yluego 0 < G1(t) <1 Vt€]o,r].

1)871)371
vg — 1

(60 - él)v

(4.13)
1/m 5 / 1/m
g(yo)) € _ g (zo)eo (Q(yo)) .
g(zo) eo  g'(wo)eo +mg(zo) \g(wo)
Sustituyendo en (4.11), se deduce que
2/m
ma(z0)eo mg' (w0)%g(w0) (422} ) " e
€1 =ep — 1/m — 7 3 (4.14)
/ 9(y0) (9'(z0)eo + mg(xo))
9(z0) — ¢/ (wo)eo((4023) " ~1)
Si denotamos C' = ((ggg%
sién anterior, obtenemos e¢; =
numerador:

N
D ’

D = (g'(z0)eo + mg(z0))°,
D = D1 Ds,

N = D1Daeo — Damg(ao)eo — Di(mg(v0)g(ao)

1/ . N
) — 1) y asignamos D7 y D a los denominadores de la expre-

donde D es el denominador coman y N el correspondiente
Dy = mg(xg) — ¢ (z0)Ceo,
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Capitulo 4. Estudio de convergencia local para un método optimo de cuarto orden y su extensién a

octavo orden de convergencia éptimo

2

Ahora, expresamos la ecuacién de error en los siguientes términos. e; = 56%, con

N =— [Cg/(azo)4eg + C’g/(xo)3g(xo)m 3— (M) " e%
g(xo)

+m?g (z0)?g(w0)? (30 - (%) ) eo + Cm®g’ (20)g(x0)"]

y el denominador

D =m"g(z0)* +m*(3 — O)g (x0)g(x0)eo + 3m*(1 — O)g’ (x0)g(x0) el
+mg’ (20)%g(x0) (1 — 3C)ed — Cg' (z0) g

Para aplicar las cotas establecidos a partir de los lemas anteriores, multiplicamos el numerador y
el denominador por g(gz:*)f4 y consideramos a partir de ahora:

9@ )N 5 Ni+Np+Ns+Ni o
g(@) =D " "D+ Dy+ Dy + Dy + D5

el = —

donde N;,D; i =1,... son

Ny = m2 (g(ﬂc*)_lgl(ﬂl’o))2 (g(x*)_lg(xo))z (30 + (jgg;)wm)em

N3 = Cm(g(x*)_lg’(xo))g(g(w*)_lg(zo)) (3 - (%)wm>eg,
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Dy =m (g(x*)*lgwo))“,

Dy = (3 - 0) (") ¢/ (w0)) (92" g(a0))”
Dy = 3m*(1 - ) (g(a")"" (o>)2(g<x*> tg(ro)
D1 =m(1 - 30)(9(") g/ (20)) 9(a") "1/ (wo)el

= _Ceo( (x*)™ 1g/(xo)>4eé

Usando las cotas establecidos del Lema 4.2.2 y aplicando el teorema del valor medio, existe ¢

entre xg y yo verificando

1= |(45) ™

1/m| 1/m 1/77’L| 1 ‘

fllﬁlg(mo)\’ g(zo)"™ = g(yo)

Luego, si |g(x0)| < [9(¢)| tenemos que [g(xo)| 1=/ ™ > |g(¢)|(L—m)/m

ICl <
k1

1
am+1—k1|60|

IN

lg(ao)| 19/ (©)llo — ol < (1+ Ga(leol)

Un razonaniento similar es aplicado si [g(zo)| > |g(¢)|, donde entonces se
\g(()rl/m y asi se obtiene la misma cota para C'. Al usar esta cota y las
las siguientes cotas para los términos del numerador

ski(1+ Gi(leol))leol k1
m(m+1—kileg]) m+1

m A Lt Raleol) el
m+1 1{|€01),

‘Nl‘ Sm

(

< ooy g(zo)l

lg(ao)| ™19 (©llg(©)1 Tz — wol < —-lg(o)| Mg’ (¢

1—m

g'(Qg(C) ™ (z0—wo

71/’!1’L|

asi

1—m
Ma(zo)l ™ |zo — yol
|€0‘.

sostiene que |g(zo)| /™ <

de Lema 4.2.3, tenemos

m + 14 k1G1(Jeol)|eo]

k1 )2(m+1+/€1‘60|
m+1 m+ 1

= nz(leol),

3 k1(1+ Gi(Jeol))leol +(
m  m+1—kileg]

) (

2/m
€
m+ 1 — kileq] ) [eol

1+ k1G1(leol)leol

k1(1+G1(‘60|)) k1 3 m+1+k1|60| m +
N3] m(m+17k1\eo|)(m+1) ( m+1 )(3+<
= n3(leol),
|Na| < (kalrl) b ((1m++Gl1qe](€)D|ile|(;|| o> = na(leo).

m—+1— kieg]

)" Vol

59
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Consideremos primero el primer término del denominador, D;. Recordando que |a—b| > |a|—1b],
tenemos

1D1| = [m*g(z*) " *g(z0)*| = Im* — m*g(z*) " (g(z")* - g(z0)")]
> [m*| — Im*g(z*) " (g(a*)* — glz0)")]-

Si aplicamos el teorema del valor medio a la funcién g(z)*, se deduce que existe § entre z* y g
con

g(z)* = g(z0)* = 49(8)39 () (z™ — o),

de modo que utilizando las cotas (By) y (B2) resulta que

lg(z*) " (g(z*)* = g(z0)")| = [4g(z*) "2 9(6)*g(«™) " ¢"(8)(z* — o)
<4(m+1+k1\eo\)3 ky

m+1 m—i—l'eo"

D, entonces satisface

m+1+k)1‘60‘)3 k1

Dyl >m—4 4(
‘ 1\_m m m+ 1 m—+ 1

leol,

y los otros términos en el denominador satisfacen igualmente

leo| = da(leol),

k1<1+al<|eo|>>|eo\)(m+1+klleol)3 k1
m(m + 1 — kileol) m+1 mtl
k1(1+gl(|eo|))\eo|)( ky )2(m+1+/€1‘60|)2‘6 1> = d3(leo])
m(m+1—kileol) / \m+1 mt 1 ’ o

3k1(1+G1(|60\))|€0|)( k1 )3(m+1+k1|€0|>|e 3 = da(leo)
m(m—+1— kileol|) m+1 m+1 0 A0

k1(1 4 Gi(leol))leol ki \* _
o < (LG o

|Da| < m3(3+

D3| < 3m? (2 +

|D4| < m(1+

por lo tanto obtenemos

|D1 + D2 + D3 + Dy + Ds| > |D1| — |D2 + D3 + Dy + Ds|

m+1+k1|eo\)3 ky
— |Do| — | D3| — |D4| — | Ds]|.
T m+1|€0| |D2| — |D3| — |D4| — | Ds|

Zm4—4m4(
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4.2 Convergencia local de un esquema 6ptimo de cuarto orden

Observe que la cota precedente puede resultar en un valor negativo, por lo que definimos la
funcién Ga(t) con t > 0 tal que:

m+1+k1t>3 k1

Ga(t) :m474m4< 1

t—da(t) — d3(t) — da(t) — ds(2),

Gy satisface G2(0) > 0y Ga(rg) — —oo, por lo que existe 72, la raiz positiva mas pequefia en
10, 7o, tal que G2(t) > 0 = Ga(rs), Vt €]0,79[. Si tomamos ¢ tal que |eg] = zg — 2" < 7o,
entonces

|D1 + D2 + D3 + Dy + Ds| > Ga(leg|) > Ga(ra) = 0.

Entonces, si tomamos 7 = min {rg,r1,r2}, tenemos para todo zg € |z* — 7, x* + 7[

n1(leol) + n2(leol) + n3(leol) + na(leol)

e1] < eol? < Gs(leg))le ,
le1] < Ga(leol) leo|” < G3(leol)|eol
donde (1) + na(t) + na(t) + na(t)
ni1(t) +na(t) + n3(t) + ng
G3(t) = t.
3( ) Gg(t)
Definiendo h3(t) = Gs(t) — 1, que satisface h3(0) = —1 yd h3(r2) — oo, existe 73, la raiz

positiva mas pequeiia tal que G3(t) < 1, para todo ¢ €]0,73][.
Finalmente tomamos r = min {7, 73} y tenemos para todo =g € |]z* — r,z* + r[:
1] < Ga(leol)leo] < leol,

le1] < Gs(]eol)leol < |eol-

G3(t) es una funcién creciente para n;, ¢ = 1---4 siendo cada vez mayor y, G2(t) Una funcién
decreciente.

El mismo proceso se mantiene a partir de 1 para obtener z2, y luego, mediante un proceso
inductivo uno tiene yy,xp € |Jz* — r, 2" + 7| para toda k > 0 utilizando el hecho de que Gy y
G'3 son funciones crecientes de la siguiente manera:

|| < G1(r)G3(r)*eol < eo

2 k
lex] < Gs(r)lex—1] < Gs(r)lep—2| < -+ < G3(r)"leo] < leo]
donde [é)| = |yr—1 — ™| y lex| = |zp — 2™].

Tomando limites en las Gltimas expresiones y usando eso limy_, | Gg(r)lc = 0, obtenemos que
limy_, 4o T = 2. Por lo tanto hemos obtenido r, el radio de la bola de convergencia local. Es
decir, para cualquier valor inicial z9 € ]z* — r,z* + r[ las sucesiones obtenidas por el método
iterativo de cuarto orden. yj, y x} permanecen en este intervalo y convergen a la solucién z*.
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Para mostrar la unicidad en el intervalo centrado en la solucién y radio rg, suponemos que existe
una segunda solucién. 8 € |z* — r,z* + r[ y por el Lema 4.2.1 tenemos

FB) =g(B)(B—a")™. (4.15)

Mediante el uso de

1= g 9(8)] = [l (o) — 98] = [oe") g (D" Bl] < —Ffeol

<1

<m+1 ’

deducimos que g(3) # 0y luego por (4.15) tenemos que 8 = z*. O

4.3 Desarrollo de un esquema 6ptimo de octavo orden

De manera analoga, como hemos hecho la extensién del método Chun y Neta desde el orden
cuatro a las raices miltiples, introduciendo un paso mas, hemos logrado extender este método

al orden ocho.
Yk = T — MUy,

e = Tk T I [U’“ o — 1} ’ (4.16)

iy
=z — mtg —— + 4t
Tpi1 = 2z — MEgu {d’f(”k) o et k} ,

donde la funcién ¢y : R — R es una funcién analitica [37] en un entorno de (0) con u, =

1 1
}c’((?;))’ v = (;Egi;)m, tr = v (;E;Zg)m y un parametro libre a € R. Ademas de la

convergencia 6ptima, la belleza de este esquema es que podemos obtener facilmente el esquema
de Chun y Neta [64] como un caso especial del algoritmo anterior para m = 1.

En el teorema 4.2, demostramos que el orden de convergencia del esquema propuesto llegara a
ocho sin utilizar ninguna evaluacién funcional adicional. Es interesante observar que ¢ contribuye
con su parte en la construccién de la convergencia de octavo orden deseada (para méas detalles,
consulte el Teorema 4.2).

Teorema 4.2. Sea x = =™ una raiz miltiple con multiplicidad m > 1 de una funcién analitica
f :R — R en una regién que incluya el cero requerido de f(x). Entonces, el esquema definido
por (4.16) tiene una convergencia de octavo orden si se cumplen las siguientes expresiones

p(0) =1, ¢'(0)=2, ¢"(0)=4, ¢"(0)=—6. (4.17)
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Demostracién. En primer lugar obtenemos los desarrollos de Taylor para f(z) y f'(x3) en un
entorno de la solucién z*.

(m) (*
flzg) = fT(')ezn (1 +creg + czei + 6362 + C4ei + 6562 + cﬁeg + 6762 + 6862 + O(e%)),
(4.18)
y
/ _ (@) mea 2 3 4
fizg) = -~ ey m+ (m+ 1)creg + (m+ 2)caer, + (m + 3)csel, + (m + 4)cqey,
+ (m+5)ese + (m + 6)cgeq, + (m + T)ezef, + (m + 8)csej, + O(ez)) :
(4.19)
m—14j,, %
f:londe. ¢ = (m_"}:_j)! ! fm(;*(;c ), j=2,3,4...,8y e, =z, —x* es el error en la k-ésima
iteracion.
Luego, usando las expresiones anteriores (4.18) y (4.19), tenemos
4
flzg) 1 c1 2 (m+41)cf —2mey 3 i+4 9
U = f’(wk) = Eek — Wek + m3 €k —+ ZOGzek + O(@k), (420)
1=
donde G; = G;(m,ci,ca,...,cg) estan dadas en términos de m,ca,c3,...,cg con los dos

primeros coeficientes escritos explicitamente como

Go = % [m(Bm +4)cree — 3m2cs — (m+ 1)20‘%}

1
Gy = o [2m2(2m+3)c103 —2m(2m? +5m+3)cico+2m> ((m—|—2)c% — 2m64> +(m+ 1)3cﬂ

Nuevamente, utilizando el desarrollo de Taylor para f(yx) y la expresién (4.20), obtenemos
ademas

m N (2meg — (m + 1)0%) (%)mek

mlcl

) = £ @)™ [ (%m)!

1+m 1
C1 2 3\ 4 2y 2
+ (E) m{(S—FSm—i—Sm +m”)c1 —2m(2 4+ 3m + 2m”)cica (4.21)

5
+4(m — 1)ym?c3 + 6m20103}6% + Z Gie?—?’ + 0(62):| .
=0
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Con la ayuda de las expresiones (4.18) y (4.21), obtenemos

1
T flye) \™ _ cireg | 2mcea — (m—&—?)cf 2
k= T om + m2 €k

(2m? +Tm +7)c3 + 6m2cs — 2m(3m + T)eiea 3 (4.22)
+ 2m3 €L
+ O1ef + Oaep + O(el).

donde
1 2 2 2 2 2
01 = P 12m~(2m + 5)cica + 12m” ((m + 3)c5 — 2mea) — 6m(4m” + 16m + 17)cica
+ (6m® + 29m2 + 5lm + 34)5%} y
1

0 [12m2(10m2 + 43m + 49)Zes — 24m3((5m + 17)eacs — 5mes)

= 24mb
+ 12m> ((10m2 + 47m + 53)cE — 2m(5m + 13)04)61 — 4m(30m® + 163m>
+306m + 209)cica + (24m* 4 146m> + 355m? + 418m + 209)@?}

Insertando las expresiones (4.18)-(4.22) en el segundo subpaso del esquema (4.16), obtenemos
ademas

3 3
« _ (m+7)c] —2meica 4 i+5 9
Zp— = D ex + Z Hiep” + O(eg), (4.23)
=0
donde H; = H;(m,ci,c2,...,c8) estan dados en términos de m,ca,c3,...,cg con los dos

primeros coeficientes escritos explicitamente como

Hy = 7# [(7m2 +66m + 89)ct + 12m2eres + 12m2c — 12m(2m + 11)0%02} y
= 1 [156m? 2 3 4 244 3
1= 5,5 m~(m + 5)cics — 168m” cacg — 4m(53m” + 468m + 655)cca

+12m° ((17m + 91)c3 — 6meq)e1 + (46m” + 533m” + 1310m + 991)cﬂ .

Nuevamente, con la ayuda de la expansion de la serie de Taylor y la expresién anterior (4.23),
tenemos

-m (w) mo5
Flzr) =™ (@*)edm m"; +)  Hiej +0(e}) | - (4.24)
1=1

64



4.3 Desarrollo de un esquema dptimo de octavo orden

Con la ayuda de las expresiones (4.21) y (4.24), obtenemos ademas

1
z " m+ 7)c] — 2mcea}c
b = ok (;Eyg) _{( )21713 2Jer ep P 'Ylek +72ek + O(ek) (4.25)
donde
1
T T mA [Wm +69m + 110)ci + 12m°cres + 12m”c3 — 6m(dm + 23)6102} y
— 1 2 2 2 2 3
V2 =55 12m~(13m + 69)cic3 + 12m ((17m +97)c5 — 6mC4)c1 — 168m°cacs

— 4m(53m? + 498m + 811)c} ey + (46m> + 567m? + 1622m + 1389)cﬂ .

Se deduce de la expresion (4.22) que vy es de orden e. Por lo tanto, podemos expandir la
funcién peso ¢¢(vy) en un entorno del origen, utilizando la expansién de la serie de Taylor y
ampliarla hasta los términos de cuarto orden de la siguiente manera:

1
3!

1

o " (0). (4.26)

B7(06) = 9(0) + & )i + ;8" (O)0F + 370" (O + 7
Al utilizar la expresion (4.18) - (4.26) en el altimo subpaso del esquema propuesto (4.16), obte-

nemos

c1(o(0) — 1 m+7)c? — 2me
erat = — 1(¢(0) )((2m3 )et 2) 6k+ZL ez+4 ) (4.27)

donde Li = Li(m7 a, ¢(0)7 ¢I(0)7 (b//(o), ¢/”(0)7 C1,C2; .-+, CS)-

Cabe destacar que obtendremos al menos quinto orden de convergencia si elegimos
#(0) = 1. (4.28)
Se introduce el valor de (0) =1 en L1 = 0. Entonces, obtenemos

(#/(0) = 2)((7 4+ m)cf - 2mes ) cf

2m4

=0, (4.29)
lo que conduce al menos a la convergencia de sexto orden, cuando usamos la siguiente expresion

¢'(0) = 2. (4.30)
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Al sustituir las expresiones (4.28) y (4.30) in Ly = 0, tenemos

(6" =)+ m)ef — 2mes )}

4mbd

=0, (4.31)

de la cual se deduce
¢"(0) = 4. (4.32)

Volvemos a usar las expresiones (4.28), (4.30) y (4.32) in L3 = 0. Entonces, obtenemos

(W”m)+6)ﬁ7+4np%_2nw2)f
- o =0, (4.33)

con lo que se consigue
¢"'(0) = —6. (4.34)

Finalmente, se sustituyen las expresiones (4.28), (4.30), (4.32) y (4.34) en la expresion (4.27)
para obtener el término éptimo constante de error asintético, que se da como sigue:

c1 ((m +7)ef — QmCQ)
Gkt = 48m7

[(W(O) +6a(m +7)% ~ 14m® — 192m — 730) f
(4.35)

— 24m (a(m +7)—2(m+ 8))0%02 +24(a — )m?c3 — 24m20103} s+ 0(62),

donde ¢"'(0), a € R. La expresién (4.35) demuestra que nuestro esquema propuesto (4.16)
alcanza octavo orden de convergencia usando solo cuatro evaluaciones funcionales (a saber
Flzy) £ (zr) f(yr)y f(z1)) por iteracion. Por lo tanto, es un esquema 6ptimo segiin la conjetura
de Kung-Traub, completando asi la demostracién. O

4.3.1 Casos especiales del esquema propuesto

En esta seccién, discutiremos algunos casos especiales de nuestro esquema propuesto (4.16)
asignando diferentes funciones peso ¢;. En este sentido, consulte los siguientes casos, donde
hemos mencionado algunos tipos diferentes de miembros del esquema propuesto:

1. Consideremos la siguiente funcién peso directamente del Teorema 4.2

9 4 ¢HN(0)
(vk) =1+ 204 +20; — vit +vp g, (4.36)
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que conduce a la funcién de iteracién

Yk = Tk — MUk,

e 2 _ 1
2L = T — Mug |:Uk - 1:| ) (4.37)

> 3 19""(0) g
Thyl = 2k — mipug 1+ 2'Uk —+ 2vk — Vg + Vg 21 o —latk,

+4tk ,

resultando un nuevo esquema éptimo con convergencia de octavo orden.

2. Vamos a elegir otra funcién de peso que satisface las condiciones del teorema 4.2. Entonces,
obtenemos

16
d(vk) = s 6uy, — 7, (4.38)

que produce otro esquema 6ptimo de octavo orden:

Yk = T — MU,

o 21
k= Tk T MUK {”’“ op — 1] ’ (4.39)

t
Thy1 = 2k — Migug { +6’Uk—7+7k+4tk} .
V — atk

2+Uk

Satisface el siguiente término constante de error asintético ptimo

c1 ((m +7)ct - 2m02>
Cht1 =~ 24m7

{(3a(m +7)2 — 7m? — 96m — 359) ek

+12(a — 1)m2c3 — 12m (a(m +7)—2(m+ 8))c%cz — 12m26103] ek +0(e}).

3. Consideremos una funcién de peso mas de la siguiente forma:

dog) = — "% (4.40)
v = . .
k 1-— 2”19 + 21}]%

Luego, encontramos otra funcién de iteracién 6ptima de octavo orden, que se da a conti-

nuacion:
Yk = Tk — Mug,

ke = Tk T I [”’“ o — 1} ’ (4.41)

3
177_)]{; tk

+ 4ty |,
1— 21% + 21}% v — atg k

Th41 = 2k — Migug [
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que tiene el siguiente término constante de error asintético 6ptimo

c1 ((m +7)e2 — 2mc2>
Gk+1 =" 24m7

{(Sa(m +7)2 —7m?* — 96m — 437) cf +12(a — 1)m?*c3

—12m (a(m +7)—2(m+ 8))6%62 - 12m2c103} ey +0(ed).

4. De nuevo, consideramos
v + 1

31}2—%—1—1’

d(vg) = (4.42)

con la funcién de peso anterior, obtendremos otra nueva funcion de iteracién de octavo
orden 6ptima, que se proporciona a continuacién:

Yk = Tk — MU,

k= Tk I {”’“ vn — 1] ’ (4.43)
v +1 tr
Thy1 = 2 — mipu - + 4ty | .
k+1 k Kk {31}2—%—}-1 v — aty k
Satisface el siguiente término constante de error asintético ptimo
c1 ((m +7)ct — 2m02> A
S — {(3a(m +7)% = Tm? — 96m — 449) 4 12(a — 1)ym3c
2 2 8 9
— 12m<a(m +7)—-2(m+ 8))6162 —12m C163:| er + O(eg).
5. Con la ayuda de la siguiente funcién de peso.
21),2c + 3vg, + 2
vy) = kTR 2 4.44
oon) = i (4.44)
Tenemos otra siguiente funcion de iteracién de octavo orden 6ptima
Y = Tk — MUk,
Zp = T — mug Vi — 1
k= ok PR e — 1 (4.45)
207 + 3y, + 2 te

T+l = 2k — MERUE [ + 4ty |,

41);2’—%—&—2 v — atg
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que satisface el siguiente término constante de error asintético 6ptimo

c1 ((m +7)e2 — 2m02)
Ck+1 = 24m7

{(Sa(m +7)2 —7m? — 96m — 419) cf +12(a — 1)ym?>c3

—12m (a(m +7)—2(m+ 8))c%c2 - 12m20163} ey +0(ed).

De manera similar, las funciones peso arbitrarias ¢(vy) se eligen siempre que se cumplan las
condiciones del Teorema 4.2. Entonces, podemos obtener diferentres métodos 6ptimos de octavo
orden para aproximar raices multiples.

4.4 Experimentos numéricos

Aqui, verificaremos la eficiencia, la eficacia y el comportamiento de convergencia de nuestro
esquema propuesto con las funciones peso. Por lo tanto, elegimos algunas de las expresiones de

2(m+8) &a— 7m>4+96m+437
m+T - 3(m+7)2

nuestros esquemas, a saber, expresién (4.41) para (a =0, a=

y la expresion (4.43) para (a =0&a= 2(7;'1178)), denotadas por PM1,PM2,PM3, PM4 y

PMS5, respectivamente. Para nuestra experiencia numérica consideraremos diferentes problemas
aplicados: el primero es un problema de valor propio; el segundo es la ecuacién de estado de
Van der Waals, el tercero nuevamente es un problema de la vida real, pero para raices simples y
complejas, los altimos tres son problemas de prueba estandar, los cuales se pueden encontrar en
los siguientes ejemplos (5.1)—(4.6).

Ahora, queremos comparar nuestros métodos con otros métodos robustos existentes del mismo
orden con base en la diferencia entre dos iteraciones consecutivas, orden de convergencia compu-
tacional p y errores residuales en la funcién. Elegimos dos esquemas de los métodos iterativos de
octavo orden propuestos por Zafar [61], la expresién (4.2) para

2muw m
H(ug) = 6uj — uj 4 2ug + 1, P(og) = 1+ vy, :) = -
(ug) = 6uj —ujp +2up + 1, Plog) =1+vp y G(wg) APy AxPy
y la expresién (4.2) para
1 - 5u} +8u} Sy + m
H =——*% —F P =1 G T AP (1t o))
(’U,k) 1_ QUk ) (Uk) +Uk y (wk)) A2P0(1 _'_wk)’

denotadas por ZM1 and ZM2, respectivamente, para comparar cuél es el orden mas alto a la
fecha.
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1. Esquema ZM1

_ o fla)
Y
2k =Yk — muk(ﬁuz — u% + 2up + 1) JJ:/((Z’Z)) (4.46)
e = -+ 2 ) (S 1) 120
2. Esquema ZM?2
_ o fla)
Yk TR T i )
1 — 5u} + 8uj
1 = 2 — mupve(l+ 2up) (1 + vg) (AQ;:?I—ilwk)) J{/((ZZ)),
donde
_ () " o flz) w (fz) " B B -
h <f(xk’)) LT (f(yk)) PR (f(:rk)> Ap=1 Az=2 R=1

4.4.1 Coste computacional

También hacemos una comparacion entre los diferentes métodos estudiados anteriormente, cal-
culando su coste computacional en términos de productos.

Asi, v es la relacion entre el coste computacional de una divisién y el coste computacional de
un producto y ¢ es la relacién entre el coste computacional de una funcién radical y el coste
computacional de un producto, I y x son las relaciones entre las evaluaciones funcionales de f
y f"y los productos, respectivamente; Podemos expresar el coste computacional total para cada
método en términos de productos en la Tabla 4.1.

Para establecer la comparacién, no hemos considerado las evaluaciones funcionales, ya que todos
los métodos son 6ptimos de orden ocho y, por lo tanto, realizan el mismo nimero de evaluaciones
funcionales.

La figura 1 muestra los diferentes costes computacionales de los métodos estudiados cuando se
supone que un cociente es igual a 1,5 veces un producto y para diferentes valores de . En la
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Tabla 4.1: Coste computacional

Metodos  Coste computacional
PM1 3l + Kk + 10+ 6y + 25
PM?2 Bl+Kk+11+6v+26
PM3 l+rk+114+67+20
PM4  3l+ K+ 09+ 6y + 26
PM5 l+k+104+67+20
ZM1 3l+Kk+13+4y+ 35
ZM?2 l+Kk+15+6v+36

Figura 2 encontramos el coste computacional de los métodos, cuando asignamos un cociente
igual a 1,5 veces un producto y v toma diferentes valores entre 1,5y 2,5.

3

IPV1 IlPV2 EIPM3 C1Pm4 C]Pms Bl ZM1 Il ZM2]
T T T T

Cost

Figura 4.1: Costes computacionales paray =15y 1,5 <§ <3

Como podemos ver en la Figura 1, los métodos PM2 y PM3 tienen el mismo valor de coste
para todos los valores de «; Los esquemas PM1 y PM4 tienen un bajo coste computacional,
siendo el método PM4 el mas eficiente entre los dos. Por otro lado, el esquema de ZM1, que se
ha comparado con el nuestro, tiene un coste inferior al de ZM2 (que siempre permanece alto),
pero sin ser inferior al bajo coste del método de PM4.

En la Figura 2 observamos, como en la Figura 1, que los esquemas PM2 y PM3 siempre se
mantienen con un valor de coste igual entre los dos en todos los casos. Sin embargo, el resto de
los métodos se comportan de manera diferente en cada caso, con el método PM4 mas eficiente
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Hry1 ElPM2 EEPM3 [ IPM4 [ PMS BZMA1 -ZM2‘
T T T

45 T

40 -

30—

Cost

Figura 4.2: Costes computacionales para § =3y 1,56 <~ <25

para 6 = 1,5,2,2,5y el esquema ZM1 mas eficiente para § = 3. De estas observaciones podemos
afirmar que el método PM4 es el mas eficiente de los esquemas estudiados.

En Tablas 4.2 y 4.3, mostramos el nimero de iteracion (k), el error en las iteraciones consecuti-
vas |zg41 — x|, orden computacional de convergencia (p) (usamos la férmula dada por Cordero
y Torregrosa [68] para calcular (p) y el error residual absoluto de la funcién correspondiente
(If(zg)|. Debido a que estamos ejecutando un método de alto orden y queremos comprobar nu-
méricamente su orden de convergencia, hacemos nuestros célculos con varios digitos significativos
(minimo 3000 digitos significativos) para minimizar el error de redondeo.

Como mencionamos en el parrafo anterior, calculamos los valores de todas las constantes y
errores residuales con varios digitos significativos. Sin embargo, mostramos el valor de los errores
en las iteraciones consecutivas |xg41 — x| y los errores residuales absolutos en la funcién | f(zy)|
hasta 2 digitos significativos con potencia exponencial que se mencionan en las Tablas 4.2 y 4.3.
Ademas, el orden computacional de convergencia se proporciona hasta 5 digitos significativos.
Finalmente, mostramos los valores de ceros aproximados de hasta 30 digitos significativos para
cada uno de los ejemplos.

Todos los calculos se realizaron utilizando el paquete de programacion Mathematica 11 con
aritmética de precisién variable. Ademas, el significado de a(+b) es una abreviatura de a x 10(+0)
en las siguientes Tablas 4.2 y 4.3.

Ejemplo 4.1. Problema de valor propio:
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Uno de los principales problemas del algebra lineal se refiere al célculo de los valores propios
de una matriz cuadrada. Ademaés, encontrar las raices de la ecuaciéon caracteristica de una
matriz cuadrada mayor que 4 es otro gran desafio. Por lo tanto, consideramos la siguiente
matriz de 9 X 9

(12 0 0 19 —19 76 —19 18 437]

—64 24 0 —-24 24 64 -8 32 376

-16 0 24 4 -4 16 -4 8 92

) —40 0 0 =10 50 40 2 20 242
A==-]-4 0 0 -1 41 4 1 2 25
81240 0 0 18 —18 104 —18 20 462
-8 0 0 —29 29 84 21 42 501

6 0 0 —4 4 —-16 4 16 -92
| O 0 0 0 0 0 0 0 24 |

El polinomio caracteristico correspondiente de la matriz A anterior estd dado por

fi(x) = 2° —292° + 34927 — 226125 4+ 84552° — 17663z* +159272> 4699322 — 247322 +12960.

(4.48)
La funcién anterior tiene una raiz miltiple en = 3 de multiplicidad 4. Para aproximarla,
consideramos el punto inicial x¢p = 3,1.

Ejemplo 4.2. Ecuacion de estado de Van der Waals:

(P + “1”2) (V — nay) = nRT. (4.49)

La siguiente ecuacion modeliza el comportamiento de un gas real siendo los parametros, a;
v ag, especificos para cada gas. La determinacion del volumen V' del gas en términos de los
parametros restantes requiere la solucién de una ecuacién no lineal en V

PV3 — (nasP + nRT)V? + a1n®V — ajagn® = 0. (4.50)

Dadas las constantes a; y ag de un gas particular, se pueden hallar valores para n,P y T,
tal que esta ecuacion tiene tres raices simples. Al usar los valores particulares, obtenemos la
siguiente funcién no lineal

fa(z) = 23 — 5,222% + 9,0825z — 5,2675. (4.51)

que tiene tres ceros y de ellos uno es el cero miltiple z* = 1,75 de multiplicidad 2, la otra es
la raiz simple z* = 1,72. Nuestro deseado cero es z* = 1,75 y se elige la aproximacién inicial
o = 1,8.

Ejemplo 4.3. Problema de ingenieria quimica:

Consideremos una ecuaciéon cuértica de [69, 70], que describe la fraccion de la alimenta-
cién de nitréogeno-hidrogeno que se convierte en amoniaco (esta fraccion se llama conversion
fraccionaria). Considerando 250 atmésferas de presién y 500°C, la mencionada ecuacioén se
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puede convertir en la forma
f3(2) = 2% — 7,790752% + 14,74452% + 2,5112 — 1,674. (4.52)

La funcién anterior tiene un total de cuatro ceros, y de ellos dos son reales y los otros dos son
complejos conjugados entre si. Sin embargo, nuestro cero deseado es x* = 3,9485424455620457727+
0,3161235708970163733¢. La razén de haber considerado este problema de raices complejos
simples es para confirmar que nuestros métodos, a pesar de haber sido construido para raices
miltiples, también funcionan para raices simples. Ademaéas, nos permite investigar el com-
portamiento de los algoritmos en ceros simples y complejos. En este caso hemos considerado

la estimacidn inicial g = 3,8 + 0,32¢ .

Ejemplo 4.4. Tomemos una funcién de prueba no lineal estandar de Petkovic et al. [49], que
contiene funciones trigonomeétricas, exponenciales y polinémicas dada por

fa(z) = z? exp(z) — sin(z) + . (4.53)

La funcién anterior tiene un cero miiltiple en z = 0 de multiplicidad 2. Asumimos la apro-
ximacion inicial zg = 0,05 para esta funciéon fy.

Ejemplo 4.5. Elegimos otro problema de prueba estandar de Petkovic et al. [49], que esta
definido por:
fs(x) = 2° — 82t + 242 — 342 + 232 — 6. (4.54)

Esta funciéon f5 tiene una raiz miltiple ent © = 1 de multiplicidad 3. Para esta funcion f5,
consideramos estimacion inicial zg = 0,9.

Ejemplo 4.6. Finalmente, consideramos una funcién de prueba no lineal mas, que se da a

(z—v5)"
(z—1)2+1"

continuacion:

fo(x) = (4.55)

La funcién anterior tiene un cero mltiple en z = v/5 de multiplicidad 4. Hemos elegido la
aproximacion inicial. g = 2,5 para la funcién fg.
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Tabla 4.2: Comparacién basada en error residual (es decir |f(zn)|) de diferentes funciones de
iteracion.

f(x) ZM1 ZM?2 PM1 PM?2 PM3 PM4 PM5

6,8(—5)  6,7(—=5)  2,5(—9)  1,1(—=6)  1,4(—6)  25(—9)  1,1(—6)
12(—53)  1,5(—53) 8,8(—90) 8,7(—74) 24(—70) 9,4(—90)  2,3(—73)

h(@) 50(—443) 5,7(—442) 2,2(—733) 1,9(—610) 1,9(—142) 3,8(—733) 1,1(—606)

146(—9)  51(=9)  34(—9) 7,3(—10) 1,8(—11) 3,5(-9)  7,5(—10)
8,0(—35) 2,9(—34) 2,0(—36) 83(—43) 24(—60) 2,3(—36) 1,2(—42)

P2(2) 5 11 (Coa0) 43(—236) 3.9(—254) 25(—306) 2.7(—500) 1,3(—253) 6,3(—305)

73(=3)  12(-2) 7.1(-3) 46(-3) 38(-3) 7.4(-3) 48(-3)
6,8(—21)  4,2(=19)  2,6(—21) 2,7(=23) 7,1(=25) 3,5(=21) 4,3(—23)

1,5(—20)  2,6(—20) 3,9(—21) 6,3(—22) 1,0(—22) 4,2(-21) 7,5(—22)
5,3(—158) 8,5(—156) 3,0(—163) 1,7(—170) 7,4(—178) 5,7(—163) 7,8(—170)

fa(@) 1,7(—1257) 1,3(—1239) 3,9(—1300) 3,8(—1359) 4,9(—1419) 6,4(—1298) 1,2(—1353)

1,0(—24)  20(—24) 1,9(-25) 1,1(—26) 7.9(—28) 2,0(-25) 1,3(—26)
1,2(—193)  4,8(—191) 1,6(—200) 4,9(—212) 4,4(—223) 3,2(—200) 3,1(—211)

55(2) 3 3 4(—1545) 5,3(—1524) 3,6(=1601) 1,0(—1694) 4,4(—1785) 1,1(—1598) 4,0(—1688)

24(=3)  22(-3) 1,1(—=6)  3,4(=5)  42(-5)  1,1(—=6)  3,4(-b)
2,4(—-29)  4,7(—29) 1,2(—55) 1,4(—45) 58(—46) 1,5(=55)  2,2(—45)

2,9(—235) 2,4(—232) 4,1(—447) 2,9(—368) 1,8(—372) 2,3(—446) 1,6(—366)

n
1
2
3
1
2
3
1
2
B 5 41(165) 1,2(-150) T.5(—169) 3.5(—185) 1,1(—198) 9,5(—168) 1,7(—183)
1
2
3
1
2
3
1
2
fe(z) 3

(* significa que el método no funciona para raices simples (m = 1).)
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Tabla 4.3: Diferencia entre dos iteraciones consecutivas. (es decir |zn4+1 — x,|) de diferentes
funciones de iteracién.

ZM1 ZM?2 PM1 PM?2 PM3 PM4 PM5
30(=2)  30(—2) 24(-3) 1,1(-2) 1,2(-2) 24(-3) 1,1(-2)
2,0(-14)  2,1(—14) 1,8(=23) 1,8(—19) 1,3(—18) 1,9(—23) 2,3(—19)
8,9(—112) 1,63(—111) 2,3(—184) 1,2(~153) 1,2(—36) 3,8(—184) 1,1(—152)
7,9887 17,9884 7,9995  7,9975  1,1305  7,9995  7,9972
39(—4)  41(-4)  34(—4) 16(—4) 24(-5) 34(-4) 1,6(-4)
52(—17)  9.8(—17) 82(—18) 5,3(—21) 8,9(—30) 88(—18) 6,4(—21)
5,9(—120) 1,2(—117) 1,1(—126) 9,2(—153) 9,5(—250) 2,1(—126) 4,6(—152)
7,9945 7,9941 79963  7,9991 89998  7,9963  7,9990
72(—4)  12(=3) 7,0(-4) 4,6(—4) 3,7(—4) 7.3(—4) 4,3(—4)
6,7(—22) 4,2(—20) 2,5(—22) 2,7(—24) 7,0(-26) 3,5(—22) 4,3(—24)
4,0(—166) 1,2(—151) 7,4(—170) 3,5(—186) 1,1(—199) 9,4(—169) 1,7(—184)

f(x) n
1
2
3
p
1
2
3
p
1
2
3
p  8,0004 8,0007 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000
1
2
3
p
1
2
3
p
1
2
3
p

J1(x)

Ja(z)

f3(z)

1,2(-10) 1,6(-10) 6,1(—11) 2,5(—-11) 1,0(—-11) 6,5(—11) 2,7(—11)
2,3(=79) 2,9(-78) 5,5(—82) 1,3(—85) 2,7(—89) 7,5(—82) 2,8(—85)

4,1(—629) 3,6(—620) 2,0(—650) 6,2(—680) 7,0(—710) 2,5(—649) 3,4(—677)
8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000
8,0(—9) 1,0(—8) 4,5(-9) 1,7(-9) 7,3(-10) 4,7(-9) 1,9(-9)
3,9(—65) 2,9(—64) 2,0(-67) 2,9(-71) 6,1(=75) 2,5(—67) 5,4(—71)

1,2(—=515) 1,4(—508) 2,6(—534) 1,7(—565) 1,3(—595) 1,8(—533) 2,7(—563)
8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000 8,0000
2,6(—1) 2,6(—1) 4,1(-2)  94(-2) 99(-2) 4,1(-2) 94(-2)
8,9(—8)  1,0(—=7) 24(—14) 7,7(—12) 6,2(—12) 2,5(—14) 8,6(—12)
2,9(=59) 1,6(-58) 3,2(—112) 1,6(—92) 1,5(-93) 4,9(—112) 4,5(-92)
8,0000 8,0000 7,9983 7,9967 7,9989 7,9983 7,9963

(** significa que COC (p) no se puede calcular para este método.)

Ja(z)

Jo(x)

Nota 4.1. Vale la pena sefialar de las Tablas 4.2 y 4.3 que nuestros métodos propuestos son
eficientes para determinar miltiples ceros de funciones no lineales y son mucho mejores que otros
métodos iterativos de sexto orden eficientes bien reconocidos. Con todos los casos especiales del
esquema propuesto obtenemos mejores resultados en todos los problemas analizados considera-
dos. Ademas, estos métodos también tienen los errores residuales minimos correspondientes a las
funciones de prueba consideradas f. El error minimo entre las iteraciones consecutivas corres-
pondientes a las funciones consideradas también pertenece a los métodos iterativos estudiados.
Confirmamos que estos nuevos esquemas convergen mas rapido hacia el cero requerido de la
funcién correspondiente en comparacién con otros métodos existentes.

Ahora, para realizar el estudio de convergencia local, tomamos los siguientes ejemplos fu(z) =
cos(z)—1, f(x) = 2%(@® = 1)y fe(z) = 2+ cos(z) — 5 de la literatura, ver [35], donde el radio
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de convergencia local se ha calculado para los métodos iterativos de tercer orden, comparamos
el radio de convergencia local r; de los métodos de Halley con el obtenido en este estudio para
un método de cuarto orden, r. Vea los resultados en Tabla 4.4.

Tabla 4.4: Radio de la bola de convergencia local (fo—c).

Example z* m [a, b] kq rH o r1 rg=r3="
fa 0 2 [-m/2,7/2] 1 12679 3 2 0.374785
fo 0 2 R 12 0.1152 0.25 0.166667 0.031221
fe w/2 3 R 1 1.972 4 3 0.540692

Finalmente, tomamos los ejemplos de nuestra experiencia numérica donde se conoce la solucién
exacta y la cota correspondiente establecida en (4.8) se puede obtener en R.

Tabla 4.5: Radio de la bola de convergencia local (f1,2,4,5)

Example z* m [a, b] k1 o 1 ro =13 =1
f1 3 4 (2,4] 21.5 0.237388 0.189911 0.033425
fa 1,75 2 R 100 0.03 0.02 0.003747
fa 2 ] _oo,1/2[ 806 0372018 0.48012  0.046467
fs 1 3 11/2,3/2] 11 0.363636 0.272727 0.049149

Nota 4.2. En Tablas 4.4 y 4.5 mostramos los valores que restringen el radio de convergencia
local. Observe que el valor r3 en todos los ejemplos es el radio final, ya que obtenemos una
sucesén decreciente de valores rg < r1 < r1 < rs. Entonces, el dltimo valor es el radio de
convergencia local. En este intervalo de convergencia local podemos elegir el punto inicial para
nuestro método iterativo. Queremos subrayar que a pesar de ser un método de orden superior, el
intervalo de convergencia local sigue siendo considerablemente bueno.
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Capitulo 5

Diseno de métodos de alto
orden y analisis de su
rendimiento

Basado en [3] :"A Higher Order Chebyshev-Halley-Type Family of Iterative Methods for Multiple
Roots”. Mathematics.

5.1 Introduccién

En este capitulo introducimos métodos eficientes de alto orden para el caso de raices maltiples
de una ecuacién no lineal.

Existe un gran namero de problemas en los cuales es muy dificil calcular la solucién exacta de
manera analitica, por esta razén, en este capitulo nos hemos concentrado en obtener aproxima-
ciones de la solucién hasta un grado especifico de precisién mediante un procedimiento iterativo,
por supuesto, haciéndolo también con la maxima eficiencia. En [25], Kung y Traub conjeturaron
que un método sin memoria que usa d + 1 evaluaciones funcionales por iteracion puede tener
como maximo orden de convergencia p = 2¢. Sj se alcanza este limite, se dice que el método es
6ptimo.
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Para resolver una ecuacién no lineal f(x) = 0 por medio de iteraciones, tenemos la conocida
familia de métodos ciibicamente convergente Chebyshev-Halley [71], que viene dada por:

B 1 Ly(zy) f(zg)
Tpp1 =T — |1+ 21— aLy(zy) | f'(zx)

, a€R, (5.1)

11
donde Ly (zy) = M Una gran variedad de métodos iterativos pueden ser reportados

)2
en casos particuIares.fP(orke)jemplo, el método clasico de Chebyshev [25, 72], el método de Halley
[25, 72] y el método super Halley [25, 72] se pueden obtener si & = 0, a = % ya =1,
respectivamente. A pesar de la convergencia de tercer orden, el esquema (5.1) se considera menos
practico desde un punto de vista computacional debido al célculo de la derivada de segundo orden.

Por esta razén, distintas variantes de los métodos de segundo orden Chebyshev-Halley libres
de derivadas se han presentado en [10, 73, 74, 75]. Se ha demostrado que estos métodos son
comparables, en su desempefio, a los métodos clasicos de tercer orden tipo Chebyshev-Halley
y también pueden competir con el método de Newton. Una familia de estos métodos se da a
continuacién:

f(zk)

Yk =Tk = 1)

(5.2)
a€R.

L fyr) (@)
Tht1 = Tk <1 * Jlzg) — Oéf(yk)) f'(zg)’

Podemos obtener facilmente algunos métodos conocidos de tercer orden propuestos por Potra
y Ptak [10] y Sharma [73] (el método Newton-secante (NSM)) para « = 0 y o = 1. Ademas,
tenemos el método de Ostrowski [28] que tiene una convergencia éptima de cuarto orden, que
también es un caso especial para a = 2. Esta familia es importante e interesante, no solo por
no usar una derivada de segundo orden o superior sino también porque este esquema converge
al menos cibicamente y tiene mejores resultados en comparacion con los existentes. Ademas,
tenemos varias modificaciones de orden superior de los métodos de Chebyshev-Halley disponibles
en la literatura, y algunas de ellas se pueden ver en [76, 77, 78, 79].

En el caso de las maltiples raices de las ecuaciones no lineales tenemos algunas modificaciones
0 mejoras 6ptimas y no 6ptimas de cuarto orden de la funcién de iteracién de Newton para
raices maltiples en los articulos de investigacién [51, 53, 31, 58, 59]. Ademas, podemos encontrar
algunos métodos de orden superior para este caso, pero algunos de ellos no alcanzan la maxima
eficiencia [60, 66, 80, 61, 81, 82]. Por lo tanto, este tema es de interés en la literatura actual.

Proponemos una nueva funcién de iteracion de tipo Chebyshev-Halley para raices maltiples, que
alcanza un alto orden de convergencia. Especificamente, obtenemos una familia de métodos
iterativos con un parametro libre «, con convergencia de sexto orden. Por lo tanto, el indice
de eficiencia es de 61/4, y para = 2, este indice es de g1/4, que es el valor maximo que se
puede obtener con cuatro evaluaciones funcionales, alcanzando la optimalidad en el sentido de
la conjetura de Kung y Traub. Ademas, en el teorema principal se presenta un extenso analisis
del orden de convergencia.
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Recordamos que z* € C es una raiz miltiple de la ecuacién f(x) = 0, si se verifica que:

J@)=0,1" @) =0, f"Va) =0y fE £o.
El entero positivo (m > 1) es la multiplicidad de la raiz.

Nos ocupamos de los métodos iterativos en los que la multiplicidad debe conocerse de antemano,
porque este valor, m, se utiliza en la expresion iterativa. Sin embargo, sefialamos que estos
métodos también funcionan cuando uno usa una estimacién de la multiplicidad, como se propuso
en el estudio clasico realizado en [83].

Finalmente, consideramos algunas situaciones de la vida real que comienzan a partir de algunas
condiciones dadas para investigar y algunos problemas de pruebas académicas estandar para
experimentos numéricos. Nuestras funciones de iteracion aqui son mas efectivas que los métodos
existentes para raices multiples en términos de errores residuales y errores entre dos iteraciones
consecutivas, ademas, obtenemos un orden de convergencia computacional méas estable. Es decir,
los métodos propuestos son competitivos.

5.2 Construccion del esquema de orden superior

En esta seccién, presentamos por primera vez los nuevos métodos de tipo Chebyshev-Halley para
ecuaciones no lineales con raices multiples. Para construir el nuevo modelo, consideramos el

siguiente esquema: _ fzg)
Yk = Tk — mf’(mk)’
B n f(zk)
zkka—m<l+ 1—&77) fl(:ck:)’ (53)

Tk4+1 = Rk — H(n7 T) .f{((:i];)) )

donde la funcién:
nr (B — (=2 (n+1) +7° + 72)
n+1D(r+1)

H(n, 1) =
con:

ﬂ:m((a(a+2)+9)7]3+nz(a(o¢+3)—671—3)+77(a+87+1)—|—27+1),
_(f)\m
n(f($k)>17
T:<f(zk))a
f))

donde o € R es una variable libre disponible. Para m = 1, podemos obtener facilmente el
esquema (5.2) de los dos primeros pasos del esquema (5.3).
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En el Teorema 5.1, ilustramos que el esquema construido alcanza al menos una convergencia
de sexto orden y para o = 2, obtiene octavo orden sin utilizar ninguna evaluacién funcional
adicional. Es interesante observar que H(n, 7) juega un papel importante en la construccion del
esquema presentado (para mas detalles, consulte el Teorema 5.1).

Teorema 5.1. Consideremos que x = x* es una raiz maltiple con multiplicidad m > 1 de una
funcién analitica f : D C C — C en la regién que contiene la raiz miltiple z* de f(z), entonces,
el esquema (4.16) alcanza al menos una convergencia de sexto orden para cada o, pero para un
valor particular de o = 2, alcanza la convergencia éptima de octavo orden.

Demostracién. Desarrollamos las funciones f(x) y f'(zy) sobre & = z* con la ayuda de la
expansién de la serie de Taylor en torno a la solucién, lo que nos lleva a:

(m) (g% 5
flzp) = fT('x)e? (H—clek+czez+C3ei+C4eﬁ+C5ez+ceeg+07ez+c8ei+O(ez)), (5.4)
y
£( M=) me 2 3 4
k) =G m+ (m+ 1)cieg + (m + 2)ceer, + (m + 3)czer, + (m + 4)cqey,

+ (m+ 5)C562 + (m+ 6)0662 + (m+ Terel + (m + 8)0862 + O(ez)) ,
(5.5)

m—1+47j,.*
m! I (’”),j:27374,,.,8yek=mk—m*eselerror

e e

respectivamente, donde c; = @
en la n-ésima iteracién.

Insertando las expresiones anteriores (5.4) y (5.5) en el primer subpaso del esquema (4.16) se
obtiene:

5
c1 2 i+3 9
Yp— 2" = ekt Z@'@?L + O(ex), (5.6)
i=0
donde ¢; = ¢;(m,c1,ca,...,cg) estan dados en términos de m, ca,c3, ..., cg, por ejemplo

1
o) ﬁ@mcz —(m+ 1)0%) y

1
P11 = 3 [3m203 + (m+ 12 —mB3m + 4)c162} , etc.
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Usando la expansién de la serie de Taylor y la expresién (4.20), tenemos:

ca\ym _ 2 c1\™
f(yk) :f(m)(x*)e%m |: (rr;n)' + (2mea — (m 4+ 1)cq) (m) ek

mlcy

1+ 1
+ (ﬂ) 2l 3{(3+3m+3m2 +m>)ct — 2m(2 + 3m + 2m?)ci ey
mlc3

" (5.7)
5 .
+4(m — 1)m203 + 6m20103}e% + Z Q_Sie;j_g i O(ez)} .
i=0
Obtenemos la siguiente expresion usando (5.4) y (5.7):
2 — 22
n= Cik 4 =mez n(;; +2)ct i + boep + 1€y + Oaeh + O(eg), (5.8)

donde

0 2m? + Tm 4+ 7)¢} + 6m2c3 — 2m(3m + T)eica
0 =
2m3 ’

1
01 =— P [12m2(2m +5)c1cs + 12m2((m + 3)c3 — 2meg) — 6m(4m? + 16m + 17)cica+

(6m® + 29m> + 51m + 34)cﬂ y

02 :241 - [12m2(10m2 +43m + 49)ciez — 24m> ((5m + 17)cacz — 5mes) 4 12m” ((10m2+
m
4Tm + 53)c3 — 2m(5m + 13)04)01 — 4m(30m® + 163m® + 306m + 209)cies + (24m*

+ 146m® + 355m2 + 418m + 209)cﬂ .

Con la ayuda de las expresiones (5.4)—(5.8), obtenemos:

2 4
* (a=2)ct 3 i+4 9
a—at = LA LS e+ O, (59)
i=0
donde ¥; = ¢;(a, m,c1,c2,...,cg) estan dados en términos de a,m, ca,c3,...,cg con los dos

primeros coeficientes escritos explicitamente como
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o = — QL [(2a2 —10a + (7 — 4da)m + ll)c:f +2m(4a — 7)clc2} y
[ — 6a° 4 420 — 960 + (29 — 18a)m? + 6(3a% — 14a + 14)m + 67)ci +
m?(5 —

3a)cies 4+ 12m2(3 — 20)c3 + 12m( — 302 + lda + (5o — 8)m — 14)c%02}

Usando la expansién de la serie de Taylor y (5.9), tenemos:

_(« i)cf 5 '
Fax) =™ @)l (’;,)+Zwiez+0<e2> : (5.10)

i=1
De las expresiones (5.7) y (5.10), tenemos ademas

—9 —2a2+8a+2a—3m—702+2m3—2a02
femda, o= 3m DA+ InE=200%) 3+ i+ 90k + 0D

(5.11)
donde

{ —3a® + 18a% — 30a + (4- 30)m? + 3(2a —Ta+5)m+ 11)01 +3m? (4 —3a)cs3

m(— 402 + 14a + 3am — 4m — 10)6162} Y
72 = [

24 1 [24m (= 60° + 200 + (4o — 5)m — 14)c1e3 + 12m° ((—8a” + 24a + dam — 5m

—13)c3 + 2m(5 — da)eq) — 12m(120° — 660> + 100a + 2(da — 5)m” + (—20a° + 64a
—41)m — 33)cier + (— 24a* +1920® — 4920% + 3920 + 6(4a — 5)m® + (—72a° + 2320
— 151)m? + 6(120° — 660 + 100a — 33)m + 19)cﬂ

Usando las expresiones (5.8) y (5.11), obtenemos:

2 2
H(n,7)= —(arni)clek + )\1€k +)\2€k + O(e ) (5.12)

donde

86



5.2 Construccion del esquema de orden superior

A1 :;ﬁ [c% (—2a2 +8a+ (4 — 7)m — 7) +2(7— 4a)czm} y
A2 :6% [e‘%( —6a” +36a” — 66a + (29 — 18a)m> + 3(6a° — 22a + 17)m + 34) + 12(5—

3a)03clm2 +12(3 - 2a)c%m2 + 6cacim (—6@2 + 220+ 2(5a — 8)m — 17) } .

Ahora, usamos las expresiones (5.4)—(5.12) en el Gltimo sub paso del esquema (5.3), y consegui-
mos:

3
€Lk4+1 = Z Lie;€+5 + O(ez), (513)
i=1
donde
_ oN2.3
L=l (a2 —a+m’ — (o +4a—17) m = 3) = 262(m — 1ym],
m

Ly =(a — 2)c} [ - 12c2¢fm{100” — 240” — 39a + (16a — 27)m* — (10a° + 27a° — 262a
+301)m + 91} + 12c5c1m®(—da + (da — T)m + 8) + 12c3m*(—12a + 4(3a — 5)m
+21) + ¢ { — 240" +168a° — 1560° — 662a + (52a — 88)m® — (60a” + 162a° —

1616a + 1885)m> + 2(18a" — 12a° — T11a® + 2539a — 2089)m + 979}]  y
_a
T 24m8
2 2 3.2 4 3 2
o + 840 + (240 — 80a + 66)m — 73) + 12cscim”{2(15a" — 63a° — 5a” + 2900—

296) + (54a” — 190a + 165)m” + (~30a" — 280 + 968a° — 2432 + 1697)m } + 12

Lj

[ — 2dcgezerm® (4207 — 146+ 125)m — 6(7a” — 26a + 24)) — 24chm® (— 24

c%m2{c§ (80a4 — 304a® — 22602 + 1920a + 2(81a2 — 277 + 234)m? + (—80a’ —
11202 + 271207 — 64100 + 4209)m — 1787) —4(a —2)eam(—3a+ (3a — 5)m + 6)}
- 2ch‘1"m{ —3(960° — 8040’ + 1504a° + 267602 — 10612a + 8283) + 4(177a” — 611
a4 521)m> — 3(220a* + 280a° — 755602 + 18400 — 12463)m? + 4(108a° — 2340
— 43020° + 2200202 — 38593 + 20488)m} + c?{48a6 — 4800° + 99602 + 547205 —

298100 4 50792a + (27602 — 9560 + 818)m* + (—360a* — 4480° + 12434a% — 30518
o+ 20837)m> + (4320° — 1236a* — 160440° + 923060 — 161292a + 88497)m? + (—

16805 + 8880” + 53520 — 555800° + 17329002 — 2245540 + 97939)m — 29771}] .
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Es de destacar que alcanzamos al menos una convergencia de sexto orden para todos los a.
Ademaés, podemos obtener facilmente L1 = Ly = 0 usando o = 2.

Ahora, adoptando o = 2 en la expresion (5.13), obtenemos:

Ao (12e3c1m® — 12c2¢tm(3m? + 30m — 1) + 12c3m? (2m — 1) + ¢ (10m® + 183m? + 650m — 3)) 4
€k4+1 = 8 €k
24m

+0(e}),

(5.14)
donde

Ag = (¢} (m + 1) — 2c1com).

La expresion anterior (5.14) demuestra que nuestro esquema propuesto (4.16) alcanza octavo
orden de convergencia para a = 2 usando solo cuatro evaluaciones funcionales por iteracién
completa. Por lo tanto, es un esquema 6ptimo para este valor particular de o = 2 de acuerdo
con la conjectura de Kung—Traub, completando la prueba. O

5.3 Ejemplos numéricos

En esta seccién, ilustramos el comportamiento de eficiencia y convergencia de nuestras funciones
de iteracién para valores particulares « =0, a =1, a = 1,9, y @ = 2 en la expresién (5.3), lla-
mados OM1,0M2, OM3y OM4, respectivamente. En este sentido, elegimos cuatro problemas
reales con ceros multiples y simples. Los detalles se describen en los ejemplos (5.1)-(5.4).

Para una mejor comparacién de nuestros métodos iterativos, consideramos varios métodos exis-
tentes de orden seis y el 6ptimo orden ocho. En primer lugar, comparamos nuestros métodos con
la familia de dos puntos de los métodos de sexto orden propuestos por Geum et al. en [60], y de
ellos, seleccionamos el caso 4c, que se expresa como sigue:

_ f(zg)
yk_xk_mf’(xk)’ m > 1,

m+ ajuy 1 fyk) (5-15)

_ X R
1+ brug +boug? = L+cisk | f(yx)

Tg41 = Yk

donde:
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5.3 Ejemplos numéricos

_ 2m (4m* — 16m® + 31m? — 30m + 13) oA (2m® — 4m + 3)
“= , (m—1)(4m2 —8m +17) ’ 1_(m—1)(4m2—8m+7)’
4m® —8m+3
by =~y =2(m -1
2 dm2 —8m + 7’ “ (m—1),
L S
un:<M)m sk:<f/(yk)>m_l
fla)) f'(z) ’
llamado GM1.

Ademas, también los comparamos con una familia mas, no éptima, de funciones de iteracién de
sexto orden dadas por los mismos autores en [66], y de ellas, elegimos el caso 5YD, que viene
dado por:

_ f(zg)
ykffb‘k—mf,(wk), m > 1,

o | (= 2) Qu = 1) | f(g)
e [(uk — 1) (5uy, — 2)} fay)’ (5.16)
e — _m[ (up —2) (Rup — 1) }f(ﬂlk)

TR GBug —2) (up + ok — D) | ()

S N
donde uy = (;Eiig) y v = (;E::;) , y este método se denota como GM2.

Ademas, comparamos nuestros métodos con los métodos iterativos 6ptimos de octavo orden
propuestos por Zafar et al.[61]. Escogemos los siguientes dos esquemas de ellos:

e mﬁ(&))’
wy, = yp, — mug (6ulp — uj + 2uy, + 1) ]{,((Z’;)), (5.17)
Tpa1 = wi — mugug (1 + 2ug) (1 4 vg) (%) J{/(&))
y:
e mﬁ(gv’l))’

3wy + 1 ) f(zg)

Ty1 = Wi — mugvg (1 + 2ug) (1 + vy) (A2P0(1 Fon) f’(x;;)’
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f(zk) fyk) f(zk)
denotados en nuestras tablas como ZM1 y ZM2, respectivamente.

1 1 1
donde uy, = (f(y’“)) ™o = (f(w’“)) ™ wy = (f(wk)) ™y esos métodos iterativos estan

Finalmente, comparamos con otra funcion de iteracion de octavo orden 6ptima dada por Behl et
al. [3], consideramos en este caso los siguientes esquemas

_ f(zg)
Yk =Tk = ()

2L =Y — mff/((zl;)) hk(l + Qhk), (5.19)
h .
Tpr1 = 2k + m]{’((?;)) ltk_ fk [ — 1= 2hy, — h2 4 4h3 — 2Jk]
y
f(zg)

)

e TR T P )

2k =Yk — m}c,((?;)) hy (1 + 2hy), (5.20)

o = - m (zx) tphg [1 + 9hZ + 2j + (6 + 8jk)}

f’(a:k) 11—t 1+ 4hy
1 1

e 1 1
con hy = (;gig) " k= (}C((;’i%) t = (f(z’“)) ™ los cuales son denotados por BM1 y

BM?2, respectivamente.

Para comparar estos esquemas, realizamos una experiencia numeérica, y en las tablas 5.1, 5.2, 5.3
y 5.4, mostramos la diferencia entre dos iteraciones consecutivas |rx11 — x|, el error residual
en la funcién correspondiente |f(x)| y el orden de convergencia computacional aproximado (),
definido en el capitulo 2 (usamos la férmula 2.2.3 dada por Cordero y Torregrosa [84]:

In(|| zpy1 — 2 || /|| ok — 2g—1) ||
In(|| i —zp—1 || /|| 2p—1 — 22 [])’

ﬁ:

Hacemos nuestros calculos con varios digitos significativos (un minimo de 3000 digitos significa-
tivos) para minimizar el error de redondeo. Ademas, el orden de convergencia computacional se
proporciona hasta cinco digitos significativos. Finalmente, mostramos la estimacién inicial y los
ceros aproximados de hasta 25 digitos significativos en el ejemplo correspondiente, donde no hay
una solucién exacta disponible.

Todos los calculos se han realizado utilizando el paquete de programacion Mathematica 11 con
aritmética de precisién miltiple. Ademas, el significado de a(=+b) es una abreviatura de a x 10(+0)
en los resultados numéricos.

Ejemplo 5.1. Problema de crecimiento poblacional:
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La ley de crecimiento de la poblacién se define de la siguiente manera:

dAN(t)
dt

=yN(@) +n,

donde N (t) expresa la poblacion en el momento t, n hace referencia a la tasa de inmigracion
fija o constante, y v es la tasa de natalidad fija o constante de la poblacién. Podemos obtener
facilmente la siguiente solucién de la ecuacién diferencial anterior:

N(t) = Noe"* + L1y,
Y

donde Ny es la poblacién inicial.

Para un estudio de caso particular, el problema se presenta de la siguiente manera: Supongamos
que inicialmente una cierta poblacién contiene 1,000,000 de personas, que 300,000 personas
emigran a la comunidad en el primer afio y que hay 1,365,000 personas presentes al final de un
afio. Encuentra la tasa de natalidad (v) de esta poblacién.

Para determinar la tasa de natalidad, debemos resolver la ecuacién:

300

fi(w) = 1365 — 1000¢" — == (e” —1). (5.21)

en donde x = ~y y nuestro cero deseado de la funcién fy anterior es 0.05504622451335177827483421.
La razén para considerar el problema de la raiz simple es confirmar que nuestros métodos también
funcionan con ceros simples. Elegimos el punto de partida como xg = 0,5.

Ejemplo 5.2. La ecuacién de estado de Van der Waals.:

2
ain
(P + V2 ) (V —nag) =nRT,
explica el comportamiento de un gas real al introducir en las ecuaciones del gas ideal dos para-
metros, a1 y ag, especificos para cada gas. La determinacién del volumen V' del gas en términos
de los parametros restantes requiere la solucién de una ecuacién no lineal en V,

PV3 — (nagP + nRT)V2 + a1n2V — a1a2n2 =0.

Dadas las constantes a1 y as de un gas en particular, uno puede encontrar valores para n, P y
T, de modo que esta ecuacién tenga una raiz doble. Al usar los valores particulares, obtenemos
la siguiente funcién no lineal:

fa(z) = 23 — 5,222% + 9,0825z — 5,2675. (5.22)

que tiene tres ceros; de ellos, uno es el cero a = 1,75 de multiplicidad dos, y el otro es el cero
simple « = 1,72 . Nuestra raiz deseada es a = 1,75, y elegimos xg = 1,8 como la estimacién
inicial.
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Ejemplo 5.3. Problema de valor propio:

Para esto, elegimos la siguiente matriz 8 x 8:

[—12 —12 36 —12 0 0 12 8
148 129 —397 147 -12 6 —109 -74
72 62 —186 66 -8 4 —54 —36
Ao —-32 -2 88 —36 0 0 24 16
20 13 —45 19 8 6 —-13 —10
120 08 —330 134 -8 24 —90 —60
—132 —109 333 —115 12 —6 105 66
0 0 0 0 0 0 0 4 |

El polinomio caracteristico correspondiente de esta matriz es el siguiente:
f3(x) = (z — 4)3(z + 1) (x — 8)(z — 20)(z — 12)(z + 12).

La funcién anterior tiene una raiz miltiple en o = 4 de multiplicidad tres. Ademas, consideramos
xg = 2,7 como punto de partida.

Ejemplo 5.4. Consideremos la siguiente ecuacion polinomial:
3 50
i) = (@@= =1) " (5.23)

El cero deseado de la funcién anterior f4 es o = 2 con multiplicidad de orden 50, y escogemos
un valor inicial xy = 2,1 para este problema.
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Tabla 5.1: Comparacién sobre la base de la diferencia entre dos iteraciones consecutivas |z54+1 —
x| para las funciones fi—fa.

f n OM1 OM?2 OMs3 OM4 GM1
1 23(=3) 84(-4) 93(=5) 35(-5) *
;2 20(-16)  90(-20) 88(-28) 20(-37) *
13 97(-95) 1.3(=115) 6.4 (—166) 2.5 (—295) *
p  5.9997 6.0000 6.0001 8.0000 *
1 13(=3) 82(-4) 40(=3) 35(-4) 95(-4)
5 2 25(-10) 42(-12)  64(-16) 87 (-18) 27 (-11)
2 3 20(-50) 8.7(—62) 6.5 (—87) 1.5 (—126) 2.0 (—56)
p  5.9757 5.0928 6.0214 7.9963 5.9836
1 91(-5) 36(-5  80(—6) 6.0(—6) 8.5 (=5)
5 2 L8(-28) 14(-31) 98(-38) 20(-47) 10(-28)
33 12(-170) 4.4 (—190) 3.3(—229) 2.5 (—379) 3.1 (—172)
p  6.0000 6.0000 6.0000 8.0000 6.0000
1 24(=5) 71(=6) 42(-7) 14(-7) 18(-5)
5 2 15(-26) 17(-30) 39(-40) 67 (-54) 11(-26)
43 75(—154) 3.2(—178) 2.6 (—438) 1.7 (—424) 6.6 (—154)
p  6.0000 6.0000 6.0000 8.0000 6.0000

(* Significa que el método correspondiente no converge.)
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Tabla 5.2: Comparacién sobre la base de la diferencia entre dos iteraciones consecutivas |zx4+1 —

x| para las funciones fi—fi.

f n GM?2 ZM1 ZM?2 BM1 BM?2
1 3.6 (—5) 1.6 (—4) 2.3 (—4) 7.6 (=5) 3.7 (-5)
52 14029 4.2 (—31) 8.9 (—30) 2.6 (—34) 5.0 (—37)
13 54(-173) 1.0(-243) 55(—233) 5.4 (-270) 5.7 (—292)
p 6.0000 8.0000 8.0000 8.0000 8.0000
1 3.9 (—4) 3.9 (—4) 4.1 (-3) 2.7 (—4) 2.6 (—4)
5 2 1001 5.2 (—17) 9.8 (—17) 1.1 (-18) 1.4 (—19)
2 3 39(-78) 59(—120) 12(-117) 6.3 (—134) 1.0 (—141)
p 5.9975 7.9945 7.9941 7.9971 8.0026
1 4.8 (—5) 4.9 (—6) 5.2 (—6) 2.0 (—6) 1.8 (—6)
520 50(-3 6.0 (—48) 1.0 (—47) 1.5 (—51) 2.8 (—52)
5 3 58(—187) 27(—383) 23(-381) 1.4 (—412) 1.3 (—418)
p 6.0000 8.0000 8.0000 8.0000 8.0000
1 2.0 (—7) 4.8 (—7) 6.5 (—7) 1.9 (-7) 6.3 (—8)
52 18(-4 5.7 (—49) 8.4 (—48) 8.0 (—53) 4.2 (—57)
Y3 10(-245) 22(—384) 6.6(—375) 9.6 (—416) 5.9 (—169)
p 6.0000 8.0000 8.0000 8.0000 2.2745

Tabla 5.3: Comparacién sobre la base de errores residuales |f(x1)| para las funciones fi—f4.

f n oM1 OM?2 OM3 OM4 GM1
1 2.7 1.0 1.1 (-1) 4.2 (-2)
2 24 (-13) 1.1 (—16) 1.1 (—24) 2.4 (—34) *
g 1o (—91) 1.6 (-112) 7.8 (—163) 3.0 (—292) *
1 50(-8) 2.1 (-8) 4.8 (—9) 3.6 (—9) 2.8 (—8)
2 1.8 (=21) 5.3 (—25) 1.2 (=32) 2.3 (—36) 2.2 (—23)
23 1o (=101) 2.2 (—124) 1.3 (—174) 6.9 (—254) 1.2 (—113)
1 49(-8) 3.1 (-9) 3.1 (-11) 1.4 (-11) 4.1 (—8)
2 3.9(-79) 1.8 (—88) 6.1 (—107) 4.9 (—136) 7.1 (—80)
B3 10 (—505) 56 (—564) 2.4 (—681) 1.1 (-1131) 1.9 (-510)
1 1.2(=207) 2.7(—234) 1.1 (—295) 3.3(—319) 3.5 (—214)
2 1.9 (—1268) 2.6 (—1465) 3.8 (—1947) 1.6 (—2635) 1.9 (—1274)
foo3 4n (—7633) 2.3 (—8851) 7.5 (—11856) 6.1 (—21166) 6.0 (—7636)

(* Significa que el método correspondiente no converge.)

04



5.3 Ejemplos numéricos

Tabla 5.4: Comparacién sobre la base de errores residuales |f(xr)| para las funciones fi—fs.
f n GM?2 ZM1 ZM?2 BM1 BM2
1 4.4 (-2) 1.9 (-1) 2.7 (~1) 9.2 (—2) 44 (-2)
2 1.7 (-26) 5.1 (—28) 1.1 (—26) 3.2 (—31) 6.0 (—34)
U3 sa(-173)  12(-240)  67(-230) 65 (—267) 7.0 (—289)
1 4.6 (—9) 46 (—9) 5.1 (=9) 2.3 (=9) 2.0 (-9)
2 3.2(-30) 8.0 (—35) 2.9 (—34) 3.4 (-38) 5.9 (—40)
P23 46(-157)  11(-240) 4.3 (—236) 1.2 (—268) 3.1 (—284)
1 7.4 (—9) 7.8 (—12) 9.1 (—12) 5.2 (—13) 3.6 (—13)
2 8.0(-87) 1.4 (—137)  6.9(—137)  2.1(-148) 1.5 (—150)
Fs 3 10(-s58)  13(-1143) 7.5 (-1138) 1.9 (~1231) 13 (—1249)
1 1.0 (—311) 6.6 (—293) 2.3 (—286) 1.8 (—313) 6.2 (—337)
2 9.8(—2014) 3.4 (—2389) 9.4 (—2331) 0.8 (-2582) 1.1 (—2795)
J4 3 73(212026) 16 (-10150) 7.1 (~18686) 8.8 (—20728) 3.4 (—8388)
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Capitulo 6

Estudio de convergencia
semilocal: método de alto
orden

Basado en [2] :“Domain of existence for the solution of some IVP’s and BVP's by using an
efficient ninth order iterative method”. Mathematical Methods in the Applied Sciences.

6.1 Introduccidon

En el siguiente capitulo dejamos a un lado el caso unidimensional en donde definiamos a una
ecuacién como f(z) = 0. Ahora, nos dedicaremos al estudio de un método para casos multidimen-
sionales con el que buscaremos la aproximacién de la solucién de una ecuacién que denotaremos
como F(x) = 0. El esquema que presentaremos utiliza la derivada F’'(x) de la funcién F(z) que
toma el nombre de Jacobiano de la funcion, el mismo que ya fue definido en el capitulo 2.

El problema de resolver una ecuacién no lineal de la forma F(z) = 0 aparece tipicamente cuando
encontramos algin tipo de ecuacién diferencial, ecuacion integral o sistema de ecuaciones no
lineales. Se pueden citar muchas areas de aplicacién, entre ellas problemas de reaccién quimica,
circuitos eléctricos, conduccién de calor y transmisién de sefiales. Estas ecuaciones diferenciales e
integrales, en la mayoria de los casos, no pueden resolverse analiticamente, por lo que requieren
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la necesidad de métodos numéricos adecuados para transformar el problema en un sistema no
lineal y, posteriormente, resolverlo mediante técnicas iterativas [85, 86, 87].

En la altima década, los investigadores en analisis numérico han disefiado una gran variedad de
métodos iterativos para resolver sistemas no lineales [84, 76, 88, 89, 90]. La mayoria de estos
invocan la filosofia del conocido método de Newton, que alcanza la convergencia cuadratica y se
define mediante el siguiente algoritmo:

2o dado en , TV = 2 (F) _ [F/(x(k))]le(z(k)), k=0,1,2...

Todos estos métodos deben compararse en términos de eficiencia, un concepto que relaciona
tanto la velocidad de convergencia como el costo computacional. Cuando elegimos un método
iterativo para resolver F'(z) = 0, debemos aplicar cuidadosamente las medidas de la eficiencia
introducidas por Traub [25] y Ostrowski [24] que se explicaron en el capitulo 2.

En [5], los autores proponen un método iterativo multipaso para resolver F'(z) = 0, la funcién
de iteracién de este método se denomina (NMIM), que se define por:

Y8 Z ) ph) (k)

k k k k
20 — (k) _ p( )F(y( ))7
w® = k) _ F(k)F(z(k)),
uf = I‘(k)F(w(k)),
ul zf(k)F/(w(k))uf,l, 1=2,---,5
21 23 5
2B D = (k) —u’f + 11uéC - —ulgf + GuZ - fué7
4 2 4
con zF) € Q, k > 0, donde T®) = [F'(x(*))]71. Este método alcanza la convergencia de
noveno orden, lo que lo convierte en un método muy eficiente, ya que utiliza un jacobiano
congelado en todos los pasos donde se requiere resolver un sistema lineal. Por lo tanto, el coste
para obtener la factorizacién L y U de F’(Jc(k)), que se utilizan para resolver los sistemas de
ecuaciones triangulares inferior y superior, se toma en cuenta solo una vez. Cabe sefialar que
cada iteracién de NMIM requiere solo dos evaluaciones jacobianas, y solo una de ellas se usa
para resolver sistemas lineales asociados.

Es bien sabido que uno puede usar métodos iterativos para obtener una aproximacién de una
raiz z* para F(z) = 0. En [5] los autores usan (6.1) para aproximar la solucién de algunos
problemas de valor inicial (PVI) y problemas de valor de fronteras (PVF) usando la técnica de
diferencias finitas y obteniendo un sistema no lineal de dimensién finita. Nuestro objetivo es probar
la existencia de la solucion analitica al tratar el problema definido en los espacios de Banach y
obtener el dominio de la existencia y la unicidad de esta solucién. Para ello analizamos un estudio
de convergencia semilocal del método iterativo [74, 91, 92, 93, 94]. Usamos informacién sobre el
valor inicial para comenzar a obtener iteraciones, y analizamos el operador no lineal que, junto
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con las condiciones asumidas, garantiza la convergencia del método y nos da el dominio de la
existencia y la unicidad de la solucién.

En este capitulo nos dedicaremos a estudiar la aproximacion, desde el punto de vista semilocal,
a la solucién z* de la ecuacién F(x) = 0, como hemos indicado en el capitulo 2, seccién 2.3
donde FF :  C X — Y, en un conjunto convexo abierto {2 de un espacio Banach X con
valores en un espacio Banach Y. El capitulo esti organizado de la siguiente manera. Primero,
introducimos algunos resultados preliminares en la seccién 6.2.1 que involucran el analisis de los
primeros pasos y la construccion de funciones auxiliares para realizar el estudio de convergencia
semilocal. Luego establecemos los resultados principales en la seccién 6.2.2, con la seccion 6.3
dedicada a la exploracién numeérica.

6.2 Convergencia Semilocal

Sean X, Y espacios de Banachy F' : 2 C X — Y un operador no lineal con primera derivada
de Fréchet en un dominio convexo abierto €. Para resolver el sistema F(z) = 0, consideraremos
el método iterativo multipaso con la primera derivada congelada definido en (6.1).

Partimos de una estimacién inicial 2z° € Q para la cual [F'(alx(k))]f1 existe. Denotamos I'(¥) =
[F’(x(o))]_l, y asumimos que se verifican las siguientes condiciones:

(C1) PO < Bo, ITOF(@@)|| < no,
(Co) |IF' () — F'(y)| < Kllz —y|| Va,yeQy K >0,
(C3) |[F'(@)]| <C VozeQyC>0.

Bajo estas condiciones, establecemos relaciones de recurrencia para obtener la convergencia se-
milocal del método iterativo mencionado. En primer lugar definimos hg = o Kng.

El siguiente resultado garantiza que cada iteracién en el método iterativo bajo consideracién esta
bien definida.

LEMA 6.2.1. Bajo las condiciones antes mencionadas (C1) — (C3), supongamos que existe

1<RK< hi para el cual z%) y(F) (k) (41 ¢ B(xg, Rno) con B(xg, Rng) C 2, para
0

k>0 yk € N, entonces el proceso iterativo (6.1) estd bien definido.

Demostracién. Obviamente, F(x(k)) esta bien definido, ya que z(®) € B(x(o),Rno) C Q, para
toda ke Nyk>0.

Por otro lado, es necesario que k) = [F’(gc(k))]_1 exista para toda k € N. Para ello obtenemos:

11 = TOF @®)| < IO 1F' @*) - F' () < BoK]lz™® — 20| < hoR.
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Capitulo 6. Estudio de convergencia semilocal: método de alto orden

Entonces, como Rhg < 1 aplicamos lema de Banach, deducimos la existencia de ) y se
verifica:
B

r® < 2
[ H—l—%R

6.2.1 Funciones Auxiliares

En el Lema 6.2.1 hemos asumido la existencia de un valor R que nos da una bola donde podemos
obtener las iteraciones de nuestro modelo, pero ahora debemos obtener este valor. Para este
propésito, debemos analizar el método paso a paso y, utilizando las condiciones de contorno
(C1)—(C3), obtenemos algunas restricciones que nos proporcionan un procedimiento para obtener
R. Ya que estamos analizando un método de alto orden, necesitamos establecer un alto nimero
de parametros y funciones auxiliares que son necesarios para estudiar nuestro modelo (6.1).
Denotemos:

Gols) =1+ %ho + %h%s + %hSSQPO 6.2)
1
Qols) =1+ PoLo + JhosFg (6.3)
_ h3s*Qol(s)
go(s) = m (6.4)
1 1.2 1,32
G1(t, s) :1+§t+ §t s—|—§t s“Pi(t, s) (6.5)
1
Q1(t,s) =1+ PiLi(s) + Zt‘fs%tq(s)? (6.6)
3201 (¢,
n(t,s) = b (6.7)
con
Lo = poC (6.8)
21 23
Py = Z+LO(11+7L0+6L%+2L3) (6.9)
c
Li(s) = 160}105 (6.10)
21 23
Pi(s) = == + Li(s)[11 + ==Ly (s) + 6Ly (s)* + §L1(s)3)] (6.11)
4 2 4
1
donde t € [0,ho] y s € [0, h—[
0

Establecemos, a continuacién, propiedades de las funciones auxiliares mencionados anteriormente
con el siguiente Lema.
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6.2 Convergencia Semilocal

LEMA 6.2.2. Bajo las condiciones del Lema 6.2.1 y considerando las funciones auxiliares 6.2—6.11
sigue:

(i) La funcién go(s) es creciente y existe r1 € [0, %[ tal que lgo(;)s <1,Vsel0,r].
—ho

(ii) La funcién ¢1(t,s) es creciente con respecto a t, considerando fijo s, y parat = hg existe
ro € [0,71] tal que g1(ho,s) <1, Vs € [0,r2].

(iii) La funcién G1(t,s) es creciente con respecto a t, con s fijo. Ademas, con t = hq fijo,
tenemos que Go(s) < G1(ho,s) Vs € [0, h%[

Demostracién. Es obvio que las funciones Gy, go, G1 y g1 son crecientes, por construccién en
9o(s)

su dominio. Para demostrar la segunda parte de (i), definimos la funcién p1(s) = Tohs ™ 1,
" hos
donde se tiene que p1(0) = —1vy pl(h%) — +00 lo que indica que hay al menos una raiz positiva
en |0, %[ Tomamos la menor de ellas y la denotamos por 7. Entonces, Vs € [0,71] la funcién
g90(s) <1
1— hgs

En el caso (ii), definimos Is funcién pa(s) = g1(ho, s)—1, donde p2(0) = —1y pa(+00) = 400y,
analogamente para el caso (i), encontramos la raiz mas pequefia posible. ro €]0, 400[. Entonces,
Vs € [0,72] la funcién g1 (ho,s) < 1.

Ahora, (iii) se sostiene al sefialar que Py (s) > Py Vs € [0, }Tlo[ yLi(s) > Lo Vse€|0, ,%0[ O

Analizando los primeros pasos

Para k = 0, ya hemos definido 7qg, B9, ho, a través de nuestra eleccién del punto de partida zg.

Usando el primer paso de (6.1) tenemos:

Iy — =) = Ir FEO)) < no. (6.12)

Ahora, considerando la expansién de Taylor con el resto dado en lema 2.1.3, en el capitulo 2,
para F(y(o)) alrededor de z(9) y, usando el primer paso de (6.1), tenemos:

(0
PO = [1 1 - PO = [ 10 150 -0 - PO o),
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luego, al tomar normas y usar (C) obtenemos:
1EGO) < SKmolly® — 20,
Entonces, para el segundo paso se sigue que
1@ =y < TP < Shomo, (6.13)
y mediante el uso de la desigualdad del triangular, (6.12), y (6.13), podemos escribir

1
129 =2 < 129 =y O+ 1y — 2O < @+ Sho)no. (6.14)

De la misma manera, acotamos F(z(o)) por un proceso similar.

0)

2( 1
PO = [P - PO = [0 4 ) - PO -y ),
Y

y, al tomar normas y usar (C3), obtenemos:

1F ) < KRio|l2” — 5, (6.15)
donde hemos usado que y(*) —|—7'(Z(O) — y(o)) € B(zo, Rno), ya que, por el supuesto hecho en el

Lema 6.2.1, y(o),z(o) € B(x(o),Rno) hemos aplicado la propiedad de la convexidad. Al utilizar
esta cota tenemos en el tercer paso:

1
lo®® — 2O < IPOIFE)| < hoR|2® =y < S hE R, (6.16)
y, usando (6.14) y (6.16), tenemos

1 1
lo® = 2@ < Juw® = 2O+ 2@ =2 O) < (14 Sho + SER) mo. (617)

Entonces encontramos la cota de F(w(o)), utilizando el proceso anterior, obteniendo:

w©

1
Fw®) = / N [F'(2) = F'(«\"))dz = i F' (29 4 7@ = 2)) = F' (2 ©))dr (w® - =),
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6.2 Convergencia Semilocal

y, aplicando de manera similar (C2), conseguimos:
|P )] < KRpollw® — =V, (6.18)
donde hemos usado las mismas condiciones que en (6.15).

De (6.18) y (C1) podemos obtener |[ul|| = |7 F(w(®)|| < %h%R%O y, por la definicién del
método iterativo (6.1), |[u¥| < ||F(k)F’(w(k))uf_1H para i = 2,---,5 y luego tenemos en el
Gltimo paso de la primera iteracién:

o — 0@ < 12000 + 1108 + Zuf + 6ud + 2u)]
< 21+ oS+ 2 r3sl + ozl + LSl (6:29)
< Pollufll = 3h3 R0 Po.
Usando los limites anteriores. (6.17), (6.19), y las funciones auxiliares definidas, se obtiene:
e =2 < @ —w ) + 0@ 2V

11 1 (6-20)
< (1 + Sho + ShER + 5h%R?PO) 10 = Go(R)o.

Ahora, usando la expansién de Taylor de F(Jc(l)) alrededor w(®), tenemos:

eh)

FzW) = Fw?) + F/(w@) (@™ —w®) + / [F'(2) — F'(w©)]dz

w(0)
~ P 4 (@) _w<0>)+/01[F’(w<0> e Oy,
— F'(w)dr (@D — ),
y, tomando normas y aplicando (6.18), (6.19), (Ca) — (C3), y la definicién de L, obtenemos:
IEEO)) < IF@O)] + 17 @)@ — w @)+ 3 Kle® — w2

1
< E @)+ 1F ) [Pl + g KGR n P

IA

1
1)1+ PoLo) + SKh RS P (6.21)

IN

1 1
S KR n3(1 + PoLo) + g Kh§R'ni P
K K

_ K 9. 9
5 = 5 hoR Qo(R)ng-

IN

1
hR*(1+ PyLo + Zh(‘)R?POQ)n%;
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A continuacién analizamos la segunda iteracién del método. (6.1), es decir establecemos k = 1.
En primer lugar, del Lema (6.2.1), tenemos la existencia de r = F'(gls(l))f1 y denotamos

B

W) < _
Tl .5 =P (6.22)
Usando (6.21), (6.22), y el valor de 81 tenemos:
Iy = =W < T pEM) (6.23)
K. 20 o WyR*Qo(R)
< Br5 hoR*Qo(R)mo = 50— hoR) 0 =M

obteniendo un nuevo valor de las relaciones de recurrencia, 71 = go(R)no-

Mas tarde, utilizando la desigualdad triangular, (6.20), y (6.23), podemos escribir

ly™ — 2O < [ly™® = 2D 4 ]2 — 2O,

(6.24)
< (g9o(R) + Go(R))no-

Luego, una vez que se han obtenido los parametros 51 y 1, y al seguir con la notacién anterior,
tenemos condiciones analogas a las del paso anterior, es decir:

It < By,
ITOF @MY <, (6.25)
h1 = B1Km.

Por lo tanto, con el mismo razonamiento anterior, establecemos para el primer paso de (6.1) lo
siguiente:

(1)

PO = [0 @ - P = [ I 4 -2t - Faare o)

Luego, al tomar normas y usar (C3) obtenemos:
1 1 1 1
IF@M)I < SEmly™ -2,
de modo que, para el segundo paso, tenemos:

1
120 =y < IPONEED)) < Gham. (6:26)
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6.2 Convergencia Semilocal

Aplicando (6.24) y (6.26), vemos que

1
120 =@ < 20 =y W+ y =2 <10+ Sh)g0(R) + Go(Rmo. (6:27)

Acotamos F(z(l)) por un proceso similar:

2z 1

PW) = / L @) = Fatlde = /O [F' @y + r (2 =y W) = F'@D)ar(z) -y ),
Yy

y, tomando normas, usando (C3), y asumiendo (como probaremos después de determinar R)
ahora que

y D 2V e B, Ryy) (6.28)

y, por su propiedad de convexidad, tenemos que y(l) + T(Z(l) — y(l)) € B(x(l),Rm), para que
obtengamos:

1
IFGD)) < 5K R,

al utilizar esta cota tenemos en el tercer paso:
1
ot = 2O < PO FED)| < ShERm, (6:29)
de la cual deducimos:

1 1
o™ = 2@ < ™ = 2O 4 120 = 2O < [(14 S+ ShTR) 90(R) + Go(R)] mo,
(6.30)

y asi encontramos para el tercer paso una cota en F(w(l)), usando el proceso anterior, mostrando
que

1
I1E )| < KR [lw® — 2V < (G KRR m)m. (6.31)
Ahora de (6.31) y (C2), podemos obtener

ekl = PO E@M) < SHER . con
g | < 10 F (w®ui_y |

parai=2,---,5, y tenemos en el (ltimo paso de la segunda iteracion de (6.1):
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2 1 21 23 5
lo® —w® < | 5ud + 110} + S2ud + 6ul + Sub

IN

21, 1 1 23 2, 1 3.1 5 4.1
7l + 11 La(s)l[uall + - La(s) flun | + 6L (s) [lu || + 7 L1(s)" [[ul]

IN

1
§h§R2mP1(R),
(6.32)

Usando (6.30) y (6.32), tenemos

2 — 2O < 2@ — w4 Jw® — 2O < (G1(h1, R)go(R) + Go(R))no.  (6:33)

Ahora usamos la expansién de Taylor de F(x(2)) alrededor de w¥). Para el primer paso de la
tercera iteracién se sostiene que:
e
Fz®) = FwW) + F'(wW)(@® —w®) + / [F(2) = F'(w™M)]dz

w®)
— FwW) + F (wM)(@® — w®) + Ol[Fl(w(l) + (@@ — DY)
— F'wM)]dr(z® — wD),
y, tomando normas y usando (6.31), (6.32), (C2) — (C3) y la definicion de L (s), conseguimos:
IPED)] < 1P+ 1F @)@ - o))+ 58] - w)?

1
< E@O)| 4 Prlfu|I|F ()] + g KRR 0t P
(6.34)

IN

1
IF@ M)+ PiLi(s)) + KR R'nEPE

IA

K 1 K
SR L+ PLLi(s) + MR Pt = S hiR*Qu(ha, Rynt,

por lo tanto

K hiR?
IT® F@®)| < B2 5 hR*Qi(h, Ryt < “L-Qu (b, Rym = 2

asi obtenemos 73 = g1(h1, R)n1.

Por lo tanto tenemos condiciones similares a las del paso anterior; es decir:

T < Ba,
IT® F (@) < ne, (6.35)
ha = B2 Kng.
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6.2 Convergencia Semilocal

Relacién de Recurrencia

Como consecuencia del estudio anterior, ahora estamos en posicion de definir las relaciones de re-
currencia necesarias para probar la convergencia semilocal del proceso iterativo (6.1). Trabajamos
bajo las condiciones (C1) — (C3) con los parametros y funciones auxiliares ya definidos.

Debido al analisis anterior podemos declarar el siguiente sistema de relaciones de recurrencia:

Br=p k21
M = g1(hg—1, R)ng—1 k> 2 (6.36)
hy = BpKn, k> 2.

Con el siguiente Lema, obtenemos una propiedad basica para la Gltima secuencia escalar definida
en las relaciones de recurrencia.

LEMA 6.2.3. La secuencia {hy} generada por (6.36) con hg y hi definida previamente por
(6.22) es decreciente.

Demostracion. Demostramos este resultado por un proceso de induccién. Para k = 1, usando
(6.22) y el Lema 6.2.2 (i) tenemos

WRQo(R) - o)

= 1K = -
hy = B1Km 21— hoR)2 0 = T—poR™ =

Para k = 2, usando (6.35) y el Lema 6.2.2 (ii) se consigue:

h3R2Q1(h1, R)

he = B2Kn2 = 5

h1 = g1(h1, R)h1 < hq,

por lo tanto ho < h1 < hg.

Ahora por la hipétesis de la induccién suponemos que hg > hy > hg > -+ > hp_92 > hp_1.
Usando que g; (¢, R)es una funcién creciente en ¢, por el Lema 6.2.2 (ii) tenemos:

hi = g1(hg—1, R)hg—1 < g1(h1, R)hp_1 < hp_y (6.37)
Esto completa el proceso de induccién. O

LEMA 6.2.4. Bajo las condiciones asumidas en el Lema 6.2.1, y después de analizar los primeros
pasos del método iterativo definido por (6.1), establecemos las siguientes desigualdades Vk €
N,k > 1.
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a) [ly™* — 2| <,
k—1

b) ™ — 2O <+ Gihi, Ryns + Go(Rymo,
=1

1
o) 12" =y ™l < Shy,

k—1
1
d) [ =2 < @+ Shime + Y Ga(hi, Rymi + Go(R)mo,
i=1
1
e) Nl == < Shi Ry,
1 1 k—1
D™ =2l < (U Shi+ ShER + Y~ Ga(hi, Rymi + Go(R)no,
i=1

1
B e —w®) < Chi R Py(R),

i) e =B < (1 Shi+ SRER+ SRR P = G (h, R,

k
B 1™ — 2O < ST G (h, Ryni + Go(Rmo.
=1

Demostracién. La prueba sigue por un procedimiento de induccién. Hemos verificado estas con-
diciones para k = 0,1. Suponemos que las desigualdades siguen para k = n — 1, luego, por el
razonamiento hecho en los primeros pasos, se pueden obtener las desigualdades para k =n. O

6.2.2 Resultado principal

Después de obtener el sistema de relaciones de recurrencia y los limites de todos los pasos e
iteraciones sucesivas, estamos en condiciones de establecer nuestro resultado principal. Es decir,
para completar el estudio de convergencia semilocal tenemos que probar las asunciones asumidas
que hemos hecho en nuestra disertacién anterior (ver Lema 6.2.1), definiendo el parametro R.

Teorema 6.1. Sea F' un operador no lineal, F': Q C X — Y, definido en un dominio convexo
abierto no vacio §2 de un espacio de Banach X con valores en un espacio de Banach Y . Suponga
que se satisfacen las condiciones (C1)—(C3) y se tiene en cuenta las funciones Gy, Qo, 9o, G1, Q1
y g1 definida en (6.2.1) y los valores r1, ro definidos en el Lema 6.2.2. Supongamos que la ecuacién

s = G1(ho,s) (1 + go(s) (6.38)

1
1-— gl(ho,s)) ’

tiene al menos una raiz real positiva, denotada la mas pequefia porrs, y se toma R = min{ry,ra,r3}
fR>1y B(x(o)7 Rno) C Q. Entonces el proceso iterativo dado por (6.1), con z(°) estimacién
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inicial, satisface y(k), 2(F) qy(F) (k1) ¢ B(m(o), Rno) Vk € N, converge a la solucién z* de la
ecuacién F(z) =0, yz* € B(x(0), Rng). Ademas la solucién es dnica en Bz, Klﬁ — Rmnp)NAQ.

Demostracién. Primero necesitamos desarrollar la préxima suma, para lo cual, usamos el hecho
de que g7 es creciente en su dominio y la secuencia hy, es decreciente, como indicamos en Lemas
6.2.2 y 6.2.3 respectivamente, por lo que obtenemos:

k
> ni =m0+ go(R)no + g1.(h, R)mi + gi(ha, R)na + -+ + g1 (hie—1, R)mg 1
=0

< [0 + go(R)no + g1.(ho, Rym + g1(ho, R)*m + g1(ho, R)*m
+ -+ g1(ho, R m]

=10 + go(R)mo[L + g1(ho, R) + g1(ho, R)* + g1(ho, R)*
++ g1 (ho, B)FH)

< |14 g0(R) 7o,

1
1—g1(ho, R)
donde en la dltima desigualdad reconocemos una progresién geométrica con razén gi (ho, R) < 1.

Ahora, para probar y(k),z(k),w(k),x(k"'l) € B(az(o),Rno), observamos que, por ser R > 1 por
lo supuesto en el Lema 6.2.1 tenemos que

Iy =2 = PO FE )] < o < Ry

y para k > 1, y por el Lema 6.2.4 se sigue:

k—1
™ — 2O < m + 3 G (hi, Ryni + Go(R)mo
=1
k—1
< Gi(ho, Ry + > G1(ho, R)n; + G1(ho, R)no
i=1
k
< Gi(ho,R) Y _mi < Gi(ho, R) {1 + go(R) ———— | m = ran < Ry
= 1—g1(ho, R)

donde en la primera desigualdad hemos utilizado que G (hg, R) > 1 por construccién y Go(R) <
G1(hg, R) por (iii) del Lema 6.2.2, y en la altima desigualdad usamos la definiciéon de R dada
por la ecuacién (6.38).
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Mediante el uso de un razonamiento similar tenemos que:

k—1
1
1= = 2O < (14 Shedng + D Galha, Ryms + Go(R)mo
=1
k—1
< Gir(hi, Ry, + Y Gi(ho, R)ni + G1(ho, R)no
=1

< Gi(ho, R ZmSGH ho, R) {1+90(R) no =r3n < Rn

1
1- gl(hO,R)

y que igualmente se mantiene para w®) B+ ¢ B(a:(o),Rno).

Hemos demostrado que las iteraciones permanecen en la bola centrada en el valor inicial z(0),
es decir, la sucesion dada por (6.1) estd bien definida. Ahora tenemos que demostrar que es una
sucesién de Cauchy.

Usando los Lemas 6.2.2, 6.2.3, 6.2.4, (6.36), y la suma de una progresién geométrica finita con
razén comin g1 (hg, R), tenemos

m m
k k k+j k4+j—1
k™) — B < > |zFH+D) — ki1 < > Gilhsj—1, R)mirj1
j=1 Jj=1
m m—1
< Gi(ho, R an'H 1 < Gi(ho, R Z Nk+p
j=1

< Gi(ho, R Z[Ql ho, R

ho, R)|* — [g1(ho, R)[*+™

< Gi(ho, R) [91( 1= g1(ho, R) M0

Como el dltimo término tiende a cero tenemos que {x(k)} es una secuencia de Cauchy y por lo

tanto es convergente. Ahora, si klim zF) = 2%, se sigue que F(z*) = 0 de la continuidad del
— 00

operador. F', puesto que
1EGE) < 1F* D)+ 1 F@E D) @® w04 2K — w1
1 1 _
< SEM 1 R2Qi iy, Rk 1 < 5 KRFR*Qu(ho, B)[(91.(ho, R)* "o,

y (g1(ho, R))*~! = 0 cuando k — co.
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Para probar la unicidad, asumamos alguna otra solucién, z* de F'(z) = 0 en B(ZE(O), KlﬁfRn)ﬂQ.
De la aproximacién de Taylor

1
F(z*) - F(z") = /0 Fl(a* +7(z" —2"))dr(z" —z*) = 0.

. . 1 . .
A continuacuién probamos que el operador fo F'(z* +7(2* —*))dr es invertible y por lo tanto

2* = x*. Lo comprobamos aplicando el lema de Banach:

1 1
jr© /O Fl(a* 4 r(z* —a*))dr — 1] < 1O /0 I (@ +7(z — 2*)) — F'(©)||dr

1 1
< KB/ lz* +7(z* — &) — 2Oldr < Kﬂ/ ((1 )zt — 2O 7|2 - :c*||) dr <1,
0 0

asi, se sigue que [ [} F/(z* + 7(2* — 2%))dr] ! existe. O
y g b

6.3 Resultados numéricos

En esta seccién completamos nuestro estudio demostrando la efectividad del analisis de conver-
gencia semilocal con algunos ejemplos numéricos. Como discutimos en la introduccién, nuestro
objetivo es probar la existencia de la solucién de algunos PVl 'y PVF en su forma analitica al tratar
el problema entre los espacios de Banach [95, 96, 97]. También comparamos el radio obtenido con
nuestro método y el radio obtenido por [6] en el ejercicio nimero cuatro. La solucién numérica
del problema producido mediante el uso de la técnica de diferencias finitas y la obtencién de un
sistema no lineal de dimensién finita se ha realizado en [5].

En cada ejemplo, hemos realizado algunos calculos para expresar el problema como una ecuacién
integral equivalente, consulte [98].

Ejemplo 6.1. Considere la ecuacion de Lane-Emden, presentada en [5] :

") + %x/(t) +a(t)P =0
z(0) =1
'(0)=0

113



Capitulo 6. Estudio de convergencia semilocal: método de alto orden

en el intervalo de tiempo [0,1] y para p = 3. La solucién se puede escribir en términos de la

ecuacion integral.
/g2
z(t) = / (— - s) xP(s)ds
0 t

con z(t) € C(]0,1)). Definimos el operador no lineal F entre espacios de Banach Q) = B(0,1) C

C([0,1]) como sigue:
t .2
F(z) = z(t) —/O (57 - s) P (s)ds.

La derivada de Frechet es el operador lineal definido por

t 2
[F'(z)]v = v(t) — /0 (8? — s) paP Lo (s)ds.

Ejemplo 6.2. Considere el problema de Bratu, presentado en [5] :

" (t) + ae® ) =
z(0) =0
z(1)=0

en el intervalo de tiempo [0, 1] con o = 1. La solucién se puede escribir en términos de la ecuacién
integral.

1
m(t):/ —aG(s,t)eI(s)ds,
0
donde

G(s.1) st—1), 0<s<t<1
s,t) =
ts—1), 0<t<s<l.

Definimos el operador no lineal F' entre espacios de Banach @ = B(0,1) C (C([0,1]) como sigue:

1
F(z) = z(t) +/ ozG(sJ)ew(S)ds.
0
La derivada de Frechet es el operador lineal definido por

1
[F'(z)]v = v(t) +/O aG(s,t)em(s)v(s)ds.
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Ejemplo 6.3. Considere el problema de Frank-Kamenetskii, presentado en [5] :

() + %x/(t) +ae®™® =0
2 (0)=0
z(1)=0

en el intervalo de tiempo [0,1] con o = 0,2. La solucién se puede escribir en términos de la
ecuacion integral.

donde

Definimos el operador no lineal F' entre espacios de Banach ? = B(0,1) C C([0,1]) como sigue:
1
F(z) = z(t) + / asex(s)G(s, t)ds.
0
La derivada de Frechet es el operador lineal definido por

1
[F'(z)]v = v(t) + /0 asex(S)G(s,t)U(s)ds.

Podemos obtener las cotas que verifican las condiciones (C1)—(C'3) para cada caso, que se pueden
ver en la Tabla 6.1. En la Tabla 6.2 podemos ver los diferentes valores para las restricciones del
radio para el dominio de existencia de la solucién.

[Ex]| @0 B K w || ¢ |
Fy [ 0,100 1,0027 1,5000 0,1004 || 1,2739
0,010 1,0000 1,5000 0,0100 || 1,2739
0,125 1,0043 1,5000 0,1259 || 1,2739

F, [[ 0,250 1,1356 0,0428 0,4662 || 1,1738
0,125 1,1264 0,0378 0,3003 || 1,1738
0,500 1,1565 0,0550 0,8166 || 1,1738
Fs |[ 0,050 1,1696 0,5437 0,3044 || 1,2332
0,000 1,1647 10,5437 0,2329 || 1,2332
0,010 1,1657 0,5437 0,2417 || 1,2332

Tabla 6.1: Valores para los parametros que aparecen en el estudio de convergencia semilocal
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Ex xQ Ry Ro> R3 R Rn

F 0,750  1,9928 1,9303  1,7720 11,7720 || 0,1780
1,000 38,7280 36,5890 1,0078 1,0078 || 0,0101
1,125  1,4587 1,4166  1,3075 11,3075 || 0,1646

F, [ 0,250 22,6696 21,4800 1,0124 1,0124 || 0,4720
0,500 45,9738 43,3455 1,0066 1,0066 || 0,3023
0,750 7,7876  7,4461 1,0394 1,0394 || 0,8488
Fy [ 0,150 1,2462 1,2105 1,1178 1,1178 || 0,3402
0,200 1,8226  1,7648 1,6185 1,6185 || 0,3770
0,250 1,6768  1,6248 1,4924 1,4924 || 0,3688

Tabla 6.2: Radio Convergencia Semilocal.

Para comparar nuestro estudio con otros estudios de convergencia semilocal de alto orden, rea-
lizamos este ejemplo:

Ejemplo 6.4. Considere el siguiente ejemplo, presentado en [6] :

1
z(s) =1+ %/0 G(s, t)a(t)*dt, (6.39)

donde x € X. Aqui X = C'|0,1] es el espacio de funciones continuas sobre. [0, 1] con la norma

[ == ez, | z(s) | .

El nicleo G es la funcién Green

Resolver (6.39) es equivalente a resolver F(z) = 0, donde F : Q C C[0,1] — C|0, 1] definido
por

[F(z))(s) = x(s) — 1 — ;/01 G(s,z(t)*dt,  sel0,1],

donde Q es un dominio convexo abierto no vacio adecuado. La ecuacién integral es una ecuacién
integral de Hammerstein del segundo tipo. [99]. La primera derivada del operador F' viene dado
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por

4

1
[F'(z)]v = v(s) — 5/0 G(s, t)z(t)>v(t)dt.

Consideramos Q2 = B(0,2) C X como un dominio no vacio convexo abierto y elejimos zq(s) = 1,
obteniendo asi los limites de verificacion de las condiciones. (C1) — (C3), que para este ejemplo
son las siguientes: f = g, n= %, K=2  C= %

Para el método dado en (6.1), estos parametros producen radios de Ry = 0,9775, Rg =
0,9545, R3 = 2,0903, y de ahi tomamos el radio final R = min{R1, R2, R3} = 0,9545, de
donde Rn = 0,0477. Alternativamente, usando el método dado en [6], obtenemos un radio de
R = 1,2240, con Rn = 0,0612, que es un poco mas grande que el nuestro, porque nuestro método
(6.1) es de orden superior y esto generalmente hace que el radio de convergencia disminuya.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras

7.1 Conclusiones

En esta memoria hemos trabajado con ecuaciones de la forma f(x) = 0 que encontramos en
el caso unidimensional y con sistemas de ecuaciones de n variables F(x) = 0 sin olvidarnos del
caso de ecuaciones no lineales definidas en espacios de Banach de dimensién infinita, siempre
con el objetivo de lograr aproximar las soluciones de las mismas. Se han transformado ecuaciones
diferenciales e integrales a sistemas de ecuaciones lineales o no lineales y asi resolverlas usando
métodos iterativos.

De esta manera, hemos aportado de forma adecuada diferentes mejoras en las técnicas de apro-
ximacién a las soluciones de estos tipos de ecuaciones. Introduciendo modificaciones en métodos
iterativos clasicos asi como presentando nuevas funciones de iteracién, siempre verificando la
eficiencia computacional de los mismos.

A continuacién se dan las principales conclusiones, en funcién de los capitulos desarrollados en
esta tesis doctoral.

= En el capitulo 3 se ha realizado una nota sobre el trabajo ya publicado en la revista Applied
Mathematics and Computation en el nimero 243, paginas 809 — 816 del afio 2014: “Radio
de convergencia del método de Osada bajo condicién continua de Holder central”. En él
se obtiene un nuevo valor para el radio local de convergencia, corrigiendo el obtenido en
esta publicacién. Completamos el trabajo realizando un estudio dinamico de este método
Iterativo.
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= Se ha contribuido, en el capitulo 4, al desarrollo de la teoria de los procesos de iteracién

presentando métodos iterativos 6ptimos de octavo orden para raices multiples. El esquema
propuesto es la extension de un trabajo anterior propuesto por Chun y Neta [64] para
raices simples. La belleza de los métodos propuestos es que tienen errores menores que
los que presentan otros métodos con los que hemos comparado nuestros esquemas itera-
tivos. Nuestros métodos exhiben un orden de convergencia computacional estable. Incluso
podemos obtener el método completo de Chun y Neta [64] como un caso especial de
nuestro trabajo para m = 1. El esquema propuesto es 6ptimo en el sentido de la conje-
tura clasica de Kung-Traub. Usamos el indice de eficiencia que se define en el capitulo
2 como [E = pl/d, donde p es el orden de convergencia y d es el nimero de evalua-
ciones funcionales por iteracion. Asi, el indice de eficiencia de los métodos propuestos es
IE = V/8 ~ 1,682 que es mejor que el método clasico de Newton TE = /2 ~ 1,414 y
los métodos de sexto orden propuestos por Geum et al. [60, 66] IE = v/6 ~ 1,565. Pode-
mos obtener varios métodos iterativos 6ptimos e interesantes de orden ocho considerando
diferentes tipos de funciones peso. Ademas, obtenemos un estudio de convergencia local
para el método de cuarto orden éptimo intermedio que define los dos primeros pasos de
nuestro método, lo cual es importante porque nos permite obtener un intervalo abierto
donde se puede elegir el punto inicial, pero mas importante que este es el hecho de que
demuestra que a pesar de ser de un orden superior, el intervalo de convergencia local sigue
siendo considerablemente bueno. Finalmente, teniendo en cuenta los resultados obtenidos,
se puede concluir que los métodos propuestos son altamente eficientes y funcionan mejor
que los métodos existentes.

En el capitulo 5 Se ha presentado una modificacién de octavo orden del esquema de
iteracién de tipo Chebyshev-Halley que tiene una convergencia éptima para obtener las
soluciones miltiples de la ecuacion escalar. El esquema propuesto es éptimo en el sentido
de la clasica conjetura de Kung-Traub. Por lo tanto, el indice de eficiencia de los métodos
actuales es TE = /8 ~ 1,682, que es mejor que el método clasico de Newton IF =
V2 ~ 1,414. La experiencia numérica corrobora los resultados teéricos sobre el orden
de convergencia y, ademés, se puede concluir que nuestros métodos propuestos en este
capitulo son altamente eficientes y competitivos.

La convergencia semilocal de un método de noveno orden de convergencia utilizado para
resolver ecuaciones no lineales en espacios de Banach se establece en el capitulo 6, uti-
lizando relaciones de recurrencia bajo el supuesto de que la primera derivada de Fréchet
satisface la continuidad de Lipschitz. El dominio de existencia para la solucién se establece
para miultiples ejemplos que incluyen ecuaciones diferenciales e integrales, y se derivan
bolas de convergencia para cada una de ellas.

122



7.2 Lineas futuras

7.2 Lineas futuras

Una vez concluida esta memoria y con base en los resultados logrados, se expone una sintesis de
futuras lineas de investigacién en las que estamos interesados en seguir trabajando a partir de
ahora y con el objetivo de mejorar y culminar alguno de los resultados presentados.

= Mejoras en métodos iterativos conocidos para aumentar la velocidad de convergencia,
siempre intentando mantener o mejora la eficiencia de los mismos. Para ello trabajaremos
con métodos con memoria o introduciremos funciones peso que proporcionen mejoras en
las aproximaciones obtenidas.

= Estudio de las convergencias local y semilocal de métodos iterativos para calcular sus radios
de convergencia y asi obtener valores iniciales que permitan hallar las soluciones buscados,
haciédolos eficientes.

= Propondremos analizar estudios de convergencia local o semilocal en esquemas iterativos
que no han sido analizados desde este punto de vista, y en los que simplemente se ha
establecido el orden de convergencia local mediante desarrollos de Taylor del operador,
queremos subrayar que este tipo de estudio no es suficiente si estamos tratando métodos
libres de derivadas o queremos analizar el caso de operadores no diferenciables.

= Uno de nuestros objetivos es extender el concepto de multiplicidad de la raiz de una solucién
a nimeros no enteros. Es decir analizar el comportamiento de lo métodos iterativos para
ecuaciones del tipo f(z) = mp/q(g(ac)).

= Por otra parte en el caso multidimensional estamos interesados en analizar y modificar los
métodos iterativos para el caso de sistemas mal condicionados, o sistemas en los que se
anula el jacobaino en alguna iteracion.

= Finalmente pretendemos aproximar la solucién de diferentes problemas aplicados que se
plantean mediante ecuaciones integrales tratando de proponer algoritmos iterativos que
obtengan la aproximacién a la solucion en el espacio de Banach de dimensién infinita sin
necesidad de discretizar el problema.
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Méritos

Publicaciones

Las publicaciones realizadas en el transcurso de la investigacién doctoral son las siguientes.

José L. Hueso, Eulalia Martinez, D.K. Gupta, Fabricio Cevallos. A note on “Convergence
radius of Osada’'s method under Hélder continuous condition”. Applied Mathematics and
Computation, 321 (2018), 689-699.

Ramandeep Behl, Eulalia Martinez, Fabricio Cevallos, Ali Saleh Alshomrani. “Local Con-
vergence Results for an Optimal Iterative Method for Multiple Roots". 7th International
Conference on Finite Difference Methods: Theory and Applications, which was held in
Lozenetz, Bulgaria, June 11-16, 2018. Springer Nature Switzerland AG 2019, |. Dimov et
al. (Eds.): FDM 2018, LNCS 11386, pp. 153-158, 2019, https://doi.org/10.1007/978-3-
030-11539-5 15.

Ramandeep Behl, Eulalia Martinez, Fabricio Cevallos, Ali S. Alshomrani. “Local Conver-
gence Balls for Nonlinear Problems with Multiplicity and Their Extension to Eighth-Order
Convergence”. Mathematical Problems in Engineering, Volume 2019, Article ID 1427809,
17 pages https://doi.org/10.1155/2019/1427809.

Ramandeep Behl, Eulalia Martinez, Fabricio Cevallos, Diego Alarcén. “A Higher Order
Chebyshev-Halley-Type Family of Iterative Methods for Multiple Roots’. Mathematics
2019, 7, 339, doi:10.3390/math7040339.
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= Fabricio Cevallos, José L. Hueso, Eulalia Martinez, Cory L. Howk. Article ID: MMAB5696.

Article DOI: 10.1002/mma.5696. Internal Article ID: 16459731. Article: Domain of exis-
tence for the solution of some IVP's and BVP’s by using an efficient ninth order iterative
method. Journal: Mathematical Methods in the Applied Sciences.

A.2 Congresos

Como parte del proceso de preparacién e investigacién se ha asistido a distintos congresos de
Métodos Numéricos. A continuacién se detallan.
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ACCION DE INTERNACIONALIZACION EN DOCTORADO: MATEMATICAS, Univer-
sitat Politécnica de Valéncia (Valéncia), 3-10 de octubre de 2016, “Aplicaciones multidis-
ciplinares desde el punto de vista del problema de Cauchy abstracto” y “ Aplicaciones:
Existencia de soluciones débiles para ecuaciones lineales y no lineales”.

XI JORNADAS DE TRABAJO SOBRE ANALISIS NUMERICO Y APLICACIONES, Uni-
versidad de La Rioja (Logrofio) 24-25 de noviembre de 2016, varios.

Cuarto Congreso Conjunto del Master en Investigacion Matematica y del Doctorado, Uni-
versidad de Valéncia (Valéncia) 18-20 de enero de 2017,"Optimal Steffensen-type method
for approximating multiple roots”.

CONGRESO BIENAL DE LA REAL SOCIEDAD MATEMATICA ESPANOLA, Universidad
de Zaragoza (Zaragoza), 30 de enero al 03 de febrero de 2017, “New optimal derivative
free iterative methods for multiple roots".

Mathematical Modelling in Engineering & Human Behaviour 2018 Conference, Universidad
Politécnica de Valéncia (Valéencia), 16-18 de julio de 2018, “An optimal eighth-order
scheme for multiple roots with a local convergence study applied to some real life problems”.

Mathematical Modelling in Engineering & Human Behaviour 2019 Conference, Universidad
Politécnica de Valéncia (Valéncia), 10-12 de julio de 2019, “Semilocal Convergence for a
new Chebyshev-type methods".

18th International Conference Computational and Mathematical Methods in Science and
Engineering, Universidad de Cadiz (Cadiz), 09-14 de julio de 2018, “Semilocal convergence
of a efficient Newton-type ninth-order iterative method”




A.3 Otros méritos

A.3 Otros méritos

A.3.1 Relacionados con el area de Matematicas

= Titulaciones

e Licenciado en Ciencias de la Educacién, especialidad Fisico-Matematico (2002), por
la Universidad laica “Eloy Alfaro” de Manabi-Ecuador.

e Master Universitario en Investigacion Matematica (2015), por la Universitat de Va-
léncia y la Universitat Politécnica de Valéncia.

= Contratos

e Profesor del colegio Juan Montalvo anexo a la Universidad laica “Eloy Alfaro” de
Manabi. Periodo 01/04/1990-01/03/2014.

e Profesor en la Facultad de Ciencias Econémicas de la Universidad laica “Eloy Alfaro”
de Manabi. Periodo desde 01/10/2013.
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