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Capitulo 1

Introduccion al electromagnetismo

En este curso veremos los principios fundamentales que forman lo que conocemos como elec-
tromagnetismo cldsico. Este se sustenta en una serie de leyes empiricas (la ley de Coulomb,
la ley de Ohm, la ley de Ampere, la ley de Faraday, entre otras) que permiten comprender
la interaccion de los campos eléctricos y magnéticos tanto en el vacio como en presencia de
materia. Al incluir el adjetivo clasico, en el fondo estaremos diciendo que las interacciones
que vamos a estudiar ocurren a escala macroscopica y que, ademads, no se tendrdn en cuenta
los efectos relativistas. Consecuentemente, el objetivo de este curso serd estudiar y predecir
fendmenos macroscopicos sin tratar de explicar su naturaleza ni comprender las interacciones
que ocurren a nivel fundamental. Tanto es asi que, como veremos, para estudiar las corrien-
tes y las fuentes de los campos electromagnéticos ni siquiera emplearemos el concepto de
portador de carga como particula (protdn, electrén o hueco) si no que, simplemente, habla-
remos de cargas puntuales o distribuciones de carga. De hecho, como se vera en la siguiente
seccion, el descubrimiento del electrén ocurrié afios después de que se aunasen las leyes del
electromagnetismo clasico en las conocidas como ecuaciones de Maxwell.

1.1. Breve historia del electromagnetismo

Para poder comprender la materia que vamos a estudiar resulta relevante presentar el mar-
co histdrico en el cual se desarrolld. Si bien los fendmenos electrostaticos eran conocidos
desde la Antigiiedad clasica, no se comenzaron a estudiar de forma rigurosa hasta el siglo
XVIII. A pesar de que Henry Cavendish estableciese experimentalmente algunas de las ba-
ses de la interaccion entre cargas eléctricas en la década de 1770, fue Charles-Augustin de
Coulomb quien, en 1785, enunci6 la ley que lleva su nombre y que representa la base de la
electrostdtica. Dicha ley permite conocer la fuerza y direccion que ejerce una carga puntual
en reposo sobre otra de la misma naturaleza. Poco después, en 1800, Alessandro Volta realizé
el descubrimiento de la pila voltaica, lo cual supuso un avance fundamental para el desarrollo
del electromagnetismo ya que, hasta ese momento, cualquier estudio sobre electricidad solo
podia realizarse con electricidad estitica. Con ello, se empezaron a estudiar a fondo los cir-
cuitos y a introducir magnitudes basicas como son el voltaje, la resistencia y la corriente. De
esta forma, en 1827, Georg Ohm publicé un trabajo que da lugar a la ley que lleva su nombre
y que relaciona estas tres magnitudes. Al poco tiempo, en 1831 y practicamente en paralelo,
André-Marie Ampere y Michael Faraday formulan sendas leyes que forman la base de la
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magnetostdtica y el electromagnetismo, respectivamente. Por un lado, la ley de Ampere indi-
ca que las corrientes estaticas son fuentes de campos magnéticos. Por otro, la ley de Faraday
establece que un campo magnético en movimiento es capaz de inducir un campo eléctrico.
Ambas leyes (junto con la de Coulomb y Gauss) estan incluidas en las conocidas ecuaciones
de Maxwell (James Clerk Maxwell, 1865), que resumen de manera elegante las posibles in-
teracciones que pueden tener lugar en presencia de campos eléctricos y magnéticos, ya sean
estacionarios 0 en movimiento, ya sea en el vacio o en un medio material.

Como dijimos al comenzar este capitulo introductorio, todos los avances que dieron lugar al
electromagnetismo clasico y que culminan con la formulacion de las cuatro conocidas ecua-
ciones de Maxwell, se llevaron a cabo mediante observaciones puramente macroscopicas.
No fue hasta 1897 cuando James John Thomson descubrié que existian ciertas particulas
subatémicas cargadas negativamente (lo que hoy conocemos como electrones), proponiendo
su modelo atémico de pudding de pasas, el cual seria posteriormente refinado por Rutherford
y que, en ultima instancia, llevo al nacimiento de la mecédnica cudntica.

1831:

1785: Ampére i 1011
Coulomb Faraday ! Rutherford
1770 1827: 1865:;
Cavendish Ohm Maxwell
1 1 t I t t — 1 t — t T . —>
1800: 1829:
Pila Telégrafo 1836 1876: 1879:
(A. valta) (}. Henry) Bobina Teléfono Bombilla
(N. callan) [G. Bell) (T. Edison)

Figura 1.1: Linea de tiempo con los hitos histéricos mds importantes que dieron lugar al
electromagnetismo clasico).

Cabe tener en mente la importancia de la teoria clasica electromagnética, no solo en a nivel
conceptual, si no también en su crucial contribucion a infinidad de invenciones y desarrollos
tecnoldgicos de los que disfrutamos en la actualidad. En la Fig. (1.1) se representa una linea
de tiempo con los descubrimientos realizados en el campo del electromagnetismo y algunas
de los desarrollos tecnolégicos més importantes.

Este curso lo desarrollaremos siguiendo generalmente la distribucion temporal de aconteci-
mientos. De este modo, comenzaremos estudiando el campo eléctrico (electrostatico), intro-
duciremos los circuitos de corriente continua y corriente alterna y cdmo, a partir de ellos,
surgen las leyes de la magnetostatica y la induccion electromagnética. Por altimo, se aunaran
todas las leyes y principios de los campos eléctrico y magnético por medio de las ecuaciones
de Maxwell.



Capitulo 2

Propiedades de los campos escalares y
vectoriales

En este Capitulo se introduciran los conceptos fundamentales que nos permitirdn tanto com-
prender como realizar operaciones con el campo electromagnético en distintas condiciones.
Si bien algunos de los conceptos que presentaremos serdn conocidos por el estudiante, es
conveniente repasarlos y enfocarlos a la materia que nos atafie.

Al igual que en cualquier otra rama de la Fisica, en Electromagnetismo se tienen magnitu-
des tanto escalares como vectoriales. Los campos, en general, representardn la distribucion
espacial de dichas magnitudes. Si a cada punto del espacio (x,y, z) se le asocia una magnitud
escalar, hablaremos de campo escalar. Por contra, si a cada punto del espacio dicha magnitud
se corresponde con un vector, diremos que el campo es vectorial.

Si empleamos la definicion formal, para un espacio de n dimensiones diriamos que un campo
f es escalar en una cierta region U del espacio, si para U C R" se tiene que f : U — R. Por
tanto, el campo seria vectorial si para esa misma region viene dado por una funcién F tal que
F:U— R" donde m > 1.

Pongamos un ejemplo sencillo para ilustrar este concepto. Consideremos la temperatura, 7,
de una habitacion en un cierto instante. A cada punto del espacio (x, y, z) le correspondera un
valor determinado de la temperatura. Consecuentemente, la funciéon 7'(x,y, z) es un campo
escalar. Por otro lado, consideremos que las posibles variaciones de temperatura en la habita-
cion se deben a una cierta corriente de aire. La velocidad de dicha corriente en cada punto de
la habitacion se representaria mediante un vector, que permitiria conocer tanto la magnitud
como la direccion de dicha corriente. Es decir, el campo que representa las velocidades de la
corriente en cada punto es un campo vectorial.

Tanto el campo eléctrico como el campo magnético son algunas de las magnitudes vectoriales
que se estudiardn durante el curso. El potencial electrostatico, por ejemplo, es una magnitud
escalar. Es por ello que en las siguientes secciones haremos un resumen de algunas de las
operaciones bdsicas que se aplican sobre campos vectoriales y escalares y que servirdan de
base para el desarrollo de la asignatura.



Universidad Politécnica de Valencia Electromagnetismo

2.1. Operador nabla

Antes de introducir algunas de las operaciones que se realizan sobre los campos (tanto vec-
toriales como escalares) definamos el llamado operador nabla. Es un operador diferencial
vectorial que, para un espacio tridimensional y en coordenadas cartesianas, puede escribirse
de la siguiente manera:

k, 2.1

donde i, j, y k son los vectores unitarios en las direcciones x,y y z, respectivamente. Vemos
que este operador es un vector cuyas componentes estin formadas por la derivada parcial de
la variable que se corresponde con cada una de las direcciones.

Es posible demostrar que, si hacemos el cambio de coordenadas pertinente en cada caso, este
operador se puede escribir de la siguiente manera en coordenadas cilindricas:

0 1o, 0
V=—p+-—0¢+ =%, 2.2
op p6¢¢ HZZ 22)
y en coordenadas esféricas
0 10, 1 0.
V=—F+-——0+ —, (2.3)

2.2. El gradiente

El gradiente se aplica sobre un campo escalar y da como resultado un campo vectorial. Esto
es facil de entender ya que, como veremos, la operacion gradiente es equivalente a estudiar
la variacion del campo escalar para cada punto del espacio. Es decir, si tenemos la funcion
f(x,y,7) que representa un campo escalar, el gradiente de dicho campo vendra dado por:

0 Of ~
Vi(x,y,2) = _f”r % 81; 2.4)

donde, nuevamente, ?, ]A y k son los vectores unitarios en las direcciones X,y 'y z, respecti-
vamente. Como vemos, el gradiente no es mds que la aplicacion del operador nabla sobre la
funcién de forma que el resultado es un vector cuyas componentes son la derivada parcial de
la funcién en cada una de las direcciones.

En la Fig. 2.2 se ilustra como seria el gradiente de un cierto campo escalar con variacién
radial. Obviamente, en este caso seria conveniente escribir el campo en coordenadas radias y,
por tanto, aplicar el operador nabla dado en Ec. (2.3).

"En el Apéndice A se pueden encontrar las relaciones para realizar el cambio de coordenadas
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Figura 2.1: Tlustracion del gradiente (vectores) de un cierto campo bidimensional de variacion
radial (imagen en escala de grises).

2.3. La divergencia

La divergencia de un cierto campo vectorial F(x,y, z) en el punto a = (xg, o, 20) se define
como el flujo del campo por unidad de volumen, V, cuando el volumen que rodea a dicho
punto tiende a cero, esto es

1
div F|, = lim — # F-ds, (2.5)
AV A(V)

V-0

donde A es una superficie cerrada que tiende a un punto en el limite.

Se puede demostrar que, la operacion anterior se reduce a

o 0 0
V-Fla=(—,—,—
(V-Fla (ax,ay,az

) F, (2.6)
es decir, es el producto escalar entre el operador nabla y campo vectorial. Recordemos que el
campo vectorial es, en general, de la forma F = (F,(x,y,2), F\(x,y,2), F.(x,y,2) y, por tanto,
quedaria la siguiente operacion para la divergencia

OF, OF, OF
V.Fla= 22 :
(V- Bla ox dy T

(2.7)

que, obviamente, es una magnitud escalar. Recordemos nuevamente que en algunos casos
convendrd emplear coordenadas cilindricas o esféricas y que, por lo tanto, ademas de escribir
el campo en las respectivas coordenadas también deberemos hacerlo con el operador nabla
(ver Ecs. (2.2,2.3)).

2.3.1. Teorema de la divergencia

En capitulos posteriores tendrd especial importancia el llamado teorema de la divergencia.
Este teorema nos dice que, si se tiene una superficie cerrada S y un cierto campo vectorial F,
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‘ggEF~dS:fff(V~F)dV, (2.8)
A 14

siendo V el volumen que encerrado por la superficie.

se puede probar que:

La demostracion de este teorema es relativamente sencilla si tenemos en cuenta la propia
definicion de divergencia dada en la Ec. (2.5). Dado que A es una superficie cerrada, podemos
dividirla en un conjunto de superficies cerradas que, en suma, engloben exactamente el mismo
volumen. Por poner un ejemplo sencillo, pensemos en la superficie de un cubo. Dentro de
dicha superficie podriamos incluir N cubos de menor tamafio que también representen una
superficie cerrada y cuya suma encierre exactamente el mismo volumen que el cubo original.
Esto sigue siendo cierto para cualquier superficie cerrada genérica. De esta forma, la parte
izquierda de la expresion dada en la Ec. (2.8) podria escribir como

N
F.-dS = 9%6 F-ds, (2.9)
ﬁ;& ; A;

En el limite, cuando las superficies cerradas tiendan a ser un punto y, por tanto, el volumen
encerrado tienda a cero, cada una de las superficies cerradas serd, por definicion, la divergen-
cia del campo vectorial

N N
= (Z 9§§ " dS] =i (;(V ' F>)AV- (2.10)

Ademas, el limite del sumatorio es una suma de Riemann y, dicho limite, se convertird en la
integral de volumen:

N
éfg)(;(v.F))Av:ffv(v-F)du 2.11)

con lo cual queda probado el teorema de la divergencia.

2.4. Rotacional
El rotacional es un operador vectorial que, al aplicarlo sobre un campo vectorial, indica la
tendencia de este a inducir rotaciones entorno a un punto. Dado un campo vectorial F, el

rotacional se puede escribir como el producto vectorial del operador nabla con dicho campo,
esto es

rot(F) = V x F. (2.12)

Apliquemos este operador en coordenadas cartesianas:
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ik
VXF:% % a% (2.13)
F, F, F,
que resulta en
oF, OF,\, (0F, OdF,)\. (0 OF, OF,\.
VxF=—-—1i e IR P ey 2.14
- =R G F T -

2.5. Laplaciano

El operador laplaciano no es mas que aplicar el operador nabla dos veces sucesivas sobre la
misma funcion. Se suele representar como nabla al cuadrado V2 0 bien como A, es decir

Af = (V-V)f = V*f. (2.15)

Es facil demostrar que, en coordenadas cartesianas tridimensionales, se reduce a:

>f  0Af f

2.6. Identidades

Veamos algunas de las propiedades e identidades de los operadores que hemos visto hasta
ahora, recordando que f representa un campo escalar y F un campo vectorial:

1. V(f+g) =Vf+Vg.

2.V(f-9)=(Vflg+ fVg.

3. VX (fF) = (Vf) xF + f(VxF)

4. V(fF) = (Vf)-A+ f(V-F)

5. VF-G)=Gx(VxF)+Fx(VxG)+(G-V)F + (F-V)G.
6. V-FxG)=(VxF)-G-(VxG)-F

7. VXFXxG)=(V-GF +(G-V)F-(V-F)G - (F- V)G

10



Capitulo 3

Electrostatica en el vacio

3.1. Introduccion

En este capitulo introduciremos el concepto cldsico de campo eléctrico como resultado natu-
ral de la conocida ley de Coulomb, si bien en capitulos posteriores veremos que los campos
magnéticos de naturaleza variable son también fuentes de campo eléctrico. Dado que esta-
remos en el marco de la electrostatica (tanto en el vacio como en medios materiales en el
siguiente capitulo), estaremos siempre asumiendo que las cargas (o distribuciones de carga)
se encuentran en reposo. Teniendo esto en mente, recordaremos la ley de Coulomb, defi-
niremos a partir de ésta el concepto de campo eléctrico y veremos como realizar diversas
operaciones sobre el mismo que lo relaciéon con el llamado potencial electrostético. Igual-
mente, realizaremos una generalizacion del campo eléctrico que nos permitird conocer el
campo para una distribucion de carga genérica (tanto formada por cargas puntuales como
distribuciones de carga continuas) a partir de la cual, mediante la particularizacién a cada
caso, es posible conocer el campo eléctrico en cualquier regién del espacio. Partiendo de
éste, definiremos el potencial eléctrostatico. Igualmente, introduciremos el concepto de dipo-
lo eléctrico y veremos como tanto el potencial como el campo eléctrico se pueden desarrollar
en serie (desarrollo multipolar) para obtener una expresion aproximada de ambos en el caso
de una distribucion de carga genérica.

3.2. Leyde Coulomb

La ley de Coulomb representa la base de la electrostética y, como tal, solo tiene validez si las
cargas son estacionarias. Bajo esta suposicion, esta ley permite calcular la fuerza que ejercen
dos cargas, g1 y ¢, separadas una cierta distancia ry; = |17’12 , siendo 7, = P — 7 el vector
que relaciona la posicion relativa de g, respecto de g;. Dicha fuerza electrostética viene dada
por la expresién

Fi, = k25, (3.1)

12

siendo 7 el vector unitario en la direccion del vector 7, y k la constante de proporcionalidad
conocida como constante de Coulomb. En realidad, esta constante de Coulomb se puede
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relacionar con lo que conocemos como permitividad, €, y cuyas propiedades estudiaremos
mads adelante. En este caso, la constante de Coulomb se relaciona con la permitividad del
vacio, g mediante la siguiente expresion:

1
k= o (3.2)
que, en unidades SI es &) = 8,8541878176 - 10~'2 C*/(N - m?). Las cargas ¢, y ¢, pueden ser
positivas o negativas. Como sabemos, si las cargas son de signo contrario, la fuerza resultante
debe representar la atracciéon de ambas cargas, mientras que si poseen el mismo signo, la
fuerza debe ser repulsiva. Fijémonos en que, gracias a la definicién empleada para el vector
director 75, se cumple esta condicion (ver Fig. 3.1).

,: e, Fatraccién

K Fr'epulsién

,’:_) . —"""— qz

A J

Figura 3.1: Ilustracion del caricter vectorial de la ley de Coulomb en el que F;uccisn OCurre
cuando g, y g, presentan signos opuestos y F,.,.is, €n €l caso en el que las cargas sean del
mismo signo.

Cabe recordar una vez mas que estas cargas puntuales estardn asociadas a cargas estacionarias
y, por tanto, no serd aplicable a electrones libres. Ademas, la ley de Coulomb se formuld
para objetos macroscépicos cargados cuya distribucion de carga se pudiese, de forma ideal,
considerar puntual (similar al concepto de centro de masas). Dicho esto, la ley de Coulomb
puede realizar predicciones relativamente precisas a escala atdmica en determinados casos.
Por ejemplo, en el caso del enlace i6nico producido entre un anidén y un cation de distintos
elementos, la ley de Coulomb puede ser util para realizar una primera aproximacion (esta
debe luego corregirse con factores cuanticos) del radio iénico o bien de la fuerza del enlace.
Esto es asi ya que, idealmente, en dicho enlace la fuerza de atraccion resultante de los iones
de carga opuesta iguala a la fuerza de repulsion debida a la proximidad de los nucleos de
ambos iones, creandose una situacion de equilibrio (enlace) y, consecuentemente, las cargas
se mantienen estacionarias.

12
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3.3. Principio de superposicion

Dado que rara vez podremos aproximar la carga de un cuerpo a una carga puntual aislada,
resulta natural preguntarse que ocurre con la fuerza electrostatica cuando se tiene una cierta
distribucion espacial de carga. Para ello, estudiaremos en primer lugar el caso en el que se
tiene un cierto numero n de cargas distribuidas en el espacio.

3.3.1. Conjunto de cargas puntuales

El llamado principio de superposicion nos indica que, dadas n cargas puntuales, {g1, ¢2, g3, ..., Gn}
distribuidas aleatoriamente en el espacio, la fuerza resultante sobre una carga ¢ es la suma
vectorial de cada una de las fuerzas ejercidas por las n cargas, es decir, F = )", F;. Expresado
de forma explicita resulta en

1 n = -

r—r;
F:EQE}MF_¥ (33)

i=1 i

que también podriamos escribir definiendo los vectores unitarios en cada una de las direccio-
nes como u; = (F — r7)/|?— 77|, de forma que !

_ L aq
F—4ﬂgoz - ﬁ|2u,. (3.4)

i=1 (F — 1

Obviamente, cada una de las cargas sufrira el efecto de la fuerza del resto.

3.3.2. Distribucion continua de carga

Una vez visto que la fuerza total sobre una cierta carga puntual no es mas que la suma de todas
las fuerzas ejercidas por un conjunto de cargas puntuales, supongamos ahora que tenemos un
cierto objeto macroscopico cargado eléctricamente. Podemos considerar que, en este caso,
la carga se distribuird de manera continua en el objeto, ya sea a lo largo de una linea, en su
superficie o en su volumen. De esta forma, podemos definir la densidad lineal de carga en el
objeto como

_dq
AP = 22, (3.5)

la densidad superficial de carga como

_dq
o= (3.6)

y, por ultimo. la densidad volumétrica de carga de la forma

'Emplearemos normalmente la forma de la ecuacién dada en Ec. (3.3)
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d
p(P) = ﬁ (3.7)

que, obviamente, indicardn la densidad de carga por unidad de superficie y por unidad de
volumen, respectivamente. Gracias al principio de superposicion, podemos calcular la fuerza
que ejercera la distribucion de carga sobre una carga puntual situada en la posicién dada por
el vector 7. Es facil ver que cada elemento diferencial de carga tendra una cierta contribucién
o (AdS en el caso de una superficie, o p(#)dV para el volumen. El vector 7 serd recorrido a
lo largo de la superficie (o volumen), de manera que 7, — 7 indica la posicién relativa de cada
diferencial de superficie (o volumen) con respecto a la carga puntual.

Por tanto, la fuerza que ejerce una determinada distribucién lineal de carga, distribuida en
una longitud L', sobre una carga puntual ¢, serd la suma de las fuerzas de cada elemento
diferencial de carga sobre la carga puntual, esto es

= e f (?) (3.8)
TEY L —
Si la densidad de carga fuese superficial, distribuida en la superficie S’, tendriamos:
-2 (*) (39)
&0 JJs’ rq - r

Igualmente, si la carga se distribuye uniformemente en un cierto volumen V’, la fuerza que
ejerce dicha distribucion de carga sobre la carga puntual sera

F=_2 fff P av. (3.10)
7o ' |?q_?|

Cabe recordar lo siguiente: los distintos diferenciales dependerdn del sistema de coordena-
das empleado. En el apéndice A se pueden encontrar la relacion entre los diferenciales en
coordenadas cartesianas y sus respectivos equivalentes en coordenadas cilindricas y esféri-
cas. Logicamente, la eleccion del sistema de coordenadas dependerd del tipo de carga que se
quiera estudiar. Si existe simetria cilindrica o esférica, el problema se simplificard empleando
coordenadas cilindricas o esféricas, respectivamente.

3.3.3. Expresion general

Podemos resumir las distintas expresiones vistas en esta seccion en una férmula general que
considere la fuerza ejercida sobre una carga puntual por un conjunto discreto de cargas pun-
tuales y una cierta distribucion de carga, esto es

( (S mmr (BT,
F=— i——+ | ——=dq’'|. 3.11
471'80([,2;61 > o3 fQ? q] ( )

|rq =T
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donde dq’ y Q dependerin de la geometria de la distribucién espacial de carga (lineal, su-
perficial o volumétrica). Por ejemplo, si la carga fuese superficial tendriamos dg’ = o (7)dS .
Noétese que, aunque no lo escribimos de manera explicita, la fuerza sobre la carga depende
obviamente de su posicion, es decir, F(7,). Esto no es mas que una consecuencia de la pro-
pia definicion de fuerza electrostdtica ya que, para poder definirla, es necesario que exista
interaccion entre al menos dos cargas. Sin embargo, necesariamente debe haber un concepto
mas fundamental (el campo eléctrico que veremos a continuacién) el cual permita conocer la
perturbacion en el espacio por el hecho de que exista una cierta carga, sin necesidad de que
se ejerza una fuerza sobre otra.

3.4. El campo eléctrico

A partir de las ecuaciones vistas en la seccidn anterior, el concepto de campo eléctrico surge
de manera natural. El campo eléctrico seria la region del espacio afectada por una cierta
distribucién de carga de tal forma que, al introducir una cierta carga ¢, esta se ve afectada
por la fuerza descrita anteriormente . Es decir, la fuerza resultante sobre la carga g seria
consecuencia del campo eléctrico, esto es

F = ¢E. (3.12)

Aplicando esta definicion a la Ec.(3.11), podemos expresar el campo eléctrico generado por
una cierta distribucion de carga genérica en el punto dado por el vector 74, como

E() = — qu T f|r°_f| (3.13)
ro—r

Fijémonos en que, efectivamente, el campo eléctrico es un campo vectorial. Para cada punto
del espacio dado por 7y = (xo, Yo, 20) existe un vector E = (E,, E,, E) que cuantifica el campo
eléctrico en dicho punto.

Aungque la diferencia entre el campo electrostatico y la fuerza dada por la ley de Coulomb pa-
rezca sutil, la definicion de campo eléctrico tiene importantes implicaciones. Para que exista
una fuerza necesariamente la tenemos que referir a un cierto objeto, en este caso, a una carga.
Sin embargo, el campo eléctrico se puede definir en todo el espacio sin necesidad de que
exista una interaccion directa entre dos o més cargas. Por ejemplo, una sola carga situada
en una region vacia del espacio generard un campo eléctrico en todos los puntos de dicho
espacio. Si colocasemos una segunda carga en dicha region, entonces podriamos observar la
manifestacion del campo eléctrico a través de la fuerza ejercida sobre el mismo.

A continuacién, empleando la férmula general del campo eléctrico (Ec.(3.13), estudiaremos
dos casos de interés: un disco circular y el caso ideal de una superficie plana infinita, ambos
uniformemente cargados.

“Nétese que ésta es la definicién cldsica de campo eléctrico que, entre otras cosas, produce una fuerza
instantdnea sobre la carga g.
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Figura 3.2: Ilustracion del problema en el cual se calcula el campo eléctrico generado por un
disco uniformemente cargado sobre su propio eje.

3.4.1. Disco circular uniformemente cargado

Consideremos un disco circular, de radio R, cargado uniformemente y en el cual la distribu-
cion superficial de carga es o, y queremos conocer el campo eléctrico sobre el eje del disco
(ver Fig. 3.2). Siempre que tengamos una cierta distribucion de carga, el primer paso para
calcular el campo eléctrico es encontrar el sistema de coordenadas mas conveniente. En este
caso, al tratarse de un disco, emplearemos obviamente coordenadas cilindricas (ver Apéndice
A) cuyo origen coincida con el centro del disco *

Debemos emplear la Ec. (3.13) teniendo en cuenta que la contribucién al campo eléctrico
serd debida a una densidad superficial de carga, es decir

1 =2 _ =2
E(7) = —— f oML gs. (3.14)
drey JJs |70 _#

Al considerar que el disco esta uniformemente cargado, la densidad superficial de carga sera
constante a lo largo de todo el disco, esto es, o(F) = o. Por tanto, la ecuacién del campo

queda como
ro—r
E(rg) = ff . 3.15
(5) = e ,|r_ﬁ (3.15)

Introducimos las coordenadas cilindricas asi como el elemento diferencial de superficie (Apéndi-
ce A), de forma que las coordenadas que describen las posibles posiciones en las que se
encuentra el disco son

F=(pcos¢,psing,0), con 0<p <R, (3.16)

y, ademads, dS = pdpd¢. Recordemos que los elementos diferenciales de superficie depen-
den del plano que seleccionemos. En este caso, dado que el disco se describe mediante las

3Nota sobre notacién: Dado que en la mayoria de textos se sigue esta convencion, si se tiene una distribucién
de carga superficial en coordenadas cilindricas emplearemos p como la coordenada correspondiente al radio. Si
se tiene una distribucién de volumen, recordemos que p sera la densidad volumétrica de carga.
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coordenadas p y ¢, empleamos el elemento diferencial de superficie que en el Apéndice A
aparece como dS . El dltimo paso sera seleccionar el punto, linea, superficie o volumen en
el cual se desea conocer el campo eléctrico. En el problema que nos ataie, es de interés la
distribuciéon de campo a lo largo del eje z, que es perpendicular al disco y lo corta por su
centro. Por tanto, tendremos que 74, = (0,0, z). Introduciendo estos elementos en la ecuacion
del campo eléctrico se obtiene *:

E(z) =

R 2 o _ 1
o f (—p cos ¢, psm¢,Z)pdpd¢. (3.17)
o Jo

471'80 (0% + 72)3?

Aunque en este caso en particular resulta relativamente sencillo resolver la integral de cada
una de las componentes del campo eléctrico, es conveniente siempre separar dichas compo-
nentes para mejorar la claridad de los cédlculos. Tendremos por tanto que:

21
B —p Cos @,
Ei@) = 47rsoff (,02+Z2)3/2 dpd¢
21
—p sin ¢
Eyz) = 47T80f f (p2+Z2)3/2 dpd¢
21
EQ) = 47T80f f (p2+12)3/2 dpd¢

(3.18)

Las integrales de las componentes x e y se anulan por la integral en un ciclo del seno y el
coseno’, de forma que solo nos queda la componente E,. Este resultado era esperable dada
la simetria de revolucién del disco y el cardcter vectorial del campo eléctrico que hacen que
cada contribucién del disco a las componentes trasversales del campo sobre el eje z tenga una
contribucion de igual magnitud y sentido opuesto en una posicion simétrica. De esta forma
las componentes trasversales del campo eléctrico se anulan. El campo eléctrico sobre el eje

serd por tanto
27 R
oz o
E ()= — d ———— dp, 3.19

que, tras resolver la integral de la variable angular, queda como

E(2) = 200 f (p2+z2)3/2 dp. (3.20)

Nos queda resolver la integral radial. Para ello, empleamos el siguiente cambio de variable

du du
u=(*+2)> —=2p->dp=, (3.21)
dp 2p
“Recordemos que el médulo de un vector viene dado por |\7| = Z, y que sin’ ¢ + cos? ¢ =1.

SRecordemos que fozﬂ cos ¢pd¢ = sin(2m) —sin(0) =0 y fozﬂ sin ¢d¢ = cos(0) — cos(2n) =

17



Universidad Politécnica de Valencia Electromagnetismo

de modo que la parte integral de la ecuacion se simplifica a

1 f gy = S0 : (3.22)
— | u U= ————=———. .
2 21-3/2) a

Deshacemos el cambio de variable e incorporamos el resultado a la ecuacién del campo
eléctrico:

R
o4 1
E()=———|—— (3.23)
que, finalmente, queda como
o Z
E.(2) = — (s n(z) — —) (3.24)
’ 29 s VR? + 72

donde la funcién signo viene dada por sgn(z) = l—;

Analicemos la ecuacion anterior. La densidad de carga puede ser tanto positiva como nega-
tiva, dependiendo del tipo de carga que atribuyamos al disco. Supongamos que es positiva.
En el centro del disco, esto es en z = 0, el campo serd nulo (E,(0) = 0.). Para pequefios
desplazamientos positivos cercanos al origen del eje z, llamémosles Az = 0, la funcién signo
tomard su valor maximo, es decir, sgn(Az) ~ 1. Por contra, el segundo término que aparece
restando es una funcién de crecimiento suave cuyo valor maximo es 1. Reescribamos dicho
término y calculemos el limite cuando z — oo en la forma

1
lfim —— = lfm ———— = 1. (3.25)

700 1/R2+Z2 700 ’1 +R_22
Z

Podemos concluir que, por tanto, el campo alcanzard su valor maximo en las cercanias del
centro del disco E.(Az) = o/2¢,, decrecerd conforme nos alejemos en la direccion del eje
z y serd nulo cuando la distancia tienda a infinito (E,(z — oo0) = 0). Nétese que, si ahora
consideramos que los desplazamientos son en el sentido negativo del eje z, el razonamiento
es exactamente pero deberiamos cambiar el signo a todas las expresiones. Debemos recordar
que estamos calculando un campo vectorial dado por E(#%) = (0,0, E.) y que, por tanto, el
signo de la expresion dada en la Ec.(3.24) nos indica la direccién y sentido en la que fluyen
las lineas de campo. De esta forma, independientemente de si la distribucion de carga es
positiva o negativa, el campo eléctrico tendrd un sentido opuesto a ambos lados del disco.

3.4.2. Superficie plana infinita uniformemente cargada

A partir del resultado anterior podemos calcular el campo de un plano cargado uniforme-
mente. Obviamente, este caso serd una aproximacion cuando las dimensiones del disco (o
cualquier otra superficie que cuyas dimensiones se puedan considerar infinitas) son mucho
mas extensas que la zona en la que se quiere calcular el campo eléctrico. En el caso del disco
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uniformemente cargado, podremos realizar esta aproximacion si acotamos la variable z. Si
definimos z € (—z,;,, Zn), entonces podemos considerar que el plano es infinito si R > z,. En
tal caso, podemos considerar que el radio del disco tiende a infinito (R — o) lo cual da lugar
a.

E.(2) = 2180 (sgn(z) — lim (3.26)

Z
R—c A[R2 + Zz) ’
de donde se obtiene la expresion general del campo eléctrico sobre el eje perpendicular a un
plano infinito

= si z>0
E.(2) = (3.27)
o
T 2e0 si z<0.
Al igual que en el caso anterior, el signo de la componente E, indica el sentido del vector
de campo. Si la densidad de carga es positiva, los vectores de campo apuntarédn en el sentido
opuesto al plano, mientras que si es negativa dichos vectores apuntardn hacia el plano (ver
Fig. 3.3). Por otro lado, analizando la simetria del problema, se puede concluir que el campo
eléctrico sera nulo cuando z = 0.

¥4 ¥4
A A

T E,(z)) l E,(z1)

g>0 o<0

1 Ez(_zl) Ez(_zl)

Figura 3.3: Representacion del campo eléctrico generado por un plano infinito cargado de
manera uniforme. Se representa el vector de campo en dos puntos opuestos con respecto al
plano, para los casos en los que la densidad de carga superficial es positiva y negativa.

3.5. Operadores sobre el campo eléctrico

En esta seccién veremos como la aplicacion de los operadores del Capitulo 2 da lugar a
nuevas magnitudes de interés o incluso a la proposicion de nuevas leyes en electrostatica.
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3.5.1. Rotacional de un campo eléctrico estacionario

Calculemos el rotacional de la expresion general obtenida para el campo eléctrico (Ec.(3.13))
recordando que el rotacional aplica sobre las componentes vectoriales y, por tanto, lo pode-
mos escribir de la siguiente forma

n

VxE(f’o)Z%[ZquxMJrqu'vXM]. (3.28)
0

S5 )3 > 3
i=1 ro—r; ro—r

Es facil ver que, para obtener el resultado del rotacional del campo eléctrico, basta con cal-

cular V x (75 — P)/ |r6 — 17|3 y luego particularizar para la integral o el sumatorio. Para realizar
el célculo escribamos los respectivos vectores de posicion en coordenadas cartesianas tridi-
mensionales, de modo que 7 — 7 = (xo — X, Yo — ¥, 2o — 2). Por tanto, el rotacional quedara de
la siguiente manera

i j k
0 0 0
V % E(?()) = axo 8y0 020 , (329)
Xo—X Yo~y Yo—Y
> B o B - a3
G-A A -7
que, tras algunos calculos sencillos. resulta en
VXxE@)=0i+07+0k=(0,0,0). (3.30)

Por tanto, el rotacional del campo eléctrico (cuando las cargas se encuentren en reposo) es un
-
vector nulo, VX E(#) =0

3.5.2. El potencial electrostatico: El campo eléctrico como gradiente de
una funcion escalar

Volviendo a los conceptos matematicos vistos en el Capitulo 2, recordemos que el gradien-
te de un campo escalar es un campo vectorial. Ademds, dado que el rotacional del campo
eléctrico es nulo, se puede asumir que el campo eléctrico es el gradiente de un cierto cam-
po escalar (ver la identidad vectorial 4 de la seccion 2.6). Es de esta forma como surge el
concepto de potencial electrostdtico, que es un cierto campo escalar tal que:

E=-VU. (3.31)

Mas adelante veremos el motivo del signo negativo en la expresion anterior. Digamos que,
para que la definicién de potencial sea consistente, su variacion y las lineas de campo deben
ir en sentidos opuestos®.

6Como veremos, el potencial es nulo en el infinito. Dado que el gradiente indica la direccién de crecimiento
de la funcidn escalar y, si definimos el potencial como una cantidad positiva, necesariamente se debe incluir el
signo negativo
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El potencial, por tanto, serda cualquier funcién que cumpla que U(?) = Uy(?) + C, siendo C
un valor constante. Para que el potencial quede univocamente definido, se asume que en un
cierto punto r, el potencial electrostatico es nulo. De esta forma, podriamos calcularlo sin
mas que realizar la siguiente integral

70
U(ry) = — f E-dl (3.32)
rp
donde tenemos la integral del producto escalar del campo eléctrico y el elemento diferencial
de longitud. En coordenadas cartesianas tendriamos que dI = dxi + dy] + dzk. En el apéndice
A se pueden encontrar dicho elemento diferencial en coordenadas cilindricas y esféricas.

El potencial electrostitico se puede interpretar fisicamente como el trabajo necesario para
desplazar una carga puntual desde 7 hasta 7,. Dicho de otra forma, el potencial electrostatico
en el punto 7, es la energia potencial que tendria una carga situada en dicho punto debido a
la presencia del campo eléctrico, medida con respecto al origen de potenciales 7,.

Calculemos la féormula general del campo electrostatico a partir de las ecuaciones Ec.(3.13)
y Ec. (3.32):

o f_ : I .
U = qu i |- al’ (3.33)

47r80 |l . r

. . . s, e 7
Para simplificar la expresion, llamemos §; = I-7 y§= I-7 Fijémonos que ds; = d§ = dl.
Ademas, 7, = §;, + F;, siendo n los subindices 0 y p. Obtenemos de esta forma la siguiente

expresion:
s,o+r, —>
U = e i ——d5; + d —d 3.34
@ (qu T f 1 f kL S} 539

que da lugar a

1 |\ 1
Ui =—-—— e + f dg'— (3.35)
dreg ;C] |8 s 0 1 K Spt7
Deshacemos el cambio para calcular el potencial
1[®
U(rp) q + f dq' — . (3.36)
4ﬂ80 Z o |-k,

Sustituyendo los valores de la integral definida obtenemos

-1 < 1 1 1 1
UR) = — : - + | dg - X 3.37
(o) 47T80(;q (IrB—r?I Ir*—ri-l) fg 1 (Ir?)—ﬂ er—?l)) G371

p
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que seria la ecuacién genérica del potencial electrostatico creado por un conjunto de n cargas
puntuales situadas en posiciones 7 y una distribucién continua de carga Q sobre el punto 7.
Como dijimos anteriormente, para poder definir el potencial debemos considerar cual es su
origen 7,,. Si existe presencia de una cierta distribucién de carga, es natural definir el origen
de potenciales en el infinito, es decir, si r?, — 00, entonces V(r;’, = 0). Dicho de otra forma,
cuanto mds nos alejemos de la distribucién de carga, menor serd su efecto y, por tanto, menor
trabajo serd necesario para desplazar una carga eléctrica bajo el efecto del campo eléctrico.
Haciendo esta consideracion, la formula general del potencial electrostatico se simplifica y
puede escribirse de la siguiente forma

-1 C qi dq’
UGR) = _ 9+f — . (3.38)
Y dne [Zl -7l Jo 17— ﬂ]

que es la formula general para el cdlculo del potencial electrostatico generado por n cargas y
una distribucién de carga Q(7).

3.5.3. Ley de Gauss: Divergencia del campo eléctrico

Recordemos que la divergencia de un cierto campo vectorial se puede entender como el pro-
ducto escalar entre el operador nabla y dicho campo. Calculemos la expresion general de la
divergencia del campo eléctrico

I U R G Ty ) f , (rB—?)]
V- E(p) = — Ve——+ | d¢'V-—— . (3.39)
o Az [ZZZI q |r_6 ~ f;|3 0 q |?0 B ’713

Siguiendo las notas del apéndice B sobre las propiedades de la funcién delta de Dirac, se
llega a la siguiente expresion

1 n
V-E() = 8—0 (Z qio(ro — 1) + qu’é(r_() -7 ] (3.40)
i=1 0

Es posible transformar la ecuacion anterior en una relacion sencilla haciendo dos conside-
raciones. Por un lado, consideraremos que la parte que tiene en cuenta una distribucién de
carga continua se debe, en general, a una distribucién de carga volumétrica. Por lo tanto,
dq’ = p(ry)dV, lo cual, a partir de la propiedad 3 del apéndice B, nos lleva a

f p(r0)o(r = PAV = p(7). (3.41)
0

Por otro lado, la contribucién de las cargas puntuales se podria tener en cuenta sin més que
redefinir la distribucidn de carga de la siguiente forma:

P(P) = p,(r) + pe(7) (3.42)

donde p, seria la contribucion de la distribucion continua de carga dada por la Ec.(3.41) y
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si

S 0
pp(r) = { Sa s

seria la contribucion de las cargas puntuales. De esta forma, se obtiene la siguiente expresion
genérica para la divergencia del campo eléctrico (para cargas en estado estacionario):

(3.43)

IV
H

NN

v.E=PD (3.44)
€0

Fijémonos que, como cabia esperar, la divergencia del campo es un campo escalar que de-
pende exclusivamente de la distribucion de carga. Este resultado nos permite interpretar de
manera mds sencilla las conclusiones del apéndice B. Dado que la divergencia del campo
solo depende de la distribucién espacial de la densidad de carga (y del valor de la carga) y,
ademads, serd en aquellos puntos donde no exista carga, es natural que, al aplicar el teorema
de la divergencia, el resultado de la integral dependa unicamente de la carga englobada en el
interior del volumen y no del tamafio del mismo.

3.5.4. Flujo del campo eléctrico

El flujo eléctrico (o electrostitico) es otra magnitud escalar de interés. Nos permite obtener
una medida de cdmo es el campo eléctrico que atraviesa una cierta superficie. En concreto,
el flujo eléctrico indica el “nimero”’neto de lineas de campo que atraviesan una determinada
superficie. Por tanto, un flujo nulo no indica necesariamente que no exista campo eléctrico si
no que, para la superficie seleccionada, existiria el mismo nimero de lineas de campo en un
sentido y en su opuesto. Definamos, pues, el flujo eléctrico como la siguiente integral

D= ffE-dS. (3.45)
A

Sustituyamos la Ec. (3.13) que describe un campo eléctrico genérico en la expresion anterior,
particularizando a una superficie cerrada

1 § o — r, Pp—F
® = # 1 f gs. (3.46)
A 4 {Z "ol el ]

que resulta en

o- off s [y ff 2 ds). a7
4( i R

Se puede demostrar que las integrales cerradas (apéndice C) resultan en 4z para puntos en el
interior de la superficie cerrada y 0 para el resto. Por tanto, el flujo del campo eléctrico (para
el caso de una superficie cerrada) se simplifica a la siguiente expresion:
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o

€0

d (3.48)

siendo Q; = >, ¢; + QO la carga total encerrada por la superficie A. Por tanto, el flujo del
campo eléctrico es igual a la carga neta encerrada dividida entre la permitividad eléctrica
del vacio. Podemos comprobar la similitud entre las Ecs.(3.44) y (3.48). En el fondo, ambas
expresiones equivalen a la ley de Gauss, siendo la primera su forma diferencial y la segunda
su forma integral.

3.5.5. Ecuaciones de Poisson y Laplace
Si partimos de la ecuacion diferencial de la ley de Gauss (Ec.(3.44)) y sustituimos el potencial

eléctrico (Ec.(3.31)) se llega a la siguiente expresion

VU =AU = -£ (3.49)

€0

que se conoce como ecuacion de Poisson. Un caso particular de esta ecuacion es la llamada
ecuacion de Laplace, que nos dice que en ausencia de carga se cumple que

AU = 0. (3.50)

Aunque esta dltima ecuacion parece una obviedad, serd fundamental en posteriores capitu-
los cuando se quiera conocer el potencial en una cierta region del espacio a partir de las
condiciones de contorno.

3.6. El dipolo eléctrico y momento dipolar
El dipolo eléctrico es un tipo de distribucion de carga en la cual se tienen dos cargas (ideal-
mente puntuales) de signo opuesto (q; = ¢, g> = —¢q) separadas una cierta distancia d = \d] =

|’, — 7| tal que la distancia de observaciéon es mucho mds grande que la separacién entre
ambas (|7 > d).

De manera general, se define el momento dipolar de una cierta distribucion de carga como el
siguiente vector

n
p=) af, (3.51)
i
si la distribucidn estd formada por una cantidad discreta de cargas puntuales o

P= f 7dgq, (3.52)
0

si la distribucién es continua. E1 momento dipolar es una medida de la polaridad de la distri-
bucidn de carga, esto es, la separacion que existe entre cargas de signo opuesto.
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3.6.1. Potencial electrostatico de un dipolo eléctrico

Para calcular el potencial electrostitico de un dipolo, apoyémonos en la Fig.(3.4). Referire-
mos las coordenadas de las cargas que constituyen del dipolo a partir del centro del mismo,
es decir, la carga —q se localizaen 7, = 7+ d/2 y la carga +q en Prg=7-— d/2. Sustituyendo
en la Ec.(3.38), se obtiene

U(%) = 1[ 1 1 ] (3.53)

4'77-80 |?0 - ?q)| |?0 - ?—q)|

que podemos reescribir como

q ! _ !
o || —r—dj2| |r-redid)

U(7) = (3.54)

U(7o)

Figura 3.4: Relacion entre vectores en presencia de un dipolo eléctrico.

. . ., =2 . . .« ., .
Para simplificar la notacién, llamemos R al vector que indica la posicion relativa entre el
., . =g
punto de observacion y el centro del dipolo, esto es, R = 74, — 7. De esta forma, podemos
simplificar las fracciones de manera sencilla:

q 1 1

UR) = —
47‘(80 'R—d/2

(3.55)

[R+dp2|)
En este punto, para simplificar la ecuacion y dada la condiciéon de que R>d, podemos

realizar el desarrollo de Taylor de la expresion anterior. Recordemos que el desarrollo de
Taylor de una cierta funcion entorno a x = 0 viene dado por

o0

O L - %)
= x0) = ; n! dx"

X", (3.56)

x=0
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Teniendo esto en cuenta, hagamos el desarrollo de Taylor entorno al punto d=0dela
expresion del potencial

9 b1 - (3.57)

YR e ‘1? - /2‘ '1? )

:L—+

1
4re, ‘ﬁ‘ 2R

Quedandonos a primer orden del desarrollo, podemos expresar el potencial electrostatico del
dipolo como

. 1 |p-R
VR ~ —| 55| (3.58)
TTEQ ‘ﬁ‘

donde aparece el momento dipolar g = qcf. Deshaciendo el cambio de coordenadas, podemos
también expresar el potencial de la siguiente forma:

U(#%) = ! [ﬁ'%_?)]. (3.59)

4re |70 _ 7|3

3.6.2. Campo eléctrico de un dipolo

Una vez conocido el potencial electrostatico del dipolo, es directo calcular el campo eléctrico
aplicando la Ec. (3.31). Se debe aplicar el operador nabla sobre la expresion del potencial, lo
que lleva a

- _)'R) — -
ER) va3 -3 RVRZ+R3VE- R (3.60)

donde hemos aplicado la regla de la cadenay R = ‘ﬁ‘ El segundo término es sencillo, ya que
7 es un vector constante y, por tanto, V3 - R = 3. Por otro lado,
e — 3.61
= FMR (3.61)
donde R es el vector unitario en la direccién de K. Podemos expresarlo de la siguiente forma

R
_5.

VR? =-3 (3.62)
R

7Si se quiere ver de otra forma, el producto escalaren cartesianas serd 7 - R= DxX + pyy + p.z, 'y, por tanto,
el gradiente V(7 - R)=pi+ py} +pk=p
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Sustituyendo estos valores, el campo eléctrico generado por un dipolo eléctrico queda de la
siguiente forma:

1 |33-BR §
W

ER) = (3.63)

R R

3.6.3. Superficies equipotenciales y lineas de fuerza de un dipolo

Como su propio nombre indica, las superficies equipotenciales de una cierta distribucién de
carga son aquellas para las cuales el potencial es el mismo. Para estudiar dichas superficies
en el caso del dipolo eléctrico, resulta especialmente conveniente tomar las siguientes coor-
denadas en la Ec.(3.58). Por un lado, si tomamos como origen de coordenadas la posicion del
dipolo, 7 = 0. Ademas, escribimos el producto escalar en funcion del dngulo que forman el
vector del momento dipolar y el vector de posicion, esto es, p - 7y = prgcos 8, siendo p = ||
y ro = |fp|. Con esto, podemos expresar el potencial electrostatico del dipolo simplemente
como

0
U(ry, 0) = — 22>

1
—— (3.64)
dre T
Para obtener las coordenadas de las superficies equipotenciales, basta con considerar que

U(ry) = U es una constante. Por tanto, dado un cierto dipolo con momento 7, tendran el
mismo potencial aquellas superficies que cumplan que

1 1/2
P COSH) . (3.65)

e 0)=|—-
rea(®) (471’80 U

En la Fig.3.5 se representan las lineas equipotenciales correspondientes al corte con y = 0.

X

v

Figura 3.5: Lineas equipotenciales de un dipolo para y = 0. Cada linea representa un valor de
U distinto.

Ademads, las lineas de campo eléctrico del dipolo son cerradas, tal como se muestra en la
Fig. 3.6. Recordemos que, dada la relacion entre el campo y el potencial, las superficies
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equipotenciales serdn perpendiculares a la lineas de campo que las atraviesan en cada punto
del espacio. 8

Figura 3.6: Lineas del campo eléctrico de un dipolo para y = 0. Cada linea representa un
valor de U distinto.

3.6.4. Expansion multipolar del potencial eléctrico

Supongamos ahora que tenemos una cierta distribucién continua de carga localizada en una
region del espacio. En tal caso, el potencial debido a dicha distribucién serd

1
U(R) = f dq_ (3.66)
4ngo Jo |7o - 7|

Si, al igual que hicimos en el apartado anterior, hacemos la expansion en serie de las coorde-
nadas, podemos escribir

2 R 2 . 2 2
U(R) = —— qu(l JJor, 1 (—3(”’5 - _ %) +O). (3.67)
, ‘

dreg o r 2 r r

donde ry = |Fy|. Es decir, el potencial debido a una cierta distribucién continua de carga se
puede escribir como la suma un conjunto (infinito) de potenciales:

UR) = ). Ui(Fy). (3.68)
i=0

Sinos fijamos en la expansion, es facil ver que el primer término es directamente el potencial
debido a la carga neta (momento monopolar) de la distribucidn, esto es

8La representacién se ha obtenido a partir del simulador de lineas de campo de la pdgina web
https://academo.org/demos/electric-field-line-simulator/.
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L1
U\(R) = Er% (3.69)

Por otro lado, el segundo término lo podemos relacionar directamente con el momento dipolar
de la distribucion de carga:

-

5
P-To

1
drg rg

Us(rp) =

(3.70)

Aunque no lo veremos en detalle, el resto de términos se relacionan también con momentos
de orden superior (por ejemplo, en Us(7,) aparece el llamado momento cuadrupolar).

Notese la utilidad de este tipo de desarrollo. El potencial debido a cualquier distribucion de
carga en primera aproximacion se puede considerar como aquel que generaria una carga pun-
tual. En segundo orden de aproximacion, seria el de una carga puntual mds el correspondiente
a un dipolo. A tercer orden, serian esos dos términos mds un tercero correspondiente al mo-
mento cuadrupolar. Obviamente, dependiendo del tipo de distribucién de carga, cada uno de
los términos tendrdn un peso distinto. Este tipo de aproximacion es especialmente relevante
si la distribucion de carga presenta una geometria compleja, de manera que no existe ninguna
simetria que nos permita simplificar el cdlculo del potencial.

Los calculos anteriores se podrian extender al campo eléctrico, de manera que obtendriamos
el desarrollo multipolar de dicho campo. Como sabemos, una vez conocido el potencial po-
demos obtener el campo sin mds que aplicar el gradiente (con signo negativo) del potencial.

3.7. Energia potencial electrostatica

La energia potencial electrostética de una cierta distribucion de carga se puede definir como
el trabajo realizado para que exista dicha distribucién de carga (en otras palabras, seria el es-
Jfuerzo hecho en contra de la propia fuerza electrostatica que impediria que dicha distribucidn
existiese). Matematicamente se expresaria como

rf 5
W:—f F-di (3.71)

donde tendriamos que tener en cuenta el tipo distribucién de carga dentro de la fuerza elec-
trostdtica y las posiciones iniciales y finales de dicha distribucion, (r; y ). Esta definicion se
entiende mejor a través de un ejemplo sencillo.

Consideremos que existen dos cargas puntuales, g situada en el origen de coordenadas, y
q1, situada en una cierta posicion del espacio dada por 7. Si se quiere calcular la energia
potencial electrostatica de g; (suponiendo que g, se ha mantenido siempre en el origen)’,
debemos calcular el trabajo necesario para llevar a g; desde un cierto punto de referencia
dado por las coordendas 7, hasta 7. La propia definicion de energia potencial electrostdtica
nos lleva

9Si no hiciésemos esta consideracién, la energia electrostética total serfa W = W, + W,. En este caso parti-
cular, Wy, = 0.
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W= - f F.dl (3.72)
7.

ef

Teniendo en cuenta que la fuerza electrostética vendra dada por la ley de Coulomb, nos queda
que

7 S 1 1
W, = —f o1 5 . gr= 24 (— - —) (3.73)

2 - .
” dregr dreg \r1 Trey
. 2 A
donde hemos considerado que d/ = drii,.

Si recordamos la definicién de potencial, para este caso particular, coincide exactamente con
la energia potencial si tuviésemos en cuenta la presencia de la carga gy. De la misma forma
que hacemos con el potencial, tomaremos como posicion de referencia el infinito y, por tanto,
la energia electrostdtica en este caso serd

q091
471'80}"1

W=Wy+W = (3.74)

De forma mds general, si la carga gy estuviese en una cierta posicion 7y, es facil ver que
tendriamos la siguiente ecuacién

q091

=W+ W = —F—
v o™ 47T80|71 —170|

(3.75)

donde simplemente tenemos en cuenta la posicion relativa de la carga g, con respecto a qo.

Como hemos comentado, para este caso particular de dos cargas puntuales, podemos relacio-
nar la energia potencial electrostdtica con el potencial debido a la carga g, de forma que

W =qU() (3.76)

3.7.1. Energia potencial electrostatica de una distribucion de discreta
de cargas puntuales

El resultado obtenido en la Ec. (3.76) es totalmente equivalente si intercambiamos ambas
cargas, es decir

e, igualmente, podriamos expresarlo como una combinacion lineal de ambas para, de alguna
formar, tener presente que existen dos cargas puntuales. Por ejemplo, podriamos escribirla
como

_ qoU (%) N qU(R)

w
2 2

(3.78)
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De esta forma, podemos pasar a considerar la energia potencial electrostatica de un sistema
de N cargas puntuales. Para ello consideraremos, por ejemplo, que dicha distribucion de carga
se ha creado desplazando en primer lugar la carga gy desde el infinito a 7y, posteriormente el
mismo proceso para la carga gy_; y asi sucesivamente hasta la carga g; '°. Para simplificar la
notacion expresaremos las posiciones relativas como r;; = |7} — 7).

Segtn la consideracién que hemos realizado a la hora de construir la distribucién de carga
(que gy fue la primera en ocupar su posicidn y ¢; la dltima), cuando la carga g; se movio el
resto de cargas estaban presentes. Por tanto, la energia potencial de ¢, tendra en cuenta el
trabajo realizado en contra de cada una de las fuerzas electrostdticas del resto de cargas, esto
es

N
wy=-I (2, %, v __ N (3.79)
471'8() 21 r3i rn1 471'30 ) I'nl
Si consideramos ahora la segunda carga, tendriamos
N
Wy= 2 (B 9, pAIN) o DN (3.80)
471'8() r3p 17%) rna 47'[80 3 Fno

Y podriamos seguir haciendo lo mismo para el resto hasta la ultima de las cargas que realiza
un trabajo. Notese que la tltima carga para la cual se realiza un trabajo es gy — 1, con lo cual

Wy, = qgn-1 4N (3.81)
47T80 I'nNN-1
La energia potencial electrostatica total serd la suma de cada una de ellas, es decir
N
w=> W, (3.82)
m=1
que podriamos reescribir en la forma
N-1
W =gy > Ulry ) (3.83)
m=1

Ahora bien, al igual que consideramos en la Ec. (3.78), el resultado anterior debe ser total-
mente equivalente si permutamos la construccion de la distribucion, considerando que g, fue
la primera en existir. Por tanto,

N
W=q ) Ulriw (3.84)
m=2

0Permitan que realice esta analogia con la construccién paso a paso de la distribucién de carga. Estricta-
mente, la energia potencial es intrinseca a la propia distribucién de carga y no a la forma en que ésta se ha
construido. Sin embargo, resulta util emplear este concepto para los calculos de esta seccion
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y, de igual manera, podriamos combinar ambas expresiones:

W=>a Z U(ri m) + g Z Ulry m) (3.85)

m=1

Lo anterior sigue siendo cierto para cualquiera de las permutaciones posibles en la construc-
cion de la distribucion de carga. Por tanto, podemos escribir la energia potencial como

NI'—‘

i=1

N N
=2 > 4; ), U(rp), coni# | (3.86)
J

3.7.2. Energia potencial de una distribucién de carga volumétrica

A partir de la Ec. (3.86) es sencillo deducir la forma que tendré la energia potencial de una
distribucién de carga continua que ocupe un cierto volumen, V,. Si, al igual que hicimos
anteriormente, llamamos al diferencial de carga dg = p(¥)dV, los sumatorios del caso discreto
se transforman en la siguiente integral

W=l f f f p(?) U(HdV (3.87)
2 JJy,
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Resumen

A continuacién se enumeran los puntos mds relevantes del capitulo

Expresion general de la ley de Coulomb y su relacion con el campo eléctrico.
Relacién entre el campo eléctrico y el potencial y la obtencién uno a partir del otro.
Teorema de la divergencia y su aplicacion.

Ley de Gauss, tanto diferencial como integral.

Concepto de densidad de carga en una distribucién continua de carga

Concepto de dipolo eléctrico.
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Ejercicios

3.1. Calcula el campo eléctrico debido a dos cargas puntuales idénticas separadas una cierta
distancia d sobre la direccion perpendicular al segmento que las une y que pasa por la
mitad del mismo.

Solucion:

Para resolver este problema, aprovechamos la simetria del problema de tal forma que
situamos las cargas sobre el eje x y el origen de coordenadas en el punto mitad del
segmento que las une, tal como muestra la Fig. 3.7.

z

=

d

Figura 3.7: Dos cargas iguales separadas una distancia d.

Aplicando el principio de superposicion, podemos expresar el campo total como la
suma de los campos de cada una de las cargas, es decir

E=E, +E,

Si analizamos la simetria del problema, es fécil ver la siguiente relacion entre las com-
ponentes de los campos sobre el eje z:

El,x(Z) = _EZ,x(Z)a EI,Z(Z) = EZ,Z(Z)’ El,y(z) = EZ,y(Z) =0.

Por tanto, el campo eléctrico neto sobre el eje z serd igual a

E(x) = (Eix — E1,)i+2E, .k = 2E, .k

Es decir, serd igual a dos veces la proyeccion del campo generado por una de las cargas
sobre el eje z. Teniendo esto en cuenta, el campo se podrad expresar como

2 q

indk
dney 2+ Wd)n)

E(z) =
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3.2

Nota: Haciendo una analogia con la ecuacion vista en teoria, tendriamos que 7y = z k y
— s
F=d/2i.

A partir de la figura es ficil ver la siguiente relacién trigonométrica, sinf = z/(x* +
(d/2)*)'?, con lo cual

qz 7

E(Z) - 27T80 (ZZ + (d/2)2)3/2 k.

Podemos comprobar que, si z > d, entonces quedaria

1 2q .
i,
drey 72

E(z) =

que, como era de esperar, es equivalente al campo generado por una carga puntual de
valor 2g.
Repite el ejercicio anterior para el caso en el que las cargas tienen distinto signo.

Solucion:

En este caso, el esquema del problema quedaria de la siguiente forma:

z

<

-
\“ r

3 9( : x
d

Figura 3.8: Dos cargas iguales de signo opuesto separadas una distancia d.

Como se puede ver, ahora las componentes axiales se cancelan mientras que las trans-
versales no. Aplicando el principio de superposicion tendriamos que

E(z) = (El,x + Ez,x)/l§ + (El,z + E2,Z) ]%’

donde, en este caso E; ,(z) = E»(2), E;.(z) = —E;.(z). Consecuentemente, el campo
sobre el eje z serd

E(z) = 2E) .

es decir, el campo eléctrico sobre el eje z solo tiene componente en la direccion x. Este
caso es particularmente interesante para familiarizarse con la notacidén y entender el
sentido de campo vectorial.
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3.3.

Por tanto, calculamos la componente transversal del campo eléctrico debido a una de las
cargas y, para obtener el campo total, multiplicamos por dos. Quedaria de la siguiente
forma:

_ q 2
E(z) = 2760 (2 1 ()27 cos 6 1.

d
En este caso, cos 8§ = E T A por lo cual se llega a

qd A

k@ = dreo (2 + (d/2)2)3/2 £

Si ahora consideramos que la distancia de observacion es mucho mayor que la separa-
cion entre cargas (z > d), se obtiene la ecuacion

E(z) = ——1.
0

que se relaciona con el campo de un dipolo sobre el z.

Calcula el campo eléctrico a lo largo de la direccion perpendicular sobre el punto medio
de un segmento lineal con carga uniforme.

Solucion:

Para resolver este problema emplearemos la ecuacion genérica del campo eléctrico
(Ec.(3.13)), particularizando a una distribucién de carga lineal, continua y uniforme.
Para visualizar el problema, apoyémonos en la Fig. 3.9. Ademads, la manera de proceder
serd muy similar a la de los dos problemas anteriores.

VA

=

A
4

2L

Figura 3.9: Distribucion de carga lineal de longitud 2L.

Consideremos que el segmento tiene longitud 2L y se encuentra sobre el eje x, y el
eje z corta al segmento por la mitad. Es facil ver que, poder razones de simetria, la
componente transversal el campo se cancela, quedando exclusivamente la componente
en la direccion z. La contribucion sobre dicha direccidn seré:
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E =E*'+E™=2E"

ya que ambas componentes son iguales y en el mismo sentido en el eje z. Al tratarse de
una distribucion de carga lineal sobre el eje x, el diferencial de carga vendrd dado por
dq = Adx. Es facil ver que la contribucién de cada diferencial de carga del segmento
serd equivalente a la proyeccion del vector de campo eléctrico de una carga situada en
7 sobre el eje z, es decir, tendrd un factor |7 cos 6 '!.

Cada diferencial de carga tendra la siguiente contribucién

donde r = |A. Podemos relacionar facilmente con relaciones trigonométricas la ecua-
cién anterior con las correspondientes coordenadas cartesianas ya que cosf = z/ry,
ademas, r = Vx? + z2 . El campo en su forma integral queda como

27T«‘5o f (x% + z2)3/2

donde recordemos que solo tendremos que tener en cuenta la mitad del segmento (de O
a L) ya que hemos sumado ambas contribuciones anteriormente. Resolviendo la integral
se obtiene

Az X

 2me 2 (22 + )2,

2

y, por tanto, podemos expresar el campo eléctrico generado por el segmento, en su
forma vectorial, como

A
= ZFSOZ(LZ +Z2)]/2 )

Es facil ver que si consideremos el segmento infinitamente largo, la expresion anterior
queda como

1 AL A A
E= lim k= k.
2meg Lo 7 (L2 + 22)'2 2mepz

que es la version lineal del plano infinito cargado uniformemente.

"N6tese que, por variar el problema, en este caso hemos llamado 6 al 4ngulo complementario al que escogi-
mos en el problema 3.1
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3.4. Calcula el campo eléctrico sobre el eje que pasa por el centro de un anillo de grosor
infinitesimal de radio R cargado uniformemente.

Solucion:

El campo eléctrico, para este tipo de distribucion de carga, lo calcularemos por medio
de la expresion

1 7
EG) = — dg—
@ dreg 9§niuo q” 3

donde el vector 7 va desde una cierta posicion en el anillo hasta otra sobre el eje z.

El anillo sera una cierta distribucion de carga lineal, es decir, dg = Adl. Dada la simetria
del problema, es obvia que las coordenadas cilindricas facilitarin la solucién del mismo.

Por tanto, emplearemos el elemento diferencial de desplazamiento en coordenadas cilindri-
cas (ver apéndice B), esto es dl = pdf. Al igual que en casos anteriores, las componen-
tes transversales (x e y) del campo eléctrico se cancelan, quedando exclusivamente la
componente en la direccién axial. Tendremos pues que el campo eléctrico vendra dado
por

A 7 A
E(z) = — f Lpd@ cos @ k.
4'7”50 anillo 1"3

que, empleando r = VR? + z2 y que cos f = z/ VR? + 72, se puede reescribir como '?

A ZRdO me
E(z) = do k.
@ dreg (R? + 72)3/2 j(;

con lo que

A ZR o

Eg)=——— k.
@ 2&0 (R? + 72)3/2

Nota: Como puede verse, este problema se podria haber deducido a partir del proble-
ma 3.1, sin més que realizar la revolucién sobre el eje z aplicando la correspondiente
integral.

3.5. Halla el campo eléctrico debido a la presencia de dos planos infinitos cargados unifor-
memente. con cargas 0 y 0, separados una cierta distancia a.

Solucion:

En primer lugar, recurrimos al resultado al que llegamos para un plano infinito unifor-
memente cargado (Ec. (3.27)). Este resultado se puede expresar como
o

E=—i 3.88
o (3.88)

12Se ha obviado la integral en la direccion radial ya que solo hay anillo cuando p = R.
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donde # es un vector unitario perpendicular al plano de forma que E tomaré valores po-
sitivos si tiene el mismo sentido que dicho vector y negativos si tiene sentido contrario.
Igualmente, serd nulo justo sobre el plano. Sabiendo esto y aplicando el principio de
superposicion, basta con hacer un pequefio esquema para encontrar el campo eléctrico
en las distintas zonas del espacio.

(x<0) (0<x<a) (x>a)
0, a3
El E1 El
E; E; E,
(x=0) (x=a) X

Figura 3.10: Campos eléctricos debidos a dos planos infinitos uniformemente cargados.

3.6.

Se generan, por tanto, tres regiones con distintos campos netos dados por la suma y/o
resta de los campos debidos a ambos planos infinitos. Considerando que el eje x es
perpendicular a los planos y que, ademas, el plano de carga o se encuentra en el origen
de dicho eje, tendriamos que

—(E+Ey) si x<0
E = El—E2 si O<x<a.

E1+E2 si X > a.
0, lo que es lo mismo,

O1+02)\ . .

—|—|u, si x<0
280

g1 —02) . .

E = — i, si O0<x<a.

280

O1+02)\ . .

—|u, si x> a.
28()

Notese que se han considerado las cargas positivas. Sin embargo, no hay pérdida de
generalidad ya que, en el resultado anterior, bastaria con cambiar el signo de o 0 0.

Suponiendo que el campo eléctrico en una cierta region del espacio viene dado por
E(r,0, ¢) = kr’ii,, expresado en coordenadas esféricas, calcula la distribucion de carga
que causa dicho campo (k es una cierta constante).

Solucion:

Para resolver este problema, partimos de la ley de Gauss en su forma diferencial, es
decir
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3.7.

Calculamos la divergencia del campo en coordenadas esféricas (ver apéndice A, tenien-
do en cuenta que el campo depende exclusivamente de la coordenada radial

1 6(r°E) 1r

p(r) = 805 —— = ke

—_— = 2
or r2 or Skeor,

seria la densidad de carga que, como vemos, tiene dependencia radial.

Obtén el campo eléctrico en el exterior de una esfera s6lida uniformemente cargada de
radio R y carga total q.

Solucion:

Para realizar este cdlculo, tomemos una superficie cerrada que envuelva la esfera sdlida,
por ejemplo, la superficie de una esfera de radio r,, siendo r, > R. Laley de Gauss (en su
forma integral) nos dice que la integral del campo eléctrico a lo largo de dicha superficie
es constante, dependiendo exclusivamente de la carga total encerrada. Es decir

ﬁEdS: Qtul — i
s €0 €0

Para poder calcular el campo, necesitamos resolver la integral. Sin embargo, debido al
producto escalar no parece una tarea sencilla. Para poder resolverla, debemos hacer un
par de consideraciones sobre el campo eléctrico:

1) Debido a la simetria del problema, el campo eléctrico en cualquier punto necesa-
riamente serd perpendicular a la superficie de ambas esferas, al igual que el vector
diferencial de superficie.

ii) La superficie de cualquier esfera cuyo centro coincida con la esfera sélida sera una
superficie equipotencial. (esto implica que el campo eléctrico depende exclusivamente
de la componente radial).

Gracias a la condicidn i), podemos asumir que

9€E-dS=9§IEIdS.
s s

Por otro lado, la condicién ii) nos dice que, para la superficie de la esfera de integracion,
el campo eléctrico es constante, es decir

SEIEIdS = |E| SEdS = 4772 |E|,
s s

y, por tanto, si volvemos a la ecuacion inicial obtenemos que

_ 4
= 5.
4meor?

|E|
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3.8.

Ademads, teniendo en cuenta la condicién ii), podemos escribir el campo en su forma

vectorial

-
27
Aneor?

E =

Como vemos, este resultado es bastante peculiar. El campo debido a la esfera sélida
es exactamente el mismo que tendriamos si toda la carga de dicha esfera estuviese

concentrada en el centro de la misma.
Calcula el campo eléctrico en el interior de un cilindro de radio s y altura /, sabiendo que
la densidad de carga varia radialmente como p(r) = kr, siendo k una cierta constante.

Asume que [ > s.

Solucion:

En primer lugar, hagamos un esquema del problema en el cual incluimos una superficie
gaussiana de forma cilindria que contiene el cilindro cuyo campo queremos calcular.

%}
<+

Superficie gaussiana

Figura 3.11: Cilindro cargado y superficie gaussiana que lo envuelve.

Para la superficie cerrada que hemos dibujado (igual que para cualquier otra superficie
cerrada que contenga al cilindro) se cumple la ley de Gauss

SEE-dS:g.
S €0

donde Q es la carga total contenida en el interior de la superficie. Para calcular dicha
carga total, empleamos la férmula de la densidad de carga que tiene el cilindro

Q=f@=meV

Dada la simetria del problema, emplearemos el elemento diferencial de volumen en
coordenadas cilindricas (ver apéndice A) y, por tanto,

X 271 [
0= f f f o(Nrdr d¢ dz.
0 0 0
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3.9.

con lo que se obtiene que

s 2
Q = 27kl f rdr = Znkls®
0 3

Al igual que en el ejercicio anterior, se pueden ciertas consideraciones sobre el campo
eléctrico que simplifican la parte integral de la ley de Gauss. Si, como se nos dice en el
enunciado, [ > s, entonces podemos asumir que el campo sobre la superficie curva del
cilindro es perpendicular a la misma. Es decir, serd paralelo al diferencial de superficie.
Por otro lado, las caras del cilindro no contribuirdn a la integral ya que, en este caso,
el vector de superficie de las caras es perpendicular al campo eléctrico, por lo que el
producto escalar serd nulo. 1

E
Y dSp

ds,

Figura 3.12: Campo eléctrico y vectores diferenciales de superficie.

Por tanto, al igual que en el problema anterior, podemos resolver la integral de manera

sencilla
fE-dS = fIEIdS = |E|27xsl.
S

Sustituyendo en la ley de Gauss obtenemos el campo eléctrico

1
E=—ks* i,
3%, s u
Calcula el campo eléctrico debido a un plano infinito cargado uniformemente emplean-
do la ley de Gauss

Solucion:

En la seccion 3.4.2 hicimos este problema a partir de , en primer lugar, calcular el
campo eléctrico de un disco cargado uniformemente y, posteriormente, considerando
que dicho disco era infinito. Como veremos, dicho campo se puede calcular igualmente
a partir de la ley de Gauss.

Si dibujamos una superficie cerrada en una cierta region del espacio, ésta encerrard una
cierta carga correspondiente al plano. Por simetria, escogemos la superficie de un pris-
ma cuadrangular como superficie de Gauss. Consideraremos que el plano infinito corta

13Siguiendo la notacién del apéndice A tendriamos el diferencial dS o Para la superficie curva del cilindro y
dS ; para las caras.
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al prisma en dos mitades idénticas. El campo eléctrico serd paralelo a los diferencia-
les de superficie de las caras paralelas al plano y perpendicular para el resto de caras.

Apliquemos la ley de Gauss
56 E-dS = 2
s €0

Por un lado, la carga encerrada dependera necesariamente de las dimensiones del prisma
escogido. En realidad, dependeré exclusivamente del area, A, de las caras paralelas al
plano infinito. Si la densidad superficial de carga del plano es o, entonces la carga
encerrada por el prisma sera

0 =0A.

Ademas, el campo eléctrico es constante para cualquier punto en la superficie A y la el
producto escalar del campo y el diferencial de superficie es nulo en aquellas caras que
no son paralelas al campo. Por tanto, la parte integral de la ley de Gauss queda como

A
§E~ds = IElf dS = 2AlE|.
s -A

Sustituyendo obtenemos que

(o

280

Figura 3.13: Ley de Gauss para un plano infinito.

Por ultimo, debemos considerar el caracter vectorial del campo. Si la densidad de carga
es positiva, entonces el vector normal a la superficie tendrd el mismo sentido que el
campo, tanto en la region del espacio que queda por encima del plano infinito como por
debajo. Por tanto, podemos expresar el campo de la siguiente forma

o
E=—ia.
280n

siendo 7 al vector normal a la superficie del plano '*. Como podemos comprobar, el
resultado es exactamente el mismo al obtenido mediante el método directo.

4“Nétese que la ecuacion sigue siendo valida si la densidad de carga es negativa, ya que cambiarfa automati-
camente el sentido de los vectores de campo.
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3.10. Calcula el potencial electrostatico tanto en el interior como el exterior de una esfera
hueca de radio R

Solucion:

Al igual que para una esfera sdlida (ver ejercicio anterior), es facil ver que el campo
eléctrico en el exterior de la esfera hueca vendra dado por

1 q

E ‘wera = 5 5 U
f 4reg r?

Por otro lado, en el interior de la esfera el campo debe ser nulo (cualquier superficie

esférica cuyo centro coincida con la esfera hueca no englobara carga alguna si r < R).

Para poder calcular el potencial, tanto dentro como fuera de la esfera, es necesario tomar
un origen de potenciales. Como suele ser comiin, tomaremos dicho origen en el infinito.
Calculemos en primer lugar el potencial fuera de la esfera situado en ry, con ry > R

o R -1 o q
Uuera:_ Euem'dl: _d7
f L f 4rg L r? s

y, por tanto,

__L 4
U tuera(ro) = -
Para calcular el potencial en el interior, se debe separar el espacio en dos regiones.
Obviamente, al tomar como origen de potenciales el infinito, toda aquella carga que
este entre el infinito y el punto en el cual se quiere conocer el potencial se debe tener
en cuenta. Es por ello que, en el interior de la esfera, el potencial serd la suma de dos
integrales (una desde el infinito hasta la superficie de la esfera hueca, y otra desde dicha
superficie a un punto en el interior de la misma)

R R ) 5
Udeniro = — f Efuera dl - f Ejeniro - dl,
00 R

Como Eg,,;» = 0, resolviendo la primera integral se obtiene

1 g

Udentro = d7en R
0

Como vemos, el potencial en el interior de la esfera hueca no es nulo. Sin embargo, al
ser una constante el campo eléctrico en el interior si lo es.

Debemos entender que el potencial depende de, efectivamente, donde elijamos su ori-
gen. Como dijimos en el desarrollo del capitulo, tiene sentido escoger el infinito como
origen ya que, independientemente del tipo de carga, alli el campo eléctrico sera nulo.
Sin embargo, podriamos escoger cualquier otro punto como origen y los resultados se-
guiran siendo consistentes. Imaginemos que, en este problema, tomamos el centro de la
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3.11.

esfera hueca como origen de potenciales. En este caso, tanto el potencial como el cam-
po serdn nulos en el interior de la misma. Sin embargo, cuando calculemos el potencial
en el exterior, aparecerd el factor constante que ahora aparece en U ;.. Igualmen-
te, los campos seguirdn siendo exactamente los mismos ya que el gradiente del factor
constante es nulo.

Calcula el potencial a lo largo del eje de Un disco de radio R, carga total Q y densidad
de carga superficial o(r) = kr, siendo k una cierta constante. Calcula, en primer lugar,
el valor de la constante k en funcidn de los pardmetros del disco.

Primeramente, determinaremos el valor de la constante k en funcién de los parametros
del disco, es decir, de la carga total Q y el radio R. Para ello, empleamos la propia
definicion de carga total en funcién de la densidad superficial de carga, esto es

R 27
0= f f odS = f f kr*dedr,
S 0 0

donde empleamos el diferencial de superficie en coordenadas polares. Tras realizar las
integrales se obtiene

_ 27kR?
==

Por tanto, podemos escribir como la constante como

_ 30
 2nkR3

Al igual que hicimos en problemas anteriores, podemos escribir el vector que relaciona
la carga y la posicion en la cual queremos obtener el potencial como 7 — 7 = Vr? + z2.
Empleamos la férmula del potencial para una distribucion de carga continua superficial

_ o ,
v = 47T80 ff |7 — 7]

que, en coordenadas cilindricas y definiendo los limites de integracion para el disco,
queda de la siguiente forma

UG = fzndrﬁfR—kr d
ry) = rdr
4reo Jo 0 Vr2+22

0, lo que es lo mismo

k R
U(r,) = gf P+ z2)_%dr.
0 Jo
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3.12.

Resolviendo la integral anterior °

k R+ (R* + 79)1/2
UG =52 R(R2+z2)1/2—zln( R +2) ))
0

|z]

Sirva este ejemplo para comprobar que un simple cambio como es considerar que la
densidad de carga superficial varia radialmente puede complicar en gran medida la ob-
tencion del resultado analitico del campo (o el potencial en este caso). Ademds, tenga-
mos en cuenta que estamos calculando exclusivamente el potencial en el eje de simetria
del disco, lo cual simplifica notablemente el célculo.

Se tiene una esfera de radio R con una carga total g. La carga se distribuyen a lo largo
del volumen de manera no uniforme siguiendo la férmula p(r) = A(R — r), donde A es
una cierta constante. Calcula:

(a) El valor de la constante en funcion de los pardmetros de la esfera (carga y radio).
(b) El campo eléctrico y el potencial en todo el espacio.

(a) En primer lugar, calculemos el valor de la constante A. Para ello, empleamos la pro-
pia definicion de diferencial de carga y planteamos la integral en coordenadas esféricas
(dada la simetria del problema). Tendremos que

27 g R
q= f f f p(rdV = f de f sin 6d6 f AR - r)r*dr
Vesfera 0 0 0

que nos lleva a

R
q= 47rf AR - r)ridr.
0

Calculamos la integral

_[AR* ARY\ rAR’
1="\37 "4 )" 73

Y, por tanto, la constante A sera

3q
A= —.
R4

(b) Aplicamos la ley de Gauss para calcular el campo en el interior de la esfera, es
decir, consideramos que r < R. Basta con considerar que aplicamos una superficie
esférica gaussiana de radio menor al de la esfera problema. Esto lo podemos hacer ya

5Egsta integral no es sencilla, se recomienda el uso de software. En todo caso, se puede obtener la solucién

analiticamente mediante el cambio de variable u = atan( )
z

r
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que conocemos como es la distribucion de carga en su interior. Nos queda la siguiente

integral
qg _1 '
Edeniro -dS = — = — AR - r)dv
& &0 0

Calculemos en primer lugar la integral que contiene el campo. Dada la simetria del
problema, las superficies equipotenciales serdn esféricas dentro de la propia esfera. Por
tanto, en la superficie gaussiana el campo serd uniforme. Ademads, el campo eléctrico y
la normal a la superficie gaussiana seran paralelos. Teniendo esto en cuenta la integral
queda simplemente como

#Edentm -dS = Edentro ‘ﬁds = 47TrEdentr0

Por otro lado, la integral de la derecha la calculamos en el apartado (a), aunque en este
caso es indeterminada. Quedaria de la siguiente forma

R
3 4

q = 4nA (— - —
Con esto, sustituyendo ambas en la ley de Gauss se obtiene

qr

ez 4R~ 30

Edentro =

donde, como ya asumimos anteriormente, hemos considerado que el campo es paralelo
a la normal a la superficie esférica.

Por otro lado, como ya hemos comprobado en varias ocasiones, el campo en el exterior
de cualquier esfera cargada con simetria radial es exactamente el mismo y, aplicando
nuevamente la ley de Gauss pero en este caso con r > R se obtiene

1 q.
uera — — Uy
f 4reg r?

Por dltimo, calcularemos el potencial tanto dentro como fuera de la esfera. El potencial
en el exterior de la esfera serd

00

= > q [PV q
Uuera:_ Euera'dl:__ — Uy rd =
/ I / drney J, 12 @ - &)dr) dreyr

donde recordemos una vez mds que el origen de potenciales se encuentra en el infinito.

Como en problemas anteriores, para considerar el potencial en el interior, dado que el
origen de potenciales se encuentra en el infinito, hay que tener en cuenta el potencial
desde el infinito hasta la superficie de la esfera y, posteriormente, el potencial en el
interior. Esto es
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3.13.

00 R
Udentro = _(f Efuera : dl—)+ f Edenlro ' dl—j
R r

de manera que nos queda

R
q qr
Uientro = ——— — 4R - 3r)d

dent 4drregR f, 47rgoR4( rydr

que, tras integrar y sustituir los limites de integracion, queda en la forma

_q (2 272 r3)

Uenr()_____+_
dentro = greo \R~ R® ' R

El espacio comprendido entre dos cilindros centrados sobre el mismo eje de radios a
y b tiene una densidad volumétrica de carga dependiente de la posicion en la forma
o(r) = kr?, tal como muestra la figura inferior. Calcula:

(a) El campo eléctrico en todo el espacio.

(b) La diferencia de potencial entre las superficie las superficies situadas en r; = a'y
rh = b.

a p(r) = kr?

A

Yy v
M

A A

Calculemos el campo en las distintas regiones:
1) Interior del cilindro pequeifio (r < a):

Dada la simetria del problema, el campo en el interior del primer cilindro es nulo. Es
decir, si r < a, entonces £ = 0.

i1) Superficie intermedia entre cilindros (a < r < b):

En esta region aplicamos la ley de Gauss. Para ello, empleamos una superficie gaussiana
cilindrica de radio r;, con a < r; < by altura h. Nos queda la siguiente expresion

# E-dS = Qtotul
S; €o
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Por un lado, el campo eléctrico serd paralelo a la superficie lateral de los cilindros vy,
por tanto, perpendicular a las bases. Tomamos, por tanto, el diferencial de superficie
dS , = rd¢dz. En ese caso, la integral del campo eléctrico queda como

27 h
956 E;,-dS = E,-r,-f d¢f dzdr(ii, - it,)
Si 0 0

Dado que en la superficie gaussiana el campo sera uniforme la integral anterior resulta

en
# El' -dS = 27Tr,'hE,'.
S

Por otro lado, para calcular la carga total encerrada empleamos

271 h ri
Qtotal = f d¢ f dZ f A}’Z}"d}",
0 0 a

donde se ha tenido en cuenta que si r < a no existe carga. Calculamos la integral y
sustituimos los limites de integracion

i

hA
Qtoml = 2mhA 4 =1

= T(}’:‘ - Cl4).

a

Sustituimos ambas integrales en la ley de Gauss para obtener

mhA
2nrhE; = —(rf-1 —a").
280
y, por tanto, el campo en el volumen que separa a ambos cilindros sera

A rt-a*,
E =— i,.
dey 1

ii1) Campo fuera del cilindro (r > b)

Este caso resulta directo si tenemos en cuenta el resultado del caso anterior.Calculémos-
lo igualmente, si r > b, al aplicar la ley de Gauss queda

1 > h b
2nrhE, = — d¢f dzf Ar? rdr.
€0 Jo 0 a

Notese que solo existe carga en la region intermedia, es decir, entre a y b y, por tanto,
la integral de carga debe estar limitada a dicha region. Despejando el campo eléctrico
se obtiene que, en la zona exterior, éste viene dado por
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A b —at

E, =
dey 1

3.14. Se tiene una esfera maciza de radio R; en cuyo interior existe una cavidad esférica de
radio R,. Suponiendo que la esfera maciza y la cavidad no comparten el centro, tal como
muestra la figura inferior, calcula el campo eléctrico en el interior de dicha cavidad.

Este problema resulta muy util para ilustrar el principio de superposicion. Podemos des-
componer el objeto en cuestion en dos esferas sdlidas con cargas opuestas. Vedmoslo:

Por un lado consideramos el campo de la esfera maciza de radio R, y, después, podemos
tener en cuenta la cavidad sin mds que considerar que el campo de una esfera de radio
R, cargada con densidad de carga -p. La superposicién de ambos campos dard como
resultado el campo del objeto que queremos considerar.

Teniendo esto en cuenta, podemos calcular la contribucién de cada parte y aplicar el
principio de superposicion para obtener el campo total, es decir, E,,;, = E; + E,.

El campo eléctrico de una esfera maciza cargada uniformemente se obtiene aplicando
la ley de Gauss con una superficie menor al radio de la esfera, es decir, r < R;. Hemos
empleado R;, con i = 1,2, ya que el resultado serd til tanto para la esfera maciza como
para la cavidad de su interior. Escribamos la ley de Gauss en este caso

# E dS — Qtoml
S’ €0

donde S es la superficie gaussiana y Q.. es la carga encerrada en su interior. Dada la
simetria del problema, el campo eléctrico en cualquier punto de la superficie gaussiana
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serd el mismo y, adends, siempre serd normal a dicha superficie. Por tanto, la integral
del campo eléctrico en la superficie cerrada queda como

9%6 E - dS = 4nr’E.
S/

Por otro lado, calculamos la carga total encerrada en el volumen dentro de la superficie

gaussiana, esto es,
4
Qrotal = pfff dv = §7rr3p.
VGausx

A continuacioén, sustituimos el resultado de las integrales en la ley de Gauss

4nr’E = 3—807rr3p.

de donde se obtiene el campo en el interior de la esfera maciza

pr .
E=1"4,.
38()u

Con este resultado podemos, aplicando el razonamiento anterior, calcular el campo en el
interior de la cavidad. Supongamos que colocamos el sistema de referencia en el centro
de la cavidad. Si consideramos, para posteriormente aplicar el principio de superposi-
cion, que la cavidad es una esfera maciza de carga uniforme —p, el campo eléctrico en
su interior serd

S
E2 = —Ml’/\tm.
380

donde 7, es es el vector de posicidn relativo al centro de la cavidad en el cual queremos
evaluar el campo eléctrico. Si consideramos que la distancia entre el centro de la cavidad
y la esfera maciza viene dada por el vector d, podemos obtener el campo eléctrico de la
esfera maciza referido a su propio centro, es decir, en coordenadas 7;. Fijandonos en la
geometria del problema, es facil ver que podemos referir dichas coordenadas al centro
de la cavidad por medio de la relacién vectorial 7| = 7y — d como

plAl . P ~ 2 A
= = —(7lit,, — |d|itg).

E - 5 _ Yr
: 380u1 380

Aplicando el principio de superposicién se obtiene que el campo en el interior de la
cavidad viene dado por

E,=E +E=-td
0
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donde el signo negativo se podria absorber si definimos d en la direccién contraria (el
vector que une el centro de la cavidad con el centro de la esfera).
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Capitulo 4

Electrostatica en medios materiales

4.1. Conductores

Recordemos que, hasta ahora, solo hemos estudiado casos en los que las cargas se encuentran
en el vacio. Tampoco hemos pretendido describir la naturaleza de dichas cargas ni siquiera
si se encontraban distribuidas en algtn tipo de material. Sin necesidad de abordar la causa,
sabemos que ciertos materiales (ceramicos, pldsticos, vidrios, ...) son aislantes, es decir, no
conducen la electricidad, mientras que otros son muy buenos conductores (metales) o presen-
tan conductividad intermedia (semiconductores)’.

4.1.1. Modelizacion de un conductor

A partir de lo visto hasta ahora, podemos modelizar un conductor suponiendo que cumple las
siguientes condiciones:

s E = 0 en el interior de un conductor.

En lo desarrollado hasta ahora, recordemos que siempre hemos considerado que las
cargas estan en reposo. Para que esto ocurra, necesariamente debe existir una condi-
cion de equilibrio en el conductor que, si se encuentra cargado, solo sera posible si la
carga se ha acumulado en la superficie. Apoyémonos en la Fig. 4.1 para entender este
proceso. Si el conductor se encuentra cargado, significa que un cierto campo eléctrico
E, ha inducido la carga, haciendo que esta se acumule en la superficie. En el interior
del conductor se genera obviamente un campo eléctrico, E;, debido a la acumulacién
de cargas positiva y negativa a ambos lados del conductor. Si el conductor es perfecto
(y asi lo consideraremos), dicho campo presenta la misma direccidn, igual magnitud y
sentido contrario que el campo original que indujo la carga. Por tanto, el campo neto
en el interior del conductor es, efectivamente, nulo.

ILas propiedades eléctricas las determina el tipo de enlace atémico que tiene lugar entre los dtomos que
componen el material. En el enlace metélico los electrones de cada dtomo conforman una nube electronica
que rodea a los nicleos, empaquetdndolos. En este caso, al no quedar los electrones ligados al propio enlace
en los metales, éstos se pueden mover libremente. Por contra, en los enlaces idnico y covalente los electrones
actian como medio de enlace entre dtomos, quedando de esta forma ligados o parcialmente ligados a la propia
estructura del material.
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Figura 4.1: Proceso de induccién de carga en un conductor. Aunque sea un proceso practi-
camente instantaneo, podemos entender que (1) un cierto campo E, induce una carga sobre
el conductor, de forma que, cuando se alcanza el equilibrio, (2) ésta queda distribuida en la
superficie con cargas opuestas a cada lado. (3) Dicha distribucién de carga superficial genera
igualmente un campo eléctrico en el interior del conductor (igual y de sentido opuesto al E,
de forma que el campo en el interior del conductor es nulo.

= p(7) = 0 en el interior del conductor.
Si aplicamos la ley de Gauss V - E = p/g, para E = 0, necesariamente p = 0.
= El conductor es equipotencial

Otra consecuencia de que E sea nulo en el conductor es que dos puntos cualesquiera
del mismo siempre tendran el mismo potencial.

= El vector de campo eléctrico siempre serd perpendicular la superficie del conductor.

Al igual que en la primera condicidn, esta debe darse para que la carga permanezca en
reposo y distribuida a lo largo de la superficie (que impide que se mueva).

= Si existe una cierta distribucion de carga en las proximidades de un material conductor
descargado, ésta hard que el material quede cargado.

Es lo que se conoce como carga inducida. En la Fig. 4.2 se muestran dos ejemplos. La
presencia de la carga en la proximidad del conductor atrae (o repele) los portadores de
carga a la superficie del material. Un caso particular es cuando la carga se encuentra
envuelta por un conductor que presenta una cierta cavidad. En ese caso, el campo no
serd nulo en el interior de la cavidad. Sin embargo, dentro del conductor el campo
seguira siendo nulo.

4.2. Medios dieléctricos

Los medios dieléctricos (también llamados aislantes) son aquellos cuya capacidad de condu-
cir la electricidad es muy limitada (practicamente nula). A pesar de ello, como vamos a ver,
la presencia de un campo eléctrico puede variar las propiedades del material.
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Figura 4.2: Esquema de la carga inducida por una distribucién puntual de carga sobre un
medio conductor.

4.2.1. Polarizacion

Sin entrar en profundidad en los detalles, a pesar de que la carga neta de un medio dieléctrico
sea nula si pueden existir distribuciones de carga locales en su interior. Bdsicamente, si con-
sideramos que el medio estd compuesto por moléculas , estas podran tener distribuciones de
carga asimétricas que las doten de cierta polaridad. Por otro lado, en presencia de un campo
eléctrico, cada una de las moléculas (incluso si su distribucién de carga es simétrica), tendera
a alinearse en la direccion de las lineas del campo eléctrico. En tal caso, podemos modelizar
el material dieléctrico como si cada una de esas moléculas fuese un dipolo y diremos que el
material estd polarizado?.

Con este modelo, si consideramos una pequefia region del espacio V,, que contenga exclu-
sivamente una molécula (o dipolo), entonces el momento dipolar de dicha regién se puede

expresar como
Pm = fff rp(HdV. (4.1)
Vi

Si la distribucion de dipolos fuese discreta en una region del espacio AV, tenemos que el
momento dipolar total serd

F=) Bw VYmeAV 4.2)
y, si consideramos la distribucion de dipolos continua, quedaria

P = fff rp(Adv. (4.3)
AV

Definimos la polarizacién de un medio dieléctrico como la densidad de momento dipolar por
unidad diferencial de volumen, esto es

2Si bien nos interesan los efectos a escala macroscopica, resulta conveniente usar un modelo de moléculas
polarizadas para comprender este fenémeno
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P= lim — (4.4)
0, lo que es lo mismo,

dp
P=—. 4.5)
dv

En la practica, existen distintos tipos de materiales segtn su polarizacién como, por ejemplo,
los dieléctricos polares que tienen cierta polarizacion local en ausencia de campo eléctrico,
aunque su polarizacion neta es nula debido a la orientacion aleatoria de las moléculas. Tam-
bién estdn los materiales ferroeléctricos que presentan polarizacion a escala macroscopica
aun en ausencia de campo eléctrico externo. Dicho esto, a partir de ahora nos centraremos
en estudiar los materiales dieléctricos polarizados sin tener en cuenta la naturaleza de su

polarizacion.

4.2.2. Campo eléctrico en el exterior de un medio polarizado

Si tenemos un cierto medio polarizado, el vector de polarizacion es, en cierto modo, similar al
momento dipolar de la distribucién espacial del medio. Es decir, si se tiene un cierto volumen
de un medio polarizado, AV,,.4,, localizado en coordenadas 7, entonces el momento dipolar
de dicha distribucion sera

Aﬁ = P(’T))Avmedio- (46)

Si consideramos un cierto punto del espacio, localizado en 7, lo suficientemente alejado
del medio material, éste puede considerarse como un unico dipolo de momento dipolar Ap .
Recordando la férmula obtenida en el capitulo anterior (Ec.(3.59), tendriamos que

AU(R) = I P-(h-nAV (4.7)

4re |,:>0 _ 7|3

Por otro lado, podemos calcular el potencial debido a un trozo finito del medio polarizado en
cualquier punto exterior a €ste aplicando el principio de superposicion

P- (7 - 7)
U(FO) - 4'71""30 ff\f\‘/medw |r0 -7 | (48)

Para poder interpretar mejor el resultado de la integral anterior, es conveniente usar algunas
de las identidades que vimos en capitulos anteriores. Por un lado tenemos que

m_p.v 1

3 -
|%—ﬂ |m_ﬁ

(4.9)
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Por otro lado, recordando la seccién 2.6, tenemos la identidad matemética V - (fF) = fV -
F + F - (Vf). Donde podemos identifica F = Py f = |4, — 7. Por tanto, podemos reescribir la
expresion anterior como

:V~(|?0—?|“P)—|70—?|‘]V-P (4.10)

1
vV—
=7

Si sustituimos en la ecuacion del potencial, nos queda

1 P 1
U(r_o’):—fff W - = V-P|dV. 4.11)
4'77"90 Vmedio |70 - 7’"1 |r0 - ’71

Como se observa, el potencial se puede separar en dos contribuciones. En la primera de ellas
es posible aplicar el teorema de la divergencia, de forma

1 P-dS
Ur) = 9%6 f f f -PdV. (4.12)
47T80 S medio 7"0 - r | Vinedio | ro — 7 I

Por tanto, el potencial en el exterior de un medio dieléctrico polarizado se puede expresar
como la contribucion de dos distribuciones de carga. Por un lado, una distribucién superficial
tal que

op="P-il, (4.13)

donde i, seria el vector unitario perpendicular en cada punto a la superficie de integracion
S 4, y una cierta distribuciéon volumétrica de carga dada por

pp=-V-P. (4.14)

Mediante esta interpretacion, podemos reescribir el potencial como

1
Uy = — Sgg das + fff 7 4.15)
4n €0 Smedio —) _) Vinedio

Por lo tanto, el campo eléctrico debido a la presencia del medio polarizado vendra dado por *

1 —
E(R) = —— S]SE ar (o r)dS + fff pr (”’ pr(o—7) (4.16)
47T80 Smedio |I‘0 —r | Vinedio

Noétese que siempre que la polarizacion sea constante en el medio material tendremos que
pp =—V - P =0y, por tanto, solo habra contribucién debida a la carga superficial.

3Este se puede deducir simplemente por analogia con las ecuaciones del capitulo anterior
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4.2.3. Carga neta debida a polarizacion

En condiciones electrostéticas, en un medio polarizado la carga neta total es nula. Es decir,
la suma de la carga total en la superficie del medio y la carga total en su volumen es cero.

Demostremoslo:
Oneta = ﬁO'PdS + fffppdV

Sustituyamos las ambas cargas en funcidn del vector de polarizacion

Oneta = #Pﬁst - ff (V-P)dv. 4.17)

Por un lado, en la integral de superficie tenemos que itsdS = dS. Por otro, podemos aplicar
el teorema de la divergencia en la integral de volumen y, por tanto, se obtiene que

Qnem=#P'dS—#P-dS:O. (4.18)

Para que esto se cumpla pueden darse varios casos. Por un lado, si la polarizacion en el medio
es constante, tendremos que V - P = (. Logicamente, debe darse que la carga superficial total
sea nula. En el fondo, ambas condiciones son equivalentes. Si la polarizacién es constante
dicho vector mantendrd su direccioén en todo el material. Si nos fijamos, la integral de su-
perficie de la Ec.(4.18 es el flujo del vector de polarizacién en la superficie que encierra el
material. Dada una polarizacion constante, el nimero de lineas de campo que entran es igual
al nimero de lineas de campo que salen de dicha superficie o, lo que es lo mismo, se produce
un flujo nulo.

Si la polarizacién no es constante, entonces la carga total debida a polarizacién en el volumen
debe compensar a la carga total en superficie para que se cumpla la Ec.(4.18). Esto ocurre,
basicamente, cuando se tienen cargas encerradas en el interior de un medio dieléctrico. En ese
caso, aparecen cargas en volumen en el medio dieléctrico, localizadas en la misma posicion de
la carga embebida y de signo contrario a la misma, que compensan la carga total en superficie.

4.2.4. Susceptibilidad eléctrica

De lo visto en la seccion anterior podemos entender que la polarizacion requiere que exista un
cierto campo eléctrico. A su vez, la propia polarizacion del material genera un campo eléctri-
co, de forma que resulta complicado establecer una relacion causa-efecto (;es la polarizacion
causa del campo eléctrico o efecto del mismo, y viceversa?) debido a la ligadura existente.
Tipicamente se suele entender que, dado un cierto material dieléctrico polarizado, parte del
campo eléctrico es debido a causas externas y otra parte es debida a la propia polarizacion,
E = E,., + E;, donde E; es el campo propio generado por los dipolos del material y que
se conoce tipicamente como campo despolarizante. Recibe este nombre ya que, debido a la
orientacion de los dipolos, va en sentido contrario al campo eléctrico externo.
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Sea como fuere, se podra establecer una relacion vectorial entre el campo eléctrico y la pola-
rizacion que, l6gicamente, dependerd de las propiedades del medio dieléctrico. Conocidos el
campo eléctrico E y la polarizacién P, debera existir un tensor tal que

P = ysE, (4.19)

donde jy es la permitividad eléctrica del material, dada en general por

Xxx Xxy Xxz
X=Xy Xy Xz (4.20)
w Xy Xz

Recordemos que ¢ es la llamada susceptibilidad eléctrica del vacio.

Dependiendo del tipo de material, el tensor de susceptibilidad eléctrica presenta distintas
propiedades:

1. Material isotrépico

Los vectores P y E son paralelos de manera que el tensor y que los relaciona se con-
vierte constante de proporcionalidad.

2. Material lineal
¥ no depende del médulo del campo eléctrico.
3. Material homogéneo
El tensor y es siempre el mismo en el interior del material.

Una gran cantidad de materiales presentan las tres propiedades anteriores, es decir, son
isotropicos, lineales y homogéneos, de forma que la relacion entre la polarizacion y el campo
eléctrico es sencilla:

P = yg)E, (4.21)

4.3. El desplazamiento eléctrico: Ley de Gauss generaliza-
da

Como hemos visto, empleando el modelo de dipolos para los medios dieléctricos, tanto el
campo eléctrico como la polarizacidon quedan estrechamente ligados. Si pensamos en distri-
buciones de carga, podemos separar la distribucion de carga en presencia de un dieléctrico
como la suma de la carga propia debido a la polarizacion del medio (pp) y cualquier otra
carga que pueda estar presente y no sea propia al dieléctrico (p,,,). Es decir,

P = PP+t Pext- (422)
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Los términos p y pp estén relacionados con el campo eléctrico. Por un lado, pp se puede expre-
sar como la divergencia de la polarizacién en negativo (Ec. (4.14)). Si el medio es isotrépico,
lineal y homogéneo, serd también proporcional a la divergencia del campo eléctrico. Por otro,
sobre la carga total se puede aplicar la ley de Gauss (Ec. 3.44). Tendriamos por tanto que

&V -E=-V-P+p,, (4.23)

que podemos reescribir en la forma

V-(eE+P) =p,. (4.24)

Es facil ver que la expresion anterior no es mas que la ley de Gauss generalizada, teniendo
en cuenta la posible presencia de un medio dieléctrico. Como es de esperar, si no existe
polarizacién se recupera la ley de Gauss en el vacio.

Ahora bien, si analizamos la Ec. (4.24) vemos que podemos definir un nuevo campo vectorial,
al que llamaremos desplazamiento eléctrico, el cual permite simplificar la expresion de la ley
de Gauss a:

V-D=p.q. (4.25)

donde el llamado desplazamiento eléctrico viene dado por

D =¢gE+P. (4.26)

Al igual que la ley de Gauss en el vacio, es posible reformular la ecuacion en forma integral,
de manera que

9§D -dS = Qe (4.27)

siendo Q.,, la carga total externa al dieléctrico que queda dentro del volumen de la superficie
cerrada.

Notese que la ley de Gauss puede expresarse igualmente de la siguiente forma

V‘E:pext.
&

4.3.1. Vector de desplazamiento en medios is6tropos, lineales y homogéneos

A partir de lo visto en las dltimas dos secciones, es posible reescribir el vector de desplaza-
miento en medios isétropos, lineales y homogéneos de la siguiente forma

D = gE + y&oE. (4.28)
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Si, ademads, definimos la permitividad eléctrica del medio dieléctrico como € = &y (1 + y), el
desplazamiento eléctrico queda expresado simplemente como

D =¢E. (4.29)
Ahora podemos entender que a gy le llamemos la permitividad del vacio. En el vacio la
susceptibilidad es nula y, por tanto, nos quedaria dicha constante.

Comentario: Cabe destacar que en algunos textos se le llama erréneamente constante dieléctri-
ca al término €. La constante dieléctrica se define a partir de la permitividad como

£ == (4.30)
€0

y es un valor relativo que carece de dimensiones. De esta forma, la constante dieléctrica del
vacio es uno y todos los materiales tendrdan una constante dieléctrica mayor a la unidad.

4.4. Ecuaciones de Poisson y Laplace en medios dieléctricos
lineales, isotropicos y homogéneos

La definicion de potencial sigue siendo exactamente igual en presencia de cargas en medios
dieléctricos y, por tanto, se mantiene la relacion

E=-VU. (4.31)

Consecuentemente, también se cumplird la ecuacion de Poisson que vimos en el capitulo
anterior, con la particularidad de que la permitividad ahora es la del medio dieléctrico, es
decir

AU = —-.

L (4.32)
E

Y, recordando que la ecuacion de Laplace es el caso particular en el que no hay cargas,
quedaria exactamente igual que en el vacio, esto es

AU = 0. (4.33)

4.5. Condiciones de frontera: Campos en la interfase de dos
medios

Una vez introducidos los medios materiales (tanto conductores como aislantes) es necesario
estudiar el comportamiento de los campos (tanto el campo eléctrico como el desplazamiento)

y del potencial en la interfase de dos medios. Como veremos, dicho comportamiento se puede
describir a través de leyes sencillas.
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4.5.1. Desplazamiento eléctrico en la interfase

Consideremos que se tienen dos medios que ocupan un cierto volumen del espacio que se
encuentran en contacto. Podemos aplicar la ley de Gauss a una superficie que contenga un
cierto volumen de ambos medios. Por simplicidad, consideremos el esquema de la Fig. 4.3
en el que la interfase se supone plana. Ademads, tomamos como superficie de integracion un
cilindro con las bases paralelas a la interfase y centrado en la misma.

Medio 1
D/ 1
TR o+t
];X v
Medio 2

Figura 4.3: Esquema de la interfase entre dos medios.

Suponiendo que el area de las bases es Aa y que la altura del cilindro es A, tendriamos que

95 D-dS = Q.. (4.34)
S

que, aplicando el principio de superposicion, queda como

9§<D1 +Dy)-dS = O, 435)
S

Si suponemos que hay cargas externas al dieléctrico, tanto en volumen como en superficie,
tendriamos que la carga externa total serd la suma de la carga en superficie y la carga en vo-
lumen. Suponiendo una densidad de carga superficial en la interfase igual a o~ y una densidad
de carga en volumen p; y p; para los medios 1 y 2, respectivamente, es facil ver que la carga
total vendrd dada por

Qext = 0Aa + (p1 + p2)h/2Aa. (4.36)
Si queremos considerar exclusivamente la interfase, deberiamos tomar el limite en el cual la

altura del cilindro es despreciable, es decir, tomamos 7 — 0. En tal caso la carga externa al
dieléctrico sera

Qox = 0Aa. 4.37)

Por otro lado, del producto escalar de la integral cerrada solo quedaran las componentes
del desplazamiento que sean paralelos al vector normal a la interfase. Si llamamos D, ,, con
i = 1,2, alas componentes normales del vector desplazamiento eléctrico, nos quedaria

96(D1 +D,)-dS = Eﬁ(Dl +D,)-dSig) = (D1, — Day) Aa. (4.38)
s s
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Noétese que, si existe cierta distribucion de carga superficial en la interfase, ésta es una fuen-
te de campo eléctrico. Por tanto, tanto el campo eléctrico como el desplazamiento tendrin
sentidos opuestos a ambos lados de la interfase.

Si igualamos la ecuacion anterior a la carga total externa, nos queda

Dl,n - D2,n =0. (439)

Es decir, la resta de las componentes normales del desplazamiento en la interfase es igual a la
densidad de carga superficial externa al dieléctrico. Podemos particularizar para los siguientes
casos:

= En ausencia de cargas externas:

En tal caso, o = 0y, por tanto, las componentes normales tanto del desplazamiento son
iguales a ambos lados de la interfase:

Dl,n = D2,n (440)

Ademads, si suponemos medios lineales, isétropos y homogéneos, las componentes nor-
males del campo eléctrico tendrdn la siguiente relacion:

81E1’n = 82E2,n (441)

» Interfase dieléctrico-conductor

El campo eléctrico en el interior del conductor es nulo, por tanto, suponiendo que el
conductor es el segundo medio, nos queda

D,=0c (4.42)

4.5.2. Componente paralela del campo eléctrico en la interfase

Ya hemos visto la relacion que tiene la componente normal del desplazamiento eléctrico en la
interfase de dos medios. Resulta de interés estudiar lo que ocurre con la componente paralela
a la superficie del campo eléctrico, también llamada componente tangencial.

Dado que el campo eléctrico es conservativo, la integral a lo largo de un lazo cerrado, L,
debe ser nula (esto se conoce como la segunda ley de Kirchhoff) 4. Mateméaticamente lo
expresariamos como

56 E-dl=0. (4.43)
L

“Esta ley se demuestra a partir de las tensiones en un circuito, que veremos en el siguiente capitulo. Es,
basicamente, una consecuencia de la conservacién de la energia
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Cabe decir que la ecuacién anterior es cierta siempre y cuando no existan posibles fuentes
secundarias del campo eléctrico °.

Es facil ver que, si se sigue el esquema de la Fig. 4.4, la suma de las integrales de los campos
en cada tramo del lazo cerrado debe ser nula,es decir

- B - ¢ - D - A -
56E~dl:f El-dl+f E~dl+f Ez-dl+f E-dl=0. (4.44)
L A B C D

Si queremos considerar solo el campo en eléctrico en la interfase, debemos tomar el limite
en el cual 7 — 0. Es posible considerar que, en dicho limite, las puntos A y D serdn iguales,
y lo mismo sucede para By C. Por tanto, las integrales correspondientes a los tramos DA 'y

BC se anularan.
El,n[ :E1 Medio 1
B

El,t Ii > Iy
A L y ik
EZ t < < < v *"
N ' D C
El,nl
E, Medio 2

Figura 4.4: Esquema de la integral a lo largo de un lazo cerrado en la interfase de dos medios.

Con la consideracion anterior, tendriamos la suma de las integrales del campo eléctrico a lo
largo de los dos tramos paralelos a la interfase

B > b -
f E, -di+ f E,-dl=0. (4.45)
A C

Loégicamente, el desplazamiento diferencial a lo largo de la linea serd igualmente parale-
lo a la interfase y, por tanto, el producto escalar con el campo eléctrico anulard todas las
componentes de este excepto la componente paralela. Asimismo, el sentido del diferencial
de desplazamiento es opuesto en los tramos AB y CD vy, por tanto, cambiari el signo de la
componente paralela. Dicho esto, obtendriamos la siguiente expresion

El,f - EZ,t = 0, (4.46)

0, lo que es lo mismo

El’[ = E2,[' (4.47)

Por tanto, la componente paralela del campo eléctrico debe ser continua en la interfase.

Nos referimos en este caso a campos magnéticos dindmicos. Dicho caso lo veremos en capitulos posteriores.
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4.5.3. Reglas sobre los campos en la interfase

Concluimos que en la interfase de dos medios dieléctricos se deben cumplir dos reglas basi-
cas (siempre que no existan fuentes secundarias de campo eléctrico como cargas externas o
campos magnéticos dindmicos):

= [a componente normal del vector de desplazamiento es continua en la interfase y, por
tanto, al pasar de un medio a otro (D, = D, ).

= [a componente paralela del campo eléctrico es continua en la interfase y, por tanto, al
pasar de un medio a otro (E, = E,).

4.5.4. Conclusiones sobre el campo en la interfase de dos medios

Cabe recordar que, en la primera condicion (D, = D,,) la magnitud de la componente nor-
mal del campo eléctrico no se conserva al pasar de un medio al otro. Es decir, si empleamos
la expresion en términos del campo eléctrico tenemos que €, E,, = &£E;,. Por otro lado,
hemos visto que si la interfase es entre un dieléctrico y un conductor, entonces tendremos la
expresion Dy, = o. Es decir, si un conductor con una cierta carga superficial (recordemos
que en electrostatica es el unico tipo de carga que puede presentar un conductor) esta en con-
tacto con un dieléctrico, la componente normal del campo eléctrico, en la region de contacto
y en el interior de éste, serd proporcional a la carga del conductor. Expresado en términos del

4ot p o . e N
campo eléctrico nos quedaria E, , = —, siendo ¢ la permitividad del dieléctrico.
g

Comentario:

Hagamos un breve inciso para poder apreciar la relevancia de las condiciones obtenidas, aun-
que debamos hacer ciertas suposiciones algunas de las cuales se veran mas adelante en este
curso. Supongamos que un haz de luz presenta una cierta componente de campo eléctrico®
y éste se encuentra en la interfase de dos medios dieléctricos. Si imponemos las condiciones
anteriores, es decir, que la componente normal del vector de desplazamiento y la componen-
te tangencial del campo eléctrico han de conservarse y el haz incide con un cierto dngulo,
tendriamos que deben cumplirse ambas condiciones, es decir

81E1,n = 82E2,n
El,t = Ez,z

A partir de estas condiciones y, teniendo en cuenta que el indice de refraccion de un medio es
igual a n = +[eu, siendo u la permeabilidad magnética (que veremos mas adelante), se puede
obtener la conocida ley de Snell de la refraccion.

5Como es comtinmente sabido, la luz es una onda electromagnética cuya forma, de hecho, se obtiene a partir
de las ecuaciones de Maxwell
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4.6. Comportamiento de los conductores y dieléctricos fren-
te a cargas y campos eléctricos

De lo visto hasta ahora y, mediante los modelos empleados de conductor y dieléctrico, po-
demos llevar a cabo el siguiente razonamiento: Los conductores y los dieléctricos tienen
comportamientos opuestos frente a cargas y campos eléctricos.

Por un lado, los conductores quedan cargados superficialmente en presencia de una cierta
carga (0, lo que es lo mismo, de un campo eléctrico), pero el campo eléctrico en su interior
es nulo. Si por un momento dejamos de pensar en electrostética, los conductores permiten
el libre movimiento de cargas en su interior. Ahora bien, una vez la carga se encuentra en
equilibrio, un campo eléctrico nunca atravesara el medio conductor. Por otro lado, en el inte-
rior de los dieléctricos el campo eléctrico se puede transmitir (gracias a la polarizacion de los
dipolos que lo componen). Sin embargo, las cargas no pueden circular en su interior, de ahi
que los dieléctricos sean aislantes eléctricos.

4.7. Energia potencial electrostatica en presencia de medios
materiales

En el capitulo anterior introdujimos el concepto de energia potencial electrostatica. En esta
seccion estudiaremos dicha energia para un caso general en el cual tenemos un cierto medio
dieléctrico y un conductor cargado. Para estudiar este caso, pensemos en el esquema de la Fig.
4.5. En este caso, tendremos dos términos para la energia potencial: uno para la distribucién
de carga en volumen dentro del dieléctrico, p, y otro para la distribucién de carga en la
superficie del conductor, 0. Teniendo esto en cuenta, la energia potencial electrostatica se
puede escribir como la suma de ambas contribuciones, esto es

WzlffprdV+lff ouds. (4.48)
2 JJJv 2 JJs.

donde S . es la superficie del conductor y V el volumen en el cual existe una densidad de carga
volumétrica. Para poder simplificar en pasos posteriores esta formula, es posible realizar la
siguiente consideracion. La densidad de carga en volumen es una cierta funcién p(¥) existe
solo en el volumen V' y, por tanto, la podriamos escribir de la siguiente manera

| p si PeV
p(?)_{o resto.

De esta forma, podemos tomar la integral en volumen como la integral en un volumen infinito,
es decir, en todo R3. Si, ademds, aplicamos las relaciones entre las cargas y el desplazamiento
eléctrico, podemos escribir la integral como

Wzlfff U(V-D)dV+1ff UD -ig)dS. (4.49)
2 R3 2 S
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Conductor

Sc

Dieléctrico

Figura 4.5: Caso general para el cdlculo de la energia potencial en presencia de un conductor
y un dieléctrico.

Abhora tendremos en cuenta la identidad que vimos en el Capitulo 2, V- (fF) = fV-F+FVf,
de forma que podemos escribir

UV-D=V.-(UD)-DVU, (4.50)

que, ademads, teniendo en cuenta que E = —VU, la energia potencial electrostitica queda

como
1 1 1 N
W:—fff V-(UD)dV+—ff(D-E)dV+—ff UD - it5)dS. 4.51)
2 R3 2 R3 2 Se

Notese que, en el interior del conductor, tanto D como E serdn nulos. Apliquemos el teorema
de la divergencia al primer sumando

fff V-(UD)dV:gggUD-ds (4.52)
R3 A

Si empleamos la propia definicién de divergencia, podemos dividir la parte de la integral de
superficie en dos. Queremos tener en cuenta exclusivamente la carga en volumen y no la
carga superficial del conductor. Recordemos que la propia integral proviene de la densidad
de carga superficial. Por tanto, para calcular exclusivamente dicha contribucién podemos, por
ejemplo, tomar la superficie de una esfera cuyo radio tiene a infinito (S »,) y le restaremos la
contribucion de la superficie del conductor tomando una superficie que englobe a éste. Es

decir
fffV-(UD)deff UD-dS—ff UD - dS. (4.53)
R3 S (R—o0) Se
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Ahora sustituimos en la ecuacion de la energia potencial para obtener

W=1(ff U(D-ﬁs)dS—ff U(D-ﬁg)dS+ff(D-E)dV+ff U(D-ﬁg)dS).
2\JJs., S, R3 Se

(4.54)

que, finalmente, resulta en la siguiente expresion

W = l(ff UD - ig)dS +ff (D-E)dV). (4.55)
2 Soo ]R3

Es decir, se puede generalizar la energia potencial de una determinada distribucion de carga
superficial y en volumen en presencia de un material dieléctrico y un conductor como la
suma de las integrales anteriores en todo el espacio. Obviamente, habra que tener en cuenta
las condiciones de contorno en cada caso. Por ejemplo, en el interior del conductor E = D =
0. Ademas, las componentes de los campos deben cumplir las reglas vistas en el apartado
anterior cuando pasen de un medio a otro.

En la ecuacion anterior, podemos hacer la siguiente aproximacion. Si consideramos que tanto
el potencial como el desplazamiento son constantes en la superficie de integracion, la integral
de superficie se podria escribir como

ff UD - ii5)dS = UR)D(R)ATR|z_s00 (4.56)

Recordemos que, aplicando la ley de Gauss, se obtenia que

[
UR) = ——= 4.57
( ) 47T80 R ( )
Y
DR) = ——=
®) 4 R?
y, por lo tanto, la Ec. (4.56) queda como
ff UD - is)dS 1 o 0 (4.58)
U = _— = . .
- $ 47T80 R R—sco

Con esto, llegamos a la sencilla ecuacion para el calculo de la energia potencial en presencia
de medios (tanto conductores como dieléctricos)

W = lff (D-E)dV. (4.59)
2 R3
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La ecuacién anterior se puede interpretar considerando que la energia total de un sistema es
la suma de las energias de cada elemento diferencial de volumen. Podriamos escribirla en
funcién del elemento diferencial de energia potencial como

dwW = %(D -E)dVv (4.60)

De esta forma, podemos interpretar que la densidad de energia (por unidad de volumen),w,
del sistema viene dada por

w= %(D -E). (4.61)

4.7.1. Energia potencial en medios lineales, isotropicos y homogéneos

Si la Ec.(3.86) es cierta para medios dieléctricos en general, obviamente se cumplird si con-
sideramos medios dieléctricos lineales, isotropicos y homogéneos. En este caso, ademads,
podemos escribir el desplazamiento eléctrico como el campo eléctrico multiplicado por la
permitividad del medio y, por tanto,

1
W=~ ff e[E[2dV. (4.62)
2 ]R3

Por tanto, la densidad de energia en este caso viene dada por

W= §|E|2_ (4.63)

Vemos que, en este caso, la energia en presencia de un campo eléctrico es proporcional al
modulo cuadrado de dicho campo.

Comentario: El resultado anterior es especialmente relevante en otros campos de la Fisica
como, por ejemplo, la dptica electromagnética. Bajo ciertas aproximaciones, se llega a la
misma conclusion: la irradiancia de una onda electromagnética es proporcional al mdédulo
cuadrado del campo eléctrico.

4.8. Condensadores eléctricos

Sin entrar de momento en detalles sobre cudl es su funcién, podemos definir un condensador
eléctrico como un sistema formado por dos conductores separados una cierta distancia por,
tipicamente, un medio dieléctrico de permitividad &.

Aunque, en general, los condensadores pueden tener cualquier forma, estudiemos el caso de
interés mds practico en el cual estd formado por dos conductores planos paralelos entre si
separados una cierta distancia d. Ademas, la carga superficial de uno de ellos, que conside-
raremos uniforme, serd igual en magnitud pero de signo opuesto en el otro. Teniendo esto
en cuenta y aplicando la ley de Gauss entre las placas, el campo eléctrico entre las placas
conductoras serd

69



Universidad Politécnica de Valencia Electromagnetismo

o
E = —ig (4.64)
g
donde el vector unitario iig es normal a la superficie de las placas conductoras. Por definicion,
podemos condiderar que la densidad de carga superficial es igual a la carga total, Q, divida
entre la superficie de las placas,A, y, por tanto, tendriamos

_ 9,
E= . (4.65)

Podemos calcular la diferencia de potencial eléctrico entre las placas, Uy = Uy — U,, por

medio de
Uuir = —f E-dl = f —dx = —d (4.66)
d

donde hemos considerado que la primera placa se encuentra en x = 0 y la segunda en x = d.
Cabe hacer notar que podiamos haber calculado la diferencia entre la segunda y la primera
placa. En tal caso, el signo del potencial seria el contrario. Si nos fijamos en la ecuacion
anterior vemos que todos los pardmetros, exceptuando la carga total, dependen del disefio del
condensador. Por ello, se define la capacitancia del condensador como dicha relacién entre
pardmetros:

cA
C=—. 4.67
] (4.67)

Es fécil definir la capacitancia para cualquier otra geometria del condensador si tenemos en
cuenta la relacion entre ésta y la diferencia de potencial. En general, la capacitancia vendra
dada por

Q
C=—. 4.68
Uy (4.68)

4.8.1. Energia potencial electrostatica de un condensador

La energia potencial electrostitica en presencia de cargas superficiales se puede calcular co-

mo
1
_1 f f oUdS (4.69)
2 JJs

Teniendo en cuenta que en un condensador tendriamos dos superficies conductoras cargadas,

tendriamos
1
W= —(ff o U dS + ff 0'2U2dS) 4.70)
2 S] S2
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Ahora bien, si consideramos el caso anterior en el cual las placas poseen la misma densidad
de carga uniforme y de signo contrario, tendriamos la siguiente expresion

W= l(ff oU,ds —ff O'UzdS) (4.71)
2 S S2

Teniendo en cuenta que el potencial serd constante en ambas superficies, que S; = S, y que
Q= f odS, se obtiene la expresion

1
W= EQ Udif- (472)

Esta expresion se puede escribir de distintas formas empleando la definicidn de capacitancia
que podrian ser utiles dependiendo de los datos que conozcamos. Por ejemplo, se podria dejar
en funcion de la capacitancia y la diferencia de potencial

1
W = EC(U[,,-f)Z (4.73)
0, bien, de la carga y la capacitancia
10?
W=—-=. 4.74
2C ( )

Notese que las expresiones anteriores son genéricas para cualquier condensador en el que las
cargas sean iguales y de signo opuesto. Si cambiase la geometria, es decir, ya no tuviésemos
condensadores planos, cambiaria exclusivamente la formula de la superficie que se tiene en
cuenta en la capacitancia.
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Ejercicios

4.1. Se tiene una barra de un material ferroeléctrico en forma de cilindro de longitud L
y radio R. Si el material esta polarizado en la direccion del eje del cilindro, con una
polarizacién uniforme de magnitud P, calcula el campo eléctrico en cualquier punto
fuera de la barra y en la direccién del eje de la misma.

Solucion:

Dada la simetria del problema, emplearemos coordenadas cilindricas. Como la barra
estd polarizada en la direccién del eje del cilindro, podemos considerar que

Por tanto, por un lado tendremos que la densidad volumétrica de carga debida a la
polarizacion serd nula ya que

pP:V'PZO.

e LR

Figura 4.6: Esquema del problema.

Para tener en cuenta la contribucién en superficie, se deben considerar cada una de las
superficies del cilindro por separado. En las bases del cilindro el vector de polarizacion
serd paralelo, teniendo el mismo sentido que el vector unitario de la base para una de
ellas y opuesto para la otra. Por otro lado, en la superficie lateral del cilindro el vector
normal a la superficie es perpendicular al vector de polarizacion. Tendremos que

P i z=1LJ2
o,=P-i;=70 en la superficie lateral
—P si z=-L/2

Por tanto, podemos concluir que la barra se comporta como si tuviésemos dos discos
cargados, con cargas Py —P, de radio R, separados una distancia L.

Recordando el resultado del capitulo 3, el campo eléctrico sobre el eje de un disco viene
dado por
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4.2.

o Z Z A
E@) = — |~ - ———|k
@ 280(|z| \/R2+z2)

Podemos calcular el campo eléctrico debido a cada uno de los discos y, posteriormente,
aplicar el principio de superposicion. Por un lado, para puntos del eje por encima de la
barra, tendriamos que

P z—L/2 N
E =—1- k
1(Z) 280 [ \/Rz N (Z _ L/2)2]

Por otro lado, para puntos por debajo de la barra

Ez(Z)=_—P[1— itL/2 )k
VR? + (z+ L/2)

Por tanto, el campo eléctrico en cualquier punto fuera de la barra serd E = E; + E,, es
decir

P z+L/2 z—L/2
280

E(z) = — - k, |zl > L/2.
: VR2+(z+ L/2? ~R*+(z— L/2)2] )

Una esfera de metal de radio a y con una carga total Q estd rodeada de un material
dieléctrico (isotropico, lineal y homogéneo) de permitividad . Dicho material mantiene
la forma esférica del metal de forma que aumenta su radio hasta una cierta cantidad b.
Encuentra el potencial en el centro de la esfera (relativo al infinito).

Solucion:

Para poder calcular el potencial necesitamos conocer el campo eléctrico, E, y, conse-
cuentemente, el desplazamiento eléctrico.

Recordando el modelo que empleamos para conductores eléctricos, en el interior de la
esfera del metal el campo serd nulo y, por tanto,

E=D=P=0, parar<a.

Para calcular el desplazamiento eléctrico podemos usar la ley de Gauss generalizada ya
que conocemos la carga total de la esfera conductora. Empleando la forma integral dada

por la Ec. (4.27), tenemos que
$p-das=0..

donde, si tenemos en cuenta la simetria esférica y que el desplazamiento eléctrico sera
constante y paralelo al vector de superfice, nos queda que
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4.3.

D4nr*i, = Q, parar > a.

Despejando obtenemos la ya de sobra conocida férmula:

D) = iﬁr, parar > a.
4rr?

Para calcular el campo eléctrico basta con emplear la relacion:

E=2
e

donde la permitividad va a depender de la zona que consideremos. Asumiendo que la
esfera se encuentra en el vacio, tendremos que entre el radio de la esfera metélica y el
recubrimiento dieléctrico la permitividad serd la del dieléctrico, en el exterior serd la
del vacio. Es decir:

0 Si r<a

o . . b
E(f)) — 47[8214,« st a<r<
u, Si r>b.

"
drggr?

Tomando como referencia el infinito, el potencial en el centro de la esfera se puede
calcular como la suma de los respectivos potenciales en el espacio, esto es

0
U:—f E-dl,

lo cual nos lleva a

b
0 0
U=-— dr— | —*_ar

w dmeyr? g p 4dmer? "

que, resolviendo las integrales definidas, resulta en

o(1 1 1
U=—|—+—-—].
A \egh ea &b

Calcula en el problema anterior las cargas debidas a polarizacién en el dieléctrico.

Aplicamos la relacion entre la polarizacion del medio, de susceptibilidad y, y el campo
eléctrico
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4.4.

45.

Las densidades de carga superficiales debidas a polarizacion (en la superficie interior y
exterior del dieléctrico) seran

204Y% .
>, en la superficie externa
op=P-0 ={ 4neb
P ’ gox Q0 .
—-——, en la superficie interna
4nea

Calcula la carga debida a polarizacién en una esfera uniformemente polarizada de radio
R y polarizacion P.

Solucion:

Teniendo en cuenta que la polarizacion es constante en toda la esfera, la carga en volu-
men debida a polarizacién serd nula también ya que

pp=-V-P=0.

Por otro lado, dado que la esfera esta uniformemente polarizada y, dada la simetria, po-
dremos expresar el vector de polarizacion de la esfera en cualquier punto de la superficie
de la misma como

O'p:P'ﬁs.

Si tomamos uno de los ejes coordenados como referencia, por ejemplo el eje z, podemos
escribir la carga superficial debida a polarizacién en funcion del angulo que forme ésta
con respecto al eje en la forma:

op = Pcosé.

Un hilo de carga lineal uniforme, A, se encuentra rodeado por un dieléctrico de manera
que se forma un cilindro de radio a. Calcula el vector de desplazamiento tanto dentro
como fuera del dieléctrico.

Solucion:

Empleemos la ley de Gauss generalizada para calcular el vector de desplazamiento. En
su forma integral, la podemos escribir como

# D-dS = Qo
S gauss

Dada la simetria del problema, escogemos una superficie cilindrica para aplicar la ley
de Gauss, de radio r y altura L. Con esto, la integral del vector de desplazamiento queda
como

566 DdS (i, - it,) = DQ2nrL)
Sgauss
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4.6.

donde se ha tenido en cuenta que el vector de desplazamiento serd perpendicular a las
bases del cilindro y, por tanto, no tendrdn contribucién en la integral. Ademads, sobre la
superficie del cilindro de integracion el vector de desplazamiento serd uniforme.

Calculemos, por otro lado, la carga total encerrada por la superficie gaussiana de forma
cilindrica, sabiendo que estd contenida en el hilo, con densidad de carga lineal A. Nos
queda que

L
Qrotal = f Adl = AL.
0

Sustituimos el resultado de ambas integrales en la ley de Gauss generalizada para obte-
ner

DQ2nrL) = AL.

Despejando el vector de desplazamiento y asumiendo que tiene direccion radial se llega
a

A
D=—a,.
2mr
Notese que este resultado vale tanto para el exterior como el interior del medio dieléctri-
co.

Sin embargo, si quisiéramos calcular el campo eléctrico en el interior del medio dieléctri-
co a partir del vector de desplazamiento necesitariamos conocer la polarizacién. Dado
que no sabemos su polarizacion, no es posible obtener el campo eléctrico a partir del
vector de desplazamiento en el interior. A pesar de ello, si asumimos que en el exterior
del dieléctrico solo hay vacio, es posible calcular el campo eléctrico sin mas que

1 A
E=—D=

= i,, sir>a.
&o 2megr

Una carga puntual, de valor g, estd incrustada en el centro de una esfera sélida de
un material dieléctrico lineal, isotrépico y homogéneo. Suponiendo que dicho material
tiene susceptibilidad y y radio R, calcula:

(a) El vector de desplazamiento eléctrico y el campo eléctrico.
(b) La polarizacion en la esfera.

(c) Las densidades de carga debidas a polarizacion.

(d) La carga total en la superficie de la esfera.

Dado que la carga se encuentra en el centro de la esfera dieléctrica, el vector de despla-
zamiento vendra directamente dado por
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(a)

A partir de la relacion con el campo eléctrico se obtiene que

1
E(r) = —D(r), para r>R
€0

1
E(r) = -D(r), para r <R.
>

Centrémonos en el interior de la esfera dieléctrica, es decir, en el caso r < R. El campo
eléctrico, en términos de la susceptibilidad del material, queda como

_ q ~
 dmey(1 +X)r2M

re

(b)

Una vez conocido el campo eléctrico, podemos calcular la polarizacién inducida sobre
la esfera dieléctrica por la carga puntual. Vendra dada por

()

A partir del vector de polarizacion se pueden obtener las densidades de carga debidas a
polarizacion, pp y o p. Por un lado, tenemos que

qx 7
:—V-P:——V. —1.
pr 4n(1 + ) (r3)

N =2

. . . u r .
donde, por conveniencia, hemos escrito —; en la forma = Si recordamos el resultado

;
del apéndice B, la divergencia de este vector da como resultado 476(7), siendo 6() la
funcidn delta de Dirac. Aplicando este resultado, la carga en volumen debido a polari-
zacion queda como

@ @
PP = i 00 =~ 0

Como vemos, el resultado obtenido es bastante peculiar. De hecho, es una aparente
contradiccion. La carga en volumen se localiza exclusivamente en el punto 7 = 0. Es
precisamente en dicho punto en el que se localiza la carga incrustada en la esfera vy,
l6gicamente, el resultado es que solo existe carga en todo el volumen en aquel punto en
el que tenemos la carga incrustada. Ademas, esta carga es de signo contrario a la de la
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4.7.

carga original. De alguna manera, podemos considerar que el material dieléctrico trata
de compensar la carga en su interior por medio de una carga despolarizante. Fijémonos
también en que, si la susceptibilidad del material fuese muy alta o, lo que es lo mismo,
tuviese una alta tendencia a polarizarse en presencia de un campo eléctrico, entonces la
magnitud de la carga pp tenderia a ser —g de manera que la carga en su interior quedase
totalmente compensada.

Por otro lado, la carga superficial debida a polarizacién se puede calcular mediante la
expresion

cp=Poig=—X
4n(1 + y)R?

(d)

Por dltimo, calculemos la carga total en la superficie de la esfera dieléctrica. Aplicando
directamente la definicién de densidad de carga obtenemos

ax

superficial = ds = 4 R2 = <
Osuperficial fO'P o p(4nR") T+0)

Comparando este resultado con el valor pp, obtenemos precisamente lo esperado debi-
do a la simetria del problema, es decir, que la carga total debida a polarizacién en la
superficie es igual a la carga en volumen y de signo contrario. Este resultado se puede
interpretar de distintas maneras. Por un lado, al tener una carga puntual en el interior,
como dijimos anteriormente, el material intentard compensar esa carga, de manera que
se creard una carga en volumen en el mismo punto que la carga puntual y de signo
contrario. La capacidad de compensar dicha carga dependerd exclusivamente de la sus-
ceptibilidad del material. Por otro lado, podemos interpretarlo de la forma siguiente. Al
tener una carga en su centro, se genera una carga superficial debida a polarizacion en
el dieléctrico proporcional a la carga en su interior. Esta carga superficial tenderd a ser
compensada por un campo despolarizante que, en ultima instancia, seria como conside-
rar una carga de signo contrario e igual magnitud a la carga total en la superficie de la
esfera.

Se tiene un cubo dieléctrico polarizado de arista a. Si consideramos que el cubo es-
ta centrado en el origen de coordenadas, la polarizacion del mismo viene dada por
P = k(xi + y] + zk), donde k es un cierto valor constante. Calcula las cargas debidas a
polarizacion y la carga total en el medio.

Calculemos en primer lugar la carga volumétrica debida a polarizacion

0, 0., 0. A oA a

pp=-V-P=—-k(—i+—j+—k) -k(xi+yj+ zk),
ox oy’ 0z

con lo que se obtiene

pp=—-k(1+1+1)=-3k

78



Universidad Politécnica de Valencia Electromagnetismo

Por otro lado, la densidad de carga superficial por polarizacion en una de las caras del
cubo serd

ka

Tpeara = P fts = k(x(i- D +y( - D +2k-D| _, , = 5

Una vez tenemos ambas densidades de carga, podemos calcular la carga total como la
suma de la carga total en volumen y la carga total en superficie, nos queda que

Qtot:ffprdV+#0'pdS.

Dado que en superficie solo calculamos una de las caras del cubo, para calcular la carga
total la multiplicaremos por seis:

Qo = f f f ppdV +6 566 T peara dS = =3ka® + 3ka® = 0.

Como era de esperar, la carga total debida a polarizacion es nula.
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Capitulo 5

Corriente eléctrica: circuitos y
magnitudes fundamentales

Como vimos en el capitulo introductorio del curso, el desarrollo de la pila voltaica supuso un
gran avance que permitio la fabricacion de los primeros circuitos. Gracias a esto, se termino
de desarrollar el electromagnetismo cldsico y se pudo estudiar con precision la interaccion
entre los distintos campos en presencia de medios materiales. Lo visto hasta ahora durante el
curso podria considerarse como una primera etapa del electromagnetismo. Sin la capacidad
de crear circuitos, cualquier estudio sobre la electricidad debia considerar que las cargas eran
estdticas. Ahora bien, gracias a la capacidad de generar corrientes en un medio conductor
mediante una pila, se llegd a una serie de leyes y ecuaciones que tienen en cuenta que las
cargas pueden estar en movimiento.

5.1. Definicion de corriente eléctrica

Podemos definir una corriente eléctrica como la variacion de la carga con respecto al tiempo
a través de una cierta superficie, es decir

d
1(t) = d—? (5.1)

Cabe decir que, como hemos venido haciendo, no nos preocuparemos de la naturaleza de
dicha variacion de carga. ! Sin necesidad de hablar de electrones o huecos electrénicos, mo-
delizaremos la variacion de la carga total con respecto al tiempo como una serie de cargas
puntuales positivas que se encuentran en movimiento. Si la corriente resultante a partir de la
definicion anterior es independiente del tiempo, diremos que dicha corriente es estacionaria.

El sentido de la corriente se establece por convencion y, tipicamente, consideramos que el
sentido de la corriente positivo es aquel en el que se desplazaria una carga positiva.

! Actualmente sabemos que la variacién de la carga y, por ende, las corrientes eléctricas se deben al mo-
vimiento de los portadores de carga (electrones o huecos electrénicos en el conductor). Sin embargo, para ser
fieles a la propia teoria electromagnética cldsica, no introduciremos el concepto de electrén.
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5.2. Densidades de corriente

A partir de la definicion de corriente eléctrica realizada en la seccidn anterior, pensemos en
un caso en el que se tienen N cargas puntuales positivas idénticas, de carga ¢, por unidad
de volumen. Dichas cargas se encuentran en movimiento, con una velocidad promedio V.
Queremos estudiar la corriente con respecto a una cierta superficie S. Mediante la propia
definicién de corriente, podemos deducir que

d oo
Ipromedio = d_? =N Q(V “lg) S (5.2)

es decir, la corriente promedio seria debida a un cierto nimero de cargas promedio que atra-
viesan la superficie S por unidad de tiempo. En general, siempre estaremos considerando
de alguna forma la corriente promedio y, por tanto, a partir de ahora suprimiremos dicho
subindice. Podemos, por tanto, definir el diferencial de corriente que atraviesa una superficie

como d
dl = d—? = N g dS) (5.3)

Esto nos permite definir la densidad de corriente como el vector

J=Ngv (5.4)

de forma que el diferencial de intensidad puede escribirse simplemente como
dl =J-dS (5.5)

5.2.1. Densidades de corriente superficiales

Anteriormente hemos asumido que las cargas se podian mover libremente en un cierto vo-
lumen. Sin embargo, es posible llegar a expresiones equivalentes si consideramos que las
cargas se pueden mover exclusivamente sobre una superficie, por ejemplo, de un cierto con-
ductor. En este caso, si NV es la densidad de cargas por unidad de superficie, la corriente
la definiriamos con respecto a un cierto segmento sobre la superficie conductora. Es decir,
tendriamos

dl =N gv-dl (5.6)

y, en este caso, la densidad de corriente, J = N ¢ V seria superficial.

5.2.2. Corrientes de conveccion

En esta seccion hemos asumido que la variacién de la carga se produce por el movimiento
de cargas que, si estuviesen en un cierto medio, éste se mantendria estitico. Esto es lo que
se conoce como corriente de conduccion. Sin embargo, dentro de la propia definicién de
corriente, también es posible considerar el caso en el que las cargas se encuentran estaticas y
es el medio el que se mueve. Este caso es el que se conoce como corriente de conveccion.
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Para corrientes de conveccion la densidad de corriente se puede escribir simplemente como

J = p‘_))medio (57)

donde p seria la densidad volumétrica de carga en el medio y V.4, su velocidad.

5.3. Ecuacion de continuidad

A partir de la densidad de corriente, podemos entender que la corriente no es mas que el flujo
de dicha densidad de corriente a través de la superficie S, es decir

I:ffJ-dS (5.8)
s

Podemos, por tanto, deducir que si la corriente es estacionaria (es decir, /() = I) entonces la
densidad de corriente necesariamente también lo es.

A continuacién demostraremos que, si la corriente es estacionaria, se cumple que

V-J=0. (5.9)

Para ello, apliquemos la Ec. (5.8) a una superficie cerrada, de forma que

[ #J.ds (5.10)
S

Si aplicamos la definicién estricta de corriente, es decir, variacién de la carga en volumen,
tendriamos que
dQ ﬁ
— = J-dS. 5.11
7 D (5.11)

Ahora bien, si expresamor la carga total en funcidn del la densidad de carga, nos quedaria

0
o ([[sav=ffa-as. s

0, lo que es lo mismo,

op . .
fff‘; EdV = 5@?J ds. (5.13)

Noétese que, en general, la carga serd una funcién de cuatro variables, la posicion 7 = (x, y, z)
y el tiempo, por ello aplicamos la derivada parcial. Si aplicamos el teorema de la divergencia
a la parte derecha de la ecuacidn anterior, nos queda

fffa—pdvszf(V-J)dV. (5.14)
y Ot %
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Abhora bien, en este punto debemos considerar el criterio del signo de la corriente que hemos
definido anteriormente. Si nos fijamos en la ecuacioén anterior, obviamente la variacién de
la densidad de carga en el volumen estd directamente relacionada con la divergencia de la
densidad de corriente. Si aumenta la densidad de corriente en un cierto instante temporal,
el flujo a través de la superficie cerrada aumentard y, por tanto, la divergencia sera positiva.
Sin embargo, segtn el criterio de signos que hemos definido, esto implicaria que la carga
dentro del volumen debe disminuir y, por tanto, la derivada con respecto al tiempo ha de ser
negativa. Es decir, la derivada de la densidad de carga con respecto al tiempo y la divergencia
de la densidad de corriente tienen signo contrario.

Comentario: Notese que el cambio de signo se debe exclusivamente a la propia definicion de
corriente que hemos empleado y al criterio de signos. Independientemente del criterio que
se emplee, la corriente ha de conservarse y, por tanto, ambos términos deben ser iguales.
Ahora bien, si volvemos al inicio de la seccion, hubiese bastado con definir la corriente como
I = —‘2—? para evitar tener que realizar el razonamiento anterior.

Q(to)> Q(t1) Q(to) <Q(ty)

// \\___\ // \\___\
" ! / !
D T —
| / | /
1\ V?\ 1\ v

dp vi<o %
. : —>0
V>0 ; <0 ] it

Figura 5.1: Representacion del flujo de la densidad de corriente en los casos en que la carga
disminuye dentro de volumen (izquierda) y aumenta (derecha) con respecto al tiempo.

Con esto, llegamos a la conocida como ecuacion de continuidad eléctrica

% __

o= V-0, (5.15)

mas comunmente escrita de la siguiente forma

dp
V.- - = A
J+ o 0, (5.16)

Podemos ver que, si la corriente es estacionaria, entonces la divergencia de la densidad de
corriente es nula (V - J = 0).

5.4. Ley de Ohm

Hasta ahora hemos definido la corriente sin preocuparnos de cual es su naturaleza, es decir,
simplemente hemos considerado que las cargas estan en movimiento y ese movimiento es el
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que en ultima instancia crea la corriente. Sin embargo, en una corriente de conduccion, para
que dicho movimiento se produzca, necesariamente debe existir un campo eléctrico. De esta
forma, podemos considerar que la velocidad promedio de las cargas debe ser proporcional al
campo eléctrico que provoca su movimiento, siempre que el material sea lineal, isotropico y
homogéneo. Tendriamos que, en una corriente de conduccion, debe cumplirse que

vV« E. (5.17)

Por tanto, si volvemos a la definicién de densidad de corriente, ésta también ha de ser pro-
porcional a dicho campo, es decir

J < E. (5.18)

Podemos, por lo tanto, relacionar el campo eléctrico y la densidad de corriente a través de
una constante de proporcionalidad:

J=cE. (5.19)

Dicha constante dependera exclusivamente de las propiedades material en cuestion.

Existen distintos modelos que nos permiten llegar a la relacion anterior y otorgarle un valor
a la constante c. En este caso, emplearemos uno de los més sencillos.

El modelo de Drude-Lorentz es un modelo sencillo que nos permite relacionar la densidad
de carga con el campo eléctrico. Si bien es un modelo muy simplista en el que las cargas se
consideran esferas que pueden rebotar y cuyos campos no interaccionan entre si, permite de
alguna forma estimar como es la accion del campo eléctrico sobre la densidad de corriente.
Si se considera que existe un cierto campo eléctrico, E y que se tiene un material con cargas
libres (conductor), dichas cargas tenderdn a viajar en el sentido de dicho campo eléctrico.

Partiendo de la propia definicién de fuerza, cada carga sufrird la accion del campo eléctrico
como

F =md (5.20)

siendo m la masa de la carga. Recordando igualmente la definicién de campo eléctrico (E =
F/q), obtendriamos que la aceleracion promedio de cada carga puntual, g, por la accién del
campo eléctrico es

<d>=1g. (5.21)
m

La velocidad promedio de las cargas se puede expresar como >

%Es cierto que no estamos considerando el efecto de las posibles colisiones entre cargas. Si lo hiciésemos,
tendriamos una cierta reduccién de la velocidad promedio pero seguiria siendo proporcional a la expresion
obtenida.
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<p>=ar=1E+ (5.22)
m

Si ahora tenemos en cuenta la definicion de la densidad de corriente, llegamos a

J= E (5.23)
Por tanto, empleando este modelo, se llega a que

N2
_ Mg,
m

c (5.24)
Esta constante estd directamente relacionada con la facilidad que tiene un cierto material para
conducir las cargas de su interior debido a la accién de un campo eléctrico. Es por ello que
se le denomina conductividad eléctrica.

En realidad, la Ec. (5.19) es la version generalizada de la archiconocida ley de Ohm para
circuitos eléctricos,V = IR, siendo V el voltaje, I la intensidad de corriente y R la resistencia
eléctrica. Consideremos un hilo conductor de forma cilindrica que tiene una longitud / y un
area de la seccion transversal A. La diferencia de potencial entre los dos extremos del hilo
vendra dada por

/
Udif:fE-df:El, (5.25)
0

donde hemos considerado que el campo es uniforme a lo largo del hilo y paralelo a éste. Por
otro lado, si existe una cierta densidad de corriente, a través de un corte trasversal del hilo

tendremos la siguiente corriente
I:ffJ-dS:JA, (5.26)
A

donde, siguiendo el calculo de la diferencia de potencial, la densidad de corriente y el vector
normal a la superficie trasversal serdan paralelos. Por tanto, obtenemos las siguientes relacio-
nes para el campo eléctrico y la densidad de corriente en el hilo conductor

Uai
E = %az (5.27)
I,
J = Zuz
donde hemos considerado que el hilo se encuentra a lo largo de la direccion del eje z.
Si sustituimos en la Ec.(5.19), llegamos a la siguiente relacién
I Uy
Z =24 2
) c ; (5.28)
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que ordenamos de la siguiente manera:

l
Ujir = 1—. 5.29
aif = (5.29)
En este punto, definimos la resistividad como la inversa de la conductividad, es decir
1
n=-. (5.30)
c

La resistividad, por tanto, serd una medida de la resistencia a la conduccién que presente
un cierto material y es independiente del tamafo o forma que tenga éste. Ahora bien, en la
Ec.(5.29) aparecen las dimensiones del hilo. Por tanto, si juntamos la resistividad y dichas
dimensiones, tendremos una medida de la resistencia a conduccion de la porcion de hilo
considerada. Esto es, precisamente, lo que conocemos como resistencia eléctrica propiamente
dicha (seria algo asi como la manifestacién macroscépica de la resistividad), es decir

R=1 (5.31)

l
A
Por lo tanto, vemos que a partir de la Ec. (5.19) obtenemos facilmente la ley de Ohm “ma-
croscopica”, esto es

Usr=1R (5.32)

donde U,;s suele denominarse voltaje en circuitos eléctricos>.

5.5. Resistencias y condensadores en circuitos

En esta seccion recordaremos brevemente dos de los componentes mas relevantes en un cir-
cuito eléctrico como son las resistencias y los condensadores. Ambos pueden estar conecta-
dos entre si en la misma linea de un hilo conductor sin bifurcaciones, de manera que dirfamos
que se encuentran conectados en serio. Igualmente, pueden estar conectados por hilos que
comparten nodos de corriente, es decir, hilos conductores que comparten la misma diferencia
de potencial en sus extremos pero para los cuales la corriente se ha distribuido de manera
distinta. Diremos entonces que los elementos estdn conectados en serie.

5.5.1. Resistencias

Es facil ver que dos resistencias conectadas en serie se pueden reemplazar por una resistencia
equivalente igual a la suma de ambas. En general, para N resistencias en serie tendremos que

N
R, = Z R,. (5.33)

n=0

3Noétese que evitamos la denominacién V para el voltaje pues reservamos esa letra para los volimenes.
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Si las resistencias estdn conectadas en paralelo, entonces la diferencia de potencial entre los
nodos seréd la misma. Por otro lado, la corriente total / se divide en dos corrientes que deben
cumplir que I = I, + I,. Teniendo esto en cuenta, es facil obtener la resistencia equivalente
sin mas que

Ui

L = 2% coni=1,2 (5.34)
R;
I = L1 +L=U ! + ! = U,+R
- 1 2 — Ydif R1 R2 — Udiffreq

En general, si se tienen N resistencias en paralelo éstas se pueden sustituir por la siguiente
resistencia equivalente

R i 1 (5.35)

5.5.2. Condensadores en circuitos

Los condensadores suelen representarse en circuitos por medio de dos lineas paralelas. En el
capitulo anterior vimos que la capacitancia se definia como

Q

C=—,
Uair

(5.36)

siendo Q la carga total del condensador y U la diferencia de potencial entre las placas. Es
facil ver que, si en un circuito se tienen dos condensadores en serie, se podrian sustituir di-
chos condensadores por uno equivalente que tuviese en cuenta el efecto de ambos. Llamamos
Udir; con i = 1,2 alas diferencias de potencial entre las placas de cada uno de los condensa-
dores. La diferencia de potencial creada en el circuito por ambos serd igual a la suma de las
diferencias de potencial, esto es,

Uair = Uagiry + Udif = Cg (5.37)
eq

Considerando la carga total constante, es facil ver que

c_¢.,¢9
Tt (5.38)

y, por tanto, cuando se tengan N condensadores en serie se pueden sustituir por una capaci-
tancia equivalente que sera:

i = ZN: : (5.39)
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Por otro lado, si los condensadores estan en paralelo, la diferencia de potencial entre ambas
placas de cada condensador serd necesariamente igual. En este caso, si los condensadores no
tienen la misma capacitancia la carga debe de ser distinta. Podemos igualmente considerar
un condensador equivalente al efecto de ambos ya que

Q=01+ 0=CUgys1 + CoUgispr = CoyUyiy (5.40)

donde C,, = C; + C,. Es decir, que para N condensadores en paralelo, la capacitancia equi-
valente sera

N
Cey= ) Ca (5.41)

5.6. La fuerza electromotriz

En este capitulo hemos considerado la capacidad de las cargas para moverse en un cierto
medio conductor. Incluso hemos deducido la ley de Ohm a partir de consideraciones senci-
llas sobre la corriente y su relacion con el campo eléctrico. De esta manera, efectivamente,
asumimos que una corriente de conduccién implica necesariamente la presencia de un campo
eléctrico que haga que las cargas se muevan en el medio conductor. Un circuito eléctrico,
por propia definicidén, implica un recorrido cerrado. Como sabemos, tanto para el campo co-
mo para la densidad de corriente la integral a lo largo de cualquier trayectoria cerrada son
necesariamente nulos

95 E-dl = 0, (5.42)

SEJ-df

Sin embargo, si suponemos que una la corriente eléctrica puede fluir en un circuito, las ecua-
ciones anteriores no se cumplen. Si consideramos un cierto circuito y una determinada den-
sidad de corriente, el vector dl y J seran siempre paralelos y no cambiaran sus sentidos, por
lo que §J-df¢ 0.

0,

Obviamente nos esta faltando considerar que, para que circule una corriente, se ha de tener
un generador de la misma. En ese caso se puede considerar que el campo eléctrico efectivo,
E., sobre los portadores de carga es el resultado de la interaccion con un cierto campo elec-
trostético, E, y campo electromotriz, E,,,, debido al generador. Es decir, el campo eléctrico
efectivo serd

E.;=E+E,,.

Expliquémoslo de manera sencilla. Para que se pueda generar una corriente estacionaria en el
circuito el campo eléctrico en cada instante de tiempo ha de ser constante. Es decir, la com-
ponente electrostatica en cada instante no ha de variar. Para ello, es necesario que exista otro
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campo eléctrico que genere una diferencia de carga continua entre los extremos del circuito.
Si no fuese asi, la diferencia de carga entre los extremos del circuito acabaria desapareciendo
debido al flujo de portadores de carga. Eso es precisamente los que haria una pila: mediante
un proceso quimico es capaz de mantener cargas estdticas de signo opuesto en los extremos
del circuito (bornes) de forma que el campo electrostdtico se mantiene constante y, por tanto,
la corriente también. Consideraremos, ademas, que el campo electromotriz existe solo en el
interior de la pila (ver Figura 5.2. Dicho de otra forma, para considerar el proceso quimico
que genera una cierta diferencia de carga en los bornes de la pila incluimos el campo electro-
motriz que, simplemente, tendra el efecto de generar dicha diferencia de carga constante.

E

—_—

B [E

[Tl
3
+ o+ o+ o+ o+

Figura 5.2: Representacion del campo eléctrico efectivo en un circuito en presencia de una
bateria.

Dicho esto, la Ec.(5.42) debe seguir siendo cierta para el campo efectivo, y por tanto

95 E.-dl=0. (5.43)

lo cual tiene sentido ya que el campo electrostatico y el campo electromotriz necesariamente
tendrdn igual magnitud y sentido contrario.

Llamamos fuerza electromotriz (fem) o, de manera mds precisa, voltaje inducido* a la si-
guiente integral

B
Em = f E,, - di. (5.44)
A

donde A y B son los extremos del circuito o, dicho de otra forma, los bornes de la bateria.
Para que la Ec. (5.43) sea cierta, ha de cumplirse que

B - B -
Eom = f E,,-dl = - f E-dl (5.45)
A A

Recordando la definicidn de potencial electrostético, el voltaje inducido no serd més que

é:em =Up— Uy =AU, (5.46)

#Como vemos, la integral resultante es una diferencia de potencial y no una fuerza. Sin embargo, comtinmen-
te se emplea el término fuerza electromotriz.
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0, lo que es lo mismo, la fuerza electromotriz es, basicamente, la diferencia de potencial
generada por la bateria.

Mis adelante veremos que dicha fuerza electromotriz no solo puede ser la representacion de
una pila si no que también puede tener en cuenta la presencia de un campo magnético que
varia con el tiempo.

5.7. Corrientes en medios sin fuentes

Como hemos visto, es necesario introducir el voltaje inducido para que exista una corriente
estacionaria en un circuito cerrado (suponiendo que no existen campos magnéticos variables).
Ademas, el campo generado por la pila existe exclusivamente en su interior. Por tanto, en
cualquier punto del circuito externo a la pila el campo eléctrico efectivo serd simplemente

Eef =E,

en cuyo caso el campo se podria obtener a partir del potencial electrostéitico

E=-VU.

Ademas, si la corriente es estacionaria se satisface que

y, si el medio es lineal y no existen cargas externas

V-E=0.

Podemos decir, pues, que el potencial electrostatico en cualquier punto del circuito que no sea
el interior de la pila, es decir, en el que no exista una fuente de fuerza electromotriz, satisface
la ecuacién de Laplace

AU = 0.

5.8. Corriente en la interfase de dos medios

Pensemos que se tienen dos medios con distinta conductividad en contacto. Como vimos en
el capitulo anterior, se pueden encontrar ciertas condiciones de frontera que debe cumplir
el campo eléctrico. Como vimos, la componente normal del vector de desplazamiento y la
componente tangencial del campo eléctrico deben conservarse. Podemos llevar a cabo un
procedimiento andlogo para encontrar la condicién que debe cumplir el flujo del vector de
densidad de corriente corriente eléctrica. Si calculamos el flujo a través de un cilindro cuyas
bases sean paralelas y localizadas cada una en un medio distinto (ver Fig.(5.3) , el flujo de la
densidad de corriente vendra dada por
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{5 s
cilindro

Si, ademas, tomamos el limite cuando la altura del cilindro tiene a cero (& — 0), entonces
nos estaremos situando en la interfase y la integral de flujo queda como

# J-dS:f J1-dS+f Jo - dS.
cilindro basel base2

Podemos, ademas, descomponer las densidades de corriente como la suma de la componente
normal a la superficie y la componente tangencial a la misma, esto es, J; = J;,it, + J;,il;, con
i = 1,2. Si llamamos Aa a la superficie de las bases, directamente se obtiene

5@5 J-dS = J,Aa - Jp,Aa.
cilindro

Dado que la corriente debe conservarse en la interfase el resultado anterior debe ser igual a
cero y, por tanto, nos queda

Jl,n = J2,m

es decir, la componente normal de la densidad de corriente debe conservarse.

medio 1
e is i
hl Tﬁ
B " | “medio 2
T ha
. aa

Figura 5.3: Esquema de la interfase de dos medios en la cual se quiere medir el flujo a través
de una superficie cilindrica.

5.9. Resumen

Este capitulo nos servird de puente entre la electrostatica y magnetostatica en la que, como
veremos en el siguiente capitulo, el concepto de densidad de corriente es esencial.
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Capitulo 6

Magnetostatica en el vacio

Hasta ahora, en el desarrollo del curso, tan solo hemos tenido en cuenta las interacciones debi-
das a la fuerza electrostatica. A partir de esta magnitud descubierta de manera experimental
(ley de Coulomb), definimos el concepto de campo eléctrico y potencial electrostético. De
manera similar, en este capitulo partiremos de la fuerza magnética observada, por ejemplo,
cuando se tienen dos hilos por los cuales circula una cierta corriente. En el capitulo ante-
rior definimos el concepto de corriente a partir del movimiento estacionario de cargas. Como
veremos en este capitulo, cuando tenemos una cierta carga en movimiento, ésta genera un
campo magnético.

Para comprender la diferencia fundamental entre electrostatica y magnetostdtica, permitidme
hacer la siguiente comparacion:

= Electrostatica: Las cargas estacionarias generan campos eléctricos constantes.
= Magnetostatica: Las corrientes estacionarias generan campos magnéticos constantes.

Cabe destacar la diferencia conceptual entre una carga estacionaria y una corriente estacio-
naria. En el primer caso, podriamos decir que las cargas se encuentran estaticas, lo que im-
plica que dichas cargas deben estar sujetas a ciertas condiciones (estar en la superficie de
un conductor y que el sistema esté en equilibrio, por ejemplo). En el caso de una corriente
estacionaria, las cargas estdn efectivamente en movimiento. En dicho caso, suponemos que
la corriente se mantiene constante a lo largo del tiempo o, dicho de otra forma, la velocidad
promedio de las cargas es constante.

Relaciondndolo con el capitulo anterior, en magnetostética se debe cumplir que

dp
£ -0,
ot
y, cOmo ya vimos anteriormente, que
v-J=0.

Una consecuencia importante de esta condicion es que, en magnetostatica, no podemos consi-
derar la fuerza magnética generada por una tinica carga en movimiento. Este caso aparece en
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algunos textos como el primer ejemplo. Sin embargo, una tinica carga en movimiento jamas
podrd generar una corriente estacionaria ya que solo existird corriente en el punto en que
dicha carga se encuentre en cada instante. Por tanto, cuando estudiemos la fuerza magnética
debemos considerar que tenemos distribuciones de carga en movimiento.

6.1. Campo magnético: Ley de Biot-Savart

Al igual que la fuerza de atraccion-repulsion entre dos cargas (ley de Coulomb), la fuerza
magnética se descubrid experimentalmente. Gracias a los desarrollos que permitieron crear
circuitos de corriente estacionaria (la pila voltaica), Faraday se percat6é de que dos hilos que
conducen una corriente estacionaria se ejercen una fuerza entre si. Dicha fuerza es debida al
llamado campo magnético. que llamaremos B!. Experimentalmente se puede demostrar que
la direccion de la fuerza y, por tanto, las lineas de campo magnético, son perpendiculares a la
direccion de movimiento de las cargas. Es decir, son perpendiculares al vector de densidad de
corriente J en cada punto. Si tenemos un circuito cerrado en forma de aro, esto implica que el
campo magnético serd paralelo al vector de superficie que encierra dicho aro (ver Fig.(6.1).
Para saber su sentido es comun emplear la llamada regla de la mano derecha: si nuestro dedo
indice apunta en la direccion de la corriente, entonces el dedo pulgar (formando un dngulo
recto con el indice) apuntard en el sentido del campo magnético.

B = Bk

RN

A

Y

Figura 6.1: Esquema del campo magnético generado por un aro conductor por el que circula
una corriente estacionaria.

Matemaéticamente, la regla de la mano derecha no es mas que la consecuencia de que el
campo magnético y el vector de corriente estan relacionados a través de un producto vecto-
rial. De hecho, esta relacion viene dada por la ley de Biot-Savart. Para comprender esta ley,
consideremos un circuito cerrado por el que circula una corriente estacionaria I. La ley de
Biot-Savart nos dice que el campo magnético en un punto situado en coordenadas dadas por
7y se podra calcular como la suma de las contribuciones al campo magnético de cada pedazo
infinitesimal de hilo y que, ademads, dicho campo magnético vendra dado por

B(r?)):ﬂofdlxa’ 6.1)

anJ

I'A riesgo de no ser precisos en el lenguaje, llamaremos de manera general al vector B campo magnético.
Cléasicamente a este vector se le ha llamado vector de induccién magnética o densidad de flujo magnética.
Sin embargo, dadas sus similitudes en forma y fondo con el campo eléctrico, resulta conveniente emplear esta
nomenclatura que se adopta en numerosos textos modernos.
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siendo 7 el vector que relaciona la posicion sobre el hilo conductor y el punto en el cual
queremos conocer el campo magnético, es decir, 7, tal como se muestra en la Fig.(6.2). Si
quisiéramos podriamos escribir la ecuacién anterior en funcién de las coordenadas del hilo
conductor, 7, sin mas que tener en cuenta que 7 = 7, — 7. En la ecuacién anterior, u es una
constante de proporcionalidad que se puede medir experimentalmente y que recibe el nombre
de permeabilidad magnética en el vacio cuyo valor es gy = 4r - 107/ N/A2.

Figura 6.2: Esquema general de la ley de Biot-Savart.

Si observamos la ley de Biot-Savart para el campo magnético podemos observar ciertas si-
militudes con el campo eléctrico obtenido a partir de la ley de Coulomb para el caso de una
distribucién de carga continua:

= [a magnitud de ambos campos decrece con el cuadrado de la distancia a la que nos
situemos de, en el caso del campo eléctrico, el diferencial de carga y, en el caso del
campo magnético, del diferencial de corriente.

= Ambos campos presentan una constante de proporcionalidad, 1/4ng, en el caso del
campo eléctrico y o /4.

En sentido estrictamente matemadtico, la férmula del campo eléctrico de una distribucién
de carga continua y el campo magnético se diferencian exclusivamente en la direccién que
toma el campo. En el campo eléctrico, teniendo en cuenta que el diferencial de carga es una
magnitud escalar, el campo apunta directamente en la direccion por el vector 7. Por otro lado,
en la formula del campo magnético el diferencial de corriente es una magnitud vectorial que
multiplica vectorialmente al vector unitaria en la direccion y sentido del vector 7.

Antes de pasar a aplicar operadores sobre el campo magnético, estudiemos dicho campo en
un par de casos de interés.

6.1.1. Fuerza de Lorentz

La fuerza de Lorentz (o fuerza magnética) en magnetostatica se refiere a la fuerza que ejerce
un campo magnético sobre un cierto hilo conductor de longitud L por el que circula una
corriente estacionaria I. 2 Dado un cierto campo magnético B, éste ejercer4 la siguiente fuerza

’La expresion cldsica de la fuerza de Lorentz de una particula de carga g que viaja a velocidad ¥ por el
efecto de un campo eléctrico E es F = ¢(¥ X B + E). Recordemos que, al hablar de magnetostética, no podemos
considerar este caso.
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sobre el hilo conductor

F, = f dl X B. (6.2)
L

donde tipicamente consideraremos que dI = 1dl.

6.2. Campo magnético de un hilo infinito con corriente es-
tacionaria

Consideremos un pedazo diferencial de un hilo infinito por el que circula una cierta corriente

. . . . . , b i
estacionaria I. El diferencial de corriente vendrd dado por dI = Idl, donde [ apunta en la
direccion y sentido de la corriente. En este caso, podriamos escribir la ley de Biot-Savart
como

N Mo dl_)X i,
B =—] . .
oy =tor [ (6.3)

Supongamos que colocamos nuestro sistema de coordenadas tal como se muestra en la Fig.(6.3),
es decir, que la corriente (y por tanto el diferencial de longitud) apunten en la direccion de
la coordenada y y, por tanto, dl’ = dyj. Ademis. suponemos que podemos referir las coor-
denadas del punto donde queremos conocer el campo magnético como 7, = zok, siendo z,
la distancia del punto al hilo. Nétese que, dado que queremos conocer el campo magnético
en un determinado punto del espacio, la eleccion del sistema de coordenadas anterior sera
siempre posible. Ademas, es facil ver que, dada la simetria del problema, podremos hacer
una revolucion entorno al hilo para conocer el campo magnético en el resto de puntos.

S Y o d

Figura 6.3: Esquema del campo magnético generado por un hilo infinito por el que circula
una corriente estacionaria.

Teniendo en cuenta el sistema coordenado escogido y dado que en la ley de Biot-Savart
tenemos dI X 7, ya podemos deducir que el campo magnético serd de la forma B(7) = B(#):.
Recordemos que el producto vectorial de dos vectores tiene una direccion normal al plano
que dichos vectores forman. Dicho esto, para poder aplicar la ley de Biot-Savart hemos de,
en primer lugar, conocer la relacion entre las coordenadas del diferencial de superficie y el
punto donde queremos calcular el campo magnético, es decir, hemos de obtener el vector 7.
A partir del esquema de la figura, podemos obtener que

7ol = 20 = | cos 6.
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. .. Z ;. . .
y, por tanto, en la ley de Biot-Savart sustituiremos || = —00. Logicamente, si cambia la

distancia zy o la posicién del pedazo de hilo que queremos considerar, el dngulo 6 también
cambia.

Por otro lado, necesitamos conocer el diferencial de linea. La distancia del hilo al centro del
sistema de coordenadas viene dada por el médulo del vector de posicién sobre el hilo, que se
puede relacionar de la siguiente forma con el 4ngulo

- o
tan @ = li—ll = @
Fol 2o

que nos lleva a 7, = ztan#]. Resulta evidente que el vector 7 es exactamente el mismo
que el vector de longitud sobre el hilo, es decir, que i, = [ Por tanto, basta con diferenciar
este vector para obtener el diferencial de longitud di. Para ello, fijémonos nuevamente en
el dibujo. El punto en el que queremos conocer el campo magnético, zo se mantendra fijo
en todo momento al hacer la integral de linea dada por la ley de Biot-Savart. Sin embargo,
conforme nos desplacemos a lo largo del hilo, el dangulo 6 ird variando. Es por ello que, para
obtener el diferencial de longitud, debemos diferenciar I'con respecto a 6, esto es

20
2

de ;.
cos* 6 ]

- - d A
dr; =dl = zoﬁ(cose)] =

Por dltimo, necesitamos conocer la magnitud del vector que resulta del producto vectorial
di’x it,. Para ello, recordemos que el médulo del producto vectorial de dos vectores d y b se
puede escribir como |@ X I;I = |d |l;| sin @, siendo « el dngulo entre ambos vectores. Por tanto,
apoyandonos nuevamente en la Fig. (6.3, se obtiene

dIx | = dlsina.
Ademads, el dngulo a y el dngulo 8 son complementarios y, por tanto, sin @ = cos 8. Con esto,

podemos obtener finalmente la direccién y magnitud del producto vectorial en funcién del
angulo 6, es decir,

dI'x i, = dl cos 61,
que, sustituyendo el valor de d/ queda finalmente en la forma

20
cos2 6

dIx i, = (—2—df) cos 07 = (——db) 3,

cos 6

Con esto, tenemos todo lo necesario para aplicar la ley de Biot-Savart. Sustituyendo el campo
magnético queda como

ol dl'x i, o f’ cos’ 6 zo A
B(z) = —> =5y doji,
) 4r f |1? 4w Jpio 75 cOs6 :

que, tras simplificar y teniendo en cuenta que z, es constante, se puede escribir en la forma
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I .
B(z) = 200 f cos6do’,
4rzo hilo

En la integral anterior debemos definir los limites. Podemos, en primer lugar, calcular el
campo magnético debido a un segmento de hilo cuyos extremos formen un angulo 6, y 6.
En este caso, obtenemos

I | A
B(z) = 2= f cos0d0 i = 2 (sing, — sin6,) 7. (6.4)
47TZ() o 47TZO

Noétese que la ecuacion anterior es el campo magnético generado por cualquier segmento de
hilo cuyos extremos formen un dngulo 6, y 6, con respecto al vector de posicioén del punto
en el que queremos conocer el campo. En la formula anterior y, basandonos en la figura, el
angulo se mide en sentido horario. Si el dngulo es mayor que 7 podriamos medir en sentido
antihorario pero cambiando el signo del dngulo, como se observa en la Fig.(6.4).

- >

Figura 6.4: Esquema del campo magnético generado por un segmento de hilo por el que
circula una corriente estacionaria y cuyos extremos forman angulos 6, y 6, con respecto al
vector de posicién del campo.

Loégicamente, un segmento de hilo no puede transportar una corriente por si solo. Sin embar-
go, este caso se podria utilizar en cualquier circuito compuesto por una serie de segmentos
que acaban formando una linea cerrado. Posteriormente, aplicariamos el principio de super-
posicién al campo magnético y, como resultado, el campo total seria la suma de los campos
creados por cada segmento de hilo conductor.

Abhora bien, volviendo al caso que nos concierne, ;qué ocurre cuando el hilo tiene una longi-
tud infinita? > En ese caso, observando la Fig.(6.4), vemos que tanto #; como 6, alcanzarian
idealmente el angulo limite, es decir, r/2. Segun el criterio de signos que hemos tomado para
medir los dngulos, tendriamos que 6, = —n/2 y 6, = n/2. Sustituyendo estos valores en la
Ec.(6.4) se obtiene que el campo magnético creado por un hilo infinito que transporta una
corriente estacionaria en el punto situado en z, es igual a

Tuo
B(z) = ~20 3 6.5)
217

3Recordemos que este caso es una aproximacién que empleamos, tipicamente, cuando la distancia a la que
queremos medir el campo es mucho mas pequefia que las dimensiones del hilo, esto es, |Fo| < L
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Dada la simetria del problema, podemos deducir que las lineas de campo magnético de igual
magnitud forman circunferencias por cuyo centro pasa el hilo conductor, como se observa en
la Fig.(6.5). Es decir, podemos reescribir el resultado en la forma

o
B() = 57— i (6.6)

Figura 6.5: Esquema de las lineas de campo magnético generado por hilo infinito por el que
circula una corriente estacionaria.

6.2.1. Fuerza magnética entre dos hilos conductores paralelos

A partir del resultado anterior podemos calcular la fuerza que ejercen entre ellos dos hilos
conductores infinitos y paralelos. Para ello, consideraremos que por cada uno de los hilos
circula una corriente estacionaria I, y I, respectivamente. Consideraremos que las corrientes
circulan en el mismo sentido. Si quisiéramos el caso opuesto, bastaria con cambiar el signo a
una de las corrientes. Si, por ejemplo, consideramos el campo magnético creado por el primer
hilo, la fuerza de Lorentz (Ec.(6.2)) quedard como

F, = fdlszl.
L

que podemos reescribir como

szlzfdléxBl.
L

Para calcular la fuerza sobre el segundo hilo debida al campo magnético creado por el prime-
ro, B, obviamente debemos calcular el campo magnético sobre el segundo hilo. Si supone-
mos que la distancia entre ambos es d, entonces el campo magnético en cualquier punto del
segundo hilo debido a I; serd

Lo »
7

B, = ,
" ond

donde estamos asumiendo que I, = I, j y I, = I, . Sustituyendo en la fuerza de Lorentz queda
que
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I Lo f A A
F,=—— | dl(j x).
ond ), (J x1)

que simplemente queda como

I g f A
F, =- dl k.
27Td L

Noétese que el signo negativo se debe al producto vectorial ya que j X1 = —i X J = —k.
Recordemos que el sentido del vector resultante del producto vectorial también se puede
obtener a partir de la regla de la mano derecha.

Obviamente, si consideramos que los hilos son infinitos, la fuerza total a lo largo de ambos
resulta infinita* Sin embargo, la expresién anterior nos indica directamente la fuerza por
unidad de longitud. Podemos decir, por tanto, que la fuerza magnética por unidad de longitud
ejercida entre dos hilos infinitos paralelos es

by P

f, =
2nd

La férmula anterior es consistente con las observaciones experimentales: dos hilos paralelos
por los que circulan corrientes estacionarias en el mismo sentido se atraen mutuamente. La
fuerza de atraccion es proporcional a las intensidades de corriente que circulan por ambos
hilos y, ademds, disminuye de manera proporcional a la distancia entre ellos. Podemos ob-
servar que, de alguna forma, la fuerza de Lorentz presenta ciertas similitudes y discrepancias
con la fuerza de Coulomb debida a dos cargas puntuales. Analicemos ambos casos:

= Similitudes entre fuerza magnetostatica y electrostatica: En ambas, la fuerza resul-
tante es proporcional a las fuentes del campo: En un caso, las cargas puntuales y, en el
otro, las corrientes estacionarias.

= Diferencias entre fuerza magnetostatica y electrostatica: La fuerza en electrostatica
es paralela al campo eléctrico y disminuye de manera cuadratica con la distantia entre
cargas. La fuerza en magnetostética es perpendicular al campo magnético y disminuye
proporcionalmente a la distancia entre las corrientes estacionarias.

Como dijimos anteriormente, si quisiéramos considerar el caso en que las corrientes tienen
sentidos opuestos (corrientes antiparalelas) bastaria con cambiar el signo a una de ellas. En
ese caso, la fuerza de Lorentz actuard como una fuerza repulsiva entre ambos hilos. El esque-
ma de la Fig.(6.6) ayuda a visualizar las direcciones de las distintas magnitudes (corriente,
campo magnético y fuerza de Lorentz).

Al realizar la integral queda L evaluado entre —co y co.
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Corrientes paralelas:

I
By(d) —
r'y ‘/ i -t
d Iz +fm
. | . -
< —
I

Corrientes antiparalelas:

A
I
<+

By(d) | fm

>

d TZ

e y —

X

Figura 6.6: Fuerza ejercida entre dos hilos paralelos por los que circulan corrientes estacio-
narias.

6.3. Campo magnético de una espira conductora por la que
circula una corriente estacionaria

Un segundo caso de interés es el del campo magnético sobre el eje que pasa por el centro
de una espira conductora por el que circula una corriente estacionaria. La espira no es mds
que una corriente con forma de aro. Resulta evidente que cualquier diferencial de linea ge-
nerard un diferencial de campo magnético en la direccién perpendicular a los vectores dl y 7.
La relacién entre las componentes tangencial y normal dependerd, para una misma corrien-
te, exclusivamente del radio R de la espira y de la posicion 7 en la que se evalie el campo
magnético. Dicho esto, dada la simetria del problema, las componentes tangenciales del cam-
po magnético se anulardn (por cada elemento diferencial del aro existe uno opuesto a éste,
que genera una componente tangencial igual y de sentido opuesto). De esta manera, podemos
deducir que el campo magnético sobre el eje que pasa por su centro, llamémosle eje z, ird en
la misma direccién de éste, tal como se observa en la Fig.(6.7).

Figura 6.7: Campo magnético sobre el eje z generado por una espira por la que circula una
corriente estacionaria.
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Podemos concluir, pues, que el campo magnético total serd la suma de todas las componentes
normales del vector diferencial de campo magnético. Atendiendo a la Fig. (6.7) podemos
escribir el campo como

I ! .
B(2) = “if A osal.

47T aro |r_)|2

donde, como hemos dicho, debido a la simetria solo hemos considerado la componente nor-
mal del campo magnético, es decir, hemos aplicado la relacién B = |B|cos 6 k. Nétese que,
en la integral anterior, el angulo 6 y la distancia |7] son constantes. Dicho de otra manera, la
integral es en las coordenadas de la espira, que dependen estrictamente de dl. Este diferen-
cial serd Rd¢, siendo ¢ el angulo en coordenadas polares del elemento diferencial de linea.
Teniendo esto en cuenta, resolvemos la integral

Mol cos 6 o
B(z) = — dl k,
©= 4 T f

que da lugar a

_ pol cosO

JED (27R) k.

B(z)

Por otro lado, podemos relacionar el vector 7 con el radio de la espira y la distancia z a la
que se evalda el campo magnético a través del tridngulo que forman, es decir, |A? = R* + 7%
Ademads, el coseno del dngulo 6 también se puede expresar en funcion de R y z. Fijaindonos
de nuevo en la Fig.(6.7), vemos que cos § = R/|7. Igualmente, sustituyendo el valor de |7, se
obtiene cos 8 = R/ VR? + z2. Por tltimo, sustituimos las relaciones anteriores en la expresion
del campo magnético, lo que da como resultado

_ /101R2 A
B = s apr &

6.4. Leyde Biot-Savart generalizada: Densidades de corrien-
te superficiales y en volumen

Aligual que ocurria con las cargas, en general, una corriente eléctrica puede fluir a lo largo de

una linea, una superficie o un volumen. Podremos definir, por tanto, los elementos diferencial

de cada tipo de corriente a través de una relacion sencilla. En el caso de una corriente lineal,
como ya vimos en este mismo apartado, tenemos que

dl = Idl = 1dl. (6.7)

Si la corriente estacionaria se distribuye en una superficie, definiremos la densidad de co-
rriente superficial a partir del diferencial
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dl = KdS = KdS. (6.8)

Por tltimo, como ya definimos en el capitulo anterior, la densidad de corriente en un cierto
volumen la podremos expresar a traves del diferencial

= JdV. (6.9)

Podemos, por tanto, obtener una expresion de la ley de Biot-Savart tanto para la densidad de
corriente superficial como para su equivalente en volumen. En el caso de tener una densidad
de corriente superficial, el campo magnético generado viene dado por

K@) x it
B(73) = 22 f ROD Xy . (6.10)
4 JJs, |
donde §; es la superficie por la que fluye la corriente estacionaria y, recordando lo visto
anteriormente, r; las coordenadas que indican la posicion de dicha superficie. Y, de manera

andloga, si la densidad de corriente es volumétrica, tendriamos que

B() = &2 ff URLISY (6.11)
v, 17

Permitidme recordar que, como nos estamos centrando en magnetostdtica, no podemos apli-
car la ley de Biot-Savart a una carga puntual. Dado que esta ley solo se cumple para el caso
de corrientes estaticas, no tiene sentido estudiar dicho caso y, si ain asi quisiéramos aplicar
la ecuacién a una carga puntual, el campo magnético resultante que obtenemos es incorrecto.

6.5. Operadores sobre el campo magnético

Al igual que hicimos en el capitulo 3 con el campo eléctrico, resulta util aplicar algunos ope-
radores bdsicos (divergencia y rotacional) sobre el campo magnético para poder comprender
mejor su forma. Antes de aplicar dichos operadores sobre un campo genérico dado por la
formula general de la ley de Biot-Savart, estudiemos el caso mds sencillo de corrientes que
viajan en linea recta.

6.5.1. Operadores sobre corrientes rectilineas

Partamos del resultado obtenido para este capitulo del campo magnético debido a un hilo
infinito por el que circula una corriente estacionaria. En dicho caso, como vimos, el campo
magnético resultante en coordenadas cilindricas es

Hol
B(r) = —u¢
2nr

Planteemos la integral del campo magnético a lo largo de un lazo cerrado situado sobre una
linea de campo cuya distancia sea r al hilo, es decir
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9§B-df:’“‘i’ By - dl
2 r

Recordemos que el diferencial de desplazamiento en coordenadas cilindricas (apéndice A)
viene dado por

dl' = drii, + rd¢ig + dzk,

y que, por tanto, el producto escalar de la integral quedard como i, - dl’ = rd¢. Sustituimos
en la integral para obtener

5 I 21
SEB-cu: Hol [ g,
27T 0

Por tanto, la integral en un lazo cerrado que contenga una linea de campo magnético situada
a distancia r viene dada por
% B- dl_) = /l()] .

Aunque parezca sorprendente, el resultado es independiente del radio del lazo cerrado. De
alguna forma, obtenemos un resultado similar al de la ley de Gauss en electrostética. En este
caso, el resultado de una integral de linea que envuelva al hilo depende exclusivamente de la
corriente que atraviesa la superficie encerrada por el lazo.

Si, en lugar de un solo hilo, tuviésemos una serie de hilos que transportan distintas corrientes
L, 15, I,. .., entonces, tras aplicar el principio de superposicion, el resultado de la integral
seria uo(l + L + I3+ . .. = pol.,.), donde 1, seria la corriente total que atraviesa la superficie
que encierra el lazo. Es decir, en general, tendremos que

SE B - dl = polpe. (6.12)

Ahora bien, si la corriente fuese, en lugar de rectilinea, una cierta densidad de corriente en
volumen, la corriente que atraviesa la superficie que encierra el lazo serd

Ly = f J-ds.
Slam

Antes de continuar, recordemos el teorema de Stokes. Este teorema relaciona la integral a lo
largo de una linea cerrada de un campo vectorial, llamémosle F, con la integral de superficie
de su rotacional, es decir’

>Dado que la demostracién no es tan directa como para el teorema de la divergencia, en este caso no haremos
la demostracién del teorema.
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SEF-df:f (VxF)-dS. (6.13)
L St

Si aplicamos este teorema a la Ec.(6.12) y teniendo en cuenta una densidad de corriente en
volumen, llegamos a

f(VxB)-dS:f J-dS. (6.14)
SL St

A partir de la relacion anterior se deduce que el rotacional del campo magnético viene dado
por

V x B = 1ol (6.15)

La ecuacién anterior es conocida como la ley de Ampere y, como veremos mds adelante, es
una de las ecuaciones de Maxwell cuando no hay presencia de campos eléctricos que varien
su forma con el tiempo. Pudiera parecer que el resultado anterior se debe a que hemos parti-
cularizado a una corriente rectilinea para, posteriormente, hacer una generalizacion heuristica
de la ecuacion obtenida. Es por ello que, en la siguiente seccion, estudiaremos tanto el rota-
cional como la divergencia del campo magnético de forma genérica.

6.6. Rotacional y divergencia de un campo magnético: caso
general

Consideremos una cierta densidad de corriente estacionaria en volumen de forma arbitraria,
J. El campo magnético debido a la presencia de dicha corriente estacionaria en un punto
situado a una cierta distancia 7 del diferencial de corriente dI = JdV, viene dado por

B(7) = Z—; f f . %d\l (6.16)

donde, recordemos la relacién entre vectores ¥ = 7y — 7, siendo 7, el vector que localiza el
punto donde se evalia el campo magnético y 7; el vector de posicién que indica la posicion
de la densidad de corriente en cada punto de la integral. Es conveniente hacer hincapié en
este punto para evitar confusiones con la notacion. Por un lado, la integral se realizard sobre
las coordenadas dadas por 7. Por otro lado, al aplicar un operador sobre el campo magnético,
éste actuard sobre las coordenadas dadas por 7.

6.6.1. Rotacional del campo magnético: Ley de Ampere

Calculemos, en primer lugar, el rotacional del campo magnético dado por la Ec.(6.16), esto
es

LMo -
VxB(rO)—4ﬂ ffwaxJ(n)xmde (6.17)
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Como vemos, dentro de la integral, nos queda el rotacional del producto vectorial de dos
vectores. Para poder simplificar el cdlculo, empleamos la identidad 7 vista en el capitulo dos,
esdeci, VX (FxG)=(V-G)F + (G- V)F - (V-F)G — (F - V)G. Aplicado al caso que nos
concierne, se obtiene

TE mz) 72 7 B

Aunque pudiera parecer que, en lugar de simplificar, hemos complicado el cilculo, los térmi-
nos que implican derivadas sobre la densidad de corriente J se anulan . Recordemos que,
dado que la corriente es estacionaria, V - J = 0. De hecho, solo uno de los términos no im-
plica derivadas sobre la densidad de corriente. Si observamos bien, el primer término lo ha
aparecido en multiples ocasiones a lo largo del curso (apéndice B). Recordemos una vez mds
que

Vx(Jx

=V J+ ( = (V- J) -J-v

-

Es precisamente gracias a esta propiedad que el primer término no se anula. Si observamos
el resto implican derivadas espaciales sobre la densidad de corriente de una u otra forma. Por
tanto, nos queda simplemente que

V X (

| _12 = 476(7)J.

Insertando este resultado en el rotacional del campo magnético y, recordando la relacion del
vector 7 con la posicién de la corriente y la posicién en que evaluamos el campo magnético,
obtenemos

v x B(#) = o f f (), - F)dV. (6.18)
Vi

La integral se calcula simplemente empleando la propiedad B.4 del apéndice B, con lo que
se obtiene

V xB(7y) = ol (7o). (6.19)

Como vemos, hemos recuperado la ley de Ampere obtenida de manera sencilla en el apartado
anterior.

Como dijimos anteriormente, esta ley es la equivalente a la ley de Gauss que vimos en elec-
trostatica y, de igual manera, también tiene su forma integral que se obtiene, en este caso, a
partir del teorema de Stokes

ff(VxB)'dS:SEB-df:yoffJ-dS. (6.20)
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De manera que se obtiene

95 B - dl = ol (6.21)

6.6.2. Divergencia del campo magnético: Segunda ecuacion de Maxwell

Apliquemos la divergencia al campo magnético recordando una vez més que el operador
actuard sobre las coordenadas 7. Nos queda que

7y = Ho A
V-B(#) = o f f fv IV (J(r,)x | FP)dV. (6.22)

Como vemos, dentro de la integral nos queda la divergencia del producto vectorial de la
densidad de corriente y el vector de posicion. Aplicando la identidad 6 de los operadores
vista en el capitulo 2, se obtiene que

V- (J(?,) X ﬂ) 4 (V< J@#) - J#) - (V X i) . (6.23)

ERANGE 7

El primer término de la expresion anterior se anula ya que, por un lado, la derivacion es en
coordenadas 7, y J depende de las coordenadas 7; y, ademads, la corriente es estacionaria.
El segundo término también es nulo ya que las derivadas parciales se aplican sobre varia-
bles independientes. ¢ Con esto, llegamos a la conclusién de que la divergencia del campo
magnético es nula, es decir

V-B=0. (6.24)

La ecuacion anterior se incluye en las ecuaciones de Maxwell y tiene importantes implica-
ciones. En el fondo, la ecuacion nos indica que las lineas de campo magnético son siempre
cerradas.

6.7. Electrostatica vs. Magnetostatica

Llegados a este punto, podemos hacer un paralelismo entre la electrostitica y la magnetostati-
ca. En cierto modo, la ley de Biot-Savart es a la magnetostatico lo que la ley de Coulomb es a
la electrostatica. Ambas son leyes empiricas a partir de las cuales podemos definir los campos
que actian sobre las fuentes de carga o las fuentes de corriente. Nétese que, si bien la fuerza
de Coulomb actia sobre cargas en reposo, la fuerza magnética (o de Lorentz) se ejerce entre
dos corrientes estacionarias. Es decir, para que una carga pueda verse afectada por un campo
magnético, ésta debe estar en movimiento (de ahi la forma de la fuerza de Lorentz para la una
carga puntual en la que ésta debe llevar una velocidad V para que el campo magnético produz-
ca un efecto sobre ella). Tenemos, por tanto, que las cargas estacionarias (o distribuciones de
ellas) son fuentes de campos electrostaticos mientras que las corrientes estacionarias (o dis-
tribuciones de ellas) son fuentes de campos magnetostaticos. Por otro lado, la aplicacion de

. . . . ox Oy . )
SEl rotacional contiene todos sus términos del tipo (6_ - 6—y)k cada uno de los cuales es, obviamente, nulo.
y X
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la divergencia y el rotacional sobre los campos eléctrico y magnético en condiciones estdticas
producen, de alguna forma, resultados simétricos. Para el campo eléctrico tenemos que

V-E

(6.25)

s
€0
0 (6.26)

VXE

donde hemos considerado el caso en el vacio ya que, de momento, no hemos estudiado el
campo magnético en presencia de materia. Para el campo magnético tenemos que

V-B
VxB

0 (6.27)
Hod. (6.28)

Como veremos, las cuatro ecuaciones anteriores son, basicamente, las ecuaciones de Maxwell
en condiciones de campos constantes en el tiempo. La forma de las mismas es consecuencia
directa de la naturaleza de las fuentes de los campos. Por un lado, una carga puntual seria una
fuente fundamental de campo eléctrico. Esta genera un campo eléctrico cuyas lineas diver-
gen con respecto a la fuente siguiendo trayectorias rectilineas. Es por ello que el rotacional es
nulo y, ademas, la divergencia es proporcional a la propia fuente (ya que las lineas de campo
son abiertas). En el caso del campo magnético ocurre justo lo contrario. Podiamos considerar
que un hilo de grosor infinitesimal por el que circula un campo magnético es la fuente fun-
damental de un campo magnético. Este tipo de fuente genera, como hemos visto, un campo
magnético cuyas lineas de campo son cerradas (no divergen) y, por tanto, rotan entorno a la
propia fuente. Por tanto, en este caso, el rotacional es proporcional a la fuente y, ademads, la
divergencia es nula.

6.8. El potencial vector (magnético)

Siguiendo el razonamiento empleado para definir el potencial electrostatico, podemos pensar
que existe una magnitud mas fundamental que el campo magnético a partir de la cual se pueda
calcular el valor de éste. Sin duda, las Ecs.(6.27) invitan a pensar que dicha magnitud ha de
ser un vector que se relacione con el campo magnético a través del rotacional. Consideremos,
pues, que existe un cierto vector A, al que llamaremos potencial vectorial o potencial vector,
" que se relaciona con el campo magnético a través de la siguiente ecuacion

B=VxA. (6.29)

Una vez supuesto que dicho potencial vector existe, podemos obtener ciertas condiciones que
debe cumplir. A partir de la ley de Ampere vemos que

VXxB=Vx(VXxA)=ul. (6.30)

7Si al potencial electrostatico le llamamos potencial escalar, entonces al potencial magnético le llamarfamos
potencial vectorial. Permitidme que, por simplificar su nombre, le llamemos simplemente potencial vector.
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Se puede demostrar que el rotacional del rotacional de un vector viene dado por

Vx(VxA)=V(V-A)-VA.

Noétese que tenemos cierta libertad a la hora de definir la forma del potencial vector. La tnica
condicion que debe cumplir es que su rotacional dé como resultado el campo magnético.
En general, la divergencia del potencial vector podria ser un cierto campo escalar, esto es,
V - A = f(r). Este resultado no tiene ningin efecto sobre la forma del rotacional y, por
tanto, podemos suponer que f(r) = 0. Dicho de otra forma, podriamos afiadir al potencial
vector cualquier funcion cuyo rotacional sea nulo de manera que no alteraria el resultado.
Aprovechando esta condicidn, escogemos simplemente que V - A = 0.

De esta forma, obtenemos la ecuacion de Poisson para el campo magnético
VA = AA = —p). (6.31)

Recordando la definicion del vector densidad de corriente

la ecuacion de Poisson se puede reescribir como

AA = —p, f f f FA% (6.32)

que tomara distintas formas dependiendo de si la corriente es lineal, superficial o en volumen.

6.8.1. Relacion integral entre el campo magnético y el potencial vector

Resulta evidente que, en general, el calculo del potencial vector a partir del campo magnético
no va a ser una tarea sencilla. Sin embargo, para resolver este problema, en algunos casos,
se puede emplearr una relacion matematica que resulta muy conveniente. Consideremos que
queremos calcular la integral del potencial vector a lo largo de un lazo cerrado para, de alguna
forma, encontrar una expresion del mismo. Tendremos que

9§A~df.

Ahora bien, aplicamos el teorema de Stokes, nos queda

9§A-d7:f (VxA)-dS.
Slazu

donde S, es la superficie que encierra el lazo. Por definicidn, el rotacional del potencial
vector es el campo magnético y, por tanto, se tiene que
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SEA-df:ff B-dS. (6.33)
S lazo

Tenemos, por tanto, que la integral en un lazo cerrado del potencial vector es igual al flujo
del campo magnético a lo largo de la superficie que encierra el lazo. Si existe cierta simetria,
la resolucion de la ecuacion integral anterior puede ser realmente sencilla. En los casos de
interés, como se verd en los problemas de este capitulo, se elige un lazo que vaya en direc-
cion de la corriente. En algunos casos, el potencial vector va en la misma direccién de la
corriente y, ademas, es constante si esta es estacionaria. Con esto, la parte izquierda de la
ecuacion integral se resuelve de manera inmediata. Por otro lado, para conocer el flujo del
campo magnético a través de la superficie que encierra el lazo es necesario conocer el campo
magnético sobre la superficie. Es por ello que, tipicamente, aplicaremos la ley de Ampere
para conocer B y, posteriormente, calcularemos el flujo del campo magnético si se desea
conocer el potencial vector.

6.8.2. Interpretacion del potencial vector

Si bien la interpretacion fisica del potencial vector no es directa, cosa que si ocurria con el
potencial escalar en electrostatica, si que podemos hacer algunas interpretaciones sobre su
forma y comprender su utilidad. El potencial vector se podra definir en cualquier punto del
espacio siempre que exista un cierto campo magnético localizado en algiin punto del espacio.
Esto se puede ver directamente con la forma diferencial del potencial vector B =V X A o, de
forma maés intuitiva, con su relacion integral vista en el apartado anterior (Ec.(6.33)). Ademas,
su relacién con la corriente es directa. En muchos casos, al aplicar la ley de Ampere en regio-
nes exteriores a la corriente no es posible obtener informacion acerca del campo magnético.
Esto es asi ya que la corriente encerrada en este caso es nula y se obtiene una integral de la
cual no podemos extraer informacion ya que no conocemos el campo magnético. Sin embar-
go, el potencial vector se puede relacionar de forma sencilla con la densidad de corriente a
través de las siguientes ecuaciones

A(R) = ,uo dl Corriente lineal,
ARy = f —dS Corriente superficial,
S J . I
A7) = — -dVv Corriente volumétrica.
T r
Las expresiones anteriores se obtienen a partir de la ecuacién de Poisson (AA = —upJ) en

coordenadas esféricas asumiendo que el potencial vector en el infinito es nulo.

De esta forma, si conocemos la forma de la corriente, podemos calcular el potencial vector
en cualquier punto del espacio. Aplicando el rotacional al potencial vector resultante ob-
tendriamos el campo magnético (ver el ejemplo en el problema 9).

Ademés, al igual que ocurria con el potencial electrostatico, el potencial vector no tiene por-
que ser nulo en regiones del espacio en las que no existe un campo magnético. Nuevamente,
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=0

Figura 6.8: Esquema a partir del cual se puede entender que, aunque el campo magnético sea
nulo en una region del espacio, el potencial vector no tiene por qué ser cero.

esto se puede deducir de las ecuaciones anteriores. Es posible que el campo magnético este
confinado en una region del espacio. Si aplicamos un lazo de forma que exista un flujo de
campo magnético a través de su superficie, en principio, podemos definir el potencial vector
a cualquier distancia de dicho campo sin necesidad de que el potencial vector se anule, ver
Fig.(6.8).

6.9. Condiciones de contorno de las componentes normal y
tangencial del campo magnético

Como hemos visto, la divergencia del campo magnético es nula, es decir

Si recordamos lo visto en capitulos anteriores, la expresion anterior en forma integral se

puede escribir como
956 B.dS =0,

Consideremos ahora que se tiene una cierta superficie por la que fluye una densidad de co-
rriente K. Consideremos que aplicamos la ecuacion anterior a un cubo que encierra parte de
esa corriente. El campo magnético generado por la corriente tendrd, en general, una direccion
cualquiera. Si situamos el cubo de la manera apropiada, es decir, de manera que las caras su-
perior e inferior sean paralelas a la superficie y consideramos que la altura del cubo tiende
a cero, solo dichas caras del cubo tendrdan una contribucion a la integral anterior. De esta
forma, solo tendriamos en cuenta lo que ocurre al pasar de la parte inferior a la superior de la
superficie, de manera similar a lo que haciamos en una interfase con el campo eléctrico. Por
otro lado, el campo magnético mantendra su sentido en todo el espacio, tanto por en la parte
superior como en la inferior de la superficie. Si suponemos que podemos separar el campo
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magnético en sus componentes normal y tangencial, B; = B; ,i + B;,f, donde i = 1 representa
el campo en la parte superior de la superficie y i = 2 en la parte inferior, nos queda que

ﬁB : dS = Bl,n - Bz’n = 0

y, por tanto, la componente normal del campo magnético se conserva, By, = B,

Por otro lado, si escogemos un lazo amperiano que corte de manera perpendicular a la su-
perficie y cuyos diferenciales de linea sean perpendiculares a la direccion de la corriente, se
tiene que

95 B-dl'= (Bi, — Bo))l = ftole.

Teniendo en cuenta que la corriente encerrada en el loop es 1., = Kl se obtiene

Bl,t - Bz,z = ﬂoK,

donde recordemos que hemos impuesto que el diferencial de linea sea perpendicular a la
corriente.

6.10. Expansion multipolar del potencial vector

Al igual que hicimos con el potencial escalar, podemos hacer una expansion multipolar del
potencial vector. Para ello, haremos un breve inciso en el cual determinaremos, a partir de las
coordenadas del potencial vector, el tipo de desarrollo que vamos a emplear.

6.10.1. Desarrollo de las coordenadas para un punto arbitrario del es-
pacio

Si tenemos una cierta densidad de corriente en el espacio y queremos determinar el potencial
vector en un punto arbitrario del espacio, en general haremos uso de los dos vectores que ya
conocemos, 7, 77, de forma que la posicién relativa del sistema de coordenadas, la corriente
y el punto donde deseamos conocer el potencial viene dada por 7 = 7 — 7. Si consideramos
que el angulo entre los vectores 7, y 7 es 6, entonces podemos encontrar la siguiente relacion
entre modulos

=k -AP= ré + ri2 — 2ror;cosé

donde, para abreviar la notacién, consideramos que r; = |7;|. Podemos reescribir la ecuacién
anterior como

>
r ry

rP=r|l+ = -2=cos6)|.
I"O ro
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. r
De esta forma, si hacemos € = (—1) - 2(
ro

T .y . .
— | cos 6, nos queda una relacion sencilla a partir
ro

de este pardmetro

r=ro V1l +e.

Ahora bien, el potencial vector es proporcional a — y, por tanto, serd proporcional a la funcién
r

1 1
—=—(+e7? (6.34)
r ro

Si consideramos que la corriente estd confinada en una region del espacio y que nos alejamos
lo suficiente, es facil ver que el parametro € tenderd a cero. Esto asi ya que, en fondo, depende
de la relacion de distancias entre la carga,r; y el punto donde queremos conocer el potencial
vector,ry. En el fondo, estamos diciendo que si ry > r;, entonces € — 0. En ese caso,
podemos desarrollar la funcién dada en la Ec.(6.34) entorno al punto € = 0y, por tanto,
obtenemos

o113, 5., .,
r_ro(l 26+86 166 +O(e))

Ahora bien, si sustituimos € tenemos
2 3

1 1 1[{r\ r 3\ r 5((r\ r )
—=—|1-= L] —2[Z]coso|+ = |[L] —=2(Z]coso| - =|[=L] —2[Z]|cosb| +0Oeh].
ron 2 (\ro 7o 8 |\ro 7o 16 [\ro o

. : ]
En la expresion anterior se puede ver que el desarrollo de la funcién — presenta la forma
r

de los llamados polinomios de Legendre 8. De esta forma, la expresion anterior se puede
representar de manera compacta como una serie de la forma

r_t (2) P (cos ), (6.35)
=0

donde P, son los llamados polinomios de Legendre que siguen la siguiente serie

n

2" n! dxn

P,(x) = (x* - 1"

Notese que la expresion obtenida Ec.(6,35) podria emplearse para cualquier magnitud que
presentase la dependencia con r, r; y rp que hemos supuesto. Si bien, en este caso, empleare-
mos esta expresion para llevar a cabo el desarrollo multipolar del potencial vector.

8Los polinomios de Legendre son una serie polinémica que resultan de resolver la llamada ecuacién dife-
rencial de Legendre. En este caso, el polinomio se identifica tomando cos 6§ como variable.
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6.10.2. Desarrollo multipolar en polinomios de Legendre

Podemos aplicar ahora el desarrollo obtenido a cualquiera de las expresiones del poten-
cial vector, es decir, para una corriente lineal, superficial o volumétrica. Por simplicidad,
hagdmoslo para una corriente lineal. Ademads, podemos pensar que dicha corriente lineal cir-
culard a lo largo de un lazo cerrado como ocurriria, por ejemplo, en un circuito. Recordemos
la expresion del potencial vector para una corriente lineal estacionaria y aplicandola a un lazo
cerrado tenemos que

R I (1 o
A(I"O) = % %;dl

Si ahora insertamos el desarrollo dado por la Ec.(6,35), nos queda

N IU()I 1 - ry 8 >
A =—(O — —| P, 6)dl.
(7o) = 9§r0 HZ:(; (ro) (cos )

Tengamos en mente que las variables de integracion en la expresion anterior son las coor-
denadas de la corriente, es decir, r;. Por tanto, las coordenadas del punto donde deseamos
conocer el potencial vector, rp, pueden salir fuera de la integral. Es posible, ademas, introdu-
cir el factor — dentro del sumatorio de manera que quede —-. Haciendo estos cambios se
ro I,
0
llega a la expresion

N /.l()[ - 1 -
A(Ry) = — — ggh’,’Pn(cos 0)dl,
4r nzz(; rott

que es precisamente el desarrollo multipolar del potencial vector.

Al igual que hicimos con el potencial electrostatico, se puede identificar distintos términos
del desarrollo ligados a propiedades fisicas del potencial vector. En el caso del potencial
electrostdtico tenfamos una suma de términos relacionada con el potencial de una sola carga
(momento monopolar), de un dipolo (momento dipolar) o de un cuadrupolo (momento cua-
drupolar) y, asi, sucesivamente para los distintos érdenes del desarrollo. Hagamos lo mismo
con el potencial vector.

6.10.3. Propiedades fisicas del campo a partir de su expansiéon multipo-
lar

Si escribimos explicitamente el potencial vector en su forma de expansién multipolar hasta
tercer orden tenemos que

1|1 5 1 > 1 3 1
A(r) = Fo —9€dl+—256rlcosedl+—356r? ~cos’f - =
4 | ro U r 2 2

De la expresion anterior se pueden deducir algunas propiedades tanto del potencial vector
como del campo magnético. Si nos fijamos, el desarrollo es bastante similar al obtenido con

+ O
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el potencial electrostatico. Es fécil identificar los términos de mayor a menor orden como
término monopolar, término dipolar y término quadrupolar. Ahora bien, si nos fijamos en el
término monopolar, vemos que
S
dl =0,

ya que la integral en un lazo cerrado del diferencial de linea es siempre nula. Si bien el
calculo lo hemos realizado para una corriente lineal a lo largo de un lazo cerrado, se puede
demostrar que dicho término es siempre nulo independientemente del tipo de corriente que
consideremos. Esto se puede interpretar de varias formas y, evidentemente, es consecuente
con las propiedades del campo magnético:

= No existen monopolos magnéticos. Un monopolo magnético seria, de alguna forma,
una carga fundamental que actuase como fuente del campo magnético. Seria el equi-
valente a la carga eléctrica en electrostitica. Sin embargo, como hemos mencionado
en varias ocasiones a lo largo del capitulo, en magnetostatica las fuentes de campo
magnético son las corrientes estacionarias o, lo que es lo mismo, las cargas moviéndo-
se a velocidad constante. Por tanto, el hecho de que el término monopolar sea nulo
no solo es consistente con nuestras hipétesis si no que, ademads, también lo es con las
observaciones realizadas en la naturaleza.

= Dado que la divergencia del campo magnético es nula, el término monopolar tam-
bién debe serlo. Desde un punto de vista matematico, si V- B = 0 es imposible que
pueda existir un monopolo. Esto es asi ya que esta expresion implica que las lineas de
campo son siempre cerradas. Un monopolo (al igual que una carga puntual electrostati-
ca) genera lineas de campo rectilineas y que divergen conforme crece la distancia vy,
consecuentemente, en el caso de existir tendriamos V - B # 0.

Una vez el término monopolar desaparece, el segundo término pasa a ser directamente el
término dominante de la expansion. En este caso, se trata del término dipolar. Recordando la
interpretacion del desarrollo multipolar del potencial eléctrico, en este caso podemos concluir
lo siguiente:

El campo generado por cualquier distribucion de corriente, independientemente de su forma,
se puede aproximar en primer término al de un dipolo magnético.

Dicho esto, el término dipolar magnético del potencial vector viene dado por la siguiente
expresion

I ,
Auiy(73) = 22 95 ry cos 0dl, (6.36)

2
47rr0

Ahora bien, recordemos que definimos el angulo 6 como aquel que formaban los vectores ry
y r;. Teniendo esto en cuenta es posible escribir r; cos # como el siguiente producto escalar
it,, 7, donde ii,, es el vector unitario en la direccion del vector 75. Sustituyendo en el potencial
vector del dipolo magnético se llega a
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- I ~ =2 7
A = 12 Sﬁmm 7). (6.37)
0

Empleando el teorema de Stokes

SE(&,O - Pdl =~ X f f ds,

se llega a

Adip(10) = 7| —3 (6.38)

ol m X I:\tro
4 ’

donde hemos definido el momento dipolar magnético como

m= Ifde. (6.39)

Cabe recordar que la integral de superficie anterior es a lo largo de la superficie encerrada por
el lazo de la Ec.(6.37). Nuevamente, aparece una magnitud similar a la definida en el campo
electrostatico con la salvedad de que, una vez mads, en este caso aparece un producto vectorial
en la expresion.

6.11. Campo magnético de un dipolo magnético

Como hemos visto en la seccién anterior, el primer término del desarrollo multipolar del
potencial es el término dipolar. Debemos pensar que dicho desarrollo es, en el fondo, una
aproximacion. Una pregunta que debemos hacernos es si es posible que exista una densidad
de corriente cuyo potencial vector solo contenga el término dipolar. Podemos pensar en dicho
término como una corriente circular infinitesimal (recordemos que impusimos ry > ry). Por
tanto, siempre que estemos lo suficientemente lejos de dicha corriente dicha corriente sea
lo suficientemente pequeiia, podremos aproximar el potencial vector de dicha corriente a un
dipolo magnético.

Para calcular el campo magnético producido por el término dipolar del potencial vector re-
sulta conveniente suponer que el dipolo esta orientado en la direccién de uno de los ejes
cartesianos, por ejemplo, el eje z y lo centramos con respecto al origen de coordenadas. En
ese caso, vecry)r. Ademds, m = mdS, deforma que nos queda que

m X 1, = || sin Gii,

donde henos aplicado que |d x l;| = |al|b| sin . Llamaremos m = |r|.

En ese caso, el potencial vector ird en la direccion i, y es fécil ver que, en coordenadas
esféricas, nos queda la expresion
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_ Homsing
Adip(’_”)) = ET%-
Podemos calcular el campo magnético del dipolo a partir de la expresion anterior, aplicando
la propia definicion de potencial vector

Buip(P) = V x A = 227 (2 cos 64, + sin Bily)
4rr3

Si comparamos la forma del campo obtenido resulta similar a la de un dipolo eléctrico, aun-
que su naturaleza parezca totalmente distinta. Ademads, las lineas de campo generadas pre-
sentan la misma forma, ver Fig.(6.9).

Figura 6.9: Esquema de las lineas de campo magnético generadas por un dipolo puro magnéti-
co.

Como veremos en el proximo capitulo, este modelo de dipolo magnético resulta muy util
cuando se quiere considerar la presencia de materia y como puede afectar un campo magnéti-
co a la misma. De alguna forma, emplearemos un modelo similar al que vimos en elec-
trostatica cuando supusimos que los dieléctricos estaban formados por un continuo de dipolos
eléctricos.
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Problemas

6.1

6.2

Calcula el campo magnético de un hilo infinito por el que circula una corriente estacio-
naria empleando la ley de Ampere.

Solucion:

En el apartado de teoria resolvimos este problema empleando la ley de Biot-Savart. En
este caso, el problema se simplifica gracias a la ley de Ampere. Si aplicamos un lazo
cerrado que envuelva el hilo conductor, aplicando dicha ley, se obtiene que

%B : dl_): /lOIenc-
L

Si el lazo cerrado sigue una de las lineas de campo magnético, entonces la magnitud de
dicho campo serd uniforme en todo el lazo. Dada la simetria del problema, empleamos
coordenadas cilindricas de manera que dl = rd¢iiy. Con esto, la integral de la parte
izquierda de la ecuacién queda como

21
BSE% - (rdéiiy) = Brf d¢ = B2nr.
L 0
Si llamamos [ a la corriente que atraviesa el lazo amperiano, llegamos a

Mol
B(r) = —ii.
) 27rru¢
donde, para conocer la direccién del campo (al igual que al calcular la integral), hemos

de saber cual es la direccidén del campo magnético.

Calcula, empleando la ley de Ampere, el campo magnético creado por un plano por el
que circula una corriente estacionaria K = Ki.

Solucion:

Hagamos, en primer lugar, un esquema del problema planteado.

Tenemos una densidad superficial de corriente estacionaria circulando en el plano x —
y en el sentido del vector i. Lo primero que deberfamos deducir es la direccién que
lleva el campo magnético. Podemos concluir, aplicando la regla de la mano derecha
sobre el vector de posicion de un punto arbitrario sobre la superficie y cualquier linea de
corriente que vaya en el sentido de la corriente superficial, que el campo magnético estard
contenido en el plano y — z. Ahora bien, dado que la superficie es infinita, para cualquier

~
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linea de corriente situada en una cierta posicion y; podemos encontrar una equivalente en
coordenadas —y;. Esto implica que, al calcular el campo magnético de dicho par de lineas
simétricas con respecto a la normal a la superficie el campo magnético presenta distintas
direcciones. Esto se puede corroborar aplicando la regla de la mano derecha al sentido
de la corriente y el vector de la posicion donde se desea evaluar el campo magnético.
Hagamos un esquema para visualizarlo mejor.

Como vemos, por la simetria del problema, la componente normal del campo eléctrico
se anula y el campo resultante es la suma de las componentes tangenciales. Es decir, el

campo magnético total tendra direccién B = —BJ. Nétese que, ademds, si el punto se
encuentra por debajo del plano, es decir, en z < 0, el campo magnético va en sentido
opuesto.

Dicho esto, apliquemos la ley de Ampere sobre el lazo de la primera figura

%B : dl—): ,UOIenc
L

Notese que el lazo corta el plano y sus lados superior e inferior son equidistantes al
mismo.

Dada la simetria, solo tendremos que integrar sobre el diferencial de linea de la coorde-
nada y, esto es dyj (la componente z es perpendicular al campo y, por tanto, el producto
escalar se anula). Si llamamos / al lado del cuadrado de integracion, entonces tenemos

que
5 b d
§BZ>O -dl = f B.ody + f B.«ody = 21 B;»o.
L a c

Por otro lado, la parte a la derecha de la igualdad de la ley de Ampere queda como

/
,uOIenc:ﬂOdey
0

donde hemos tenido en cuenta que K es uniforme en toda la linea de integracion. Sustitu-
yendo ambos resultados en la ley de Ampere y, teniendo en cuenta el cambio de sentido
del campo magnético, obtenemos el siguiente resultado

—@K] si z>0
B= .Uo2 A
TKJ si 7<0
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6.3

6.4

que, como era de esperar, es independiente de la longitud del lazo.

Supongamos una varilla delgada de longitud L con una carga eléctrica uniforme A que
rota entorno a uno de sus extremos. Calcula el campo magnético generada por la misma.

En este caso, en primer lugar, tendremos que realizar una aproximacion. Si recordamos
el capitulo 5, puede existir dos tipos de corrientes: de conduccion (cargas moviéndose
en un medio) o de convencién (una carga estatica en un medio que se mueve). Si bien
la ley de Biot-Savart, en principio, no puede considerar el segundo caso, hagamos una
aproximacion. Dicha ley solo puede emplearse en casos en los que la corriente no varia
con el tiempo. Es evidente que al rotar la varilla se produce una corriente de conveccion,
sin embargo, dicha corriente solo existe en aquellos puntos en los que se encuentra la va-
rilla para cada instante de tiempo. Para resolver este problema, obviaremos dicho efecto
y supondremos que la varilla gira a velocidad suficiente como para considerar que la
corriente generada es continua. Con esta premisa, podemos considerar que el diferencial
de corriente viene dado por

w
dl = drd—.
! 2

donde w es la velocidad angular de la varilla y donde, por simetria, identificamos que la
corriente depende de la coordenada radial. En el capitulo calculamos el campo magnéti-
co de una espira infinitesimal sobre el eje que corta su centro. En este caso, podemos
considerar la varilla giratoria como un conjunto de espiras infinitesimales que forman
un continuo. Si partimos del resultado de una espira por la que circula una corriente
estacionaria, es fécil ver que el campo magnético en el caso de la varilla vendra dado por

Ho (Aw L rdr
b= 2 (2) [ 2oy
@=\%) ), Fiapr

Aunque la integral anterior es analitica, se recomienda el uso de software para obtener el
resultado. Tras integrar, el campo magnético generado por la varilla queda como

B(z) =

Hodw In VL? + 72 N L
47 z

Z

+#)1%

Calcula el campo magnético de un solenoide muy largo formado por » vueltas por uni-
dad de longitud sobre un cilindro de radio R. Considera que el solenoide transporta una
corriente estacionaria /.

Consideremos que las n vueltas del hilos solenoide se encuentran juntas de manera que
podemos considerar que la corriente efectiva es una corriente superficial que gira entorno
al cilindro. En ese caso, la corriente superficial serd K = nlii.

Podemos pensar en distintos lazos amperianos para calcular el campo magnético. Si pen-
samos en un lazo amperiano que forme una circunferencia que corte justo la superficie
lateral del cilindro, es facil ver que el campo magnético y el diferencial de linea seran
perpendiculares y, por tanto, la integral de la ley de Ampere sera nula. Pensemos que,
en su lugar, optamos por un lazo amperiano rectangular que corta transversalmente el
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Figura 6.10: Aproximacion de la corriente en en solenoide a una corriente superficial que

circula por la superficie de un cilindro

cilindro pasando por su centro, tal como muestra la Fig.(6.10. Ciertamente, sabemos por
simetria que el campo magnético en el eje del cilindro sera paralelo al mismo. Ademds,
si suponemos que el cilindro es infinito, los lados superior e inferior del rectdngulo serdn
perpendiculares al campo magnético. Ademds, en la porciéon del lazo que atraviesa la
corriente el campo magnético serd nulo. Nos queda por tanto que

donde

0, en términos de la corriente lineal

LLL L=
[vo]

éB ' dl_): Holene
BL = uoKL.
B = uonlk.

amperiano

Figura 6.11: Aproximacién de campos paralelos para un solenoide de longitud infinita y el
lazo amperiano empleado para el célculo del campo magnético en el exterior.
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Si se quiere calcular el campo magnético en el exterior del solenoide existen distintos
procedimientos. Obviamente, se podria aplicar la ley de Biot-Savart pero calcularlo de
esta forma resulta bastante complicado. En su lugar, apoyandonos en la ley de Ampere
y en los principios del campo magnético que ya conocemos, aplicaremos un método
heuristico. Por un lado, sabemos que las lineas del campo magnético deben ser cerradas.
Por tanto, si suponemos que el campo magnético apunta en el sentido positivo en el
interior del cilindro, en el exterior deberd apuntar necesariamente en el sentido contrario
para permitir que las lineas de campo se cierren. Ademas, si el cilindro es, como estamos
suponiendo, infinitamente largo, las lineas de campo en su interior deben ser paralelas.
Teniendo esto en cuenta, en el exterior del cilindro serdn igualmente paralelas. Ahora
bien, si aplicamos la ley de Ampere a un lazo cuadrangular en el exterior, tal como

muestra la Fig.(6.11), se tiene que
56 B-dl =0,

ya que el lazo no atraviesa ninguna corriente. Si ahora tenemos en cuenta que las lineas
del campo magnético ha de ser paralelas al eje del cilindro en su exterior, solo contri-
buirdn a la integral las partes del lazo paralelas a dicho eje. Se obtiene, por tanto que

(B(r1) = B(r))L =0

de donde se deduce que B(r;) = B(r;). Ahora bien, tenemos total libertad a la hora de
elegir el lazo y la condicién anterior debe cumplirse independientemente de su tamafio. Si
hacemos, por ejemplo, r, — oo, el campo magnético en dicho punto debe ser B(r,) — 0,
ya que sabemos que el campo magnético en general disminuye con la distancia. De esta
forma, se deduce que el campo magnético en el exterior es nulo y nos quedaria que

B = ponlk en el interior del solenoide
10 en el exterior del solenoide

Realicemos un analisis de lo obtenido:

(a) Si consideramos un solenoide de longitud infinita formado por un continuo de n
espiras el campo magnético en el interior depende exclusivamente del nimero de espiras
y de la corriente que circula por ellas. Por tanto, no depende del radio del cilindro ni de
su longitud.

(b) Obviamente, este es un caso poco realista ya que el campo magnético tendera a infini-
to siempre que n — oo. Sin embargo, nos muestra como conseguir un campo magnético
de gran intensidad por medio de un solenoide en el que, gracias al principio de super-
posicion, el campo magnético en su eje es igual a la suma de los campos magnéticos de
todas las espiras. Es facil ver que, independientemente de donde nos coloquemos o de
la espira que consideremos, el campo magnético en el eje apunta siempre en la misma
direccion y sentido, haciendo que se sumen todas las contribuciones para conseguir un
campo magnético amplificado.
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(c) Es facil ver que, si el solenoide no fuese infinito, el campo magnético en el exterior
no seria nulo. Si es cierto que, si el solenoide es lo suficientemente largo, el campo
magnético en el exterior es practicamente despreciable. Esto es asi ya que, si bien en
el interior del cilindro las lineas de campo se encuentran concentradas, cuando salen al
exterior del cilindro por un extremo trazan largas trayectorias en el espacio hasta cerrarse
por el otro, ver la Fig.(6.12).

B exterior

Figura 6.12: Aproximacién de campos paralelos para un solenoide de longitud infinita y el
lazo amperiano empleado para el célculo del campo magnético en el exterior.

6.5 Calcula el potencial vector del solenoide del ejercicio anterior.

Para resolver este problema vamos a emplear la relacién matematica existente entre la
integral de linea en un lazo cerrado del potencial vector y el flujo del campo magnético:

56A-df:ff B - 4S.
Slazo

Por simetria, tomemos un lazo cerrado en la direccion de una de las espiras que forman
el solenoide en el interior del cilindro, es decir, con un radio r < R. Como sabemos, el
potencial vector va en el mismos sentido que la corriente y, ademas, si esta es estacionaria
serd uniforme en cualquier punto del lazo. Por tanto, la parte a la izquierda de la igualdad
queda como

SEA-df: A2nr.

Por otro lado, como conocemos el campo magnético en el interior del cilindro, podemos
calcular el flujo a través de la superficie que encierra el lazo, es decir

ff B-dS = ,uonlnrz,
Slaz,o

donde se ha tenido en cuenta que el campo magnético es uniforme en el interior y que,
ademads, su direccion es paralela a la superficie que encierra el lazo. Igualando ambas
expresiones tenemos que
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A2nr = ,uonl7rr2,

Y, por tanto,

_ pondr

A ,
2

parar < R.

Con esto tenemos la magnitud del potencial vector pero, como dijimos, su direccion en
este caso serd la misma que la de la corriente y, por tanto, nos queda que

pondr

A= > Uy,

parar < R.

Ahora bien, podemos tomar un lazo que encierre un corte transversal del cilindro, es
decir, en el que r > R. En ese caso, la integral de linea del potencial vector serd igual
mientras que el flujo del campo magnético solo tendra contribucién la parte interior del
cilindro. En este caso se tiene que

ff B - dS = ponlnR?,
Slazo

de manera que el potencial vector da lugar a

IR?
,Uo;r fig, parar > R.

A=

Como vemos, incluso en los puntos donde el campo magnético es nulo se puede definir
el potencial vector. Esto no deberia sorprendernos. Recordemos, por ejemplo, lo que
ocurria con el potencial electrostatico en el interior de una esfera conductora cargada. Si
bien el campo en eléctrico en el interior era nulo, el potencial tenia un valor constante.
De esta forma, al realizar el gradiente del potencial, se obtenia un campo eléctrico nulo.
De manera similar, en este caso, se puede comprobar que V X A = 0 en el exterior del
cilindro que, como cabia esperar, es un campo magnético nulo en el exterior del cilindro.

Comprobemos que, efectivamente, el rotacional del potencial vector es igual al campo
magnético. Escribamos el rotacional en coordemadas cilimdricas

o, riy k

g 0

VXA=-|— — —
r|or d¢ 0z

A, rA, A,

Tanto en el exterior como en el interior, el potencial vector solo tiene componente Ay.
Ademads, en ambos casos, solo depende de la coordenada radial r. Por tanto, de todos los
r. A¢)

términos posibles solo queda k. De esta forma tenemos que
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6.6

19(r?) . A
B=VxA = HonZ ) = ponlk en el interior,
2 Or
IR?* H(1) .
B=VxA = ,uon2 ?k =0 en el exterior.
r

Podemos ver que, efectivamente, el potencial vector cumple la premisa inicial de su
definicion: su rotacional debe ser igual al campo magnético. Ademds, comprobamos que,
aunque el campo magnético sea nulo en una regién del espacio, el potencial vector no
tiene por qué ser cero.

Resuelve el problema anterior empleando la ley de Biot-Savart.

Supongamos en primer lugar un cilindro finito de longitud L cuyo eje coincide con el eje
de coordenadas z. A partir del campo magnético de una espira calculado en el capitulo a
partir de la ley de Biot-Savart, es decir,

B = FIR g
2(R? + 232

podemos aplicar el principio de superposicion para calcular el campo creado por el so-
lenoide. Supongamos que el solenoide tiene n espiras por unidad de longitud, es decir,
que n = % donde N seria el nimero total de espiras. Supongamos que el eje z pasa por
el centro de todas las espiras. Es facil ver que, para extender la ecuacién anterior a un
conjunto de espiras, tenemos que considerar la contribucion de cada espira localizada,
en coordenadas cilindricas, en r; = Ry r; = z;. Recordando las relaciones empleadas en
el calculo de una espira, es facil ver que el diferencial de campo magnético debido a un
diferencial del cilindro viene dado por

HoNT R%dz, .

dB = .
@) = R+ -2

y, por tanto, el campo magnético resultante de todas las contribuciones del solenoide
sobre el eje z serd

ponl f“ 2 R*dz; .

B = — .
(20) 5 1 (R2+ (20— 212

Resolvemos la integral anterior y sustituimos los limites para obtener

I F+z - R
B(z) = Hon ( 2 2 ]k.

2 (R + &+ + (R + (5 — )12

Si ahora consideramos que el cilindro es infinito, es decir, que L — oo, nos queda que
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6.7

B(z) = ponlk,

que, como vemos, coincide con el resultado empleando la ley de Ampere en el interior
del solenoide.

Debemos darnos cuenta que, si queremos calcular el campo en el exterior del cilindro
(o cualquier punto del espacio), el problema resulta extremadamente complicado sin
recurrir a la ley de Ampere. Si volvemos al campo de una espira y, en lugar de colocarnos
en el eje z tratdsemos de calcular el campo en un punto arbitrario del espacio, resulta
evidente que la integral resultante no se puede resolver de manera sencilla.

Se tiene la siguiente distribucion de corriente en un plano

= Joex/“lA( si x<0
10 si x>0.

de manera que ocupa la mitad del espacio x — y — z. Calcula el campo magnético debido
a dicha distribucion de corriente. Los valores a y Jy son constantes.

Dada la forma de la corriente, podemos escoger una lamina infinitesimal de la direccién
x de forma que, dicho elemento diferencial, tendrd una corriente superficial igual a

K = Jdx

N
N
=
—
Il
~
=
Nt

i

B(x) = B(x)j

e

QOOOOOOOOOOO

—

DOOOOOOLOOOO OO,

—

QOOOOOOOOOOO
QOOOOOOOOOOO

ol
=

Figura 6.13: La mitad del espacio ocupado por una corriente que apunta en la direccion del
eje z y varia segin la posicion en el eje x.

De esta forma, podemos considerar que la corriente esta compuesta por una serie de
laminas infinitas cuya corriente es estacionaria. Teniendo esto en cuenta y, empleando
el resultado obtenido en el ejercicio 2, podemos concluir que el diferencial de campo en
coordenadas x > 0 debido a una de dichas laminas infinitesimales sera

HoJ(x)dx
=—].

B
d 2
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Si calculamos la contribucion de cada lamina individual al campo en un cierto punto
aplicando el principio de superposicion, nos queda

Jo ° R
B(x) = ﬁ%f e"dx J.

(%Y

y, por tanto

0 4
e

—00

_ Hodoa g,
B(x) = — [e

Finalmente, sustituyendo los limites de integracion llegamos a

HoJoa
2

B(x) = 7, para x> 0.

Como puede observa, la corriente en el exterior es constante e independiente de x.

Por otro lado, para calcular el campo en la zona donde se encuentra la propia corriente,
debemos tener en cuenta que las contribuciones del campo irdn en sentido contrario para
posiciones de x = —oo hasta x = x(, y de x = xj hasta x = 0, siendo x; el punto donde
deseamos evaluar el campo magnético. Por tanto, tendremos las siguientes contribucio-

nes
J. X0 0 .
B:M(f ex/“dx—f ex/”dX)j.

2 \J. .

Resolviendo la integral y sustituyendo los limites de integracion se llega a

J, A
B(x,) = l% (2e)‘0/“ -~ 1) J. para x <0,
‘que, como vemos, depende de la posicion xy. Ademads, podemos identificar que el cam-

bio de signo del campo se produce cuando

2e%/4 =1,

ln1
Xp = -
0o=4a )

Efectivamente, si sustituimos ese valor

0, lo que es lo mismo. para

1

J a/aln[—] R
B(xo):’uozoa 26 2)_q|j=o0.

y, por tanto, el para valores x < aIn(1/2) el campo magnético serd negativo.
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6.8 Se tiene un bloque de corriente estacionaria cuyo espero es espesor 2a y de longitud
infinita por el que circula una densidad de corriente estacionaria J = Jk. Calcula el
campo magnético tanto dentro como fuera del bloque.

Al igual que en el problema anterior, podemos considerar el bloque como un conjunto
de planos infinitesimales en la direccion x. y podria resolver de manera similar a dicho

problema.
J(x) = J()k J(x) = J()k
O] ©

B(x) = B(x)j B(x) = B(x)j
2a 2a

Figura 6.14: Bloque por el que circula una corriente en la direccién y (hacia dentro del papel).

En su lugar, empleamos en este caso la ley de Ampere, es decir,

56 B - dl = ol

Si escogemos de manera conveniente el lazo amperiano nimero uno mostrado en la
Fig.(6.14), solo las lineas laterales contribuirdn a la integral cerrada. Si llamamos L a la
longitud del lado del cuadrado que forma el lazo amperiano queda que

9§B-dfzzBL,

donde, basandonos en el problema anterior, hemos concluido que los vectores de cam-
po magnético tienen las direccién y sentidos mostrados en la figura. Por otro lado, la
corriente que atraviesa el lazo amperiano sera

L = JL(2X).

donde estamos considerando que los lados superior e inferior del rectangulo del lazo
amperiano tienen una longitud igual a 2x.

De esta forma, tras igualar en la ley de Ampere ambos resultado,nos queda que en el
interior del bloque el campo magnético es
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B = uoJxj, para |x| < a.

Es facil extender este resultado al exterior del bloque, es decir, si |x| > a. Para el lazo
numero dos mostrado en la figura, simplemente queda que

2Bl = uyp2JLa,

de forma que

B = /.l()JLCl.

Ahora bien, si tenemos en cuenta la forma del campo, la direccién serd siempre la mis-
ma pero el vector cambia de sentido dependiendo de si estamos en valores positivos o
negativos del eje x. Consecuentemente, el campo en el todo el espacio se puede expresar
como

,uOJLa} si x>a
B= ,uOij', si x| < a.
—,uOJLaj si x<a.

6.9 Se tiene una esfera hueca de radio R cargada uniformemente con una densidad de carga
o. Dicha esfera rota entorno a un eje que pasa por su centro con velocidad angular w.
Calcula el potencial vector generado por la esfera.

En este caso, al igual que teniamos en el ejercicio 3, tenemos una corriente de convec-
cion. Si bien en este caso no debemos hacer ninguna suposicién sobre la corriente ya
que, debido a la simetria del problema, ahora si se tiene una corriente estacionaria en la
superficie de la esfera.

- X

»
Figura 6.15: Esfera giratoria cargada uniformemente.

Notese que, en este caso, aplicar la ley de Ampere no es trivial y si, ademads, queremos
conocer el campo magnético en el exterior de la esfera, no obtendriamos ninguna in-
formacion relevante a través de su aplicacion. Es por ello que, para calcular el campo
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magnético, recurrimos al potencial vector. Dado que la corriente es superficial, podemos

aplicar la siguiente ecuacién
K
ARy = 1o ff 24s.
dr r

En este caso, K = oV, donde V es la velocidad lineal sobre la superficie de la esfera que,
obviamente, dependera del punto que consideremos. Sabemos que la velocidad en un
punto de coordenadas 7 de un cuerpo rigido rotatorio v dada por

V=& X7
donde hemos particularizado para un cierto punto de la superficie localizado en coorde-
nadas 7.

Ciertamente, tenemos libertad a la hora de escoger la direccion del eje de rotacion de la
esfera y, en principio, podiamos alinearlo con cualquiera de los ejes del sistema de coor-
denadas. Sin embargo, el resultado resulta mas sencillo si escogemos el eje de rotacion
de manera que forme un dngulo ¢ con el eje z, tal como muestra la Fig.(6.15). En este
caso, la esfera giratoria presenta una corriente superficial que es debida a la densidad de
carga superficial, o, y la velocidad de rotacién, es decir

K = ov.

Por otro lado, la posicién sobre cada punto de la esfera viene dada por la relaciéon r =

\/Rz + r(z) — 2Rry cos 6, donde hemos tomado r; = R. Ademas, el diferencial de superficie

es coordenadas esféricas es dS = R? sin dfd¢. Por otro lado, un punto cualquiera de la
superficie esférica, en coordenadas cartesianas, vendra dado por

(x,y,2) = (Rsinfcos ¢, Rsinfsin @, R cos 6),

mientras que la velocidad de rotacion serd

@ = (wsiny, 0, w cos ).

Teniendo todo esto en mente, calculamos en primer lugar la velocidad lineal sobre un
cierto punto de la esfera

i j k
V=0 XF=| wsiny 0 W CoS Y
(Rsinfcos¢ Rsinfsing Rcos6

de donde se obtiene que

¥ = Rw(— cos y sin @sin ¢i + (cos i sin @ cos ¢ — siny cos 6) ] + sin i sin 6 sin ¢k).
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Sustituimos todos los valores (excepto la velocidad por el momento) en el potencial

vector
L. oupRw (™ ([ Vsin 0d6d
AR = “Z f f ¢
4 0 Jo \/Rz + 13 — 2Rrocos 6

Fijandonos en la integral y la forma que presenta la velocidad, es facil darse cuenta que
la mayoria de términos desapareceran. Basicamente, todos los términos que dependen de
sin ¢ o cos ¢ dardn como resultado una integral nula ya que

21 27
f sin pd¢ = f cos pdeg = 0,
0 0

de manera que el tnico término que resultard en una integral no nula es — siny cos 6.
Tendremos por tanto que

A ouoR3 w siny f" f2” cos@sin0dOd¢ 4
)= -————+ J.
an 0 Jo \/R2 + 12 = 2Rrycos

que, tras integrar en ¢, queda como

AR = -

ouoR w siny f 2 cos 6sin d6 A
J.
2 0 \/Rz +r; —2Rrgcos 6

Para llevar a cabo la integral, hagamos un cambio de variable. Llamamos u = cos 6, de

manera que du = — sin #d6. Los limites de integracion serdn [—1, 1]. Con este cambio, el
potencial vector queda como
L. ouRwsiny [ udu A
A(ry) = > f J-
-1 \/Rz + r(z) — 2Rrou

Calculemos la integral. Para ello, llamamos A = R* + rj y B = 2Rr. La integral queda
como

f udu
VA — Bu

donde realizamos el cambio v = A — Bu, de donde dv = —du, para obtener

lv-A, 12,
—— dv=—(Z Q—ZAW_
fBZ N AL

Deshaciendo el segundo cambio y sustituyendo las constantes tenemos que
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6.10

i A BuBu+24) 2 \/RZ + 12 = 2Rrou(2Rrou + 2(R? + r2))
f VA — Bu T 3B? T 6R2r(2) ’

Ahora, sustituimos en el potencial vector incluyendo los limites de integracion

1
opoR3w sin o \/RZ + ry — 2Rrou(2Rrou + 2(R* + r(z)))

A(y) = -
(7o) 2 3R

J-
-1

que da lugar a

A =

oueRwsiny ((2(R* + r(z) - 2Rro)IR —rol  (2(R* + rg + 2Rrp))(R + 19)\ ~
2 3R 3R d

Podemos intuir que gran parte de los términos se van a cancelar pero, para ello, hemos de
particularizar para ciertos valores de ry ya que tenemos el factor |R — ry|. En primer lugar,
para puntos dentro de la esfera tenemos que ry < R. En ese caso, la expresion anterior se
reduce a

oR wsing 2ry »  opgRwrg siny 4

A7) = > R 3 J» parary <R.

Por otro lado, para puntos fuera de la esfera (r > R) tenemos

. oupR3wsiny 2R » o sinyR*w
A(rp) = Wﬁ] = %], parary > R.
r2 r2

El campo anterior podria relacionarse de forma sencilla con la rotacion de la esfera apli-
cando que rpsinyj = w X ry.

Calcula el campo magnético en el interior de la esfera del ejercicio anterior pero supo-
niendo que la esfera rota entorno al eje z.

En este caso, el problema se simplifica ya que podemos emplear directamente coordena-
das esféricas en las que definiremos la corriente y, por tanto, el potencial vector direc-
tamente en la direccién de rotacion. Es facil ver que en ese caso, el potencial vector se
reduce a

Rwo
al rsinfii, si ro <R

A(r99’¢ = /J()R4(,()O'
TSin9ﬁ¢ si ro>R
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Es facil ver que, si aplicamos el rotacional al potencial vector, solo se obtendra una
componente, es decir

210R 200 RWO -
VXA = w(cos Of1, — sin Oiy) = %k.
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Capitulo 7

Magnetostatica en medios materiales

De la misma forma que hicimos con los medios dieléctricos en electrostatica, en magne-
tostatica podemos emplear un modelo de dipolos magnéticos para representar el comporta-
miento ciertos medios. Existen ciertos fendmenos macroscopicos en los que, sin que apa-
rentemente existan cargas en movimiento, aparece la accién de un campo magnético, por
ejemplo, en un imén o una brdjula orientdndose hacia el polo norte. Si pensamos que los
medios estdn compuestos de dipolos magnéticos infinitesimales, ! dichos dipolos tendran
una orientacion totalmente aleatoria. Como veremos, en algunos casos, al aplicar un campo
magnético los dipolos tenderan a tener una direccion preferente. En este caso diremos que el
medio estd magnéticamente polarizado o, simplemente, magnetizado.

Ciertos medios materiales poseen la peculiar caracteristica de permanecer magnetizados du-
rante largos periodos de tiempo incluso cuando se deja de aplicar un campo magnético. Estos
materiales son los llamados ferromagnéticos (el hierro es el mejor ejemplo) y forman lo que
conocemos como imanes permanentes. El ferromagnetismo es bastante complejo de com-
prender desde el punto de vista tedrico y, por ello, dejaremos este caso para el final como
mera anécdota.

Nos centraremos en el resto de materiales magnetizables, como son los materiales diamagnéti-
cos y lo paramagnéticos. Dado que la diferencia entre ambos se debe estudiar a un nivel mas
fundamental de lo que abarca el electromagnetismo clésico (basicamente estd relacionado
con las caracteristicas de los electrones que interaccionan con el campo magnético), tratare-
mos ambos casos de la misma forma, es decir, como medios magnetizables siempre y cuando
exista la accién de un campo magnético. Los materiales diamagnéticos y los paramagnéticos
suelen presentar un grado de magnetizacién bajo por lo que su magnetizacion puede parecer
nula a efectos macroscépicos. Sin embargo, si el campo magnético que produce la magneti-
zacion es lo suficientemente fuerte, es posible observar el efecto de dicha magnetizacion.

! Actualmente sabemos que este modelo representa en cierta medida lo que ocurre en el interior de un dtomo:
los electrones se mueven entorno al nicleo y, ademds, podemos entender que rotan sobre si mismos generando
ciertamente una corriente a escala atémica.
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7.1. Magnetizacion

La magnetizacion de un cierto medio material en magnetostatica es el equivalente a la po-
larizacién que vimos en electrostética. Si consideramos que los medios materiales estin for-
mados por dipolos magnéticos infinitesimales, podemos definir el vector de magnetizacién
como la cantidad de momento dipolar magnético por unidad de volumen, es decir

_ di

M=—.
dv

(7.1)
Como hemos comentado en la introduccion del capitulo, en general, la orientacion de los di-
polos magnéticos serd completamente aleatoria si no existe un campo externo que les otorgue
una direccion preferente. Por ello, en ausencia de campos la magnetizaciéon neta en todo el
volumen de un cierto medio serd nula. Nuevamente, esto no quiere decir que localmente la
magnetizacion sea cero ya que si el volumen considerado es lo suficientemente pequeno se
tendrdn en cuenta solo unos pocos dipolos y su contribucion definitivamente no sera nula.

7.1.1. Potencial vector de un medio magnetizado
Recordemos la férmula del potencial vector de un dipolo magnético:

/JOn—/)lXi/\tr

A(rp) = e

Si consideramos ahora un medio de un cierto volumen V,, formado por un dipolos infinitesi-
males, es facil extender el potencial vector de un dipolo a un volumen de ellos empleando el

concepto de magnetizacion:
M(7) X i,
A = 22 f f f MED Xy (7.2)
7T V"l r

Para poder interpretar la integral anterior, resulta util emplear un desarrollo matemético equi-
valente al que hicimos con la polarizacion. recordando que 7 = 7 — 7, podemos escribir

Y 1
S =555 =V,|—— (7.3)
2 I(|”o - r,l)

donde, como se muestra explicitamente, el gradiente actiia sobre las coordenadas 7;, es decir,
las coordenadas del medio magnetizado. Teniendo en mente que el operador nabla aplica
sobre dichas coordenadas, por simplicidad, escribimos la relacién anterior como

i, 1

A v
donde el signo el signo negativo de la derivacién se cancela como puede verse en la Ec.(7.3)
explicitamente. Teniendo esto en cuenta, el potencial vector queda como
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A(?o):g‘—; f f M(r*,)xV(%)dV. (7.4)
Vin

En la expresion anterior se puede aplicar la siguiente identidad:

Vx(fF) = fVxF-FxV/,

donde, recordemos, f es una funcion escalar y F una funcién vectorial. Identificando f = %
y F =M, vemos que podriamos identificar la operacién dentro de la integral con

FxVf=fVxF-Vx(fF),

que, en el caso que nos concierne, quedard como

MXVEZEVXM—VX(M).

r r r

Sustituimos la relacién anterior en la integral, de manera que se obtienen dos términos

A(R) = Z—frfff (%VxM—Vx(h—f))dV,
Vin

es decir, nos quedan, en principio, dos integrales de volumen independientes

A(?o):g—;;[fff %(VxM)dV—fffo(l\—r/[)dV].
Vin Vin

En realidad, como vamos a ver, uno de los términos anteriores se puede expresar como una
integral de superficie. Para verlo, permitanme hacer un pequefio inciso matemaético.

Teorema de la divergencia aplicado a un vector resultante de un producto vectorial.

Pensemos en un cierto vector ¥ que proviene del producto vectorial de otros dos, llamémosles
4 . . . . .
dy b. Ciertamente, podemos aplicar el teorema de la divergencia al vector V, es decir

fffw dV:#?-dS.

Ahora bien, si sustituimos en funcién de los vectores de origen tenemos que

fffwaxﬁ) dv:S@gﬁxﬁ-dS.

El término a la izquierda de la igualdad es la identidad 6 vista en el capitulo 2 y, por tanto, lo
podemos escribir como
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fffﬁ-(Vxﬁ)—a’-(Vxﬁ) dV:#c‘ixg-dS.

Como vemos, obtenemos una expresion que relaciona los rotacionales de ambos vectores con
la integral de superficie que encierra el volumen. Si tenemos en cuenta la hipétesis de partida,
es decir, que el producto vectorial de @ y b es otro vector, tenemos la libertad de escoger la
forma de ambos vectores a voluntad. Por conveniencia, impondremos que b sea un vector
constante y que @ dependera de las coordenadas espaciales. En ese caso, dado que V x b =0,
nos queda simplemente que

E-ff (V X @) dvzgggﬁxl?ds.

Apliquemos ahora un par de propiedades matemaéticas a la integral de superficie. Por un lado,
empleamos la propiedad del producto vectorial @ X b = —b X d. Y por otro, usaremos la
propiedad ciclica del producto mixto, es decir (b X @) - dS = b - (d X dS), se llega a

E-fff(vm) dvz—ﬁggg(a’xdsy

. . g
o, eliminando el vector b a ambos lados

fff(an’) dv:—#axds

Como vemos, hemos obtenido algo similar al teorema de la divergencia pero con un rotacio-
nal en lugar de la divergencia en la integral de volumen y un producto vectorial en lugar del
producto escalar en la integral de superficie.

Aplicando el resultado de la demostracion anterior al potencial vector de un medio magneti-

zado nos queda
2 Ho 1 1
A7) = — —(VxM)dV + —(M x dS)
4r v, I s, T

. . . . . 1
Noétese que en el primer término no se puede aplicar la relacion anterior ya que — esta dentro
r

de la integral pero fuera del rotacional y, por tanto, no tenemos la misma expresion.

Podemos interpretar el potencial vector anterior de manera similar a lo que obtuvimos en el
caso de la polarizacién y el potencial escalar en el tema 4. Llamamos
Ju=VxM

la densidad de corriente en volumen debida a magnetizacién y
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Ky =M X iig

la densidad de corriente superficial debida a magnetizacién, donde iig es el vector unitario
normal a la superficie del medio. Podemos reescribir el potencial vector como

A7) = Z—;va JTMdV+S@§ K—ers]. (7.5)

De esta forma, un medio con una cierta magnetizacion presentard, en general, una corriente
en volumen y una corriente superficial debidas a dicha magnetizacion.

Si el medio presenta una magnetizacion uniforme, entonces J,; = VXM = 0y solo presentara
una corriente superficial K,; = M X iig. Aunque no sea una norma general, si podemos ver
que, mientras las fuentes del campo eléctrico son escalares las del campo magnético son
vectoriales.

Una vez mds, tenemos un cierto paralelismo con electrostatica. Recordemos que la carga
debida a polarizacién en volumen venia dada por pp = —VP y la carga superficial op =
P - iig.Aunque no sea una norma general, podemos ver que en muchas de las relaciones
donde en el campo eléctrico aparece un producto escalar en el campo magnético aparece
un producto vectorial. En el fondo, esto es una consecuencia natural del tipo de fuentes que
presentan ambos campos.

7.2. El campo magnético en un medio material: Ley de Ampere
generalizada

Como hemos visto, un efecto de la magnetizacion de un medio material es la aparicion de dos
corrientes: una en volumen (J,,) y otra en superficie (K,,). Evidentemente, dichas corrien-
tes tienen un potencial vector asociado (Ec.7.5) y, por tanto, también un campo magnético.
Cuando vimos la definicién del campo B, dijimos que cldsicamente se llamaba campo de
induccion magnética. En realidad, el campo magnético clasico esta relacionado con B y tiene
especial utilidad cuando se tiene un medio magnetizado. Dicho campo, al que llamaremos
H, es el equivalente magnético al vector de desplazamiento D en electrostatica. Para evitar
redundancias en el nombre, le llamaremos el campo auxiliar magnético 2. Dicho esto, veamos
de donde surge dicho campo.

De manera general, la corriente en un cierto material se puede expresar como

J= JM +Jex,

donde J., es la corriente externa presente debida, por ejemplo, a una fuerza electromotriz. Si
aplicamos la ley de Ampere en forma diferencial a dicho medio genérico, tendriamos que

En algunos textos se les llama campo magnético tanto a H como a B. En ocasiones, también se le llama
intensidad de campo magnético a H
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VxB= /J()J .
Reescribiendo la expresion anterior y sustituyendo la corriente total tenemos que

1
—VxB=Jy+J,=VxM+],,.
Mo

Agrupando los términos del campo y de la magnetizacion se obtiene finalmente que

V x (iB -M) =J... (7.6)
Ho

En la expresion anterior resulta natural la definicién de un nuevo campo, el campo magnético
auxiliar

1
H=—B-M, (7.7)
Ho

de manera que la ley de Ampere generalizada en forma diferencial depende exclusivamente
de la corriente externa, es decir

VxH=],..

Es facil llegar a la forma integral de la ley de Ampere aplicando el teorema de Stokes, que

resulta en
SEH cdl'= I

donde I¢7¢ es la corriente total que atraviesa el lazo de integracion.

Noétese que el nuevo campo magnético auxiliar no tiene que cumplir las mismas condiciones
que el campo B. Por ejemplo, sabemos que V-B = 0. Sin embargo, si aplicamos la divergencia
al campo magnético auxiliar resulta en

V.-H=-V-M. (7.8)

Por tanto, si aplicamos el teorema de la divergencia al campo H obtenemos

#H-dS:—V-M.

Es fécil ver que las condiciones en la interfase de una cierta corriente superficial de Hy de B
van a ser distintas.
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7.3. Condiciones del campo en la frontera

En el capitulo anterior obtuvimos las condiciones que debian cumplir las componentes nor-
mal y tangencial del campo magnético al atravesar una cierta corriente superficial. Llegamos

a la conclusién de que
#‘B-dS:Bl,n—Bz,n =0.

y, para la componente tangencial

By, — By, = uoK X itg.

Siguiendo exactamente el mismo procedimiento y, teniendo en cuenta que para el campo
magnético auxliar la divergencia no es nula (Ec.(7.8)), se llega a

Hl,n - H2,n = _(Ml,n - M2,n), (79)

0, lo que es lo mismo,

Hl,n + Ml,n = H2,n + M2,n- (710)

Es decir, la suma de las componentes normales del campo auxiliar y el vector de magneti-
zacion se conserva >. Por otro lado, las componentes tangenciales en la interfase mantienen
exactamente la misma forma que en el campo magnético con la salvedad de que, en el campo
auxiliar, hemos de explicitar que la densidad de corriente es externa al medio (es decir, no es
debida a magnetizacién). Ademads, la permeabilidad magnética no aparece explicitamente ya
que la incluimos de manera implicita en el propio campo H. Por tanto, se obtiene que

Hl,t - Hz,t = Kexz X LAlS-

7.4. Susceptibilidad magnética

En el caso de los materiales diamagnéticos y paramagnéticos, la magnetizacion del medio
ocurre en presencia de un campo magnético externo. Si el campo desaparece también lo
hace la magnetizacién *. Es un hecho experimental que, para la mayoria de sustancias de
este tipo, la magnetizacion es directamente proporcional al campo aplicado. En realidad es
proporcional al campo auxiliar H. Consecuentemente, podemos escribir la siguiente relacion

M = y,H. (7.11)

3Obviamente, dicha suma estd directamente relacionada con las componentes normales de B si nos fijamos
en la propia definicién de H.
“En los medios ferromagnéticos no tiene por qué ocurrir de esta forma.
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Al igual que ocurria en electrostética con la polarizacién y el campo eléctrico, la ecuacion
anterior serd solo cierta para medios lineales, homogéneos e isétropos. La constante de pro-
porcionalidad y,, se conoce como susceptibilidad magnética. La susceptibilidad magnética
nos dird la tendencia que tiene un material a ser magnetizado en presencia de un campo
magnético. Los materiales diagmanéticos y paramagnéticos presentan una baja susceptibi-
lidad (en el orden de 1072 a 10~°. La diferencia entre ambos es la orientacién que toma el
vector de magnetizacion. En el caso de los materiales diamagnéticos la susceptibilidad es
negativa mientras que en los paramagnéticos es positiva. Es decir, en el primer caso la
magnetizacion se orienta en sentido opuesto al campo mientras que en el segundo presenta la
misma orientacion que el campo.

Dadas las condiciones anteriores, podemos reescribir el campo magnético como

B = po(H+ M) = p1o(1 + x,)H. (7.12)

A partir de la férmula anterior surge, de manera natural, la definicién de la permeabilidad del
medio magnetizado

p= po(l + xm). (7.13)

Si no existe medio material, es decir, en el vacio, tenemos que y,, = 0, de manera que
recuperariamos las ecuaciones del campo magnético vistas en el capitulo anterior.

En cuanto al tipo de material, podemos concluir que si es diagmagnetico los dipolos se orien-
tardn en sentido contrario al campo lo que producira corrientes debidas a magnetizacién que
irdn igualmente en el sentido contrario a la propia corriente. En el caso paramagnético, tan-
to los dipolos como las corrientes debidas a magnetizacion llevardn la misma direccién y
sentido que el campo y la corriente externa, respectivamente.

7.5. Medios ferromagnéticos

Los materiales ferromagnéticos son un caso muy particular en el cual los dipolos magnéticos
mantienen una orientacion preferente incluso en ausencia de un campo magnético externo.
Este fendmeno se puede explicar a un nivel mas fundamental de lo que concierne a esta
asignatura por lo cual no entraremos en profundidad en su estudio . Sin entrar en detalles,
digamos que estd relacionado con el principio de exclusién de Pauli y el spin de los electrones
libres del material. Ademads, los materiales ferromagnéticos son intrinsecamente no lineales
y, por tanto, la relacion entre el campo magnético y la polarizacion no es directa.
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Problemas

7.1 Calcula el campo magnético sobre el eje en el interior de un medio cilindrico de radio
R y longitud L. magnetizado. Sup6n que el medio esta magnetizado uniformemente a lo
largo del eje del cilindro. ;Cudl seria el campo si L — o0?

Solucion:

En primer lugar, dado que la magnetizacion es uniforme, la corriente volumétrica debida
a magnetizacion es nula, es decir

JM:VXM:().

Por otro lado, la corriente superficial debida a magnetizacion viene dada por

Ky =M X iis.

En este caso particular, M = Mk, donde escogemos que el eje del cilindro vaya en la
direccion z. En ese caso, si empleamos coordenadas cilindricas, el cilindro presenta tres
superficies: la superficie lateral cuya normal va en la direccion i, y las dos bases cuya
normal va en direccién k. El producto vectorial con las bases serd nulo, ya que su vector
normal va en la misma direccién que el vector de magnetizacion y, por tanto, solo la
superficie lateral presentara una corriente debida a magnetizacion

KM:MI’/\er]}:Mu(p.

Como vemos, el resultado es una corriente estacionaria sobre la superficie lateral que
gira entorno al eje del cilindro. Es decir, el campo magnético serd equivalente al de
un conjunto de espiras por las que circula una corriente estacionaria Mit,. Por tanto, el
campo magnético sera

MR? (L2 dz R
B(z) = Ho f I

k,
2 1 (R? + (20 — 2)?)3?

es decir, aplicando el principio de superposiciéon sumamos todas las contribuciones de
cada diferencial de superficie del medio sobre el eje z. Resolviendo la integral se llega a

B(z9) =

ﬂoMRz( 54z 5-2

L
+ , para |z7] < =
2 (Rz + (% + 2)2)1/2 (R2 + (% + Z)Z)l/z) p

2

donde hemos tenido en cuenta que M = Mk.

Por dltimo, si suponemos que el cilindro es infinito, es decir, que L — oo, nos queda

B(z) = oM.
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7.2 Calcula las corrientes debidas a magnetizacion en una esfera uniformemente magnetiza-

7.3

da
Solucion:

Si la esfera estd uniformemente magnetizada, el vector de magnetizacion mantendra su
direccion y sentido en todo el interior de la esfera. Supongamos, por ejemplo, que dicho
vector viene dado por M = Mk. En cualquier caso, si la magnetizacién es uniforme, no
existiréd corriente debida a magnetizacion en volumen ya que

JM:VXMIO.

Por otro lado, para considerar la posible corriente superficial debida a magnetizacion,
debemos tener en cuenta que el vector normal a la superficie de la esfera varia con la
posicion. Podemos considerar que el vector normal que recorre la superficie de la esfera
con respecto al vector M es i1 = i1, sin 8, donde 6 es el angulo del vector normal con el
eje z. Por tanto, la corriente superficial debida a magnetizacion sera

KM:MXﬁ:MSin9ﬁ¢.

Calcula el campo magnético auxiliar en un cilindro de radio R de un cierto material
diamagnético que transporta una corriente uniformemente distribuida en direccion del
eje del cilindro,I = Ik. Considera que la corriente I es la corriente total en una seccién
transversal del cilindro.

Dado que nos dicen que el material es diamagnético, la susceptibilidad serd negativa.
Ello implica que los dipolos del material se orientardan en sentido contrario al campo
y, consecuentemente, cualquier corriente debida a magnetizacion serd antiparalela a la
propia corriente.

Para realizar este problema aplicamos la ley de Ampere generalizada

SEH-df: L.

Tomamos el lazo amperiano que se muestra en la Fig(7.1), de manera que se obtiene que

9€H-dl_)= 2nrH.

y, por otro lado

donde hemos tenido en cuenta que, como se nos dice en el enunciado, / es la corriente
total por seccion transversal del cilindro y, por tanto, la corriente por unidad de superficie
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amperiano

>

Figura 7.1: Lazo amperiano para calcular el campo en el interior del cilindro.

1
en el cilindro serd K = = Igualando ambos resultados dados por la ley de Ampere se
T

llega a

1
2nR?

r.

Ahora bien, dado que la corriente circula en la direccion del eje del cilindro, es decir,
en la direccién y sentido del vector unitario k, si empleamos coordenadas cilindricas, es
facil ver que el campo magnético ird en la direccion del vector it,. El campo magnético
en el interior serd

I
= R Rzr iy, para r <R.
b8

Si ahora tomamos un lazo cuyo radio sea mayor que el radio del cilindro, nos queda

SEH-dl_):%Tr,

mientras que la corriente encerrada es

Ienc - Iﬁ - Ia
lo cual es, basicamente, la propia definicion que nos da el problema de la corriente I (co-
rriente total por seccion transversal del cilindro). Por tanto, el campo magnético auxiliar
en el exterior es

I
H=—a,, > R.
Sy lo» para r
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7.4

Notese que, en la region exterior del cilindro si consideramos que hay vacio, tenemos que
la magnetizacion es nula, es decir, M = 0. Por tanto, la relacién entre B y H es directa

I
B =puH = ﬂﬁt(ﬁ, para r > R.
2nr
Con los datos que nos proporciona el problema no tenemos forma de conocer el vector
de magnetizacion en el interior del cilindro.

Supén que el cilindro del problema anterior presenta un vector de magnetizacion M =
CrlAc, siendo C una cierta constante. Ademads, considera que, en este caso, no existe nin-
guna corriente externa y que la longitud del cilindro es mucho mayor a su radio. Calcula
el campo magnético en todo el espacio.

Solucion:

En este problema, podemos aplicar dos procedimientos que deben conducir al mismo
resultado.

Primer procedimiento

En este caso, calculamos las corrientes debidas a magnetizacion, es decir

Ju=VxM, Ky=MXxi,.

Calculemos en primer lugar la corriente en volumen. Aplicamos el rotacidnal en coorde-
nadas cilindricas

i, ri, k

1o o 0
=VxM=-|— — —|=-Ci
Ju % r|or 0¢ 0z "o

0O 0 Cr

Por otro lado, la corriente superficial sera

Ky =M x il,|,-g = CR(k X @1,) = CRil.

Como vemos, ambas corrientes son estacionarias e uniformes a lo largo del cilindro.

Una vez conocemos las corrientes debidas a magnetizacion, podemos directamente apli-
car la ley de Ampere para calcular el campo magnético B. Si nos fijamos en la direccion
de las corrientes, es facil ver que, al igual que hicimos en problemas anteriores en los que
la corriente en un cilindro iba en direccion fi4, el lazo mds conveniente serd un rectingulo
con dos de sus lados paralelos al eje del cilindro. Escribamos la ley de Ampere >

‘éB ’ dl—): :uOIenc-

>Nétese que, si amplicaramos la ley de Ampére generalizada la corriente encerrada serfa nula ya que, en ese
caso, se refiere explicitamente a la corriente externa, es decir, a corriente no debida a magnetizacién del medio.
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R—r
K :
N
S S l
S
<

Figura 7.2: Lazo amperiano para calcular el campo en el interior del cilindro a partir de las
corrientes debidas a magnetizacion.

La corriente encerrada en el lazo serda directamente la suma de la contribucion de las
corrientes debidas a magnetizacion, es decir

IenC:fKMdl+ffJMdS.

En este caso, resulta conveniente optar por un lazo como el que aparece en la Fig. (7.2)
(podria emplearse otro tipo de lazo, simplemente el resultado quedara més elegante de
esta forma). A partir de este lazo, las corrientes quedaran como

[ [ R—r
L, = f Kydl + f f JudsS,
0 0 0

que, tras sustituir las corrientes, da lugar a

lye = CRI—(R-1)IC =Crl.

Por otro lado, dada la geometria del problema y dado que las corrientes son constantes,
es facil intuir que el campo magnético debido a magnetizacion ird en la direccion del eje
del cilindro. Ademads, su magnitud serd constante si consideramos que el cilindro tiene
una longitud infinita y, por tanto, como vimos en el problema del solenoide del capitulo
anterior, el campo magnético en el exterior del cilindro serd nulo. Es decir, la integral del

[
ﬁBdﬁ:gfm:m
0
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7.5

ya que solo contribuye uno de los lados del rectangulo a dicha integral (en los otros dos, o
bien el diferencial de desplazamiento es perpendicular al lado o bien el campo magnético
es nulo). Igualando ambas contribuciones a la ley de Ampere y asumiendo por simetria
la direccion del campo magnético llegamos a

B = u,Crk.

Segundo procedimiento

Pudiera parecer que hemos realizado algtin paso que no debieramos en el primer proce-
dimiento. Si tenemos un medio material, ;por qué no es posible aplicar la ley de Ampere
generalizada? Como vamos a ver, podemos aplicar dicha ley de forma directa y el resul-
tado lo obtendremos de manera inmediata. Dicha ley nos dice que

56H-df: L.

Es una premisa de esta ley y, ademds consecuencia natural de la misma, que si no existen
corrientes externas (no debidas a magnetizacion) necesariamente el campo magnético
auxiliar serd nulo. Es decir, tenemos que H = 0 en todo el expacio. Ahora bien, si vamos
a la propia definicion del campo magnético auxiliar tenemos que

B
H=—-M.

Ho

Y, por tanto, tenemos que

B = uoM = poCrk.

que es exactamente la misma forma que obtuvimos mediante el primer procedimiento.

Como vemos, este segundo procedimiento es mucho mas sencillo y podremos aplicarlo
siempre que:

i) No existan corrientes externas.
ii) Conozcamos la forma del vector de magnetizacion.

Se tiene un solenoide infinito formado por n espiras por unidad de longitud por las que
circula una cierta corriente /. Se rellena el solenoide con un medio lineal de susceptibili-
dad magnética y,,. Calcula el campo magnético en el interior del solenoide.

Si aplicamos la ley de Ampere generalizada a un lazo que sea una seccidn transversal
del solenoide, es facil ver que obtenemos directamente el campo magnético auxiliar. Es

decir
SEH cdl = 1y,
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que quedara como

H2nR = nI2nR,
y, por tanto, H = nl. Ademas, el campo H es paralelo al campo B por lo que la direccion
del campo auxiliar serd la del eje z, es decir, H = nlk.

Por otro lado, en presencia de un medio material de susceptibilidad y,,, ambos campos
estan ligados a través de la susceptiblidad magnética. Empleamos la expresion que los
liga para obtener

B = po(1 + xm)H = pio(1 + x,)nlk.
Podemos concluir que, dependiendo del tipo de medio que exista en el interior del sole-
noide el campo magnético se vera amplificado o reducido, esto es:
1) Medio paramagnético (x,, > 0) El campo magnético se amplifica.
i1) Medio diamagnético (y,, < 0) El campo magnético se reduce.

Obviamente, este efecto se debe a las corrientes de magnetizacion. Como hemos comen-
tado a lo largo del capitulo, si el medio es paramagnético la corriente de magnetizacion va
en el mismo sentido que la propia corriente externa, lo que generara un campo magnético
que se sumararé al campo magnético externo. Si el material es diamagnético ocurrird lo
contrario: la corriente debida a magnetizacion ird en sentido contrario a la corriente ex-
terna, creando un campo magnético que se restard al campo magnético externo. En este
caso, se puede calcular la magnetizacion directamente a partir de

M = y,,.H = nlk.

Por tanto, la corriente superficial debida a magnetizacion es

KM =M x i\lr :an1ﬁ¢

Como habiamos intuido, si el medio es paramagnético la corriente fluye en el mismo
sentido que la corriente externa y, en el caso diamagnético, en el sentido contrario.
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Capitulo 8

Induccion electromagnética y ecuaciones
de Maxwell

En todo el desarrollo del curso hemos considerado que los campos son estacionarios, es decir,
que no presentan una variacion temporal. Ello nos ha llevado a la obtencion de las ecuaciones
de Maxwell estacionarias que, en su forma mas general, son

VXE=0, V-D=p,,
V'BZO, VXH:Jex

Sin embargo, las ecuaciones anteriores deben cambiar cuando los campos presentan varia-
cién temporal como se demostré experimentalmente. En primer lugar, veamos un primer
experimento que permitiéo completar la dependencia temporal de una de las ecuaciones de
Maxwell.

8.1. Ley de Faraday

La ley de Faraday proviene de una serie de experimentos realizados por Michael Faraday en
1831. Sin bien su hipotésis inicial era que, al igual que una serie de cargas moviéndose de
manera estacionaria por efecto de un campo eléctrico generan un campo magnético, pudiera
ser que un campo magnético fuese capaz de generar a su vez una corriente estacionaria.
A pesar que su hipotésis inicial no era del todo correcta (consideraba un campo magnético
estacionario) si se percatd de que, siempre que el campo magnético variase con respecto al
tiempo, se generaba una cierta corriente en el circuito. De esta forma, su hipétesis inicial, con
la puntualizacién de que el campo magnético debe ser variable, pasé a ser una evidencia:

Un campo magnético variable induce un campo eléctrico.

Faraday comprobd experimentalmente que el campo eléctrico inducido es proporcional a la
variacion del flujo magnético a través del circuito. Es decir, la fuerza electromotriz inducida
en el circuito viene dada por

148



Universidad Politécnica de Valencia Electromagnetismo

_9¢
ot’

EEM =

Recordando la definicién de fuerza electromotriz nos queda que

Por otro lado, el flujo del campo magnético viene dado por

(D:ffB-dS
o[

Ahora bien, aplicando el teorema de Stokes a la parte del campo eléctrico, finalmente se
deduce que

Por tanto, nos queda que

OB
VxE=-2. 8.1
% o1 @1

que es la formula de la conocida como ley de Faraday.

8.2. El campo eléctrico inducido

De alguna forma, podemos entender que existen dos tipos de campos eléctricos. Unos debidos
a cargas eléctricas, para los cuales podemos emplear la ley de Coulomb y aquellos inducidos
por campos magnéticos en movimiento. Notese que, una vez supuesta una cierta variacion
temporal de uno de los campos, debemos abandonar la nomenclatura de electro- y magneto-
estdtica. A partir de ahora hablaremos en todo caso de electrodindmica. De alguna forma,
podiamos distinguir explicitamente la naturaleza intrinseca de ambos campos eléctricos y
nombrar un nuevo campo vectorial que fuese dquel debido a un campo magnético cambiante.
Sin embargo, dado que el efecto de ambos campos (el electrostitico y el inducido) es el
mismo, llamaremos a ambos E. Ciertamente en este punto se ha de tener la precaucion de
distinguir la procedencia de dicho campo. Por ejemplo, si el campo eléctrico es puramente
generado por un cambio del flujo magnético, éste no serd debido a la presencia de cargas
externas (p.; = 0. En consecuencia, si aplicamos la ley de Gauss en forma diferencial a
dicho campo se tiene que

V-E=0.

En este caso particular, podemos ver que el campo eléctrico y el campo magnético tienen un
paralelismo matemadtico ya que para ambos la divergencia es nula y el rotacional depende de
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la fuente del campo. En el caso del campo eléctrico inducido, podemos decir que la fuente
del campo es la variacion del flujo magnético.
8.3. Inductancia

La inductancia no es mas que la posible corriente generada en un cierto circuito por la pre-
sencia otro. Es decir, pensemos que tenemos dos circuitos cerrados por los que circula una
cierta corriente. Cada uno de ellos generard un cierto campo magnético que podré atravesar
el otro y, por tanto, existird un cierto flujo de campo magnético del primer circuito sobre el
segundo y viceversa. Consideremos el campo generado por el primer circuito a partir de la
ley de Biot-Savart

_ Mo dl—i X U,
B, =—1 _
T 4x! ’ 72

Podemos, por tanto, considerar el flujo magnético de dicho campo a través del segundo cir-

cuito como
(I)zszBl-dSZ.

Ahora bien, si expresamos el campo magnético en funcion del potencial vector y aplicamos
el teorema de Stokes, tenemos que

<I>2=f <VxA1>-dsz=9§A1-d12,

donde el potencial vector viene dado por

dl,
Ho I 1

A
147r r

Sustituyendo en el flujo magnético tenemos

G

La expresion anterior la podemos expresar como

®, = M1, (8.2)

donde llamaremos M, es la llamada inductancia mutua que viene dada por

lezf:—o‘ésg—da.dl;,
7 r
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Como puede verse, la inductancia mutua es exactamente igual si cambiamos el orden de los
circuitos y, por tanto, M,; = Mj,. De manera que el flujo debido al campo magnético del
segundo circuito sobre el primero serd

(D] = Mz]]lz.

Teniendo en mente que la forma explicita de la inductancia cambiard si existe un campo
magnético variable (hemos partido de la ley de Biot-Savart que solo aplica a corrientes esta-
cionarias), la férmula dada por la Ec. (8.2) mantendra su forma y, por tanto, tendremos que
la fuerza electromotriz inducida sobre el segundo circuito debida a cambios de corriente en
el primero serd

_dd, dl,
EFEM2 = —7 == 215-
Es facil ver a través de la ley de Faraday que, si el campo magnético del primer circuito varia,
no solo inducird una cierta fuerza electromotriz en el segundo circuito si no que también lo
hara sobre si mismo. En este ultimo caso suele hablarse de auto-inductancia, L, cuya fuerza
electromotriz inducida sera

LdI
e =—-L—.
FEM i

8.4. Ley de Ampere en electrodinamica

Una de las principales contribuciones de Maxwell, a parte de escribir las ecuaciones que
describen la interaccién electromagnética de manera compacta y elegante, fue aplicar una
correccion a la ley de Ampere que, en condiciones de campos variables con el tiempo, lleva
a una formula inconsistente. Veamos dicha inconsistencia:

En primer lugar apliquemos la divergencia a la ley de Faraday

oV -B
ot

0B
V-(VXE)=V- (=25 = (- )

Como vemos, la ecuacion anterior es consistente ya que ambas partes son iguales a cero Yy,
por tanto, no existe ningun conflicto.

Ahora bien, hagamos lo mismo con la ley de Ampere

V- (VXB) = up(V-J).

La ecuacidn anterior es perfectamente vélida en condiciones magnetostdticas, es decir, si la
corriente es estacionaria. Sin embargo, en electrodindmica dicha corriente no seré estaciona-
ria y, por tanto, la parte de la derecha no se anulard de manera general. Esto, en el fondo, es
una consecuencia légica ya que, si recordamos el capitulo 6, la ley de Ampere la derivamos
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a partir de la ley de Biot-Savart que, como hemos mencionado en multiples ocasiones, solo
aplica a corrientes estéticas.

Esta apartente incongruencia no es tal si volvemos a la definicién fundamental de densidad
de corriente. Recordemos que la densidad de corriente la definiamos a partir de una cierta
densidad de carga en movimiento. Ademas, llegamos a la conclusién de que, si la carga es
estacionaria, entonces V - J = 0. Sin embargo, la forma general de la divergencia anterior era,
recordando la ecuacion de continuidad,

dp

V.J=-—
1 ot

La densidad de carga se puede expresar a partir de la ley de Gauss como

p=¢&V-E,

que, sustituyendo en la divergencia de la densidad de corriente, lleva a

OE
V-J= —SOV : (E)

0, escrito de otra forma,

OE
V. —)=0.
J+20—27)

Podemos observar que, en el fondo, hemos obtenido un término extra que desaparece en
condiciones electrostiticas pero que, cuando existen campos variables, hacen que la ley de
Ampere se siga cumpliendo. Es decir, si afiadimos el término obtenido a partir de la ecuacién
de continuidad a la ley de Ampere nos queda

OE
V X B = poJ + pogo

o (8.3)

y, ahora si, al aplicar la divergencia se cumple que

OE
V- (VXB)=uV-J +NOSOE) =0.

La Ec.(8.3) es conocida como la ecuacion de Maxwell-Ampere y tiene importantes implica-
ciones. No solo evita la inconsistencia de la ley de Ampere magnetostatica si no que, ademads,
implica que:

Un campo eléctrico variable induce un campo magnético.

Aunque sea una nomenclatura algo enganosa, Maxwell llamo al nuevo término corriente de
desplazamiento de forma que dicha corriente seria
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OE
Ja=e0—
or’
nomenclatura que mantendremos ocasionalmente teniendo en mente que dicho término no
implica una corriente tal como la definimos en el capitulo 5 (es un campo variable con el
tiempo no necesariamente debido a cargas que cambian su velocidad con el tiempo).

8.5. Ecuaciones de Maxwell

Con lo visto en este capitulo hemos llegado a nuestro objetivo inicial, encontrar las ecuaciones
que definen las posibles interacciones entre los campos elétrico y magnético en presencia (o
no) de medios materiales y para campos variables (0 no) con el tiempo. Escribdmoslas de
manera compacta

V-E = ﬁ, (Ley de Gauss)
)
0B
VXE = 5 (Ley de Faraday)
V-B = 0,

OE
VB = ugJ+ 'UOSOE (Ley de Ampere Maxwell)

Las ecuaciones anteriores no solo describen el campo magnético y eléctrico si no que, ademas,
implican la existencia de ondas electromagnéticas. De hecho, el factor g, esta relacionado
con la velocidad de la luz

1
VHMoEo '

Las ecuaciones anteriores también se pueden escribir en funcién de las leyes de Gauss y
Ampere generalizadas como

CcC =

V-D = peu, (Ley de Gauss)
0B
VXE = o (Ley de Faraday)
V-B = 0,
dD .
VxH = J.«+ m (Ley de Ampere Maxwell)

de donde es fécil ver por qué Maxwell llamo al nuevo término de la ley de Ampere como co-
rriente de desplazamiento ya que, en la forma anterior, puede expresarse directamente como

oD

Jd—E-
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8.6. Conclusion

Con este ultimo capitulo hemos completado el objetivo principal de la asignatura, obtener
las ecuaciones de Maxwell. Estas suponen la base de la electrodindmica que se estudiard a
fondo en la asignatura Electromagnetismo II. Como hemos visto, a partir de una serie de
leyes experimentales (ley de Coulomb, ley de Biot-Savart, Ley de Faraday) hemos logrado
aunar cualquier interaccion electromagnética tanto en el vacio como en medios materiales
mediante cuatro sencillas ecuaciones. Podemos intuir que, en general, la resolucién de las
ecuaciones de Maxwell implica resolver un sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas
parciales. Por ejemplo, imponiendo ciertas condiciones iniciales y algunas aproximaciones,
las ecuaciones de Maxwell llevan a la ecuacion de onda electromagnética que es la base de la
Optica electromagnética.
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Problemas

1. Se tiene un solenoide de longitud finita, / y radio a, con n; vueltas por unidad de longi-
tud. Este solenoide esta contenido en uno de mayor tamafo, de radio b > a, n, vueltas
por unidad de longitud y cuya longitud puede considerarse infinita. Por el solenoide
corto circula una cierta corriente /. Calcula el flujo a través del solenoide largo. Solu-
cion:

Como sabemos, si queremos considerar el campo generado por el solenoide corto y,
mas auin, su flujo, estariamos delante de una ardua tarea, especialmente para obtener
una expresion analitica. Sin embargo, podemos emplear la inductancia mutua para co-

nocer el flujo directamente. Sabemos que el campo magnético del solenoide largo es
constante en su interior, con magnitud

B = IU()I’ZQI.

Podemmos, por tanto, calcular el flujo de este campo a través del solenoide corto

Bra* = uonyIna®.

Podemos calcular el flujo del campo a través del solenoide, teniendo en cuenta que hay
ny! vueltas en total

o= ,uo7ra2n1nzll.

De donde identificamos la inductancia mutua

M = ,Lloﬂ'azflll’lzl.
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Apéndice A
Sistemas de coordenadas

Recordemos brevemente la relacion entre las coordenadas cilindricas y esféricas y las coor-
denadas cartesianas.

A.1. Coordenadas cilindricas

Coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas:

X = pcos¢, y=psing, z =z (A.1)

Coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas:

p= \VxX*+y% ¢ = arctan(y) , 2=2Z. (A.2)

X

Vector de posicion:

F=pcosgi+psing j+zk (A.3)
Vectores unitarios:
Relacién directa (A4)
h, = cos¢ i +sing J
gy = —sing i +cos¢ |
n, = k.
Relacién inversa (A.5)
1= cos ¢ fi, — sin¢ iy
j = sin¢ i, + cos ¢ iiy
k = a,.
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Elementos diferenciales:

de desplazamiento (A.6)
dl = dpi, + pddi, + zk
de area
dS, = pdpdz
dS¢ = dde
ds. = pdpd¢
de volumen
dV = pdpdedz.
Gradiente:
1 N
Vf = a—fbip + _8_]‘% + 6—fk
op p 0P 0z
Divergencia:
1 0(pF 10F, F
v.p= 120f)  10Fy | OF,
p op pdp 0Oz
Rotacional:
16F, OF OF, OF 1 (0F, OF,).
VxF:(— : ——¢)u; (—p— Z)u¢+—( : ——p)k
p 0p 0z 0z op p\ dp 0z

A.2. Coordenadas esféricas

Coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas:

X = rsinfcos¢, y = rsinfsing, z = rcoséb. (A.7)

Coordenadas esféricas a coordenadas cartesianas:

r= +x*+y?+7z2, ¢ = arctan ()—}) ,0 = arc cos (E) (A.8)
X r
Vector de posicion:

7=rsinfcosd i+ rsinfsing ]+ rcos6k (A.9)

Vectores unitarios:
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Relacion directa (A.10)
i, = sinfcosdi+sinfsing j—coslk
fly = cosfcosgi+cosfsing J—sinbk
fy = —sing 1 +cos¢ J.
Relacién inversa (A.11)
i = sinfcos¢ i, + cosdcos ¢ iy — sin ¢ ity
j = sin@sing i, + cosfsin ¢ iy + cos ¢ ity
k = cos® i1, — sin Oiiy.
Elementos diferenciales:
de desplazamiento (A.12)
dl = drii, + rdig + rsin 0deii,
de area
dS, = r*sin6dbde
dSy = rsinfdrde
dS, = rdbdr
de volumen

dV = r*sinfdrdods.

Gradiente:
of . 10f . 1 af .
Vf=— - -
/ 5rur " r 89u9 * rsin@&pud)
Divergencia:
2 i OF,
V.Fo l@(r F,) N 1 0(sin 0F ) N 1 P
r2 op rsing 06 rsin6 d¢
Rotacional:
1 1 d(sin 6F F, 1{ 1 O0F. O(F 1 F F.\ »
VxF=— —(Sln ¢)—69Li,+— - oF, _ (rFy) g + — o 9)_(9,¢
rsinf\p 00 op r \sinf 0¢ or r\ or 00
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Apéndice B
Delta de Dirac tridimensional

La funcién delta de Dirac se puede definir en R? de la siguiente manera

0 si 7+
-
ryr =

w={0 5 128

Cumple, ademas, las siguientes propiedades

1. f S(A7 = 1.
R3

2. f 87— a)d’r=1,
R3

3, f FROF - BT = £(@),
R3

(B.1)

(B.2)

(B.3)

(B.4)

siendo f una cierta funcién y @ un vector constante. Fijémonos en que basta con conocer
la propiedad (3) para obtener el resto. Si, en dicha expresion, consideramos que f(7) = 1,
tendriamos que f(d) = 1, cumpliéndose la segunda expresion. La primera expresién la

tendriamos sin mds que considerar que el vector constante es nulo.

B.1. Delta de Dirac como divergencia de un campo vecto-

rial

Existen algunos casos particulares en los que al aplicar un cierto operador O sobre una cierta
funcién f(7), el resultado es una funcion delta de Dirac. Bastaria que dicha operacion fuera

la siguiente

0 i

oo Si

0(f(7) = {
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Loégicamente, este tipo de resultado ocurrird cuando la operacién dé lugar a una indetermina-
cién de algun tipo.

Un caso particularmente interesante es cuando se aplica la divergencia sobre un campo vec-
torial cuya variacién con la distancia cumple la ley cuadrética inversa (1/r%). Se puede de-
mostrar que

V. (lﬁi;) = 476 (7). (B.6)

Si bien la demostracién de la ecuacién anterior dista de ser trivial, demos algunos detalles de
la misma. En primer lugar, calculemos la divergencia a partir del producto escalar del campo
y el operador nabla (escrito en coordenadas esféricas por simplicidad):

1. 1 6 (p?
V'(E“f):m(ﬁ):“ B

Podiamos pensar que la divergencia de un campo con este tipo de variacion es nula en todo
el espacio. Sin embargo, si observamos la ecuacién anterior, claramente existe una indeter-
minacién en p = 0, es decir, justo donde se encuentra la fuente del campo. Podemos proceder
de otra forma, a partir del teorema de la divergencia para tratar de resolver esta aparente

inconsistencia:
) Lo\ )
F-dS = ﬁl/lr - R“ sin 9d9d¢lxtr (B8)

donde se integra sobre la superficie cerrada de una esfera de radio R. De la expresion ante-
rior podemos intuir una particularidad. El resultado de la integral es independiente del radio
de la esfera, es irrelevante cuan grande o pequefia sea. De hecho, si evaluamos la integral
obtenemos lo siguiente

T 27
f sin Qa’Hf d¢ = (cos(0) — cos(m)) 2m = 4n. (B.9)
0 0

Por tanto, independientemente del radio de la esfera, la integral del campo en la superficie
es, efectivamente 47. En el fondo, tanto la indeterminacion en la expresion (B.7) como la
aparente paradoja encontrada en (B.9) tienen la misma causa. En el punto dado por p = 0 o,
lo que es lo mismo, cuando R = 0, nos encontramos con el origen del campo. Es, por tanto,
la fuente del campo la unica que contribuye en la integral dada en (B.9), mientras que el resto
de puntos englobados por la superficie tienen una contribucién nula. Dicho de otro modo, la
fuente del campo, al aplicar la divergencia, se comporta como una funcion delta de Dirac. El
factor 47, se suele incorporar dentro del propio campo de modo que la ecuacién B.6 queda
como

-

7
V. (47r|17]3) = 6(7). (B.10)
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Apéndice C
Angulo sélido

El angulo sélido es, basicamente, la proyeccion de una cierta superficie situada en el espacio
vista desde un cierto punto. Por tanto, resulta en un cono cuyas dimensiones dependen de
la forma de la superficie y la distancia entre €sta y el punto de observacion. Resulta parti-
cularmente interesante definir el elemento diferencial de dngulo sé6lido. Vendria dado por el
angulo sdlido subtendido por un elemento diferencial de drea dS ubicado en un punto del
espacio coordenado dado por el vector 7 con respecto a otro punto situado en 7 viene dado
por

- ds. (C.1)

Figura C.1: Representacion grafica del dngulo sélido.

Se puede demostrar que, para cualquier superficie cerrada, la Ec. (C.1) resulta en

0= { 47 si el punto situado en r” estd dentro de la superficie cerrada. C2)

. . -2 P .
0 siel punto situado en 7’ estd fuera de la superficie cerrada.

Este resultado se puede demostrar de manera sencilla a partir de 1o obtenido en la seccién B.1
ya que, a partir del teorema de la divergencia, se obtiene que

Q:f(r_i)wds:fv-(f_r)dv, (C3)
A ! v

7 - P
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y, por tanto, obtenemos que el dngulo sélido vale 4z para puntos localizados en el volumen
que encierra la superficie y 0 para puntos en el exterior.
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