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Resumen

La cinemática y dinámica de mecanismos paralelos es un campo de investigación donde tradicionalmente se realizan los análisis 
de los mecanismos empleando la teorı́a de los torsores. En este artı́culo se presenta un enfoque alternativo, basado en la teorı́a de 
grupos y álgebra de Lie, el cual es un método que ha sido utilizado de manera exitosa en el análisis de cadenas cinemáticas abiertas. 
El artı́culo inicia con una breve introducción a las cadenas cinemáticas abiertas y su álgebra de Lie, y posteriormente aplica dichos 
conceptos a los mecanismos paralelos. El artı́culo se ha redactado utilizando únicamente álgebra de vectores y matrices, con el 
objetivo de cubrir la mayor cantidad de investigadores del campo de la Robótica. En ese sentido, se analizan ejemplos tı́picos de 
robots paralelos en forma de tutorial, entre los que se encuentran, el mecanismo de cinco barras, el mecanismo de cuatro barras 
espacial y el robot 3-RRR planar. Se espera que el enfoque práctico dado al presente artı́culo contribuya a fomentar el uso del
álgebra de Lie para el análisis cinemático y dinámico de mecanismos paralelos.

Palabras clave: Robots paralelos, modelamiento dinámico, dinámica multicuerpo, mecanismo cinco barras, robot 3-RRR planar.

Inverse dynamics of parallel robots: a tutorial with Lie algebra

Abstract

The kinematics and dynamics of parallel mechanisms is a field of research where mechanisms analysis are traditionally carried 
out using the screw theory. In this article an alternative approach based on group theory and Lie algebra is presented, where both 
methods, group theory and Lie algebra, are successfully used in the analysis of open kinematic chains. The article begins with a 
brief introduction to open kinematic chains and its Lie algebra, and later extends the analysis to parallel mechanisms. The article 
has been written using only traditional vectors an matrices algebra, with the aim of covering the largest number of researchers 
in the field of Robotics. Typical examples of parallel robots are analyzed in the form of a tutorial, among which are the five-bar 
mechanism, the spatial four-bar mechanism and the planar 3-RRR robot. It is hoped that the practical approach given to this article 
will contribute to promoting the use of Lie algebra for the kinematic and dynamic analysis of parallel mechanisms.

Keywords: Parallel robots, dynamic modelling, multibody dynamics, five bar mechanisms, planar 3-RRR robot

1. Introducción

Se denomina mecanismo cinemático paralelo, también co-
nocido como robot paralelo, a un dispositivo mecánico que tie-
ne por caracterı́stica principal tener varias cadenas cinemáticas
seriales dispuestas en configuración paralela y unidas por un

cuerpo común que se denomina el efector final del robot, Tsai
(1999), Kong and Gosselin (2007). La importancia de los ro-
bots paralelos radica en sus prestaciones, como son alta relación
fuerza/peso, mayor rigidez mecánica, y mejor precisión, cuan-
do se comparan con los robots seriales, Merlet (2005), Taghirad
(2013).
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Los robots paralelos han sido objeto de una amplia inves-
tigación en todos sus campos, y mucho se ha avanzado en ci-
nemática, dinámica y control. En el campo de la cinemática se
han logrado grandes desarrollos gracias a la teorı́a de torsores
(Screw Theory en Inglés), tanto en la sı́ntesis, donde existen
por ejemplo los libros de sı́ntesis estructural Gogu (2008), Go-
gu (2009), Gogu (2010), Gogu (2012), Gogu (2014), como en el
análisis, donde sobresalen los aportes de Gallardo en los cálcu-
los del jerk e hiper-jerk Gallardo-Alvarado (2016). Reciente-
mente, en el análisis de mecanismos sobresalen los aportes da-
dos por Gallardo-Alvarado and Gallardo-Razo (2022). En el as-
pecto dinámico, se tienen los aportes dados por Briot and Khalil
(2015), Gallardo et al. (2003), entre muchos otros.

En los robots paralelos, el análisis cinemático inverso suele
realizarse por medio del álgebra de vectores, por cuanto es un
método sencillo que brinda buenos resultados. Sin embargo, el
análisis cinemático directo es mucho más complicado, Merlet
(2005). En ese sentido, en Nielsen and Roth (1999), y Mer-
let (2004) se mencionan las técnicas numéricas y algebraicas
más empleadas para solucionar el problema cinemático directo,
como son los métodos algebraicos de eliminación y bases de
Gröebner, y el método numérico de continuación. Otros méto-
dos numéricos recientes involucran el método de regresión Mo-
rell et al. (2013), y el método de redes neuronales, Zubizarreta
et al. (2018). Sin embargo, es evidente que los métodos numéri-
cos son los más utilizados, por cuanto los métodos algebraicos
involucran complejas ecuaciones no lineales basadas en polino-
mios de orden superior. También se emplean métodos hı́bridos,
como por ejemplo en Kim and Park (2001), donde se plantean
un conjunto de polinomios obtenidos de forma algebraica, para
después emplear un método numérico para encontrar la solu-
ción.

Respecto a la dinámica, el enfoque ha sido resolverla tan-
to de forma numérica, como de forma simbólica. En Taghirad
(2013) se muestra un método de solución de forma simbólica
resolviendo la dinámica de las patas por medio de las ecuacio-
nes Newton-Euler para robots seriales; posteriormente se re-
suelve para las juntas activas uniendo las ecuaciones en el efec-
tor final. El mismo enfoque fue empleado por Briot and Kha-
lil (2015), pero unificando la dinámica con los conceptos ci-
nemáticos de la teorı́a de torsores. En Gallardo et al. (2003), se
ilustra también de manera similar como emplear la teorı́a de tor-
sores para obtener la dinámica de robots paralelos por medio del
trabajo virtual. Sin embargo, uno de los grandes inconvenientes
de los métodos algebraicos es que la dinámica debe ser resuel-
ta para las variables independientes de la cadena cinemática,
lo que se traduce en un arduo trabajo manual de simplificación
algebraica de ecuaciones altamente no lineales.

Otro enfoque de análisis dinámico de robots paralelos lo
brinda la dinámica multicuerpo. Esta técnica busca analizar tan-
to la cinemática como la dinámica de cualquier tipo de cadena
cinemática (abierta, cerrada, en paralelo o hı́brida) por métodos
numéricos computacionales. En la dinámica multicuerpo exis-
ten dos métodos generales más difundidos. El método utilizado
por Haug (1989) y Nikravesh (2018), donde todas las juntas de
la cadena cinemática se reemplazan por restricciones de movi-
miento, y el método empleado por Featherstone (2008) donde
solo se rompen (es decir se reemplazan por restricciones) cier-
tas juntas de la cadena cinemática, de manera que se tiene un

árbol de cadenas cinemáticas abiertas, unidas por restricciones
de movimiento. Cada método tiene sus ventajas y desventajas,
donde el método de Featherstone tiene la caracterı́stica de gene-
rar un mı́nimo de ecuaciones de restricciones, y la dinámica se
basa en el enfoque utilizado para cadenas cinemáticas seriales.

En Featherstone (2008) se resumen los métodos más
comúnmente empleados para resolver la dinámica multicuer-
po, y al tratamiento del álgebra de Lie se le da el nombre de
álgebra de vectores 6D. Por otro lado, Park et al. (1995), Park
et al. (1999), Lynch and Park (2017), fueron los primeros en in-
troducir los conceptos del álgebra de Lie al análisis cinemático
y dinámico de robot seriales, complementando en cierta for-
ma, los algoritmos desarrollados por Featherstone. Lastimosa-
mente, la metodologı́a y nomenclatura utilizada por Park no se
ha generalizado en el análisis de cadenas cinemáticas cerradas,
como es el caso de la robótica paralela. Un inconveniente del
método propuesto por Featherstone para el análisis dinámico
de robots paralelos es la relación entre el lazo de posición y el
análisis de velocidad, por cuanto las restricciones se encuen-
tran expresadas en velocidad. Featherstone propone solventar
este inconveniente introduciendo las matrices Xerr durante el
proceso de integración numérica.

Tabla 1: Definiciones de Ti−1,i para las juntas más comunes.
Tipo de junta Ti−1,i

Rotacional. Se define como
una rotación alrededor del
eje z

[
Rz(θ) 0

0 1

]

Traslacional. Se define como
una traslación paralela al eje
z

[
I tz(θ)
0 1

]

Cilı́ndrica. Se define como
una rotación y traslación al-
rededor del eje z

[
Rz(θ1) tz(θ2)

0 1

]

Universal. Se define como
dos rotaciones sucesivas, la
primera alrededor del eje z,
la segunda alrededor del eje
y

[
Rz(θ1)Ry(θ2) 0

0 1

]

Esférica. Se define como tres
rotaciones sucesivas a lo lar-
go de los ejes z, y, x

[
Rz(θ1)Ry(θ2)Rx(θ3) 0

0 1

]

Helicoidal. Se define como
una rotación alrededor del
eje z y una traslación en z de-
bido al paso de la rosca p

[
Rz(θ1) tz(pθ1)

0 1

]

Planar. Se define como dos
traslaciones a lo largo de los
ejes x, y, y una rotación en z

[
Rz(θ3) [tx(θ1), ty(θ2)]

0 1

]

El presente artı́culo amplı́a la notación de álgebra de Lie in-
troducida por Lynch and Park (2017) para aplicarla en el análi-
sis numérico de la dinámica inversa de robots paralelos. Es-
te nuevo enfoque numérico difiere del enfoque propuesto por
Featherstone (2008) en la simplificación del análisis de posi-
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ción, y la introducción de un solo tipo de jacobiano para los ti-
pos de juntas más comunes, generando de esta forma un método
práctico para analizar dinámicamente un robot paralelo. Se pue-
de decir que la principal ventaja del enfoque propuesto sobre el
método algebraico de la teorı́a de torsores es la eliminación de
la manipulación manual de ecuaciones altamente no lineales,
cuando se intenta expresar la dinámica en función de las va-
riables independientes, reduciendo considerablemente el tiem-
po del análisis. Respecto al método propuesto por Feathersto-
ne, el cambio propuesto evita emplear variables diferentes para
el análisis de posición, y, por ende, tener que introducir ma-
trices adicionales durante la integración numérica. Por último,
con el objetivo de querer fomentar el uso de la nomenclatura del
álgebra de Lie, se ha escrito el artı́culo a modo de tutorial con
tres ejemplos numéricos al final, para ilustrar de la mejor for-
ma posible, como realizar de forma práctica y directa el análisis
numérico de la cinemática y la dinámica inversa de los robots
paralelos.

2. Análisis de Posición, Velocidad y Aceleración de Cade-
nas Cinemáticas Abiertas

En las siguientes tres secciones se hará un repaso de los
análisis de posición, velocidad y aceleración para cadenas ci-
nemáticas abiertas, como son los robots seriales. Buscando al-
canzar el objetivo de cobijar la mayor audiencia posible, se em-
plea la nomenclatura comúnmente utilizada en los cursos de
Robótica.

2.1. Análisis de Posición
El análisis de posición en la Robótica de cadenas seriales se

realiza por medio del uso de las matrices de transformación ho-
mogéneas, T. Estas matrices describen la posición y orientación
relativa entre dos sistemas de referencia diferentes, ubicados
en los cuerpos que conforman la cadena cinemática. La matriz
de transformación homogénea entre dos sistemas consecutivos,
i − 1 e i, se define, empleando la notación de los subı́ndices,
como,

Ti−1,i =

[
Ri−1,i ri−1,i

0 1

]
(1)

Donde se ha incluido la matriz de rotación entre sistemas de
referencia, R. La transformación inversa de la matriz de trans-
formación homogénea se obtiene por,

Ti−1,i
−1 =

[
RT

i−1,i −RT
i−1,iri−1,i

0 1

]
Ti,i−1 =

[
Ri,i−1 ri,i−1

0 1

]
(2)

En este caso, se ha introducido la relación entre los vectores
de posición que unen los dos sistemas de referencia, ri,i−1 =

−RT
i−1,iri−1,i = −Ri,i−1ri−1,i.
En términos matemático, se dice que la matriz de transfor-

mación homogénea, Ti−1,i, pertenece al grupo especial Eucli-
diano S E(3), el cual posee un álgebra de grupos denominada
álgebra de Lie. Esta algebra se hace evidente cuando se realiza
el análisis de velocidades a las cadenas cinemáticas abiertas.

El análisis de posición, de una cadena cinemática abierta,
se obtiene al multiplicar de forma consecutiva todas las matri-
ces de transformación homogénea ubicadas desde la base del

robot hasta el sistema del efector final del mismo. La ecuación
resultante entre los dos sistemas de referencia ubicados en los
extremos de la cadena cinemática se puede escribir como,

T0,n =

n∏
i=1

Ti−1,i (3)

Entre un par de cuerpos consecutivos, se ubica una junta,
la cual puede ser pasiva o activa. Esta junta posee a su vez una
matriz de transformación homogénea, Ti−1,i, que no es cons-
tante sino que depende de los grados de libertad de la junta.
En la cadena cinemática abierta existirán dos tipos de matrices
de transformación homogéneas, las de las juntas, y las matri-
ces constantes relacionadas con la geometrı́a y ubicación de los
cuerpos. La Tabla 1 contiene los tipos de juntas más comunes
encontrados en una cadena cinemática junto con las definicio-
nes de la matriz de transformación respectiva.

2.2. Análisis de Velocidad
En el caso de una cadena cinemática abierta, el análisis de

velocidad se obtiene al diferenciar la ecuación de posición, (3).
El resultado de esta operación suele multiplicarse por la matriz
de transformación inversa, T−1

0,n, para de esta forma, expresar las
velocidades en función del sistema de referencia de cada cuer-
po. El resultado de esta multiplicación es,

T−1
0,nṪ0,n =

n∑
i=1

Ti,n
−1

(
Ti−1,i

−1Ṫi−1,i

)
Ti,n (4)

Donde el producto T−1Ṫ solo existe en aquellos cuerpos unidos
por una junta, puesto que en los demás casos T es constante y su
derivada es cero. La expresión que se obtiene para el producto
T−1Ṫ es de la forma,

T−1Ṫ = S̃ iθ̇i =

[
Ŝ i,rot S i,lin

0 0

]
θ̇i (5)

Esta expresión recibe el nombre de álgebra de Lie, se(3),
y pertenece al grupo especial Euclidiano S E(3). El resultado
obtenido para S̃ i dependerá del tipo de junta y sus grados de li-
bertad. Esta matriz tiene la peculiaridad de que se puede asociar
con un vector de dimensión 6×1. En Featherstone (2008) se les
da a estos vectores el nombre de vectores 6D, mientras que en
Murray et al. (1994) se les dice twist, en referencia a la teorı́a
de torsores.

En la expresión (5) se ha definido de forma implı́cita dos
conceptos. El primero es el operador (̂) el cual es el equivalente
matricial del producto vectorial en vectores 3D. Su definición
para un vector 3D es,

â =

 0 −az ay

az 0 −ax

−ay ax 0

 (6)

El segundo concepto involucrado es el operador (̃) el cual es
un operador que transforma un vector del álgebra de Lie se(3),
representado como vector 6 × 1, a una matriz de 4x4. En ese
sentido, se puede mencionar la operación anti-(̃), que se encar-
ga de extraer el vector 6 × 1 subyacente de la matriz 4 × 4. Este
vector se suele expresar de la forma,

S i =

[
S i,rot

S i,lin

]
(7)
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Donde se dice que se ha representado siguiendo la nomenclatu-
ra de Plücker, el cual recomienda colocar de primero el término
rotacional, y de segundo el término lineal.

A cada una de las juntas definidas en la Tabla 1 se le puede
hacer la operación T−1

i−1,iṪi−1,i y posteriormente extraer el vector
S i utilizando la operación anti-(̃). Los resultados obtenidos se
encuentran resumidos en la Tabla 2, donde los vectores S i se
representan según la nomenclatura de Plücker.

Tabla 2: Definiciones de S i para las juntas
Tipo de junta S i

Rotacional [0, 0, 1, 0, 0, 0]T

Traslacional [0, 0, 0, 0, 0, 1]T

Cilı́ndrica
[

0, 0, 1, 0, 0, 0
0, 0, 0, 0, 0, 1

]T

Universal
[
−sθ2, 0, cθ2, 0, 0, 0

0, 1, 0, 0, 0, 0

]T

Esférica

 −sθ2, cθ2, cθ2cθ3, 0, 0, 0
0, cθ3,−sθ3, 0, 0, 0

1, 0, 0, 0, 0, 0


T

Helicoidal [0, 0, 1, 0, 0, p]T

Planar

 0, 0, 1, 0, 0, 0
0, 0, 0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 0, 1, 0


T

En la ecuación (4) se puede observar que para cada S̃ i se en-
cuentra una operación con la forma T−1S̃ iT. En álgebra de Lie
esta operación T()T−1 recibe el nombre de operador adjunto, y
si bien se define en función de la transformación inversa,

AdTi−1,i S i ↔ Ti−1,iŜ iT−1
i−1,i

El uso de los subı́ndices y la propiedad del operador adjunto,
donde su inversa es equivalente a la inversa de la matriz de
transformación, AdTi,i−1

−1 = AdT−1
i,i−1
= AdTi−1,i , permite que se

generalice sin mayores inconvenientes el uso de los subı́ndices
que se utilizan en las matrices de transformación homogénea.
Siguiendo la notación de subı́ndices, el operador adjunto se de-
fine como,

AdTi−1,i =

[
Ri−1,i 0
ˆri−1,iRi−1,i Ri−1,i

]
(8)

Por otro lado, en el álgebra de Lie se hace referencia a los co-
vectores cuando se va a realizar el producto escalar entre ele-
mentos del álgebra de Lie. En ese espacio de los covectores
existe el equivalente al operador adjunto, el cual recibe el nom-
bre de operador coadjunto. En este artı́culo la definición del
operador coadjunto viene dado por la expresión, Ad∗T = Ad−T

T ,
y con representación de subı́ndices queda de la forma,

Ad∗Ti−1,i
=

[
Ri−1,i ˆri−1,iRi−1,i

0 Ri−1,i

]
(9)

Es importante aclarar que según Lynch and Park (2017) la defi-
nición del operador coadjunto es,

Ad∗T = AdT
T−1

Pero se puede apreciar que haciendo uso de los subı́ndices los
resultados obtenidos son los mismos.

Utilizando el operador adjunto del álgebra de Lie, la ecua-
ción de velocidad, (4), para una cadena cinemática abierta que-
da expresada de la forma,

Vn =
∑

AdTn,i S iθ̇i (10)

2.3. Las velocidades son vectores y las fuerzas son covecto-
res.

A modo de aclaración del operador coadjunto, Ad∗T , se
muestra a continuación las transformaciones entre sistemas de
referencia para las velocidades y las fuerzas. En el caso de las
velocidades, la Figura 1 muestra una pareja de velocidades ubi-
cada en el sistema i, velocidad lineal vi y velocidad angular ωi,
que se va a trasladar al sistema i − 1.

Figura 1: Traslado de velocidades entre sistemas de referencias.

El traslado de la velocidad angular en dirección diferente a
su lı́nea de acción implica la multiplicación de la misma por la
distancia del traslado, generando ası́ una velocidad lineal. Si a
ese efecto se le agrega el cambio de coordenadas debido a la
matriz de rotación Ri−1,i, el resultado obtenido es,[

ωi−1
vi−1

]
=

[
Ri−1,i 0
ˆri−1,iRi−1,i Ri−1,i

] [
ωi

vi

]
Vi−1 = AdTi−1,i Vi

Es decir, que los vectores velocidades se trasladan entre siste-
mas de referencias utilizando el operador adjunto AdT .

El mismo ejercicio se puede repetir para las fuerzas, en cuyo
caso hay que tener en cuenta que la traslación de la misma ge-
nera un momento cuando se hace diferente a su lı́nea de acción.
El resultado para este caso es,[

mi−1
fi−1

]
=

[
Ri−1,i ˆri−1,iRi−1,i

0 Ri−1,i

] [
mi

fi

]
Fi−1 = Ad∗Ti−1,i Fi

Es decir, las fuerzas se trasladan entre sistemas utilizando el
operador coadjunto Ad∗T .

Este ejercicio aclara que las velocidades deben tratarse co-
mo vectores del álgebra de Lie, mientras que las fuerzas son
los covectores del álgebra de Lie. Este resultado es muy im-
portante para el cálculo de la potencia, por cuanto la misma se
calcula multiplicando una fuerza por una velocidad. Al emplear
los operadores adjuntos y coadjuntos se está asegurando que la
medición de la potencia sea invariante respecto al sistema de
coordenadas escogido para realizar el producto,

Vi
T Fi = Fi

T Vi = Vi−1
T Fi−1 = Fi−1

T Vi−1
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Por cuanto se tiene que para la multiplicación de un operador
adjunto con su respectivo operador coadjunto es la matriz iden-
tidad, AdT

Ti−1,i
Ad∗Ti−1,i = Ad∗Ti−1,i AdT

Ti−1,i
= I.

2.4. Análisis de Aceleración
El análisis de aceleración se logra derivando el análisis de

velocidad. Derivando respecto al tiempo la ecuación (10), se
obtiene,

An =

n∑
i=1

(
AdTn,i S iθ̈i + AdTn,i Ṡ iθ̇i + AdTn,i adVi S iθ̇i

)
(11)

En esta expresión se ha introducido el concepto del operador
del corchete de Lie, adV , el cual es una extensión del producto
vectorial de vectores 3D a los vectores 6D. El operador corchete
de Lie en términos matemáticos se define como el resultado de
la siguiente operación entre dos elementos del álgebra de Lie,

adVi V j = [Ṽi, Ṽ j] = ṼiṼ j − Ṽ jṼi (12)

esto para el caso de las matrices del grupo se(3). Sin embargo,
se puede obtener el mismo resultado realizando una derivación
a la expresión del operador adjunto, ecuación (8),

ȦdTi−1,i = AdTi−1,i adVi (13)

Ya sea que el operador del corchete de Lie se obtenga diferen-
ciando el operador adjunto, como en (13), o por medio de las
operaciones de matrices, (12), el resultado obtenido es el mis-
mo,

adVi =

[
ω̂i 0
v̂i ω̂i

]
(14)

Es importante destacar que el operador corchete de Lie tiene
propiedades similares a la del producto vectorial,

adVi V j = − adV j Vi (15a)
adVi Vi =adV j V j = 0 (15b)

En la ecuación de aceleración, ecuación (11), aparece el
término Ṡ i, el cual solo existe en aquellas juntas donde el vec-
tor S i no es constante. Siguiendo las definiciones de S i de la
Tabla 2, se observa que las dos juntas que tienen un vector S i

no constante son las juntas universal y esférica. Los valores de
las matrices Ṡ i para estas juntas se encuentra en la Tabla 3.

Tabla 3: Definiciones de Ṡ i para las juntas
Junta Ṡ i

Universal
[
−cθ2θ̇2, 0,−sθ2θ̇2, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0, 0, 0

]T

Esférica

 −cθ2θ̇2,−sθ2θ̇2,−sθ2cθ3θ̇2 − cθ2sθ3θ̇3, 0, 0, 0
0, sθ3θ̇3,−cθ3θ̇3, 0, 0, 0

0, 0, 0, 0, 0, 0


T

El producto adVi S iθ̇i que aparece en la ecuación de acelera-
ción, ecuación (11), se puede conmutar, en cuyo caso se tendrı́a
el término −adS i Viθ̇i. En este punto, se reemplaza la ecuación
(10) para el cálculo de Vi, obteniendo el siguiente resultado,

An =
∑n

i=1

(
AdTn,i S iθ̈i + AdTn,i Ṡ iθ̇i

)
−

∑n
i=2 AdTn,i adS i

(∑i−1
j=1 AdTi, j S jθ̇ j

)
θ̇i

Se puede volver a conmutar el resultado para cambiar el signo
de la expresión, obteniendo,

An =
∑n

i=1

(
AdTn,i S iθ̈i + AdTn,i Ṡ iθ̇i

)
+

∑n−1
i=1 AdTn,i adS i

(∑n
j=i+1 AdTi, j S jθ̇ j

)
θ̇i (16)

La segunda sumatoria de la ecuación recibe el nombre de acele-
ración de términos de Lie, por cuanto surge del producto de Lie
de los diferentes vectores de álgebra de Lie, y tiene la carac-
terı́stica de que en su evaluación solo participan componentes
de velocidad. Sumando al término de Lie la derivada Ṡ i se tiene
lo que se va denominar términos Coriolis de aceleración, por
ser dependiente de las velocidades de las juntas,

Ac,n =

n∑
i=1

AdTn,i Ṡ iθ̇i

+

n−1∑
i=1

AdTn,i adS i

 n∑
j=i+1

AdTi, j S jθ̇ j

 θ̇i (17)

Con esta última expresión, la aceleración de un cuerpo se puede
expresar como,

An =

n∑
i=1

AdTn,i S iθ̈i + Ac,n (18)

3. La relación entre la velocidad absoluta y la velocidad
obtenida con el álgebra de Lie

El operador adjunto del álgebra de Lie guarda relación con
el operador de traslado empleado en la teorı́a de torsores. En la
teorı́a de torsores se describen los vectores respecto al sistema
absoluto, por lo tanto se eliminan las matrices de rotación en
el análisis de velocidades. Reemplazando en la ecuación (8) las
matrices de rotación por matrices identidades se obtiene,

AdOi−1,i =

[
I 0
ˆri−1,i I

]
La relación de velocidades entre el álgebra de Lie y la teorı́a de
torsores se obtiene trasladando el vector velocidad al sistema
absoluto, con AdT , y después regresando el vector al punto de
análisis, con AdO,

V0,i = AdOi,0 AdT0,i Vi

Donde V0,i es la velocidad obtenida por métodos tradicionales,
es decir, expresada en el sistema de referencia absoluto. El ope-
rador AdT0,i se emplea para trasladar la velocidad Vi y llevarla
al lugar donde se encuentra el sistema absoluto. Sin embargo,
como la velocidad lineal se ve afectada por dicho traslado, se
necesita el operador AdOi,0 para regresar el resultado en térmi-
nos absolutos, de nuevo al punto de referencia del sistema i.
Una rápida verificación del resultado que se obtiene después de
realizar la operación de multiplicación entre los dos operadores
lineales AdOi,0 AdT0,i da el siguiente resultado,

AdOi,0 AdT0,i =

[
R0,i 0
0 R0,i

]
Con lo cual se puede concluir que la relación entre los resul-
tados obtenidos para el análisis de velocidades empleando el
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método del álgebra de Lie, y el mismo análisis de velocidad
por métodos tradicionales, incluyendo la teorı́a de torsores, es
la matriz de rotación entre el sistema del cuerpo i y el sistema
absoluto.

4. Análisis Cinemático de Cadenas Cinemáticas Cerradas

El análisis cinemático de cadenas cerradas consiste en re-
emplazar varias juntas en ecuaciones de restricción de movi-
miento para convertir la cadena cinemática cerrada en varias
cadenas cinemáticas abiertas. Las ecuaciones de restricciones
se agrupan en un vector denominado vector de restricciones,

Φ(θ) = 0 (19)

donde θ son las variables asociadas a los grados de libertad de
cada una de las juntas que conforman las cadenas cinemáticas
abiertas que se crearon al romper la cadena cinemática cerrada.

El método del vector de restricciones es una técnica am-
pliamente utilizada en el estudio de sistemas multicuerpos. En
esa área del conocimiento existen dos enfoques para el estudio
de las cadenas cinemáticas cerradas. El primero es el empleado
por Haug (1989) y Nikravesh (2018), conocido como enfoque
de las variables globales o coordenadas generalizadas, Shabana
(2020). El segundo enfoque se conoce como variables relativas,
y es cuando solo se emplean las variables de las juntas. Este es
el enfoque empleado por Featherstone (2008).

Lo novedoso del presente artı́culo respecto al enfoque tra-
dicional empleado ya sea en la metodologı́a de Haug (1989), o
en Featherstone (2008), es que se unifican los tipos de restric-
ciones en dos tipos básicos: restricciones de movimiento lineal,
y restricciones de movimiento angular. Gracias a ello, es po-
sible crear una correlación simple y sencilla entre la derivada
de las restricciones y las velocidades en algebra de Lie, como
se apreciará en la ecuación (25). Lastimosamente este tipo de
correlación no es posible logarlo con las metodologı́as tradicio-
nales. Ası́ por ejemplo, si se utiliza el enfoque propuesto por
Haug, se tendrı́a que generar de forma adicional una relación
entre los vectores velocidades de Lie y la derivada de las res-
tricciones. Por otro lado, en el caso del enfoque propuesto por
Featherstone se tendrı́a que emplear matrices de tipo Xerr du-
rante la integración numérica.

4.1. Restricciones básicas de movimiento

Las restricciones básicas de movimiento se han agrupado
en restricciones de movimiento lineal y restricciones de movi-
miento angular.

4.1.1. Restricción de movimiento lineal
Este tipo de restricción es evidente en la junta esférica, la

cual tiene por particularidad tener un punto común entre los dos
cuerpos que une. La restricción de movimiento lineal es, por lo
tanto, un tipo de restricción que restringe el movimiento lineal
entre dos cuerpos a lo largo de un vector (o lı́nea de acción de la
restricción de movimiento). Otro ejemplo es la junta prismática,
donde se necesitarán dos restricciones de movimiento lineal, ya
que el movimiento en z es permitido.

Figura 2: Definiciones utilizadas en las ecuaciones de restriccion.

La Figura 2 ilustra las definiciones de cuerpos y vectores
utilizados para la restricción de movimiento lineal. La junta
enésima, n, se reemplaza por una ecuación de restricción. Los
cuerpos que formaban la junta son, el cuerpo m ubicado a la
izquierda, y el cuerpo m ubicada a la derecha de la junta. Cada
cuerpo tiene su respectivo sistema de referencia. La definición
de la restricción de movimiento se hará a partir de un vector
ubicado en el cuerpo n, un,n, y vendrá dada por,

Φ(θ) =
(
R0,nun,n

)T (
r0,n − r0,m

)
= 0 (20)

Donde r0,m es el vector de posición del cuerpo m, de igual for-
ma r0,n es la posición del cuerpo n y r0,n − r0,m es la distancia
entre los dos cuerpos.

Ahora bien, el objetivo es demostrar que la derivada de esta
expresión se puede expresar en términos del álgebra de Lie. La
derivada de Φ respecto al tiempo, se define por,

Φ̇ =
∂Φ

∂θ
θ̇ = Φθθ̇

En el caso de la restricción lineal (20) , su derivada es,

Φ̇(θ) =
(
Ṙ0,nun,n

)T (
r0,n − r0,m

)
+

(
R0,nun,n

) (
v0,n − v0,m

)
Reemplazando la derivada de la matriz de rotación, Ṙ = ω̂R, y,
adicionalmente, extrayendo el término de velocidad angular de
la operación transpuesta,

Φ̇(θ) =
(
R0,nun,n

)T ω̂T
n
(
r0,n − r0,m

)
+

(
R0,nun,n

)T (
v0,n − v0,m

)
Factorizando R0.nun,n, y observando que rm,n = r0,n − r0,m, se
tiene,

Φ̇(θ) =
(
R0,nun,n

)T
([

r̂m,n I
] [ ω0,n

v0,n

]
− v0,m

)
(21)

En esta ecuación se aprecia que claramente es el producto es-
calar de dos vectores expresados en el sistema absoluto. Estos
vectores pueden expresarse en términos de vectores del álgebra
de Lie, para ello hay que tener en cuenta la regla del producto
escalar: este solo aplica para un vector con su covector. En ese
sentido, el covector es,

a = R0,nun,n

=
[

0 I
] [ R0,m 0

0 R0,m

] [
Rm,n r̂m,nRm,n

0 Rm,n

]
[

0
un,n

]
a =

[
0 I

]
(Ad∗Om,0

Ad∗T0,m
)Ad∗Tm,n

C∗n,n (22)
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Donde se ha empleado la propiedad de la matriz de rotación,
R0,n = R0,mRm,n, y se ha definido el covector C∗n,n como la direc-
ción de la fuerza de reacción de la junta, la cual apunta hacia
donde no se permite el movimiento relativo entre cuerpos,

C∗n,n =
[

0
un,n

]
(23)

Para el caso del vector involucrado en el producto escalar se
puede apreciar que es la diferencia de velocidades entre los dos
cuerpos m y n,

b =
[

0 I
]

(AdOm,0 AdT0,m )
(
AdTm,n Vn − Vm

)
(24)

Ambas ecuaciones (22) y (24) comparten la matriz[
0 I

]
, que en cierta forma actúa como filtro para eliminar

el componente angular de los componentes. Se puede elimi-
nar esta matriz para poder obtener una ecuación expresada en
términos del álgebra de Lie,

Φ̇(θ) = C∗Tn,nAd∗TTm,n

(
AdTm,n Vn − Vm

)
Donde, por cuestiones de espacio se ha realizado la operación
(Ad∗Om,0

Ad∗T0,m
)T (AdOm,0 AdT0,m ) = I, la cual es fácilmente verifi-

cable. Ahora hay que tener en cuenta la propiedad del operador
coadjunto, Ad∗TTm,n

AdTm,n = I

Φ̇(θ) = C∗Tn,n
(
Vn − Ad∗TTm,n

Vm

)
En esta expresión hay que observar que Ad∗TTm,n

= AdTm,n
−1 =

AdTn,m , obteniéndose el resultado final,

Φ̇(θ) = C∗Tn,n
(
Vn − AdTn,m Vm

)
(25)

4.1.2. Restricción de movimiento angular
Este tipo de restricción se emplea cuando se desea que dos

vectores permanezcan perpendiculares entre sı́. Por ejemplo, en
una junta prismática donde solo se permite el movimiento a lo
largo de la dirección z, y no está permitido que existan rota-
ciones en los otros dos ejes. La Figura 2 contiene los vectores
empleados para la construcción de la ecuación de restricción
angular: vector um,m fijo en el cuerpo m, y vector un,n unido al
cuerpo n. En términos del sistema absoluto, la ecuación de res-
tricción se puede plantear como el siguiente producto escalar,

Φ(θ) =
(
R0,mum,m

)T (
R0,nun,n

)
(26)

Al igual que en la restricción lineal, se quiere encontrar la deri-
vada de esta expresión en términos de las velocidades del álge-
bra de Lie. Diferenciando se tiene,

Φ(θ) =
(
R0,nun,n

)T
(
Ṙ0,mum,m

)
+

(
R0,mum,m

)T
(
Ṙ0,nun,n

)
Donde se ha empleado la propiedad conmutativa del producto
escalar para dejar las derivades de la matriz de rotación del lado
derecho de cada expresión. Reemplazando Ṙ = ω̂R, se obtiene,

Φ(θ) =
(
R0,nun,n

)T (
ω̂0,mR0,mum,m

)
+

(
R0,mum,m

)T (
ω̂0,nR0,nun,n

)
Factorizando el producto R0,nun,n, en el segundo término,(

R0,mum,m
)T (
ω̂0,nR0,nun,n

)
=

(
R0,nun,n

)T ω̂T
0,n

(
R0,mum,m

)

Reemplazando el resultado, y aplicando las reglas del opera-
dor del producto vectorial, ω̂T

0,n = −ω̂0,n, ω̂0,num = −ûmω0,n. Se
obtiene,

Φ̇(θ) = (ûnum)T (ωn − ωm)

Donde se ha definido, un = R0,nun,n y um = R0,mum,m.
Ahora se busca llevar esta expresión a vectores del álgebra

de Lie. Para hacer eso, primero se expande los términos del pro-
ducto vectorial,

ûnum = R0,nûn,nRT
0,nR0,mum,m = R0,nûn,nRn,mum,m

Por lo que la expresión se puede rescribir como el producto es-
calar de un vector y su covector en coordenadas absolutas,

Φ(θ) = (R0,nûn,nRn,mum)T (ωn − ωm)

Se pueden identificar el término de la izquierda como un co-
vector ubicado en el cuerpo n y llevado al sistema de referencia
absoluto,

a =
[

I 0
]

Ad∗On,0
Ad∗O0,n

[
0

ûn,nRn,mum

]
El término de la derecha es la diferencia de velocidades entre
los cuerpos m y n, lo cual es fácilmente verificable como,

b =
[

I 0
]

(AdOn,0 AdO0,n )(Vn − AdTn,m Vm)

Tanto para el covector a como para el vector b, se está utili-
zando la matriz

[
I 0

]
para filtrar el componente angular de

cada término. Procediendo a eliminar dicho filtro de la multi-
plicación, se obtiene la ecuación general de la derivada de la
restricción de movimiento angular,

Φ̇(θ) = C∗Tn,n
(
Vn − AdTn,m Vm

)
(25)

Para este caso, el vector C∗n,n tiene por significado el siguiente
valor,

C∗n,n =
[

0
ûn,nRn,mum

]
(27)

4.2. La derivada de las restricciones en álgebra de Lie
Observando los resultados previamente obtenidos, se puede

concluir que solo se necesita una ecuación para calcular la de-
rivada de las restricciones, la cual aplica para los dos tipos de
restricción de movimiento,

Φ̇(θ) = C∗Tn,n
(
Vn − AdTn,m Vm

)
(25)

Esta expresión tiene una interpretación fı́sica. En una junta ci-
nemática, como la de la Figura 2, la velocidad del cuerpo pos-
terior a la junta se puede expresar como,

Vn = AdTn,m Vm + S nθ̇n

Donde S nθ̇n es la velocidad debido a la junta, la cual fue re-
emplazada por una ecuación de restricción. Si las restricciones
se cumplen, se puede reemplazar esta expresión en la ecuación
(25), obteniéndose,

Φ̇(θ) = C∗Tn,nS nθ̇n = 0

Esta expresión se cumplirá siempre y cuando las restricciones
no se violen, pero además, al ser una junta fı́sica el componente
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θ̇n puede no ser cero, es decir la junta tendrá velocidades dife-
rente a cero en sus grados de libertad. Este resultado implica
que el covector C∗n,n debe ubicarse en el espacio tangente a S n,
el cual se conoce como el espacio de las fuerzas de reacción;
es decir, C∗n,n apunta en dirección a las fuerzas de reacción de
la junta que une los cuerpos m y n. En vista de este resultado,
el covector C∗n,n puede definirse directamente a partir de las de-
finiciones de los vectores S i. La Tabla 4 contiene el resumen
de las definiciones para cada junta. Un aspecto a resaltar es que
no se encuentra la junta universal, el análisis para la restricción
angular sirve para entender mejor este caso particular.

La matriz Rn,m de la ecuación (25) se puede expresar en
función de las matrices de rotación entre los cuerpos que une la
junta, es decir el producto, R0,n = R0,mRi, donde Ri es debido a
la junta. Entonces, la matriz Rn,m = RT

0,nR0,m, o despejando,

Rn,m = RT
i

En el caso de la junta universal se puede verificar que no exis-
ten dos vectores constantes un,n y um,m que empleándolos en la
ecuación ûn,nRT

i um,m se obtenga otro vector constante.

Tabla 4: Restricciones según juntas
Junta Vector Φ Vector c∗n,n

Rotacional.


Φlin(uxx)
Φlin(uyy)
Φlin(uzz)
Φang(uzz, uyy)
Φang(uxx, uzz)




0, 0, 0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 0, 0, 1
1, 0, 0, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0, 0, 0


T

Traslacional.


Φlin(uxx)
Φlin(uyy)
Φang(uzz, uyy)
Φang(uxx, uzz)
Φang(uyy, uxx)




0, 0, 0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 0, 1, 0
1, 0, 0, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0, 0, 0
0, 0, 1, 0, 0, 0


T

Cilı́ndrica.


Φlin(uxx)
Φlin(uyy)
Φang(uzz, uyy)
Φang(uyy, uxx)




0, 0, 0, 1, 0, 0
0, 0, 0, 0, 1, 0
1, 0, 0, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0, 0, 0


T

Esférica.

 Φlin(uxx)
Φlin(uyy)
Φlin(uzz)


 0, 0, 0, 1, 0, 0

0, 0, 0, 0, 1, 0
0, 0, 0, 0, 0, 1


T

Planar.

 Φlin(uzz)
Φang(uzz, uyy)
Φang(uxx, uzz)


 0, 0, 0, 0, 0, 1

1, 0, 0, 0, 0, 0
0, 1, 0, 0, 0, 0


T

4.3. Jacobiano del vector de restricciones
La derivada del vector de restricciones, para los dos tipos de

restricciones básicas, lineal y angular, es la expresión,

Φ̇(θ) = C∗Tn,n
(
Vn − AdTn,m Vm

)
(25)

Donde los cuerpos m y n son los extremos de dos cadenas ci-
nemáticas abiertas. El objetivo ahora es reemplazar las veloci-
dades Vn, y Vm en función de las juntas que conforman cada
cadena cinemática abierta, de manera que el resultado pueda
agruparse de la forma,

Φ̇(θ) = Φθθ̇

Donde la matriz Φθ recibe el nombre de matriz jacobiana de las
restricciones.

La matriz jacobiana es una matriz de tamaño nc × nv, don-
de nc representa el número de restricciones que se crearon al
momento de romper los lazos cinemáticos cerrados para con-
vertirlos en lazos abiertos, y nv representa el número de grados
de libertad (ya sean activos o pasivos) asociados a cada jun-
ta que conforman los lazos abiertos. Como la matriz jacobiana
es grande y en cierta forma algo compleja, para simplificar el
análisis se va a considerar el caso de un lazo cinemático cerra-
do que se rompe para crear dos lazos abiertos. Para los demás
casos se puede replicar el resultado obtenido.

En el lazo cerrado que se rompió, el cuerpo de la izquierda
de la junta se denomina cuerpo m, y el cuerpo derecho de la jun-
ta se denomina cuerpo n. Como estos cuerpos son el extremo de
las respectivas cadenas cinemáticas abiertas, sus velocidades se
pueden calcular por la expresión,

Vn =

n∑
i=1

AdTn,i S iθ̇i

Vm =

m∑
j=1

AdTm, j S jθ̇ j

Donde se ha considerado que en el lazo de la izquierda existen
m cuerpos, y en el lazo de la derecha existen n cuerpos. Re-
emplazando en la derivada de la ecuación de la restricción, se
obtiene,

c∗Tn

 n∑
i=1

AdTn,i S iθ̇i

 − c∗Tn AdTn,m

 m∑
j=1

AdTm, j S jθ̇ j

 = 0

Si se extraen los vectores velocidades en un solo vector, θ̇, se
obtendrá la ecuación para la matriz jacobiana. Los componentes
de dicha matriz vienen dados por la ecuación,

Φθ(i, j) = ϵi, jC∗
T
ni,niAdTni, j S j (28)

Los valores de i y j corresponden a la restricción número i, y
al grado de libertad θ j de las juntas. El escalar ϵi, j puede tener
tres valores, 0 si la variable θ j no se necesita para evaluar la
restricción i, 1 si la variable θ j está del lado derecho del lazo
cinemático involucrado en la restricción i, y −1 si se encuentra
en el lazo cinemático izquierdo de la restricción. El covector
C∗ni,ni es de tamaño 6x1 y es el mismo utilizado en el cálculo de
la restricción i; el vector S j tiene tamaño 6x1 y está definido
según el grado de libertad de junta θ j, y corresponde a una de
las columnas de los valores resumidos en la Tabla 2; y la matriz
adjunta AdTni, j es una matriz de tamaño 6x6 y es la encargada de
trasladar el vector S j de la junta j hasta el sistema del cuerpo n.
Para los cuerpos que pertenecen al lado izquierdo, el operador
adjunto AdTni, j se divide en dos productos,

AdTni, j = AdTni,mi AdTmi, j (29)

Donde AdTmi, j es el operador adjunto que se obtiene en la misma
cadena cinemática abierta que se encuentra del lado izquierdo,
y AdTni,mi es el operador adjunto que se calcula en función de
las restricciones y las matrices de transformación homogénea
de los cuerpos mi y ni, Tni,mi = Tni,0T0,mi.
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4.4. Análisis numérico de posición

En cinemática computacional es ampliamente empleado el
método de Newton-Raphson para ensamblar numéricamente la
cadena cinemática cuando existe una violación al vector de res-
tricciones. El algoritmo Newton-Rapshon está basado en la ex-
presión,

Φθ∆θ = −Φ (30)

Donde Φθ es el jacobiano del vector de restricciones que se ob-
tuvo en la sección previa. En el caso del análisis de posición,
se procede a separar el jacobiano según sus columnas, de ma-
nera que se logre dividir en dos secciones, de un lado quedan
las variables que se consideran juntas activas, y por lo tanto al
ser las variables actuadas siempre se conocerá su magnitud en
posición, velocidad y aceleración; y por otro lado quedan las
juntas pasivas, cuyo valor depende de las activas y la forma de
la cadena cinemática cerrada, por lo que no es conocido a priori.
La partición se puede escribir como,

Φθact∆θact + Φθpas∆θpas = −Φ

La división de la matriz jacobiana forma las matrices Φθact , co-
nocida como la matriz jacobiana de las juntas activas, y Φθpas la
matriz jacobiana de las juntas pasivas.

En el análisis cinemático de posición se asume que las jun-
tas activas al ser valores modificados por el usuario no necesitan
corrección alguna, ∆θact = 0 reduciendo el algoritmo Newton-
Raphson a,

Φθpas∆θpas = −Φ

Numéricamente esta ecuación tiene solución única cuando la
matriz Φθpas es cuadrada y no singular, que es la opción ideal.
También se puede obtener una solución de mı́nimos cuadrados
cuando existen más restricciones (filas de Φθpas ) que juntas pa-
sivas, es decir, se crearon restricciones redundantes al momento
de romper las juntas para crear las cadenas cinemáticas abier-
tas. En ambos casos la ecuación para calcular la variación en
las juntas pasivas dentro del algoritmo N-R es del tipo,

∆θpas = −(Φθpas )
#Φ (31)

Donde el operador ()# significa que se puede realizar la inversa
(cuando la matriz es cuadrada y no singular), o la pseudoinver-
sa cuando la matriz tiene más filas que columnas, y las restric-
ciones redundantes serán eliminadas por el método de la pseu-
doinversa. No es recomendable obtener una solución numérica
cuando la matriz tenga más columnas que filas, porque impli-
ca que hay más juntas que restricciones, y fı́sicamente significa
que el mecanismo no tiene los actuadores necesarios para mo-
verse de forma controlada.

El algoritmo Newton-Rapshon basado en la ecuación (31)
se repite hasta que se obtiene la solución Φ = 0, o en su defecto
minimizar lo máximo posible dicho vector.

4.5. Análisis de velocidades

Una vez se ha conseguido minimizar Φ, se procede a reali-
zar el análisis de velocidad. En este punto las incógnitas son los

valores de las velocidades pasivas. Estas velocidades se calcu-
lan en función de las velocidades de las juntas activas por me-
dio de la misma expresión empleada en el algoritmo Newton-
Raphson,

0 = Φθpas θ̇pas + Φθact θ̇act

θ̇pas = −(Φθpas )
#Φθact θ̇act (32)

Una vez se tenga la posición y velocidad corregida, se procede
a realizar el análisis de aceleración.

4.6. Análisis de aceleración

Derivando dos veces el vector de restricciones se obtiene,

Φ̈ = Φθθ̈ − γ = 0 (33)

Donde el término Φθ ya es conocido como la matriz jacobiana
del sistema, el proceso ahora es buscar un significado para el
vector γ el cual esté basado en las cadenas cinemáticas abiertas
que forman parte del vector de restricciones.

Derivando respecto al tiempo la ecuación (25) se obtiene la
expresión,

Φ̈ = C∗Tn,n
(
An − AdTn,m Am + adVn AdTn,m Vm

)
= 0 (34)

Donde se tuvo en cuenta que el vector C∗n,n es constante. Aho-
ra toca reemplazar las aceleraciones An y Am para obtener la
definición de γ. Según la ecuación (18), se tiene,

Am =

m∑
i=1

AdTq,i S iθ̈i + Ac,i

An =

n∑
i=1

AdTq,i S iθ̈i + Ac,i

Reemplazando en (34), y extrayendo el producto Φθθ̈, se obtie-
ne la definición para la fila k-ésima del vector de aceleración
γ,

γk = −C∗Tnk ,nk

(
Ac,nk − AdTnk ,mk

Ac,mk + adVnk
AdTnk ,mk

Vmk

)
(35)

Donde los componentes de este vector son, C∗nk ,nk para el co-
vector empleado en el cálculo de la restricción k-ésima; Ac,mk

aceleración de términos de Coriolis del cuerpo m perteneciente
a la restricción k-ésima; Ac,nk aceleración de Coriolis del cuerpo
n perteneciente a la restricción k-ésima; y el término de Corio-
lis adVnk

AdTnk ,mk
Vmk debido al producto de velocidades de los

cuerpos n y m de la restricción k-ésima.
El análisis de aceleración se hace similar al análisis de ve-

locidad, se aprovecha la partición del jacobiano entre jacobiano
de juntas activas y jacobiano de juntas pasivas, para obtener la
aceleración de las juntas pasivas en función de la aceleración
de las juntas activas, donde se asume, al igual que en velocidad,
que las aceleraciones de juntas activas son conocidas y de va-
lores correctos. La ecuación para aceleración queda resumida
como,

θ̈pas =
(
Φθpas

)# (
γ − Φθact θ̈act

)
(36)
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5. Dinámica Inversa de Cadenas Cinemáticas Cerradas

Según Featherstone (2008), la dinámica de un cuerpo que
tiene un sistema de referencia no centroidal, como ocurre en
los cuerpos que hacen parte de las cadenas cinemáticas abier-
tas, viene dado por la expresión,

Fi = MiAi + ad∗Vi
MiVi (37)

Donde Fi es la suma de todas las fuerzas, tanto externas como
de reacción y de gravedad, que se aplican en el sistema de refe-
rencia del cuerpo i. Vi es la velocidad del cuerpo expresada en
su sistema de referencia. Ai es la aceleración del cuerpo expre-
sada en su sistema de referencia. Mi es la matriz de masa del
cuerpo, la cual se calcula por la expresión,

Mi =

[
Ri,cIcRT

i,c − mir̂i,cr̂i,c m ˆri,c

−mr̂i,c m13x3

]
(38)

En esta expresión Ic es la inercia centroidal del cuerpo, ri,c es
el vector que describe la ubicación del centro de centro de gra-
vedad del cuerpo en función del sistema i. Ri,c es la matriz de
rotación que existe entre el sistema del cuerpo, sistema i, y los
ejes principales de inercia, sistema c. m es la masa del cuerpo.
13×3 es la matriz identidad de tamaño tres filas por tres colum-
nas. En la ecuación (37) ad∗Vi

es el operador corchete de Lie para
los covectores,

ad∗Vi
=

[
ω̂i v̂i

0 ω̂i

]
(39)

Se le denomina dinámica inversa al procedimiento median-
te el cual se calculan las fuerzas de impulsión necesarias para
mover el mecanismo con valores conocidos en posición, veloci-
dad y aceleración de las juntas actuadas. Si bien existen varios
métodos para evaluar la dinámica inversa, el principio del traba-
jo virtual es uno de los más empleados para resolver este proble-
ma. Este principio del trabajo virtual se resume en que toda la
potencia ingresada por los actuadores debe ser igual a la poten-
cia consumida por las fuerzas externas y las fuerzas inerciales.
Empleando la notación de vectores de Lie se puede escribir el
principio de trabajo virtual como la siguiente sumatoria,

θ̇Tactτ +
∑

VT
i

(
Fi − MiAi − ad∗Vi

MiVi

)
= 0 (40)

El procedimiento a realizar es convertir esta expresión de suma
de productos escalares en una expresión matricial. Este obje-
tivo se logra introduciendo una relación entre la velocidad del
cuerpo i y las juntas actuadas del mecanismo,

Vi = Jiθ̇act (41)

La matriz Ji fue bautizada por Tsai como la matriz jacobiana del
eslabón i, ver Tsai (1999). Reemplazando esta última expresión
en la ecuación del trabajo virtual se obtiene,

θ̇Tactτ + θ̇
T
act J

T
i

(
Fi − MiAi − ad∗Vi

MiVi

)
= 0

Factorizando el término θ̇act, el cual no siempre es cero, se tiene
la ecuación de la dinámica inversa para las cadenas cinemáticas
cerradas,

τ =
∑

JT
i

(
MiAi + ad∗Vi

MiVi − Fi

)
(42)

Donde τ es vector de las fuerzas activas a lo largo de las juntas
activas, y es la incógnita a evaluar. Su tamaño matricial es de
nact x1. Ji es el jacobiano de cada cuerpo y tiene tamaño 6xnact.
Fi es la suma de las fuerzas externas que actúan sobre cada
cuerpo más la fuerza debido a la gravedad,

Fi = Fext − Fg (43)

El último paso para obtener la dinámica inversa de un robot
paralelo consiste en evaluar la matriz Ji para cada cuerpo invo-
lucrado en la expresión (42). Para ello hay que recordar que el
cuerpo i pertenece a un lazo cinemático abierto, por lo que su
velocidad es,

Vi =

i∑
k=1

AdTi,k S kθ̇k

Sin embargo, como el análisis es para una cadena cinemática
cerrada, algunas de las velocidades del lazo en estudio serán
velocidades activas y el resto serán velocidades pasivas. Debe
encontrarse la relación entre las magnitudes de las velocidades
pasivas y las velocidades activas. La respuesta es la expresión
(32) del análisis de velocidades. En ella se puede decir que ca-
da junta pasiva se calcula por la multiplicación de una fila de la
matriz (Φθ)# por todas las variables activas,

θ̇pas,i =ρiθ̇act (44a)

ρi =(Φθ)#(i, :) (44b)

Donde ρi es la fila i-ésima de la matriz (Φθ)#.
El algoritmo para obtener de forma numérica la matriz Ji

de cada uno de los eslabones se puede resumir de la siguiente
manera,

Empezar inicializando el jacobiano Ji con una matriz de
ceros de tamaño 6 filas por nact columnas.

Iterar para todas las juntas que pertenecen a la cadena ci-
nemática donde está localizado el cuerpo i, hasta el mis-
mo cuerpo i.

Si el vector S j de la junta está relacionado a una veloci-
dad de junta θ̇ j que es velocidad activa, sumar el siguiente
valor a la columna j de la matriz Ji,

Ji(:, j) = Ji(:, j) + AdTi, j S j (45)

Si el vector S j de la junta está relacionado a una velo-
cidad de junta θ̇ j que es junta pasiva, sumar a todo el
jacobiano Ji el siguiente producto,

Ji = Ji + AdTi, j S jρ j (46)

6. Comparación con otros métodos de modelamiento

Los métodos propuestos en la literatura para analizar cade-
nas cinemáticas cerradas se pueden agrupar en dos tipos. Méto-
dos algebraicos como los empleados por Taghirad (2013), Briot
and Khalil (2015), Gallardo et al. (2003), y métodos numéricos
donde sobresalen las propuestas de Haug (1989) y Featherstone
(2008). Los métodos algebraicos tienen el inconveniente de ge-
nerar ecuaciones altamente no lineales que son muy difı́ciles de
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lidiar; lo cual se convierte en una desventaja cuando se quiere
expresar las velocidades de los cuerpos en función de las jun-
tas activas, tal como lo requiere el principio del trabajo virtual.
Por otro lado, como se habı́a mencionado antes, los métodos
numéricos publicados hasta la fecha, hacen una separación en-
tre el análisis de posición y el análisis de velocidad, lo cual
conlleva a la introducción de ciertos factores adicionales cuan-
do se plantea la ecuación diferencial a integrar numéricamente.
Estos factores son las matrices G basadas en cuaterniones pa-
ra el método de Haug, y las matrices Xerr para el método de
Featherstone.

7. Ejemplos Numéricos

En esta sección se explicará de forma práctica la manera de
estudiar una cadena cinemática cerrada empleando las ecuacio-
nes previamente discutidas. El primer ejemplo es el mecanismo
de cinco barras. Se escogió este primer ejemplo por cuanto el
mecanismo cinco barras es el primer mecanismo planar que se
puede considerar como un robot paralelo. El código fuente de
los ejemplos se pueden descargar desde la página de github re-
ferenciada en Yime (2023).

7.1. Mecanismo de cinco barras
La Figura 3 ilustra un mecanismo de cinco barras, el cual

es una sola cadena cinemática cerrada. Para emplear la meto-
dologı́a de álgebra de Lie, toca seleccionar una junta y partir
la cadena cerrada en dos cadenas cinemáticas seriales. La jun-
ta seleccionada es la junta rotacional ilustrada en la Figura 3,
esto forma dos cadenas cinemáticas abiertas iguales de tipo ci-
nemático RR, con una junta actuada y una junta pasiva. Adi-
cionalmente, se han agregado dos sistemas de referencia m, y
n, que, si bien están separados para facilitar la legibilidad de
la Figura, los dos son coincidentes en posición con la junta a
romper.

Figura 3: Mecanismo de Cinco Barras

7.1.1. Análisis de Posición
La variable de posición que se utilizará para analizar este

sistema son los ángulos de todas las juntas rotacionales, según
la nomenclatura de la Figura 3, esta variable es,

θ = [θ2, θ3, θ4, θ5]T

Donde las variables actuadas son: θact = [θ2, θ5]T , y las varia-
bles pasivas son: θpas = [θ3, θ4]T . A partir de estas definiciones
se procede a analizar cada una de las dos cadenas cinemáticas
abiertas que se crearon.
Primera cadena cinemática
Esta cadena queda del lado izquierdo de la imagen 3, y posee
los eslabones 2 y 3, y tendrá las siguientes matrices de transfor-
mación homogéneas,
Entre el cuerpo base, que es la tierra del mecanismo, y sistema
del cuerpo 2,

T0,2 =

[
Rotz(θ2) 0

0 1

]
Entre el sistema del cuerpo 2 y el del cuerpo 3,

T2,3 =

[
I rx(L2)
0 1

] [
Rotz(θ3) 0

0 1

]
Entre el sistema del cuerpo 3 y el punto m, extremo del eslabón
3, y lugar donde se rompió la junta rotacional que fue reempla-
zada por restricciones geométricas,

T3,m =

[
I rx(L3)
0 1

]

Segunda cadena cinemática
Esta cadena cinemática está formada por los cuerpos 5 y 4.
Las matrices de transformación homogéneas necesarias para el
análisis de posición son, Entre el sistema 0, y sistema 5,

T0,5 =

[
I rx(L1)
0 1

] [
Rotz(θ5) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 5 y el sistema del cuerpo 4,

T5,4 =

[
I rx(L5)
0 1

] [
Rotz(θ4) 0

0 1

]
Entre el sistema del cuerpo 4 y el punto n,

T4,n =

[
I rx(L4)
0 1

]

7.1.2. Vector de restricciones
Al romper la junta rotacional, se tiene que se deberı́a reem-

plazar por cinco restricciones, pero en este caso como el sis-
tema tiene dos grados de libertad y posee cuatro variables pa-
ra describir el movimiento de las juntas, solo se necesitan dos
restricciones de movimiento, y las demás son redundantes. Las
restricciones son de tipo movimiento lineal a lo largo de los ejes
x e y del cuerpo 4, denotado como el cuerpo n, donde el cuerpo
3 se considera el cuerpo m,

Φ(θ) =

[
Φlin(ux,x, rn − rm)
Φlin(uy,y, rn − rm)

]
=

[
uT

x,xRT
0,n(r0,n − r0,m)

uT
y,yRT

0,n(r0,n − r0,m)

]
Donde los vectores ux,x y uy,y son constantes y tienen por valor,
ux,x = [1, 0, 0]T , y uy,y = [0, 1, 0]T .
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7.1.3. Jacobiano del Sistema
El jacobiano para este problema tendrá cuatro columnas,

uno por cada eje de rotación de las juntas, sean pasivas o acti-
vas. Todas las juntas son rotacionales, por lo tanto, solo se tiene
un vector constante desde el punto de vista del sistema de cada
cuerpo,

S 2 = S 3 = S 4 = S 5 = S i = [0, 0, 1, 0, 0, 0]T

El jacobiano queda expresado por,

Φθ(:, 1 : 2) =
[
−C∗Tx,xAdTn,m AdTm,2 S 2 −C∗Tx,xAdTn,m AdTm,3 S 3

−C∗Ty,yAdTn,m AdTm,2 S 2 −C∗Ty,yAdTn,m AdTm,3 S 3

]

Φθ(:, 3 : 4) =
[

C∗Tx,xAdTn,4 S 4 C∗Tx,xAdTn,5 S 5

C∗Ty,yAdTn,4 S 4 C∗Ty,yAdTn,5 S 5

]
El mecanismo de cinco barras posee dos grados de libertad

que son las juntas 2 y 5. Estos dos ángulos sirven para formar
el jacobiano activo, es decir, las columnas 1 y 4 del jacobiano.
Las otras columnas, 3 y 4, formarán el jacobiano de las juntas
pasivas,

Φact =
[
Φθ(:, 1) Φθ(:, 4)

]
Φpas =

[
Φθ(:, 2) Φθ(:, 3)

]
7.1.4. Vector γ

El vector γ está expresado por la ecuación (35). Para el ca-
so del cinco barras, los términos de Coriolis de ambas cadenas
cinemáticas, son,

Ac,m = AdTm,2 adS 2 AdT2,3 S 3

Y, para la cadena de la derecha,

Ac,n = AdTn,5 adS 5 AdT5,4 S 4

También, se puede realizar la operación expresando todos los
vectores en el sistema del extremo de cada cadena cinemática,

S m,2 = AdTm,2 S 2

S m,3 = AdTm,3 S 3

Ac,m = adS m,2 S m,3

En este caso para la cadena cinemática del lado izquierdo, y,

S n,5 = AdTn,5 S 5

S n,4 = AdTn,4 S 4

Ac,n = adS n,5 S n,4

Para la cadena cinemática del lado derecho. Con estas defini-
ciones, el vector γ queda definido por,

γ(1, 1) = −C∗Tx,x
(
Ac,n − AdTn,m Ac,m + adVn AdTn,m Vm

)
γ(2, 1) = −C∗Ty,y

(
Ac,n − AdTn,m Ac,m + adVn AdTn,m Vm

)

7.1.5. Matrices Ji

Las matrices Ji se utilizan para relacionar la velocidad de
cada eslabón en términos de las velocidades de las juntas actua-
das, para ello se requiere el cálculo de la matriz ρ, la cual viene
dada por la ecuación, (44),

ρ = Φ−1
pasΦact

Para el caso del cinco barras, esta matriz tiene tamaño de 2× 2.
Son 2 filas por cuanto hay dos juntas pasivas, y 2 columnas por
igual número de juntas activas. Como existen dos juntas activas,
los jacobianos de los cuerpos tendrán una dimensión de 6 × 2;
6 por cuanto son las filas necesarias para expresar la velocidad
del cuerpo, y 2 columnas por el número de juntas activas. Para
cada eslabón sus respectivos jacobianos se calculan empleando
el algoritmo de la sección 5.
Eslabón 2,

J2(:, 1) = S 2

Eslabón 3,

J3(:, 1) = AdT3,2 S 2

J3 = J3 + S 3ρ(1, :)

Eslabon 5

J5(:, 2) = S 5

Eslabón 4,

J4(:, 2) = AdT4,5 S 5

J4 = J4 + S 4ρ(2, :)

7.1.6. Matrices Mi

Las matrices Mi se necesitan para calcular la dinámica, la
ecuación (38) se emplea para trasladar la inercia desde el cen-
tro de masa hasta el sistema de referencia del cuerpo. Consi-
derando los eslabones como prismas rectangulares, la inercia
centroidal de los mismos estará determinada por,

Ic = diag([Ixx, Iyy, Izz])
Ixx = 0

Iyy =
1
12

miL2
i

Izz = Iyy

Donde mi es la masa del eslabón, y Li es la longitud del mismo.
Para emplear estos valores en la ecuación (38), se asume que
la distancia entre el centro de masa y el sistema de referencia
del eslabón es la mitad de la longitud del mismo; además que el
sistema de referencia de los ejes principales de inercia coincide
con el sistema de referencia del cuerpo. Es decir,

Ri,c = I3×3

ri,c = [Li/2, 0, 0]T

7.1.7. Resultados Numéricos
La simulación que se realizó en el mecanismo de cinco

barras consistió de partir de la posición inicial con valores,
θ2 = 120, θ3 = −74,46, θ4 = 74,46, y θ5 = 60. El movimiento
a simular fue basado en un movimiento sinusoidal en las juntas
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actuadas. La función usada para cada junta expresada en grados
es,

θ2 = 120 + 30 sin(t)
θ5 = 60 − 30 sin(t)

Donde hay que aclarar que para la simulación numérica se em-
plean radianes en vez de grados.

El tiempo de simulación fue de un segundo, con un paso
numérico de 1 milisegundo. Respecto a la geometrı́a del meca-
nismo cinco barras, se tomaron las longitudes de los eslabones,
con L1 = 100mm, L2 = 40mm, L3 = 100mm, L4 = 100mm, y
L5 = 40mm. Los datos de masas de los eslabones, necesarios
para calcular el par de entrada de los motores, se tomaron con
valores de m2 = m5 = 8,29g; m3 = m4 = 20,14g.

Los resultados de las simulaciones se muestran en las Figu-
ras 4, 5, 6, y 7.
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Figura 4: Gráficas de posición del mecanismo de cinco barras.

La Figura 4 muestra un comportamiento sinusoidal en los
ángulos de los actuadores, debido al movimiento sinusoidal de
las juntas actuadas. Analizando la forma de las figuras, se puede
apreciar que las juntas 2 y 4 tienen un movimiento sincroniza-
do, al igual que las juntas 3 y 5. Esto es debido a que es des-
plazamiento en las juntas actuadas es de la misma magnitud, 30
grados.
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Figura 5: Gráficas de velocidad del mecanismo de cinco barras.

En la Figura 5, se puede apreciar que el movimiento sinu-
soidal en velocidad produce gráficas simétricas respecto al eje

x, y los valores picos de velocidad angular se encuentran en las
juntas actuadas ω2 y ω5.
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Figura 6: Gráficas de aceleración del mecanismod e cinco barras.

El análisis de aceleración se muestra en la Figura 6, en ella
se aprecia que las aceleraciones de los cuerpos 2 y 5 son iguales
pero de sentido opuesto; de igual forma sucede con los cuerpos
3 y 4. La razón es el tipo de movimiento empleado en las juntas
actuadas del mecanismo.
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Figura 7: Gráficas de par de los motores del mecanismo de cinco barras.

Respecto a la Figura 7, se aprecia que los resultados de los
pares son simétricos respecto al eje x. La explicación es que
al moverse de forma sincronizada las juntas 2 y 5, donde am-
bas tienen un igual desplazamiento angular, se genera un movi-
miento lineal en el efector final del mecanismo de cinco barras.
Este movimiento lineal, genera pares idénticos en los dos mo-
tores por cuanto la geometrı́a del mecanismo es simétrica res-
pecto al eje y del mecanismo, y el movimiento es precisamente
a lo largo de ese eje y.

7.2. Mecanismo de cuatro barras espacial

La Figura 8 ilustra un mecanismo de cuatro barras con mo-
vimiento espacial. El eslabón de entrada es el que se encuentra
numerado con 2. El movimiento de entrada al mecanismo se lo-
gra a través de una junta rotacional, la cual une el eslabón 2 con
la base del mecanismo. Al extremo del eslabón 2 se encuen-
tra una junta esférica. La junta esferı́ca une el eslabón 2 con el
eslabón 3. Esta junta esférica es la que se va a reemplazar por
restricciones de movimiento lineal. El eslabón 3 se une con el
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eslabón 4 por medio de una junta universal. En la junta se han
dibujado dos sistemas de referencia, uno para cada grado de li-
bertad de la junta. El sistema 3 unido al cuerpo 3, y el sistema
3, u unido al cuerpo 4. La distinción entre los dos sistemas se
da por cuanto la rotación en el sistema 3, u se hace alrededor
del eje z, y en el sistema 3 se realiza la rotación alrededor del
eje y. Esto para seguir la definición de la junta universal que se
encuentra en la Tabla 2. Por último, se tiene es eslabón 4 que se
une a la base del mecanismo por medio de una junta rotacional.

Figura 8: Mecanismo de Cuatro Barras Espacial

7.2.1. Análisis de Posición
Al romper el mecanismo en la junta esférica, se crean dos

lazos cinemáticos abiertos. La cadena de la izquierda contiene
únicamente al cuerpo 2, y la cadena de la derecha contiene a los
cuerpos 4 y 3. La junta esférica se reemplaza por 3 restricciones
de movimiento lineal.

Para este ejemplo la variable de posición son los ángulos de
todas las juntas rotacionales, según la nomenclatura de la Figu-
ra 3, esta variable es,

θ =
[
θ2, θ4, θ3,u, θ3

]T

Donde la variable actuada es θact = θ2, y las variables pasi-
vas son: θpas = [θ4, θ3,u, θ3]T . A partir de estas definiciones se
procede a analizar cada una de las dos cadencas cinemáticas
abiertas que se crearon.
Primera cadena cinemática
Esta cadena solo posee el eslabón 2, y su respectiva junta rota-
cional, las matrices para este sistema son,
Entre el sistema 0, y sistema 2,

T0,2 =

[
Roty(π/2) 0

0 1

] [
Rotz(θ2) 0

0 1

]
Entre el sistema 2 y el punto m, ubicado en el mismo cuerpo,

T2,m =

[
I rx(L2)
0 1

]
Segunda cadena cinemática
Esta cadena cinemática abierta posee los cuerpos 4 y 3. Las ma-
trices de transformación homogéneas para este caso son, Entre
el sistema 0, y el sistema 4,

T0,4 =

[
I rx(L1)
0 1

] [
Rotz(θ4) 0

0 1

]
Entre el sistema 4 y el sistema 3,

T0,4 =

[
I rx(L4)
0 1

] [
Rotx(π/2) 0

0 1

] [
Rotz(θ3,u)Roty(θ3) 0

0 1

]

Entre el sistema 3 y el punto n, ubicados en el mismo cuerpo,

T3,n =

[
I rx(L3)
0 1

]

7.2.2. Vector de restricciones
Como se habı́a mencionado, para el análisis se necesita

romper la junta esférica y reemplazarla por 3 restricciones de
movimiento lineal. El vector de restricciones para este caso
queda descrito como,

Φ(θ) =

 Φlin(ux,x, rn − rm)
Φlin(uy,y, rn − rm)
Φlin(uz,z, rn − rm)


Como las tres restricciones aplican sobre los mismos dos cuer-
pos, m y n, se pueden reemplazar por una sola ecuación,

Φ(θ) = RT
0,n(r0,n − r0,m)

7.2.3. Jacobiano del Sistema
El jacobiano para este ejercicio está conformado por cuatro

columnas, una para cada eje de las juntas, sean pasivas o acti-
vas. Para las juntas rotacionales, se tienen que el vector de la
junta es,

S 2 = S 4 = S i = [0, 0, 1, 0, 0, 0]T

Para el caso de la junta universal, se tiene que existen dos ejes
de rotación, ver Tabla 2,

S 3 = [S 3,u, S 3]
S T

3,u = [−sθ3, 0, cθ3, 0, 0, 0]

S T
3 = [0, 1, 0, 0, 0, 0]

Donde para este ejemplo, los ángulos de las rotaciones son θ3,u,
para la primera rotación alrededor del eje z3,u, y θ3 para la se-
gunda rotación alrededor del eje y3.

Con esta información, se arma el jacobiano del sistema,

Φθ(:, 1 : 2) =

 −C∗Tx,xAdTn,m AdTm,2 S 2 C∗Tx,xAdTn,4 S 4

−C∗Ty,yAdTn,m AdTm,2 S 2 C∗Ty,yAdTn,4 S 4

−C∗Tz,zAdTn,m AdTm,2 S 2 C∗Tz,zAdTn,4 S 4


Φθ(:, 3 : 4) =

 C∗Tx,xAdTn,3 S 3,u C∗Tx,xAdTn,3 S 3

C∗Ty,yAdTn,3 S 3,u C∗Ty,yAdTn,3 S 3

C∗Tz,zAdTn,3 S 3,u C∗Tz,zAdTn,3 S 3


La junta 2 es la entrada del mecanismo, por lo tanto, es la

única junta activa. Las juntas 4 y 3 son las juntas pasivas. Los
respectivos jacobianos son,

Φact = [Φθ(:, 1)]

Φpas =
[
Φθ(:, 2) Φθ(:, 3) Φθ(:, 4)

]
Con las definiciones de los jacobianos de las juntas activas

y pasivas se pueden realizar el algoritmo de posición Newton-
Raphson, y la corrección de velocidades. Para el análisis de ace-
leración, toca definir el vector γ.
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7.2.4. Vector γ
Para calcular el vector γ, ecuación (35), toca evaluar los

términos Coriolis de ambos extremos. En el caso de la cadena
cinemática izquierda, solo tiene un cuerpo, por lo que no tiene
componente Coriolis,

Ac,m = 0

Para la cadena cinemática de la derecha, hay que tener en cuen-
ta que la junta universal tiene valor en Ṡ , y además hay tres ejes
de rotación, el término Coriolis es,

Ac,n = AdTn,3 Ṡ 3,uθ̇3,u

+AdTn,4 adS 4 Ad4,3S 3,uθ̇4θ̇3,u

+AdTn,4 adS 4 Ad4,3S 3θ̇4θ̇3

+AdTn,3 adS 3,u S 3θ̇3,uθ̇3

donde Ṡ 3,u = [−cθ3θ̇3, 0,−sθ3θ̇3, 0, 0, 0]T . Con estas definicio-
nes, el vector γ queda formado por,

γ(1, 1) = −C∗Tx,x
(
Ac,n + adVn AdTn,m Vm

)
γ(2, 1) = −C∗Ty,y

(
Ac,n + adVn AdTn,m Vm

)
γ(3, 1) = −C∗Tz,z

(
Ac,n + adVn AdTn,m Vm

)
7.2.5. Matrices Ji

El mecanismo de cuatro barras espacial tiene 4 cuerpos,
quitándole el eslabón fijo, quedan 3 eslabones en movimiento;
por lo tanto, toca evaluar el jacobiano de dichos eslabones. Las
ecuaciones que se colocan a continuación parten del supuesto
de que las matrices jacobianas se inicializan en cero, con un ta-
maño de 6 filas por 1 columna, ya que el sistema tiene solo una
junta actuada. Adicionalmente, para este problema, ρ se trans-
forma en un vector de 3 elementos, es decir, un escalar para
cada junta pasiva. La definición de ρ, es

ρ = Φ−1
pasΦact

Los jacobianos de los eslabones son, Eslabón 2,

J2(:, 1) = S 2

Eslabón 4,
J4 = S 4ρ(1, :)

Eslabon 3

J3 = AdT3,4 S 4ρ(1, :) + S 3,uρ(2, :) + S 3ρ(3, :)

7.2.6. Matrices Mi

Estas matrices se forman para cada cuerpo basado en el sis-
tema de referencia que está unido al mismo. Los 3 eslabones
a los que hay que armar matrices Mi son, el eslabón 2, el es-
labón 4, y el eslabón 3. Si se asumen como eslabones esbeltos,
su inercia centroidal tendrá la forma de,

Ic = diag([Ixx, Iyy, Izz])

Si para simplificar el cálculo, se asumen que los ejes principales
de inercia tienen la misma orientación del sistema del cuerpo,
las inercias centroidales son de la forma,

Ixx = 0

Iyy =
1

12
miL2

i

Izz = Iyy

Donde mi es la masa del eslabón, y Li es la longitud del mis-
mo. Con esta información, la matriz de masa de los eslabones
se calcula con la expresión,

Mi =

[
Ri,cIcRT

i,c − mir̂i,cr̂i,c m ˆri,c

−mr̂i,c mI3x3

]

Donde Ri,c = I por cuanto se seleccionó la misma orientación
del sistema del cuerpo, y ri,c = rx(Li/2) por cuanto se asume
que el cuerpo es homogéneo y su centro de masa se ubica en la
mitad de la longitud del mismo.

7.2.7. Resultados Numéricos

La simulación realizada para el mecanismo de cuatro barras
espacial consiste en analizar el comportamiento de un motor de
velocidad angular constante ubicado en la junta activa, eslabón
2. La velocidad angular escogida fue de θ̇2 = 1RPM. El tiempo
de duración de la simulación, para la velocidad seleccionada,
fue de 60s, por cuanto es el tiempo que demora la junta 2 en
hacer una revolución completa. El paso de la simulación, o el
cambio del tiempo entre iteraciones N-R se tomó igual a 0,01s.

Respecto a la geometrı́a del mecanismo, se tomaron las lon-
gitudes de los eslabones, con L1 = 150mm, es decir la distancia
entre los sistemas 2 y 4; la longitud del eslabón de entrada en
L2 = 50mm, para el eslabón 3 que une la junta esférica con
la universal se tomó una longitud de L3 = 120mm, y para el
eslabón de salida una longitud L4 = 120mm.

El punto de partida de la simulación fue cuando el eslabón
2 se encuentra en posición vertical. En esta posición los ángu-
los del mecanismo son, θ2 = 90, θ4 = 112,77, θ3,z = 0, y
θ3,y = 97,58.

Respecto a la parte cinética, las masas de los cuerpos reque-
rida para la matriz de masas de para cada eslabón se tomaron
valores de m2 = 0,1Kg; m4 = 0,4kg, y m3 = 0,4Kg.

Los resultados de las simulaciones se muestran en las Figu-
ras 9, 10, 11, y 12. La figura 10 muestra los valores que toman
las juntas pasivas para una vuelta del mecanismo. Se aprecia
que el primer eje de la junta universal es el que experimenta
una mayor variación en los ángulos.
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Figura 9: Resultados Simulación de Posición del Cuatro Barras Espacial
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Figura 12: Resultados Simulación de Par del Cuatro Barras Espacial

La Figura 11 ilustra los resultados obtenidos para el análi-
sis de velocidades angulares para las tres velocidades angulares
pasivas. Se vuelve a apreciar que la velocidad angular θ3,u co-
rrespondiente al primer eje de rotación de la junta universal, es
el que experimenta mayores valores.

La Figura 11 el resultado del análisis de aceleración angu-
lar de las juntas pasivas. Al igual que los resultados previos, la
mayor variación se observa en la junta universal.

Por último, se tienen los resultados del par necesario para
mover el mecanismo a velocidad angular constante, ver Figura
12. El resultado obtenido no tiene en cuenta los efectos de la

gravedad sobre el mecanismo. Sin embargo, se puede modifi-
car el código de la simulación para incluir los valores en Fg. La
gráfica muestra que se requiere un par cercano a los 6 Nm para
mover el sistema a velocidad angular constante en la entrada,
junta 2.

7.3. Robot 3-RRR Planar

La Figura 13 ilustra un robot planar de tres grados de liber-
tad denominado robot 3−RRR, por cuanto tiene 3 patas confor-
madas por 3 juntas rotacionales, donde la primera de ellas es la
junta actuada. Este robot tiene 3 grados de libertad en el plano,
que son, 2 de traslación del efector final, y 1 de rotación. El me-
canismo consta de 7 cuerpos, a cada cuerpo se le ha asignado un
sistema de referencia, como se puede apreciar en la figura. Para
el análisis se tiene que transformar la cadena cinemática cerrada
en abierta, para ello se han escojido dos las dos juntas señala-
das en la figura para ser reemplazadas por restricciones. El el
sistema multicuerpo queda con tres ramas cinemáticas abiertas
y dos juntas que constituyen las restricciones.

Figura 13: Robot planar 3-RRR con los sistemas de referencias de los cuerpos.

La variable de posición de este robot, siguiendo la nomen-
clatura de la Figura 13, es la siguiente,

θ = [θ1, θ2, θ3, θ4, θ5, θ6, θ7]T

Donde las variables actuadas son θact = [θ1, θ4, θ6]T , y las va-
riables pasivas son: θpas = [θ2, θ3, θ5, θ7]T .

7.3.1. Análisis de posición
En la Figura 13 solo se dibujaron los sistemas de referencia

de cada cuerpo para no complicar el dibujo, pero para efec-
tos de análisis hay que tener en cuenta que en las juntas que
se rompen se deben colocar sistemas de referencia para poder
construir las restricciones de movimiento. Teniendo en cuenta
este detalle, se procede a construir las matrices de transforma-
ción homogéneas que describen la cadena cinemática.

Primera cadena cinemática
Esta primera cadena cinemática esta formada por los cuerpos
1, 2 y 3, siendo 3 el efector final del robot. Como se van a rom-
per las otras juntas del efector final, este cuerpo va a tener dos
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puntos de interés para las restricciones. Por simplicidad en la
formulación se van a tomar el efector final como el cuerpo n de
todas las restricciones a crear. Las matrices de transformación
homogéneas para esta cadena cinemática son,
Entre el cuerpo 0, y la junta 1 del mismo cuerpo,

T0,1 =

[
I ry(−rbase)
0 1

] [
Rotz(θ1) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 1, y la junta 2 del mismo cuerpo,

T1,2 =

[
I rx(L)
0 1

] [
Rotz(θ2) 0

0 1

]
Entre la junta 2 y la junta del cuerpo 3,

T2,3 =

[
I rx(L)
0 1

] [
Rotz(θ3) 0

0 1

]
Entre 3 y el punto n1,

T3,n1 =

[
Rotz(−π/6) 0

0 1

] [
I ry(lee)
0 1

]
Entre 3 y el punto n2,

T3,n2 =

[
Rotz(π/6) 0

0 1

] [
I ry(lee)
0 1

]

Segunda cadena cinemática
Las matrices de transformación homogéneas son, Entre el cuer-
po 0, y el cuerpo 4,

T0,4 =

[
Rotz(2π/3) 0

0 1

] [
I ry(−rbase)
0 1

] [
Rotz(θ4) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 4, y el cuerpo 5,

T4,5 =

[
I rx(L)
0 1

] [
Rotz(θ5) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 5 y el punto m1,

T5,m1 =

[
I rx(L)
0 1

]

Tercera cadena cinemática
Las matrices de transformación homogéneas son, Entre el cuer-
po 0, y el cuerpo 6,

T0,6 =

[
Rotz(−2π/3) 0

0 1

] [
I ry(−rbase)
0 1

] [
Rotz(θ6) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 6, y el cuerpo 7,

T6,7 =

[
I rx(L)
0 1

] [
Rotz(θ7) 0

0 1

]
Entre el cuerpo 7 y el punto m2,

T7,m2 =

[
I rx(L)
0 1

]

7.3.2. Vector de restricciones
Las juntas que se rompieron se van a reemplazar por 4 res-

tricciones de movimiento lineal. Es bueno recordar que para
este tipo de restricción no es necesario que los sistemas de los
cuerpos m y n coincidan en orientación, únicamente en posi-
ción. El vector de restricciones expresado de forma resumida
es,

Φ(θ) =


Φlin(ux,x, rn1 − rm1 )
Φlin(uy,y, rn1 − rm1 )
Φlin(ux,x, rn2 − rm2 )
Φlin(uy,y, rn2 − rm2 )


Donde el significado de cada uno de ellos es,

Φlin(un,n, rni − rmi ) =
(
R0,ni un,n

)T (
r0,ni − r0,mi

)
Donde los componentes R0,ni y r0,ni se obtiene de la matriz de
transformación homogénea T0,ni . De la misma manera rm,i se
obtienen de la matriz homogénea T0,mi . Los vectores ux,x =

[1; 0; 0], y uy,y = [0; 1; 0] son valores constantes.
El vector de restricciones tiene dimensión 4x1, eso signifi-

ca que únicamente se permiten un máximo de cuatro variables
pasivas. Estas variables pasivas son, θ2, θ3, θ5, y θ7. Las juntas
activas son, θ1, θ4, y θ6.

7.3.3. Jacobiano del sistema
La matriz jacobiana de este sistema tiene tamaño 4x7, por

cuanto son 4 restricciones de movimiento lineal, 4 juntas pasi-
vas, 3 juntas activas para un total de 7 variables. El jacobiano
completo tiene la forma,

Φθ(:, 1 : 3) =


CT

x,xAdTn1 ,1
S 1 CT

x,xAdTn1 ,2
S 2 CT

x,xAdTn1 ,3
S 3

CT
y,yAdTn1 ,1

S 1 CT
y,yAdTn1 ,2

S 2 CT
y,yAdTn1 ,3

S 3

CT
x,xAdTn2 ,1

S 1 CT
x,xAdTn2 ,2

S 2 CT
x,xAdTn2 ,3

S 3

CT
y,yAdTn2 ,1

S 1 CT
y,yAdTn2 ,2

S 2 CT
y,yAdTn2 ,3

S 3



Φθ(:, 4 : 5) =


−CT

x,xAdTn1 ,m1
AdTm1 ,4

S 4 −CT
x,xAdTn1 ,m1

AdTn1 ,5
S 5

−CT
y,yAdTn1 ,m1

AdTm1 ,4
S 4 −CT

y,yAdTm1 ,m1
AdTm1 ,5

S 5

0 0
0 0



Φθ(:, 6, 7) =


0 0
0 0

−CT
x,xAdTn2 ,m2

AdTm2 ,6S 6 −CT
x,xAdTn2 ,m2

AdTm2 ,7S 7

−CT
y,yAdTn2 ,m2

AdTm2 ,6S 6 −CT
y,yAdTn2 ,m2

AdTm2 ,7S 7


El jacobiano de las juntas activas está formado por las co-

lumnas 1, 4 y 6,

Φact =
[
Φθ(:, 1) Φθ(:, 4) Φθ(:, 6)

]
y el jacobiano de las juntas pasivas son las columnas 2, 3, 5 y 7,

Φpas =
[
Φθ(:, 2) Φθ(:, 3) Φθ(:, 5) Φθ(:, 7)

]
Con las definiciones de los jacobianos de las juntas activas

y pasivas se pueden realizar los análisis de posición y veloci-
dad. Para el análisis de aceleración, se hace necesario calcular
el vector γ.
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7.3.4. Vector γ
El vector γ es un vector de tamaño 4x1, para evaluarlo toca

primero evaluar los términos de Coriolis de las aceleraciones.
Término Coriolis para las cadena n1 y n2

Las cadenas cinemáticas n1 y n2 contienen las mismas jun-
tas 1, 2 y 3, la diferencia es en el último cuerpo, el efector final,
donde tienen dos puntos diferentes, n1 y n2. Se puede evaluar
el término común de Coriolis hasta la junta 3 y después multi-
plicar por el operador adjunto respectivo para calcular los dos
términos. En ese sentido, se tiene el término común,

Ac,3 = AdT3,2 adS 2 AdT2,1 S 1θ̇1θ̇2 + adS 3 AdT3,1 S 1θ̇1θ̇3

+adS 3 AdT3,2 S 2θ̇2θ̇3

Para la cadena n1 se evalúa,

Ac,n1 = AdTn1 ,3
Ac,3

Para la cadena n2 se evalúa,

Ac,n2 = AdTn2 ,3
Ac,3

Término Coriolis para la cadena m1

Esta cadena cinemática contiene las juntas 4 y 5,

Ac,m1 = AdTm1 ,5
adS 5 AdT5,4 S 4θ̇4θ̇5

Término Coriolis para la cadena m2

Esta cadena cinemática contiene las juntas 6 y 7,

Ac,m2 = AdTm2 ,6
adS 6 AdT6,7 S 7θ̇6θ̇7

Vector γ.
Una vez evaluado los términos de Coriolis, el vector γ se evalúa
con la siguiente expresión,

γ(1) = C∗Tx,x
(
AdTn1 ,m1

Ac,m1 − Ac,n1 − adVn1
AdTn1 ,m1

Vm1

)
γ(2) = C∗Ty,y

(
AdTn1 ,m1

Ac,m1 − Ac,n1 − adVn1
AdTn1 ,m1

Vm1

)
γ(3) = C∗Tx,x

(
AdTn2 ,m2

Ac,m2 − Ac,n2 − adVn2
AdTn2 ,m2

Vm2

)
γ(4) = C∗Ty,y

(
AdTn2 ,m2

Ac,m2 − Ac,n2 − adVn2
AdTn2 ,m2

Vm2

)
Matrices Ji.
El sistema tiene 7 cuerpos y 3 juntas activas, por lo tanto, habrá
7 matrices Ji, cada una de tamaño 6× 3. Para los primeros esla-
bones, es decir, los cuerpos 1, 4, y 6, se tiene que en el cálculo
de la velocidad de cada cuerpo solo interviene una de las 3 jun-
tas activas θ1, θ4, y θ6. Para estos cuerpos, el jacobiano Ji solo
tiene una columna y la fórmula general del jacobiano del cuerpo
es,

Ji(:, k) = S rot,z

Donde la variable k representa la junta activa que interviene en
el cálculo de la velocidad del cuerpo; por ejemplo, para el cuer-
po 4, su jacobiano será, J4(:, 2) = S i. Adicionalmente, el vector
S rot,z es constante para el sistema y tiene la forma,

S rot,z = [0, 0, 1, 0, 0, 0]T

Para los cuerpos 2, 5, y 7, el jacobiano Ji tendrá dos componen-
tes. El primero es la columna relacionado con la junta activa
de la cadena cinemática correspondiente; el segundo es el pro-
ducto de S rot,z con la fila k del producto ρ = −Φ−1

pasΦact. las
ecuaciones para estos tres casos son,

J2(:, 1) = AdT2,1 S rot,z

J2 = J2 + S rot,zρ(1, :)
J5(:, 2) = AdT5,4 S rot,z

J5 = J5 + S rot,zρ(3, :)
J7(:, 3) = AdT7,6 S rot,z

J7 = J7 + S rot,zρ(4, :)

Por último, para el efector final, la matriz Ji se calcula con la
expresión,

J3(:, 1) = AdT3,1 S rot,z

J3 = J3 + Ad3,2S rot,zρ(1, :)
J3 = J3 + S rot,zρ(2, :)

7.3.5. Análisis Numérico
Las ecuaciones del análsis del robot 3 − RRR se progra-

maron en MATLAB utilizando los siguientes valores numéricos
para el robot,

Datos geométricos
Radio de la base (rbase) = 255,0 mm
Radio del efector final (ree) = 55,0 mm
Longitud de los eslabones (L) = 200 mm

Posición inicial
La configuración inicial del robot es,
θinicial = [30; 120;−150; 30; 120; 30; 120] grados

Velocidad angular y duración de la simulación
La simulación se hizo a velocidad angular constante de 6 gra-
dos por segundo, con aceleración angular cero en las juntas
actuadas. El tiempo de duración fue de 3 segundos para evitar
choque entre los eslabones.

Matrices Mi.
Para obtener datos de la dinámica inversa, se consideraron ma-
trices Mi constantes. La geometrı́a del robot permite que las
matrices sean iguales para todos los eslabones. En el caso del
efector final, se tiene otra matriz de masas.
Los valores de la masa e inercia centroidal de los eslabones de
las patas son,
Masa de los eslabones = 0,32841 Kg.
Inercia centroidal de los eslabones =
diag([13812,98e − 9; 1201772,56e − 9; 1201772,56e − 9])
Kgmm2

El centroide del eslabón queda a una distancia ri,c del sistema
de referencia i del cuerpo. Este vector distancia es constante,
ri,c = [L/2; 0; 0]T

La matriz de rotación entre el sistema de referencia del cen-
troide y el sistema de referencia del cuerpo, Ri,c, es la matriz
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identidad, es decir ambos tienen la misma orientación.
Para le caso del efector final los valores empleados son,
Masa del efector final = 0,70994 Kg.
Inercia del efector final =
diag([633683,60e − 9; 633683,60e − 9; 1195134,64e − 9])
Kgmm2

El centroide del efector final queda a una distancia re f ,c del
sistema de referencia del efecto final. Este vector distancia es
constante,
re f ,c = [0; ree; 0]T

La matriz de rotación entre el sistema de referencia del centroi-
de y el sistema de referencia del efector final, Re f ,c, es la matriz
identidad, es decir ambos tienen la misma orientación.
Con los datos anteriores se forma la matriz de masas generali-
zada de cada componente de la cadena cinemática,

Mi =

[
Ri,cIcRT

i,c − mir̂i,cr̂i,c m ˆri,c

−mr̂i,c mI3x3

]

7.3.6. Resultado de las Simulaciones
Una vez realizado la simulación numérica, se procede a gra-

ficar los resultados obtenidos. En la Figura 14 se muestran los
resultados obtenidos para la orientación angular del eslabón 2.
Debido a la simetrı́a del problema, a la forma como se escogie-
ron los ángulos de las juntas actuadas, y a los parámetros de la
simulación; las gráficas de los ángulos de giro de los eslabones
5 y 7 exhiben el mismo comportamiento.
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Figura 14: Posición del eslabón 2
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Figura 15: Velocidad del eslabón 2
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Figura 16: Aceleración del eslabón 2

La Figura 15 es el resultado del análisis de velocidades del
robot para el eslabón 2. En el caso de las aceleraciones, se tiene
la Figura 16 como el resultado del análisis del eslabón 2. Si bien
los resultados dibujados son para el eslabón 2, se tiene que, por
las caracterı́sticas de la simulación, los eslabones 5 y 7 exiben
el mismo comportamiento numérico.

Por último, se tiene los resultados de los pares de los mo-
tores. Debido a las caracterı́sticas de la simulación, los valores
obtenidos son similares para los 3 motores. La Figura 17 mues-
tra el par necesario que debe tener el motor para que el robot se
mueva según los parámetros de la simulación.
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Figura 17: Par requerido del motor 1

8. Conclusiones

En este trabajo se ha explicado de forma rigurosa como rea-
lizar el análisis dinámico inverso de mecanismos con cadena
cinemática cerrada, utilizando el método de las restricciones,
ampliamente conocido en la mecánica multicuerpo, pero con
dos cambios. El primero es la forma como se definen las res-
tricciones. El segundo, es utilizando la notación proveniente del
álgebra de Lie, para las velocidades y aceleraciones. Una venta-
ja de este enfoque es que las restricciones se pueden agrupar en
dos grupos: restricciones de movimiento lineal y restricciones
de movimiento angular. Este diferenciación permite que el jaco-
biano, o derivada de las restricciones, se exprese como una úni-
ca ecuación,Φθ = C∗T (Vn−AdTn,m Vm). A partir de la simplicidad
del término del jacobiano, se procede a determinar las ecuacio-
nes y el procedimiento necesario para realizar los análisis de
posición, velocidad y aceleración del sistema multicuerpo. Para
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conseguir el análisis dinámico inverso, se empleó el principio
del trabajo virtual, donde fue necesario construir los jacobianos
de los eslabones, Ji, a partir de la información cinemática del
mecanismo y la relación de velocidad entre las juntas activas y
las juntas pasivas del mecanismo de cadena cinemática cerrada.

Para ilustrar como es el procedimiento necesario para ana-
lizar las cadenas cinemáticas cerradas, se realizaron tres ejem-
plos: un mecanismo de cinco barras, un mecanismo espacial de
cuatro barras, y el robot paralelo 3 − RRR. Para cada ejemplo
se ilustra los pasos subyacentes en los análisis de posición, ve-
locidad y aceleración; ası́ como el cálculo del jacobiano de los
eslabones, Ji, necesario para obtener el par requerido por las
juntas para mover el mecanismo. Es decir, se obtuvo el modelo
dinámico inverso del sistema.

Por último, es importante resaltar que el método ilustrado en
el presente artı́culo es un método numérico, el cual tiene ciertas
ventajas respecto a los modelos simbólicos que ampliamente se
discuten en la literatura cientı́fica. La principal ventaja es que se
evita tener que lidiar con ecuaciones algebraicas altamente noli-
neales, donde el manejo, factorización, y simplificación pueden
ser tareas que requieren un gran esfuerzo matemático.
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