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Resumen

Se puede afirmar que la inmensa mayoria de los fenémenos de la naturaleza estudiados tienen un caracter no lineal.
Muchos de estos problemas se pueden modelar utilizando ecuaciones diferenciales no lineales (EDNL) para cuya reso-
lucién no existe una amplia coleccién de herramientas como si podemos encontrar para la resolucién de las ecuaciones
diferenciales ordinarias. En otros contextos y en este particularmente, los métodos iterativos para la resolucion de siste-
mas no lineales adquieren gran importancia ya que una ecuacién diferencial no lineal se puede aproximar numéricamente
resolviendo un sistema de ecuaciones no lineales equivalente tras un proceso de discretizacién.

En la presente Tesis Doctoral se proponen dos nuevas clases de métodos iterativos de sexto orden de convergencia
basados en funciones peso y se realizan los respectivos anélisis de convergencia. El primero de ellos se compara con
otros métodos de sexto orden mostrando, aunque formalmente, un mejor rendimiento. En ambos casos se realiza un
analisis dindmico donde se indaga la estabilidad de los métodos propuestos en dependencia de la aproximacién inicial
escogida, estos analisis se hacen empleando polinomios vectoriales de estudio muy simples (polinomios de prueba). Un
mal rendimiento con estos Gltimos, nos aconseja rechazar las aproximaciones iniciales que les han dado lugar.

Los métodos propuestos han sido testeados en mdltiples experimentos numéricos con problemas académicos y con otros
aplicados tales como la resolucién numérica de la ecuacién de Volterra, la ecuacién de Van der Pol y la ecuacién de
transmision de calor en un medio no homogéneo, mostrando en todos ellos muy buenos resultados.

Finalmente se proponen las lineas de investigacion futuras: dos de ellas, basadas en un paradigma determinista, es una
continuacién directa del trabajo realizado. La otra linea que contempla un paradigma no determinista, se fundamenta
en procesos probabilisticos adoptando un método Montecarlo para la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales.
Una vez disefiado el método Montecarlo en cuestion, se pretende realizar una comparacién de rendimiento entre ambos
paradigmas.
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Resum

Es pot afirmar que la immensa majoria dels fendomens de la naturalesa estudiats tenen un caracter no lineal. Molts
d'aquests problemes es poden modelar utilitzant equacions diferencials no lineals (EDNL) per a que la seua resoluci 6n
no existeix una amplia col-leccié d’eines com si podem trobar per a la resolucié de les equacions diferencials ordinaries.
En altres contextos i en aquest particularment, els métodes iteratius per a la resolucié de sistemes no lineals adquireixen
gran importancia ja que una equacio diferencial no lineal es pot aproximar numéricament resolent un sistema d'equacions
no lineals equivalent després d'un procés de discretizacion.

En la present Tesi Doctoral es proposen dues noves classes de métodes iteratius de sisé ordre de convergéncia basats
en funcions pese i es realitzen les respectives analisis de convergéncia. El primer d’ells es compara amb altres métodes
de sisé ordre mostrant, encara que formalment, un millor rendiment. En tots dos casos es realitza una analisi dinamica
on s'indaga |'estabilitat dels métodes proposats en dependéncia de I'aproximacié inicial triada, aquestes anilisis es fan
emprant polinomis d'estudi molt simples (polinomis de prova). Un mal rendiment amb aquests altims, ens aconsella
rebutjar les aproximacions inicials que els han donat lloc.

Els métodes proposats han sigut testats en multiples experiments numérics amb problemes académics i amb altres
aplicats com ara la resolucié numeérica de I'equacié de Volterra, I'equacié de Van der Pol i I'equacié de transmissié de
calor en un mitja no homogeni, mostrant en tots ells molt bons resultats.

Finalment es proposen les linies d'investigacié futures: dos d’elles, basat en un paradigma determinista, és una con-
tinuacié directa del treball realitzat. L’altra linia que contempla un paradigma no determinista, es fonamenta en
processos probabilistics adoptant un métode Montecarlo per a la resolucié de sistemes d’'equacions no lineals. Una
vegada dissenyat el métode Montecarlo en qliestio, es pretén realitzar una comparacié de rendiment entre tots dos
paradigmes.






Abstract

It can be argued that the vast majority of natural phenomena studied are nonlinear in nature. Many of these problems
can be modeled using nonlinear differential equations (NLDEs) for the solution of which there is no large collection of
tools as we can find for the solution of nonlinear differential equations. There is not a large collection of tools for solving
NDEs as there is for solving ordinary differential equations differential equations. In other contexts and in this one in
particular, iterative methods for solving nonlinear systems are of great importance. nonlinear systems acquire great
importance since a nonlinear differential equation can be approximated numerically by solving a system of nonlinear
equations. by solving an equivalent system of nonlinear equations after a discretization process.

In this Doctoral Thesis, two new classes of sixth order iterative methods of convergence based on weight functions
are proposed and the respective convergence analyses are performed. The first one is compared with other sixth order
methods showing a better performance. In both cases, a dynamic analysis where the stability of the proposed methods
is investigated in dependence of the initial approximation chosen. These analyses are performed using very simple study
polynomials (test polynomials). A bad The proposed methods have been tested for their stability in dependence on the
initial approximation chosen.

The proposed methods have been tested in multiple numerical experiments with academic problems and with other
applied problems such as the numerical solution of the Volterra equation, the Van der Pol equation and the heat transfer
equation in an inhomogeneous medium, showing very good results in all of them.

Finally, future lines of research are proposed: two of them, based on a deterministic paradigm, are a direct continuation
of the work carried out. The other line, which contemplates a non-deterministic paradigm, is based on probabilistic
processes adopting a Monte Carlo method for the resolution of systems of nonlinear equations. Once the Monte Carlo
method has been designed, a performance comparison between both paradigms will be made.
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Capitulo 1

Introduccién

En la memoria de esta Tesis Doctoral consideramos el problema general de encontrar una solucién de F(z) = 0,
donde F: D C R™ — R" es una funcién multivariable suficientemente diferenciable, cuando n > 1, definido en un
conjunto convexo D. La solucién de este tipo de problemas no lineales multidimensionales suele ser numérica, ya que
no puede resolverse analiticamente en la mayoria de los casos. En este sentido, el papel de los procedimientos iterativos
capaces de estimar sus soluciones es critico y en ausencia de métodos analiticos para resolver este tipo de problemas,
las soluciones de estos sistemas deben abordarse mediante esquemas iterativos de punto fijo,

gk :G<x(k)>, k=0,1,...,

siendo (9 Ia estimacicn inicial.

El esquema de Newton es el procedimiento iterativo mas empleado para resolver problemas no lineales (ver [78]), cuya

expresién iterativa es
2F D — 8 _(F T RE®), k=o0,1,. ..

donde F’(x(k)) denota la matriz Jacobiana de la funcién no lineal F' evaluada en el iterado (%),

Aunque no en el mismo niimero que para el caso escalar, en los Gltimos afios muchos investigadores han centrado su
atencion de este tipo de problemas. Una primera aproximacion consiste en modificar los métodos clésicos para acelerar
la convergencia y también para reducir la cantidad de evaluaciones funcionales y operaciones por iteracién. En [5,30]
se pueden encontrar buenas revisiones sobre esto.

En la literatura reciente en esta area de investigacién, podemos encontrar otros métodos que alcanzan érdenes superiores
(ver, por ejemplo [38,39,41,74,81]) y estan disefiados utilizando diferentes técnicas como: La pseudocomposicion [25],
que esta directamente relacionada con las férmulas de cuadratura, descomposicion de Adomian [11, 24, 31, 48] o
esquemas multidimensionales tipo Steffensen [32,33,71,73,76].

Recientemente, también se ha desarrollado la técnica de la funcién de peso para disefiar métodos iterativos para resolver
sistemas no lineales. Este procedimiento permite aumentar muchas veces el orden de convergencia de un método sin
aumentar el nimero de evaluaciones funcionales. Entre otros, Sharma et al. en [74] disefiaron un esquema con cuarto
orden de convergencia utilizando este procedimiento y, mas recientemente, Artidiello et al. construyeron en [6,9] varias
clases de esquemas de alto orden mediante funciones de peso matricial y técnicas de funciones peso. También se
encuentran algunos métodos libres de matriz Jacobiana con memoria [18, 33, 64].

Por otro lado, como la mayoria de los métodos iterativos para ecuaciones escalares no son directamente extensibles
a sistemas, era necesario encontrar una nueva técnica que lo hiciera factible. En [1,36], los autores presentaron un
proceso general capaz de transformar cualquier método iterativo escalar al caso multidimensional.
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Algunos resultados clasicos sobre la extensién de los métodos iterativos escalares de un punto a los sistemas pueden
encontrarse en textos de Traub [78], Ortega y Rheimboldt [66], u Ostrowski [68]. También se puede encontrar una
buena resefia mas reciente en [26]. Los métodos multipunto llegaron con la necesidad de mejorar la eficacia de los
esquemas sin utilizar derivadas de segundo orden. Gerlach en [54] y Weerakoon y Fernando en [83] utilizaron férmulas
de cuadratura para conseguir este objetivo y esta tarea fue generalizada por Frontini y Sormani en [52], Cordero y
Torregrosa en [43,44], Ozban en [69] y Wang et al. en [82]. Otros autores también han utilizado los procedimientos
anteriores y otros para construir métodos multidimensionales, como en [85] o [13], pero la cantidad de esquemas de
este tipo en la literatura sigue siendo baja en comparacién con la de los métodos escalares.

Una vez disefiada una clase de métodos, es interesante realizar un estudio dinamico real multidimensional (ver [20,
21,40, 42]) para obtener los valores mas adecuados de los parametros para establecer esquemas estables y también
para detectar comportamientos patolégicos. En el estudio se emplean ciertos polinomios de prueba simples, un mal
rendimiento con estos altimos, nos aconseja desechar aquellos elementos de la familia iterativa que da lugar a este tipo
de comportamiento cuando se aplica sobre sistemas polinémicos simples.

En lo que sigue, describimos la estructura de esta memoria.

En el Capitulo 2, introducimos conceptos y definiciones preliminares, asi como herramientas matematicas que se emplean
a lo largo de este trabajo. Estos conceptos, definiciones y herramientas los podemos dividir en dos grupos, uno de
ellos relacionados con aspectos de los métodos iterativos tales como convergencia y orden en entre otros, también
introducimos herramientas matematicas relacionadas con los desarrollos en Taylor de funciones multivariables; de sus
derivadas y del operador de diferencias divididas. Tambén podemos incluir en este grupo un conjunto de importantes
teoremas sobre existencia y unicidad de las soluciones de los sistemas no lineales con el empleo del esquema de Newton;
asi como otros resultados relacionados con el Teorema de aplicacién de contraccién. En el segundo grupo se encuentran
conceptos tales como puntos fijos, puntos criticos, érbitas periédicas, cuenca de atraccién y otros, relacionados con el
analisis dindmico real o analisis de estabilidad de los métodos iterativos.

En el Capitulo 3, introducimos la primera clase de métodos iterativos disefiados en esta Tesis, de sexto orden y que
posee Jacobiana congelada. Esta clase tiene un primer paso de Newton y los dos siguientes (predictor y corrector) estan
basados en funciones peso. Se realiza el analisis de convergencia cuyos resultados quedan plasmados en el Teorema 13,
también se estudia la eficiencia computacional del método y se compara con la de otros esquemas iterativos también de
sexto orden, mostrando un rendimiento superior para cierta funcién peso polinémica y determinado valor del parametro
libre. Se realizan numerosos experimentos numéricos donde se resuelven sistemas de corte académico de diferentes
dimensiones.

En el Capitulo 4, se realiza un extenso anélisis dindmico o de estabilidad de una familia parametrica derivada de la
clase anterior utilizando polinomios vectoriales de prueba. El estudio se divide en dos partes, en la primera se utiliza un
sistema polinémico desacoplado y en la segunda uno acoplado. En la deteccién de conjuntos de valores del parametro
libre que implican comportamientos patolégicos de la familia estudiada (aquellos que no permiten la convergencia a las
raices de los polinomios) se han empleado un conjunto de herramientas matematicas y computacionales en el analisis
dindmico real tales como, las funciones de estabilidad, los diagramas de bifurcacién, las rectas de parametros, los planos
dindmicos o de convergencia y los planos de superficies isonormales. Esta Gltima herramienta, es un resultado original
surgido y empleado por primera vez en la investigacion desarrollada en esta Tesis. Los resultados relacionados con la
estabilidad de la familia estudiada se usan para realizar los experimentos numéricos donde se observan la estabilidad y
convergencia de la familia de esquemas iterativos en sistemas de tipo académico.

En el Capitulo 5, se introduce la segunda clase de procesos iterativos dependiente de un parametro estudiada en esta
Tesis, de quinto o sexto orden dependiendo del valor del parametro libre escogido, con Jacobiana congelada y cuyo
primer paso es el de Newton. El segundo paso con un factor de amoriguacion tipo iterativo de Ermankov-Kalitkin
y un tercer paso que contiene una funcién peso matricial. Se realiza el analisis de convergencia y se proponen dos
funciones matriciales de tipo polinémica y racional respectivamente, que cumplen con las condiciones del teorema de
convergencia. Se realizan numerosos experimentos numéricos donde se resuelven sistemas de corte académico y un
ejemplo de aplicacién en la resolucién de la ecuacién diferencial de Volterra.

En el Capitulo 6, se realiza el analisis de estabilidad de una familia derivada de la clase anterior. Para el estudio se
utiliza el polinomio vectorial de prueba desacoplado ya utilizado anteriormente. En la deteccién de los comportamientos
patolégicos se utilizan herramientas ya conocidas como las funciones de estabilidad, los diagramas de bifurcacion, las
rectas de pardmetros y los planos dindmicos o de convergencia. Se realizan experimentos numéricos donde se utiliza



el método iterativo para la resolucién de la ecuacion diferencial de Volterra y para resolver la ecuacion diferencial en
derivadas parciales de la conduccién de calor en un medio no homogéneo. En este Gltimo test se utilizan mallados de
diferentes extensiones lo que implica la resolucion de sistemas de ecuaciones de multiples tamaiios.

En el Capitulo 7, se brindan las conclusiones de la Tesis y se muestran posibles lineas futuras de investigacién; por
Gltimo, se anexan varios programas utilizados en los calculos y pruebas numéricas y se cierra con la literatura utilizada
en la elaboracién de este trabajo.
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Capitulo 2. Conceptos previos

2.1 Introduccién

Introducimos ahora algunos conceptos y herramientas que se utilizaran a lo largo de la memoria y que expondremos
basicamente en dos grandes grupos.

En el primero de ellos, postulamos el problema a estudiar, damos una definicién general de un proceso iterativo,
definimos la derivada de Fréchet y mostramos el esquema iterativo de Newton. Definimos importantes conceptos de los
métodos iterativos tales como convergencia y orden. También se exponen importantes resultados relacionados con las
condiciones de convergencia, existencia y unicidad del punto fijo para el método de Newton. Mostramos herramientas
matematicas tales como, los desarrollos de Taylor de funciones multidimensionales, de sus derivadas y del operador de
diferencias divididas evaluados en los diferentes iterados o pasos del proceso iterativo. Herramientas y conceptos todos
que se emplearan en el analisis de convergencia de los métodos propuestos.

En el segundo grupo expondremos un conjunto de conceptos y herramientas empleados en el estudio del comportamiento
dinamico de los miembros de cualquier familia de métodos iterativos, concretamente de los propuestos en esta memoria.
Conceptos como el operador racional, puntos fijos, criticos, érbitas periédicas, cuenca de atraccién y otros, seran
incluidos en este grupo.

2.2 Sistemas de ecuaciones no lineales y procesos ite-
rativos

El problema general a estudiar es estimar una solucién del sistema de ecuaciones no lineales F(z) =0, F: D C R" —
R"™ donde z = (z1,...,2n)T. Siendo F(z) = (f1(z),..., fn(z)))T, el problema a estudiar se reduce a la solucién del
sistema de ecuaciones

fi(z1,...,zn) =0, i=1,...,n; (2.1)

siendo f; : R = R, i =1,...,n, las funciones coordenadas de F'(z).
Teniendo en cuenta que operamos en R" definimos la derivada de Fréchet necesaria para introducir la mayoria de
esquemas iterativos de punto fijo

Definicién 2.2.1 (Derivada de Fréchet). La funcién F : D C R™ — R"™ es Fréchet diferenciable en un punto x en el
interior de D, si existe un operador A € L(R™,R"™) tal que, para todo h € R"

lim (1/[[R[)[[F(z + h) — Fx — A(z)h[| = 0, (22)

h—0
siendo ||.|| una norma en R™. El operador lineal A es denotado por F' y es denominado como la derivada Fréchet de
Fenx.
Siendo f;(w;,...,xn) las funciones coordenadas de F'(z) con primeras derivadas parciales de primer orden continuas y
A = (ayj), escogiendo h = te; como el j- ésimo vector de coordenadas e’ = (0,...,1,0,...,0) y teniendo en cuenta
(2.2), podemos escribir _

limn (1/0) il + te?) — fi(z) — tagj] = 0,

que implica la existencia de las derivadas parciales de cada componente f; en z tal que
8,]01'(1')/8:8]':(1”, i,jzl,...,n.
Teniendo en cuenta este resultado, escribimos la representacion matricial de F’(x) llamada matriz Jacobiana como

8fl/axl 8f1/a75n
Fla)=| |
Ofn/dx1 -+ Ofn/dzn



2.2 Sistemas de ecuaciones no lineales y procesos iterativos

Para la solucién de un sistema no lineal, solo existen métodos directos para sistemas de pequefio tamafio y formas
especiales [60]. De aqui que se utilicen métodos iterativos para resolver el sistema de ecuaciones no lineales (2.1).

Un método iterativo es un procedimiento que genera una sucesion de vectores {m(k)} dados unos vectores iniciales
x(o), e ,m(7p+1), con p > 1. En general se puede definir un proceso iterativo como:

Definicién 2.2.2. Una familia de operadores Gy,

Gr: D C (RMHMP =R" x ... x R" > R", k=0,1,...,
N—————

k+p veces

define un proceso iterativo p = (G}, D*,p) con p puntos iniciales y con dominio D* C Dy , si D* es no vacio y si

para cualquier punto (m(o), . 7:c(ﬂ’+1)) € D*, la sucesién {x(k)} generada por
x(kJrl):Gk(x(k)7...,,m(7p+1)), k=0,1,...,
existe, esto es, si (:r(o), ... ,m(7p+1)) € Dy, para todo k > 0. El punto z* tal que klim ) = 2* se llama limite del
—00

proceso iterativo.

La definicién 2.2.2 que puede encontrarse en [66], es extremadamente general y es poco frecuente en la practica
encontrar procesos iterativos descritos exactamente por esta Gltima. Segin la definicién, un proceso iterativo esta
definido si existe cierto conjunto no vacio D* tal que para el conjunto de puntos iniciales (:U(O), .. .,x(fp“)) € D* la
sucesiéon completa de vectores {a:(k)} puede ser generada. Para que esto Gltimo ocurra, es necesario que los operadores
G estén definidos en todo (R")k"'p para todo k > 0, lo que no siempre es el caso. En relacién con esto altimo, por
ejemplo, consideremos el esquema de Newton y asumamos que para cierto 29 € D de la funcién F, la Jacobiana
F'(2(?)) existe y es no singular. Este hecho garantiza la existencia de z(1), pero z(1) no necesariamente tiene que
pertenecer a D, y aunque lo estuviere, la Jacobiana F’(ac(l)) no tendria porque existir. Lo que detendria el proceso
iterativo después del primer paso (véase [66], pagina 237).

Los procesos iterativos multipasos son mas comunes en la practica y son los utilizados en esta memoria. La siguiente
definicién puede encontrarse asimismo en [66].

Definicién 2.2.3. Un proceso iterativo o = (Gy, D*,p) es un método multipasos (m — pasos) sip = m y si las
aplicaciones Gy, son de la forma

Gy : D c (RM™ —» R" k=0,1,...,
y es secuencial si los iterados son generados por
2D Gk(a:(k)

o, atRmmA)y k=0,1,....

Un proceso iterativo multipaso es estacionario con la funcién de iteracion G si G, =G, D, =D, k=0,1,....

En nuestra memoria los metodos iterativos estudiados son secuenciales, de tres pasos y estacionarios. El operador
iterativo tiene la misma estructura en cada iteracién y es de la forma

y(F) = N(z®)
o= Z(k) = Q(m(k)vy(k))7 k:0717~~'7
2BHD G(x(k), y(k)7 Z(k))
que de forma compacta podemos expresar como
5D = g™y, k=o0,1,..., (2.3)

donde N,Q,G : D — R" y la secuencia de vectores generada {m(k)} se obtiene a partir de un vector o estimacién

)

inicial denotado como z(?) = (z(lo ,...,m,(l ))T. Ademas, el primer paso es el mismo para los métodos propuestos,
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siendo
N(m(k)):x(k) _[F/(x(k))]—lF(x(k)L E=0,1,..., (2.4)

el conocido método de Newton. La solucién de (2.3), z = G(x), se denomina punto fijo del operador G.

Definicién 2.2.4. La sucesién de vectores {m(k)},;“;l en R"™ se dice que converge a £ € R™ respecto a una norma || - ||
si, dado cualquier € > 0, existe un entero N(e) > 0 tal que

Hx(k) —¢&<e para todo k > N (e).

Definicién 2.2.5. Un punto fijo z* de G : R™ — R" se denomina punto atractor, si existe un entorno abierto S de z*
tal que para cualquier 2(0) € S, Ias iteraciones de (2.3) estan bien definidas y convergen a x*.

Teorema 1 (Teorema de Ostrowski [66]). Supongamos que G : D C R™ — R" es diferenciable en un punto fijo z* y
el radio espectral de G’ (z*) satisface la condicién p(G'(z*)) < 1. Entonces x* es un punto atractor de G.

Otro resultado importante relacionado con la convergencia local es el siguiente teorema que establecen las condiciones
que aseguran la convergencia cuadratica del método de Newton

Teorema 2 (Convergencia local del Método de Newton [66]). Supongamos que F' : R™ — R"™ es Fréchet diferenciable
en cada punto de un entorno abierto de la solucion x* de F(z) = 0, F' es continua en z* y F'(2*) es no singular.
Entonces z* es un punto de atraccién del método de Newton y

(k+1) _ %
A R
k—o00 ||m(k)—,1;*||
Ademas, si
IF' (@) - F'(a")]| < alle %] cona e (0,1),

para todo = en un entorno abierto de x*, entonces existe una constante ¢ < +oo tal que

le® D — ¥ < f]a® — 2|

para todo k > kg donde ko depende de z(©)

En relacién con la rapidez de convergencia de un método iterativo,

Definicién 2.2.6. Sea {m(k)}kzo una sucesién en R™ que converge a £, entonces se dice que converge con orden p,
p>1,siexisteun M >0 (0< M <1sip=1)yko€ N tal que

2T —¢|| < M|® — g7, Vk > ko,

eI < Me™P, Vk > ko,
donde e¥) = (k) _ ¢,

Teniendo en cuenta la altima definicién, podemos constatar que el método de Newton tiene segundo orden de conver-
gencia de acuerdo al Teorema 2.

Con fines experimentales, Weerakoon y Fernando introducen en [83] el orden de convergencia computacional (COC)
definido como

In([z**+D — ¢]/l=® — ¢])
p~COC = . k=12, 2.5
([ — g/ e —¢]) 25)

siendo x(k_l), a:(k), 2**1) tres iteraciones consecutivas cercanas a &. Debido al hecho que € usualmente no se conoce,
Cordero y Torregrosa introdujeron en [43] el orden de convergencia aproximado computacional ACOC, que puede ser
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estimado en la practica y calculado por la expresion

In([la® 1) — M| /||z®) — *=Dy)

~ ACOC =
P n(a® — 2E=D /|l — z-2)|))’

k=2,3,..., (2.6)

que nos brinda una estimacioén de la velocidad de convergencia del esquema iterativo.

En lo adelante, expondremos conceptos y resultados significativos sobre las condiciones de convergencia que debe
cumplir un esquema iterativo, asi como condiciones de existencia y unicidad de los puntos fijos. Teniendo en cuenta
que los métodos propuestos en esta memoria tienen al método de Newton como primer paso, comenzaremos con un
importante resultado que servird de fundamento a otros planteamientos.

Teorema 3 ( [49]). Sea el sistema no lineal definido por las ecuaciones f;(x1,...,xn) = 0 y sea la funcién vectorial
F(x) = (f1,..-, fn)T definida y continua asi como sus derivadas parciales de primer y segundo orden en un dominio
QeR".

Supongamos que 2@ eq y sea B el entorno cerrado o bola:

B, r) = U@) = {lz - =@ <7}

tales que se cumplen las condiciones siguientes:

(1) existe la inversa de la matriz Jacobiana F'(z) en z(©), Ty = [F'(z(?))] ™1, siendo ||T|| < Ao,

(2) |IToF (x| < By < r/2,

(3) Z

(4) las constantes Ag, By, C' satisfacen la desigualdad

& fi(x)

amjaxk <Cuparai,j=1,2,....,nyx¢€ U(x(o))’

o = 2nAgBoC < 1. (2.7)

Entonces, la sucesién generada por el método de Newton, cuya expresién iterativa es (2.4) partiendo de la aproximacion
inicial (%), converge a la solucién x* del sistema (2.1) y el limite del proceso iterativo

k) _ _x

lim z® =z ,
k— o0

es solucion del sistema tal que

Iz* — 2| < 2By <1

A continuacién mostramos un resultado relacionado con la unicidad de la solucién del sistema no lineal (2.1).

Teorema 4 ( [49]). Dadas las condiciones (1) — (4) del Teorema 3, existe en el entorno de 20
|z — 2 Il <2Bg

una dnica solucién del sistema no lineal (2.1).

El resultado siguiente versa sobre la estabilidad de la convergencia del método de Newton bajo la variacién de las
condiciones iniciales.

Teorema 5 ( [49]). Si las condiciones (1) — (4) del Teorema 3 se satisfacen y

2
m <r donde no = 2nAgBoC < 1,
0
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entonces el método de Newton converge a una tnica solucion & del sistema (2.1) en el dominio principal ||z — x(O)H <
2By para cualquier eleccién de la aproximacién inicial z'°) en el recinto

1(0)

— X

(O)H < 1_/'L0

o
I T 2o

En lo que resta de esta subseccion expondremos el Teorema de Contraccién, un importante resultado del Analisis
Matematico Multivariable y que sirve de fundamento a otros. Este teorema muestra las condiciones que garantizan la
convergencia de un esquema iterativo, pero antes de enunciarlo, damos la definicién de un mapa contractivo.

Definicién 2.2.7. G : D C R™ — R" es contractivo o de contraccién en un conjunto Dy C D si existe un o < 1 tal
que [[G(z) — G(y)|| < alle — yl| para todo ,y € Do.

Teorema 6 (Teorema de la aplicacién contractiva [66]). Supongamos que G : D C R™ — R"™ es una contraccién en
un conjunto cerrrado Dy C D y que G(Dy) C Dg. Entonces, para cualquier 20 ¢ Dy el esquema (2.3) converge a
un dnico punto fijo x* de G en Dy con la cota del error

le® = < 2™ —a® V) k=01,

Los siguientes resultados hacen uso del teorema de contraccién restringiendo el conjunto de puntos donde las condiciones
del teorema tienen lugar.

Definicién 2.2.8. El mapa G : D C R™ — R" es una aplicacién contractiva iterada en el conjunto Dy C D, si existe

un o < 1 tal que
1G(G(z) = G@)|| < ol G(x) — x|,

siempre que x y G(z) estén en Dy.
Teorema 7 ( [66]). Supongamos que G : D C R"™ — R" es una aplicacién contractiva iterada en un conjunto cerrado

Dy C D y que para alguna aproximacion 20 ¢ Dy la secuencia (2.3) permanece en Dy. Entonces klim 2 = 2"
— 00

Do, y la estimacién a
1) — || < 2 Iz® — 2D gk =o0,1,..., (2.8)

tiene lugar. Adem3s, si G es continuo en =¥, entonces z* = G(z*).

El siguiente resultado deriva del teorema anterior.
Teorema 8 ( [66]). Sea F': D C R™ — R"™ Fréchet diferenciable en D tal que cumple la desigualdad
IF (z) = F'(y)ll <, Va,y € D.
Supongamos que A : D C R™ — L(R",R") satisface
A~ < 8, IF'(@) - A@| <6, VaeD,
donde o = B(y +6) < 1, y que existe un z\°) € D para el cual S = B(z"),r) ¢ D conr > B||F ()| /(1 — o).

Entonces las iteraciones
25D = 2B 4P ) k=0,1,...,

permanecen en S y convergen a la dnica solucién & de F(x) = 0 en S. Ademas, se verifica la condicion (2.8).

Concluimos esta subseccidén con un importante resultado que muestra el orden de convergencia cuadratico del método
de Newton como en el Teorema 2.

10
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Teorema 9 (Teorema de Newton-Mysovskii [66]). Supongamos que F': D C R"™ — R" es Fréchet diferenciable en el
conjunto convexo Do C D y la matriz jacobiana F'(x) es no singular V& € Dy y satisface

IF'(z) = F'(y)ll < vlle —yll, I @)l < 8, Va,y € Do.

Si 2% € Dy es tal que |[F' (') ' F@ )| <nya= 1Byn < 1, asi como Bz, ro) c Dy siendo
oo .
J
=3 a?
j=0

entonces las iteraciones del método de Newton (2.4) permanecen en B(m(o),ro) C Dy y convergen a la solucién de
F(x) =0. Ademis,
lz* — 2| < g [la® — 22, k=12,...,

donde

er = (a/n) Z <a2k>2j_1 <a [17 (1 — azk)}_l.

Jj=0

2.2.1 Herramientas matematicas

En esta seccién expondremos las herramientas matematicas asi como la notacién utilizada directamente en la técnica
del analisis de convergencia de los métodos propuestos. En la exposiciéon de resultados relacionados con el método de
Newton, se puede apreciar que es necesaria sélo la primera derivada de Fréchet de la funcion F(z). Para esquemas
iterativos de 6rdenes de convergencia superior a dos, es necesaria una mayor diferenciabilidad de esta funcién. Esto se
puede apreciar en el analisis de convergencia de los métodos estudiados en esta memoria.

Sea F': D CR™ — R" una funcién sufucientemente Fréchet diferenciable en D. La g - ésima derivada con ¢ > 1 de
Fenu e R", es la funcién g-lineal F(9(u) : R™ x ... x R" — R" tal que F(9(u)(v1,...,vq) € R". Se cumple que
————

q—uveces
) F9w)(v1,...,v) € LIR™),

i) F(q)(u)(vg(l), cUg(q)) = F@O ) (v, ... ,vq), para toda permutacién o de {1,2,...,q}.
Teniendo en cuenta ) y i%) introducimos la siguiente notacién

a) FOD)(vy,...,v9) = FD vy - vy,

b) F@ ()i~ tF®) = pl@)(y)pP)yatr—1,

Aplicando la expansién the Taylor en torno de la solucién &€ de Fi(xz) = 0 y asumiendo que la matriz Jacobiana F’(¢)
es no singular, tenemos el desarrollo (ver [39])

p—1
F(+h)=F'(§) [h+ Y _ Ceh?| +O(hP), (2.9)
q=2

donde Cy = (1/g)[F'(€)] ' FD(¢), ¢ > 2. Observemos que Cyh? € R™ , F(D(¢) € L(R™ x --- x R, R") y
[F'(€)]7 € L(R™). Por lo tanto, podemos desarrollar F” en torno a & como

p—1
F'(¢+h) =F'(¢) [I+ chqhq*} +O(hP™Y), (2.10)

q=2

11
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siendo I la matriz identidad y qCgh?™1 € L(R™).

Teniendo en cuenta (2.9) y (2.10), hallamos el desarrollo de Taylor de F(z(*)) y los sucesivos desarrollos de las derivadas

Fa) = P [e® 1 Coe® 1+ C3e® 4 i 1057 1 0(e M),

Fia®) = P©[r+20e" + 3058 4 404e®’ 4 505¢® } + 0™,
F' @™y = [202 1+ 6C5¢™ 11205607 4 2005e®) } +o@E®Y), (2.11)
Fa®) = F(e) [605 +2400eM) + 6005 + (),

Por otro lado, el desarrollo de Taylor de la inversa de la Jacobiana puede expresarse como:
[F/ @)1 = [+ Xae® 1 X36®? 4 x4e®° 4 x5e®* 4 Xﬁe(’“)5] 7€) + 0e®, (2.12)
donde los factores X; son elementos a determinar, teniendo en cuenta la igualdad
1= [F' @) @)
y desarrollando el miembro derecho

_ (k) (k)2
I = T+4(2Cy— Xg)e'" + (X3 —2X203+3C3)e
3 4
+ (=X + 2X3C5 — 3X2C5 +4C) ™ 4 (X5 — 2X4Ch + 3X35C5 — 4X2C4 + 5C5) P (2.13)
5 6
+(—X6 +2X5C2 — 3X4C3 + 4X3C4 — 5X2C5 + 6C6) M7 O(e(k) )s

forzando la nulidad de los coeficientes de los errores hasta orden 5 en (2.12) y (2.13) obtenemos

Xo = 20,

X3 = —3C5+4C3,

X4 = —4C4+6C2Cs+6C3C —8CS,

X5 = —5C5+8CoCy —12C5C3 + 9C3 + 8C4Ca — 12C5C3Cy + 16C5 — 12C3C3, (2.14)
Xg = —32C5 +24C35C5 — 18C5C5 — 16C3Cy 4 12C5C, + 10C2C5 — 6Cg

+24C3C5C5 + 18C3Cy — 16C2C4Co + 10C5C4 + 24C2C5C3 — 16C4C3
+24C3C3 + 12C4C5 — 18C5C5Cs.

Por otra parte, consideremos la funcién f : [a,b] C R — R continua en [a,b], si existe f y es Riemann integrable
en (a,b) entonces fba f'(t)dt = f(b) — f(a). Para la aplicacién G : [a,b] C R* — R", definimos la integral de G en
término de sus componentes como

Jy g1(t)dt

a
/ G(t)dt = : (2.15)
. .
fba gndt
y se dice que G es Riemann integrable en [a, b] si cada una de sus componentes es Riemann integrable.
Si F': D C R"™ — R" es Fréchet diferenciable en cada punto del intervalo [z,y] C D cada funcién componente

fi(z + t(y — z)) es continua para ¢t € [0,1]. Si las derivadas f/(x + t(y — x))(y — =) son Riemann integrables en
t € [0,1] entonces se cumple

1
fi<y>—fi<m>:/0 flettly—2)y—o)d,  i=0,....n

12
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y usando (2.15) escribimos

1
F(y) — F(z) = /0 Fl(z +t(y — z))(y — z)dt. (2.16)

Teorema 10 ( [66]). Supongamos que F : R"™ — R™ es continuamente diferenciable en un conjunto convexo D C R™.
Entonces para cualquier par x,y € D se cumple (2.16).

Una herramienta matematica a utilizar es el operador de diferencias divididas de primer orden [, s F] : @ x  C
R™ x R™ — L(R"™) de una funcién F': D C R™ — R", definido como (véase [66])

ly, z; Fl(y — ) = F(y) — F(z) para todo z,y € Q.
Utilizando la férmula de Hermite-Genocchi [66]
&+ h,z; F) = [} F'(a + th)dt,¥(z, h) € R" x R,
y desarrollando F’(x 4 th) en series de Taylor alrededor de z e integrando obtenemos
[x + hya; F] = F'(z) + $F" (x)h + $F""(2)h? + O(h®) , V(z, h) € R™ x R™.

Usando los desarrollos de F'(z) y sus derivadas en (2.11), obtenemos la expresién a utilizar para el operador de diferencias
divididas
2 3
™, 2@ F) = F(€) [T+ Coe® + (G + ) e + (=205 + 20305 + 204 + C4Cy ) eV
+ (4051 — 4C5C3 + 203 4 3C2Cy + 5C5 — 3C2C3Cs — 2C4C (2.17)

Sene)) e<’“>4} +0(e®®).

Otro elemento crucial en el disfio de métodos de alto orden es la funcién peso. Cuando se trata de esquemas iterativos
vectoriales, dicha funcién peso tiene variaables matriciales y su definicién es algo mas complicada. Para desarrollar
adecuadamente en serie de Taylor la funcién peso matricial, recordamos la notacién definida por Artidello et al. en [8]:
sea X = R™*" el espacio de Banach de las matrices reales cuadradas de tamafio n x n, la funcién H : X — X puede
ser definida tal que su derivada de Fréchet satisface

(a) H'(u)(v) = Hyuv, donde H' : X — L(X)y Hy € R,
(b) H"(u,v)(w) = Hyuvw, donde H” : X x X — L(X)y Hz € R.

H™ (uy, ... un = Hpup -+ un, donde H™ : X x ... x X — L(X)y Hp € R.
(c) (ut, ..., un)(w) uy -+ - un, donde X...xX = L(X)y Hn€

n—uveces

Teniendo en cuenta lo anterior, el desarrollo en Taylor de la funcién H en torno a cierta matriz 6 de tamafio n X n se
puede escribir como

HG®) = ) + Hi (%)~ 6) + SH ) —0)% + 0P~ 0)°), (2.18)

donde 6 en nuestra memoria toma los valores de la matriz nula o la matriz identidad.

13
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2.3 Conceptos previos de analisis dinamico real

El conjunto de herramientas que definiremos méas adelante, formado por los diagramas de Feigenbaum, las lineas de
parametros y las superficies isonormales, nos proporciona informacion precisa y fiable sobre el comportamiento de los
miembros de un método iterativo. En lo que resta de esta seccién haremos referencia a ciertas definiciones y conceptos
que utilizaremos a lo largo de esta memoria de tesis.

La herramienta fundamental en el analisis dindmico real, como veremos en esta seccién, es la funcién racional G :
R™ — R"™ definida habitualmente aplicando un método iterativo multidimensional sobre un sistema de ecuaciones
polinémicas. Debido a la multidimensionalidad de G, el anilisis dinamico empleando herramientas graficas se hace
muy dificil sino inviable; una via para paliar esta situacién es tomar el operador R(z) con z € C en su versién escalar
y realizar el estudio de estabilidad utilizando las técnicas de la dinamica compleja, véase [12] y [51].

Para lidiar con el problema de la dimensionalidad, en [42], Cordero y Torregrosa realizan una extensién de técnicas
de la dindmica compleja convirtiéndolas en herramientas vélidas para el anélisis de G : R™ — R" sin perder la
dimensionalidad, especialmente en el caso de G : R? — R? donde se introducen los polinomios de prueba y herramientas
de dinamica discreta para el analisis de estabilidad de métodos iterativos multidimensionales, (vease [20,21,40,42]).
En lo adelante utilizaremos dichas técnica.

Siendo G un operador racional vectorial, la érbita de la aproximacién inicial 2(9) se define como un conjunto de las
imagenes sucesivas dadas por G, es decir {m(o),G(x(O)),...Gm(x(o))}. El comportamiento dinamico de un punto
z € R™ puede clasificarse examinando su comportamiento asintético, por lo que el punto z* tal que G(z*) = z* es un
punto fijo de G, que es un concepto ya conocido. Del mismo modo, un punto periédico x de periodo k > 1 es aquel
que Gk(x) =2y GFP(z) # x, parap < k.

Algunos resultados sobre la estabilidad de los puntos fijos se resumen en el siguiente teorema ( [70], pagina 558).

Teorema 11. Sea el operador racional G : R"™ — R"™ de clase c2. Supongamos que x* es un punto de periodo k. Sean
A, A2, ..., An los valores propios de la matriz Jacobiana G’ (z*),

a) Si|\j| <1,VjeA{1,2,...,n}, entonces =™ es atractor.

b) Si, al menos, un valor propio Ajq satisface que |\jo| > 1, entonces «* es inestable, es decir, repulsor o silla

c) Si|\j| >1,Vje{1,2,...,n}, entonces " es repulsor.

Aquellos puntos fijos cuyos valores propios satisfacen |A;| # 1 se llaman hiperbélicos, y son puntos hiperbdlicos silla si
algunos de sus valores propios cumplen |A;| > 1y el resto [A;| < 1,4,5 € {1,2,...,n}. Si un punto fijo no es un cero
del sistema no lineal (2.1), entonces se llama un punto fijo extrafio y su estabilidad se clasifica segin el Teorema 11.
Ademas, si =¥ es un punto fijo o periddico atractor de la funcién racional G, podemos definir su cuenca de atraccién
A(z*) como el conjunto de preiméagenes de cualquier orden tales que

A(z*) = {x(o) c€R": Gm(x(o)) — ", m — oo}.

Por otro lado, z. € R™ se llama punto critico de G si det(G(x¢)) = 0 o en una definicién mas restrictiva, si todos los
valores propios de G’(z¢) son iguales a cero.

Un resultado clasico muy importante que involucra a los punto periédicos, fijos y criticos es el teorema de Fatou y
Julia, que podemos encontrar en [50]:

Teorema 12 (Fatou-Julia). Sea G una funcién racional. La cuenca de atraccién inmediata de un punto atractor (fijo
o periédico de G) contiene al menos un punto critico.

Este teorema afirma que en toda cuenca de atraccién de un punto fijo o periédico, existe al menos un punto critico.
De hecho, se produce en la cuenca de atraccion inmediata, es decir, en la misma componente conexa que el punto
periédico o fijo. Si un punto critico es diferente de las raices de F'(x) = 0 se llama punto critico libre.
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Los diagramas de bifurcacion o diagramas de Feigenbaum usados en esta memoria, son herramientas para analizar
la estabilidad de los métodos de una familia paramétrica utilizando las componentes de la funciof vectorial racional
G = (91(z1, @), g2(x2,@)) actuando sobre un polinomio de prueba y con o € R. Se han construido dos tipos de
diagramas, uno para estudiar la estabilidad de los puntos fijos y otro para el estudio de los criticos usando estimaciones
iniciales de uno u otro tipo respectivamente. En el primero de ellos se ha tomado una pequefia perturbacién dx; con
1 € {1,2} y se han construido los graficos de las aplicaciones g;(z* + dz;, ), en el segundo caso se han ploteado los
graficos g;(z¢, @). Ambos en sus respectivos dominios del parametro « y en el plano R2. Los diagramas de bifurcacién
son especialmente dtiles en la deteccién de érbitas periddicas y conjuntos atractores.

En el estudio de la estabilidad de un método o familia iterativa resultan de interés los comportamientos patolégicos,
aquellos donde no existe una convergencia a las raices de la ecuaciéon F(z) = 0. Estos comportamientos patolégicos
pueden manifestarse en ciertas estructuras, que a diferencia de los puntos fijos o periédicos, no tienen una geometria
definida por lo que se denominan atractores extrafios o conjuntos atractores. En este sentido daremos la definicion de
un conjunto atractor, pero primeramente definamos la distancia entre un punto y un conjunto dado.

Dado un subconjunto D C R™ y un elemento z € R", definimos la distancia de x a D como
d(z,D) =inf{|lz — D| : z € D}
Conocido lo anterior,

Definicién 2.3.1. Sea U C R" abierto y sea G : U — U. El conjunto cerrado y acotado A C U es un atractor si
G(A) = A y existe un r > 0 tal que d(z(?), A) < r implica que d(z*), A) = 0 cuando k — .

En el analisis de estabilidad de las familias paramétricas estudiadas en esta memoria, mostraremos ejemplos de atractores
extrafios encontrados.

Los conceptos y herramientas definidos anteriormente nos permiten realizar el anilisis de estabilidad de métodos
iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales. Esto se traduce en la determinacién y utilizacién
de valores del parametro libre que nos proporcionan un mejor rendimiento de la familia de esquemas iterativos; asi
como, de la exclusién de aquellos otros valores que conducen a comportamientos patolégicos tales como puntos fijos
atractores y criticos libres. También pueden ser detectadas otras estructuras atractoras tales como 6rbitas periddicas
y conjuntos atractores extrafios. Todos estos elementos en su conjunto, nos proporcionan una comprension general de
la fiabilidad y robustez de los esquemas iterativos para su implementacién en la practica o estudio experimental.
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Capitulo 3

Clase de esquemas iterativos de tres
pasos basada en funciones peso

Capitulo basado en:

[19] Capdevila, R.R; Cordero,A.; Torregrosa, J.R. A new three-step class of iterative methods
for solving nonlinear systems. AIMS Mathematics 2019; 7(12):1221, doi:10.3390/math7121221.
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Capitulo 3. Clase de esquemas iterativos de tres pasos basada en funciones peso

3.1 Introduccién

Como hemos comentado en el Capitulo de Introduccién, para resolver sistemas de ecuaciones no lineales utilizamos
procedimientos de puntos fijos siendo el método de Newton el mas conocido, aunque su orden de convergencia es dos.
Otro esquema iterativo para resolver sistemas no lineales es el método del descenso de gradiente [14,84] de convergencia
lineal y convergencia cuadratica bajo condiciones especiales. Estos esquemas son muy utilizados al resolver sistemas
de muy grandes dimensiones gracias al poco coste computacional comparado con los esquemas tipo Newton.

Al disefiar un método iterativo, lo ideal es conseguir el mayor orden de convergencia posible con el minimo costo
computacional. Esto se relaciona con la definicién de un procedimiento éptimo sin memoria, dado por Kung y Traub
en [63]; este Gltimo es aquel en el que se cumple la condicién p = 291 siendo p el orden de convergencia y d el niamero
de evaluaciones funcionales por iteracién. En esta direccién Cordero y Torregrosa [28,29] y Homeier [57,58]; asi como
otros investigadores [52,65] propusieron métodos de tercer orden que requieren cada uno de ellos la evaluacién de dos
matrices inversas por iteracién. Por otro lado, Cordero y otros [41] propusieron un método de cuarto o quinto orden de
convergencia bajo determinadas condiciones, que requiere la evaluacién de dos funciones, dos Jacobianas y una matriz

inversa por iteracién. Otros ejemplos en esta linea los podemos encontrar en [80].

También en esta linea, algunos investigadores han explorado las reglas generales para acelerar la convergencia de los
esquemas iterativos multipasos, usando el esquema de Newton como predictor (en el primer paso), vease [38,75, 81].

En este capitulo se propone una nueva clase de métodos de sexto orden de convergencia con un primer paso de Newton
y disefiada mediante funciones peso, técnica que permite elevar el orden de convergencia sin aumentar el namero
de evaluaciones funcionales. Se muestra el analisis de convergencia de esta nueva clase y se compara su eficiencia
computacional con otros métodos del mismo orden encontrados en la literarura. A continuacion, se revisan y describen
varios métodos de sexto orden existentes que se utilizaran con el objetivo de comparar sus resultados con los de los
esquemas propuestos, sobre ciertos problemas de prueba.

El primer esquema (C6;) es introducido en [41] por A. Cordero et al. y modificado en [38] por los mismos autores. Su
expresion iterativa es

O R T O N UM
=y P )T 2 - F W) P ) TEE™), (3.1)
B = ) TRy g > o,

Observemos que este esquema alcanza el sexto orden de convergencia, evaluando la funcién no lineal F en tres puntos
. - . . / . . .,
diferentes y la matriz jacobiana asociada F" en dos puntos diferentes, por iteracion.

El segundo método (C62), una composicién entre los métodos de Newton-Jarratt modificada, fue presentado por A.
Cordero et al. en [39], expresandose como

2 1
SR k) g ((k)) (x(k)),
—1
y® = g®) %[ F/(m(k))} {SF/(z(k))—&—F/(:r(k))} Fl@™) 1 rE®),  (32)
-1
2+ V=[5 + 5P P®), k20

Esta estructura permite alcanzar el sexto orden de convergencia mediante dos evaluaciones de la funcién no lineal F'y
también dos de F’, por iteracién.
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3.2 Disefio y analisis de convergencia de la clase propuesta

Por otra parte, denotaremos por (XHG6) al esquema introducido por X.Y. Xiao y H.W. Yin en [81] basado en el método
presentado por J.R. Sharma et al. en [74], cuya expresion iterativa es

O (O %F( 0™ p(p®)y,
1 9 _ 3 — )y —
(B =y S 4 TP ) T P ) + L F ) T F )] Fe®) T Ee®), (3)
2FFD 5 (k) _% [ Fl(y (k)) /(x(k))—l} F(z(k)), k> 0.

En este caso, se realizan dos evaluaciones funcionales de F'y I’ respectivamente, en los puntos z(F) y y(k) por
iteracién.

La cuarta clase de métodos iterativos es del tipo Jarrat y fue introducida por R. Behl et al. en [12] como

y(k) — gk 3 Fl(z (k)) (x(k))’
R — [ a1 I +ay (F '(y(k))*l Fl(x(k)))ﬂ F’(x(k))*l F(:r(k)), (3.4)
-1
D = [bgF ) +bs F'(y ““))} [F’(a:(k>)+b1 F/(y(k))} F ")~ p™), k> o,

siendo a1 = 1 — a9, as = %, by =by —b3+1ybs = %(5 b1 + 3). Esta es una familia paramétrica de esquemas
iterativos que alcanza el orden de convergencia seis con dos evaluaciones funcionales de F'y F’ por iteracién y que
denotaremos por (B6).

En la Seccién 2 se presenta la clase de métodos iterativos propuesta y su analisis de convergencia. También se muestran
dos subclases particulares de esta familia, ambas dependientes de un pardmetro real. En la Seccién 3, se calcula su
eficiencia y se compara con la de algunas clases o esquemas existentes con el mismo orden de convergencia. Finalmente,
en la Seccion 4 se comprueba su rendimiento numérico en varios problemas multidimensionales y en la Seccion 5 se
exponen algunas conclusiones.

3.2 Diseio y analisis de convergencia de la clase pro-
puesta

Sea F: D C R™ — R™ una funcién real suficientemente Fréchet diferenciable, H : R™"*"™ — R™ ™ una funcién de
peso matricial y el método iterativo de tres pasos

y(k) — Lk F/(x(k))le(:c(k) ,
M a— y(k) _ H(t(k))F’(x(k))_lF(y(k)), (3.5)
(kD) LB _ H(t(k))F/(x(k))le(z(k)), k>0,

siendo la variable t*) = 1 — [F/ ()] 71 [2®) (), F).

Observemos que cuando k tiende a infinito, la variable (k) tiende a la matriz nula. Por lo tanto, existen niimeros reales
Hy, Ho tales que H, se puede expandir en torno a una matriz nula de tamafio n X n como

: 1
H(t™W) = 7(0) + H (1) + S H26M)? + 0((M)?).
Utilizando estos conceptos, el siguiente resultado establece las condiciones que aseguran el sexto orden de convergencia
de la clase (3.5) y presenta su ecuacién de error.

Teorema 13. Sea FF : D C R™ — R" una funcién suficientemente Fréchet diferenciable en un entorno abierto D de
& € R" tal que F(¢) = 0, y sea H : R™*™ — R™ "™ una funcién matricial suficientemente Fréchet diferenciable.
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Capitulo 3. Clase de esquemas iterativos de tres pasos basada en funciones peso

Supongamos también que F'(x) es no singular en £ y 2(9) es un valor inicial suficientemente cercano a £. Entonces,
la sucesion {x(k)}kzo obtenida de la clase (3.5) converge a & con orden 6 si Hy = I, Hy = 2 y |Ha| < oo, donde
Hy = H(0) y I es la matriz identidad de tamafio n x n. La ecuacion del error resultante es

1)

1 6 7
i [(H% — 22Hy + 120)C5 + (=24 + 2H3)C3C3Cs + (—20 + 2H2)C5C5 + 40;?02} 7 L o@Ee®h,

donde Cy = LIF' ()] ' FD(¢), g=2,3,...y e =™ —¢.

Demostracién. Utilizando los desarrollos en serie de Taylor de F(z) y F'(x) alrededor de ¢ obtenemos,

N2 3 4 5 6 7
F(x(k)) = F/(f)[e(k) + 0™ 4 Cge(k) + Cpe™” 4 Cse(k) + C5e(k) 1+ O(e(k) ),
4
F'a®) = PO +202e® +303e™° 1 401e®’ 4 505e®" 1 60507 + 0(e™°).

Ademas, el desarrollo de la inversa de la matriz Jacobiana puede expresarse como

2 3 4 5 5
[F/ (@B = 1+ Xoe®) + X3e®)™ 1 x4e®” 4 X5e®” 4 Xe®)F ()7 +0(e?),  (36)
donde

Xo = 20,

X3 = —3C5+4C3,

X4 = —4C4+6C3C3+6C5C — 8Cs,

X5 = —5C5+8C2Cy —12C3C5 + 9C3 + 8C4Cy — 12C2C5C, + 16C5 — 12C5C3,

Xg = —32C5 +24C35C5 — 18C5C5 — 16C3Cy + 12C5C, + 10C2C5 — 6Cg
+24C5C5C5 + 18C3Cy — 16C2C4Co + 10C5C4 + 24C2C5C3 — 16C4C3
+24C5C3 4 12C4C3 — 18C5CCs.

Entonces,
2 3 4
F' @) FE®) = e®) — 0pe®™” 1202 — C5)e®)” + (40505 + 3050 — 4C5 — 3Cy)e®

5
+(—4C5 + 6C5Cy — 8C3C5 + 603 + 4C4Cs — 6C2C5C5 + 8C5 — 6C505)e®)
+(=16C5 4 16C5C3 — 12C5C3 — 12C5Cy + 9C3C4 + 8C2C5 — 5C6
+12C3C3C5 — 9C3Co — 8C5C4Cy + 5C5Co + 12C2C3C3 — 8C4C3

6 7
+12C5C5 + 8C4C5 — 12C3C5C5)e™” + 0(e®)).

El error del primer paso del esquema iterativo, asi como sus sucesivas potencias pueden expresarse como

2 3 4
y B e = ™ —2(C2 — 05)e®” — (40,05 + 3C5C, — ACE — 3C,)e™)

5
—(—4C5 + 6C5Cy — 8C2C5 + 6032 + 4C4Cy — 6C2C3Cy + 8C3 — 6C5C5)eF)
—(—16C3 + 16C5C3 — 12C2C3 — 12C3Cy 4 9C3Cy 4+ 8C2C5 — 5C6 + 12C5C3Cs — 9C3Cy

6
—8C5C4Ca + 5C5Cy + 12C5C3C3 — 8C4C2 + 12C5C5 + 8C4C3 — 12C5C5C3)e™)

+oe®h,
y*) —e? = nge(k)4 + (—4C3 + 20203 + QCgCQ)e(k)5 + (1203 — 11C3C3 4 4C3 + 3C2Cy
—4C5C3Cs 4 3C4Co — 703022)e(k)6 n O(e(k)7)7
(y(k) e} = 023e(k)6 +O(e(k)7)_ .
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3.2 Disefio y analisis de convergencia de la clase propuesta

Por tanto,
FOI™ - o) + Cay® — )2 + C3™ — )% + o((y™ - 6)%)

™)
4
F'(6)[Cae®” 1205 — 03)e®)® 4 (30, + 503 — 3050, — 4C5C3)e®)

5
+(4C5 — 6C5Cy + 10C3C3 — 6C2 — 4C4Co + 8C2C3Cs — 12C4 + 6C5C5)eF) (3.8)

+(28C5° — 27C3C3 + 16C5C3? + 15C5%Cy — 9C3Cy — 8CoCs 4 5C5 — 16C22C3Cy
+9C52C5 + 11C5C4Cy — 5C5Co — 18C2C5052 + 8C4Cy? — 12C505° — 8C4Cs

6 7
+12C5C5C3)e™ ] + 0(e™ ).
Usando la féormula de Hermite-Genocchi (vease [66]), descrita en la Seccion 2 del Capitulo 2 para el operador de
diferencias divididas de primer orden [z + h,z; F] = fol F'(z + th)dt = F'(z) + $F"(z)h + %F”/(ac)h2 + 0%,
V(xz,h) € R" x R"™, obtenemos la expansién del operador [y, z; F] en torno a &:
2 3
™, 2®). F) = F'(¢) [1 + Cae® 1 (o% + 03) e®” 4 (—205’ + 20505 + 20, + 0302) e®” 4 (403

2 2 2\ (k)4 k)7
—4C5C3 + 2C5 + 3C2Cy +5C5 — 3C2C3Cy — 2C4Co — C3C5 | e + O(e ).
(3.9)

Conociendo la definicién de la variable de la funcién peso, desarrollamos ¢(*) como:

B = 1= F )T ™2
2
Coe™) 4 (=303 +203)e™” 4 (8C5 — 6C2C3 + 204 — 4C3C5)e®
4 5
+(—20C5 + 16C3C5 — 8CF — AC5Cy + 1105C5Cs — 204C5 + 100505 — 3C2Cx)e™ ™ + 0(eF)7).

Entonces, utilizando la expansién de Taylor de H

H(EW) = Ho + H(¢W) + Hot®) + 0(¢®)’), (3.10)

fijando Ho = I, H1 = 2 y apoyandonos en las expresiones (3.6), (3.8) y (3.10) obtenemos el producto
HMNY[F ()]~ F ("), que denotaremos como ®
2 3 .
& = O™ 4 (203 +205)e®” 4+ (—CS’ + %05’ — 4C5C3 +3Cy — 20302) e
+ ((28 ~ 5Ho)C4 + (=2 + Ha)O2Cs + (—4 + Ha)CoC3Cs — 4C3 — 6C3Cy + 4Cs
5
— 4040 + (—6 + Hz)cgc%) e’ 1 (—60304 — 80505 + 505 + 52052C5C5
—13C5°Cy — 100503 + 52C2C5C5° + 4C4C2” + C3C2° — 8C4C3
—|—(105 — 10H2)02303 + (—3 + HQ)CQC4CQ — 902203021‘[2 + 2032CQH2
3Ho

—9C5C3C52 + C4Co? Hy — 9C3Cy% Hy + (20 + Hy)C3C5C3 + (—3 + T)Cﬁ@

6 7
(=40 4+ 2H2)CoCs% + (—154 + 31H2)025) R 4 o™,
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Capitulo 3. Clase de esquemas iterativos de tres pasos basada en funciones peso

Entonces, el error en el segundo paso es
Mg = W -e
H. 4
- ((5 - 72) cs - 0302) e 4 ((736 + 5H)C8 + (10 — Hy)(C3C5 + C2C5C5)
2 2\ (k)® 2 5
—2C35 + (12 — H2)C3C5 ) e + ( (20 — 2H2)C5C — 3C3Cy + 5C5Co + (170 — 31Ha) C5
2 3H> 2 2
+ (22 — 2H2) C5C5 4 (24 — 2H2)C3C2Cs + | 15 — 5 C5Cy + (4 — Ha) C4C5
+ (=65 + 9Hy) C3C + (11 — Ha) C2C4Cy — 64C3C3C5 — 64C5C3Cy
6 7
YOHCoC302 + 9HyC2C5Cs + (—69 + 10Hs) 0303) B 4 o™,
y por lo tanto
P = FOEY - +o™ -9?)
H 4
= F(&) [((5 - 72) cs — 0302> e 4 ((736 +5H3)C4 + (10 — Ha)(C3C5 + C2C3C3)
5
—202 + (12 — H2)C3022) M 4 ((20 — 92H,)C2Cs — 3C5Cy + 5C5Csa + (170 — 31Hy) O3
9 3Ho 2 2
+ (22 —2H3)C35C5 + (24 — 2H2)C3C2Cs + | 15 — 5 C5Cy + (4 — Ha) C4C3 (3.11)

+ (=65 + 9Hy) C3C5 + (11 — Ha) C2C4Cy — 64C3C3C3 — 64C5C3Cy + 9H2CoC3C3
6 7
FOH,C3C5Cs + (—69 + 10Hs) c%cg) (k) } + o™,

Finalmente, con (3.6), (3.10) y (3.11) obtenemos el producto H (t"))[F’(2(*))]=* F(2(*)) denotado como ¥

H 4
- ((5 - 72> cs — 0302> e®” 4 ((—36 + 5H3)C + (10 — Hy)(C3Cs3 + C2C3Cy)
2 2\ (k)° 1 2
—2C35 + (12— H2)C3C3 ) e + 1 —12C3Cy4 + 20C5C3 + (80 — 8 Ha) C2C3

+ (84 — 8H>) C?%CQ + (44 — 4H2) C2C4C2 + (96 — 8H) C3C2C3 + (16 — 4H2) 04022
+ (60 — 6Hy) C3Cy + (—256 + 36 Hy) C2C3C3 + (—232 + 34Hy) C3C3Cs

3 3 2 5\ (k)6 (k)7
+ (=240 4 34H3) C3C5 4 (=276 + 40H2) C5C3 4+ (—H5 — 102H2 4 560)C5 ) e + 0" ),
siendo la ecuacién del error resultante
6 7
e — i {(H% — 22Hy + 120)C3 + (=24 + 2H)C3C3Ch + (—20 + 2H3)C5C + 40%02} R T

lo que completa la demostracién asumiendo que |Hs| < oo. O

El Teorema 13 proporciona las condiciones de convergencia para la clase propuesta de métodos iterativos (3.5) de los
métodos iterativos. Sin embargo, hay varias formas de definir la funcién de peso de la matriz H que satisfagan estas.
Cada funcién de peso definida genera diferentes esquemas o clases iterativas.

Familia 1 La funcién peso definida por
Cty=TI+2t+ %atQ, (3.12)
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3.3 Eficiencia computacional

donde a € R satisface las condiciones de convergencia del Teorema 13. Se obtiene entonces una nueva familia
paramétrica de métodos de sexto orden como

y = a )T EED),
Lk y(k) o {I—&- o1(k) + %at(k)Q} [F'(x(k))}—lp(y(k))’ (3.13)
LD k) [I+ otk) %at(kﬂ} (F'(2) " PR, k> 0.

siendo t(F) = 1 — [F’(:v(k))}_l[:c(k),y(k); F]. Esta familia es denotada por PSH6;.
Familia 2 La funcién peso definida por
n(t) =I+2(I+at) (3.14)

también satisface las condiciones de convergencia del Teorema 13. Utilizando esta funcién peso, obtenemos
una nueva clase de métodos de sexto orden que depende de un pardmetro libre «

(k) 2R _ [F/(ac(k))}_lF(m(k)),

y =
2B =y ® a1+ ™) O] (P W) ™), (3.15)
LD (k) {I—}— 2(I+at(k))71t(k)} [F’(x(k))]*lF(z(k)), k> 0.

siendo otra vez t(F) = 1 — [F/(z))] 71 [2(®) y(*). F]. En lo que sigue denotamos esta clase como PSH6,.

Observemos también que ambas subclases utilizan tres evaluaciones funcionales de F', una evaluacién de la matriz
jacobiana F’ y una evaluacién de la diferencia dividida [+, -; F], para alcanzar el sexto orden de convergencia.

3.3 Eficiencia computacional

Para analizar la eficiencia de un método iterativo, hay dos aspectos clave: el namero de evaluaciones funcionales y el
namero de operaciones (productos-cocientes), ambos por iteracién. Asi, nuestro objetivo es comparar el rendimiento
de las propuestas (PSH6; y PSH62) y los métodos conocidos (C61, C62, XH6 y B6, descritos en la Introduccién).
Para conseguir este objetivo, utilizamos la extensién multidimensional del indice de eficiencia I = p'/? definida por
Ostrowski en [68] y el indice de eficiencia computacional CI = p'/(4+oP) definido en [35], donde p es el orden de
convergencia ya definido en la Seccién 2 del Capitulo 2, d es el nimero de evaluaciones funcionales por iteracién y op
es el nimero de productos-cocientes por iteracion.

Para calcular el indice de eficiencia I recordamos que el namero de evaluaciones funcionales de una funcién F', una matriz
Jacobiana F” y una diferencia dividida de primer orden [, -; F] en cada iteracién es n, n? y n(n — 1) respectivamente,
siendo n el tamafio del sistema a resolver. La comparacién de los indices de eficiencia de los distintos métodos se
muestra en la Tabla 3.1. Observemos que a pesar de que algunos de ellos utilizan mas de una matriz Jacobiana
por iteracién o utilizan el operador de diferencias divididas, el indice de eficiencia I es el mismo en todos los casos
debido a que, para el calculo de este Gltimo, solo se computa el nimero de evaluaciones funcionales. Por lo tanto, es
necesario calcular su correspondiente indice de eficiencia computacional CI. De este modo, el esfuerzo computacional
por iteracion se tiene en cuenta para decidir sobre la eficiencia de los diferentes esquemas iterativos.

En el caso del calculo del indice de eficiencia computacional C1, se tiene en cuenta que el nimero de productos-cocientes
necesarios para resolver un sistema lineal por eliminacién gaussiana es %n3+n2 — %n donde n es el tamafio del sistema.
Si se requiere la solucion mediante el uso de la descomposicion LU de m sistemas lineales con la misma matriz de
coeficientes, entonces son necesarios %n3 +mn?— %n productos-cocientes; ademas, se realizan n? productos en caso
de multiplicacién matriz-vector y para el calculo de un operador de diferencias divididas de primer orden se necesitan
n? cocientes. La notacién LS( F/(nc(k)) ) y LS(Otros) definen el nimero de sistemas lineales a resolver con la misma

matriz de coeficientes F”(z(F)) y con otras matrices de coeficientes, respectivamente. La comparacién de los indices
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Capitulo 3. Clase de esquemas iterativos de tres pasos basada en funciones peso

Método n.F F' n.[, - F] d I

PSH6, 3 1 1 m? + 2n 6TnZran

PSH62 3 1 1 22 + 2n Gm
06, 3 2 0 20 4 3n G2 Ton
62 2 2 0 2n? + 2n 63n75an
XH6 2 2 0 22 + 2n GEnzien
B6 2 2 0 22 + 2n Gnzian

Tabla 3.1: Indice de eficiencia de los métodos examinados

Método d LS( F'(z) ) LS(Otros) M xV CcI
PSH61 {a0} 2n? 4 2n 7 0 4 6%
PSH61(0—q; 202 +2n 5 0 2 ¢ T Tene i 3n
PSH63 (420} 2n? +2n 5 4 2 6 T3
PSH62{4—0} 2n® + 2n 5 0 9 GW

C61 2n% + 3n 3 1 1 6T
C62 2n% + 2n 1 3 2 ¢t In

XH6 2n% + 2n 3 2 2 TR
B6 22 + 2n 2 4 3 67T

Tabla 3.2: Indice de eficiencia computacional de los métodos examinados

de eficiencia computacional de los métodos examinados se muestra en la Tabla 3.2, ya que su coste computacional es
distinto.

Estos indices dependen obviamente del tamafio del sistema no lineal a resolver pero se pueden establecer algunas
conclusiones preliminares, ya que los coeficientes de tercer grado que describen la suma de operaciones y evaluaciones
funcionales marcan una gran diferencia: algunos de ellos (incluyendo casos especiales de nuestros métodos propuestos)

tienen 3 como coeficiente director, mientras que otros tienen 30 incluso la unidad como coeficiente director, lo que

hace que el coste computacional sea mucho mayor para sistemas de gran tamafio.

Las Figuras 3.1 y 3.2 muestran el indice de eficiencia computacional para los métodos examinados y los sistemas
de tamafio de 2 a 20 con funciones peso ( y 7 respectivamente, en el caso de los esquemas propuestos. En las
figuras 3.1(a) y 3.1(b), el parametro a es no nulo, y en las Figuras 3.1(c) y 3.1(d) es igual a cero. Observemos
que el comportamiento del CT para las funciones peso ¢ y n es el mismo cuando o = 0 y es mejor que los de los
métodos conocidos de comparacion. Este rendimiento se explica por el término dominante %n?’ en el calculo del coste
computacional; se debe a la existencia de un (nico tipo de sistemas lineales a resolver por iteracién con matriz de
coeficientes I/ (z(*)).
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3.4 Resultados numéricos

10012

_.@-—PSHS,

"1 {awD}
1.001 —-@-—C8,

1.0008

—f S

O 1.0006

1.0004

1.0002

1 12 13 14 15 18 17 18 18 20
n n
(a) PSH6; con a # 0,2 <n <10 (b) PSH6; con a # 0,10 < n < 20
108 1.002
Y —e-—PsHE, —-®-—PSHS, g
\ e 10018 F e
~
1087 o6, . o6,
—-®-—XH5 e e
B6 T 10018 "“w.h
| b' - "*.__.\“‘L
.- .
1.0005 o= Sileing e
- diaall (TP
e 1 ‘
s N 0 1 12 13 14 15 6 17 18 19 20
n n
(c) PSH6; con a =0,2 <n <10 (d) PSH6; con a=0,10 < n < 20

Figura 3.1: CT indices para PSH6; y métodos de comparacién

Observemos también que, incluso cuando « # 0, nuestros métodos son competitivos con los existentes, especialmente
en sistemas con tamafio superior a 10, donde la diferencia entre los indices de todos los métodos no son significativas
(ver Figuras 3.1(b) y 3.2(b)).

3.4 Resultados numéricos

En esta seccién, comparamos el rendimiento numérico de los métodos propuestos PSH6; descritos en la expresién
(3.13) con a =0, @ = 5.5y a = 10, PSH64 (ecuacién (3.15)) para los mismos valores del parametro « y los esquemas
existentes C61, descrito en la ecuacién (3.1), Céy expresado en (3.2), XH6 que aparece en la ecuacion (3.3) y el
esquema B6 expresado en (3.4).

Los experimentos se han realizado en un ordenador con CPU Intel(R) Core(TM) i7-5500U CPU @ 2.40 GHz 2.40 GHz
y 16,0 GB de RAM. Se ha utilizado el sistema de algebra computacional Matlab, con 2000 digitos de mantisa en
aritmética de precision variable, para realizar los experimentos numéricos comparativos. Ademas, el criterio de parada
utilizado es [T —z(®) || < 107200 o || F(z*+1))|| < 1072%0, este criterio de parada asi como la precision utilizados
seran empleados en la mayoria de los calculos realizados en esta tesis y en caso de alguna variacién sera sefialada en el
caso particular. Los valores iniciales empleados y las soluciones buscadas se simbolizan como z(?) y ¢, respectivamente.
Cuando la expresion iterativa del método implica la evaluacion de un operador de diferencias divididas, se calcula
utilizando la estimacién de primer orden de la matriz jacobiana cuyos elementos son (véase [66])

Wz Flig = (Fi(Uis oo Ui—15Yj> Tj1s s Tm) — Li(Y1s oo Yj—15 T4, Tjg1s ooy Tm)) /(5 — 25), 1 < 4,5 < .

donde f;, i =1,2,...,n, son las funciones coordenadas de F.

25
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*.\_ —-@—PSHG,
RS e 1
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1 1 L L L L L L L L
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n n
(a) PSH65 con a # 0,2 <n < 10 (b) PSH65 con a # 0,10 < n < 20
T T T T 1.002 - -
107 R —-@-—PSHE, . o1 | —-@-—PSHE,
\ —.®-—C8, " —.@-—C8,
1 10016 °
C8, \'l 8,
— @ —XH6 1 S — @ —XHB
B6 . B6
1 o 100 -

1 . L . ! - = e 1

(c) PSH65 con o =0,2<n <10 (d) PSH63 con o = 0,10 <n <20

Figura 3.2: (T indices de PSH6, y métodos de comparacién

Para cada funcién no lineal, se mostrara una tabla con los resultados de los experimentos numéricos. La informacion
dada se organiza como sigue: k es el namero de iteraciones necesarias para converger a la solucién ('nc’ aparece en
la tabla si el método no converge), el valor de los residuos de parada es [|z(**1) — 2(F)|| o || F (2 1D)|| en el tltimo
paso (’-' aparece si no hay convergencia) y p es el orden de convergencia computacional aproximado (si el valor de p
para las dltimas iteraciones no es estable, entonces '-" aparece en la tabla). De este modo, se puede comprobar si la
convergencia ha alcanzado la raiz (se logra HF(m(k'H))H < 107290 5 bien se trata de una convergencia muy lenta con
una diferencia no significativa entre los dos altimos iterados (Hx(k'H) —z(® | < 10729 pero ||F(x(k+1))|| > 107200y,
o se cumplen ambos criterios.

Los sistemas de prueba utilizados estan definidos por las siguientes funciones no lineales:

Ejemplo 1. El primer sistema no lineal, cuya solucién es &€ = (0,0)7, se describe como
Fi(z1,z2) = (sin(z1) + o sin(x1), 1 — z2).

Nuestra prueba se realiza utilizando como estimacién inicial 2(?) = (0.8,0.8)T y los resultados aparecen en la Tabla
3.3.

En la Tabla 3.3, se puede observar que, excepto el método C62, todos los esquemas comparados convergen a la solucion
en cuatro iteraciones, con residuo HF(x(k"'l))H nulo o casi nulo (para la precision fija de la maquina en 2000 digitos).

Ademas, el orden de convergencia computacional es muy préximo en todos los casos al tedrico.

Ejemplo 2. La siguiente funcién no lineal describe un sistema con solucién & ~ (2.4914, 0.2427, 1.6535)T,

2 2, 2 2
Fa(x1,x2,23) = (21 + 23 + 25 — 9, x12203 — 1,21 + T2 — 23).
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3.4 Resultados numéricos

Método k a1 — 2R |F (x| ACOC
PSH61 {4—0.0} 4 5.7517 x 10769 0.0 5.9906
PSH61 {0—5.5) 4 2.0238 x 1074 0.0 5.9962
PSH61 {o—10} 4 2.9651 x 10778 0.0 6.0264
PSH62{0—0.0} 4 5.7517 x 1070 0.0 5.9906
PSH62(—5 53 4 1.0081 x 10746 3.6422 x 10727 5.9701
PSH62(,—10} 4 6.6149 x 10743 6.8963 x 10252 5.9523

C6, 4 1.5912 x 10773 0.0 5.9973
C62 10 6.3065 x 10772 0.0 5.9975
XH6 4 8.6943 x 10766 0.0 5.9953
B6 4 5.0674 x 10789 0.0 6.0030

Tabla 3.3: Resultados numéricos de los métodos examinados para Fy(z1,z2) y (9 = (0.8, 0.8)7

Probamos todos los métodos nuevos y existentes con este sistema con la estimacién inicial 20 = (2.0, 0.5, 1.O)T y
los resultados se presentan en la Tabla 3.4.

Método k |xF+D) — ()| | F (DY) ACOC
PSH61 {0—0.0} 5 1.1553 x 1079¢ 0.0 -
PSH61 {0—5.5) 5 1.3862 x 10138 0.0 -
PSH61 {o—10} 5 3.1738 x 107 10¢ 0.0 -
PSH62(4—0.0} 5 11553 x 1077 0.0 -
PSH62 (5.5} 6 6.4700 x 10755 0.0 -
PSH62(,—10} 6 2.7383 x 107132 0.0 -

C6, 4 5.5171 x 10738 7.1730 x 1072%° 6.0424
C6g 4 2.1522 x 10793 0.0 6.0006
XH6 4 6.1878 x 10759 5.5325 x 107297 5.9482
B6 4 5.1979 x 107168 0.0 6.0365

Tabla 3.4: Resultados numéricos de los métodos examinados para Fy(x1,x9,23) y 20 =
(2.0, 0.5, 1.0)T

En este ejemplo, los métodos propuestos tardan al menos una iteracién mas en converger a la solucion (ver Tabla 3.4).
Sin embargo, la precision de los resultados es igual o incluso mejor que la de los métodos conocidos, ya que || F(z* 1))
es nula en todos los nuevos casos para la precisién fijada. EIl ACOC calculado para los esquemas propuestos, muestra
un comportamiento inestable y no puede mostrarse un valor fiable.

Ejemplo 3. Ahora, probamos los métodos con el sistema no lineal descrito por
Fy(z1, 22,23, 74) = (x102 + w4(21 + 22), T1203 + T4(01 + 23), T223 + 24(T2 + 3), T102 + T123 + 2203 — 1),

utilizando como estimacién inicial z(°) = (2.5, 2.5, 2.5, 2.5). La raiz buscada ¢ ~ (0.5774, 0.5774, 0.5774, —0.2887)"
y podemos encontrar los residuos, el niimero de iteraciones necesarias para converger y el orden de convergencia esti-
mado en la Tabla 3.5.

Un rendimiento similar al del ejemplo anterior se puede observar en la Tabla 3.5 donde el criterio de parada efectivo es
el que implica la evaluacién de la funcién no lineal siendo el residuo nulo la mayoria de las veces y en todos los casos
para los esquemas propuestos. Sin embargo, el nimero de iteraciones necesarias no mejora el proporcionado por la
mayoria de los métodos conocidos. EIl ACOC muestra un comportamiento similar en términos generales al teérico.
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Capitulo 3. Clase de esquemas iterativos de tres pasos basada en funciones peso

Método k D) — ) | F (x| ACOC
PSH61 {0—0.0} 5 1.7213 x 1052 0.0 5.8841
PSH61 {4—5.5 5 6.2032 x 107! 0.0 6.0319
PSH61 {4—10} 5 5.9604 x 1077 0.0 7.0104
PSH62(4—0.0} 5 1.7213 x 10782 0.0 5.8841
PSH62 (5.5 5 2.4280 x 10756 0.0 5.4681
PSH62{—10} 5 2.2166 x 1050 0.0 5.2317

C6, 4 2.8009 x 107167 0.0 6.1732
C64 4 6.0097 x 10736 9.3590 x 107222 6.7740
XH6 5 1.0184 x 107173 0.0 6.1665
B6 4 9.0970 x 107198 0.0 5.6982

Tabla 3.5: Resultados numéricos de los métodos examinados para Fy(x1,x2,x3,24) y 70 =
(2.5, 2.5, 2.5, 2.5)T

Ejemplo 4. Por altimo, probamos los métodos propuestos y existentes con un sistema no lineal de tamafio variable.

Se describe como

4
T; —cos(2mi — Z:}g) =0,71=1,2,...,n,
j=1
conn = 20y partiendo de la estimacién z(?) = (0.75,...,0.75)T. En este caso, la solucién es £ ~ (0.5149, . ..,0.5149)7
y los resultados obtenidos se pueden encontrar en la Tabla 3.6.

Método k 2B+ — ()| | F (@) ACOC
PSH61 {4—0.0} 4 1.8871 x 107184 0.0 6.0
PSH61 {4—5.5) 4 1.1531 x 107189 0.0 6.0
PSH61 {4—10} 4 2.8662 x 10719 0.0 6.0
PSH62(4—0.0} 4 1.8871 x 107184 0.0 6.0
PSH62{—5.5) 4 2.0650 x 1017 0.0 6.0
PSH62(,—10} 4 4.6908 x 10716° 0.0 6.0

C6, 3 9.2604 x 10739 7.5226 x 107233 5.7540

C69 4 9.7326 x 10719 0.0 6.0

XH6 4 2.4997 x 107191 0.0 6.0

B6 6 5.7210 x 107197 0.0 6.0
Tabla 3.6: Resultados numéricos de los métodos propuestos para F5(x1,xo, ... =20,y

2 = (0.75,...,0.75)T

Cuando los sistemas son de gran tamaiio como en este caso, donde n = 20, nuestros esquemas proporcionan excelentes
resultados igualando o mejorando el rendimiento de los procedimientos existentes, véase la Tabla 3.6. El nimero de
iteraciones necesarias para satisfacer uno de los criterios de parada y los residuos obtenidos muestran un rendimiento
muy competitivo. Ademas, el orden de convergencia teérico se estima con total precision.

3.5 Conclusiones

En este Capitulo hemos propuesto una clase eficiente de esquemas iterativos con dos subfamilias especificas que
muestran muy buen rendimiento. Hemos comparado esta clase con otros métodos existentes del mismo orden con
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3.5 Conclusiones

buenos resultados. La eleccion de los parametros para las diferentes subfamilias propuestas no persigue un objetivo
especifico, aunque la dependencia de la convergencia de la seleccion del parametro « se estudiarad en el siguiente
capitulo. Siendo similares, los experimentos numéricos muestran un comportamiento ligeramente mejor de PS6H; con
respecto a PS6H2, en comparacién con los otros métodos iterativos mostrados.
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Capitulo 4. Anélisis dindmico real de la clase basada en funciones peso

4.1 Introduccién

En el capitulo anterior fue demostrado el orden de convergencia seis de la clase PSHG6 (3.5) en el Teorema 13 y
seleccionamos una funcién peso particular H(t) = I + 2t + %ozt2 donde o € R es un parametro libre. Esta funcién
satisface la hip6tesis del teorema y la familia resultante, llamada PSHG6,, dependiente de un pardmetro era

e® — [F () P,

y =
1 2 _
A=) [I+2t(k)+§o¢t(k) }[F/(x(k))] Lr(y®), (4.1)
D= o ® T2y L ®) (O T RE®), k>0

También vimos que en la familia PSHG6,, el método obtenido con o = 0 era el mas eficiente computacionalmente,
aunque en la practica, otros valores del parametro proporcionaban incluso mejores resultados en términos de precisién o
estimacion numérica del orden de convergencia con el mismo nimero de iteraciones. Este hecho nos lleva a profundizar
en el anélisis de la estabilidad de los esquemas pertenecientes a esa familia, con el objetivo de establecer cuéles son los
valores de o que pueden proporcionar mejores resultados y métodos més estables.

En el proceso de estudio definiremos una nueva herramienta que ha demostrado ser muy atil para lograr este objetivo:
la superficie isonormal. Con esta herramienta que introduciremos mas adelante, encontramos las regiones del plano
que tienen el mismo comportamiento cualitativo (conjunto de estimaciones iniciales que convergen a érbitas periédicas
del mismo periodo, regiones de comportamiento caédtico, 6rbitas densas, etc.) que se identifican con diferentes colores
para cualquier valor de « seleccionado de los diagramas de bifurcacion.

4.2 Analisis de estabilidad de la familia iterativa PSHG6;
actuando sobre la funcién polinédmica vectorial de
variables separadas p(x)

En esta seccion analizamos el comportamiento de la funcion racional vectorial resultante de aplicar la familia iterativa
PSHG6; sobre la funcién polinémica p(z) = (x% —1, 23— 1) siendo = = (21, 22) € R?. Para seleccionar los miembros
mas estables de esta clase de algoritmos iterativos, estudiaremos la existencia de puntos fijos distintos de las raices que
buscamos con caracter atractor u otros elementos atractores que puedan considerarse patolégicos.

Aplicando la expresién iterativa de PSHG6; (4.1), sobre el sistema polinémico p(x) = 0 obtenemos su operador racional
multidimensional asociado U(z, o) = {ui(z, @), u2(x, )}, cuya coordenada j-ésima es

1 4 )
wj(z, o) =oreaT (a <71 + m?) - 16 (x? - 5%;1* + 151‘? + 5x§> + 4:17? (a(fl + xf) + 161‘?(71 + 317?))
J
(4.2)

2
(—1 + (1/65536x]14) (a(—l + a2t —16(aF — 5z + 1525 + 5x§)) )) j=1,2.

A partir de la dltima expresién, es posible formular el siguiente resultado sobre la estabilidad de los puntos fijos
relacionados con la familia iterativa (4.1):

Teorema 14. La funcién racional U(x, ) asociada a la familia de métodos iterativos PSH6; tiene, como puntos fijos
superatractivos, (1,1),(1,—1),(=1,1),(—1,—1) que son las raices del sistema polinémico p(z). Ademdas, denotemos
por B el conjunto de todos los puntos fijos extrafios de U(x, o). Asi, estda compuesto por pares (l;,1;) para i,j < 18,
cuyas entradas son las raices reales del polinomio
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Andlisis de estabilidad de la familia iterativa PSHG6, actuando sobre la funcion polinémica vectorial de variables separadas p(x)

l(t,a) = —a®+ (a3 — 11202 + 15104a + 3190784) 18 4 (9a3 + 3202 + 80128 — 2146304) £16
3 2 14 3 2 12

+4 (9a + 52002 + 437120 + 437248) gy (21a + 151202 + 502400 — 237568) ¢
42 (63a3 4 400002 + 646400 + 149504) 10 19 (63a3 + 286402 + 229120 — 24576) 8

+4 (21a3 + 56802 + 2112 + 1024) 5 1 12a (3a2 4 40a — 64) * 1 302(3a + 16)¢2,

y también B esta compuesto por (£1,1;) y (l;,%£1). Por lo tanto, el nimero de puntos fijos reales incluidos en BB
depende de a:

i) No hay ningan punto fijo extrafio real para o € (n*,0); sin embargo, si a« € (—oo,n™) U (0,m™*) la cantidad
total de puntos fijos extrafios es 12, siendo n* ~ —93.210875 y m™ ~ 327.44373142 las dnicas raices reales
del polinomio n(t) = t3 — 112t> 4 3190784 + 15104t y m(t) = 100000t? — 33232500t% + 162157876¢" —
7696584215+ 288735284815 — 7815029120t* + 140604888323 — 17146950656t + 128370749441 — 5333716992,
respectivamente. Cuatro de ellos son repulsores, mientras que los ocho elementos restantes son puntos de silla.

i) Sia € (m*,+00), B estd compuesto por sesenta puntos fijos extrafios, cuyo cardcter depende del valor de o.
Por lo tanto, se pueden encontrar dos situaciones diferentes en cuanto a su estabilidad:

a) Cuando o € (m™*,a*), siendo o ~ 369,97117, entonces B estd compuesto por doce puntos fijos
extrafios atractores, dieciséis repulsores y treinta y dos tipo silla.

b) Finalmente, si a € (a™,+00) entonces B estd compuesto por veinte puntos fijos extrafios repulsores y
cuarenta puntos tipo silla.

Demostracion. Observemos que, debido a que el sistema polinémico tiene variables separadas, las coordenadas de
U(z, ) tienen la misma expresion con excepcién de los subindices. Asi, siendo un punto fijo la solucién de la ecuacién
uj(z, ) = x5, j = 1,2, obtenemos una forma equivalente

(a:? - 1) (—a® + (a3 11207 + 151040 + 3190784) o} 4 (9a3 + 3202 + 80128 — 2146304) 256
3 2 14 3 2 12
+4 (90" + 5200 + 437120 + 437248 ) &} + 4 (210 + 151207 4 502400 — 237568 ) @]
+2 (63a3 +40000” + 646400 + 149504) o’ +2 (63a3 +2864a” + 229120 — 24576) o
3 2 6 2 4 2 2
+4(216% 4 5680° + 21120 + 1024) 2§ + 120 (30” + 400 — 64) 7} + 30°(3a + 16)23) = 0,
j=12

(4.3)

Entonces, afirmamos que los valores z; = +1 satisfacen esta expresion, y (1,1), (1,—1), (=1,1), (=1, —1) son puntos
fijos del operador racional U(z, @) y las raices de p(z), simultdneamente. Para analizar su estabilidad, calculamos la
matriz Jacobiana U’(x, ) al operador racional multidimensional, con forma diagonal

/ _( Ji(z1, @) 0
U (I,Oé)— ( ! 01 JQ(ZL‘Q,O{) )7

siendo
({Bj — 1)5(:6_7' —+ 1)5
4194304 x?o

JJ(xJ7a) = r(xj)7 ] = 17 27 (44)
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Capitulo 4. Anélisis dindmico real de la clase basada en funciones peso

y

r(t) = (—1003520 + 15104a — 11202 + o*)t'% + (319488 + 17075200 — 64002 + 150°)¢® (4.5)
+(—53248 — 62208 — 84160 — 70a>)t5 + (11520c + 384002 + 110a°)t* + (—816a% — 75a>)t? + 190°.

Es evidente que Jj(#+1,a) = 0 para cualquier oy j = 1,2. Por lo tanto, las raices de p(x) son puntos fijos

superatractivos ya que los valores propios de U’((£1,21), ) son cero.

El resto de puntos fijos se pueden encontrar a través de I(¢, ) mediante el cambio de variable s = ¢2.

L(s) = (a3 —1120” 4 151040 + 3190784) s+ (9a3 + 3202 + 80128 — 2146304) §8
44 (9a3 + 52002 + 437120 + 437248) sT 44 (21a3 + 151202 + 502400 — 237568) s
42 (63a3 + 400002 + 646400 + 149504) $5 42 (63a3 + 286402 + 229120 — 24576) s

+4 (21a3 + 56802 4 21120 + 1024) 3 4+ 120 (3a2 + 400 — 64) 2 +302(3a + 16)s — o®.

Los puntos fijos extrafios reales de U(z, ) deben tener componentes, que se definen como ++/L;, siendo L; cualquier
raiz real y positiva de L(s). Entonces, el nimero de elementos de 3 depende del niamero de raices de L(s) que deben
ser simultaneamente reales y positivas, asi como de sus combinaciones con +1. Se puede comprobar que no hay
ninguna raiz real positiva de L(s) para a € (n*,0). Entonces:

I1"I4 Iy,ly
1400 -
3.5
1200 -
3.0
1000 -
= 25] 1= a0
2.0 600
150 1 00l
1.0} | 2001
-500 -400 -300 -200 -100 0 50 100 150 200 250 300
a a
(@) a<n* (b) ae€(0,m*)

Figura 4.1: Funciones de estabilidad [\(({1,14), )| in D

i) Sélo una raiz real positiva L1 se encuentra si @ € (—oo, n*)U(0,m*). En este caso, las raices {++/L1, —v/L1}
se denotan por l;, para i € {1,4}, y los miembros de Bson {(l1,11), ({1,14), (I4,11), (l4, 1), (11, £1), (£1,11), (4,
£1),(£1,14)}. Lainformacién sobre la estabilidad de estos puntos fijos de U(z, ) puede deducirse del analisis
del valor absoluto de los valores propios de la matriz U’ ((I;,11)), ), i,k € {1,4}; estas funciones de « se
llaman funciones de estabilidad de los respectivos puntos fijos. Debido a la naturaleza del sistema polinémico,
los valores propios satisfacen la condicion A((1;, 1), () = J1((li, k), ) = J2((l;, lg), ) para i,k € {1,4};
sin embargo, si alguna de las componentes del punto fijo es &1, el valor propio correspondiente es siempre nulo.

Podemos ver en la Figura 4.1 los valores de |\| asociados a la matriz jacobiana y evaluados en los pares
compuestos por I1 y l4. Observemos que son mayores que uno, por lo que el comportamiento de los puntos
fijos extrafios (I;,1), i,k € {1,4} en D es repulsor. Por otra parte, los puntos fijos (I;, £1), (£1,1;), i € {1, 4}
son puntos de silla de montar ya que uno de los valores propios es cero y el otro es mayor que uno.

ii) Existen tres raices reales positivas L1, Lo y L3 para a € (m*,+00), siendo n* ~ —93.210875 la Gnica raiz
real del polinomio n(t) = t3 — 112t? + 3190784 + 15104t y m* ~ 327.44373142 la Gnica raiz real de m(t) =
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Andlisis de estabilidad de la familia iterativa PSHG6, actuando sobre la funcion polinémica vectorial de variables separadas p(x)

100000t° — 332325008 + 162157876t" — 7696584215 + 2887352848t> — 7815029120t* + 14060488832t> —
17146950656t> + 12837074944t — 5333716992. Las raices {++/L1, +v/ L2, +vL3, —/L1, —v/L2, —/L3} se
denotan por [; para i € {1,2,3,4,5,6}. Asi, el conjunto de todos los puntos fijos extrafios se obtiene combi-
nando por pares [;, i = 1,2,...,6 con ellos mismos y con 1y —1.

En este caso, existen valores de o que permiten que algunos de los puntos fijos extran sean atractores. Para
calcularlos, resolvemos la ecuacién |A;((l;,1;), (o)) = 1, para 4,k € {1,2,3,4,5,6} y j = 1,2. Encontramos
que sélo los puntos fijos extrafios (I;,1) con i,k € {3,6} satisfacen esta ecuacién para a =m* y a = o* =

369.97117.
. ls.ls S — ‘ _hils
5 30]
4
25
3
= = 20
2
1 1.5F
0 1.0
350 400 450 500 350 400 450 500
a a

(@) [M(Us,16), ()] = [A2((U3,16), ()] (b) A((2,15), ()] = [Xa((l2, I5), ()]

Figura 4.2: Diagramas de estabilidad de algunos puntos fijos extrafios para a@ > m*

a) Por lo tanto, los puntos fijos extrafios no son hiperbdlicas para estos valores de o y son atractores
para @ € (m*,a”), como se puede ver en la Figura 4.2(a). Ademas, la estabilidad de los puntos
fijos extrafios (I;,£1) o (£1,lg), para i,k € {3,6} y o € (m*,a"), la obtenemos a partir de una
matriz Jacobiana cuyos valores propios toman valores |A1((l;, £1), ()] < 1y |A2((l;, £1),(a))] = 0
(respectivamente |A1(£1, (), (@) = 0y |Aa(£1, (Ig), (@))] < 1) si @ € (m*,a"), por lo que son
atractores, o si a € (a*, 4+00) entonces |A1((l;, 1), (@))| > 1y [Xa((l;, £1), ()| = O (respectivamente
[A1(£1, (Ig), (@) = 0y |A2(£1, (Ig), (a))| > 1) y estas componentes de B son puntos tipo silla.

b) Para a € (a*,00) todos los treinta y seis pares (I;,1;) son puntos fijos repulsores, ya que los valores
absolutos de |A;((1;,1x), (@) > 1, para i,k € {1,2,3,4,5,6} y j = 1,2. La estabilidad de uno de estos
puntos fijos puede deducirse de la Figura 4.2(b).

O

Ahora, la estabilidad de los puntos fijos extrafios estd determinada y conocemos el rango de valores de o que se
puede utilizar para evitar el caracter atractor de puntos extrafios. Sin embargo, hay otros elementos de atracciéon que
deben evitarse para asegurar un rendimiento estable de los métodos iterativos. Como sabemos que en cada cuenca
de atraccién aparece al menos un punto critico, analizamos en el siguiente enunciado la existencia de puntos criticos
distintos de las raices de p(x) = 0 (Ilamados puntos criticos libres), en funcién del valor del parametro.

Teorema 15. Sea KC la coleccién de todos los puntos criticos reales libres del operador racional U(x,«) asociado a
la familia iterativa 4.1. Entonces K esta compuesto por los pares (c;,cj), (¢;,£1) y (£1,¢5) para i,j < 10 cuyas
entradas distintas de +1 son las raices reales del polinomio r(t) descrito en (4.5). La cantidad de puntos criticos libres
depende del valor del pardmetro «, ya que las raices deben ser reales. Por lo tanto, la composicién del conjunto K es
la siguiente:
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i) Sia € (0,t") siendo t* = 1,578466 la raiz real del polinomio

Ut) = 10800000t'" — 616915125t + 147378915264¢° — 3379785435264t + 34227036501760t"
=  —179620639700992t° + 585624788819968t° — 1272823478222848t* + 1886960251568128¢>
= —1870420340899840> + 1144029500669952¢ — 339697553375232,

entonces K tiene doce puntos criticos libres.
i) Para o € (t*,80), K contiene sesenta puntos criticos libres.

i) Si a € (80,+00), entonces K estd compuesto por treinta y dos puntos criticos libres.

Demostracién. Como se ha dicho en la demostracion del Teorema 14, los valores propios de la matriz jacobiana U’ (x, o)
son \j(z,a) = Jj(x,a), para j € {1,2}, es decir,

(z; — 1)5(x; +1)°

Aj(@; @) = == 050 220

r(zj), j=1,2, (4.6)

siendo

r(t) = (—1003520 + 15104a — 1120° + o*)t'% + (319488 + 1707520 — 6400° + 150°)¢®
+(—53248 — 62208a — 84160 — 70015 + (11520a + 384002 + 1100°)t* + (—816a% — 75a°)t? + 190°.

Por definicién, los puntos criticos se encuentran resolviendo la ecuacién A;(x, a) =0, para j € {1,2}. Es evidente que
el cambio t2 = s reduce a la mitad el grado del polinomio r(¢). Por lo tanto, sus raices reales positivas, denotadas por
C}, derivaran las componentes de los puntos criticos libres, obtenidos como ¢, = £,/C;. De nuevo, la cantidad de
C; positivas depende del valor del pardmetro a:

i) Forzando a las raices de r(t) que sean reales, no se encuentra ningin resultado para valores negativos de a.. Por
otra parte, existen tres raices reales para « € (0,¢*), siendo ¢* & 1.578466 la Gnica raiz real del polinomio U (¢),
pero sélo una de ellas, Cy, es positiva. Entonces, IC esta compuesto por (c1,c¢1), (c1,¢4), (ca,c1) y (ca,ca),
donde ¢y 4 = £1/C7 y también por (cj,+1) y (£1,¢5), j € {1,4}.

i) Si a € (t*,80), s6lo existen tres raices reales positivas del polinomio r(t), C1, C2 y C3. Asi pues, K esta
compuesto por elementos del tipo (c;, ¢;), donde 4,5 € {1,2,...,6}, siendo c1 4 = £/ C1, c25 = £/Ca y
3,6 = £v/C3. Ademas, los puntos mixtos (£1,¢;) y (c;, 1) donde 4,5 € {1,2,...,6} también pertenecen a
K.

iii) Finalmente, para a € (80,400), Cq y C2 son las dos Gnicas raices reales positivas de r(¢). Entonces, K =
{(¢ir¢5), (5, £1), (£1,¢5) = 4,5 € {1,2,3,4}}, con 32 puntos criticos diferentes.

O

A partir de los Teoremas 14 y 15 afirmamos que para « € [n*, 0] (siendo n* ~ —93.210875) no existen ni puntos criticos
libres ni puntos fijos extrafios. Por tanto, sélo se pueden encontrar comportamientos dinadmicos estables para valores
del pardmetro en este intervalo, es decir, para métodos iterativos de la familia PSH6; con valores de o € [n*,0].

En la Figura 4.3 se pueden observar algunos planos dindmicos para valores de « dentro de este intervalo. Estas
imagenes se han obtenido siguiendo las rutinas descritas en [23]: se ha construido una malla con paso igual a 0.01,
cada estimacién inicial se itera 100 veces con una estimacién del error inferior a 1072 como criterio de parada. Los
puntos de la malla que se utilizan como estimaciones iniciales se pintan en funcién de las raices (representadas con
circulos) a las que convergen. Su color es mas brillante cuanto menor es el nimero de iteraciones necesarias. Si se
completan todas las iteraciones y no se alcanza la convergencia a ninguna raiz, el punto se pinta en negro. Podemos
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ver en la Figura 4.3 las cuencas de atraccién de todas las raices y cémo las zonas negras de no convergencia son mas
estrechas a medida que aumenta el valor de a.

Todos los planos dinamicos a lo largo de esta tesis se han construido con las mismas caracteristicas.

(c) a=-01 (d) a=0

Figura 4.3: Planos dindmicos estables para o € [n*, 0]

4.2.1 Encontrar el caos: nuevas y conocidas herramientas

Una vez detectada la zona més estable, nuestro objetivo es encontrar las zonas de convergencia a elementos atractores
diferentes de las raices del sistema no lineal, o incluso el caos. Para conseguir este objetivo, tenemos en cuenta los
resultados de los Teoremas 14 y 15 en los cuales se plasma que para a € (t*,80) y « € (80, +00), se han encontrado
una gran cantidad de puntos fijos y criticos libres. El analisis del comportamiento de la funcion racional en esta zona
arrojaria un rico comportamiento dindmico.

Debido a la existencia de puntos criticos en la cuenca inmediata de atraccién de cualquier punto fijo o periédico atractor

(ver [50]), el analisis del comportamiento asintético de los puntos criticos libres nos da informacién relevante sobre el
rendimiento del operador racional y la clase de métodos iterativos relacionados. Para estudiar las orbitas de los puntos
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criticos utilizamos la linea de parametros, introducida por primera vez en [62]. Para trazarla, definimos una malla de
500 x 500 puntos en un determinado dominio del parametro o. Un punto de la malla se pinta de color rojo si el punto
critico, evaluado en este valor de « y utilizado como estimacién inicial, converge a alguna de las raices del sistema
polinémico antes de un maximo de 200 iteraciones; en otro caso, se pinta de color negro. La linea donde se representan
cada uno de estos puntos rojos o negros se ensancha mediante una multiplicacién por el intervalo unitario [0, 1]. La
tolerancia para la estimacion del error es igual a 1073,

157 10 20 30 40 50 60 70 80

4]

(@) (ci,ej), 0,5 €{1,2,4,5} para o € (t*,80)

S —

70 74 80
a

(b) (ci,cy), i,j € {3,6} para a € (t*,80)

80 100 150 200 250 300 350 400
las

(c) (ci,cj), 4,5 € {1,3} para a € (80, +)

80 100 150 200 250 300 350

X

(d) (ci,cy), 0,5 € {2,4} para a € (80, +00)

Figura 4.4: Lineas de parametros de diferentes puntos criticos libres para a € (t*,80) y a € (80, +00)

Las Figuras 4.4(a) y 4.4(b) muestran el comportamiento limite de los puntos criticos libres correspondientes a o €
(t*,80) (siendo t* =~ 1,578466). En la Figura 4.4(a) se observa un comportamiento deseable, los puntos criticos libres
(ci,cj) cond,j € {1,2,4,5} convergen a cualquiera de las raices del sistema polinémico; mientras tanto, en la Figura
4.4(b), se detecta un comportamiento inestable para (c;, ;) con i,j € {3,6} en torno a los valores o = 74, a = 77 y
a =~ 79 en la linea de parametros. Hacemos una primera aproximacion al analisis del comportamiento inestable en estas
tres zonas oscuras a través de los diagramas de Feigenbaum. Estos diagramas de bifurcacién se obtienen utilizando
cada uno de los puntos criticos libres del operador racional como punto de partida en una malla de 3000 subintervalos
para a € (t*,80) y observando su comportamiento en las Gltimas 100 de un total de 1000 iteraciones. El diagrama de
bifurcacién del punto critico (c3,cg) se muestra en la Figura 4.5.

Debido a la naturaleza del sistema polinémico p(x) que tiene variables separadas, las funciones coordenadas del operador
racional tienen la misma forma y son simétricas. Aprovechando esta caracteristica, hemos representado en color rojo
la coordenada ;1 y en color azul la z2 y para los detalles, hemos elegido la parte positiva en todos los casos, Figura
(4.5).
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Figura 4.5: Diagramas de bifurcacién del punto critico (c3,cg) correspondientes a la linea de para-
metros de la Figura 4.4(b)

En la Figura 4.5(a), observamos la convergencia a las raices de p(x) alejadas de « = 74.05 donde radica el compor-
tamiento inestable. En las Figuras 4.5(c) y 4.5(e) aparecen comportamientos analogos al descrito anteriormente para
diferentes escalas. Por otro lado, en los detalles dados por las Figuras 4.5(b), 4.5(d) y 4.5(f), se observa el mismo
patron de bifurcaciones como: cascadas de desdoblamiento de periodos, orbitas periédicas y comportamiento caético
en torno a a &~ 74.05, o &~ 77.01 y av = 79.36 respectivamente, ubiquense estos valores tltimos en la Figura 4.4(b)

Por otro lado, en las Figuras 4.4(c) y 4.4(d), se muestran las lineas de parametros correspondientes al rendimiento

limite de los puntos criticos libres con componentes diferentes de +1, para a € (80, +00). Aunque se han representado
para los pares (c1,c3) (Figura 4.4(c)) y (c2,c4) (Figura 4.4(d)), los pares restantes tienen el mismo comportamiento.
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Observemos en la Figura 4.4(d) que para un intervalo amplio alrededor de o« = 150, sélo se encuentra un comportamiento
estable y para a > m™, (siendo m™* = 327.44373142) no hay posibilidad de convergencia a las raices de p(x), ya que
todos los puntos criticos libres muestran color negro en la linea de parametros. Para profundizar en estos rendimientos
inestables, proponemos una nueva herramienta, basada en la norma de la funcién no lineal en la érbita de cualquier
estimacién inicial, para un valor fijo de a.

La nueva herramienta: Superficies isonormales

En la Figura 4.6, aparecen los planos dinamicos relacionados con las zonas sombreadas que se encuentran en las lineas
de parametros (ver Figura 4.4(b)), donde los puntos criticos muestran el comportamiento inestable para « € (t*, 80).

12
%,(x10%)

5
xl(><10 )

(c) a=77.03 (d) a =79.375

Figura 4.6: Planos dinamicos para algunos o € (t*, 80)

En la Figura 4.6(a), los cuadrados blancos representan los puntos criticos libres. Algunos de ellos estan situados en la
zona negra donde se produce el comportamiento inestable y el resto se encuentran en la cuenca de atraccién de las
raices de p(x). En la Figura 4.6(b), se puede observar un nimero infinito de componentes conectados de las cuencas de
atraccion de las raices y también la proximidad entre cuatro criticos y cuatro repulsores (circulos rojos) que se encuen-
tran en el conjunto de Julia, con coordenadas {(—0.618, —0.618), (—0.618,0.618), (0.618, —0.618), (0.618,0.618) } y
{(—0.592, —0.592), (—0.592, 0.592), (0.592, —0.592), (—0.592,0.592) }, respectivamente. Observamos la similitud en-
tre los planos dinamicos para o = 77.03 y o = 79.375 que se muestran en las Figuras 4.6(b) y 4.6(c). Destaquemos

la gran escala involucrada, esta es la razén por la que los valores limite de los puntos criticos y las raices de p(x) no
son visibles.
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Figura 4.7: Superficies isonormales para varios valores de o € (t*, 80)

Para obtener méas informacién sobre el comportamiento dinamico en las zonas negras, en la herramienta disefiada que
llamamos superficie isonormal, cada estimacion inicial de un plano dindmico para un valor fijo de « se itera 1000 veces
y se calcula la norma euclidea de la altima iteracién. Por lo tanto, cada punto se pinta de un color diferente en funcién
de este valor calculado de la norma. Como resultado, surgen ciertos patrones, ver Figura 4.7. En esta Figura, el area
magenta corresponde a la norma igual a v/2, es decir, las cuencas de atraccion de las raices del sistema p(z); los valores
mas altos de la norma dan lugar a las areas naranja y amarilla, que corresponden a las cuencas de atraccién de las
Orbitas periddicas o densas: el drea amarilla corresponde a la cuenca de una érbita con periodo 16, que se ha trazado
con puntos y lineas azules en la Figura 4.7(a) (para a = 74,056) y cuyos elementos son {(—0.57638250, 0.57679642),
(13.31007537, —12.72354055), (0.57692885, —0.57638250), (—12.53925256, 13.31007537), (—0.57643677,0.5769288
5), (13.23224992, —12.53925256), (0.57679642, —0.57643677), (—12.72354055, 13.23224998), (—0.57638250, 0.57679
642), (13.31007537, —12.72354055), (0.57692885, —0.57638250), (—12.53925256, 13.31007537), (—0.57643677,0.57
692885), (13.23224999, —12.53925256), (0.57679642, —0.57643677), (—12.72354055, 13.23224998), (—0.57638250, 0.
57679642)}. Estos elementos, que se han obtenido numéricamente a partir de las Gltimas iteraciones de la trayectoria
azul, corresponden a los elementos de la cascada de desdoblamiento de periodos obtenida en la Figura 4.5(b), para el
valor especifico de @ = 74.056. Se puede encontrar un comportamiento simétrico en las otras esquinas diagonales. En
la Figura 4.7(b), se puede observar un detalle de estas zonas amarillas, donde también se encuentran pequefias regiones
de convergencia a las raices (en color magenta) o zonas naranjas. Estas zonas naranjas corresponden a la cuenca de
atraccion de las érbitas periddicas verticales y horizontales del mismo periodo.

En las Figuras 4.7(c) y 4.7(d), se representa la superficie isonormal para a = 74.06 y un detalle, respectivamente. Con
esta ligera modificacion del valor de «, la zona amarilla de comportamiento periédico se ha convertido en una zona
mas oscura que incluye un atractor extrafio: una érbita densa. En la Figura 4.7(d), se ha representado la trayectoria del
punto (—0.57638250,0.57679642) ya contenido en la Gltima 6rbita periédica analizada y se observa que los iterados
van llenando las zonas de esquina hasta alcanzar el nimero maximo de iteraciones. Para este valor de «, esta érbita
densa no sélo llena las areas diagonales mostradas en la Figura 4.7(d), sino también las pequefias areas alrededor de

41



Capitulo 4. Anélisis dindmico real de la clase basada en funciones peso

los puntos (—0.5,0.5) y (0.5, —0.5) que también forman parte de la cuenca de atraccién de la 6rbita periddica para
a = 74.056.

Consideremos ahora el segundo intervalo (80,+00), en el que se espera que la funcién racional U(z,a) tenga un
comportamiento inestable. De acuerdo con el Teorema 14 de la estabilidad del punto fijo, en el dominio o € (m™,a™) =
(327.44373,369.97117) hay doce puntos fijos extrafios atractores dados por (2.00329,2.00329), (2.00329, —2.00329),
(—2.00329, 2.00329), (—2.00329, —2.00329) y sus combinaciones con +1. Hemos visto en los planos de los parametros
(Figuras 4.4(c) y 4.4(d)) que los puntos criticos libres convergen a elementos atractores diferentes de las raices. En la
Figura 4.8 se representan los planos dindmicos para los valores @ = 350, a = 370. En el primero de ellos, se pueden
observar las cuencas de atraccion de los puntos fijos atractores en diferentes colores. En estas cuencas, los puntos fijos
extrafios atractores aparecen como circulos rojos. Cuando o = 370, estos puntos ya no son atractores, sino repulsores.

(a) a=350 (b) a=370
Figura 4.8: Planos dindmicos que muestran un rendimiento inestable

Por lo tanto, se encuentran en la Figura 4.8(b) en la zona negra del plano dindmico. Sin embargo, los puntos fijos
extrafios que son repulsores deben aparecer en el conjunto de Julia del plano dinamico, es decir, en la frontera entre
diferentes cuencas de atraccién que no aparecen por no corresponder a las raices del sistema. Estos elementos de
atraccion deben ser encontrados para comprender plenamente el funcionamiento de los métodos. Estos dos casos son
representativos del comportamiento inestable de los métodos correspondientes a valores de o > 80.

il
il

o)

33 2 1 0 1 2 3 0 33 2 1 0 1 2 3 °
(a) (a) =350 (b) (b) a =370

Figura 4.9: Superficies isonormales para valores de a € (80, +00)

Esta valiosa informacion se puede encontrar en las superficies isonormales que se muestran en la Figura 4.9. Observemos
que doce de los puntos fijos extrafios que eran atractores para a € (m*,a™), después del valor de bifurcaciéon a = o*
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no sélo se han convertido en repulsores, sino que han creado una érbita periédica de periodo 2, cuyos elementos estan
muy cerca del punto fijo. Debido a la simetria del sistema, el valor de la norma coincide cuando se produce un cambio
de signo en las componentes de los puntos limite. Asi, estudiamos s6lo una de las cuatro regiones situadas en las "esqui-
nas" de la Figura 4.9(b), cuyos detalles se pueden ver en la Figura 4.10. En ella, sobre las diferentes regiones definidas
por la norma de los puntos limite, se pueden observar tres orbitas periddicas diferentes de periodo 2, en color azul.
Los puntos iniciales de estas 6rbitas trazadas son (2.15,2.18), (2.17,1.69) y (1.59,1.75) y estan en la cuenca de atrac-
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Figura 4.10: Superficie isonormal para o = 370, un detalle

cién de las 6rbitas periédicas {(2.034939601034481, 2.045995971020433), (2.045995971020433, 2.034939601034481) },
{(1.0,2.045995971020433), (1.0, 2.034939601034481) } y {(2.045995971020433, 1.0), (2.034939601034481, 1.0)}. Ob-
servemos que no aparece ninguna componente del conjunto de Julia que contenga los puntos repulsores. La razén es
el elevado namero de iteraciones utilizado en la superficie isonormal, 1000. Como el conjunto de Julia es la variedad
inestable, una érbita de un punto inicial arbitrario cercano a ella serd "repelida" hacia el elemento atractor méas cer-
cano, en este caso cualquiera de las érbitas periddicas. Asi, incluso los puntos fijos extrafios repulsores aparecen en la
superficie isonormal como conjeturas iniciales que convergen a las 6rbitas periédicas.

4.2.2 Resultados numéricos

En esta seccién, se comprueba el comportamiento numérico de la familia estudiada en funcién de o PSH61, utilizando
la informacién dindmica deducida en la seccién anterior. La informacién relativa a su comportamiento en comparacién
con otros métodos se encuentra en [19], pero utilizando valores de « elegidos arbitrariamente.

Asi, los valores de « asignados se han elegido teniendo en cuenta el analisis de las lineas de parametros y los diagramas
de bifurcaciones mostrados en las Figuras 4.4 y 4.5 y los resultados resumidos en los Teoremas 14 y 15. Los valores de
« escogidos para el estudio se agrupan como sigue:

1. Para los valores & = 0, = —5 y a = —90 pertenecientes al dominio [—93.210875, 0], se puede esperar un
rendimiento muy estable segiin el anélisis de estabilidad realizado.

2. No podemos esperar buenos resultados para los valores o = 74.056, o = 77.030 y o = 79.375 (para los que el
analisis del punto critico revela un comportamiento inestable, véase la Figura 4.6).

3. También se espera un rendimiento inestable para o = 330, o = 350 y o = 369 (véase la Figura 4.8(a)),
pertenecientes al intervalo (327.44373,369.97117).
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4. Finalmente, para @ = 370, o = 380 y o = 390 (véase la Figura 4.8(b)), elegidos dentro del intervalo
(369.97117, 00), se supone que también se encuentra un comportamiento inestable.

Para los valores de « en los grupos 2 a 4, se puede encontrar un elevado nimero de puntos criticos libres y puntos fijos
extrafios de diferente caracter segiin el anélisis de estabilidad realizado anteriormente.

Para realizar los experimentos numéricos hemos empleado el sistema de algebra computacional Matlab con 2000 digitos
de mantisa, en aritmética de precisién variable. El ordenador utilizado tiene un procesador Intel(R) Core(TM) i7-1065G7
CPU @ 1.30GHz 1.50 GHz. El criterio de parada utilizado es [|[#*t1) — 2(®)|| < 107200 o ||F(z(*+1D))|| < 1072 los
valores iniciales empleados y las soluciones buscadas se simbolizan como z( y &, respectivamente. Hemos probado
los diferentes métodos iterativos para resolver dos sistemas no lineales. La informacién que aparece en las tablas
correspondientes se organiza de la siguiente manera: 'Grupo' y a muestran el nimero asociado al intervalo que
incluye el valor particular del parametro utilizado; k es el nimero de iteraciones necesarias, cuyo valor maximo es 25
('NaN’ aparece en la tabla si aparecen resultados numéricos indefinidos, como 0/0); el valor de los residuos de parada
Hx(]”l) — x(k)H y ||F(:c(k+1))|| en la Gltima iteracién y también el orden de convergencia computacional aproximado
ACOC dado por la expresién (2.6), (si el valor de ACOC' de las altimas iteraciones no es estable, entonces aparece
'-" en la tabla). De este modo, una vez que el proceso se ha detenido sin alcanzar el nimero maximo de iteraciones,
se puede comprobar si el proceso iterativo ha alcanzado la raiz (||F(z(k+1))|| < 107299 ) o bien se trata de una
convergencia muy lenta, con una diferencia no significativa entre los dos altimos iterados (Hx(kJrl) — m(k)” < 107290
pero || F(zF+1))[| > 107200),

Ejemplo 1. El primer sistema no lineal, cuya solucién es & = (0,0,2,0)7, se describe como

Fi(z1,z2) = (a:% +x179 + x% — 4,21+ z122 + T2 — 2).

La estimacién inicial es 2(*) = (0.5, 3.0)T y los resultados aparecen en la Tabla 4.1.

Grupo a k [l [Faeanl p
0.0 5 37.6881 x 10201 0.0 -

1 -5 5 1.3537 x 107177 0.0 -
—90 5 94.5218 x 1066 969.9657 x 107270 -

74.056 5 9.8133 x 107 1?? 0.0 -

2 77.030 5 1.8459 x 107123 0.0 -
79.375 5 15.0742 x 10120 0.0 -

330 25 204.3078 x 103° 22.2677 x 1093 -

3 350 25 11.5360 x 1033 74.2941 x 1056 -
369 25 20.0437 x 1030 232.2309 x 10° -

370 25 8.9085 x 10*2 45.9500 x 1084 -

4 380 25 339.8792 x 10%* 67.9344 x 10°" -
390 25 8.0623 x 1033 38.7626 x 1056 -

Tabla 4.1: Resultados numéricos de diferentes elementos de la clase PSH6; para Fj(z1,z2) y
20 = (0.5, 3.0)7

En la Tabla 4.1, se muestran los resultados de PSH61 en F(x1,x2). Se obtiene un buen rendimiento para los esquemas
iterativos del grupo 1, todos ellos convergen a la solucién en cinco iteraciones con un residuo muy pequefio HF(:c(kJ“l))H.
Como era de esperar, después del nimero maximo de iteraciones no se observa convergencia para los métodos iterativos
pertenecientes a los grupos 3 y 4, esto altimo lo corrobora la diferencia entre las dos Gltimas iteraciones (||a:(k+1)—m(k) N
y el residuo (|\F(m(k+1))|\) en la 252 iteracién. En este caso, el rendimiento de los miembros del segundo grupo es
inesperadamente bueno y el orden de convergencia aproximado computacional es inestable para todos los grupos.
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Ejemplo 2. La segunda funcién no lineal describe un sistema con solucién £ ~ (0.5, 0.0, —0.5236)T,
_ 1
Fo(z1,22,23) = (321 — cos(waxs) — 0.5, 27 — 81(z + 0.1) + sin(x3) + 1.06, e 172 4+ 2025 + g(lOW - 3).

Probamos los métodos en este segundo sistema con la estimacién inicial 20 = (1.0, 1.0, 1.0)7". Los resultados se
presentan en la Tabla 4.2.

Grupo a k [+ — () | F(* Ty p
0.0 6 431.6652 x 10~177 0.0 5.8341
1 -5 6 409.7626 x 107144 0.0 5.9192
—90 18 1.7141 x 10120 0.0 -
74.056 25 1.2595 538.1906 x 103 -
2 77.030 3 NaN NaN NaN
79.375 3 NaN NaN NaN
330 3 1.3897 x 103 Inf -
3 350 1 NaN NaN NaN
369 1 NaN NaN NaN
370 1 NaN NaN NaN
4 380 1 NaN NaN NaN
390 3 7.4806 x 10° Inf -

Tabla 4.2: Resultados numéricos de diferentes elementos de la clase PSH6; para Fy(x1,x2,x3) y
2 = (1.0, 1.0, 1.0)"

Como esperabamos, se obtiene un buen rendimiento para los miembros de la familia dada por el grupo 1, todos ellos
convergen a la solucién en pocas iteraciones, siendo el residuo nulo en todos los casos. El orden de convergencia
computacional aproximado es lo suficientemente estable como para acercarse al teérico en dos casos. En cuanto
al segundo grupo, se han cumplido nuestras expectativas y no se obtiene convergencia a la solucién después de 25
iteraciones. Se obtienen resultados similares para los grupos 3 y 4.

En este epigrafe hemos realizado un profundo analisis dinamico para seleccionar los elementos mas estables de una
familia paramétrica de esquemas eficientes de sexto orden. Para conseguir este objetivo, se ha disefiado una nueva
herramienta, la superficie isonormal, que nos permite detectar las zonas de un plano dinamico con el mismo tipo de
comportamiento inestable, y encontrar zonas de comportamiento caético, para un valor fijo del parametro.
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4.3 Analisis de estabilidad de la familia iterativa ac-
tuando sobre la funcién polinédmica vectorial de
variables no separadas q(x)

A continuacién vamos a realizar el estudio dinamico de la familia PSH61, aplicando conceptos previos y herramientas
dindmicas discretas multidimensionales reales empleadas en la seccién previa. Analizamos la familia iterativa actuando
sobre la funcién ¢(x) = (z122 + 21 — 22 — 1, x122 — 21 + 22 — 1) para x = (z1,x2) € R2.

Aplicando la expresién iterativa de PSH6, (4.1), sobre el sistema polinémico g(z) = 0, obtenemos su operador racional
multidimensional asociado U = {uj(x1, 22, @), uza(z1, x2, @)}, sus coordenadas son

1
uy(x1,x2,) = — m (2@(—1 + x%)?’(—l + x%) —4(z1 + x2)2q11 + (z1 + azg)G (2(1 + x1)

2
+ Q13> <—1 + (—Oéq12 + mqu> ) + (ml +«'L‘2)6 (2(1 - 1’1) + QI3) (_1+

(—oqi2 + MQH)?)) ,

_ 1 2,3 2 2 6
uz(x1, 2, ) = 1+ 0) <2a( 1+27)° (=14 23) —2(z1 + 22)7q11 + (1 — z2)(z1 + z2) (1+aq21

2
1 6
+ ) 14 (—aq2+ ———— + (14 22) (w1 + 22)° (1 + agay + q22) (—1+
22 < ( q12 (m1+x2)aq11)) (L4 z2)(z1 4+ 22)” ( 21 + q22) (

(—ogi2 + MQH)Q)) ,

donde los factores q11, q12, 413,921 y g22 son

Q1 =2+ x§x2 - Sm% + Zxél + x% (4 + m%) + x? (6x2 + 4233) + z129 (—2 + 623% + m%) + x% (—5 + 12m% + 3ac§1) ,

(=1 +22)3(=1 4 22)

q12 =

2(x1 +12)7 ’
(=14 a)(1 - w2) (=1 + 1) + 4(z1 + 22))

q13 = (11;1 ¥ 1:2)4 )

(—1+22)
q21 = ————— 1>

2 (z1 + x2)4

2 (—1 + m%)
Q2=—"75"

(x1 + x2)

Conociendo el operador racional multidimensional asociado U, es posible formular el siguiente resultado sobre la
estabilidad de los puntos fijos relacionados con la familia iterativa (4.1) actuando sobre el polinomio vectorial g(z).

Teorema 16. La funcién racional U(x,«) asociada a la familia de métodos iterativos (4.1) tiene el punto fijo super-
atractivo (1,1), (=1, —1) raices del polinomio q(z) y los puntos fijos extrafios reales que dependen de los valores de o
son:

i) Sia € (—c0,a) U (0,b) entonces existen dos puntos silla, siendo a ~ —93.210875 y b &~ 327.44373142 las
Gnicas raices reales del polinomio A(t) = t3 — 112t + 3190784 + 15104¢ y B(t) = 100000t° — 332325005 +
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162157876t" —769658421t%+2887352848t° —7815029120¢*+14060488832¢> — 1714695065642 +12837074944¢ —
5333716992, respectivamente. Para o € (a,0) no se puede encontrar ningin punto fijo.

i) Si a € (b,00), entonces hay seis puntos fijos extrafios cuya estabilidad depende del valor de o:

1) Cuando a € (b, B) entonces hay dos puntos fijos atractores y cuatro tipo silla.

2) Para o € (B, 00) entonces hay seis puntos fijos tipo silla .

Demostracién. Siendo los puntos fijos la solucién del sistema de ecuaciones

ui (@1, z2, ) = 1,

ug(z1, T2, @) = T2,
que se puede transformar en

— D@ +1
_%Ql(mlwz,a) =0,

—D(za+1
_%Qﬂmhwz,a) =0,

(4.7)

donde Q1 y Q2 son polinomios de variables mixtas que no se mostraran debido a su complicada forma y extension. El
altimo sistema tiene las soluciones dadas por 1 = (1,1), 72 = (—1,—1) y aquellos otros valores que satisfacen

Ql(.’L’l,IE27Oé) = 07

Q2(x1,22,a) = 0. (“8)

Las tuplas 1 y 12 son puntos fijos del operador racional y raices de ¢(x) simultaneamente por lo tanto son superatrac-
tores.

Como muestra el software Mathematica, los puntos fijos soluciones del sistema (4.8) son los pares (l;,1;) para i < 6
cuyas entradas son las raices cuadradas de las raices reales positivas L (), La(a) y Lz(«) del polinomio

L(s) = <a3 — 1122 + 15104a + 3190784) O+ (9a3 + 3202 + 80128 — 2146304) s8

4 (9a3 452002 + 437120 + 437248) s7 4 (21a3 + 151202 + 502400 — 237568) 6
(4.9)
42 (63a3 1400002 + 646400 + 149504) $5 42 (63a3 + 286402 + 229120 — 24576) st

4 (21a3 456802 + 21120 + 1024) s34 120 (30? + 400 — 64) $2 4 3a2(3a + 16)s — o,

Si denotamos las raices cuadradas de las soluciones positivas de la ecuacion L(s) = 0 como [;, entonces las raices
{+VIL1,+vL2,+vL3,—/L1,—/La,—+/L3} pueden ser denotadas por I; para i € {1,2,3,4,5,6}. Para analizar la
estabilidad de los puntos fijos (I;,1;), una vez calculada la matriz jacobiana asociada U’((l;,1;), ) encontramos los
valores absolutos de sus valores propios que se denominan funciones de estabilidad

|A1,2(Li(a), Li(a))| = (0, : (@) |K (li(a), li(a))| (4.10)

4(li(a) +1;
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donde K (x1,x2) es la funcién

K= -3 (—1 n x§)7 (—1 + x%) (—19 420322 + 1743 + o2 (11 - 9x%) ¥ 22120 (—5 n 4x§)) + 212 (—1 + x%)4
(21 + x2)> (7102 + 23725 — 20024 + 6425 — 2§ — 62]2s <75 + 3x%> +af (71 + 3x§) + 248 (52 5723+ 19x%)
+af (—22x2 49023 — 40x§) 420t (—160 + 24523 — 88a4 + 3xS) + 2032, (—52 — 302% + 6124 + 7:1;8)
P (18 — 7622 + 2923 + 233:8) + a2 (309 — 75622 + 33823 + 7025 + 11m§)) — b (—1 n m%)Q (21 + z2)*
(—180 + 221 2y + 49203 — 56525 + 31225 — 7925 + 14230 + 21° (14 - 81:%) + 10222 (—5 + 4z§)
+ad (—329 + 33023 — 639:‘2*) + 42Tz, (—63 + 3022 + 14x‘2‘) + 245 (545 - 63x%) + 4272y (—63 + 3023
+14x§) + 248 (545 — 94122 + 40523 + 53[;8) + 225y (515 56323 + 9974 + 19x3) + 2232 (—452 + 95023
— 60423 + 6225 + 333:3) ot (71393 + 363623 — 241223 + 20825 + 61x§) ¥ 2210 <108 — 40422 + 3510
—9928 + 2428 + 3x§0) + 227 (402 — 122723 + 109725 — 39128 + 7225 + 14x5°)) + 4(21 + 22)° (—208
ol 4 64822 — 90823 + 67028 — 28028 + 80280 — 12282 + 23t 1 4atla (—13 + 9z§)
tai? (—52 n 37x§) 12202, (101 — 12743 + 3830‘2‘) + 10 (688 — 93243 + 31393‘2‘) + 827wy (—477
182743 — 48824 + 1023[;8) 4 (—2384 + 526022 — 365624 + 7539[;3) + 8252y (567 — 131323 + 111244
40025 + 54m§) + a8 (3702 — 1116822 + 1068424 — 408825 + 681x§) + 4a3a, (7576 + 174423 — 182244
87428 — 23548 + 271;50) 4ot (—2972 41055422 — 122164 + 671625 — 208025 + 2411;50) + dzy 2o (104
— 40822 + 48273 — 27825 + 10525 — 19230 + 2m§2) + 23 (1224 — 442473 + 579425 — 395225 + 158025

—332440 4 373:52)) ,
(4.11)

y se puede comprobar que A\; = 0 para cualquier punto fijo.
Conociendo las funciones de estabilidad asociadas al jacobiano del operador multidimensional entonces,

i) Si @ € (—o00,a) U (0,b) se puede encontrar una raiz positiva Ly de L(s), por lo tanto dos puntos fijos en
este dominio estan dados por (I1,l1) = (v L1,VL1) y (l4,l4) = (—=vL1,—+/L1), siendo a ~ —93.210875
y b ~ 327.44373142 las Gnicas raices reales del polinomio A(t) = ¢3 — 1122 + 3190784 + 15104t y B(t) =
100000£° — 33232500% 4- 162157876t — 769658421t° + 2887352848t — 7815029120* 4 14060488832t> —
17146950656¢% + 12837074944t — 5333716992, respectivamente. La informacién sobre su estabilidad puede
obtenerse a partir de los valores absolutos de las funciones de valores propios |A1 2| asociada a la matriz
jacobiana. Teniendo en cuenta la nulidad de A\; y que [A2((l1,01),a)| > 1, [A2((l4,14),@)] > 1 para todo el
dominio (Figura 4.11), es evidente que (I1,11) y (I4,14) son puntos fijos silla.

ii) Hay tres raices positivas L1, Lo y L3 del polinomio L(s), por lo que se pueden encontrar seis puntos fijos
(l1,l), (I2,12), (I3,13), (l4,4), (I5,15) y (I, 1s) en este dominio. Su caracter puede deducirse del analisis de los
diagramas de estabilidad. Teniendo en cuenta la nulidad de A;:

1) Los valores @« = by @ = 8 &~ 369.97117 satisfacen la ecuacién |A2((l;,1;), )] = 1y por lo tanto
para esos valores no hay puntos hiperbélicos con i € {3,6}. Cuando a € (b,3) cumple la condicién
[A2((Li, 1), )] < 1 de aqui los puntos (I;,1;) para i € {3,6} son atractores, vease la Figura 4.12(a).
Por otro lado, i € {1,2,4,5} los puntos (I;,1;) son sillas debido a |X2((l;,1;), )| > 1, Figures 4.12(b) y
4.12(c).
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Figura 4.11: Funciones de estabilidad para a € (—o0,a) U (0,b)
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Figura 4.12: Funciones de estabilidad para o € (b, )

2) Sia € (B, 00) todos los puntos (1;,1;), para i € {1,2,3,4,5}, satisfacen la desigualdad [A\2((l;,1;), )| >
1 por tanto son puntos fijos extrafios tipo silla, vease la Figura 4.13.
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Figura 4.13: Funciones de estabilidad para o € (3, 00)

4.3.1 Comportamiento dinamico

Para obtener cierta informacién cualitativa sobre el comportamiento del método construimos los planos dindmicos,
herramientas que ya describimos en la seccién anterior.

En el Teorema 16 afirmamos que para los valores en el intervalo « € [a,0] (siendo a =~ —93.210875 ) no existen
puntos fijos extrafios. En la Figura 4.14 se puede obtener alguna informacién sobre el comportamiento dindmico en
este intervalo donde se representan los planos de convergencia para cuatro valores diferentes de «. Podemos ver las
cuencas de atraccion de cada raiz y las zonas negras de no convergencia. Obsérvese que a medida que el parametro «
aumenta, las zonas oscuras de no convergencia disminuyen.

Diagramas de bifurcacién

Con la variacién del parametro « el comportamiento dindmico del mapa puede cambiar de forma gradual e insignificante
o de forma dréstica al cruzar ciertos valores especiales del pardmetro. Para tener un conocimiento cualitativo del
comportamiento dindmico del método, trazamos los diagramas de bifurcacién (diagramas de Feingenbaum) de cada
funcién de coordenadas del operador de punto fijo (4.12) y utilizando como punto de partida los puntos fijos extrafios
del mapa con una perturbacién igual a dz1 2 = 1072,

U = (u1(li(@) £ 0x1, li (@) £ dx2, a),uz(lj(a) £ 0z1,1;(a) £ 02, a)), (4.12)
siendo ¢ = 1,2,3 y observando los rangos del parametro donde se producen cambios de estabilidad u otros comporta-

mientos. Los diagramas de Feingenbaum de cada componente de los puntos fijos perturbados (+1;,+1;) coni =1,2,3
se muestran en colores rojo y azul respectivamente en las Figuras 4.15, 4.19 y 4.20.
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(c) a=-25 (d) a=0

Figura 4.14: Planos dindmicos para a € [a, 0]

Se puede observar en la Figura 4.15 que no se produce ningin cambio en el dominio estudiado o € (—00,a) U (0, b)
(siendo a =~ —93.210875 y b &~ 327.44373142) para los dos puntos fijos Gnicos (+l1,+l;), las perturbaciones elegidas
convergen a las raices (1,1) y (—1,—1) del sistema polinémico ¢(x), ver la posicién de (I1,11) con color cian en la
Figura 4.18(a) y su transicién en la Figura 4.18(b).

En el dominio dado por « € (b, 8), podemos encontrar seis puntos fijos (1, +11), (£la, +l2) y (£l3, £I3) representados
por los circulos cian, amarillo y rojo respectivamente (ver Figura 4.17), donde los dos primeros son sillas y el tercero es
un punto fijo atractor que yace en su cuenca de atraccién de color verde. Se muestran los diagramas de Feingenbaum
relacionados con este dominio para tres de los seis puntos fijos alli existentes. Podemos observar en las Figuras 4.19(a)
y 4.19(b) cémo la perturbacién de (I1,11) converge a las raices del polinomio estudiado hasta que se alcanza cierto
valor alrededor de o =~ 349 después del cual el comportamiento dinamico cambia, la estimacion inicial es atrapada por
el punto fijo atractor que se encuentra en este dominio. Podemos observar este altimo proceso en la Figura 4.18, el
circulo cian representa la posicién del punto fijo y el blanco su perturbacién.

En las Figuras 4.19(c) y 4.19(d) sélo se observan convergencias a las raices mientras que en las Figuras 4.19(e) y
4.19(f) se obtiene la convergencia al punto fijo atractor como podiamos esperar y que se puede observar en la Figura
4.17, el punto fijo atractor de color rojo yace en su cuenca de color verde.
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Para a € (8, 0), los diagramas de bifurcacién para cada perturbacién de los puntos fijos se muestran en la Figura
4.20(d), en torno a los valores a ~ 380 y a ~ 405 se observa una cascada de desdoblamiento periodo dos y un
comportamiento cadtico para cada perturbacion, por lo que no se alcanza la convergencia a ninguna raiz. Por otro
lado, para valores mayores que o ~ 407 se observa la convergencia a las raices. Estos comportamientos se pueden
corroborar en la Figura 4.22. Podemos observar en 4.22(a), 4.22(c) y 4.22(e) que la perturbacién representada con
el circulo blanco se encuentra en zonas oscuras de no convergencia, mientras que en las Figuras 4.22(b), 4.22(d) y
4.22(f) la perturbacién se encuentra en las cuencas de atraccién de (—1, —1) (color azul) y (1,1) (color rosado)
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Figura 4.15: Diagramas de bifurcacién relacionados con el punto fijo perturbado (I1,11) en el dominio
a € (—oo,a) U (0,b)

4.3.2 Resultados numéricos

En esta seccién se comprueba el rendimiento numérico en funcién del parametro « de la familia estudiada PSH6; y
descrito en la expresion (4.1) para dos sistemas de ecuaciones no lineales.

Los valores asignados al pardmetro se han elegido teniendo en cuenta el anélisis de los diagramas de bifurcacién y los
resultados resumidos en el Teorema 16. Para ambos sistemas no lineales los valores probados o« = —90, —50, —25,0
perteneciente al dominio o € [—93.210875,0] se pueden esperar comportamientos adecuados segiin el analisis de
estabilidad y la observacién de la Figura 4.14. A diferencia de los valores previos de «, no deberiamos esperar el mismo
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(a) a =—200

Figura 4.16: La posicién y la transicién del punto fijo (I1,11) para dos valores diferentes en el dominio
a € (—oo,a) U (0,b)

Figura 4.17: Plano dinamico para o = 350

rendimiento para los valores o = —200, 200,350 (para los que la estimacién inicial elegida se encuentra en zonas
oscuras de no convergencia para ¢(x)) Figuras 4.16 y 4.17.

Para realizar los experimentos numéricos comparativos, hemos empleado el sistema de algebra computacional Matlab
con 2000 digitos de mantisa en aritmética de precisién variable. Los experimentos se han realizado en un ordenador
con CPU Intel(R) Core(TM) i7-5500U CPU @ 2.40 GHz 2.40 GHz y 16,0 GB de RAM. El criterio de parada utilizado
es [|zF 1) — 2B || < 107290 o ||F(z®+D)| < 107299, los valores iniciales empleados y las soluciones buscadas se
simbolizan como z\"’ y &, respectivamente.

Hemos probado dos funciones no lineales y se mostrard una tabla para cada una de ellas con los resultados de los
experimentos numéricos. La informacién dada se organiza de la siguiente manera: k es el namero de iteraciones (cuyo
maximo es 25) necesarias para converger a la solucién ('NaN' aparece en la tabla si se tratan valores no numéricos),
el valor de los residuos de parada son ||z(k+1) —z® o \|F(m(k+1))\| en el Gltimo paso y el orden de convergencia
computacional aproximado ACOC' (vease la definicién (2.6)). Si el valor de ACOC para las altimas iteraciones no es
estable, entonces aparece -’ en la tabla. De este modo, se puede comprobar si la convergencia ha alcanzado la raiz
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Capitulo 4. Anélisis dindmico real de la clase basada en funciones peso

0.655

0.65 0.655 0.66 0.665 0.67 0.675 0.68 0.685 0.66 0.67 0.68 0.69

)<1 X1

(a) La perturbacién de (I1,11) se encuentra en la  (b) La perturbacién es atrapada por
cuenca de (—1,—1) para o = 328 (I3(a),l3(cx)) para o = 365

Figura 4.18: La posicién y la transicion del punto perturbado (I1,11) para dos valores diferentes en
el dominio a € (b, B)

(HF(:E(k"'l))H < 10729 se alcanza) o se trata s6lo de una convergencia muy lenta sin diferencia significativa entre los
dos altimos iterados (||z* 1) — 2(F)|| < 10720 pero HF(m(k'H))H > 107299), 6 ambos criterios son satisfechos.
Ejemplo 1. El primer sistema no lineal, cuya solucién es & = (0.0, 2.0)T, es descrito como
2 2
Fi(21,12) = (21 + z122 + 23 — 4,21 + 2122 + T2 — 2).

La estimacién inicial es z(0) = (0.5, 3.0)T y los resultados aparecen en la Tabla 4.3.

Grupo Familia k D) — 2R | F (@) ACOC
PSH6 {4—0.0} 5 37.6881 x 107201 0.0 -
1 PSH61 (- _5) 5 1.3537 x 107177 0.0 -
PSH61 {(— g0} 5 94.5218 x 1076 969.9657 x 107270 -

PSH61 {— 200} 8 2.5920 x 10769 17.1773 x 107252 5.5824
2 PSH61 {200} 6 1.3778 x 107102 0.0 -
PSH61 {0 —350} 25 11.5360 x 103 74.2941 x 10% -

Tabla 4.3: Resultados numéricos dependientes de o para Fy(z1,z2) y (9 = (0.5, 3.0)T

En la Tabla 4.3, se muestran los resultados de la primera funcién no lineal ensayada, se obtiene un buen rendimiento
para las familias dadas por el grupo 1, toda la familia converge a la solucién en cinco iteraciones (para la precisién fija de
la maquina a 2000 digitos) o residuo casi nulo |\F(w(k+1))||. El orden de convergencia de aproximacién computacional
en este grupo es inestable como en los otros conjuntos familiares. Contrariamente a lo esperado respecto a los valores
del segundo grupo, se observa un buen rendimiento para la mayoria de la familia del grupo 2, sélo para @ = 350 no se
observa convergencia a las raices después del nimero maximo de iteraciones, observe la diferencia entre los dos altimos
iterados ( [|z*+1) — z(®)||) y el resto (|| F(z**1))||) en el paso 25.
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Figura 4.19: Diagramas de bifurcacién relacionados con la perturbacién de los puntos fijos (I;,1;)
para i € {1,2,3} en el dominio a € (b, 3)

Ejemplo 2. La segunda funcién no lineal describe un sistema con solucién £ ~ (0.5, 0.0, —0.5236)T,

_ 1
Fo(z1,22,23) = (321 — cos(waxs) — 0.5, 27 — 81(zg + 0.1) + sin(x3) + 1.06, e 172 4 2025 + g(lOW - 3).
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(f) w2 para a € (3,00)

Figura 4.20: Diagramas de bifurcacién relacionados con el punto fijo perturbado (I;,1;) para i €
{1,2,3} en el dominio a € (3, 0)

Probamos el segundo sistema con la estimacién inicial z(*) = (1.0, 1.0, 1.0)7". Los resultados del estudio de la segunda
funcion no lineal se muestran en la Tabla 4.4. Como esperabamos, se obtiene un buen rendimiento para las familias
dadas por el grupo 1, todas convergen a la solucién en seis iteraciones para las dos primeras y dieciocho para la tercera,
el residuo es nulo en todos los casos. El orden de convergencia de aproximacién computacional describe bastante bien el
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4.4 Conclusiones

(@) a =370

Figura 4.21: Planos dinamicos para a = 370,420

Grupo Familia k [|x*F+D) — (R | F (D) ACOC
PSH6 {4,—0.0} 6 431.6652 x 107177 0.0 5.8341
1 PSH6 -5 6 409.7626 x 107144 0.0 5.9192
PSH6/ {0~ 90} 18 1.7141 x 107120 0.0 -
PSH61{(X:_200} 3 NaN NaN NaN
2 PSH6 {4,—200} 7 NaN NaN NaN
1 NaN NaN NaN

PSH61{4=350}

Tabla 4.4: Resultados numéricos dependientes de o para Fy(xy, 9, 23) y (%) = (1.0, 1.0, 1.0)T

orden tedrico en dos casos y es inestable en el otro. En cuanto al segundo grupo, se han cumplido nuestras expectativas
y no se obtiene convergencia a la solucién después de 25 iteraciones para la primera familia, y para el resto de casos
de ese grupo el calculo se aborta por valores no numéricos.

4.4 Conclusiones

La familia iterativa estudiada, muestra un buen rendimiento numérico para el primer grupo de valores del pardmetro
« para los sistemas propuestos como se habia conjeturado. Respecto al segundo grupo de valores se han cumplido
parcialmente las expectativas, un mal rendimiento esperado para el segundo sistema y bueno para el primero. Esto nos
lleva a concluir que, en sentido general, es preferible utilizar aquellos valores del parametro que han mostrado un buen
rendimiento con los polinomios de prueba.
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Figura 4.22: Planos dinamicos en areas pequefias alrededor de cada punto fijo y sus perturbaciones
en el dominio a € (b, 00)
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Clase de métodos iterativos tipo
Ermankov-Kalitkin

[22] Capdevila, R.R.; Cordero, A.; Torregrosa, J.R. (2021) Convergence and Dynamical Study of
a New six Order Convergence Iterative Method for Solving Non Linear Equation Systems. AIMS
Mathematics 2023; 8(6):12751-12777. doi: 10.3934/math.2023642
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Capitulo 5. Clase de métodos iterativos tipo Ermankov-Kalitkin

5.1 Introduccién

Para asegurar la convergencia del procedimiento de Newton es necesaria una aproximacién inicial cercana a las solucio-
nes, sin embargo en general, la modelizacién de los problemas técnicos y cientificos no siempre cumplen esta condicién.
Para ampliar el conjunto de estimaciones iniciales convergentes se disefié una modificacién del esquema clasico de
Newton para el caso escalar f(z) = 0 en [79,86] como

Tr4+1 :ka—")/kf‘]/c((;z), k:O717"'7 (51)

donde v}, se define como una secuencia de nimeros reales en funcién de las iteraciones anteriores.
Observemos que, para valores fijos de 7 a lo largo del proceso iterativo, el orden de convergencia es sélo lineal. Sin
embargo, si se calcula en cada iteracion a partir de la informacién disponible, se mantiene la convergencia cuadratica

y los conjuntos de estimaciones iniciales convergentes son mas amplios (vease [15]).

Una de las posibilidades para 7, se debe a Ermankov y Kalitkin y esta dada por la expresién (vease [79]),

2
’yk: = f(xk) f(z) b k = 07 17 AR |
Flxp)? + f(z, — m)Q

siguiendo esta linea, en [15], Budzko, Cordero y Torregrosa disefiaron un esquema de dos pasos para ecuaciones
y también propusieron su extensiéon para sistemas. En el caso escalar, el paso predictor es un método de Newton
amortiguado, como en (5.1) con 7 = a y el paso corrector es del tipo Ermankov - Kalitkin. La expresion del esquema
iterativo para ecuaciones es:

- f(@k)
Y = Tk af’(ask)
I (yk
Th1 = Yk *'Ykeqf/((xk)), kE=0,1,...,
siendo Vi ., = fz)? =
T et (75

En el caso multidimensional, para los sistemas de ecuaciones F'(z) = 0, el coeficiente ., se transforma en
k 1 217t
r{y(a,b,c) = [bf tea® (1= [F @) o ®,y M ) } :

y el esquema iterativo adopta la forma

y® = 2 ® G [F (LR (zy)
o y(k)fFglgz(oz,b,C)[F/(w(k))]le(y(k))a k=0,1,...,

siendo I la matriz identidad, [y(k),x(k);F} el operador de diferencias divididas y «, b, ¢ parametros libres.

En el contexto de lo anteriormente descrito, en este capitulo se propone y estudia una nueva clase (PMkg) para la
resolucién de sistemas no lineales. Estos métodos tienen matriz Jacobiana congelada y sexto orden de convergencia.
Con el fin de ampliar las regiones de puntos de partida que aseguren la convergencia, esta familia se ha disefiado con el
procedimiento clasico de Newton en el primer paso, en el segundo paso un factor de amortiguacién del tipo Ermankov-
Kalitkin y el tercer paso se basa en un procedimiento con funcién peso. Para esta clase, el coeficiente amortiguado en

el segundo paso para los sistemas tiene la forma rg’;)su, 1,1) = ).

Como construimos toda una clase de procedimientos iterativos dependiendo de la funcién peso a seleccionar, aplicamos
técnicas de sistemas dinamicos discretos para seleccionar aquellos miembros con mejores propiedades de estabilidad.
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5.2 Andélisis de convergencia de la clase propuesta PMg g

Entendemos estas mejoras en términos de la amplitud de los conjuntos de estimaciones iniciales capaces de converger a
las raices de problemas no lineales. En [42], los autores desarrollaron un procedimiento para realizar este tipo de analisis
mediante dindmica real multidimensional. A partir de ese momento, diferentes autores han utilizado esta técnica (o la
dindmica compleja si se vuelve al caso escalar) para estudiar el comportamiento cualitativo de los esquemas iterativos
disefiados. Véase, por ejemplo, [3,17,27,45-47,55], entre otros.

5.2 Analisis de convergencia de la clase propuesta PMyp

Consideremos el método iterativo de tres pasos PMi g

y(k?) — R _ F’(x(k))le(x(k)),
Lk _ y(k) _ F(k)F/(x(k))_lF(y(k)), (5.2)

R L (G ad C1C ey PG N S 1}

911
siendoT(*F) = |1 — (I - [F'(x(k))]fl[y(k),x(k);F]) y 75 = 14 [F (a0 71 [z 4 (R); FI0(F) | En el siguiente

resultado enunciamos las condiciones que deben satisfacerse para obtener la convergencia de quinto y sexto orden de
la clase (5.2).

Teorema 17. Consideremos una funcién suficientemente Fréchet diferenciable F : D C R™ — R"™ definida en una
regién abierta D de su cero ¢ € R, y H : R™"™ — R™*™ una funcién matricial suficientemente diferenciable.
Supongamos también que F’(£) es no singular y 2(9) es una estimacién inicial lo suficientemente cerca de &. Entonces,

la sucesién {x(k)}kzo obtenida de (5.2) converge a £ con orden 5 si Hy = (2+ H2)I y |H2| < oo, siendo I la matriz
identidad de tamafion x n y Hy = H(I). En este caso, la ecuacion del error es

) = 8 (—1 4 Hp) Ce®” + 0(e®°).

Ademas, si Hy = 1, el orden de convergencia es seis y la ecuacién del error es
6 7
e* D) = (2403 — 40303) e®)” 1+ 0™ ),
siendo Cq = L [F'()] ' F9(¢), g=2,3, ...

Demostracién. Mediante el desarrollo de Taylor de F() alrededor de &, obtenemos la expansién de Fi(z(*)), F/(2(¥)),
F"(z®)) y F" (%)) alrededor de & como hemos dicho en el Capitulo 2, vesse (2.11). Por otra parte,

[F ("))t = [1 + Xoe® 4 Xze®? 4 x,e®® 4 x4 X6e(’“)5} (F (&)L + 0™ (5.3)

donde Xo = 205, X3 = —3C3 4+ 4C32, X4 = —4C4 4 6CoC3 + 6C3Cy — 8C3, X5 = —5C5 + 8C2Cy — 12C3C5 +
9C2 4+ 8C4Cy — 12C2C3Cs + 16C5 — 12C5C3, y

Xo = —3205 +24C50C5 — 18C20% — 16C5Cy + 12C5Cy + 10C2C5 — 6C6
+24C3C3Cs + 18C3Cy — 16C2C4Ca + 10C5C3 4 24C5C3C3 — 16C4C3
+24C'3C':23 + 12C4C35 — 18C3C2Cs3,
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Capitulo 5. Clase de métodos iterativos tipo Ermankov-Kalitkin

como se puede observar en (2.14) del Capitulo 2. Entonces,

(F @ LR ®)) = e®) — 0pe®™? 4 o(02 — 05)e®’ 4 (4020 + 3C3Cs — 4C3 — 3C,)e®"
4 (—4C5 + 6CoCy — 8CECs + 6C2 + 4C4Cy — 6CoC3Cs + 8CE — 6C5C2)e™”
+ (=16C3 4+ 16C3C5 — 12C5,C5 — 12C3Cy + 9C5Cy 4 8C2Cs — 5C
+12C3C3C, — 9C3Cy — 8C2C4Cy + 5C5Co + 12C2C3C5 — 8C4C3 + 12C5C5 + 8C4Cs

6 7
—12C3C5C3)e™” + 0™
y a partir de aqui

2 3 4
g B _ ¢ = 0pe® _ 2 (022 - 03) &R (40203 43050 — 4C3 — 304) 0 _ (—405 6050y — 8C2C,
5
602 + 40405 — 6C2C30s + 8CE — 60303) NOM (—1605’ £ 160305 — 120502 — 120204
+9C3Cy + 8C5Cs — 5C¢ + 12C5C5Cy — 9C3Co — 8C2C4Ca + 5C5Co + 12C2C5C5 — 8C4C5 + 12C5C3

6 7
+8C4Cs — 120305 C3) ) 1 0(e®)),
(5.4)

y por lo tanto,

2 3 4
F®) = F(¢) [Cze(k) 42 (03 - c%) e®” 4 (304 503 — 3C5Cs — 40203) e®)
5
+ (405 — 6CLCy + 10C2C3 — 6C3 — AC4Co + 8CLC5Cy — 1205 + 6cgc§> (k)
+ (28025 — 270305 + 16C2C3 + 15C3Cy — 9C03Cy — 8C2C5. + 5C5 — 16C2C5C + 9C3Cy

6 7
F11C2C4C — 5C5Cy — 19C2C302 + 8C1C2 — 110303 — 8C4C3 + 12030203) ) } + 0™,
(5.5)

Ahora, podemos desarrollar el altimo producto del segundo paso como

2 3 4
[F (@) Py ®)) = Cpe®” 4 (203 . 4022) My (1303 80505 +3Cy — 6C3C2) My (73803
5
+26C5C5 — 1205 — 12C5C4 + 4C5 + 2005C3Cs — +18C3C5 — 80402) e(F)
+ (104025 — 790305 + 40C5C2 + 39C2Cy — 18C3Cy — 16C5Cs + 5C5 — 56C2C3Cy  (5:6)
+27C3Cy + 27C2C4Cy — 10C5Cs — 55C2C5C3 + 24C4C3 — 50C3C5 — 16C4C3
(k)6 (Ol
+36C3C2C3) e +O(e ).
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Usando (3.9) para el operador de diferencias divididas [y, z; F] y (5.3) obtenemos la expresién

X 2 3
[F () 1y ) F] =1 — Ce® 4 (3022 - 203) e 4 (—805’ 46003 — 204 + 40302) e®
4 2 2 2\ (k)%
4+ (20C5 — 16C5C3 4+ 8C3 + 7C2Cy — 11C2C3C + 2C4C2 — 10C3C5 ) e
n (4805’ +40C3Cy — 22C5C2 — 2002C, + 9C5Cy + 4C5Cs + 5C;
+ 28C3C5C — 13C2Cy — 8C2C4C — 5C5C5
5
2605 C3C2 — ACLC2 + 24C3C3 + 4C4Cs — 20030203) k)
n (11203 — 96040y 4 56C3C2 — 2603 + 52030y
— 27C5C5Cy + 2C% — 16C2C5 + 4C5C5 — 5C5C5 + 14C7 — 56C5C5Cy
+ 35C3C35Cy + 24C5C4Cy — TC3C4Cy + 5CoC5Cy — 19C5Co — 64C3C5C3 + 29C5C3

+ 16C2C4C5 + 15C5C3 4+ 8C4C3 — 60C2C3C5 — 56C3C5 — 16C2C4C5 — 10C5C;5
+ 5205C505C3 — 8C4CoC3 + 48C5C5C5 — 24C505Cy — 1205C5Cy — 204,C50%

6 7
+3205C203C2) ™ 1+ 0(e™"),

2
que usaremos para el desarrollo de Taylor en torno a la solucién del término B = I+ (I — [F’(m(k))]fl[m(k),y(k); F) )
en el segundo paso de (5.2):

2 3
B=1+C3®" 1 (—605’ 4 205Ch + 20302) ™™ | (2505L — 12030y

2 (k)4 (k)® (57)
1402 4 2050y + 2C4Cs — 10020302) HORTTEORY

- _ 2 3
Busquemos ahora la inversa de B que puede definirse como B~ = k) =1+ Kle(k) + ng(k) + K3e(k) +
4 5 .
Kge®)™ 4 O(e(k) ). Fijando la condicién BB~! = BB = I podemos hallar los coeficientes:

K2 - _0227
Ks =2 (305’ — CyCs — 0302) ,
Ky = C3 —25C% + 120505 — 4C% — 2C5Cy + 10C5C3Cs + 100502 — 2C4Cs,

y por tanto,

2 3
r®) = 127 4o (303 — CoCy — 0302) e®)° 4 (CS — 9504 112030y — 4C2 — 205Cy + 10C2C5Cs

—10C5C3 + 20402) e L o@e®?),
(5.8)
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Capitulo 5. Clase de métodos iterativos tipo Ermankov-Kalitkin

Con la ayuda de las expresiones (5.4), (5.6) y (5.8), obtenemos el error en el segundo paso:

2 —1
P L [[ + ([ _ [F/(x(k))]_l[x(k),y(k);F]) :| F' (20~ p(y )
3 4
—202M° 4 (78023 +4CoC5 + 30302) e
4 2 2 2\ (k)
+ (20C5 — 14C5C3 + 6C35 + 6C2Cy — 12C2C3Co + 4C1Co — 12C3C5 | e
+ (05L + 4205 — 39C3C3 + 32C5C3 + 34C5Cy, — 18C5C) + 5Cs — 16CoC5 — 32C53C3C5 + 23C3Cs
2 2 3 (k)6 (k)7
+ 25C2C41Cy — 10C5Ce — 45C2C3C5 + 24C41C5 — 50C3C5 — 16C4Cs + 36C3C2C3 | e + O(e ).

(5.9)

Para obtener la ecuacion del error, obtenemos primero la diferencia dividida de primer orden [z(k),y(k);F}, sabiendo
que

B0 =20y ) = —Cpe®” 4 (405 — 205) M7 + o(e™?)

(5.10)
y
FE®) = FO[® -9+ e -9 +o:W - 9%
— P [2036(’“)3 + (~8C3 + 46205+ 3C4C3) e
+ (2003l — 14C3C5 + 603 + 6050y + 4040 — 1205C5Cs — 120303) e0)° (5.11)

+ (—2205’ — C5 +23C5C3 — 20C5C3 + 9C5Cy — 22C35Cy + 20C3C3C; + 8CoCs — 14C5C;5
2 3 2 (k)6 (k)7
—17C2C4C9 4+ 33C2C3C5 + 5C5Co 4+ 38C3C5 — 16C1C5 + 8C41C3 — 24C3C2C3 ) e + O(e ).

Usando (5.10) y la férmula de Hermite-Genocchi obtenemos

) 2 4
™ y®. F] = F'(¢) [I +C2eW)° (30204 _ACE — 30503000 + 403030) NOR (1205’ —8C3Cy — 6C5C2
2 2 3 (k)5 6 5 4 3
+2C2C35 + 4C2C5 4+ 8C2C3C5 — 20C3C5 + 8C3C2C3 ) e + (—=10C5 — C5 4+ 27C5Cs + 4C5

—1203Cy + 5C2Cg — 9C2C3Cy 4 2C5C3Cs + 25CoC5Cy + 3C3C4Cy — 9C3C4Cy — 2C5C3
—11C2C5C3 — 28C5C3C5 — 205C4C3 + T6C5C5 — 20405 + 16C02C5C05Cs — 49C3C3C4

6 7
+12C3C2Cy — 26C3C2C3C3) e(k) } + O(e(k) )

(5.12)
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5.2 Andélisis de convergencia de la clase propuesta PMg g

Con la ayuda de (5.3), (5.8) y (5.12) la variable (k) se puede desarrollar como

-1
"= L PO Y5 1 (1 1P ) )]

— 20 4 <74022 n 303) e®? 4 (2023 —605C5 + 4Cy — 40302) O (703 42604 — 9050y + 5Cs
+C5C3Cs — 6C4Co — 203022) NOM (80% — 15205 — 2C3C5 + 58C3Cs — 4CoC2 + 5C2C, — 8C3C,
+6Cg — 14C5Cs + 37C3C3Cs — 202C3C3 + 3CoC4Cy — 6C5CH + 37CoC3C5 — 10C5Cy + 8C4C3 )
1520503 — 8C4C5 — 10030203) e®° 4 (—4005’ 155405 + 1603 C5 — 205C4C5 — 40203 + 820303

—21C3 + 59C5Cy — 205Cy + 4C2C3Cy — 12073 + 24C5Cs — 15C3Cs + 7C7 — 22C5C + 14C3C5C4
—185C3C3Cy + 42C2C3Co — 2C2C4Cy + 37C4C2C3 + 2C3C4Co + 21C5C5Cy — 17C6Co + 10C3C3C3
—195C3C503 4 61C5C3 + 22C2C4C3 + 3C5C35 + 25C5C3 + 2004C5 — 222C2C5C5 — 276C5C5
—205C4C5 — 15C5C3 + 86C5C5C2C5 + 8C4CoCl

6 7
+125C5C3Cs — TC3C5Cy + 4C4C3Ca + 8103020302) M7 L oEe®™ . (5.13)

Entonces, empleando (5.9), (5.11), (5.12), (5.13) y la expansién de Taylor de la funcién peso H(T(k)) = Hpy +

2 3 ..
Hl(r(k) —I)+H2(T(k) -1 +O((’T(k) —I) ), siendo Hyp = H(I) una matriz de tamafio n x ny Hy, Ha coeficientes
reales. La ecuacién del error toma la forma

kD) (203 ~2(Ho + Hil + H21)022) e®? 4 (—80% 40305 + 30505 — 2 (—205H; — 4CoHa) C2
— (Ho + H1iI + HoI) (—1203 +4C5C + 30302)) RO (200§ — 16C3C5 + 6C3 + 6C2Cy — 12050305
4 40405 — 100502 — 2 (H1 (4022 . 3()3) + Ha (120% - 66‘3)) C2 — (—2H1Cy — 4HaCo) (4203 IToNe
+ 3C3C%) — (Ho + Hil + Hal) (4405l — 24C2C;5 + 602 + 6C2Cy — 18CoC3Cs + AC4Cs — 160303)) e®)°
+ (—cé — 26C5 + 43C3C3 — 24CoC3 — 24C3Cy + 9C3Cy + 8C2Cs + 26C3C5Cy — 14C5Cy — 17C2C4Co
+ 5C5Cy + 25050503 — 14C4C3 + 20C5C8 + 8C4C5 — 2005C5C'5 — 2 (H1 (—205’ 460505 — 4Cy + 40302)
+ Hy (-2005‘ +18C5C5 — 8Cy + 140302)) o2 (H2 (12022 - 603) +H (40% - 303)) (—1205’ IVTeNes
+ 3C5C3) — (Ho + Hil + Hal) (—cg1 — 110C3 + 91C5C5 — 36C2C3 — 36C3Cy + 9C5Cy 4+ 8C2C5 + 62C5C3C:

6 7
— 93030y — 25050405 + 50505 + 5700302 — 220402 + 560503 + 8C4C5 — 32030203)) ™ L o™,

(5.14)
Fijando Hy = (2+ Hs2)I y Hy = —(1 + 2H3), la ecuacién del error toma la forma
1) = g (14 Hy) Ce®” 4 0(M)°),
Finalmente, haciendo Hy = 1 obtenemos
D) = (2405 — 40503) ™ + 0(e®).
y la demostracién estd completa. O
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Capitulo 5. Clase de métodos iterativos tipo Ermankov-Kalitkin

5.2.1 Subfamilias iterativas especificas de PMgpg

Una vez obtenidas las condiciones que debe cumplir la funcién peso, existen varias formas de definir la funcién peso
matricial H, cada una de ellas genera una familia iterativa diferente.

Familia 1 La funcién peso definida por el polinomio
H(7) = B(r —2I)* — 7 + 31,

donde 8 € R satisface la hip6tesis del Teorema 17, genera una nueva clase paramétrica de quinto orden para 8 # 1y
un esquema simple de orden seis con 8 =1

) = o) R ()= )y,
9 —1
20—y - 14 (1= O B 5m) | e ) (5.15)

L+ (k) _ {5(7 —an? -1y 31} F'a"™) " p®) k> o.

Esta familia se designa por PM(B)KEP dependiendo del parametro f.

Familia 2 La funcién peso definida por
H(r)=2+8)r !,

donde 8 € R, también satisface las hipétesis del Teorema 17 y genera una nueva clase de quinto y sexto orden con
B # 1y B =1, respectivamente

y(k) — 2k _ F/(ac(k))le(x(k)),
o711
20—y 1 (1= PO i) | PR, (5.16)

w50 =20 — 24 g)r T ()T W), k>0,

91-1
siendo 7% = T 4+ [F/ (™) 7120 4R, F) | T + (I — [F' (2]~ 1y, Jc(k);F]) } para las dos familias. En lo

adelante, utilizaremos la familia 1 (PM(B)KEP) para los estudios numéricos posteriores.

5.3 Resultados numéricos

A continuacién mostramos el comportamiento de PM(8)k 7, (descrito por (5.15)) en algunos ejemplos reales y lo
comparamos con el método de Newton. Los valores de 8 utilizados (8 = 1,2) proporcionan convergencia de orden 6
y 5 respectivamente, de acuerdo con los resultados obtenidos del Teorema 17.

Para el desarrollo de las pruebas numeéricas utilizamos el software Matlab con aritmética de precisién variable y 2000
digitos de mantisa. Los experimentos se han realizado en un ordenador con CPU Intel(R) Core(TM) i7-1065G7 CPU @
1.30GHz 1.50 GHz y 16,0 GB de RAM. El criterio de parada utilizado es || F(z*t1)|| < 10729 o ||z(F+1) — 20| <
107290 3 excepcién del ejemplo dltimo que es [|F(z* D) < 1076 o [J2*+1) — 2(F)|| < 107, Para cada sistema,
se muestra una tabla de resultados, donde () es la aproximacién inicial, k es el nimero de iteraciones necesarias para
converger ('nc’ aparece en la tabla si el método no converge), el valor de los residuos || F(z*+ 1) o [[a*+1) — z(#))|
en la Gltima iteracion (*-' si no hay convergencia) y el ACOC definido en (2.6) del Capitulo 2.

Como hemos explicado anteriormente, es necesario determinar cuéndo se alcanza la raiz (||F(z*+1)| < 1072) o
sélo se trata de una convergencia muy lenta sin diferencia significativa entre los dos altimos iterados (H:c(kJrl) —z(k) || <
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5.3 Resultados numéricos

107209 pero HF(a:(kJrl))H > 107209), o se cumplen ambos criterios. Los sistemas de prueba no lineales utilizados son
los siguientes:

Ejemplo 1. Este sistema tiene tamafio variable y tiene la solucién & = (0.5149, ...,0.5149)7". Se define por

4
xifcos(2x7;72xj) =0,7=1,2,...,n.
j=1

Tomando n = 5 y la estimacion inicial es 20 = (0.75, ...,0.75)", los resultados se muestran en la Tabla 5.1.

2 | Método(8) &k Jlzk+D — (k) | F (20| ACOC
PM(1)xs, 3  53.9112x107°% 334579 x 10720 57320
(0.75,..,0.75) | PM(2)yp, 4  6.2324x 107" 0.0 5
N 11 157.9286 x 107162 11.4870 x 10732 2

Tabla 5.1: Resultados numéricos de los métodos examinados para el Ejemplo 1.

En ella se puede observar que el método PM(53)kp,, converge a la solucién en menos iteraciones que el método de

Newton como cabria esperar. En el caso de PM(2)fk g, la convergencia se produce con residuo nulo \|F(x(k+1))||
(para la precisién fija de la maquina en 2000 digitos) o casi nulo para PM(l)KEp y los valores de los parametros
implicados. Ademas, el ACOC esta en buena concordancia con el teérico como podemos esperar debido al Teorema 17.

Ejemplo 2. El siguiente sistema de tamafio n = 10 se define como
n
arctan(z;) + 1 —2 Zw? —xzz =0,i=1,2,...,n,
Jj=1

cuya solucién es & ~ (0.1758, ...,0.1758)7 y la estimacién inicial utilizada es #(®) = (1.0,...,1.0)”. Los resultados
obtenidos figuran en la Tabla 5.2. La familia PM(8) kg, converge con residuo nulo \|F(x(k+1))\| en menos iteraciones
que el método de Newton, el ACOC esta en total acuerdo con el tedrico.

@ | Metodo(B) k [lzFFD) — 2 | F (20| ACOC
PM(1)xp, 5 204411 x 107! 0.0 6
(1.0,..,1.0) | PM(2)x, 5  250.020 x 107" 0.0 5
N 12 168.3834 x 10719 163.4591 x 107213 2

Tabla 5.2: Resultados numéricos de los métodos examinados para el Ejemplo 2.

Ejemplo 3. En este caso probamos la familia PM(B)KEP con un sistema no lineal de tamafio variable descrito como
n
—zi+ Y @y —mie =0,i=1,2,...,20,
j=1

con n = 20. La estimacién inicial z(?) = (0,25, ...,0,25)T y la solucién es € = (0,0, ...,O,O)T. Los resultados se dan
en la Tabla 5.3 y son similares a los obtenidos en el Ejemplo 2: menos iteraciones que el método de Newton, residuo
|1 F(z*+1)|| nulo (para la precisién fija de la maquina en 2000 digitos) o casi nulo y el orden de convergencia de
aproximaciéon computacional en buena concordancia con el teorico.
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Capitulo 5. Clase de métodos iterativos tipo Ermankov-Kalitkin

z(© | Método(8)  k  [lak+D — 2R |F@*D)  Acoc

PM(1)xs, 3  162213x107°" 58210 x 107°%  6.0643

(0.25,..,0.25) | PM(2)yp, 4  36.0237 x 107 19° 0.0 5.0781
N 11 1742412 x 107201 0.0 2

Tabla 5.3: Resultados numéricos de los métodos examinados para el Ejemplo 3.

Por dltimo, mostramos el comportamiento del método PM(ﬁ)KEp (descrito por (5.15)) para 3 =1 en la resolucién
numérica de una ecuacion diferencial no lineal aplicando el método de diferencias finitas o método de las mallas. Este
altimo consiste en lo siguiente: el dominio de la variaciéon continua de los argumentos se sustituye por un conjunto
finito de puntos (nodos) llamado malla. En lugar de las funciones de argumento continuo, se consideran funciones de
argumento discreto (funciones de malla) definidas en los nudos de la malla. Las derivadas que aparecen en la ecuacién
diferencial, se aproximan mediante los coeficientes de diferencias respectivos. Todo esto permite que la ecuacién
diferencial se sustituya por un sistema de ecuaciones algebraicas. Las condiciones iniciales y de frontera, se sustituyen
por condiciones iniciales y de contorno en diferencias para las funciones de malla.

Ejemplo4. Ecuacién de Volterra. Esta ecuacién diferencial describe el comportamiento de dos poblaciones en con-
flicto como pueden ser poblaciones de depredadores y presas. En este caso, representadas por las variables x y v,
respectivamente. Nuestra ecuacién diferencial a resolver dadas ciertas condiciones de fronteras es la siguiente:

y(zo) = (5.17)
y(zn) = 0.071
Para obtener el sistema de ecuaciones no lineales equivalentes estudiamos el recinto [zg,zn] = [0, 0.2], siendo el

sistema de nodos equidistantes x; = xo 4 ¢h para i = 1,2,...,(n — 1) y con cierto paso h = #=—%0. Designando en
. s . / 1 H

cada nodo z; los valores aproximados de la funcién y(x) y sus derivadas por y;, y; y y; respectivamente, planteamos

en cada nodo interior las aproximaciones de las derivadas regidas por las expresiones de diferencias finitas

g o — s .
y; ~ yz+1h yz7 yg/ ~ Yi4+2 }yLerl + :‘hy (5.18)

sustituyendo (5.18) en (5.17) y tomando el nimero de subdivisiones n = 20, obtenemos un sistema de ecuaciones no
lineales de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas

2 2 2,2 3 .
Yi(Wive — 2yit1 + i) — Wirr —¥i)” +hWi —yi)Wiv1 —yi) —2h°(y; —w;) =0, i=0,1,...,18. (5.19)

Los resultados se ofrecen en la Tabla 5.4. En ella podemos observar un comportamiento muy similar entre las subfamilias
PM(l)KEp y PM(2)KEP teniendo en cuenta el nimero de iteraciones y los criterios de parada. No obstante, como
cabria esperar, el rendimiento de ambas familias es superior al del método de Newton.

5.4 Conclusiones

En este capitulo se ha disefiado una clase de esquemas iterativos de tres pasos con convergencia de quinto y sexto orden.
Esta clase posee un primer paso de Newton, el segundo se ha construido utilizando el enfoque Ermankov-Kalitkin, que
mejora la amplitud del conjunto de estimaciones iniciales convergentes y un tercer paso basado en una funcién peso
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5.4 Conclusiones

cuyas propiedades se plasman en el teorema de convergencia correspondiente. Los experimentos numéricos muestran
un buen rendimiento para los valores seleccionados del parametro libre y superior al del método de Newton dado por
el menor nimero de iteraciones empleado en converger a la solucion.

2@ | Metodo(B) K [a*tY —®pEEDY Acoc || Solucién numérica
(1.0,..,1.0) | PM(1)yp, 5 53747 x10°*  1.4356 x 10~ - - "
(1.0,..,1.0) | PM(2)xe, 5  7.9868x 107" 7.0482x 107" - o “
(1.0,...,1.0) N 7 0.0036 3.3655 x 1077 2.0874 o "

Tabla 5.4: Resultados numéricos del método examinado para la ecuacién de Volterra

69






Capitulo 6
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Capitulo 6. Anélisis Dindmico de la Clase iterativa tipo Ermankov-Kalitkin

6.1 Introduccién

En este capitulo, estudiamos el rendimiento de la funcién racional vectorial obtenida aplicando la clase iterativa PM g g
y concretamente la familia PM(5) kg, actuando sobre el polinomio vectorial p(z) = {x? — 1,23 — 1} para z =
(z1,22) € R2. Debido a la dependencia de esta familia respecto al parametro libre, es importante estudiar la existencia
de puntos fijos distintos de las raices del sistema p(z) = 0, principalmente aquellos con caracter atractivo y otras
estructuras atractivas que pueden ser interesantes desde el punto de vista dinamico. A lo largo de este analisis se
derivaran aquellos valores del parametro libre que conducen a una deseable convergencia a las raices como de aquellos
otros que no proporcionan un rendimiento estable del método iterativo y que podriamos considerar patolégicos.

6.2 Analisis dinamico de la familia PM(B)KEp

Asi, aplicando el método PM(B)KEP (5.15) sobre p(x), obtenemos el operador vectorial racional G(z, 8) = {g1(z, §),
g2(x, B)}, cuyas j-th coordenadas son

1
8x;3 (17z4 — 22,2 + 1)
1z’ da® + 142 (17250 — 22,2 + 1) (=1 + 162, — 1352, + 94425 — 4474z;®

+21008x; 0 — 674221;'2 + 2043042, — 33515726 + 3743042,'® + 687572,%)) .
J J J J J J
(6.1)

gi(z, B) - (—6 (22 — 1)° (1692;5 — 51a;* + 11,2 — 1) (4092;® + 84,

Teniendo en cuenta el Gltimo resultado, es posible formular el siguiente teorema sobre la estabilidad de los puntos fijos
de G(z, B).

Teorema 18. Las duplas (1,1),(1,—1),(—1,1),(—1, —1), son puntos fijos superatractivos de la funcién racional G(z, 3)

que son ceros de p(x). Ademas, denotando por BB el conjunto de puntos fijos extrafios de G(x, 3), denotados por (l;,1;),
(£1,1;) y (I, £1) para i,j < 26, cuyos elementos diferentes de =1 son ceros reales de

I(t,8) = (153359006 + 282704893)x,;2% + (—189944026 — 534599818)z;>* + (157699748 + 235721263)x ;22
+(—80245084 + 7488343)x;°" + (34849386 + 4064198)x;'® + (—11271950 + 3338178)z;'°
+(3284120 + 129684 3)x;1* + (~758824 — 69648)x;% + (159762 + 50398)z;*°
+(—26838 + 5658)2;° + (3972 — 188)x;° + (—444 — 148)z;* + (38 + 58)x;°> —2— 8

Por lo tanto, la cantidad de puntos fijos en B dependientes de 3:
i) SiB € (—o0,—61.956], B estd compuesto por treinta y seis puntos fijos repulsivos y veinticuatro puntos fijjos
extrafios tipo sillas.
i) Sip e (—61.956,—5.4247), B tiene la misma composicién que el punto anterior.
i) Si B € (—5.4247,—4.8788), B estd compuesto por dieciséis puntos fijos repulsores y dieciséis tipos silla.
iv) SiB € [—4.8788,—2), la composicién B es la misma que la del punto anterior.
v) Para € [—2,—0.9328) existen sesenta puntos fijos extrafios, cuyo caricter depende de (3. Debido a su

estabilidad, existen dos situaciones diferentes a tener en cuenta:

a) Sip e [—2,-0.9578), B tiene la misma composicién que el primer item.
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6.2 Andlisis dindmico de la familia PM (8)k E,,

b) Cuando B € (—0.9578,—0.9329), B tiene doce puntos fijos atractores, dieciséis repulsores y treinta y
dos extrafios tipo silla.

vi) Si B € (—0.9329,+0c0), B tiene cuatro puntos fijos repulsores y ocho puntos fijos extrafios tipo silla.

Demostracién. G(z,[3) es simétrica respecto a sus funciones componentes. Considerando que los puntos fijos son
soluciones de la ecuacién g;(z, ) = x;, j = 1,2, obtenemos

(m§ _ 1)z(xj,ﬂ) -0, j=1,2 (6.2)
donde

Wzj,B) = —B—2+ (+38+38+58)z;% + (—444 — 148)z;* + (3972 — 188)a;° + (—26838 + 5653)z,;°
+(159762 + 50398)z; "0 + (—758824 — 69648)x;% + (+3284120 + 1296843)z;*
+(—11271950 + 3338178)z;'% + (34849386 + 4064198)x,; ' + (—80245084 + 7488343)2;*°
+(157699748 + 23572126 8)x;2% + (— 189944026 — 534599815)z;2* + (153359006 + 282704893)x;2C.

Considerando (6.2), se observa que x; = %1 son soluciones de esta ecuacién y por tanto (1,1), (1,—1), (=1,1),

(—=1,—1) son puntos fijos del operador racional G(z, 8) y al mismo tiempo raices del polinomio p(z). Para estudiar la
estabilidad del operador racional, se calcula la forma matricial diagonal del jacobiano asociado G’(x, 3).

G/(l’,ﬁ): ( Jl(%l?ﬂ) 0 )7

J2($27ﬁ)
siendo ) )
(zj —1)7(z; +1 ,
Jy(ag )= - DA DT ) o (63)
8x1* (1721% — 2,2 + 1)
y
r(z;) = (4805983138 — 675606282)z;°° + (1615581902 + 3201012552):,;2°

+(13267605995 — 1571407002)a;2* + (869157440 — 28845962003) ;>

+(742678815 — 29594992220 + (178850908 + 109500040)z ;'8

+(—57102733 — 34047410)x;'® + (2128088 + 10036672)z;'* +

+(1480998 — 2525438)x;'% + (522200 — 547348)2; "0 + (—59718 — 90670)2;® + (18840 + 11776),°
+(—5338 — 1302)z;* + (308 + 88)z;% — 38 — 6.

Es evidente que J;(£1,8) =0, j = 1,2, para cualquier 8 y por tanto los ceros de p(x) son puntos fijos superatractivos
dados por el hecho de que los valores propios de G'((£1, 1), 3) son nulos.

Los puntos fijos pueden calcularse mediante I(¢, 3) haciendo la sustitucién s = t2, un polinomio de grado 13 es obtenido:

L(s,) = (153359006 + 282704893)s"> + (—189944026 — 534599817)s'% + (157699748 + 235721263)s"
+(—80245084 + 74883413) 5" + (34849386 + 4064198)s” + (—11271950 + 3338178)s"
+(3284120 4 1296848)s” + (—758824 — 69643)s° + (159762 + 5039.3)s°
+(—26838 + 5653)s* + (3972 — 188)s” + (—444 — 148)s> + (38 + 58)s — 2 — .

El operador G(z,3) tiene puntos fijos reales que se simbolizan como L;, siendo L; cualquier raiz real y positiva de
L(s). Por tanto, la cantidad de componentes de 5 esta relacionada con el niimero de raices reales y positivas de L(s),
asi como sus combinaciones con £1. Entonces,
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Se encuentran tres raices reales y positivas L1, L2, L3 si 3 € (—oo, —61.956 ], las raices {++/L1, +v/L2, +vL3,
—+v/L1,—+/L2,—+/L3} se denotan por [; parai € {1,2,3,4,5,6}. El conjunto de todos los puntos fijos extrafios
se obtiene combinando por pares l;, 7 = 1,2,...,6 con ellos mismosy con 1y —1. En el primer caso tenemos que
todos los pares combinados (I;, 1) son 36, en el segundo, el tipo de pares (I;, +1), (£1,1;) son 12412 = 24. La
informacién sobre la estabilidad de estos puntos fijos de G(x, 3) puede deducirse del analisis del valor absoluto
de los valores propios de la matriz G'((I;,13), (8)), i,k € {1,2,3,4,5,6}; estas funciones de 3 se denominan
funciones de estabilidad de los respectivos puntos fijos. Debido a la naturaleza del sistema polinémico, los
valores propios son A((1;,1x), (8)) = J1((li, k), (B)) = J2((li, Ig), (B)) for i,k € {1,2,3,4,5,6}; sin embargo,
si alguna de las componentes del punto fijo es +1, el valor propio correspondiente es siempre nulo.

En la Figura 6.1 se muestran los valores de |\| asociados a la matriz jacobiana y evaluados en [; para ¢ €
{1,2,3,4,5,6}, para todos ellos los correspondientes valores absolutos de A son mayores que uno, por lo tanto
el comportamiento de los puntos fijos extrafios (;, ;) es repulsor para el intervalo actual. En efecto, los puntos
fijos (I3, £1), (£1,1;), para i € {1,2,3,4,5,6} son puntos silla ya que uno de los valores propios es cero y el
otro mayor que uno.

s l2,ls
Jaomo. e
12000 330
10000
3.25
< 8000 =
6000 3.20
4000
I 3.15
2000
_s00  -a00  -300 200  -100 -500 -a00 -300 -200 -100
a a
h,ls
2.85
2.80
2.75
=
2.70
2.65
2.60
-500 -400 -300 -200 -100
a

Figura 6.1: Funciones de estabilidad |A((l;, 1), 3)| parai, k € {1,2,3,4,5,6} y 8 € (—o0, —61.956 |

i)

i)

La cantidad de puntos fijos para 8 € (—61.956, —5.4247) es la misma que en el caso anterior, debido a la
existencia de tres raices reales y positivas. La informacién sobre el comportamiento cualitativo de los puntos
fijos puede extraerse de las funciones de estabilidad representadas en la figura 6.2. Para todas ellas, los
correspondientes valores absolutos de A son mayores que uno y por tanto los pares (I;, +1), (+1,1;) son puntos
silla para i € {1,2,3,4,5,6}.

Si B € (—5.4247, —4.8788) el polinomio L(s) tiene dos raices reales positivas L1, Ls y los elementos {-++/L1,
+ /L2, —+/L1,—+/La} son denotados por I; for i € {1,2,3,4}. El analisis de las funciones de estabilidad
asociadas a los puntos fijos en la Figura 6.3, muestra que los pares (1;,1) para i,k € {1,2,3,4} son repulsores,
porque sus correspondientes |A| son mayores que uno, por lo tanto (I;,£1) and (£1,1;) son puntos fijos tipo
silla.

Para 8 € [—4.8788,—2), la misma estructura y el mismo razonamiento toman lugar como en el caso anterior,
vease la Figura 6.4.
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Figura 6.2: Funciones de estabilidad |[\(({;,1;), ()| para i,k € {1,2,3,4,5,6} y [ €
(—61.956, —5.4247)
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Figura 6.3: Funciones de estabilidad |A((l;,1;), )| para i,k € {1,2,4,5} y B € (—5.4247, —4.8788)

v) Como el primer punto, en este caso L(s) tiene tres raices reales positivas y los elementos [; se denotan de
la misma manera para i € {1,2,3,4,5,6}. Para algunos valores de ( existen puntos fijos atractores, dichos
valores pueden calcularse resolviendo la ecuacién |A;((I;, 1), (6))| = 1, para i,k € {1,2,3,4,5,6} y j = 1,2.
Como resultado hemos encontrado que los valores de 51 ~ —0.9578 y B2 ~ —0.9328 satisfacen la ecuacion
anterior, relacionada con los puntos fijos extrafios (I;,1) con i,k € {1,2,3,4,5,6}, Figuras 6.5(c) y 6.5(d).

a) Para 8 € [-2, (1) todos los treinta y seis pares (;,1;) son puntos fijos repulsores, ya que los valores abso-
lutos de |A;((;,15), (B))| > 1 para i,k € {1,2,3,4,5,6} y 7 = 1,2. Por otra parte, pares como (I;,+1),
(£1,1;) son puntos fijos silla y su cantidad es veinticuatro para ©« € {1,2,3,4,5,6}. La estabilidad de
cualquiera de estos puntos fijos se puede deducir de la Figura 6.5.

b) No existen puntos fijos hiperbdlicos para 8 = 31, B2. Cuando 8 € (81, 82) la estabilidad de los puntos
fijos (I;,£1), (£1,1x) y (L,lg) para i,k € {2,5}, corresponden a una matriz jacobiana cuyos valores
propios cumplen las condiciénes |X;((I;, £1), (8))| < 1, [A;((L;, £1),(8)] = 0y |Xj (s, 1k), (B))] < 1,
[A;((;,1k), (B))| = 0 para j = {1,2}, por lo que son atrayentes y su cantidad es doce. Por otra parte,
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Figura 6.4: Funciones de estabilidad |A\((l;, 1), 8)| for i,k € {1,2,4,5} and 3 € [—4.8788, —2)

todos los cuarenta y ocho pares (I2,1;), (I;,12), (I5,1;), (I;,15), (£1,1;) y (I;,£1) son puntos fijos silla
debido a que |A;((I3,1k), (8))| > 1, para i € {1,3,4,6}, Figura 6.5.
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(c) (d)
Figura 6.5: Funciones de estabilidad |\(({;,1),8)| para i,k € {1,2,3,4,5,6} y 5 € [-2,—0.9328)

vi) Finalmente, cuando 8 € (—0.9328,400) el polinomio L(s) tiene una raiz real positiva L; y los elementos
{+v'L1,—+/L1} son denotados por I; para i € {1,4}. Los cuatro puntos fijos (I;,1) para i,k € {1,4} y
J = 1,2, son repulsores ya que los valores absolutos cumplen |X;((1;,1;), (8))] > 1. Por otra parte, pares
como (I1,+£1), (£1,11), (l4,£1) (ocho en total) son puntos fijos silla debido a que A;((£1,£1),8) =0y
IA; (L, k), B)| > 1 (vease la Figura 6.6).
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Figura 6.6: Funciones de estabilidad |\((l;,(x), )| para i,k € {1,4} y B € (—0.9328, +00)

La estabilidad de los puntos fijos extrafios ya es conocida y se ha demostrado que los puntos fijos atractivos s6lo aparecen
para 8 € (—0.9578, —0.9329). Sin embargo, ademas de estos Gltimos, existen otras estructuras atractivas cuyos valores
del parametro 3 también deben evitarse para conseguir un funcionamiento estable de los métodos iterativos. Estas
estructuras deben buscarse en cuencas de atraccién en las que también se encuentren los puntos criticos libres, aquellos
distintos de las raices de p(x) = 0. En relacién con esto dltimo, podemos hacer la siguiente afirmacién sobre la
localizacion de los puntos criticos.

Teorema 19. Sea K el conjunto de los puntos criticos libres asociados al operador G(x, 3) relacionados con la familia
iterativa (2) y sean los valores {ot; = —0.46806, a2 = 6.28814, a3 = 66.1728} la coleccion de raices reales de un

polinomio de grado 23.

Entonces, K es la coleccién de las duplas (q;,q;), (¢;,£1) y (£1,q;) parai,j < 10 cuyas entradas distintas de 1 son
los ceros reales del polinomio

r(t) = (48059831383 — 675606282)t>% + (16155819023 + 3201012552)¢2® + (13267605993 — 1571407002)>*
+(869157440 — 2884596203)t%2 + (742678818 — 295949922)t%° + (17885090 + 109500040)¢*®
+(—=57102738 — 34047410)t'6 + (2128083 + 10036672)t** + (1480993 — 2525438)¢% +
+(522200 — 5473483)t'° + (—59718 — 90670)t> + (188483 4 11776)t° + (5333 — 1302)t*
+(308 + 88)t2 — 38 — 6.

entonces, KC se compone de la siguiente manera:

i) SiB € (—o0,—2], K contiene 12 puntos criticos libres.
i) Si B € (—2,—0.5], K contiene 32 puntos criticos libres.
i) Si p € (—=0.5,a1], K contiene 100 puntos criticos libres.
iv) Si B € (a1,1.40576), KC contiene 32 puntos criticos libres.
v) SipB € (1.40576,a2), B € [az,a3) o B € (a3,+00), K contiene 12 puntos criticos libres.

Demostracién. Se sabe por el Teorema 18 que los valores propios de la matriz jacobiana G’(x, ) son Aj(z,B8) =
Jj(x, B), para j € {1,2}, esto es,

(2 = 1)*(x; +1)°
81 (1721* — 22,2 + 1)

)‘j(wvﬁ) = - 77"(1"]')7 j=12, (64)
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siendo

r(t) = (4805983138 — 675606282)t%® + (161558190283 + 3201012552)t%¢ + (13267605998 — 1571407002)¢**
+(869157440 — 2884596203)t>2 + (742678813 — 295949922)t%° + (178850908 + 109500040)t'®
+(—57102733 — 34047410)t'® + (2128084 + 10036672)t"* + (1480998 — 2525438)¢'2 + (6.5)
+(522200 — 547348)t10 + (—59718 — 90670)t> + (18843 + 11776)t5 + (—5333 — 1302)¢*
+(3083 4 88)t* — 38 — 6.

Por otra parte, los puntos criticos son las soluciones de la ecuacién \j(z,a) = 0 para j € {1,2} que se encuentran
realizando el cambio de variable t2 = s en r(t). Sus raices (reales y positivas, simbolizadas como Q;) seran las entradas
de los puntos criticos libres, ya que g, = i@. La cantidad de raices positivas depende del valor del parametro 3,
forzando a Q; para que sea real:

(i) Cuando 8 € (—o0,—2], r(s) tiene una raiz real positiva, denotada por Q1. Entonces, K estd compuesto por
(g1,91),(q1,05), (95,91) ¥ (g5,95), donde q1. 5 = £+/Q1 y también por ocho puntos criticos del tipo (g;,+1)
y (£1,q5), j € {1,5}.

(i) SiB e (—2,-0.5], 7(s) sélo tiene dos raices reales positivas Q1 y Q2. Portanto, K = {(q¢;, q;), (¢, £1), (£1,q;) :
1,7 € {1,2,5,6}}, con 32 puntos criticos libres diferentes.

(iii) Para B8 € (—0.5,a], existen cuatro raices reales positivas del polinomio r(s): Q1, Q2, @3 and Q4. Asi
que, K tiene elementos del tipo (g;,¢;). siendo 4,5 € {1,2,...,8}, donde q15 = £VQ1, g2,6 = £VQ2,
g3,7 = £v/Q3 and q4.8 = £1/Q4. Ademas , los puntos mixtos (£1,q;) y (¢;, £1) donde 7,5 € {1,2,...,8}
también pertenecen a K. La cantidad total de puntos criticos es 100.

iv) Cuando 3 € (a1,1.40576), r(s) tiene dos raices reales positivas la composicién de K es la misma que en (ii).

v) Si € (1.40576,a2), B € [az,a3) 0 B € (a3,+00), r(s) tiene una raiz real positiva (diferente en cada caso)
y la composicién de K es la misma que en (i).

6.2.1 Estudio de comportamiento patolégico

Los Teoremas 18 y 19 nos dan informacién sobre la estabilidad de la clase iterativa que actia sobre un determinado
polinomio de prueba. En general, los elementos de las colecciones de puntos fijos y criticos extrafios deben evitarse
como estimaciones iniciales.

Sin embargo, desde el punto de vista dindmico, el analisis del comportamiento a largo plazo de los puntos criticos libres
puede darnos la clave sobre otras estructuras atractivas extrafias, érbitas periddicas o incluso comportamiento cadtico.

Para dar un primer vistazo al estudio de los puntos criticos vamos a utilizar la herramienta denominada linea de
parametros, utilizada por primera vez en [62]. Esta herramienta consiste en una malla de 500 x 500 puntos en un
intervalo especifico del parametro 5. Cada punto critico libre dependiente del parametro utilizado como estimacién
inicial se colorea de rojo, si después de 200 iteraciones converge a alguna raiz del polinomio p(x) y de negro en cualquier
otro caso. Cada uno de estos puntos estd engrosado por una multiplicacién por [0,1]. La tolerancia de error es de
1073, El color rojo es mas claro cuando el namero de iteraciones necesarias para converger es menor.

Se puede observar en las Figuras 6.7(a) y 6.7(b) el comportamiento limite de los puntos criticos libres para 8 €
(—2,—0.5]. En la Figura 6.7(a) todos los puntos criticos libres (g;,q;) con i,j € {1,5} convergen a cualquiera de las
raices de p(x); Ademas, en la Figura 6.7(b), se descubre un comportamiento inestable para los puntos criticos (¢;, q;)
con i,j € {2,6}, (q1,9m) param € {2,6} y (g2,qn) for n € {1,5} en torno a los valores 8 ~ —1.75 and 8 ~ —0.95.
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Figura 6.7: Lineas de parametros relacionadas con los puntos criticos para 5 € (—2,0.5]

Continuamos el estudio del comportamiento inestable en las dos zonas oscuras utilizando diagramas de bifurcacién. Se
calculan utilizando como semilla cada punto critico libre del operador racional, para 8 € (—2,0.5], en una malla de
3000 subintervalos. En este intervalo son reales y observamos su rendimiento en los Gltimos 100 de 1000 iteraciones.
En la figura 6.8, se muestran los diagramas de bifurcacién detallados del punto critico (g2, gs). Estan relacionados con
las zonas oscuras de no convergencia en las lineas de pardmetros.

Como el polinomio p(x) tiene variables separadas, las funciones de coordenadas de los operadores racionales son
simétricas. Teniendo esto en cuenta, en los diagramas de bifurcacién las dimensiones x1 y xo se representan en color
azul y rojo respectivamente. Para los detalles se han elegido sélo coordenadas positivas.

Observando los detalles de los diagramas dados por las figuras 6.8(b) y 6.8(e) podemos encontrar patrones de bifurcacié
como cascadas de periodo doble, 6rbitas peridédicas y comportamientos caéticos para 8 ~ —1.76, —1.762 y —1.765 en el
primer caso, y para  ~ —0.96, —0.97 y —0.986 en el segundo caso respectivamente. A continuacién encontraremos y
mostraremos algunas de estas estructuras atractivas patolégicas previamente observadas en los diagramas de bifurcacién.

Para tener una visién completa del comportamiento dinamico del operador racional G(z, 3) hemos trazado un plano
dindmico, estos tipos de graficos se construyen iterando cada punto de una malla con un paso de 0.01 y se pintan
segln la raiz a la que convergen, con una tolerancia de error inferior a 1073 o con un maximo de 50 iteraciones como
criterio de parada. Cuanto mas brillante es el color, menor es la cantidad de iteraciones necesarias para converger. En
caso de no convergencia una vez completado el nimero de iteraciones, el punto se colorea de negro. Las raices del
polinomio se representan con circulos.

En relacién con la primera zona oscura en la linea de pardmetros (véase la Figura 6.7(b)), en la Figura 6.9(a) podemos
ver que la cantidad de componentes conectadas en las cuencas de atraccion de las raices para § = —1.7665 es infinita.
Los diamantes verdes y blancos representan los puntos fijos extrafios de repulsién y silla, respectivamente. Todos ellos
se encuentran en el conjunto de Julia. Por otro lado, los puntos criticos libres se representan con cuadrados amarillos,
algunos de ellos yacen en la cuenca de atraccion de las raices de p(z) y el resto se sitian en la zona negra. Observando
el diagrama de bifurcacién de la Figura 6.8(b) y conociendo la posicién del punto critico (g2,g6), podemos explorar
las regiones alrededor de los puntos (F0.48,40.48) para encontrar elementos atractivos. En la Figura 6.9(a) podemos
observar una estructura atractiva (ver pequefia regién blanca alrededor de los puntos (F0.48,+0.48) ). Cualquier
estimacion inicial en esas zonas tienden a llenar densamente estas mismas regiones simétricas. Los detalles de estas
pequefias regiones se pueden observar en la Figura 6.9(b).

Por otro lado, para el valor de § = —1.7621 (ver el diagrama de bifurcacién, Figura 6.8(b)) encontramos 6rbitas
periédicas alrededor del punto critico (g2,¢6)- Una de ellas, con periodo 8, se muestra en la Figura 6.9(c) cuyos
elementos son

{(—0.4968, 0.4968), (0.4756, —0.4756), (—0.4938, 0.4938), (0.4829, —0.4829),
(—0.4966,0.4966), (0.4763, —0.4763), (—0.4945, 0.4945), (0.4814, —0.4814)},

los detalles pueden verse en la Figura 6.9(d).

Finalmente, estudiando la segunda zona oscura de la linea de parametros en la Figura 6.7(b), es importante observar
en las Figuras 6.8(d) y 6.8(e) el mismo color de los patrones de bifurcacién, esto significa que las coordenadas z; o z2
mantienen el mismo signo en cualquier estructura atractiva, es decir, cada uno de esos elementos atractivos debe estar
confinado en pequefias zonas donde el signo de las coordenadas de sus puntos no cambie. En la Figura 6.10(a), para
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Figura 6.8: Diagramas de bifurcacién del punto critico (g2, ¢s) con 8 € (—2,0.5] relacionados con
las zonas oscuras de la Figura 6.7(b)

B = —0.986, se puede observar este comportamiento en una pequefia zona alrededor del punto critico (g2,q¢) y las
coordenadas (F0.48, F0.48) donde cada iteraci6n de las estimaciones iniciales tiende densamente a rellenar esta zona.
Los detalles se muestran en la Figura 6.10(b). Mientras tanto, observando el diagrama de bifurcacién en 6.8(e) para
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(c) Orbita periédica para 8 = —1.7621 (d) Detalles

Figura 6.9: Planos dindmicos con comportamientos patoldgicos

B = —0.97 encontramos 6rbitas periédicas de periodo cuatro, un ejemplo se puede ver en la Figura 6.10(c) y 6.10(d)
cuyas componentes son (0.4589, —0.4589), (0.4891, —0.4891), (0.4543, —0.4543), (0.5010, —0.5010).
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(c) Orbita periédica para 8 = —0.97 (d) Detalles

Figura 6.10: Planos dinamicos con valores inestables del parametro

6.3 Resultados numéricos

En este epigrafe mostramos el rendimiento de PM (3) k i, (descrito por (5.15)) en ejemplos academicos y otros de tipo
aplicado, modelados todos por ecuaciones diferenciales no lineales y cuya resolucién conlleva a enfrentarse a sistemas
de ecuaciones no lineales.

El valor del parametro 3 utilizado (8 = 1) garantiza el maximo orden de convergencia (orden 6) de acuerdo con
los resultados obtenidos del Teorema 17 del capitulo anterior. Para el desarrollo de la prueba numeérica utilizamos el
software Matlab con aritmética de precisién variable y 2000 digitos de mantisa. Los experimentos se han realizado
en un ordenador con CPU Intel(R) Core(TM) i7-1065G7 CPU @ 1.30GHz 1.50 GHz y 16,0 GB de RAM. El criterio
de parada utilizado es ||[F(z*+t1)|| < 1076 o [|z**+1) — 2(*)|| < 1075, Para cada ejemplo, se muestra una tabla
de resultados correspondiente a su sistema no lineal asociado, donde 29 es la aproximacién inicial, k es el namero
de iteraciones necesarias para converger ('nc’ aparece en la tabla si el método no converge), el valor de los residuos
HF(:r(kJrl))H 0 Hm(’Hl) — m(k>|\ en la altima iteracién (*-' si no hay convergencia) y el ACOC (2.6), en caso de que
el namero de iteraciones sea menor que 3 no procede a calcular este Gltimo y por tanto no se mostrara.
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Los problemas a estudiar que conducen a sistemas de ecuaciones no lineales son los siguientes:

Ejamplo 1. Ecuacién de Van der Pol. Originalmente esta ecuacion diferencial fue introducida a principios del siglo XX
para describir el comportamiento de la corriente eléctrica en un triodo de tubo de vacio, también puede interpretarse
como un sistema masa-resorte en un medio viscoso con densidad variable. Nuestro ecuacién a resolver dadas ciertas
condiciones de fronteras es

y" =051 -7y +y=0

y(wo) =2 (6.6)
y(zn) = —0.33.
El recinto a estudiar es [zg,zn] = [0, 0.20], siguiendo la metodologia descrita en el capitulo anterior, planteamos el

sistema de nodos equidistantes x; = xg +¢h parai=20,2,...,(n— 1) con paso h = . Designando en cada nodo
x; los valores aproximados de la funcién y(z) y sus derivadas por y;, y. y y; respectivamente, planteamos en los nodos
interiores las aproximaciones de las derivadas dadas por las expresiones en diferencias

ZLp —T0
n

yz/' ~ lerlh yz7 yl{/ ~ Yi4-2 ]?_thl + yi (67)

sustituyendo 6.7 en 6.6 y tomando n = 20, obtenemos un sistema no lineal de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas

Yiva — 2yir1 +yi — h(1 — 47) (yir1 — vi) — B2y =0, i=0,1,2,...,18. (6.8)

Los resultados se ofrecen en la Tabla 6.1

2(©) ‘ Método(8) &k [lzF+D) — () | F (@) ACoC H Solucién numeérica

(1.0,..,1.0) | PM(1)yp, 4 0.0264 0.4032 x 10710 - .

¢ 02 04 06 08 1 12 14 16 1§ 2
X

Tabla 6.1: Resultados numéricos del método examinado para la ecuacién de Van der Pol.

Ejamplo 2. El siguiente problema es la resolucion de una familia de ecuaciones diferenciales dependiente de un
parametro y sometida a las condiciones de frontera mostradas en la Tabla 6.2.

La familia de ecuaciones diferenciales a resolver es
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y' =2 —ay—p=0

y(zo) = yo (6.9)
y(xn) = yn.
Yo Yn

1.0944 1.0996
1.1267 1.1319
1.1501 1.1643
1.1914 1.1967
1.2238  1.2292

g WNDHHO|T

1.0618 1.0672

Tabla 6.2: Parametros y condiciones de frontera para la familia de ecuaciones diferenciales del
ejemplo 2.

Siendo el recinto a estudiar [xg,zn] = [—0.25, 0.25] y siguiendo la metodologia descrita en el ejemplo anterior con
n = 50, planteamos el sistema de ecuaciones a resolver de n — 1 ecuaciones con n — 1 incégnitas

Yitz — 2yip1 +yi — 20%y) — Wiy + B2 =0, i=0,1,...,48. (6.10)

los resultados se muestran en la Tabla 6.3

2@ | Metodo(B8) | p Kk [laBFD —2®) | FEGED)) | Solucién numérica
0 1 0.1919 0.0039 x 108 3
1 1 0.2888 0.0208 x 1078
2 1 0.3847 0.0669 x 108
0,....1. PM(1

(1.0....1.0) (Dxceyp 3 1 0.4810 0.1673 x 10~8
4 1 0.5770 0.3541 x 10~
5 1 0.6733 0.6722 x 10~8

X

Tabla 6.3: Resultados numéricos del método examinado para el sistema 3.

Ejemplo 3. En este ejemplo, con el uso de PM(1)kf,, estudiaremos la ecuacién de conduccién del calor [77] para

un medio no homogéneo :(% (k(u)%) + F(z,t) = cp%—;‘, siendo F'(z,t) la densidad de las fuentes de calor y k, c 'y

p son propiedades cuantitativas de los materiales como el coeficiente de conductividad térmica, la capacidad calorifica
especifica y la densidad del medio, respectivamente.

En aras de la simplicidad, tomamos ¢, p como constantes y el coeficiente de conductividad térmica como una funcién
lineal de la temperatura k(u) = kg + k1w con ko = 1. Las fuentes térmicas se han distribuido equiespaciadas a lo largo
de la malla espacio-temporal y su signo se ha elegido aleatoriamente. Después de algunas transformaciones y de afiadir
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algunas condiciones de contorno e iniciales, planteamos el problema a estudiar

au? + (1 + ow)uge + f = ug, a:%, f==£
u(zo,t) =0, wu(xy,t) = sin?(t),
u(z,0) = sech?(Tx).

Aplicando un esquema de diferencias finitas implicitas, transformamos la ecuacién de conduccién de calor en una familia

de sistemas no lineales a resolver. La solucién estimada para cada instante ¢; se obtiene a partir de la aproximacién
. : _ 8

calculada a tx_1. La malla espacio-temporal se construye tomando el paso espacial h = > y el paso temporal

l = T”;ngf, siendo nx, nt y Tmaz la cantidad de subintervalos para las variables x, ¢ e instante final del estudio
numeérico respectivamente.

Haciendo 29 = —4 and x; = 4, obtenemos el dominio de malla como [zo, %] X [0, Tmaz] con (nx + 1) x (nt + 1)
nodos equiespaciados (x;,t)). Denotando por u; j la estimacién de la solucién en (z;, ;) y utilizando las estimaciones
de las derivadas

u(x,t) —u(z,t — h) _u(xz 4 h,t) —u(zx,t) u(x + h,t) — 2u(x,t) + u(z — h, t)

ut ~ N Uy = ! Yy Ugx = ]

h

construimos el sistema no lineal con a =1
2 2 2 2
kujy1k — (h +k(2+ a(uiy1r — Ui—l,k))) ui ) — kaui, +k (ui+1,k + aui+1,k> +f=—h"u; k1.

Los resultados para diferentes discretizaciones y fuentes térmicas se muestran en la Tabla 6.4. La media del namero de
iteraciones empleadas para resolver los sistemas no lineales para cada instante se denomina como “iter” y || F(z*+1)||
es la norma de la solucién del altimo sistema. Como el niimero de iteraciones empleadas para resolver cada sistema es
muy bajo, no se puede calcular el ACOC.

En la Figura 6.11 se muestra la solucién aproximada de la ecuacién del calor para diferentes fuentes térmicas, ver su
influencia en las Figuras 6.11(b), 6.11(c) y 6.11(d), en comparacién con la Figura 6.11(a).

Tmaz nx nt  iter ||F(x(k+1))|| f Tmaz nx nt iter ||F(x(k+1))\| f
05 20 10 1.9091 4.6694x 10731 0 05 20 10 1.0091 1.4974x10726 2
0.5 20 20 1.4762 6.9684x 1078 0 0.5 20 20 1.9048 4.9125x 10728 2
1.0 20 10 1.9091 3.1137x1072% 0 1.0 20 10 1.9091 3.0552x 10720 2
1.0 40 20 1.9524 7.2903 x 10732 0 1.0 40 20 1.9524 29880 x 10726 2
50 20 10 2.1818 3.3624x 10710 ¢ 50 20 10 2.1818 2.3446x 1071 2
50 40 20 2.1905 1.3758 x107'2 0 50 40 20 2.1905 1.3758 x 107!2 2
0.5 20 10 1.9091 1.5948x 1078 5 0.5 20 10 1.9091 5.4491 x 10~ 10
05 20 20 1.9048 3.4320x 10722 5 05 20 20 1.9048 5.6519x 10717 10
1.0 20 10 1.9091 9.9130x 1077 5 1.0 20 10 1.9091 6.5624 x 10~ 10
1.0 40 20 1.9524 2.8640x 107! 5 1.0 40 20 1.9524 82734x107'% 10
50 20 10 2.1818 1.1617x107'! 5 50 20 10 nc nc 10
50 40 20 2.2381 1.0439x107!° 5 50 40 20 nc nc 10

Tabla 6.4: Resultados numéricos de la ecuacién de conduccién del calor

6.4 Conclusiones

En el Capitulo 6 se realizé un detallado analisis de estabilidad de otra familia de métodos iterativos descrita en el capitulo
anterior, utilizandose un polinomio de prueba y las herramientas de la dinamica real ya utilizadas. En este estudio
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(@) Thiaz =1L,z =20,nt =10y f =0 (b) Thoe =1,nz=20,nt =10y f =2

(€) Thaz=1,nx=20,nt =10y f=5 (d) Thue =1,nz=20,nt =10y f =10

Figura 6.11: Soluciones aproximadas de la ecuacién del calor para distintas fuentes térmicas

también se detectaron comportamientos patolégicos como érbitas peridédicas y atractores extrafios, también se han
encontrado valores estables que posteriormente se han utilizado en las pruebas numéricas. Se realizaron experimentos
en los cuales se aplican las técnicas de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos
reales tales como la ecuacién de Van der Pol y la ecuacién de transmisién de calor en un medio no homogéneo. Estos
experimentos muestran un excelente rendimiento del esquema iterativo empleado.
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Capitulo 7

Conclusiones y lineas futuras

7.1 Conclusiones

En esta memoria hemos disefiado dos clases de métodos iterativos de tres pasos y se ha realizado el analisis de estabilidad
de familias derivadas de estas.

En el Capitulo 3 hemos propuesto una clase, con un primer paso de Newton y los restantes basados en funciones peso
matriciales. Se realizé el examen de convergencia resultando en un teorema donde se demuestra el sexto orden y se
proponen dos de familias de funciones peso dependientes de un parametro y que cumplen con las condiciones del teorema
anterior. El rendimiento de una de estas familas derivada se compard con otros esquemas iterativos encontrados en
la literatura resultando formalmente superior. Los experimentos numéricos realizados con sistemas de tipo académico
mostraron muy buenos resultados.

En el Capitulo 4 se realizé un extensivo analisis de estabilidad de una familia de métodos iterativos descrita en el
capitulo anterior, se utilizaron para estos sistemas de ecuaciones polinémicas no lineales numerosas herramientas de
la dindmica discreta real multidimensional. Entre estas herramientas, las superficies isonormales introducidas en este
trabajo, mostraron ser efectivas en la deteccion de comportamientos patologicos como érbitas periddicas y atractores
extrafios.

Los resultados del estudio se emplearon para realizar para realizar los experimentos numéricos. En la realizacion de
estos Gltimos, se utilizaron valores estables e inestables del parametro libre derivados de los resultados teéricos del
anélisis dindmico; se observé un rendimiento estable en la resolucién de los sistemas no lineales testeados para aquellos
valores del parametro libre de los polinomios de prueba.

En el Capitulo 5 se propuso la segunda clase iterativa de esta memoria, esta clase tiene un primer paso de Newton, el
segundo es un esquema de tipo Ermankov-Kalitkin y el tercero esta basado en una funcién peso. Se realizé el examen
de convergencia probandose su quinto o sexto orden dependiendo del parametro escogido y se propusieron dos familias
de funciones matriciales que cumplen con las condiciones del teorema de convergencia. Se realizaron experimentos con
sistemas académicos comparandose con el método de Newton y se resolvié la ecuacion de Volterra aplicando diferencias
finitas con muy buenos resultados.

En el Capitulo 6 se realizé un detallado anélisis de estabilidad de otra familia de métodos iterativos descrita en el capitulo
anterior, utilizandose un polinomio de prueba y las herramientas de la dinamica real ya utilizadas. En este estudio
también se detectaron comportamientos patolégicos como 6rbitas periddicas y atractores extrafios, también se han
encontrado valores estables que posteriormente se han utilizado en las pruebas numéricas. Se realizaron experimentos
en los cuales se aplican las técnicas de diferencias finitas para resolver ecuaciones diferenciales que modelan fenémenos
reales tales como la ecuacién de Van der Pol y la ecuacion de transmisién de calor en un medio no homogéneo. Estos
experimentos muestran un excelente rendimiento del esquema iterativo empleado.
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7.2 Lineas futuras

En esta Tesis hemos propuesto dos clases de métodos iterativos y se ha realizado el respectivo analisis de estabilidad
con ayuda de un conjunto de herramientas del analisis dinamico real y utilizando funciones peso polinémicas en ambos
casos.

De aqui que seria interesante desde el punto de vista de la dindmica real:

e Realizar un estudio de estabilidad de las clases propuestas utilizando funciones peso de tipo racional propuestas
en este trabajo; o sea, aquellas que contienen una matriz inversa.

Poniendo en valor el conocimiento y la experiencia adquirida, continuamos con la linea principal de trabajo en esta
memoria y proponemos:

e Disefiar métodos eficientes para resolver problemas no lineales, centrando los esfuerzos en la mejora de la
eficiencia computacional.

Es necesario destacar que la utilizacion de una funcién de punto fijo en la resolucion de sistemas de ecuaciones no
lineales se basa en un enfoque determinista; esto es, se tiene un algoritmo que conduce a la cantidad buscada o en
su defecto a una aproximacién de esta altima. En sentido general, la utilizacién de un mismo algoritmo en diferentes
ordenadores conduciria al mismo resultado.

El enfoque no determinista mas popular empleado en la solucion de una amplia variedad de problemas es el método
Monte Carlo. Este a grandes rasgos se puede describir como el conjunto de técnicas que permiten obtener las soluciones
de problemas matematicos o fisicos mediante ensayos aleatorios repetidos. El conjunto de estimaciones g1,g2,--.,9n
de la cantidad deseada g se obtienen como resultado de ciertos ensayos aleatorios repetidos muchas veces. Se requiere
entonces que la cantidad aleatoria gy, converja en probabilidad a la cantidad requerida g cuando n — oo; esto es, para
cualquier ¢ > 0 tenemos la relacién limite

lim P(|lg—gn| <€) =1,

n—oo
donde P denota la probabilidad correspondiente.

El método Monte Carlo pudiera ser de interés en la resolucién de sistemas no lineales de gran tamafio (cientos de
variables) donde los esquemas de punto fijo suelen ser lentos, por lo que nos proponemos

e Disefiar técnicas Monte Carlo para la resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales y comparar el rendimiento
con esquemas de punto fijo.
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Anexos

% Script para experimentos numericos en 2D con sistemas de ejemplo

% Se usa la funcion peso

clear
clc

x0=vpa ([,]1); h
format shortEng
digits (2000) ;

m_it=; %
tol=1e-200; %
num = %

global A;
global vec;
cont = 1;
vec = ["iter"," bll’ll x0"
n s n fXSII R n p l|:| ;
v = ! iter b x0
£x3 P '

n_col=length(vec);
beta = [];

polinomica de la primera clase propuesta

Estimacion inicial o semilla

Cantidad de iteraciones

Tolerancia
Numero de la funcion de ejemplo a estudiar

’II yo"," XII’II yll’ll Xm"," fxl"," dX2"," fX2",

yo X y dx1 fx1 dx2 fx2

% Vector con valores del parametro libre

A=ones (length (beta) ,n_col);

for j=1:length(beta)

[t,iter ,p,A] = NAS_R(A,j,beta,x0,num,tol ,m_it ,x0,cont);

cont = cont+1;
end

disp(v)
disp (A4)

function [t,iter,p,A]l =

ex = 1; efx = 1; iter

NAS_R(A,k,b,x,n,tol ,maxiter ,xo0,cont)

=0; p=1[1; x=2x(); F=1[1; Incx = [1;

Incfx = []J; m = length(x);
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vec=1[]
vec (3)

while

end

Capitulo 8. Anexos

s vec(2)=b(k);
=x0(1); vec(4)=x0(2);

(iter<maxiter && (ex) > tol && (efx) > tol)

[fx,dfx]=Sistemas_R(x,n);
y = x - dfx \ fx;

[fy,”]=Sistemas_R(y,n);

for j =1 :m

vl = x;
vi(1l:3) = y(1:3);
v2 = x3

v2(1:j-1) = y(1:j-1);
[Fvl,"]=Sistemas_R(vl,n);
[Fv2,”]=Sistemas_R(v2,n);
dd(:,j)=(Fvi-Fv2)/((y(j))-(x(j)));

end

eta=eye (length(x)) -(dfx\dd) ;

G=eye (length(x))+2*eta+((1/2) *b(k))*x(etaxeta);
z =y - Gx(dfx\fy);

[fz,”] = Sistemas_R(z,n);

t=z-G*(dfx\fz);

iter = iter + 1;

ex = norm(t-x);
[ft,"]=Sistemas_R(t,n);
efx = norm(ft);

X = t;

F=[F,ft];

Incx = vpa([Incx,ex],4);

Incfx = vpa([Incfx,efx],4);

p = vpa(log(Incx(3:end)./Incx(2:end-1))./log(Incx(2:end-1)./Incx(1:end-2)
) ,6);

vec (1)

=iter; vec(5) = t(1); vec(6) = t(2); vec(7) =

Incfx (end-2);
= Incx(end-1); vec(10) = Incfx(end-1); vec(11l) =

(12) = Incfx(end);
vec (13) = max(p);

vec (9)

A(cont,:)= vec;

function [F,dF] = Sistemas_R(x,n)

x=x(:)

s

switch n

case 1

90

Incx (end-2);

Incx (end)

vec (8)

B

vec



syms u v
Fl=sin(u)+v*sin(u);
F2=u-v;

F =[F1 F2];

dy = jacobian(F,[u,v]);

u=x (1) ;
v=x(2) ;

case 2

syms u v

Fl=u"2 + u*xv + v~2 -4;
F2=u + uxv + v -2;

F =[F1 F2];
dy = jacobian(F,[u,v]);

u=x (1) ;
v=x(2) ;

end
F=subs (F) ;
F=F(:);
dF=subs (dy) ;

end

end

91



Capitulo 8. Anexos

% Script para graficar los planos dinamicos o planos de convergencia
% Se usa la funcion peso polinomica de la primera clase propuesta

clear
clc

step = 0.01; % Paso de la malla
distl = 1000; dist2 = 1000; dist3 = 1000; dist4 = 1000;

tol = 10~-3; % Tolerancia al error
it = 03

lim = 2; % Dimension del plano
maxit = ; % Maximo de iteraciones
u = -lim:step:lim;

v = -lim:step:1lim;

[U,V] = meshgrid(u,v);
fp = 3 % Valor del parametro libre
I = zeros( length(u),length(v),3 );
for i = 1:length(u)
for j = 1:length(v)
if U(i,j) == 0l1V(i,j)==
continue

end

dist = 1000; distl = 1000; dist2 = 1000; dist3 = 1000; dist4 = 1000;

it = 0;
x1 = U(i,j);
x2 = V(i,]j);

while ( (dist > tol) && (it < maxit ) )
% Operador de punto fijo

x1 = (-1/256)*x1~(-7T)*(fp*x((-1)+x1°2)~4+(-16) *(x1~2+(-5)*x1"~4+
16%x1~6+5%xx1-8) +4*x1 2% (fp*((-1)+x1~2) ~2+16*x1~2*((-1)
+3%x172))*((-1)+(1/65536) *x1~(-14) *x(fp*x((-1) +x1-2) ~4+(-16)
*(x1°2+(-5)*x1~4+15%xx1°6+5%xx1°8))"2));

x2 = (-1/256)*x2~(-7)*(fp*((-1)+x2"2) ~4+(-16) *(x2~2+(-5) *x2~4+
16%x2°6+5%x2°8) +4*x2 2% (fp* ((-1)+x2~2) "2+16*x2~2*((-1)
+3xx2°2) ) *((-1)+(1/65536) *x2~(-14) *(fp*x((-1) +x2-~2) ~4+(-16)
*(x272+(-5)*x2"4+15%x2"6+5*xx2°8))"2));

Y Y Y Y Y Y Y N N Y N Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y N Y Y N Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y N Y Y Y N Y XYY Y YY)

x = [x1 x2];
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distl =

dist =
end

dist2 =

dist =
end

dist3 =

dist =
end

distd =
if dist4 <=

dist =
end

it = it + 1;

end

if distl <=
I(i,j,3)
I(i,j,1)
I(i,j,2)

continue
end

if dist2 <=
I(i,j,1)
I(i,j,2)
I(i,3,3)

continue
end

if dist3 <=
I(i,j,1)
I(i,j,2)
I(i,3,3)

continue
end

if dist4 <=
I(i,j,1)
I(i,j,2)
I(i,j,3)

continue
end

norm (x-[1
if dist3 <=

norm(x-[-1
tol
dist4d;

norm(x-[-1 1]);
if distl <=
distl;

tol

norm(x-[1 11);
if dist2 <=
dist2;

tol

-11);
tol
dist3;

-11)

tol
= 1;
= 0;
= exp(-it*.20);

tol % [1 1 1]

1;
exp(-it*.20) ;
= 1;

tol

1;
= exp(-it*.10);
= exp(-it*.20);

tol

= exp(-it*.10);

= exp(-it*.20);
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end

imshow (I, 'Xdata',[-1im 1lim], 'Ydata', [-1im 1lim])
xlabel('x_1'); ylabel('x_2');

axis on

hold on

plot([1 1 -1 -1],[1 -1 1 -1],'wo','MarkerFaceColor',[1 1 1], 'MarkerSize',5)

end
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h
h

Script
Se usa

clear
clc

lim = ;

step 0.

-lim:

-lim:

Zeros

long_x
long_y

maxit

B

aa 5
[x,v]
matriz_de

for i 1

for j

XX
Yy

if

end

for

end
end
end

F (mat

para graficar los planos de superficies isonormales
la funcion peso polinomica de la primera clase propuesta

% Dimension del plano

01; % Paso de la malla

step:1lim;
step:1lim;

(length(x) ,length(y) ,3);

length(x);
length(y);

h
h

Maximo de iteraciones

Valor del parametro libre

= meshgrid(x,y);

_iterac zeros (2*xlong_x ,long_y);

:long_x

1:long_y

X(i,j);
Y(@i,j);

X(i,j) == 0l1Y(i,j)==0
continue

k 1:maxit

% Operador de punto fijo
matriz_de_iterac (i D) (-1/256) *xx~(-7)*(aa*x((-1)+...
xx°2) "4+ (-16) *(xx~2+(-5) *xx~4+ 15*xx"6+5%xx"8) +4x* ...
xx~2*%(aa*((-1)+xx"2) “2+16*%xx~2* ((-1) +3*xx~2) ) *((-1)+...
(1/65536) *xx~(-14) *(aa*((-1)+xx~2) ~4+(-16) *(xx~2+...
(-5)*xx~4+15*xx"6+5%xx"8))"~2));

% Operador de punto fijo
matriz_de_iterac(long_x+i, j) (-1/256) xyy~(-7)*...
(aa*x((-1)+yy~2) ~4+(-16) *(yy~2+(-5) xyy ~4+15xyy~6+...
Bxyy~8) +4*xyy~2*x (aa*((-1)+yy~2) ~2+16*yy~2*((-1) +...
3xyy~2)) *((-1)+(1/65536) *yy~(-14) *(aa*((-1)+yy~2) ~4+...
(-16) *(yy~2+(-5) *yy~4+15*%yy~6+5*%yy~8))~2));

XX matriz_de_iterac (i

yy

> 3)s

matriz_de_iterac(long_x+i, j);

riz_de_iterac(l:long_x,1:long_y)."2 + matriz_de_iterac(long_x+1

long_y).~2).~(0.5);
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contourf (X,Y,F)
colorbar

x1im([-1im 1im])
ylim([-1lim 1liml)
axis on
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% Script para resolver numericamente la ecuacion de Volterra
% Se usa la funcion peso polinomica de la segunda clase propuesta

clear
clc

digits (2000) ;
tol = 1le-6;
num_max_iter = 50;

tep_x = 0.01;

1 = 0;

f = 0.2;

values = t_l:step_x:t_f;
0 = t_1;

= t_values;

H o o o o u

color = [1 0 0];

ext_inicial = 1;
0.071;

ext_final
x0 = ones(1l,length(t_values) -2);

A = sym('u',[1,length(t_values) -2]);
[A,x,ex,efx,iter] = Second_Method(A, x0, tol, num_max_iter, length(t_values)-2,

step_x, ext_inicial, ext_final);

B(1,:) = [ext_inicial; A; ext_finall;
p = plot(T,B);

p-LineStyle = ':';

p-Marker = 'o';

p-Color = color(1l,:);
p-MarkerFaceColor = color(1l,:);

bbb hhhhhhhhhhhhhhh SEGUNDO METODO hhhhhhhhhbhhhhhhhhhhhhhhhhhh
function [a,x,ex,efx,iter] = Second_Method(a,g,tol,maxiter ,nx,tau,ext_i,ext_f)

ex = 1;

efx = 1;

ex = 1;

iter = 0;

x = g(:);
stock_x = [];
Incx = [];
rho = 0;

m = length(x);
fff = sym('f',[nx,1]1);

fff(1,1) = ext_ix*x(a(1,2) - 2*xa(1,1) + ext_i) - (a(l,1)-ext_i)"~2 -
tau*(-ext_i + ext_i~2)*(a(l1,1)-ext_i) - 2*(tau~2)*(ext_i~2 - ext_i~3) ;
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for i = 2:nx-1

fff(i,1) = a(l1,i-1)*(a(l,i+1) -
a(l,i-1))~2 -
- 2%x(tau~2)*(a(1,i-1)"~2 -

end

fff(nx,1) = a(l,nx-1)*(ext_f -
a(l,nx-1))"2 -

a(l,nx-1)) - 2*x(tau~2)*(a(l,nx-1)"2

dy = jacobian(fff,a) ;
while (iter<maxiter &&
[fx,x]
dfx = subs(dy,a(:),x);

y = double(x - dfx \ fx);
[fy.y]

for j =1 :m

tau*(-a(1,i-1) + a(1,i-1)"2)*(a(1,i) -
a(l,i-

2¥a(1,nx) + a(l,nx-1)) -
tau*(-a(l,nx-1) + a(l,nx-1)"2)*(a(l,nx) -

Sistemas_Rafael (a,fff,x);

= Sistemas_Rafael(a,fff,y);

2*%a(1,i) + a(1,i-1)) - (a(l,i) -...

a(l,i-1))...
1)-~3)

(a(1l,nx) -...

- a(l,nx-1)"3) ;

(ex) > tol && (efx) > tol)

vl = x;

vi(l:3) = y(1:5);

v2 = x;

v2(1:j-1) = y(1:j-1);

[Fvli,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,vl);

[Fv2,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,v2);

ddxyF (:,j) = (Fvi-Fv2)/((y(j))-(x(j)));
end
FpxixyF = dfx\ddxyF;

ImenosFpxixyF = eye(length(x))
ImenosFpxixyF_2 =
dfx\fy;

ImasImenosFpxixyF_2 =

FpxiFy =

z =

for j =1 :m

- FpxixyF;
ImenosFpxixyF*ImenosFpxixyF;

eye(length(x)) + ImenosFpxixyF_2;

double(y - ImasImenosFpxixyF_2\FpxiFy);

% DIFERENCIA DIVIDIDA [y,z;

vi = y;

vi(l:3) = z(1:3);

v2 = y;

v2(1:j-1) = z(1:j-1);

[Fvl1,”] = Sistemas_Rafael (a,fff,vl);

[Fv2,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,v2);

ddyzF (:,j) = (Fvi-Fv2)/((z(j))-(y(3)));
F]
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end

FpxiyzF = dfx\ddyzF;

Fz_Fy = ImasImenosFpxixyF_2\FpxiyzF;

H = (Fz_Fy - eye(length(x)))~"2 - Fz_Fy + 2xeye(length(x));
[fz,z] = Sistemas_Rafael(a,fff,z);

t = double(z - Hxdfx\fz);

ex = norm(t-x);

[ft,t] = Sistemas_Rafael(a,fff,t);
efx = norm(ft);

Incx = vpa([Incx,ex],4);

X = t;

stock_x = vpa([stock_x,x],5);
iter = iter + 1
end

p = vpa(log(Incx(3:end)./Incx(2:end-1))./log(Incx(2:end-1)./...
Incx(l1:end-2)) ,5)

rho = vpa(log(norm(stock_x(l:end,end) - stock_x(l:end,end-1))/...

norm(stock_x(1:end,end-1) - stock_x(l:end,end-2)))/...
log(norm(stock_x(1:end,end-1) - stock_x(l:end,end-2))/...
norm(stock_x(l:end, end-2) - stock_x(l:end,end-3))),5)
a = x;

end

function [ff,q] = Sistemas_Rafael(aa,ff,q)

ff = subs(ff,aa(:),q);

end
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% Script para resolver la ecuacion de calor en un medio no homogeneo
% Se usa la funcion peso polinomica de la segunda clase propuesta

clear
clc

format compact
DATOS = '2doMethodCalorFuentel0-Tmax_5-nx20_nt10'; %% NOMBRE DE LA FIGURA A
GUARDAR

digits (150);
m_it = 50;
tol = le-6;

x0 = -4;

xf = 4;

Nx = 20;

Nt = 10;
num_max_iter = 0;
Tmax = b5;

step_x = 1/Nx;

step_t = Tmax/Nt;
x_values = x0:step_x:xf;
t_values = O:step_t:Tmax;

A = sym('u',[length(x_values),length(t_values)]);

WAL RRE AR LR AL L. condiciones de frontera  LAAUhAAhAA LA LAELLELL AT
A(:,1) = sech(7*x_values) . 2;

ACl1,:) = 0;

A(length(x_values) ,:) = sin(t_values);

hhhhhhhhhhhhhhh condiciones de frontera  hAhhhbhhbhhbhhhhhhhhhh %
for j = 2:length(t_values)

x0

vpa(A(2:length(x_values)-1,j-1)) ;

[A,”,efx,iter] = Second_Method(A,x0,tol ,m_it,length(x_values),...
length(t_values),j, Tmax);

num_max_iter = num_max_iter + iter;
end
numero_medio_iterc = num_max_iter/length(t_values)

AA = double(A);
mesh ((t_values) ,(x_values) ,AA)

%#GUARADDO DE FIGURA

hgsave (DATOS)
%GUARADDO DE FIGURA

%WhNhh%h%h%h %% GUARDADO DE ARCHIVO DE DATOS %UU%U%A%U%hh%th
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YN YN Y Y YN Y YN YN Y Y Y N Y Y Y Y Y Y Y Y Y A Y XY YA A
YA
fid = fopen('2doMethodCalorFuentel0-Tmax_5-nx20_ntl10.txt','w');
[f,c] = size (AA);
for i = 1:f

for j = 1:c

fprintf (fid, '/%f\t',AA(i,j));

end

fprintf (fid, '\n');
end
fclose (fid) ;
A
Y YN YN N Y Y YN YN Y N N Y Y Y Y Y Y AN Y YA YN A Y
hhhhhA%hh%. GUARDADO DE ARCHIVO DE DATOS %hhUhhhhhhhh

SR AR D DR AADRRRRARL DR RA% % SEGUNDO METODO %hhhhhhhhh b hhhhhhhhhhhhhhhh%h
function [a,t,efx,iter] = Second_Method(a,g,tol ,maxiter ,nx,nt,columna, tmax)
efx = 1

iter = 0;

x = g(:);

m = length(x);

fff = sym('u_%d_%d',[nx-2,11) ;

k = tmax/nt;

h = 8/nx;
alpha = 1;
parfor i = 2:nx-1
for w = columna:columna
F = 10;

fuente_de_calor Fuentes (i,nx,F);

ganmaCalorCuasi = (h~2+2*k+alphax*k*(a(i+l,w)-a(i-1,w)))/(k*h
~2);

fff(i-1,1) = a(i+1,w)/h"2 + a(i,w-1)/k - ganmaCalorCuasixa(i,
w) -...

(alpha*a(i,w)~2)/h~2 + a(i-1,w)/h~2 + (alpha*a(i+l,w)~2)/h"2
+ fuente_de_calor;

end
end

dy = jacobian(fff,a(2:nx-1,columna));

while (iter < maxiter && (efx) > tol)
[fx,x] = Sistemas_Rafael(a,fff,x,nx,columna);
dfx = subs(dy,a(2:nx-1,columna),x);

y = x - dfx \ fx;
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[fy,y] = Sistemas_Rafael(a,fff,y,nx,columna);

for j =1 :m

vl = x;

vi(1:3) = y(1:3);

v2 = X;

v2(1:j-1) = y(1:j-1);

[Fvli,”] = Sistemas_Rafael (a,fff,vl,nx,columna);
[Fv2,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,v2,nx,columna);

ddxyF(:,j) = (Fvi-Fv2)/((y(j))-(x(j)));
end
FpxixyF = dfx\ddxyF;
ImenosFpxixyF = eye(length(x)) - FpxixyF;
ImenosFpxixyF_2 = ImenosFpxixyF*ImenosFpxixyF;
FpxiFy = dfx\fy;
ImasImenosFpxixyF_2 = eye(length(x)) + ImenosFpxixyF_2;

z =y - ImasImenosFpxixyF_2\FpxiFy;

for j =1 :m

vl = y;

vi(l:3) = z(1:3);

v2 = y;

v2(1:j-1) = z(1:j-1);

[Fvi,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,vl,nx,columna);
[Fv2,”] = Sistemas_Rafael(a,fff,v2,nx,columna);

ddyzF (:,j) = (Fvi-Fv2)/((z(j))-(y(3)));
end
FpxiyzF = dfx\ddyzF;
Fz_Fy = ImasImenosFpxixyF_2\FpxiyzF;
H = (Fz_Fy - eye(length(x)))~"2 - Fz_Fy + 2xeye(length(x));
[fz,z] = Sistemas_Rafael(a,fff,z,nx,columna);
t = z - Hxdfx\fz;

if isnan(t)
disp('x = NalN')

break
end
iter = iter + 1;
[ft,t] = Sistemas_Rafael(a,fff,t,nx,columna);
efx = norm(ft);

X = t;
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end

a(2:nx-1,columna) = x;

end

function [ff,q] = Sistemas_Rafael(aa,ff,x,nx,indexx)
x=x(:);
q = x;

ff = subs(ff,aa(2:nx-1,indexx),q);

end
function b = Fuentes(c,d,e)
a = mod(c,10);
if a ==
b = e*(-1)~"randi([2,d - 1]1,1,1);
else
b = 0;
end
end

hUhBIDD DD DD DD D DR RRRRRLRRLRR A% SEGUNDO METODO %UUAAAAADUDDA DD DDl hlhhhhh
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