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Resumen

En esta obra, presentamos una introduccion a la Matematica Discreta para
estudiantes universitarios de primeros cursos de grado en Matematicas e Ingenieria
Informatica. En primer lugar, comenzaremos estableciendo el marco légico que
conduce a las definiciones de conjuntos y aplicaciones. A continuacion, estudiaremos
formas de clasificar los elementos de un conjunto (relaciones binarias de equivalencia)
o de ordenarlos (relaciones de orden), asi como las operaciones de clausura.
Seguidamente, se tratard la division entera y la resoluciébn de ecuaciones en
congruencias, que tan relevantes han sido en el area de la criptografia. Asimismo, las
aplicaciones mnos permitirdn introducir el concepto de cardinalidad como una
extension del conteo de elementos de un conjunto a conjuntos infinitos, y con ello
veremos los numeros transfinitos. Por tltimo, finalizaremos estudiando grafos,
abordando su representacion, la conexion entre sus elementos y el estudio de grafos
eulerianos y hamiltonianos. Todos los temas contienen problemas resueltos y
ejercicios propuestos.
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Capitulo 1

Logica proposicional

1.1 Introduccion

Cualquier teoria matemética se fundamenta sobre una serie de afirmaciones
que asumimos como verdaderas, a las que llamamos aziomas. A partir de es-
tas ideas primeras, el desarrollo de la teoria matemética se realiza empleando
el razonamiento l6gico deductivo con la finalidad de demostrar conclusiones
verdaderas o teoremas. Al campo mateméatico que estudia la validez del razo-
namiento matemético aplicado sobre afirmaciones simples, también llamadas
enunciados o proposiciones, se le conoce como ldgica proposicional o ldgica de
enunciados.

En este primer capitulo estudiaremos los elementos béasicos de la logica pro-
posicional: la simbologia, los enunciados y las proposiciones. Asimismo, vere-
mos las operaciones l6gicas bésicas entre proposiciones para formar expresiones
més complejas, también conocidas como formulas bien formadas. Finalmen-
te, estudiaremos céomo realizar razonamientos matematicos y demostraciones
completas validas para cualquier lenguaje mediante las reglas de equivalencia
e inferencia y los métodos de demostracion.



Capitulo 1. Légica proposicional

1.2 Légica de enunciados

Cualquier coleccién de reglas, en cualquier teoria, necesita de un lenguaje en el
cual pueda establecerse esta teoria. Sin embargo, los lenguajes naturales o me-
talenguajes, no son lo bastante precisos para nuestro proposito. Por lo tanto,
es necesario desarrollar previamente a la logica un lenguaje objeto o lenguaje
formal cuya sintaxis esté bien definida'. Cabe mencionar que, a diferencia de
otras disciplinas cientificas, la l6gica matematica se preocupa, ademés de por
el uso del lenguaje, por el desarrollo y analisis del mismo. Para la construccién
del lenguaje formal se utilizan, por simplicidad, una serie de simbolos clara-
mente definidos. Es por ello por lo que la légica proposicional también suele
denominarse logica simbdlica.

Definicién 1.1: Enunciado

Llamaremos enunciado o sentencia a toda expresion susceptible de ser cierta o falsa.

Ejemplo 1.1

Las siguientes afirmaciones son enunciados:
e “Vamos al cine”
e “Si llueve no bajes la basura”

e “La suma de los cuadrados de los catetos de un tridngulo rectangulo es igual al
cuadrado de la hipotenusa”

_c
.’U_t

e if z > 3 then go 129 else stop (codigo de programacion)

Obsérvese que no todas las oraciones que aparecen en el lenguaje formal son enuncia-
dos. Las oraciones imperativas o interrogativas nos dan expresiones que no verifican
esta condicién (no pretenden ser ciertas o falsas).

e ‘Pisame la sal”
e “;Han llegado los embalajes para las impresoras?”’

Deberemos, por lo tanto, restringir las expresiones que podremos utilizar.

L“Bien definido” significa (desde un punto de vista matematico) que la definiciéon se fundamenta
en un conjunto de axiomas béasicos y que, por lo tanto, la definicién no presenta ambigiiedad alguna
y no depende del sistema de representaciéon matemaético escogido.

\]



1.2 Logica de enunciados

Definicién 1.2: Proposicién

Llamaremos proposiciones a aquellos enunciados que pueden ser ciertos o falsos, pero
no ambas cosas a la vez.

Ejemplo 1.2

Las siguientes afirmaciones son proposiciones:
e “Voy al supermercado y a la zapateria”
e “Si tienes bastante dinero compra melocotones”
e F'=m-a (tercera ley de Newton)
o ="
e “El cuadrado es una figura geométrica con tres lados”

e ™ +1 =0 (identidad de Euler)

Definicion 1.3: Paradoja

Una paradoja es un enunciado que es cierto y falso simultaneamente.

Ejemplo 1.3

Un sencillo ejemplo de paradoja es la paradoja del mentiroso, cuyo enunciado declara
que

“Esta afirmacion es falsa”

Si suponemos que el enunciado es cierto, entonces deberia también ser falso por lo
que afirma, y si fuese falso, entonces deberia también ser cierto.

w



Capitulo 1. Légica proposicional

Ejemplo 1.4

Otro conocido ejemplo de paradoja es la paradoja de Russell o paradoja del barbero:

En un lejano poblado de un antiguo emirato habia un barbero llamado As-Samet dies-
tro en afeitar cabezas y barbas, maestro en escamondar pies y en poner sanguijuelas.
Un dia el emir se dio cuenta de la falta de barberos en el emirato, y ordend que los
barberos solo afeitaran a aquellas personas que no pudieran afeitarse por si mismas.
Y asi mismo impuso la norma de que todo el mundo se afeitase, (no se sabe si por
higiene, por estética, o por demostrar que podia imponer su santa voluntad y mostrar
asi su poder). Clierto dia el emir llamd a As-Samet para que lo afeitara y €l le conto
sus angustias: “En mi pueblo soy el dnico barbero. No puedo afeitar al barbero de
mi pueblo, jque soy yo!, ya que si lo hago, entonces puedo afeitarme por mi mismo,
por lo tanto jno deberia afeitarme! pues desobedeceria vuestra orden. Pero, si por el
contrario no me afeito, entonces algun barbero deberia afeitarme, jpero como yo soy
el unico barbero de alli!, no puedo hacerlo y también asi desobedeceria a vos mi senor,
oh emir de los creyentes, jque Allah os tenga en su gloria!” El emir pensoé que sus
pensamientos eran tan profundos, que lo premié con la mano de la mds virtuosa de
sus hijas. Ast, el barbero As-Samet vivid para siempre feliz y barbon (Lopez Mateos,
1978).

La definicién dada de proposiciéon parte del siguiente axioma?:

Axioma 1.1: Axioma del calculo proposicional

Toda proposicion es cierta o falsa, pero no ambas cosas a la vez.

Definicién 1.4: Valor de verdad

Definimos el valor de verdad de una proposiciéon como una aplicaciéon del conjunto de
todas las proposiciones P al conjunto {V,F}, que asigna el valor verdadero V a una
proposiciéon que es cierta, y falso F en caso contrario®.

“Una aplicacién es una asociacién entre dos conjuntos, en la que a cada elemento del
primer conjunto (en este caso, una proposicion) se le asigna un wnico elemento del segundo
conjunto (en este caso, el valor V o F). Este concepto se desarrolla més adelante, en el
Capitulo 3.

A partir de este punto, trabajaremos exclusivamente con proposiciones y dire-
mos que, cuando una proposicion es cierta, tiene valor de verdad V y, cuando

2Un axioma es un enunciado que se asume verdadero y que no requiere de demostracion.



1.8 Operadores ldgicos

es falsa, un valor de verdad F. Obsérvese que, gracias al Axioma del Célculo
Proposicional, la aplicacién del valor de verdad esta bien definida.

Ejemplo 1.5

Retomando las proposiciones del Ejemplo 1.2, le asignamos a cada proposicién su
valor de verdad:

o F=m-a—V
e =2 F
a
e “El cuadrado es una figura geométrica con tres lados” — F

e " +1=0—>V

A partir de este punto, representaremos a las proposiciones como letras ma-
yusculas P,Q, R, S, ..., llamaremos variables proposicionales a aquellas pro-
posiciones cuyo valor de verdad no esté especificado, y las constantes proposi-
cionales son los valores de verdad V (Verdadero) y F (Falso).

1.3 Operadores logicos

Definicién 1.5: Conectores u operadores légicos

Llamaremos conectores u operadores ldgicos a aquellos simbolos l6gicos que niegan o
unen proposiciones simples para dar lugar a otras proposiciones mas complejas.

Debe tenerse en cuenta que una proposicién simple sélo puede ser cierta o
falsa por el axioma del célculo proposicional (Axioma 1.1). Sin embargo, para
una proposiciéon mas compleja, el valor de verdad resultante dependera de los
valores de verdad de cada una de las proposiciones atémicas que la forman y
del comportamiento de los conectores que actien sobre ellas.

A continuacion se presentan los operadores logicos basicos.



Capitulo 1. Légica proposicional

Definicién 1.6: Operador Negador o Negaci6n

La negacion de una proposicién P es una nueva proposiciéon, que representamos como
=P (o P) y leemos como no P, que es cierta cuando P es falsa, y falsa cuando P es
cierta.

El comportamiento del operador negador se muestra resumidamente en la si-
guiente tabla:

P | -P
V| F
Fl V

Tabla 1.1: Operador negador.

Ejemplo 1.6

Dadas las proposiciones

P: “Llueve”

Q: “Hace frio”

R: “Maria lleva paraguas”
sus negaciones son

= P: “No llueve”

=Q: “No hace frio”

—R: “Maria no lleva paraguas”

Nota  Un uso incorrecto del operador negador cuando traducimos del
lenguaje comiun al lenguaje simbdlico ocurre cuando formulamos una ex-
presion negada como una proposicion no negada. Por ejemplo, da-
da la expresion “El cartero no ha venido”, mo deberiamos represen-
tarla como P : “El cartero no ha venido”, sino como —P, siendo P
“El cartero ha venido”.



1.8 Operadores ldgicos

Definicién 1.7: Operador conjuntor o conjuncién

La conjuncion de dos proposiciones P y @), que es la proposicién que representamos
como P A @ (también se usan los simbolos . o “and”) y leida como P y Q, o bien P
conjuncion @Q, sélo toma valor de verdad V cuando las dos proposiciones Py ) toman
valor de verdad V simultaneamente, y toma valor de verdad F en cualquier otro caso.

En otras palabras, para que una conjuncion sea falsa (tome valor de verdad F), basta
con que alguna de las dos proposiciones - P o ) - que intervienen sea falsa.

El comportamiento del operador conjuntor se muestra en la siguiente tabla, a
la que denominaremos tabla de verdad (este concepto se presenta mas adelante,
en la Seccion 1.4.1):

PI[Q[PAQ
VIV] V
VIF| F
FIV| F
FIF| F

Tabla 1.2: Tabla de verdad del operador conjuntor.

Ejemplo 1.7

Dadas las proposiciones P, @ y R definidas en el Ejemplo 1.6, podemos definir las
conjunciones

P A Q: “Hace frio y esta lloviendo”

P A R: “Hace frio y Maria lleva paraguas”

Definicién 1.8: Operador disyuntor o disyuncién

La disyuncidn de dos proposiciones P y @, representada como la proposicion PV Q
(también se usan los simbolos + u “or”) y leida como P o Q, o bien P disyuncion
Q, solamente presenta valor de verdad F cuando las dos proposiciones P y @ toman
valor de verdad F, y valor de verdad V en cualquier otro caso.

En otras palabras, para que la disyuncion sea cierta (tome valor de verdad V), basta
con que alguna de las dos proposiciones - P o () - que intervienen sea cierta.
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La tabla de verdad del disyuntor es:

PIQ[PVQ
VIV V
VIF| Vv
FlVv| Vv
FIF| F

Tabla 1.3: Tabla de verdad del operador disyuntor.

Ejemplo 1.8

Dadas las proposiciones P, Q y R definidas en el Ejemplo 1.6, podemos definir las
disyunciones

PV Q: “Hace frio o esta lloviendo”

PV —R: “Esta lloviendo o Maria no lleva paraguas”

Definicién 1.9: Operador implicador o implicacién

La implicacion, representada como P — @ (donde P es el antecedente y Q es el
consecuente) y leida como P implica Q o st P entonces @, solamente presenta valor
de verdad F cuando P presenta valor de verdad V y Q presenta valor de verdad F, es
decir, cuando P es cierta y @ no lo es. En el resto de casos, la implicacién presenta
valor de verdad V.

En otras palabras, de una proposicion cierta (con valor de verdad V) no podemos
concluir una proposicion falsa (con valor de verdad F).

La tabla de verdad del implicador es:

P|Q|P—Q
V|V V
V| F F
F |V \Yj
F|F \Yj

Tabla 1.4: Tabla de verdad del operador implicador.



1.8 Operadores ldgicos

La implicacion logica es una de las operaciones logicas més habituales en el
razonamiento humano, por lo que existen miltiples formas de expresarla en
lenguaje coloquial:

e Si P Q.

e (QsiP.

Q se sigue de P.
Q@ cuando P.

P solo si Q.

e () a no ser que no P.

P es suficiente para Q).

e () es necesario para P.

Una condicion suficiente para @ es P.

Una condicion necesaria para P es ).

Ejemplo 1.9

Dadas las proposiciones P y R definidas en el Ejemplo 1.6, podemos definir la impli-
cacion

P — R: “Si esta lloviendo, entonces Maria lleva paraguas”
Esta proposicién tan solo sera falsa si esté lloviendo (antecedente cierto) y Maria no
lleva paraguas (consecuente falso). Cuando no llueva (antecedente falso), la implica-

cién sigue siendo cierta tanto si Marfa lleva paraguas como si no (independientemente
del consecuente).
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Definicién 1.10: Operador coimplicador o coimplicacién

La coimplicacion, representada como P <> @Q o como
(P=> Q)N (Q—P)
y leida como P si y solo si (sii) Q, presenta valor de verdad V cuando las proposiciones

P y Q presentan el mismo valor de verdad, ya sea V o F.

En otras palabras, una coimplicacién es cierta si el antecedente y el consecuente tienen
el mismo valor de verdad, es decir, si los dos son ciertos (valor de verdad V) o los dos
son falsos (valor de verdad F).

La tabla de verdad del coimplicador es:

P|Q|P+Q
V|V Y
V| F F
FlV F
FI|F Vv

Tabla 1.5: Tabla de verdad del operador coimplicador.

Ejemplo 1.10

10

Dadas las proposiciones P, Q y R definidas en el Ejemplo 1.6, podemos definir las
coimplicaciones

P < Q: “Hace frio si y sélo si llueve”

Q < R: “Llueve si y sélo si Maria lleva paraguas”

Nota Los operadores ldgicos vistos hasta el momento son los mds habitua-
les en ldgica, y los que vamos a emplear. Otros operadores mds complejos,
como XOR (OR exclusivo), NAND y NOR, suelen aparecer en problemas
de circuitos eléctricos, donde también son conocidos como “puertas ldgicas”.
Sin embargo, su aplicacion queda fuera de los objetivos de este libro.



1.3 Operadores logicos

Cuando una proposiciéon presenta varios operadores, es fundamental conocer
el orden de las operaciones. La prevalencia o precedencia entre operadores
determina el orden en el cual los operadores son evaluados en una férmula.
Ante operadores con misma prevalencia, los paréntesis son los que determi-
nan el orden de las operaciones. Las proposiciones englobadas en un mismo
paréntesis se operan entre ellas siguiendo la regla del operador que las una.
En general, siempre es recomendable el uso de paréntesis, aunque no el abuso
de los mismos. Para evitar el exceso de notacion, se establecen las siguientes
reglas de prevalencia de unos operadores sobre otros:

1. El implicador y el coimplicador tienen la misma prevalencia, y prevalecen
sobre el resto. La alternancia de implicadores y coimplicadores requiere
el uso de paréntesis.

e Son incorrectas expresiones del tipo P — @ <> R. En este caso, se
requiere del uso de paréntesis para indicar la operacién prevalente.

e Son correctas expresiones del tipo P A QQ <> R, equivalente a (P A
Q) < R, ya que el coimplicador <+ prevalece sobre el conjuntor A.

2. Los conjuntores y disyuntores tienen la misma prevalencia, y prevalecen
sobre los negadores.

e Son incorrectas expresiones del tipo P A Q V R. En este caso, se
requiere del uso de paréntesis para indicar la operacién prevalente.

e Son correctas expresiones del tipo P A =@, equivalente a P A (=Q),
ya que el conjuntor A prevalece sobre el negador —.

3. Son correctas expresiones que presentan un tnico operador, del tipo
PAQAROPVQV Ry no precisan de paréntesis. En estos casos,
las operaciones se llevan a cabo dos a dos. El resultado es siempre el mis-
mo, independientemente del orden de las operaciones dos a dos, ya que
los operadores conjuntor y disyuntor presentan la propiedad asociativa y
conmutativa.
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1.4 Formulas bien formadas

Definiciéon 1.11: Férmula bien formada (FBF)

Una férmula bien férmada (FBF) se define inductivamente® como:

1. Todas las variables, constantes proposicionales, sean verdaderas o falsas, y los
valores de verdad V y F son FBF.

2. Una FBF precedida de un negador es una FBF.

3. Una FBF seguida de un conector y de otra FBF, haciendo uso correcto de los
paréntesis, es otra FBF.

4. No hay méas FBF.

%La definicién inductiva consiste en indicar: %) los objetos iniciales o elementales del
sistema, y ) las reglas u operaciones que permiten formar nuevos objetos del sistema a
partir de los objetos iniciales. La definicién inductiva ha de ser completa, es decir, han de
quedar definidos todos los objetos del sistema dado y solo ellos.

Dada la definicién de la FBF,
e Por la regla 1, todas las variables proposicionales, P,Q, R, ... son FBF.
e Utilizando la regla 2, anadimos todas las de la forma =P, —Q,—-R....
e Mediante la regla 3, también lo seran expresiones del tipo
PA(—-Q), PVQ,P— R,-R<+ P, RV(-R), RVV, PAF...
e Aplicando la regla 3, también lo seréan féormulas mas complejas como

(PAQ)VR, (R— R) < (R P), (RVV) = (PAF)...

De este modo construimos todas las FBF posibles.

12
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Ejemplo 1.11

Si analizamos las siguientes expresiones, observamos que

a) (PANQ)— (RVS —T) es una FBF.
b) PA — - — @ no es una FBF.
¢) — A() V- no es una FBF.

Todas las expresiones anteriores son formulas. Pero mientra que a) tiene sentido (es
una FBF), ni b) ni ¢) lo tienen.

Definicién 1.12: Atomos y moléculas

Llamaremos dtomos o proposiciones atémicas a las proposiciones simples.

Llamaremos moléculas o proposiciones moleculares a férmulas bien formadas com-
puestas por varias variables (o proposiciones simples) conectadas por un tnico tipo
de operador légico.

Ejemplo 1.12

Dadas las proposiciones atéomicas P, @@ y R, algunos ejemplos de moléculas son
a) PAQAR.
b) PVQVR.

¢) P— R.

Ejemplo 1.13

Como ejemplo de traduccién de proposiciones en lenguaje coloquial al lenguaje formal,
consideramos la siguiente expresion:

“Coge el paquete, ve a la central y entrégalo en caja. Si coges el autobiis o el metro
presenta el billete y te lo pagaran”.
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Para representarla en el lenguaje logico o simbdlico, consideraremos las siguientes

variables proposicionales:
C : “Coger el paquete”

Q : “Ir a la central”

E : “Entregar el paquete en caja”
A : “Coger el autobiis”

M : “Coger el metro”

B : “Presentar el billete”

P : “Pagar”

La expresion como FBF quedaria como C' A (Q A E)A(AV M — (B — P)).

Consideremos la expresion

““Te llevaré bombones cuando vaya a verte”.

Las variables proposicionales son:
P : “Llevar bombones”
Q : “Ir a verte”
Con ello, la expresion como FBF quedaria Q@ — P.

Finalmente, consideremos la expresion

“No comeré si no hay comida’.

Las variables proposicionales son:
H : “Hay comida”
C : “Comeré”

En este caso, la expresion como FBF quedaria -H — —C.

Una vez definida y reconocida una FBF, la pregunta que surge es:

podemos conocer su valor de verdad?

14
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1.4.1 Valor de verdad

El valor de verdad de una FBF dependera de los valores de verdad de cada una
de las variables proposicionales y del comportamiento de los operadores que
aparezcan en la expresion. Un método es la utilizacion de las tablas de verdad.

Definicién 1.13: Tabla de verdad

Una tabla de verdad es un procedimiento que nos permite obtener los valores de
verdad que toma una FBF a partir de un anélisis ordenado de todas las combinaciones
posibles de valores de verdad de las proposiciones que aparecen en la féormula y de
la actuacién de los operadores sobre ellas. Para ello, se construye una tabla de la
siguiente forma:

1. Columnas:

(a) Pondremos una columna por cada variable que aparezca en la férmula.

(b) Pondremos una columna por cada variable que aparezca negada en la
féormula.

(¢) Pondremos una columna por cada molécula que aparezca en la formula.

(d) Pondremos una columna por cada combinacion de moléculas que aparezca
en la férmula.

(e) Pondremos una columna para la féormula final.

2. Filas: si hay n variables, la tabla tendra 2™ filas. Una forma de escribir las 2™
combinaciones de valores de verdad de las variables a analizar es la siguiente:

(a) En la primera variable (columna), pondremos 2" /2 valores de verdad V
seguidas de 2" /2 valores de verdad F (completando asi las 2" filas).

(b) En la segunda variable, pondremos 2" /22 valores de verdad V, seguidos
de 2™ /2% valores de verdad F, seguidos de 2" /22 valores de verdad V y
seguidos de 2" /22 valores de verdad F (completando asi las 2" filas).

(¢) En la i-ésima variable, pondremos de forma recurrente valores de verdad
V seguidos de 2™ /2° valores de verdad F hasta completar las 2™ filas.

15
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Ejemplo 1.14

A continuacién podemos ver las tablas de verdad correspondientes a algunas FBF:

PlQ|-P|-Q|P—=-Q|-Q—-P|(P—=>Q) —(—-Q—-P)
V| V| F F \Y \Y \)
VIF| F| V]| F F v
F|V]| V F Vv Vv \)
F|F| V V V Vv \)

Tabla 1.6: Tabla de verdad de la expresion (P — Q) — (-Q — —P).
PIQ[RE]-P| Q] R[PAQA-R]|-PV-QVR[PAQA-Ro -PV-QVR
VIVIVI[F[F[F F v F
VIV|F| F|F |V v F F
VIF|V]| F|V]|F F v F
VIF|F| F |V |V F v F
FIV|[V|V | F|F F v F
FIVIF| V| F |V F v F
FIF|V|V |V |F F v F
FIF|F| Vv ]|V ]|V F Y F

Tabla 1.7: Tabla de verdad de la expresion P A Q A -R < —-PV -Q V R.

PIO|R| Q| -R|[PA-Q|QV-ER|(PA-Q) — (QV-R)
VIV|V]F|F F V Y,
VIV|F| F |V F Vv Y,
VIF|V]|V|F Vv F F
VIF|F| V|V Vv Vv \V;
FIV|V]| F|F F Vv \V;
FIV|F| F |V F Vv \V;
FIF|V]|V |F F F \V;
FIF|F| V|V F Vv \V;
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En funcién de su valor de verdad, las FBF se clasifican en tres tipos:

1. Tautologia o teorema: presenta valor de verdad V para cualquier asig-
nacion de sus variables, es decir, que siempre es verdadera (véase como
ejemplo la Tabla 1.6).

2. Contradiccion: presenta valor de verdad F para cualquier asignacion de
sus variables, es decir, que siempre es falsa (véase como ejemplo la
Tabla 1.7).

3. Contingencia: presenta valores de verdad diferentes dependiendo de la
asignacion de sus variables, es decir, que puede ser verdadera o falsa en
funcion de sus proposiciones (véase como ejemplo la Tabla 1.8).

Una férmula que no es contradiccion se dice que es aceptable. Notese que, para
que una FBF sea aceptable, basta que tome valor de verdad V para alguna de
las asignaciones de variables.

El método de las tablas de verdad es muy sencillo y facil de utilizar, simple-
mente conociendo las tablas de verdad de los operadores. Sin embargo, y como
inconveniente, su complejidad aumenta exponencialmente. Mientras que para
una férmula que contenga 3 variables se deben evaluar 2 = 8 combinaciones o
filas, para una que contenga 4 variables requeriria evaluar 16 filas, y para una
que contenga 10 variables el niimero de filas a rellenar seria de 2'° = 1024. Por
ello, es conveniente buscar otros métodos que nos indiquen cuando una FBF
es una tautologia, una contingencia o una contradiccién, de una manera menos
costosa.

1.4.2 Equivalencias

Definicién 1.14: Equivalencia de FBF

Dos FBF a y 8 decimos que son equivalentes (simbolicamente a = )¢ si y solo si la
FBF « <> (8 es una tautologia. Esto es, dos formulas son equivalentes si y solo si para
las distintas asignaciones de valores de verdad de las variables que intervienen en «
y B, éstas tienen los mismos valores de verdad.

%El simbolo de equivalencia légica = no pertenece al lenguaje logico, sino a lo que hemos
denominado metalenguaje o lenguaje natural.
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Ejemplo 1.15

Comprobamos que PV =P = @ V —(Q mediante una tabla de verdad:

P{Q]-P|-Q|PV-P|QV-Q|PV-P<QV-Q
VI V]| F|F Y Vv Y,
V|F| F |V Vv Vv Y,
FIV|V|F Vv Vv v
FIF|V |V Vv Vv v

Tabla 1.9: Demostraciéon de la equivalencia de dos FBF: PV —P = Q V Q.

Obsérvese del ejemplo que, para que dos FBF sean equivalentes, no es condi-
cién necesaria que ambas contengan las mismas variables. Cuando dos FBF
son equivalentes y una determinada variable ocurre s6lo en una de ellas, en-
tonces decimos que el valor de verdad de esa féormula es independiente de esa
variable. Asi, en el dltimo ejemplo, PV =P es independiente de Q, y @ V =@
es independiente de P.

Cuando dos FBF son equivalentes, podemos sustituir una férmula por la otra.
A continuacién se enumeran las equivalencias logicas de uso mas comun que
més adelante utilizaremos.

Proposicién 1.1: Reglas de equivalencia en légica de enunciados

Algunas de las equivalencias mas conocidas en logica de enunciados son®:

EE-1. P A =P =F. Contradiccion.
EE-2. PV —P = V. Tautologia.
EE-3. P A P = P. Absorcion.
EE-4. PV P = P. Absorcion.
EE-5. PAF=F.

EE-6. PAV = P.

EE-7. PVV =V.

EE-8. PVF=P.

EE-9. PAQ = Q A P. Conmutatividad.

18



1.4 Férmulas bien formadas

EE-10. PV Q = Q V P. Conmutatividad.

EE-11. PA(QV R) = (P AQ)V (P A R). Distributiva.

EE-12. PV(QAR)=(PV Q) A (PV R). Distributiva.

EE-13. P = —|(—|P).

EE-14. =(P A Q) =—PV —Q. Ley de Morgan.

EE-15. =(PV Q) = —-P A =Q. Ley de Morgan.

EE-16. P> Q=-PVQ.

EE-17. P - Q = —-Q — —P.

EE-18. P+~ Q=(P—>Q)A(Q — P).

%Las equivalencias de la logica de enunciados se abrevian como EE para distinguirlas de
las equivalencias de la logica de predicados (que se veran mas adelante, en el Capitulo 2),

abreviadas como EP.

Ejemplo 1.16

Todas las reglas de equivalencia pueden demostrarse facilmente mediante tablas de
verdad. A continuacion se demuestran algunas de ellas:

e Demostraciéon de la regla de equivalencia EE-4.:

P|PVP| P& PVP
V v
F V

Tabla 1.10: Demostracion de la regla de equivalencia EE-4.

e Demostracion de la regla de equivalencia EE-13.:

P| =P | =(~P) | P& =(-P)
V| F Y Y
Y F v

Tabla 1.11: Demostracion de la regla de equivalencia EE-13.
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e Demostracion de la regla de equivalencia EE-14. (Ley de Morgan):

P Q =P —\Q P/\Q _|(P/\Q) PV _|Q —\(P/\ Q) =PV —|Q
V|V F F V F F Vv
V| F F \% F V V \"
F|V|V F F V \% Vv
F|F| V \% F \% \% \%

Tabla 1.12: Demostracién de la regla de equivalencia EE-14.

En futuros ejemplos y ejercicios, emplearemos las equivalencias para simplifi-
car formulas e incluso, en algunos casos, deducir si la FBF resultante es una
tautologia o una contradiccion.

1.4.3 Reglas de inferencia

Una regla de inferencia es una construcciéon logica que nos permite inferir la
verdad de una FBF a partir de la verdad establecida en otra u otras.

Definicién 1.15: Regla de inferencia de FBF y validez

Dadas las FBF a1, as, ..., ar, también denominadas premisas, y la FBF 8, también
denominada conclusion, se define la regla de inferencia®

{0(1,0(2,...,0%} ):ﬂ
como la FBF
arNag A~ Nag, — 8

Diremos que la regla de inferencia es valida si y sélo si su FBF es una tautologia.

“Nétese que el simbolo = utilizado para la regla de inferencia no pertenece al lenguaje
l6gico (no es un operador logico), sino al metalenguaje.

Una interpretacion de la regla de inferencia es que podemos deducir que la
proposiciéon S es cierta una vez se ha demostrado que a;q, i, . . ., ay son ciertas.

A continuacion se muestran las reglas de inferencia de uso mas comun.
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1.4 Férmulas bien formadas

Proposicion 1.2: Reglas de inferencia en légica de enunciados

Algunas de las reglas de inferencia en logica de enunciados mas conocidas son®:

IE-1. {P,Q} = P A Q. Conjuncion.

IE-2. {P A Q} = P. Simplificacion.

IE-3. {P A Q} E Q. Simplificacion.

IE-4. {P} = PV Q. Adicion.

IE-5. {Q} £ PV Q. Adicion.

IE-6. {P,P — Q} E Q. Modus ponens.

IE-7. {-Q,P — Q} E —~P. Modus tollens.

IE-8. {=P,PV Q} E Q. Silogismo disyuntivo.

IE-9. {P — Q,Q — R} E P — R. Silogismo hipotético.
IE-10. {P = Q,R— S} E (PAR) = (QAS).

IE-11. {PVQ,~PVQ} Q.

%Las reglas de inferencia de la l6gica de enunciados se abrevian como IE, para distinguirlas
de las reglas de inferencia de la légica de predicados (que se veran méas adelante, en el Capitulo
2), abreviadas como IP.

Ejemplo 1.17

Todas las reglas de inferencia pueden probarse mediante el método de la tabla de
verdad o recurriendo a las reglas de equivalencia. A continuaciéon se demuestran
algunas de ellas:

e Demostracion de la regla de inferencia IE-7. (Modus tollens):

PlQI Q| P=2Q|-QAP=Q) | QNP=Q)> P
VIV]|F Y F Y
V|F|V F F Y
Flv| F Vv F Y
FIF| V Y Vv Y

Tabla 1.13: Demostraciéon de la regla de inferencia Modus tollens TE-7.
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e Demostracion de la regla de inferencia IE-6. (Modus ponens): otra opciéon para
demostrar las regla de inferencia es emplear las reglas de equivalencia vistas
anteriormente. Para la regla de inferencia Modus ponens IE-6., se desarrollaria
del siguiente modo:

{PA(P—Q)}= (EE-16.) PA (=P V Q)
(EE-17.) (PA-P)V P A Q)

(EE-1.) FV(PAQ)

= (EE-8.) PAQ

E (IE-2) Q

e Demostracion de la regla de inferencia IE-11.:

P[Q]P|PVQ[-PVQ|[(PVQA(PVQ [(PVQAPVQ) = Q
V{V[F | V Y Y Y
VIF| F | Vv F F Y
FIV| Vv | Vv v v Y
FIF| Vv | F v F Y

Tabla 1.14: Demostracion de la regla de inferencia IE-11.

Definicién 1.16: Falacia

Una falacia se define como un argumento o una supuesta regla de inferencia, aparen-
temente logica, pero que no lo es.

Ejemplo 1.18

En logica, dos errores o falacias comunes en el mal uso de las reglas de inferencia son:

e la falacia de la negacion del antecedente:
{a— B, —a} E 4.

Un ejemplo de esta falacia serfa: “Si llueve («v), entonces el asesino se moja ().
No esta mojado (—a). Por lo tanto, no es el asesino (—f3)”.
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e la falacia de la afirmacién del consecuente:

{a— 8,8t Ea

Un ejemplo de esta falacia serfa: “Si llueve («v), entonces el asesino se moja ().
Estd mojado (B). Por lo tanto, es el asesino (o)”.

Ninguna de las dos es cierta, y es facil comprobar a partir de las FBF equivalentes
que no son tautologias.

Otra falacia menos habitual en logica, pero no por ello menos empleada (por ejemplo,
eries de television o los discursos politicos), es el conocido argumentum ad hominem
o falacia ad hominem. Este argumento se basa en otorgar veracidad o falsedad a
una afirmacion en funcion de quién la emite. Por ejemplo, si el sujeto A afirma
un razonamiento B, y percibimos algo cuestionable en A, concluimos que hay algo
cuestionable en B. La falacia se podria expresar como

{El sujeto A afirma B, A es cuestionable} = B es cuestionable.

1.4.4 Métodos de demostracion

Una de las aplicaciones més extendidas en la logica es determinar cuando una
conclusiéon C' se deduce de una o varias premisas Pi, P, ..., P, o lo que es lo
mismo, si la FBF PP A P, A --- AP, — C asociada a la regla de inferencia
{P,P,--- P} = C es una tautologia. Para estudiar los métodos de demos-
tracién, tomaremos como referencia la tabla de verdad del implicador

(Tabla 1.4),

a|B|la—p
VIV V
VI|F F
F |V V
FI|F V

en la que el antecedente a = Py AP, A--- A Py es la conjuncion de las premisas,
y el consecuente 8 = C es la conclusion.
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Demostracion trivial

Si el consecuente 8 de la implicacion es cierto (V), entonces concluimos que
la implicacién siempre es cierta, independientemente del valor del antecedente
a. A esta demostracion se le conoce como demostracion trivial, y su regla de
inferencia viene dada por

{8} Fa—p.

T < <R

B
¥
Y

<< Tng|l

Ejemplo 1.19

Dada la proposicién
PV(QA-R)— (PAQ)V-PV-Q,

analizamos el valor de verdad del consecuente para llevar a cabo la demostracion tri-
vial. Aplicando las reglas de equivalencia EE-14. y EE-2. para simplicar la expresion,
deducimos que

(PAQ)V-PV-Q=(PAQ)V-(PAQ)=aV-a=V.
N——

«@
Habiendo deducido que el consecuente siempre es cierto, entonces la implicaciéon es

una tautologia por demostracién trivial, independientemente del valor de verdad del
antecedente.
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El esquema de la prueba puede escribirse del siguiente modo:
Demostracion. Por demostracion trivial.

1 (PAQ)V-PV-Q Consecuente
2 (PAQ)V—=(PAQ) 1, EE-14. (Morgan), EE-2. (Taut.)
3 PV(QA-C)— (PAQ)V-PV-Q Dem. trivial

Demostracion vacia

Si el antecedente a de la implicacion es falso (F), entonces la implicacion siem-
pre es cierta, independientemente del valor del consecuente 5. A esta demos-
tracién se le conoce como demostracion vacia, y su regla de inferencia viene
dada por

{mo}Ea—p
« 8| a—p
Vv Vv Vv
\Y F F
\Y Vv
F Vv

Ejemplo 1.20

Dada la proposicién
AN-A— BVC,

observamos que el antecedente A A = A = F por la regla de equivalencia EE-1. Por lo
tanto, la implicaciéon siempre seré cierta, sin importar el valor del consecuente.
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Demostracion. Por demostracion vacia.

1 AN-A Antecedente, EE-1. (Contr.)
2 AN-A— BVC Dem. vacia

Demostracion directa

Si el antecedente a de la implicacion es cierto (V), entonces la implicacion
es cierta siempre que el valor del consecuente o conclusién 8 también lo sea.
A esta demostracion se le conoce como demostracion directa, y su regla de
inferencia viene dada por

{a, Bt Fa— 8.
« B |a—p
V) [v| v
V |F| F
F \ \)
FOF| v

Ejemplo 1.21

Dada la proposicién
(PAQ—=-R)A(PVQ — R)— (P— —Q),

demostramos directamente el consecuente, P — —() partiendo de las dos premisas
que forman el antecedente, (PAQ) — Ry PV Q — R.

26



1.4 Férmulas bien formadas

Demostracion. Por demostracion directa.

1 (PNQ—-R)AN(PVQ— R) Hipotesis: antecedente cierto
2 PAQ — —R 1, IE-2. (Simplif.)

3 PVQ—>R 1, IE-2. (Simplif.)

4 P Hipotesis: P (antecedente) cierto
5 PVQ 4, TE-4. (Ad.)

6 R 3, IE-6. (MP)

7 R— —-(PAQ) 2, EE-17.

8 ~(PAQ) 6, 7, IE-6. (MP)

9 =PV -Q 8, EE-14. (Morgan)
10 -Q 4,9, IE-8. (SD)
11 P — -Q 4, 10, Dem. directa

Ejemplo 1.22

Queremos demostrar, de forma directa, que la conclusién C se deduce de las premisas
Py, P, y P;, donde

Pi: PAQ — R.
P PVvQ—U.
Ps: R— —U.

C: P— Q.
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Demostracion. Por demostracion directa.

1 P

2 PVQ

3 PVQ-—U
4 U

5 R — U
6 U— -R
7 R

8 PAQ — R
9 || ~(PAQ)
10 =PV -Q
11 -Q

12 P — —Q

Demostracion indirecta

Hipotesis: P (antecedente) cierto

1, IE-4. (Ad.)
Py

2, 3, IE-6. (MP)
Ps

5, EE-17.

4, 6, IE-6. (MP)
Py

7,8, IE-7. (MT)
9, EE-14. (Morgan)
1, 10, IE-8. (SD)
1, 11, Dem. directa

Si el consecuente § de la implicacion es falso (F), entonces la implicacion es
cierta siempre que el valor del antecedente o también sea falso (véase la regla
de equivalencia EE-17.). A esta demostracion se le conoce como demostracion
indirecta, y su regla de inferencia viene dada por

{=8, ma} Fa—p.

g

m <L e

@<‘n<m

< <7
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Ejemplo 1.23

Dada la proposiciéon

(PANQ—-R)AN(PVQ — R)— (P— —Q),

demostramos indirectamente negando inicialmente el consecuente, (P — —=Q).

Demostracion. Por demostracion indirecta.

)

8 =((PANQ — —-R)A(PVQ — R))

2 || ~(-Pv-Q)
3 ~(=(PAQ))
4 PAQ
5 P
6 Q
7 PVQ
9 PAQ — R

10 ‘ -R

11 PVQ@—R

12 ‘ R

13 —(RA-R)

14 -RVR=V

15 (P —-Q) = ((PANQ— -R)A(PVQ — R))
16 (PAQ—=-R)AN(PVQ — R)— (P——Q)

Hipotesis: consecuente falso
1, EE-16.

2, EE-14. (Morgan)

3, EE-13.

4, IE-2. (Simplif.)

4, IE-2. (Simplif.)

5, IE-4.

Hipotesis: antecedente falso
8, [E-2. (Simplif.)

4,9, IE-6. (MP)

8, IE-2. (Simplif.)

7, 11, IE-6. (MP)

8, 10, 12, IE-1. (Conj.)

13, EE-14. (Morgan), EE-2. (Taut.)

1,8, 14
12, Dem. indirecta (EE-17.)
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Ejemplo 1.24

Queremos demostrar, de forma indirecta, que la conclusion C' se deduce de las pre-
misas Pi, P> y Ps, donde

Pi: PAQ— R.
P: PVQ—U.
Ps: R— —U.

C: P — —Q.

Demostracion. Por demostracion indirecta.

1 Q Hipotesis: @ (consecuente) falso
2 PVQ 1, IE-4.

3 PVQ—U P>

4 U 2, 3, IE-6. (MP)

5 R— U Ps

6 -R 4, 5, IE-7. (MT)

7 PANQ— R P

8 ~(PAQ) 6, 7, IE-7. (MT)

9 -PV-Q 8, EE-14. (Morgan)
10 -P 1, 9, IE-8. (SD)
11 Q — P 1, 10, Dem. directa
12 P — -Q 11, Dem. indirecta

Demostracion por contradiccion

Si el antecedente o de la implicacion es cierto (F) y el consecuente [ es fal-
so, entonces la implicaciéon es falsa. A esta demostracion se le conoce como
demostracion por contradiccion o por reduccion al absurdo.
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<< =7 <!

-n<@<m

[0
V
V)
F
=

La reduccion al absurdo consiste en asumir que la FBF del antecedente o es
falsa, o equivalentemente, asumir que -« es cierta. Si partiendo de esta hipo-
tesis, se alcanza alguna contradiccion P A =P, donde P es alguna proposiciéon
de la féormula, entonces podemos afirmar que -« - PA—P. Como PA—-P =F
(regla EE-1.), y —a = V, deduciriamos que la implicacion —o« — P A =P es
falsa, es decir, que el suponer —a = V nos conduce a una contradiccion (o
absurdo). Por lo tanto, se concluye que o = V.

Formalmente, si queremos demostrar que o — 3 por reduccién al absurdo,
inicialmente asumimos que —(a — f3) es cierto. Aplicando equivalencias, de-
ducimos que

—(a = B) =gp-16. (@ V B)=gp15. a A

Por tanto, para demostrar por reduccion al absurdo o« — 3, partimos de que
a A —f es cierto, es decir, que el antecendente « es cierto y que el consecuente
S es falso (que —f es cierto).

Ejemplo 1.25
Dada la proposicion
(PAQ—=-R)A(PVQ — R)— (P— —Q),

asumimos el consecuente como falso para llegar a una contradicciéon, y por lo tanto
demostrar que la implicaciéon es cierta. Formalmente, partimos de que

(PANQ—-R)AN(PVQ — R)A=(P — Q)

es cierto.
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Capitulo 1. Légica proposicional

Equivalentemente, por simplificacion, podemos afirmar que son ciertas las siguientes

proposiciones:

e PNQ — —R
e PVQ — R

° —\(P — _\Q)

Demostracion. Demostraciéon por reduccion al absurdo.

1 (P — —Q) Hipotesis: consecuente falso
2 ~(=P V =Q) 1, EE-16.

3 —(~(PAQ)) 2, EE-14. (Morgan)

4 PAQ 3, EE-13.

5 P 4, IE-2. (Simplif.)

6 Q 4, TE-2. (Simplif.)

7 PVQ 5, IE-4. (Ad.)

8 (PAQ—-R)A(PVQ—R) Hipotesis: antecedente cierto
9 PAQ— R 8, IE-2. (Simplif.)
10 PVQ—R 8, IE-2. (Simplif.)
11 PAQ — R 9
12 ‘ -R 4,9, IE-6. (MP)
13 PVQ@—R 10
14 ‘ R 7, 10, IE-6. (MP)
15 RA-R=F 12, 14, IE-1. (Conj.), EE-1. (Contr.)
16 (PANQ—=-R)AN(PVQ—R)— (P— Q) 15, Dem. por contradiccién

|
Otra forma de resolver una demostracién por contradicciéon es construir una tabla de
verdad del siguiente modo:

1. En la primera fila, se le asigna al operador principal el valor de verdad F,
indicando de este modo que la féormula se asume como falsa.

2. En las siguientes filas, se van reemplazando los valores de verdad que han de
tener las distintas variables, para que la formula sea falsa, hasta que se alcanza
una contradiccién.
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En nuestro caso, aplicamos el procedimiento del siguiente modo:

1. Consideremos la férmula falsa.

(PNQ—-RAN(PVQ—R) — (P—-Q)
F

2. La implicacién sélo puede falsa cuando el antecedente es verdadero y el conse-

cuente falso.

(PNQ@—-R) N (PVQ—R) (P — Q)

=
F
Vv F

3. La conjuncion es cierta cuando lo son cada una de las formulas. La implicaciéon
es falsa cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso.

(PNQ — -R) N PVQ — R) — (P — -Q)
F
v F F
\% V \% F V F F

4. De la tabla anterior hemos deducido que los valores de verdad P=Vy Q =V,
por lo que los sustituimos en el resto de la férmula.

(P N Q@ - R AN (P V Q —- R — (P — -Q)
F
v F F
Vv V Vv F V F F
V V Vv vV VvV vV Vv F V F F
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Capitulo 1. Légica proposicional

5. Conocidos los valores de verdad de P y @, obtenemos los valores de verdad
resultantes operando con ellos.

P N Q@ —- -R AN PV Q —- R — (P = -Q
F
v F F
v v v F V F F
v VoV VoV VoV F V F F
vvvyv (v vvvvv V) FV F F

6. Puesto que los dos implicadores del primer miembro son verdaderos y los ante-
cedentes en ambos casos (conjuntor y disyuntor) también lo son, necesariamente
los consecuentes deben ser verdaderos. Sin embargo, se llega a la contradiccion
R=Vy-R=V.

Por lo tanto, se concluye que la suposicion de que la implicacién (P A Q — —R) A
(PVQ — R) — (P — —Q) es falsa no puede hacerse y, por consiguiente, la formula
es cierta”.

%En el enlace https://www.youtube.com/watch?v=07LOh4Sa5qE se puede encontrar un
video explicativo sobre la aplicaciéon del método paso a paso.

Ejemplo 1.26

Queremos demostrar, por contradiccion (o reducciéon al absurdo), que la conclusion
C se deduce de las premisas Pi, P> y Ps, donde

Pi: PAQ - R.
P: PVQ —U.
P3: R— —U.
C: P— Q.
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1.5 Ejercicios propuestos

Demostracion. Demostraciéon por reducciéon al absurdo.

1.5 Ejercicios propuestos

10

11

12

13

14

-(P = Q)
~(~PV Q)
PAQ

Hipotesis: conclusion falsa
1, EE-16.

2, EE-15. (Morgan)
3, IE-2. (Simplif.)
3, IE-3. (Simplif.)
4, IE-4. (Ad)

P

3,7, IE-6. (MP)
P

6,9, IE-6. (MP)
Ps

8, 11, IE-6. (MP)

10, 12, IE-1. (Conj.), EE-1. (Contr.)

Dem. por contradiccion

Ejercicio 1.1

Sean las premisas y la conclusién:
P
Ps:
Ps:

C:

Demuestre que la regla de inferencia {P1, P2, P3} |= C' es valida.

-P 5 QVR.

S — -QVR.

-PA-R.

=S.
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Ejercicio 1.2

Sean las premisas y la conclusion:
Pi: 2UVVV-Q.
Pz: (U/\"V)\/P.
P3: SANT —-PAQ.

C:. =TV -S.

Demuestre que la regla de inferencia {Py, P2, P3} |= C' es valida.

Ejercicio 1.3

“Esta tarde no es soleada y es mas fresca que la de ayer. Yo voy a nadar sélo si sale
el sol. Si no voy a nadar, entonces haré un viaje en canoa. Si hago un viaje en canoa,
volveré a casa antes de la puesta de sol”. Demuestre que “estaré en casa antes de la
puesta de sol”.

Ejercicio 1.4

“Si me mandas un e-mail, entonces acabaré de escribir el programa. Si no me mandas
un e-mail, entonces me iré a dormir pronto. Si voy a dormir pronto, me levantaré
descansado”. Demuestre que “si no acabo el programa, me levantaré descansado”.

Ejercicio 1.5

w

6

“Si compro kiwis y compro manzanas, entonces haré para merendar una macedonia
de kiwi y manzana o un batido de kiwi y manzana. Si tengo poco dinero, entonces
ahorraré una parte del dinero y compraré manzanas. Si ahorro una parte del dinero,
entonces compraré kiwis. No me he hecho un batido de frutas”. Demuestre que “si
tengo poco dinero, entonces merendaré una macedonia de kiwi y manzana’.



Capitulo 2

Logica de predicados

2.1 Introduccion

Los limites de la légica proposicional quedan evidenciados simplemente obser-
vando la complejidad del lenguaje humano. Por ejemplo, si consideramos las
oraciones “Juan es trabajador” y “Pepe es trabajador”, y queremos expresarlas
mediante proposiciones logicas, deberiamos utilizar proposiciones distintas pa-
ra cada una de ellas. Sin embargo, la simbologia no revelaria las caracteristicas
comunes de estas dos oraciones. Resulta evidente que ‘“ser trabajador” es un
atributo comun de Pepe y de Juan. Por lo tanto, si introducimos algtn simbolo
para poder indicar ser trabajador como atributo comun de ciertos elementos
y un método que nos permita conjuntarlo con los nombres de los individuos,
tendremos un sistema - la ldgica de predicados - que nos permitiré representar
oraciones sobre cualquier individuo que sea trabajador.

La parte ser trabajador de las oraciones anteriores es un predicado. Cualquier
predicado describe alguna propiedad sobre uno o més objetos a los que hace
referencia. Formalmente, simbolizamos los predicados con letras mayisculas, y
los objetos o individuos con letras miniusculas. De este modo, podemos expresar
una oracién simbolicamente en términos de letras de un predicado seguidos de
un nombre o nombres de los objetos a los cuales se aplica el predicado. Asi,
si T representa el predicado ser trabajador, j representa a Juan y p a Pepe,
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Capitulo 2. Légica de predicados

entonces las afirmaciones “Juan es trabajador” y “Pepe es trabajador” pueden
expresarse como 1'(j) y T(p), respectivamente.

Por otro lado, si tenemos expresiones del tipo

“Todos los péajaros tienen plumas. Una gaviota es un pajaro. Entonces una
gaviota tiene plumas”,

la tercera expresion, la conclusion, se deduce de las dos anteriores, las premi-
sas. La conclusiéon intuitivamente es cierta, pero no se sigue de las reglas de
inferencia, ni de las reglas de equivalencia estudiadas en légica proposicional.
De hecho, el objeto y el predicado de ambas premisas no pueden separarse
como proposiciones o enunciados. Por el contrario, la validez de la conclusion
se deriva del hecho de que:

1. el predicado tener plumas que se aplica sobre los Todos los pajaros les
confiere a todos los individuos del conjunto pdjaros la propiedad que
describe el predicado.

2. el predicado ser pdjaro, que se aplica sobre el individuo Una gaviota, le
confiere al individuo la propiedad de ser pajaro. A su vez, a los individuos
con la propiedad ser pdjaro se les aplica la propiedad de tener plumas,
segin la primera premisa.

Construcciones similares abundan en matemaéticas. Por ejemplo:

e “Para cualquier valor del dominio, su imagen mediante la funcién f, es
siempre la misma.”

e “Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado de extremos a y b,
y derivable en el intervalo abierto de extremos a y b, con derivada nula,
entonces dicha funcién es constante en el intervalo cerrado de extremos a

y b.77
También en cualquier ciencia aparecen expresiones de este tipo:

e Fn informatica: “Dado un programa P, para todas las posibles entradas
x, en una entrada de x, el programa P se detiene o produce un valor de
salida x.”

e En medicina: ‘“Todos los estimulantes poseen capacidad estimulante o,
asimismo los més selectivos poseen capacidad estimulante 3.”
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e En quimica: “Los sulfuros pueden obtenerse neutralizando los hidréxidos
alcalinos solubles con acido sulfhidrico.”

Para extender la logica de enunciados a la logica de predicados (o también
llamada logica de primer orden), es necesario adaptar las reglas y métodos de la
logica de enunciados a un nuevo marco de referencia. Por ello, en este capitulo
presentamos un estudio detallado de los denominados cuantificadores y de sus
propiedades, las nuevas reglas de equivalencia e inferencia, y los métodos de
demostracion propios de la logica de predicados.

2.2 Logica de predicados

Definicién 2.1: Predicado

Definiremos predicado, P (x1, T2, . . ., Tn), como una aplicaciéon de las variables x;,
i=1,2,...,n en los valores de verdad V y F.

A las z; se les llama variables o parametros, P es el nombre del predicado, y n es el
grado del predicado.

Utilizaremos las dltimas letras del alfabeto, x,y, z,t,w,... para indicar las
variables, y las primeras, a,b,c,... para indicar las variables que toman un

valor constante.

Ejemplo 2.1

Definimos los siguientes predicados y su grado:

V. si
Mayor(z,y) = M(z,y) := {z > y} = { » TPV (grado 2)
F, six<y
V, siz<y
Menor(z,y) = m(z,y) :={z <y} = ) (grado 2)
F, sizx>y

V, si =
Suma(z,y,z) = S(z,y,2) :={x+y ==z} = { ) SITHY =2 (grado 3)
F, otro caso
. . V, six es primo
Primo(z) = P(x) := {z es primo} = (grado 1)
F, otro caso
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Para simplificar la notacién, a la hora de definir un predicado, solamente indi-
caremos el caso en el que toma el valor de verdad V, asumiendo que, en caso
contrario, toma el valor F.

2.2.1 Cuantificadores

Al definir un predicado P, es necesario saber sobre cuantos valores de sus
variables se satisface. No es lo mismo el resultado de un predicado si solo
es verdadero para unos valores concretos de sus variables que si es verdadero
para todos los posibles valores que puedan tomar. La cuestion, por lo tanto, es,
scomo podemos cuantificar los predicados? Para dar respuesta a la pregunta,
se definen los cuantificadores, que son simbolos 16gicos que nos indican para
cuéntos valores de la variable el predicado es verdadero.

A continuacion definimos dos tipos de cuantificadores, y mostramos su aplica-
cién en diferentes ejemplos.

Definicién 2.2: Cuantificador universal

El cuantificador universal, que se representa por el simbolo V y se expresa como
Vx P(z) o para todo x P(z), indica que, para cualquier valor de la variable z, el
predicado P(z) toma valor de verdad V.

Ejemplo 2.2

Dada la afirmacion “Todos los hombres son respetados.”, definimos los predicados

R(z) = {z es respetado}
H(z) = {z es un hombre}

y escribimos
Vz H(z) — R(z).

Esta expresion se leeria como: “Para todo valor de z, si H(z) toma valor de verdad
V (H(z) es verdadero), entonces R(x) toma valor de verdad V (R(z) también es
verdadero)”.
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Dada la afirmacion “Si x es mayor que y, entonces y es menor que z”’, tomando los
predicados Mayor y Menor definidos en el Ejemplo 2.1, escribimos

VaVy M(z,y) — m(y, ).

Esta expresion se leerfa como: “Para todo valor de z y para todo valor de y, si M (z, y)
es verdadero, entonces m(z,y) también es verdadero”.

Definicién 2.3: Cuantificador existencial

El cuantificador existencial, que se representa por el simbolo 3, se expresa como
Jz P(z) y se lee como eziste = tal que P(x), indica que el predicado P(z) toma el
valor de verdad V para algin valor de x.

Ejemplo 2.3

Dada la afirmacion “Algtin hombre es trabajador.”, definimos los predicados

T(z) := {x es trabajador}
H(z) := {x es un hombre}

y escribimos
dz H(z) AT (z).

Esta expresion se leerfa como: “Existe algun valor z tal que H(z) y T'(z) son ambas
verdaderas para dicho valor”.

Dada la afirmacion “Dado un entero a, siempre hay otro entero menor”, tomamos el
predicado Menor definido en el Ejemplo 2.1, definimos el predicado

Z(x) := {x es un entero}
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y escribimos
Z(a) = 3y Z(y) Am(y, ).

Esta expresion se leerfa como: “Dado un numero a tal que Z(a) es verdadero, entonces
existe algun valor y tal que Z(y) y m(y, a) son ambas verdaderas para dichos valores”.

Tal y como hemos comprobado en los anteriores ejemplos, el uso de cuantifica-
dores y de logicas de primer orden nos permite ampliar el campo de aplicaciéon
de las logicas que hasta el momento habfamos estudiado.

Definicién 2.4: Rango, variables acotadas y libres

Llamaremos rango de un cuantificador a la Férmula Bien Formada (expresion cons-
truida con la gramatica de predicados y variables definidas) sobre la que actua.

Decimos que una variable x estd acotada por un cuantificador si esté dentro del rango
de dicho cuantificador. Una variable que no esté acotada por un cuantificador diremos
que es libre.

Ejemplo 2.4

Retomando el segundo caso del Ejemplo 2.3,
Z(a) — 3y Z(y) Am(y, a),

la variable y esta acotada por el cuantificador existencial (Jy), puesto que esta conte-
nida dentro del rango del cuantificador (es decir, dentro de la férmula sobre la que se
aplica el cuantificador existencial) y la variable a no esta acotada por el cuantificador
existencial, ya que se encuentra fuera de su rango. En otras palabras, el cuantificador
restringe los valores que la variable acotada y (sobre la que actia) pueden tomar.

Llegados a este punto es importante remarcar que, en cualquier formula, cual-
quier ocurrencia de una variable debe estar acotada. Por lo tanto, cuando
aparezca una variable libre en una formula, entenderemos que viene acotada
por un cuantificador universal. Formalmente, es lo mismo escribir

dz P(z,y) que Yy 3dz P(z,y).
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Notese también que, cuando una variable estd acotada por un cuantificador,
cualquier letra puede ser utilizada para representar la variable sin que afecte a
la formula, siempre y cuando esa misma letra no aparezca ya en dicha formula.
Asi, es lo mismo escribir

Vz P(x,y) que Vz P(z,y),
y también significa lo mismo
Jz P(z) que 3t P(t).
Sin embargo, no serfa lo mismo
Va P(x,y,z) que Vz P(z,y,z2),

ya que, en el primer caso, el cuantificador universal tan solo acota a la primera
variable del predicado, mientras que, en el segundo caso, el cuantificador esta
acotando a la tercera variable del predicado, por la notacién escogida.

Definicién 2.5: Constante

Una constante es una variable que toma un valor concreto de su dominio dentro de
una féormula.

Ejemplo 2.5

Dada la afirmacion “Hay nimeros mayores que a”, tomamos el predicado Mayor,
definido en el Ejemplo 2.1, y escribimos

Iz M(z,a),

donde a actia como constante.

Dada la afirmaciéon “Cualquier nimero natural es mayor que 0.”, tomamos el predicado
Mayor, definido en el Ejemplo 2.1, y definiendo

N(z) := {z es un natural},
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escribimos
Vo N(z) — M(z,0),

donde 0 acttia como constante.

Sin embargo, la sustitucién de una variable por una constante no puede llevarse
a cabo de manera arbitraria, sino que deben seguirse dos reglas:

a) Cuando z sustituye una variable libre por una constante, debemos susti-
tuir todas las ocurrencias de la variable.

b) Si una féormula tiene cuantificadores, nunca se deberé sustituir una varia-
ble acotada por estos cuantificadores.

Ejemplo 2.6

Dada la expresion
Jz Yy Vz S(z,y,2) AN M(z,y) A P(z),
si fijamos la variable y = 4, entonces tenemos que
Jx Vz S(z,4,2z) AN M(z,4) A P(x),
y si adicionalmente fijamos z = 2, entonces

Vz S(2,4,2) A M(2,4) A P(2).

Nota Si analizamos el valor de verdad de un predicado acotado por un
cuantificador, observamos que:

o YV P(z) es verdadero (valor verdad V) cuando el predicado P(x)
es verdadero para todos los valores de x, y Vo P(z) es falso (valor
verdad F) cuando P(x) es falso para algin valor de x.

e Jx P(z) es verdadero cuando exista algin valor de x para el cual
P(z) sea verdadero, y serd falso cuando P(x) sea falso para todo
valor de x.
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2.2.2 Universo del discurso

Al tomar predicados, surgen inmediatamente algunas preguntas en relacion a
las variables: sQué valores toman las variables? ;Son independientes dichos
valores de las formulas?

Definicién 2.6: Universo del discurso

Dada una formula o donde aparezcan distintas variables de predicado z1, x2, 23 ... Zn,
llamaremos universo del discurso U, o simplemente universo, al conjunto de todos
los valores que pueden tomar esas variables (también se conoce como dominio).

Es evidente que, si las formulas se aplican sobre el universo, la eleccién del
mismo puede cambiar el resultado de una formula (véase el Ejemplo 2.7).
En general, el universo contendra todo aquello que se puede conceptuar. Sin
embargo, en ocasiones resulta conveniente hacer una eleccion restringida del
universo, ya que una eleccién inadecuada, por defecto o por exceso, daria lugar
a formulas innecesariamente complejas o imposibles.

Ejemplo 2.7

Sea P(z) = {x es menor que 100}, y sean las férmulas siguientes:
a) Vz P(x).
b) 3z P(z).

Consideremos los universos U; = {1, 2, 3,4}, U = {10, 100, 1000} y
Us = {1000,2000,3000}. Entonces tenemos que

a) Vz P(z) es verdadero para el universo U1, ya que todos sus elementos cumplen
el predicado (son menores a 100), pero falso para Uz y Us (existen algunos
valores que no lo cumplen).

b) Jx P(z) es verdadero para U; y Uz, puesto que en dichos universos existe al
menos un valor que cumple el predicado (que es menor a 100), pero es falso
para Us (ningtn valor es menor a 100).
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2.3 Logicas de primer orden

Definicién 2.7: Légicas de primer orden

Las Ldgicas de primer orden se definen inductivamente como:

i) Todas las variables proposicionales z, los predicados P(x) y los valores de ver-
dad V y F son légicas de primer orden. Un predicado con alguna de sus variables
constante es una légica de primer orden.

ii) Si @ y B son logicas de primer orden, cualquier combinacién haciendo uso
correcto de los operadores logicos y de los parentésis es una logica de primer
orden, siempre y cuando todas las ocurrencias de todos los predicados con el
mismo nombre tengan el mismo ntimero de variables.

iii) Si « es logica de primer orden y z no esta ya acotada dentro de «, las féormulas
con cuantificadores como Vx o o 3= « son légicas de primer orden.

iv) No hay mas logicas de primer orden.

Veamos en el Ejemplo 2.8 la importancia de definir correctamente las féormulas
y entender cémo se aplican los conectores en la logica de primer orden.

Ejemplo 2.8

Supongamos las siguientes afirmaciones:
a) “Todos los enteros son racionales”
b) “Algun entero es negativo”
Para formalizar ambas afirmaciones, definimos los predicados
Z(z) = {x es un entero},
Q(z) = {z es un racional},
N(z) = {x es negativo},

y el universo del discurso particular

U = {7,23,V/2, Haendel, Bach}.
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Por lo tanto,

a) “Todos los enteros son racionales” puede escribirse como

Vo Z(z) = Q(x).

Si aplicamos la légica sobre los elementos del universo U, observamos que

rz="7:
r=23:
T=v2:

x = Haendel :
x = Bach :
Vo :

Z(1) = Q(M=V—=>V=V

Z(23) 5 Q(23) =V = V =V

Z(V2) > Q(V2) =F s F=V
Z(Haendel) — Q(Haendel) =F - F =V
Z(Bach) — Q(Bach) =F - F =V
Z(x) > Qx)=V

Observamos que el implicador mantiene la afirmacion inicial de que todos los
nameros naturales son racionales, incluso habiendo elementos del universo que
no son naturales ni racionales (de hecho, que ni siquiera son nimeros).

Podria pensarse que otra forma de escribir la afirmacién es

Va Z(2) A Q(a),

pero al aplicarla sobre el universo U, comprobamos que arroja resultados inco-

rrectos:

rz="7:
r=23:
r=2:

x = Haendel :
x = Bach :
Ve :

Z(MHAQ(T)=VAV=V
Z(23)AQ(23)=VAV=V
Z(V2)AQ(V2)=FAF=F
Z(Haendel) A Q(Haendel) = FAF =F
Z(Bach) A Q(Bach) =FAF=F
Z(x) A Q(x) =F

En caso de emplear el conjuntor, cuando aparecen elementos que no cumplen
alguno de los dos predicados, la logica de primer orden es falsa. Por ello,
estarfamos afirmando que en nuestro universo U existen nimeros naturales
que no son racionales cuando, en realidad, todos los ntimeros naturales que
encontramos en el universo son racionales.

47



Capitulo 2. Légica de predicados

b) “Algun entero es negativo” puede escribirse como

Jz Z(x) A N(z).

Si de nuevo analizamos todos los elementos del universo U, observamos que

r=7:
r=23:
z=2:

x = Haendel :
x = Bach :
Jx :

En este caso, observamos que el conjuntor tan solo considera aquellos elementos
que cumplen los dos predicados, es decir, que son naturales y negativos.
el universo U, vemos que no existen naturales negativos, tal y como indica la

logica de primer orden.

Z()AN(T)=VAF=F
Z(23)ANQ(23) =VAF=F
Z(V2)AN(V2)=FAF=F
Z(Haendel) A F(Haendel) = FAF =F

Z(Bach) A F(Bach) =FAF=F
Z(x)NQ(x)=F

Si se plantease como alternativa

observamos cémo esta légica no es correcta al aplicarla sobre el universo U, ya

que

=3
z=23:
r=v72:

x = Haendel :
z = Bach :
dx :

En caso de emplear el implicador, observamos que elementos que no cumplen
alguno de los predicados son ciertos. En este caso, estariamos afirmando que
en nuestro universo U existen nimeros naturales que son negativos, cuando

Vo Z(z) = Q(z),

(

(
Z(vV2) > N(V2)=F 5 F=V
Z(Haendel) — N (Haendel) =F - F =V
Z(Bach) — Q(Bach) = F — F = V
Z(x) > Q(x)=V

podemos comprobar que todos los naturales que aparecen son positivos.

48

En



2.8 Ldogicas de primer orden

Es importante resaltar que, si queremos simbolizar expresiones del tipo “Todo
A implica B” (donde A = A(z) y B = B(z) son predicados), la expresion
adecuada es la condicional

Vo A(z) — B(z),

mientras que para expresiones del tipo “Para algiin A, entonces B”, la forma
correcta es la conjuntiva

Jz A(z) A\ B(z).

Nota Debemos ser cuidadosos cuando una variable x esté acotada con
un cuantificador universal ¥ y los predicados involucren a esta variable en
una clausula conjuntiva N.

De la misma manera, tendremos que serlo cuando la variable x esté acotada
por un cuantificador existencial 3 y los predicados involucren a x en el
antecedente de un implicador —.

2.3.1 Equivalencias en logicas de primer orden

Definicién 2.8: Equivalencia entre légicas de primer orden

Dos logicas de primer orden o y 8 decimos que son equivalentes, o = (3, si toman
los mismos valores de verdad para los mismos valores de las variables, sea cual sea el
universo de referencia.

En caso de equivalencia, podremos sustituir una légica de primer orden por
otra. De forma general, podemos establecer una serie de reglas de equivalencia.

Proposicién 2.1: Equivalencias en légica de predicados

Algunas de las equivalencias en logicas de predicados mas conocidas son:

EP-1. Vz P(z) = Yy P(y).
EP-2. 3z P(xz) = Jy P(y).

EP-3. Vz P(z) Vb = Vz (P(z) Vb).
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EP-4. Vz P(z) ANb = Vz (P(z) Ab).
EP-5. 3z P(z) Ab = 3z (P(z) A D).

ol

EP-6. —-Vz P(z) = 3z P(x

(

(z)

= Va (P(z) A Q(z))
)

i

3
EP-7. =3z P(z) = Vz

EP-8. Vz P(z) AVz Q(z .

EP-9. 3z P(z) V 3z Q(=

)
) = 3z (P(z) VQ(z

) = Vo Vy (P(x) V@
) = Jz 3y (P(z) ANQ

( (

( (
EP-10. Vz P(z) V Vz Q(x y))-

( ( :

(
EP-11. 3z P(z) A 3z Q(x (v)

Veamos una demostracién de alguna equivalencia en el Ejemplo 2.9.
Ejemplo 2.9
Demuéstrese que
- Vz P(z) = 3z P(x).

Demostracion. Yz P(x) es verdadero si P(z) es verdadero para cualquier € U. Por
lo tanto, la negacion de la féormula, = Vz P(z), es verdadera si existe algtn valor
a € U tal que P(a) es falso, o equivalentemente =P (a) es verdadero. Por lo tanto, de
forma general, también podemos escribir 3z P(z). |

El resto de demostraciones no son excesivamente complejas, y se dejan como
ejercicio al lector.
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Nota Téngase en cuenta que, en general, los cuantificadores universal y
existencial

1. No conmutan:

Vy 3z P(z,y) # 3z Vy P(z,y).

2. No pueden extraerse como cuantificador comin si aparecen aplicados
en diferentes predicados separados por operadores logicos:

Vz P(x) V Vz Q(z)
Jz P(z) A Jz Q(x)

Ejemplo 2.10

Afirmar que “Todo hijo tiene un padre” no es equivalente a afirmar que “Existe un
hijo de todos los padres existentes”. Formalmente, si definimos el predicado

P(h,p) = {h es el hijo del padre p},
entonces, podemos escribir dos expresiones conmutando los cuantificadores

Vh 3p P(h,p) = “Todo hijo tiene un padre”,
3h Vp P(h,p) = “Existe un hijo de todos los padres”,

pero que no tienen el mismo significado.

Ejemplo 2.11

Afirmar que “Existe una persona que juega bien al ajedrez y otra que es estudiante”
no es equivalente a afirmar que “Existe una persona que juega bien al ajedrez y es
estudiante”. Formalmente, si x es la variable persona, y definimos los predicados

P(z) = {z juega al ajedrez},
Q(z) = {z es estudiante},
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entonces la afirmacion “Existe una persona que juega bien al ajedrez y otra que es
estudiante” se puede escribir como 3z P(z) A 3z Q(z), mientras que la afirmacion
“Existe una persona que juega bien al ajedrez y es estudiante” se puede escribir como

Jz (P(x) A Q(x)).

Supongamos que en nuestro universo existen dos personas U = {x1, z2}, de tal modo
que la primera, x1 juega bien al ajedrez y no estudia, y la otra, z2, estudia pero no
juega bien al ajedrez, es decir, P(z1) y Q(z2) son las tnicas afirmaciones ciertas.
Por lo tanto, existe una persona que juega bien al ajedrez y otra que es estudiante,
es decir, que 3z P(x) A 3z Q(x) es cierto. Sin embargo, no existe ninguna persona
que simultaneamente juege bien al ajedrez y sea estudiante. Por ello, la afirmacion
Jz (P(z) A Q(z)) es falsa, y deducimos que

Jz P(z) AJz Q(z) # Jz (P(x) A Q(z)).

2.3.2 Forma normal prenex

Definicién 2.9: Forma normal prenex (FNP)

Una férmula bien formada, logica de primer orden, decimos que esté en forma normal
prenez (FNP) si viene dada de la forma

Qrz1 Q22 ...Qp Tp

donde los @); son cuantificadores universales o existenciales, las x; son variables de
predicado y a es una féormula que no contiene cuantificadores.

Ejemplo 2.12

Dadas las siguientes expresiones,
e Vz Vy P(z,y) es FNP,

e Vz Jy S(z,y,4) es FNP,

Vz (P(z) — 3z R(z,y)) no es FNP,

Vo P(z) A Q(z) — 3z Vy R(z,y) no es FNP,

Jx Vy 3z P(x) A Q(z,y) — R(y, z) es FNP.
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La FNP se aplica en el campo de las matemaéticas en algunas demostraciones
de calculo (como el teorema de incompletitud de Gddel), y en el desarrollo de
variantes como la skolemizacion o forma normal skolem (férmulas sin cuanti-
ficadores existenciales). En el campo de la programacion, la FNP es muy util
para desarrollar programacion légica.

Para cualquier féormula bien formada que no esté en FNP, existe una férmula
bien formada en FNP equivalente, y ésta puede ser obtenida utilizando las
reglas de equivalencia enumeradas en la Seccién 2.3.1. Y, puesto que toda
logica de primer orden tiene su FNP equivalente, trabajaremos normalmente
con estas ultimas, aplicando las transformaciones necesarias cuando sea preciso.

Para obtener la FNP equivalente a una férmula dada, se procede de la siguiente
manera:

1. Eliminamos los implicadores y los coimplicadores utilizando las reglas de
equivalencia de la légica de predicados.

2. Recorremos todas las ocurrencias del negador, de manera que aparezcan
inmediatamente antes de los predicados o de las variables proposicionales
sobre las que actdan.

3. Utilizamos las reglas de equivalencia para situar todos los cuantificadores
a la izquierda de las féormulas bien formadas.

Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.13

Deseamos transformar a FNP la expresion
Jz P(z) + 3z Q(x).
En primer lugar, eliminamos implicadores y coimplicadores de la formula en orden:

Jz P(z) +> 3z Q(z) = (Fz P(z) — Jz Q(x)) A (Fz Q(z) — Iz P(x))
(EE-16.) = (=3z P(z) V 3z Q(x)) A (=3z Q(x) V Iz P(z))
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A continuacion, introducimos los negadores dentro de las expresiones sobre las que
actian:

Jz P(z) + 3z Q(z) = (—3Fz P(z) V Iz Q(x)) A (—=3z Q(z) V Fz P(z))
(EP-7.) = (Vz =P(z) V 3z Q(x)) A (Vz =Q(x) V Iz P(z))

Finalmente, extraemos los cuantificadores de las expresiones:

Jz P(z) + 3z Q(z) = (Vz -P(z) V 3z Q(z)) A (Vz -Q(z) V Iz P(z))
(EP-3.) =Vz (=P(z) V Iy Q(y)) AVz (=Q(z) V Iy P(y))
(EP-8.) =Vz ((=P(z) V Iy Q(y)) A (=Q(z) V 3y P(y)))

)

)
(EP-11.) =Vz 3y 3z ((—=P(z) VQ(y)) A (—Q(x) V P(2))

2.3.3 Reglas de inferencia

Habiendo definido las logicas de primer orden, podemos definir una serie de
reglas de inferencia (construcciones logicas de deduccion) muy extendidas en
logica de predicados.

Proposicién 2.2: Reglas de inferencia en légica de predicados

Algunas de las reglas de inferencia méas extendidas en la logica de predicados son:

IP-1. Cuantificacion existencial: {P(a)} = 3z P(x).
IP-2. Especificacion existencial: {3z P(z)} = P(a).
IP-3. Especificacion universal: {Vz P(z)} = P(a).
IP-4. {Vz P(z) VVz Q()} = ¥z (P(z) V Q())
IP-5. {3z (P(z) A Q(x))} = 3o P(z) A 3z Q(x)

Cabe mencionar que las reglas de inferencia de la ldgica de enunciados siguen
teniendo la misma aplicacion y validez en la [6gica de predicados, concretamen-
te en los predicados en los cuales las variables hayan sido fijadas.
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2.3.4 Meétodos de demostracion

Ademas de los métodos de demostracion que ya conocemos para formulas bien
formadas, las logicas de primer orden tienen sus propios métodos de demos-
tracion.

Demostracion por un ejemplo

Para ver que 3z «(z) es verdadero, es suficiente ver que a(z) es verdadero
para algtn valor determinado de z. Asi, para demostrar la veracidad de la
afirmacion “Hay algiin niimero primo impar”, basta con comprobar que existe
algin caso (por ejemplo, el 3) que es primo e impar.

Demostracion por un contraejemplo

Para ver que Vz «a(x) es falso, basta con encontrar algin valor de z, para el
cual a(x) es falso. Para demostrar, por ejemplo, la falsedad de la aforirmacion
“Todos los primos son impares”, bastaria con encontrar un contraejemplo (por
ejemplo, el 2) que sea un nimero primo y par.

Demostracion por generalizacion

Para ver que Vx a(x) es verdadero, basta con ver que a(z) es verdadero para un
x arbitrario. Noétese que no es lo mismo que ver que es verdadero para algin
x en particular. Por ejemplo, para demostrar que “Cualquier grafo conexo
no dirigido tiene al menos n — 1 aristas, siendo n el niimero de vértices”,
tomarfamos un grafo arbitrario conexo, no dirigido, con n vértices y, aplicando
sus propiedades generales, demostrariamos que la afirmacién se cumple para
dicho grafo arbitrario. Como la elecciéon del grafo conexo no dirigido de la
demostracion habria sido arbitraria, entonces la afirmacion se cumpliria para
todo grafo conexo no dirigido.
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Ejemplo 2.14

Demuéstrese el siguiente esquema logico:

P1: V:L'
P2: Vo

Ps3: Vz

1 R(a)

2 Vo (S(z) — R(x))
3 S(a) = R(a)

4 S(a)

5 vz (P(z) — S(z))
6 P(a) = S(a)

7 P(a)

8 | Vo (P(z) = Q(x))
9 P(a) = Q(a)
10 Q(a
11 R(a) = Q(a)
12 vz (R(z) = Q(z))
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Hipotesis: R(xz) cierto para z = a (arbitrario), IP-3.
P

2, IP-3. (Esp. univ.), z =a
1, 3, IE-7. (MT)

Ps

5, IP-3. (Esp. univ.), z =a
4, 6, [E-7. (MT)

P

8, IP-3. (Esp. univ.), z =a
7,9, IE-6. (MP)

1, 10, Dem. directa

11, Dem. por generalizacién (z = a arbitrario, 1)
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Ejemplo 2.15

Demuéstrese el siguiente esquema 16gico:
Pi: vz (Q(z) — P(x))
(R(z) v Q())

Ps: Va (S(z) v P(x))
( )

R(z) — S(z))

Demostracion. Por generalizacion.

1 R(a) Hipétesis: R(z) cierto para z = a (arbitrario), IP-3.
2 vz (R(z) V Q(z)) P,

3 R(a) vV Q(a) 2, IP-3. (Esp. univ.), z = a

4 Q) 1, 3, IE-8. (SD)

5 vz (Q(z) — P(w)) P

6 Q(a) = P(a) 5, IP-3. (Esp. univ.), z =a

7 P(a) 4, 6, IE-6. (MP)

8 vz (S(x) V P(z)) Py

9 S(a) Vv P(a) 8, IP-3. (Esp. univ.), z =a
10 S(a) 7,9, IE-8. (SD)
11 R(a) — S(a) 1, 10, Dem. directa
12 Vz (R(z) — S(z)) 11, Dem. por generalizacién (z = a arbitrario, 1)

|

Ejemplo 2.16

Demuéstrese el siguiente esquema logico:
Py: Vavy (P(z,y) = Q(,y).
Py: 3zVy (R(z,y) — P(z,y).

C: JzVy (R(z,y) — Q(z,y).
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Demostracion. Por generalizacion.

1 Vy R(a,y) — P(a,y) P,, R(z,y) cierto para x = a (particular), IP-2.
2 R(a,b) = P(a,b) P,, R(a,y) cierto para y = b (arbitraria), IP-3.
3 P(a,b) = Q(a,b) P, x=a,y=0, IP-3.

4 R(a,b) — Q(a,b) 2, 3, IE-9., Dem. directa

5 Vy R(a,y) = Q(a,y) 4, Dem. por generalizaciéon (y = b arbitrario, 2)
6 3z Yy R(z,y) — Q(z,y) 5, IP-1. (z = a, 1), Dem. directa

Nota En las demostraciones que mezclan cuantificadores existenciales 3
y universales ¥ en sus premisas, es conveniente comenzar la demostracion
con especificaciones existenciales. De este modo, el caso particular (o exis-
tencial) de una premisa se puede posteriormente analizar en las premisas
que se aplican sobre todos los valores de la variable (universales). En caso
contrario, comenzar con una especificacion universal - fijando arbitraria-
mente el valor de la variable - no garantiza que el valor escogido sea el que
cumpla el caso particular de la premisa con el cuantificador existencial.

2.3.5 Teorema y validez
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Definicién 2.10: Teorema

Una férmula bien formada, légica de primer orden, decimos que es un teorema, si
y s6lo si su verdad puede establecerse utilizando los métodos de demostracion, las
reglas de inferencia y las reglas de equivalencia que conocemos.

Definicién 2.11: Validez

Una logica de primer orden, decimos que es vdlida o tiene validez si y s6lo si es un
teorema.
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2.4 Induccién matemaéatica

La induccién matematica es uno de los métodos de demostraciéon méas poderosos
para demostrar que un predicado es verdadero, cuando sus variables toman
valores en ciertos dominios.

Empezaremos considerando un predicado P,, = P(n) que depende de una tnica
variable n! se mueve en un conjunto o dominio D contenido en el conjunto de
los naturales, N = {0, 1,2, ...}, es decir, D C N.

Supongamos un dominio D C N en sentido creciente?, es decir, que los elemen-
tos de D se pueden etiquetar como

D={a,a+1l,a+2,...}.

Proposicion 2.3: Reglas de inferencia de induccién (dominios crecientes)

Formalmente, las reglas de inferencia de inducciéon correspondientes a los dominios
crecientes son las siguientes:

MI-1. {P., ¥n,n+1€ D (Py = Paj1)} = Vn P,.

MI-2. {P. A Pat1, ¥n,n+1,n+2€ D (Py A Pay1 = Pai2)} =0 Pa.

MI-k. {Pa APay1i A+ APyy—ry, Ynyn+1,...,n+k €D (PuAPay1 A+ A
Pn+(k71) = Pn+k)} '= Vn Pn.

La validez de estas reglas se prueba de forma analoga en todos los casos. Por
ello, demostraremos tinicamente la regla MI-1.

1La induccién también se puede extender a predicados de varias variables.

2En funcién del sentido del dominio, se definen las reglas de infererencia por induccién. De forma
analoga a la que se desarrolla en dominios crecientes, se puede definir la induccién en dominios
decrecientes.
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La regla de inferencia MI-1 es véalida.
Demostracion. Partimos de la regla
{P., Vn,n+1€D (P, = Pyy1)} E Vn P,.
La Férmula Bien Formada asociada a la regla de inferencia es
PoAVn,n+1€D (P, — Pyy1) = Vn Py,

y la demostramos por contradiccién o reduccion al absurdo.

Suponemos inicialmente que Vn P, (todos los enunciados P, son verdaderos) es una
afirmacion falsa y, por lo tanto, 3n =P, (existe algin o algunos enunciados P,
falsos) es una afirmacion cierta. Dados todos los valores {ni,nz,...} C D para los
cuales =P, es cierto, definimos

c=ny =min{n € D: -P,}

como el minimo valor n para el cual el predicado es falso.”

Sabemos que ¢ > a, ya que, por la primera premisa, el primer predicado P, es
cierto (donde a € D es el primer elemento del dominio). Como, por la definiciéon de
¢, VYn < ¢ P, (el predicado P, es cierto para todos los valores de n inferiores a c),
sabemos que P._; es cierto. Por la segunda premisa de la regla de inferencia, sabemos
que P._1 — P.y, por modus ponens, P. es cierto. Si P. y —~P. son ciertos, entonces
se ha alcanzado la contradiccién y, por consiguiente, la suposicién inicial - Vn P, - es
ciertas.
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Un esquema de la demostracion es el siguiente:

10

11

12

13

14

Py A¥n,n+1€ D (Pn— Pni1)
P,
Vn,n+1€ D (P, — Pnt1)
—(Vn Pp)
In -P,
c=min{n: (n € D) A-P,}
-P,
=2, A B
P._1,-F.
P.1 — P
P,
-P. NP,
vn P,
P, AVn,n+1€D (P, — Pyy1) > Vn P,

Premisas

1, IE-2. (Simplif.)
1, IE-2. (Simplif.)

Hipotesis: consecuente falso.

4, EP-6.
Definimos ¢

6,c=a

2, 7, IE-1. (Conj.), EE-1. (Contr.)

6,c>a
3,n=c—1

9, 10, IE-6. (MP)

8, 11, IE-1. (Conj.), EE-1. (Contr.)

8, 12, Dem. por contr.

1,13

“La existencia de un elemento minimo ¢ queda garantizada por la ley del buen orden,
que afirma que para todo conjunto, existe un buen orden. La definicion de buen orden se
desarrolla mas ampliamente en el Capitulo 4.

De forma descriptiva, la demostraciéon por inducciéon en dominios crecientes
consta de tres pasos:

Foérmula P, P, P, — P, Vn P,
Base de Hipotesis de Paso de .,
Paso . i . . . . Conclusion
induccion induccion induccion
Se demuestra que
P44 es cierto
Se demuestra que Se asume como ki ] .
. o apoyandonos en la  Si se cumplen
el predicado P, hipotesis que P, RV
. . . base e hipotesis los tres pasos
Descripciéon  es cierto para el es cierto para

primer valor del

dominio a dominio n = k

un cierto valor del

de induccioén, y en
las reglas de
equivalencia e
inferencia

entonces la regla de
inferencia es cierta

Tabla 2.1: Descripcién de la prueba de induccién.
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Usando una analogia, “la induccién matematica nos permite demostrar que
podemos subir tan alto como queramos en una escalera si demostramos que
podemos subir el primer peldano (el caso base) y que desde cada peldafio

podemos subir al siguiente (el paso inductivo)” (Graham et al., 1989).

A continuacion se muestran algunos ejemplos en los cuales se aplica la demos-

tracién por induccion.

Ejemplo 2.17

Demuéstrese que, para todo niimero natural n, se cumple que
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S(n) =i = 7”(”; D}

Demostracion. Aplicamos la regla de induccion MI-1. El método de induccion se
aplica del siguiente modo:

1.

Base de induccion: demostramos un caso en el que la formula se cumpla. A
partir de este, demostraremos los consecutivos. En este caso, es inmediato
comprobar que

Hipdotesis de induccion: asumimos que la féormula se cumple para un cierto valor
n = k, es decir, que

k
n=k— Sk Z k+1)

i=0

Paso de induccion: demostramos el caso n = k+1. En este ejemplo, lo hacemos
por demostracion directa:



2.4 Induccion matemdtica

k+1

k

Sk+1)=>Yi=> i+ (k+1)

Por lo tanto, por induccién, queda demostrado que Vn S(n) es cierto.

k(k+1)

2

Rk +1)

+(k+1)
2(k + 1)

2

2

_ k(E+1)+2(k+1)

2

2

(k+1)(k+2)

Ejemplo 2.18

Se define la sucesiéon Fibonacci F(0), F(1),... (comenzando por el 0 y el 1) como
aquella en la que un namero es suma de los dos anteriores, es decir,

F(n) =F(n—-2)+ F(n—1),

Queremos demostrar Vn > 0 que

=& (LY L
V5 2 V5
B WP
RV V5

donde
1++/5 1-+5
a= 7 b= 7
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Capitulo 2. Légica de predicados

Demostracion. Aplicamos la regla MI-2 de induccion:

1. Base de induccion: comprobamos que para n = 0,1 la formula se cumple:

F(0) = —=a® = —° = — — — —q,
O=5 "% ~B
F(l)_i<1+\/5>_i<1_\/g)_2\/5_1
i\ 2 ) Bl 2 )Tk
2. Hipdotesis de induccion: asumimos que la formula se cumple paran =k, k+1,
por lo que
1w 1 %
F(n—1)=F(k)= —=a" — —=b",
(n=1)=F(k) = —za" ~ —
1 g1 1 ok
Fn)=Fk+1)=—a - —b".
(n) =F(k+1) v v

3. Paso de induccion: demostramos el caso n = k + 2.

Teniendo en cuenta que

:_ (1+v5)' _145+2/5 _6+2V5

a - =

22 o 4 4
3+v5 2 1445
= = — :1
2 5T 2 ta
p_(1-V8)' 145-26 _ 6-2V5
-2 T 1 T
3—v5 2 1-—+/5
= = — :1
5 2+ 3 + b,

deducimos que
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F(n)=F(k+2)=F

—~

k+1)+ F(k)
("t — Bl 4 P )

H&\H&\H&\H&\H

(ak(a +1)— b (b+1))
(a"a® — b*b?)

1
k+2 _ 1 k42

V5

= 5"

s

Por lo tanto, por induccion, queda demostrado que Vn F(n) es cierto.

2.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1

Obtenga las l6gicas de orimer orden de las siguientes oraciones, y demuestre que la
formula bien formada es cierta:

1. “Si los filésofos no son interesados, y si algunas personas vanidosas son jugado-
res, y si las personas vanidosas son interesadas, entonces algunos jugadores no
son filésofos”.

2. “Si algunas vacaciones tienen dias lluviosos, y todos los dias lluviosos son abu-
rridos, entonces algunas vacaciones son aburridas”.
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Ejercicio 2.2

Obtenga las logicas de primer orden de las siguientes oraciones, y demuestre que la
féormula bien formada es cierta:

1. Pr:
Ps:
Ps:
Py:
Ps:
C:
2. Pi:

Pg:

P3:

Py:

Ps:

“Ningiin poema interesante es impopular entre la gente de buen gusto”.
“Ningiin poema moderno carece de sentimientos”.

“Todos tus poemas flotan como pompas de jabén”.

“Ningiin poema con sentimiento es popular entre la gente de buen gusto”.
“Ningiin poema antiguo flota como pompas de jabén”.

“Ninguno de tus poemas me parecen interesantes”.

“Todos los escritores que entienden la naturaleza humana son listos”.

“Nadie que no pueda enternecer el corazén de un hombre es un verdadero
poeta’.

“Shakespeare escribi6 Hamlet”.

“Ningtin escritor que no entienda la naturaleza humana puede enternecer
el corazén de un hombre”.

“Nadie que no fuese un verdadero poeta pudo haber escrito Hamlet”.

“Shakespeare era listo”.

Ejercicio 2.3

Demuestre las conclusiones a partir de las premisas dadas:

1. Pi:
Ps:
C:
2. Pi:
Ps:

C:
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3z (P(z) A [Vy(P(y) A R(y)) = G(z,y)]).
Ve P(z) - R(x).

3z (P(z) AVy [P(y) = Glz,y)])-

Vz Jy (P(z,y) A S(z,y)).

Va Yy (P(z,y) = R(z,y)).

Vz Jy (R(z) AS(z,y)).



2.5 Ejercicios propuestos

3. Pi: VaVy (P(z) AQ(y) A S(y) = R(w,y)).
Py: 3z Vy (P(x) AQ(y) NU(z,y) — T(w,y)).
Ps: 3z Vy (P(z) = Qy) A S(y) AT(z,y))-

C: 3z 3y (P(z) AQ(y) NU(x,y) A R(z,y)).

Ejercicio 2.4

Transforme las siguientes férmulas bien formadas a forma normal prenex:
1. Vz Jy R(z,y) AJz S(z) — Jw P(w).
2. Vz R(z) AVy S(y) V Iy R(y) — S(y).

3. Vz P(z) AVy Q(y) — S(y).

Ejercicio 2.5
Demuestre por induccién las siguientes férmulas
) +1)(2n+1
1. 307 42 = 2@l

2. 3% (@ +ia) = (n+ 1)z + an.

Ejercicio 2.6

Demuestre por reduccién al absurdo que el producto de nimeros impares es un nimero
impar.






Capitulo 3

Conjuntos y correspondencias

3.1 Introducciéon

La teorfa de conjuntos, desarrollada inicialmente por el matemético Georg
Cantor en 1874, es una de las areas bésicas de las matematicas a partir de
la cual, combinada con la logica, permite construir estructuras mateméticas
de cualquier tipo: nameros, funciones, espacios, estructuras geométricas, etc.
En nuestro caso, con la teoria de conjuntos pretendemos asentar las bases
de dos campos fundamentales que veremos posteriormente: las relaciones y
los cardinales. En este capitulo estudiaremos los conjuntos como objetos, su
representaciéon y sus operaciones. También profundizaremos en los tipos de
asociacion o correspondencia entre los elementos).

3.2 Conjuntos

Las unidades elementales de la teoria de conjuntos son los conjuntos.
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Capitulo 3. Conjuntos y correspondencias

Definicién 3.1: Conjunto

Un conjunto es una coleccion de objetos bien definida®. Los objetos que forman parte
de él se denominan elementos del conjunto.

?Se entiende como bien definida aquella coleccién que, por su definicién, nos permite saber
de forma fehaciente si un objeto pertenece o no pertenece a la coleccion.

Los conjuntos suelen denotarse con letras mayusculas: A, B, C,...Los ele-
mentos genéricos de un conjunto suelen denotarse con letras mindsculas: =,
Y, z,...Para indicar la pertenencia (o no pertenencia) de un elemento x a un
conjunto C|

e si z es un elemento de C, escribiremos x € C, y leeremos “x pertenece a

c”.

e si x no es un elemento de C', escribiremos x ¢ C, y leeremos “x no
pertenece a C”.

Ejemplo 3.1

Si definimos el conjunto C' como C = {1,2,3,4,5,6}, entonces podemos afirmar que
4 € C (el elemento 4 pertenece al conjunto C) y que 10 ¢ C (el elemento 10 no
pertenece al conjunto C).

A la hora de definir un conjunto, existen principalmente dos formas:

e Por extension: todos los elementos del conjunto se expresan entre llaves
y separados por comas.

e Por compresion: mediante un predicado, es decir, una propiedad que
caracterice a los elementos del conjunto.

Adicionalmente, existen una serie de conjuntos muy caracteristicos que se re-
presentan por letras caligraficas. Los més conocidos son:

e N: nameros naturales.
e 7: numeros enteros.

e QQ: numeros racionales.

70



3.2 Conjuntos

e R: nameros reales.

e C: nimeros complejos.

Ejemplo 3.2

El conjunto A de los nimeros naturales del 1 al 10 puede representarse
e por extension, como A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.

e por compresion, como A ={z € N|1 <z <10} “

2Los simbolos “|” 0 “:” se leen como “tal(es) que”, indicando que el elemento o los elementos
que le preceden cumplen la condicién o condiciones que se escriben tras el simbolo. En este
ejemplo, leeriamos “A es el conjunto de elementos = pertenecientes al conjunto de ntimeros
naturales N tales que se encuentran entre 1 y 10”.

Para la representacion gréfica de los conjuntos es habitual emplear los dia-
gramas de Venn. En estos diagramas, los conjuntos se representan mediante
formas geométricas, habitualmente circulos y rectangulos, y permiten represen-
tar las diferentes operaciones. Otra forma de representacion tipica en conjuntos
numeéricos es el uso de rectas y segmentos.

Ejemplo 3.3

La representacion de los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B = {4,5,6, 7,8} mediante el
diagrama de Venn, y del conjunto C' = [0,1] = {x € R | 0 < z < 1} mediante la recta
se muestra en la Figura 3.1.

Diagrama de Venn Recta y segmento

Figura 3.1: Representacién de conjuntos.
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Definicién 3.2: Igualdad de conjuntos

Dos conjuntos A y B son iguales si contienen exactamente los mismos elementos. Se
simboliza como A = B.

Ejemplo 3.4

Si definimos los conjuntos A = {1,2,3}, B={z € N |1 <z <3}y C = {2,3,4},
entonces podemos afirmar que A = B (A y B son iguales), que A # C' (A y C no son
iguales) y B # C (B y C no son iguales).

Definicién 3.3: Conjunto vacio

El conjunto vacio, representado como @, es aquel que no contiene ningtin elemento.

Definicién 3.4: Subconjunto

Dados dos conjuntos A y B, se dice que A es subconjunto de B o que A estd contenido
en B, y se simboliza como A C B, si todos los elementos de A pertenecen también a
B.

De la definicién es inmediato deducir que el conjunto vacio () y el conjunto B son
subconjuntos de By que A= B+ (AC B)A(BCA).

Proposicién 3.1: Propiedades de los subconjuntos

Sean los conjuntos A, B,C C U. Algunas de las propiedades de los subconjuntos son
las siguientes:

1. Subconjunto vacio: ) C A, VA.
2. Inclusion del propio conjunto: A C A.

3. Transitividad de subconjuntos: AC B, BCC — ACC.

La representaciéon de un subconjunto y de la propiedad de la transitividad de
subconjuntos se muestra en los diagramas de Venn de la Figura 3.2.



3.2 Conjuntos

ACSB ASCBBSCC—-ACC

Figura 3.2: Subconjuntos.

Definicién 3.5: Conjunto de las partes

Si C' es un conjunto cualquiera, se define el conjunto de las partes o conjunto potencia
P(C) como el conjunto cuyos elementos son todos los subconjuntos de C, es decir,

P(C)={A| ACC}.

Ejemplo 3.5

Como ejemplos del conjunto de partes:

e Dado el conjunto vacio @, el conjunto de partes de () es P(C) = {0}.

e Dado el conjunto A = {a, b, c}, el conjunto de partes de A es

P(A) = {@7 {a}’ {b}’ {C}’ {a’3 b}? {a” C}’ {b3 C}, A}'

Definicién 3.6: Producto cartesiano

Dados dos conjuntos A, B C U, se define el producto cartesiano de A y B, A X B,
como el conjunto de pares ordenados (a,b) tales que a € A y b € B, es decir,

Ax B={(a,b)|a€ ANbE B}.
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Generalizando la expresion, dados los conjuntos Aq, As, . .., A, el producto cartesiano
A1 x Ay X -+ X Ay es aquel formado por las k-tuplas (a1, a2,...,ax), donde a; €
Ai,Vi=1,2,... k, es decir,

Ar X Ag X -+ X A ={(a1,a2,...,ak) | a; € A;,Vi=1,2,... k}.

Ejemplo 3.6

Si consideramos los conjuntos A = {a,b}, B = {1,2} y C = {6, 7}, entonces

A x B = {(a,1),(a,2), (b, 1), (b,2)},
Bx A={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)},
AxBxC= {(aa 1)6)7 (aa 2a 6)’ (bv 1, 6)7 (b7 2a 6)a (a7 17 7)’ (a’27 7)7 (b7 1, 7)7 (b’ 2, 7)}

Nota FEl producto cartesiano no es conmutativo, es decir, AX B # Bx A.

3.3 Operaciones de conjuntos

Definicién 3.7: Conjunto universal

El conjunto universal o universo U es el conjunto que contiene a todos los elementos
de interés en un estudio o contexto.

En el contexto de las operaciones de conjuntos, asumiremos que todos los
subconjuntos con los que trabajamos son subconjuntos del universo U (repre-
sentado como un rectangulo en los diagramas de Venn).

Definicién 3.8: Complementario de un conjunto

Dado un conjunto A C U, se denomina complementario de A al conjunto
A ={zecU|zdgA}

es decir, a aquel conjunto formado por todos los elementos del universo U que no
pertenecen al conjunto A.

\‘(
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3.3 Operaciones de conjuntos

Proposicién 3.2: Propiedades del complementario

Sean los conjuntos A, B C U. Algunas de las propiedades del complementario son las
siguientes:

1. Complementario del universo: U¢ = ().

2. Complementario del conjunto vacio: §¢ = U.

3. Igualdad de complementarios: A = B «» A° = B°.

4. Inclusién entre complementarios: B C A <+ A° C B°.

Demostracion. Dados dos conjuntos cualesquiera A y B, demostramos la coim-
plicacién en ambos sentidos:

(—) Supongamos que B C A. Esto quiere decir que todo elemento per-
teneciente a B cumple la propiedad de que pertenece a A, es decir,
Ve, * € B — x € A. Por lo tanto, si el elemento no pertenece a A
tampoco pertenecerd a B, es decir, Vz, * € A — x ¢ B (modus to-
llens), o equivalentemente (por la definiciéon de conjunto complementario),
Vr, x € A° = x € B¢, o lo que es lo mismo, A° C B°.

1 Ve, t¢d A—>xz ¢ B Premisa: A C B¢

2 agA—a¢ B 1, = a (arbitrario), IP-3.

3 a€EB—acA 2, EE-17.

4 Ve, € B—>z€ A 3, Dem. por generalizacion B C A

(+=) Supongamos que A° C B°. Esto quiere decir que todo elemento no per-
teneciente a A cumple la propiedad de que no pertenece a B, es decir,
Ve, © ¢ A — x ¢ B. Por lo tanto, si el elemento pertenece a B, enton-
ces pertenecera a A, es decir, Vo, x € B — x € A (modus tollens), o
equivalentemente, Vz, £ € B — x € A, o lo que es lo mismo, B C A.

1 Vex € B—wxze€ A Premisa: BC A

2 aeB—acA 1, z = a (arbitrario), IP-3.

3 a¢B—agA 2, EE-17.

4 Vix g A—>ax ¢ B 3, Dem. por generalizacion A° C B¢

La demostracion del resto de propiedades se deja como ejercicio al lector.
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Definicién 3.9: Unién de conjuntos

Dados dos conjuntos A, B C U, se denomina unién de A y B al conjunto
AUB:={ze€U|xz€ AV € B},

es decir, a aquel conjunto formado por todos los elementos del conjunto universal U
que pertenecen, o bien a A, o bien a B.

Generalizando para un conjunto de conjuntos A C P(U), definimos la unién de los
conjuntos de A como

U C:={x €U |z e C para algin C € A}.
CeA

Si A consta de un numero finito de conjuntos A1, As, ..., A, denotaremos su union
como Ay UAsU---U Ag.

Definicién 3.10: Interseccion de conjuntos
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Dados dos conjuntos A, B C U, se denomina interseccion de A y B al conjunto
ANB:={ze€U|xz€ ANz € B},

es decir, a aquel conjunto formado por todos los elementos del conjunto universal U
que pertenecen a la vez a Ay a B.

Generalizando para un conjunto de conjuntos A C P(U), definimos la interseccion de
los conjuntos de A como

[ C:={zeU|zeC, VCe A}.

CeA

Si A consta de un numero finito de conjuntos Ai, As, ..., Ag, denotaremos su inter-
seccion como Ay N Az M-+ N Ay.



3.3 Operaciones de conjuntos

Ejemplo 3.7

Si para todo numero real estrictamente positivo a > 0 definimos el conjunto B, :=
[—a, a] C R, se tiene que la unioén e interseccion de los infinitos conjuntos B, se puede
expresar como

UB.=R, [)B.={0}.

a>0 a>0

Proposicion 3.3: Propiedades de la unién y la interseccion

Sean A, B C U. Algunas de las propiedades de la unién y la interseccién entre
conjuntos son las siguientes:

1. Inclusién en la unién: A C AU B.
2. Inclusion de la interseccion: AN B C A.

3. Inclusiones entre conjunto y subconjunto: A C B+ ANB =A<+ AUB = B.

Definicién 3.11: Conjuntos disjuntos

Dados dos conjuntos A, B C U, decimos que son conjuntos disjuntos o excluyentes si
AN B =0, es decir, si Ay B no tienen ningtn elemento en comun.

De forma general, dados los conjuntos A1, As ..., Ay, decimos que son disjuntos dos
a dos, mutuamente disjuntos, mutuamente excluyentes si

A'L?éAj—)AiﬂAj:@, Vi,jE{l,Q,...,k}, i1#£j

Definicién 3.12: Diferencia de conjuntos

Dados dos conjuntos A, B C U, se denomina diferencia de A y B al conjunto
A-B:={zecU|z€c ANz & B},

es decir, a aquel conjunto formado por todos los elementos del conjunto universal U
que pertenecen a A, pero no a B.

Por su definicion, la diferencia también se puede expresar como A — B = AN B°.
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Definicién 3.13: Diferencia simétrica de conjuntos

Dados dos conjuntos A, B C U, se denomina diferencia simétrica de A y B al conjunto
AAB:=(A—-B)U(B-A),

es decir, a aquel conjunto formado por todos los elementos del conjunto universal U
que pertenecen a A, pero no a B, o a B, pero no a A.

Las operaciones entre conjuntos se pueden observar graficamente en los dia-
gramas de Venn de la Figura 3.3.

u U u

d (+{

A* ANB AUB

D D,

A-B AAB

Figura 3.3: Operaciones de conjuntos (la region coloreada representa el resultado de la
operacion).
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Proposicion 3.4: Propiedades booleanas de conjuntos

Sean los conjuntos A, B,C C U y las formas proposicionales p, ¢, r. Las propiedades
booleanas entre conjuntos y su respectiva equivalencia con las operaciones proposi-
cionales son las siguientes:

1. Propiedades asociativas:

(AUB)UC=AU(BUC) | ((@VqgVr=pV(gVr)
(ANB)NC=ANn(BNC) | @AgAT=pA(gAT)

2. Propiedades conmutativas:

AUB=BUA | pVg=qVp
ANB=BNA | pAgq=qAp

3. Propiedades distributivas:

AU(BNC)=(AuB)N(AUC) | pV@Ar)=pmEVgyA(pVr
AN(BUC)=(ANB)UANC) | pA@Vr)=p@Ag VAT

—_ —

4. Elementos neutros:

Aup=A | pVF=p
ANU=A | pAV=p

5. Elementos complementarios:

AUA°=U | pVv-p=V
ANA°=0 | pA-p=F

Notese que las propiedades relacionadas con la unién U en conjuntos son equivalentes
al operador disyuntor V en proposiciones, mientras que las propiedades relacionadas
con la interseccién N en conjuntos son equivalentes a las del operador conjuntor A en
proposiciones.

%Notese la equivalencia entre la operacion unién U y el operador disyuntor V, y entre
la operacion intersecciéon N y el operador conjuntor A. Esta equivalencia proviene de las
definiciones de la unién y la interseccién, que implicitamente contienen a los operadores
disyuntor y conjuntor, respectivamente.
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Proposicion 3.5: Otras propiedades

Sean los conjuntos A, B,C' C U, y las formas proposicionales p, g, r. Otras propieda-
des entre conjuntos (y su respectiva equivalencia con las operaciones proposicionales)
son las siguientes:

1. Propiedades de absorcion:

AuU=U | pVvV=V
And=0 | pAF=F

2. Propiedades de idempotencia:

AUA=A | pVp=p
ANA=A | pAp=p

3. Propiedades simplificativas:

AUANB)=A | pV(pAg)
AN(AUB)=A | pA(PVy)

p
p

4. Propiedad del doble complementario (o la doble negacidon):

A)=A | —(p)=p
5. Leyes de Morgan:
(AUB)*=A"NB° | =(pVg)=-pA—qg
(ANB)*=A°UB° | =(pAg)=-pV—q
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3.4 Recubrimientos y particiones

Definicién 3.14: Recubrimiento

Diremos que el conjunto de conjuntos A = {A1,...,A,} C P(U) (si es finito) o
A={A1,...,An,...} CP(U) (si es infinito) es un recubrimiento de un conjunto B
si

BC U A,

A;€A

En otras palabras, un recubrimiento de B es un coleccién de conjuntos cuya unién
contiene a B.

Ejemplo 3.8

Sean los conjuntos A1 = {1,2,3}, 4> = {2,3,4}, A3 = {4,5,6,7}. Entonces,
{A1, A2, A3} es un recubrimiento del conjunto B = {# € N | 1 < x < 5}, pero
no lo es del conjunto C' = {1,2,3,7,8}.

Definicién 3.15: Particion

Diremos que el conjunto de conjuntos A = {A1,...,A,} C P(U) (si es finito) o
A={A1,...,An,...} CP(U) (si es infinito) es una particién de un conjunto B si
los conjuntos A; son disjuntos dos a dos, es decir, si A; N A; =0, Vi # j, y si

B= U A;.
A;EA

En otras palabras, una particiéon de B es un coleccién de conjuntos cuya unién es
exactamente igual a B. Es inmediato deducir por su definicién que toda particién de
B es también un recubrimiento.

Ejemplo 3.9

Sean los conjuntos A1 = {1,2,3}, A> = {4,5,6}, A3 = {7,8,9,10}. Entonces,
{A1, Az, A3} es una particién del conjunto B = {x € N | 1 < z < 10}, pero no
lo es del conjunto C = {z € N| 1 < 2 < 8} (aunque si que seria un recubrimiento).
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Ejemplo 3.10

La Figura 3.4 muestra un ejemplo grafico de recubrimiento y de particion. En el caso
del recubrimiento, se aprecia como la unién de los conjuntos (las distintas figuras
geométricas) contenidos en el conjunto A recubre al conjunto B (el rectangulo azul
oscuro) incluso excediéndolo, es decir, B C U; A;. En el caso de la particion, se
observa que la uni6on de los conjuntos (los rectangulos) contenidos en A recubre a B
de forma exacta, es decir, B = U;A;, y ademas dichos conjuntos son disjuntos dos a
dos (los rectangulos no se solapan entre si), es decir, A; N A; = 0, Vi # j.

A={)\ O3 A={[]m0 13

Recubrimiento Particion

Figura 3.4: Esquema grafico de un recubrimiento (izquierda) y una particién (derecha) A
del conjunto B (Ejemplo 3.10).

3.5 Correspondencias

Definicién 3.16: Correspondencia

Dados dos conjuntos A y B, se denomina correspondencia entre A y B, representada
como f: A — B, a una asociacion de elementos de A con elementos de B. A es el
conjunto inicial y B es el conjunto final.

Si un elemento a € A esta asociado con un elemento b € B, se dice que b es la imagen
de a, o que a es anti-imagen de b.
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A partir de la definicion de correspondencia, podemos definir una serie de
conjuntos de interés.

Definicién 3.17: Dominio, imagen y grafo de una correspondencia

Dada una correspondencia f : A — B, definimos
e el conjunto de imagenes de a € A como f(a) ={b€ B| f(a) =b, a € A},

o el conjunto de anti-imdgenes de b € B como f~'(b) ={a€ A| f(a)=b, b e
B},

e el dominio de f como Dom(f) ={a € A| f(a) € B}.

e el rango, recorrido o imagen de f como Rango(f) = Im(f) = Rec(f) = f(A) =
{beB|3JacA: f(a) =10}

e el grafo de f como Grafo(f) = {(a,b) € Ax B|b¢€ f(a)}.

Nota Una correspondencia f estd univocamente determinada por su con-
junto Grafo(f), ya que, por su definicion, incluye todos los pares de ele-
mentos asociados. Por lo tanto, una correspondencia también se puede
considerar como un subconjunto del producto cartesiano F'' C A x B.

Ejemplo 3.11

Sean A ={z € N|0<z <10}y B ={0,1,-1,2,-2,3,-3,7} dos conjuntos, y
f A — B una correspondencia dada por la Figura 3.5a.

Entonces,

o f()={-11}, f(3) =0.
fF710) = {0}, f7(=3) ={9,10}, fF7(7) = 0.
Dom(f) ={0,1,4,9,10}.

O Im(f) = {Ov 17 _17 27 _27 37 _3}"

Grafo(f) = {(0,0), (1,1), (1, -1), (4,2), (4, —2),(9,3), (9, —3), (10, —3)}.
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Figura 3.5: Esquema grafico de a) una correspondencia f : A — B (Ejemplo 3.11) y b)
una composicién de correspondencias go f : A — C (Ejemplo 3.13).

Definicién 3.18: Correspondencia inversa

Dada una correspondencia f : A — B, se denomina correspondencia inversa de f a
aquella correspondencia f~! : B — A cuyo grafo asociado es

Grafo (f_l) = {(b,a) € Bx A (a,b) € Grafo(f)}.

Ejemplo 3.12

La correspondencia inversa f~' : B — A de la correspondencia f : A — B presentada
en el Ejemplo 3.11 tiene como grafo al conjunto

Grafo (f_l) = {(07 0)7 (17 1)7 (_17 1)7 (2a 4)7 (_2> 4)7 (37 9)7 (_37 9), (_37 10)}
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Definicién 3.19: Composicién de correspondencias

Sean f: A — Byg: B — C dos correspondencias, con grafos F C Ax By G C BxC,
respectivamente. Se define la composicion de g y f como aquella correspondencia
gof:A— C tal que (go f)(a) = g(f(a)) para todo a € A. En otras palabras, es la
correspondencia cuyo grafo es

Grafo(go f) ={(a,c) e AXxC |3 € B:(a,b) € F A(bc)€G}.

Ejemplo 3.13

Sean los conjuntos A = {2,3,7}, B = {p,q} y C = {a,b}, y sean las aplicaciones
f+ A= B, con Grafo(f) = {(2,p),(3,p),(7,9)}, vy g : B — C, con Grafo(f) =
{(p,a), (¢,b)}. Entonces, la composiciéon go f : A — C (Figura 3.5b) viene dada por

Grafo(g (] f) = {(37 a)7 (27 a)7 (77 b)}

Definicién 3.20: Funcién

Se dice que una correspondencia f : A — B es una funcion si todo elemento de A
tiene, a lo sumo, una imagen.

Ejemplo 3.14

Sean los conjuntos A = {2,3,7,9} y B = {p,q,7,s}. Un ejemplo de funcién seria
f A — B con Grafo(f) = {(2,p),(3,p),(7,9)}, ya que todo elemento de A tiene
como maximo una imagen en B (Figura 3.6).
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—

Figura 3.6: Esquema grafico de una funcion (Ejemplo 3.14).

Definicién 3.21: Aplicacién

Se dice que una correspondencia f : A — B es una aplicacion si todo elemento de
A tiene exactamente una imagen. En otras palabras, f es una aplicacion si f es una
funcién y Dom(f) = A.

Ejemplo 3.15

Sean los conjuntos A = {2,3,7,9} y B = {p,q,r,s}. Un ejemplo de aplicacion seria
f A — B con Grafo(f) = {(2,p),(3,p),(7,9),(9,9)}, ya que todo elemento de A
tiene exactamente una imagen en B (Figura 3.7).

’-,_,

Figura 3.7: Esquema grafico de una aplicacion (Ejemplo 3.15).
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Definicién 3.22: Aplicacién inyectiva

Se dice que una aplicaciéon f : A — B es inyectiva (0 que es una inyeccion) si todos
los elementos de A tienen imagenes distintas, es decir, si se satisface la condicion

Vai,az € A, a1 # a2 = f(a1) # f(a2),
o la condicion equivalente

Vai,az € A, f(a1) = f(a2) = a1 = as.

Ejemplo 3.16

Sean los conjuntos A = {2,3,7} y B = {p, ¢, 7, s}. Un ejemplo de aplicacién inyectiva
seria f : A — B con Grafo(f) = {(2,p),(3,q),(7,7)}, ya que todos los elementos de
A tienen imagenes distintas al resto en B (Figura 3.8).

A B

Figura 3.8: Esquema grafico de una aplicacion inyectiva (Ejemplo 3.16).
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Definicién 3.23: Aplicacién suprayectiva

Se dice que una aplicacién f : A — B es suprayectiva o sobreyectiva (o que es una
suprayeccion o sobreyeccion) cuando todos los elementos de B tienen alguna anti-
imagen, es decir, si se satisface la condicion

Vbe B3a€ A: f(a)=b,

o la condicion equivalente Im(f) = B.

Ejemplo 3.17

Sean los conjuntos A = {2,3,7} vy B = {p,q,7,s}. Un ejemplo de aplicaciéon supra-
yectiva serfa f : A — B con Grafo(f) = {(2,p), (3,9), (7,7),(7,s)}, ya que todos los
elementos de B son imagen de algun elemento de A (Figura 3.9).

Figura 3.9: Esquema grafico de una aplicacion suprayectiva (Ejemplo 3.17).

Definicién 3.24: Aplicacién biyectiva

Una aplicacion f : A — B se dice que es biyectiva (o que es una biyeccidn) cuando es
inyectiva y suprayectiva.
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Ejemplo 3.18

Sean los conjuntos A = {2,3,7,9} y B = {p,q,r,s}. Un ejemplo de aplicacién
biyectiva seria f : A — B con Grafo(f) = {(2,p),(3,q),(7,7),(9,s)}, ya que todo
elemento de A presenta una imagen distinta al resto, y todo elemento de B presenta
una anti-imagen (Figura 3.10).

B

Figura 3.10: Esquema grafico de una aplicacién biyectiva (Ejemplo 3.18).

Ejemplo 3.19

Consideremos los conjuntos X = N (nimeros naturales) e Y = {2z | z € N} (ntmeros
naturales pares). Se tiene que Y C X, ya que Y est4 estrictamente contenido en X,
o en otras palabras, esté contenido en Y pero no es igual a Y. Entre ellos, existe una
biyeccion f : X — Y: f(x) = 2z que los relaciona.

Definicién 3.25: Aplicacién identidad

Dado un conjunto A, se define la aplicacion identidad en A como aquella aplicacion
biyectiva ida : A — A tal que ida(a) = a para todo a € A.
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Proposicién 3.6: Propiedades de la composicién de funciones

Sean f: A — By g: B — C dos aplicaciones. Algunas de las propiedades de estas
aplicaciones son las siguientes:

1. si f y g son inyectivas entonces g o f también lo es.

Demostracion. Sean x1,xz2 € A dos elementos tales que (go f)(z1) = (gof)(z2),
es decir, que g(f(z1)) = g(f(z2)). Como g es inyectiva, entonces f(z1) = f(x2).
Y como f también es inyectiva, concluimos que x1 = x2. Por lo tanto, go f es
inyectiva. |

2. si f y g son suprayectivas entonces g o f también lo es.

Demostracion. Sea z € C' un elemento cualquiera. Por ser g suprayectiva, sa-
bemos que existe un elemento y € B tal que z = g(y). Y por ser f suprayectiva,
también sabemos que existe un elemento z € A tal que y = f(x). Entonces, pa-
ratodo z € B, existe un elemento x € A tal que z = g(y) = g(f(x)) = (gof)(x).
Por lo tanto, g o f es suprayectiva. |

3. si f y g son biyectivas entonces g o f también lo es.

Demostracion. Sigy f son inyectivas y suprayectivas, entonces go f es inyectiva
y suprayectiva, tal y como se ha demostrado con las anteriores propiedades. Por
lo tanto, g o f es biyectiva. |

4. f es biyectiva si y solo si su correspondencia inversa f~! es una aplicacion.

5. f es biyectiva si y solo si existe otra aplicacién h : B — A tal que ho f = ida
y foh =idg. Ademas, en este caso, h = f~ 1.

Las demostraciones de las Propiedades 4 y 5 se dejan como ejercicio al lector.
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3.6 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1

Sean los conjuntos A = {1,2,3,4,5}, B ={2,4,6,8,10} y C' = {3,4,5,6}, dentro del
universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. Calcule

1. (AUB)N(AUC)
2. A°U B¢

3. U-—(AUBUQ)
4. Bx A

5. AAB

Ejercicio 3.2

Sean A, B y C conjuntos arbitrarios contenidos en el universo U. Demuestre que
1. AA-B°=B-A
2. A—-(BUC)=(A-B)Nn(A-0C)
3. (AuB)—-C=(A-C)u(B-0)

4. (ANB)—C=(A-C)n(B-0)

Ejercicio 3.3

Sean los conjuntos A = {1, 3,4} y B= {1, 4, 6}, dentro del universo U= {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Calcule R=A—B,S=B—- A, V=ANByW=U - (AU B) y compruebesi {R, S, V, W}
es una particiéon del universo U.
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Ejercicio 3.4

Sean los conjuntos X = {2,4,5} y B = {1,2,4,6}. Indique cuales de los siguientes
grafos son aplicaciones de X en Y y su tipo:

1. F= {(274)7(471)7(576)7(4’ 2)}
2. G = {(2,4),(4,6),(5, 1)}
3. H=1{(2,6),(4,6),(5,1)}

Ejercicio 3.5

Sea g la correspondencia de N en N, definida por G = {(z,y) : =+ 2y = 12}.

1. Describa el grafo G por extension.
2. Calcule el dominio y el rango de esta correspondencia.
3. Obtenga el grafo G~! de la correspondencia inversa g~' por extension.

4. Halle el grafo G o G de la composicién g o g.

Ejercicio 3.6
Sean A =R — {3} y B =R — {1}. Considere la funcién f de A en B dada por

z—1
r—3

fz) =

la cual es inyectiva y suprayectiva. Halle una formula de la funcién inversa f=1.



Capitulo 4

Relaciones

4.1 Introduccién

Existen muchas aplicaciones de la teoria de conjuntos en las cuales no sélo
es importante definir correctamente los conjuntos, sino también las relaciones
de orden entre sus elementos. Dentro del area de la informatica, por ejem-
plo, las relaciones son esenciales a la hora de disenar e implementar bases de
datos relacionales. En una base de datos relacional, toda la informacién esté
representada por una serie de relaciones entre los datos, y que pueden ser tan
variadas como los diferentes datos que definamos e introduzcamos en ellas.
Asimismo, para que la base de datos funcione eficientemente, cualquier bus-
queda debe poder realizarse, y ademas en un tiempo razonable. Por ello, es
necesario que cada una de las relaciones nos permita ordenar los elementos del
conjunto.

En este capitulo estudiaremos los conceptos de relaciéon, clausuras y orden, y
sus diferentes tipos, asi como los algoritmos para hallar érdenes en los conjun-
tos.
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4.2 Relaciones

Definicién 4.1: Par ordenado

Un par ordenado o dupla es una pareja de elementos ordenados (a1, az2). Un par or-
denado viene definido tanto por sus elementos como por el orden en el que aparecen®.

“Dos pares ordenados, (a1,a2) y (b1, b2), son equivalentes si y solo si a1 = b1 y az = ba.

Nota No es lo mismo un par ordenado que un conjunto. Dados dos ele-
mentos, el 5 y el 8 por ejemplo, el par ordenado (5,8) no equivale al con-
junto {5,8}, ya que {5,8} = {8,5}, mientras que (5,8) # (8,5). En otras
palabras, el orden de los elementos en un par ordenado importa, mientras
que en un conjunto no.

Definicién 4.2: Producto cartesiano

Sean los conjuntos A; y Az. Definimos el producto cartesiano A1 x Az de los conjuntos
como

Al X Ay = {(al,a2> D al € Al, as € A2}

En otras palabras, es el conjunto de todos los posibles pares ordenados que se forman
con un primer elemento de A; y con un segundo elemento de As.

Ejemplo 4.1

Sean los conjuntos A; = {z,y} y A2 = {1,2}. Entonces, definimos

Ar X Ay = {<m7 1>7 <$,2>, <y7 1>a <ya 2>}7 As X Ay = {(1,1), (17y>7 <2a x)a <2a y)}
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6n 4.3: k-tupla ordenada y dominio

Llamaremos k-tupla ordenada, o simplemente k-tupla, para k € N, k > 0, con i-ésima
componente a;, a una sucesion de k elementos u objetos (a1, ...,a;,...,ax).

En particular, si k = 2, {a1,a2) es un par ordenado, y si k = 3, {a1,a2,a3) es una
tripleta ordenada.

Para la i-ésima componente a;, llamaremos dominio al conjunto de valores que puede
tomar la componente a;.

6n 4.4: Producto cartesiano generalizado

Sea la coleccion o conjunto de conjuntos {A1,..., A}, con n € N; n > 0. Definimos
el producto cartesiano generalizado A; X --- X A, como el conjunto de las n-tuplas

A A= {lan,. . an) @i € Aiy i=1,...,m).

6n 4.5: Relacién n-aria

Dados los conjuntos Ai,...,A,, una relacion n-aria R sobre {Ai,...,An} es un
subconjunto del producto cartesiano {A; X -+ x A, }.

Como casos particulares,

e si n = 2, se dice que R es una relacion binaria; si n = 3, una relacion
ternaria, etc.

e si R = () entonces R es la relacion vacia.

e si R coincide con A; X --- X A,,, entonces R es conocida como relacion
universal y se representa por U.

Nota En este capitulo, nos centraremos exclusivamente en estudiar las
relaciones binarias.
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Definicién 4.6: Dominio y codominio de una relacién binaria

Sea R una relacion binaria definida sobre A X B, o también denominada como relacion
definida de A en/sobre B. Al conjunto A se le llama dominio de la relacion, y al
conjunto B se le llama codominio o conjunto imagen.

Si A = B, representaremos por (A, R) a la relacion binaria R definida sobre
el producto cartesiano A x A, y diremos que (A, R) es la relacion R sobre (el
conjunto) A. Dado (A, R), si dos elementos a,b € A estan relacionados, lo
representaremos por aRb, o bien lo denotaremos como (a,b) € R.

Definicién 4.7: Matriz de una relacién binaria

Sea (A, R) una relacion binaria R definida sobre A. Llamaremos matriz de la relacion
R sobre A a la matriz Mr = [rij|lnxn, donde n es el namero de elementos de A, y
donde

1 si{ai,a;) € R
Tij =
7710 siai,a;) € R

A menudo, una forma mas comoda de resolver cuestiones sobre relaciones es
empleando la teoria de grafos (véase Capitulo 7).

Definicién 4.8: Grafo dirigido

Un grafo dirigido o digrafo es el par ordenado D = (A, R), donde A es un conjunto y
R es una relacion binaria sobre A®.

“Desde la perspectiva de la teoria de grafos, A sera el conjunto de nodos o vértices, y los
elementos de R seran los arcos o aristas del grafo D, y la matriz Mpr asociada a la relacion
equivale a la matriz de adyacencia del grafo.
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Ejemplo 4.2

Dado el conjunto A = {z,y, z,t} y larelacion R = {(z, z), (z,v), (2,v), (¢, 2) }, el grafo
dirigido D = (A, R) viene representado por la Figura 4.1, y su matriz de adyacencia
viene dada por

S O O
o = O =
= o O O
o O OO

X
A4
AT
\ Z )
~ (- N
AT
I. .I
A4

e

N

Ve
o+
A

Figura 4.1: Esquema grafico de un grafo dirigido (Ejemplo 4.2).

Definicién 4.9: Tipos de relaciones binarias

Sea R una relacion binaria definida sobre el conjunto A y Mg = [ij]nxn Su matriz
de relacion. Entonces:

1. R es reflexiva si xRx, Yx € A. Las matrices de las relaciones reflexivas se
caracterizan porque todas sus entradas diagonales son no nulas, es decir, si
ris =1, Vie {1,...,n}.

2. R es irrefleziva si ¢ R ©, Vo € A, donde x R y representa que los elementos
z e y no estan relacionados por R. Las matrices de las relaciones irreflexivas
se caracterizan porque todas sus entradas diagonales son nulas, es decir, si
rii =0, Vi € {1,...,”}.
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3. R es simélrica si Ry = yRz, Vx,y € A% Las matrices de las relaciones
simétricas se caracterizan porque coinciden con su matriz transpuesta, es decir,
T 5 o 0
Mg = My, o bien r;; = rj;, Vi,j € {1,...,n}.

4. R es antisimétrica si (xRy) A (yRz) = = = y, Va,y € A. Las matrices de
las relaciones antisimétricas se caracterizan porque toda entrada no diagonal
no nula es opuesta a su entrada transpuesta, es decir, si r;; = 1, entonces
rii #7150 =0, Vi,j € {1,...,n}, i # j. Porello, Mg A M < I®, donde I es
la matriz identidad, es decir, la conjuncién de la matriz con su transpuesta da
lugar a una matriz nula, a excepcion de la diagonal, en la que pueden haber
entradas no nulas.

5. R es asimétrica si tRy = y R x, Vx,y € A. Las matrices de las relaciones
asimétricas se caracterizan porque toda entrada diagonal es nula, r;; =0, Vi €
{1,...,n}, y toda entrada no diagonal no nula es opuesta a su entrada trans-
puesta, es decir, si r;; = 1, entonces rj; # r;; = 0, Vi,j € {1,...,n}, i # j.
Por ello, Mr A M}g = Onxn, €s decir, la conjuncién de la matriz Mr con su
transpuesta equivale a la matriz nula O, xp,.

6. R es transitiva si (xRy) A (yRz) = xRz, Vz,y,z € A. Las matrices de las
relaciones transitivas se caracterizan porque si dos entradas r;; = 1,7, = 1
(son no nulas), entonces r;; = 1 (también es no nula), Vi,j5,k € {1,...,n}.
Alternativamente, puede demostrarse que una relacién transitiva cumple que
M3 = Mr ® Mg < Mg, donde © es el producto booleano de matrices®.

%La implicacién a = b significa que, si se afirma a, entonces también se afirma b. Es
importante distinguirla de la implicacion légica a — b (véase la Definicién 1.9 del Capitulo
1). Por un lado, la implicacién a — b representa una tnica proposicién, de modo que si no
conocemos los dos valores de verdad de a y b, no podemos saber si es cierta o falsa. Por
otro lado, en la implicaciéon a = b, a y b actian como dos proposiciones independientes, y el
simbolo =- nos indica que, si a es verdadero, entonces b también lo es. Por lo tanto, el valor
de verdad de b depende del valor de verdad de a.

bEl simbolo < en la expresion A < B, donde A y B son dos matrices de dimensién n X n,
indica que cualquier entrada a;; de la matriz A es menor o igual a su correspondiente entrada
bij de la matriz B, Vi,j € {1,...,n}.

€El producto booleano de matrices es equivalente al producto de matrices del algebra
lineal, reemplazando la suma por el disyuntor V y el producto por el conjuntor A.

Desde la perspectiva de la teoria de grafos, si una relacion es reflexiva (todo
elemento x € A esté relacionado consigo mismo), el grafo dirigido D presentara
un bucle en cada nodo. Si, por el contrario, R es irreflexiva (ningin elemento
x € A esta relacionado consigo mismo), el grafo dirigido no presentara ningin
bucle en sus nodos. Por otro lado, si la relacion R fuese simétrica, el grafo
pasaria a ser un grafo no dirigido (la relacion entre dos elementos siempre es
en ambos sentidos).
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Notese también que, por presentar definiciones contradictorias, una relacién
puede no ser simultaneamente reflexiva e irreflexiva, o simultaneamente asi-
métrica y simétrica. Sin embargo, deficiones como la de relaciéon antisimétrica
y asimétrica son practicamente idénticas, salvando que la relaciéon asimétrica
exige adicionalmente que no exista ninguna relacién de un elemento consigo
mismo. Por ello, si una relacién es asimétrica, necesariamente también es anti-
simétrica, mientras que una relacién antisimétrica no necesariamente tiene por
qué ser asimétrica. De hecho, la relacion asimétrica también se suele denominar
antisimétrica en sentido estricto.

Ejemplo 4.3
Dado el conjunto A = {1,2, 3},
e la matriz
1 0 0
Mg, =0 1 0] =1
0 0 1

representa la relacion R; igualdad o identidad sobre A (cada elemento unica-
mente esté relacionado consigo mismo), y es

reflexiva: todas las entradas de la diagonal son 1,

— simétrica: la matriz transpuesta coincide con la matriz de relaciéon, que
7 T
es Mp, =1 =1" = Mg,

— antisimétrica: todas las entradas no diagonales son nulas, por lo que
Mp, AMg, =IANT =1,
— transitiva: el producto de matrices es

Mp, = Mg, © Mg, =101 =1= Mg.
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e la matriz

Mg, =

O O =
= O O
O = O

representa la relacion Rs sobre A, la cual es

— simétrica: todas las entradas son iguales a sus respectivas transpuestas, o
1 0 0
Mg, =0 0 1| =Mz,
0 1 0
pero no es

— reflexiva ni irreflexiva: las entradas diagonales toman valores 0 y 1,

— antisimétrica ni asimétrica: como contraejemplo, los elementos (3,2) y
(2,3) estan relacionados simétricamente, cuando no deberian estarlo, o
bien Mg, A M}, = Mg, A Mr, = Mg, > I,

— transitiva: estando los elementos (2,3) y (3, 2) relacionados, no encontra-
mos la relacion transitiva (3, 3), o matricialmente,

1 00 1 00 1 00
Mp, =Mpr, ©Mpr, = [0 0 1]®|0 0 1|=(0 0 0] >Msg,
0 1 0 01 0 0 0 1
e la matriz
0 1 0
Mg, =10 0 1
1 00

representa la relaciéon Rg3 sobre A, la cual es

— irreflexiva: todas las entradas diagonales son 0,
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— antisimétrica y asimétrica: las entradas no nulas tienen entradas trans-
puestas opuestas, o bien

0
MRS/\Mgsz 0 = Onxn <1,
1

— o O

1 0 0
0 1|A]|1
0 0 0

SRCES)
O O O

pero no es

— simétrica: estando los elementos (1,2) relacionados, no encontramos la
relacion simétrica (2, 1), o matricialmente,

01 0 0 0 1
Mp,=(0 0 1| #[1 0 0] =Mg,
1 0 0 01 0

— transitiva: estando los elementos (1,2) y (2, 3) relacionados, no encontra-
mos la relacién transitiva (1, 3), o matricialmente,

e o

01 0 1
Mp, = Mg, O Mg, = |0 0 1] ©® 0
1 0 0 0

—_

e la matriz

Mg, =

o o o
o o o
o

representa la relacion vacia R4 sobre A, la cual es

irreflexiva: todas las entradas diagonales son 0,

simétrica: todas las entradas son no nulas, por lo que
Mp, = Oaxa = Ofyy = M
Ry = Ui4xa = Uyxg = MRy,
— antisimétrica y asimétrica: todas las entradas son no nulas, por lo que
Mg, ANME, = Osxa NOfyy = O4xa < I
Ry Ry — U4x4 4x4 — U4dxda > 1,
— transitiva: no existe ninguna relacién, y matricialmente,

M3, = Mr, ® Mg, = Osxs = Mg,.
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e la matriz

111
Mg, =(1 1 1
11 1

representa la relacién universal Rs sobre A, la cual es
— reflexiva: todas las entradas diagonales son 1,

— simétrica: todas las entradas son no nulas, por lo que

1 1 1
Mg, =1 1 1]=ME,
1 1 1

11 1 111 111
Mi, =Mp, OMpr; =1 1 1]o|1 1 1|=(1 1 1] = Mg,
11 111 111

pero no

— antisimétrica ni asimétrica: como contraejemplo, los elementos (1,2) y
(2,1) estan relacionados simétricamente, cuando no deberian estarlo, o
bien Mg, A M, = Mgy A Mry, = Mg, > 1.

Definicién 4.10: Relacién inversa

Sea R una relacion definida de A en B. La relacion inversa de R, denotada por R~!,
es una relacion definida de B en A de la siguiente forma:

R ={(y,z): (z,y) € R}.

La matriz de la relacién inversa viene dada por Mp—1 = M%.
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Definicién 4.11: Relacién complementaria

Dada una relacion R definida de A en B, llamaremos relacion complementaria de R,
y la representaremos por R° a la relacion

R°=U-R,

donde U es la relacién universal, en la que todos sus elementos se encuentran relacio-
nados entre si.

La matriz de la relaciéon complementaria viene dada por Mrc = My — Mg, donde
My es la matriz de la relacion universal U (con todas sus entradas iguales a 1).

Ejemplo 4.4

Retomando el Ejemplo 4.2, donde definiamos la relacién

R = {<J3, 1'>7 (:B,y% <Zay>> (t,Z>}

sobre el conjunto A = {z,y, z,t}, con matriz de la relacién

O O O
O = O =
(=) (] (=)
S O O O

tenemos que

e la relacién inversa R~ = {(z,2), (y,z), (y, 2), (2,)}, y cuya matriz de relacion
es

My =

(=l
e e e ©
o O = O
o= O O
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e la relacién complementaria
R® = {{y,9),(2,2), (t, 1), (x, 2), (z,1), (v, 2), (y, 2), (, 1), (2, ), (2, 1), (¢, @), (&, ) }

y cuya matriz de relacién es

Mpe = = My — Mg,

=)
—_ o = o
O = ==
— ==

donde My es la matriz de la relacion universal (con todas las entradas no nulas).

Las dos relaciones, inversa y complementaria, se representan con digrafos en la Figura
4.2.

Figura 4.2: Digrafos de las relaciones inversa y complementaria (Ejemplo 4.4).

Definicién 4.12: Composicién de relaciones

Sea R; una relacién de A en By Re de B en C. La composicion de A en C, denotada
por Rz o R o R2 R, viene dada por

Ry Ri ={{a,c): a€ A, ceC, Fbe B: ({a,b) € R1) A ({b,c) € Ra2)}.

La matriz de la relacién composicion equivale al producto booleano entre las matrices
de las dos relaciones, Mg, r, = Mr, © MR,.
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En términos de teoria de grafos, (a,c) € Ry R; si existe un camino de longitud
2 desde el nodo a € A hasta el nodo ¢ € C. De este camino, la primera arista
es un elemento de R; y, la segunda, de R;.

Ejemplo 4.5

Sea el conjunto A = {a,b,c,d} y las relaciones R = {({a,b), (b,a), (b,c),{c,d)} y
S = {{(a,c), (b,d), (c,c)}, cuyas matrices de relaciéon son

Mg =

oo~ o
oo o~
coro
o~ oo

5

I
cocoo
cocoo
o~ o R
oo~ o

Entonces,

e la relacion inversa es R™! = {(b, a), (a, b), (c,b), (d, c)}, o matricialmente,

Mg = Mg =

o o = O
O = O
= o O O
o o e e

e la relacién complementaria es
R® = {(a,a), (b,b),(c, ), {d, d),(a, ), (a,d), {c,a), (d, a), (c,b),(d, c), (b, d), (d, b) },

o matricialmente,

Mpge = My — Mg =

— = o
=)
—_ = O =
— O =

donde My es la matriz de la relacion universal (con todas las entradas no nulas).

e una relacién composicién es S o R = {(a,d), (b, c)}, o matricialmente,

01 0 0 00 1 0 000 1
101 0 000 1 00 1 0
Msor=MrOMs =14 4 ¢ 1[®lo 0 1 ol o 0 0 0
00 0 0 00 0 0 00 0 0
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e otra relacién composicion es Ro S = {(a,d), (c,d)}, o matricialmente,

Mpos = Ms © Mr =

o O O O
D o 9o @
o= O

O O~ O

Las relaciones descritas se muestran en la Figura 4.3.

0 1 0 O 0 0 0 1
ot 0 1 oj_fo o000
0 0 0 1| o 0 0 1
0 0 0 O 0 0 0 O
s @ O )
sor: (a) (b)—(c) (d)
ros () () (& (@

Figura 4.3: Esquema grafico de las relaciones inversa, complementaria y composicion

(Ejemplo 4.5).

Ejemplo 4.6

Sea R = {“ser hermano de”}, y Ry = {‘ser padre de”}. Entonces:

a) Ri R = “ser tio paterno de”.
b) Ry Ro = “ser abuelo paterno de”.
C) R R1 = R;.

d) Ry Ry = Rs.
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Proposicién 4.1: Propiedades de la relacion inversa

Sean Ry, R2, R3 relaciones definidas de un conjunto A en otro conjunto B. Entonces,
se cumplen las siguientes propiedades:

1. (R7HY'=R,
Demostracion. Sea (z,y) un elemento arbitrario de R. Entonces,
(,y) € R (y,z) e R & (z,y) € (R7H 7L
Si esto es cierto para un elemento arbitrario (z,y) € R, es cierto para todo
(x,y) € R. Por consiguiente, (R™')"! = R. |
2. (RLURy) ' =R7'UR;?

Demostracion. Sea (z,y) un elemento arbitrario de (R: U R2)™*. Entonces,

y,x) € R U Ry

(T,y) € (RIUR)™ < (
((y,z) € R1) V ({y,z) € R2)
(«
(

z,9) € RV ((z,y) € Ry

Ly
<>
<
o (z,y) € RT'UR .

Si esto es cierto para un elemento arbitrario (z,y) € (R1UR2)™!, es cierto para
todo (z,y) € (R1 U R2)~". Por consiguiente, (R1 U R2)™' = Ry UR; . |
3. (RiNR) ' =R{'NR;!
4. (AxB) '=BxA
5071 =0

6. (R~ = (Ry)*

Demostracion. Sea (x,y) un elemento arbitrario de (R$)~™'. Entonces,

(z,y) € (RD) ™"

Si esto es cierto para un elemento arbitrario (x,y) € (Rf)_l, es cierto para todo
(z,y) € (RS)™*. Por consiguiente, (RS)™' = (R; 1) | |
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7. (Ri—R2) ' =Ry —R;!

Demostracion. Sabiendo que R1 — R2 = R1 N RS, y aplicando las Propiedades
3 y 6, tenemos que

(Ri—Rz)™' = (RiNR3)™"
=Ry N (R~
=Ry 'n(Ry')°
=R'— Ry

8. Si A = B, entonces (R1R2)"' = Ry 'Ry}

9. R CRy= Ry'CRy!

La demostracion de las proposiciones no demostradas se deja como ejercicio al lector.

Proposicién 4.2: Propiedades de la composicién

Sea R; una relaciéon definida de A en B, y sean R2 y R3 relaciones definidas de B en
C, y sea R4 una relacion definida de C' en D. Entonces,

1. (RSURQ) Ri=Rs RiURs Ry

Demostracion. Sea (a,c) un elemento cualquiera de (Rs U R2) R;. Entonces,

(a,c) € (R3UR2) R1 <> b€ B: ({a,b) € R1) A ({b,c) € Rs R»)
<~ 3be B: ((a,b) € R1) A[({(b,c) € R3) V ((b,c) € R2)]
<~ 3be B: [({(a,b) € R1) A ({(b,c) € R3)]
V{((a,b) € R1) A ((b,c) € R)]
+ 3be B: ({(a,b) € R1) A ({(b,c) € R3)
V3be B: ({(a,b) € Ri)A ({bc) € Rs)
< ({a,c) € R R1) V ({a,c) € Ry R1)
<~ (a,c) € R3s R URs R;.

Si esto es cierto para un elemento arbitrario {(a,c) € (Rs U R2) R1, es cierto
para todo {(a,c) € (R3 U R2) R,. Entonces, por generalizacion, (Rs U Rz)R; =
Rs Ri URs R;y. | |
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2. (Rs n Rz) Ri C Rs RinNRy Ry
3. Ry (RsUR2) =Rs R3UR4s Ry
4. Ry (RsN R2) C R4 RsN R4 R

La demostracién de las proposiciones no demostradas se deja como ejercicio al lector.

Es importante destacar que la operaciéon de composiciéon de relaciones no es
conmutativa, es decir, que R; Ry = Ry, R, no siempre se cumple. De hecho,
incluso una de las composiciones (por ejemplo, R; R,) podria no estar definida,
aun estandolo su opuesta (R, R;). Sin embargo, la operacion de composicion
si que es asociativa, tal y como se enuncia y demuestra a continuacién en la
Proposicion 4.3.

Proposicién 4.3: Asociatividad de la composicion de relaciones

Dadas la relacion R; definida de A en B, y la relacion Rs definida de B en C, y la
relacion Rs definida de C' en D, entonces se cumple que

(Rs R2) R1 = R3 (R2 Ry).
Demostracion. Sea (a,d) un elemento cualquiera de (R3 R2) Ri. Entonces,

(a,d) € (R3 R2) R1 <> 3be B: ({(a,b) € R1) A ((b,d) € R3s R2)
< 3dbeB: ({a,b) € Ri)A[Tce C: ((bc) € R2) A ({c,d) € R3)]
~3dbeB, ceC: ((a,b) € Ri)A((b,c) € R2) A ({c,d) € R3)
<~ 3dceC: [FbeB: ((a,b) € Ri)A((bc) € Ra)] A ({c,d) € R3)
< JeeC: ({a,¢) € RaR1) A ({c,d) € R3)
<~ (a, d) € Rs (RQ R1).

Si esto es cierto para un elemento arbitrario (a,d) € (Rs R2) R1, es cierto para todo
(a, d> S (Rg Rz) Rl). Por consiguiente, (Rs Rz) Ri1 = R3 (R2 R1). | |
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Definicién 4.13: Potencia de una relacién

Sea R una relacion binaria en un conjunto A, y sea n € N un namero natural. La
potencia n-ésima de R, denotada por R", se define de forma inductiva como

1. R®={(z,z): z € A} (la relacién de igualdad o relacién identidad sobre A).

2. R =R" R.

Si D es el grafo dirigido asociado a la relacion (A4, R), entonces el grafo dirigido
Dy, asociado a (A, RF) es aquel cuyos nodos son los elementos de A, y una arista
(a;,a;) pertenecerd a Dy siy solo si existe un camino de longitud k en D entre
los nodos a; y a;.

Proposicién 4.4: Propiedades de las potencias de relaciones

Sea R una relacion sobre A, y m,n € N dos nimeros naturales. Entonces, se cumplen
las siguientes propiedades®:

1. R"R" = ™"

®Todas ellas pueden demostrarse por induccion aplicando la definicion de potencia de una
relacién.
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Ejemplo 4.7

Consideremos la relacion (A, R), dados el conjunto A = {a, b, ¢, d} y la relacion
R = {{a, b), (b, a), (b, ), (c, d)}. Si desarrollamos las primeras potencias de la relacion,
y aplicando las propiedades de las potencias de las relaciones, obtenemos que

R° = {{a,a), (b,b), (¢, c), (d, d)},

R' = R={(a,b), (b,a), (b,¢), (c,d)},

R®> =R R = {(a,a), (a,c), (b,b), (b,d)},
RP=R*R= {{a,b), (a,d), (b,a), (b,c)},

R* = R® R={(a,a), (a,c), (b,b), (b,d)} = R?,
R°=R'R=R’R=R’
R°=R°R=R*R=R"'=R"

De forma general,
R™1' =R R™=R?)® Vn=1,2,...

Las matrices de las potencias quedan como

100 0 0100
01 0 0 101 0

Mro=19 0 1 of"Me=10 0 0 1|

00 0 1 0000

101 0 01 0 1

01 0 1 101 0

Mpz =MrOMz | o o o Mre=109 0 0 o0
00 0 0 000 0

Las relaciones de potencia se muestran en la Figura 4.4.

Notese que las aristas de la potencia R? representan los caminos de longitud 2 en el
grafo de la relaciéon Ry, las de R?, los caminos de longitud 3.
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X i
R la) (b —>(c —>{d

e '
« @ @

R (a) (b ——(c) (d)

Figura 4.4: Esquema grafico de las potencias de la relacion R (Ejemplo 4.7).

Si A es un conjunto finito con n elementos y R es una relacién sobre A, entonces
existen dos nimeros naturales s,t € N, de tal modo que

RE=—R, 0<s<t<2™.

Demostracion. Cada relacion binaria sobre A es un subconjunto de A x A. Sabemos
que el namero de elementos de los conjuntos A X A y el conjunto de partes P(A x A)
(que contiene todas las posibles combinaciones de los elementos de A x A), es de

2

|Ax Al =n?, |P(Ax A)| =244 =9,

2
Por lo tanto, existen 2" posibles relaciones distintas que se pueden formar sobre
A. Como las potencias de cualquier relacion sobre A también son relaciones sobre
A, estan incluidas en el conjunto de partes P(A x A) y, por consiguiente, no pueden

8- ng . 2 q 8- ng g 0z
existir mas de 2" potencias distintas. Y si, dada una relaciéon R sobre A, enumeramos
sus potencias, tenemos

n2
{RO,R,RQ,...,RQ }

2 2
Como en la lista tenemos 2" + 1 elementos, y tan solo pueden haber 2™ elemen-
tos distintos, concluimos que, al menos, dos de estas potencias con dos exponentes

2
cualesquiera son iguales, es decir, R* = R', con 0 < s <t < 2™ . | |
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Sea R una relacién binaria sobre A, de tal modo que R° = R’, donde s <ty p=t—s.
Entonces se cumple que

i) R*TF = R*™F vk > 0.
ii) RSTRPH = RSF vk i > 0.
iii) Si S = {R°, R',...,R"™'}, entonces R? € S, Vq € N, es decir, toda potencia

de R es un elemento del conjunto finito S y, por lo tanto, todas las potencias
de R se pueden representar con el conjunto finito S.

Demostracion. A continuacion se demuestran las tres afirmaciones del teorema:

i) Para cualquier k > 0 se demuestra directamente (por la Proposicion 4.4) que
R°*** = R°R* = R'R" = R"*".
ii) Para cualquier k > 0, sabiendo que
RO=R"°=RR°=RR°=R"",
se demuestra directamente (por la Proposicién 4.4) que
RStkpti _ ps pk(t—s) pi _ ps (Rt—s)k R = R® (RO)k R — R°R' = R°T.

iii) Sea ¢ € N un ntmero natural cualquiera. Dicho namero puede expresarse como
g=s+kp+i,cons<typ=t—s,dondekeN: s+kp<g<s+(k+1)p
y donde i = ¢ — (s + kp), 0 < i < p. Por la Propiedad ii), ya demostrada,
deducimos que RY = R¥TFP+t — RS+ gabiendo que s+ i < t, ya que 0 < i <
p =t —s. Por lo tanto, concluimos que R? € S para cualquier ¢ € N
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4.3 Relaciones binarias de equivalencia

Un tipo de relacion de especial importacia por su aplicacién en campos como
la aritmética modular es la relacion binaria de equivalencia.

Definicién 4.14: Relacién binaria de equivalencia

Dada la relacion binaria R definida sobre el conjunto A, decimos que es una relacion
binaria de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Dos elementos xRy relacionados entre si por una relacién binaria de equivalencia se
suelen representar como = ~ y, y se lee x es equivalente a y.

Como una relaciéon binaria de equivalencia no implica necesariamente que todos
los elementos deban estar relacionados entre si, es posible formar subconjuntos
de elementos que tinicamente tengan relacién entre ellos, pero no con el resto.
A estos subconjuntos se les denomina clases de equivalencia.

Definicién 4.15: Clase de equivalencia y conjunto cociente

Dada la relacion binaria de equivalencia R definida sobre un conjunto A, definimos
la clase de equivalencia de A para cada elemento a € A, denotada como [a] o @, como
el subconjunto de todos los elementos = € A equivalentes a a. Formalmente,

a=a={z€A: a~ua}.

El conjunto Ar formado por todas las distintas clases de equivalencia de A se deno-
mina conjunto cociente.

Proposicion 4.5: Propiedades de las clases de equivalencia

Dada la relacion binaria de equivalencia R definida sobre el conjunto A, algunas
propiedades de las clases de equivalencia de los elementos de A son las siguientes:

1. Dos elementos son equivalentes si y sélo si sus clases de equivalencia son iguales,
oz ~y < [z] = [yl

Demostracion. En sentido inverso (+), asumiendo que [z] = [y], sabemos que
x,y € [z] = [y]. Por lo tanto, al estar en la misma clase de equivalencia, por
definicién, © ~ y.
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En sentido directo (—), asumiendo que z ~ y, y tomando un elemento cual-
quiera z € [z] contenido en la clase de equivalencia de z, deducimos que

(a) por definicién de clase de equivalencia, entonces z ~ z,
(b) por ser R simétrica, entonces z ~ x, y

(¢) por ser R transitiva, sabiendo que z ~ x y que x ~ y, entonces z ~ ¥y, 0
por definicién de clase de equivalencia, z € [y].

Como z € [z] es un elemento cualquiera, por generalizacion, concluimos que
todo elemento z € [z] también cumple que z € [y] y, por lo tanto, [z] C [y].

Anélogamente, partiendo de que x ~ y implica que y ~ x por simetria, y
tomando un elemento cualquiera z € [y], deducimos que

(a) por definicién de clase de equivalencia, entonces y ~ z,
(b) por ser R simétrica, entonces z ~ y, y

(¢) por ser R transitiva, sabiendo que z ~ y y que y ~ z, entonces z ~ x, 0
por definicién de clase de equivalencia, z € [z].

En consecuencia, [y] C [z]. Por lo tanto, si [z] C [y] ¥ [y] C [z], concluimos que
[z] = [y]. u

. El conjunto cociente es una particion de A.

Demostracion. Sabemos que la union de todas las clases de equivalencia [z],
con ¢ € A, da como resultado el conjunto A, es decir,

Ul =4,

TEA

puesto que, por ser R reflexiva, cada clase de equivalencia [z] contiene al menos
al propio z. De esta propiedad también se deduce que [z] # (.

Ademaés, por la propiedad reflexiva deducimos que, dados dos elementos cua-
lesquiera z,y € A,

e si x ~ y (estan relacionados), entonces [z] = [y], es decir, sus clases de
equivalencia son el mismo conjunto, o

e si z % y (no estan relacionados), entonces [z] # [y], y ademés [z]N[y] = 0,
es decir, que ambas clases de equivalencia son conjuntos mutuamente
excluyentes. Esto se demuestra facilmente por reduccion al absurdo.
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Supongamos que existiese un elemento z tal que z € [z], z € [y], sabiendo
que x % y. En ese caso, por definicion de clase de equivalencia, x ~ z
y y ~ z, y por simetria, z ~ y. Entonces, por transitividad, z ~ v,
alcanzando una contradiccion.

Por lo tanto, si el conjunto cociente Ar se define como una coleccién de con-
juntos - clases de equivalencia - no vacios, mutuamente excluyentes dos a dos
(de las clases iguales, tomamos una tnica para Ar) y cuya unién da lugar al
conjunto A, entonces concluimos que Ar es una particion de A. | |

Ejemplo 4.8

Dado el conjunto A = {a, b, ¢, d}, la relacion
R = {(CL, CL>, <b7 b)v <Cv C), (d’ d>7 <6, e)a <a7 C)a <C, CL>, <b7 d), (d, b>}7

y cuya matriz de relacién es

S
Il

OO O

O R OO

SO = O =

o= O = O

— O O OO

es una relacién binaria de equivalencia, ya que

e es reflexiva, ya que todo elementos de A estd relacionado consigo mismo,
(z,z), Yz € A. En la matriz de relacion, todas las entradas diagonales va-
len 1.

e es simétrica, ya que para cualquier relacion de elementos (z,y), con z,y € A,
la relacion R también incluye a su opuesta (y,z). En la matriz de relacion,
observamos que Mg = ME.
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e es transitiva, ya que para cualquier par de relaciones de elementos (z,y) e (y, z),
con z,y,z € A, la relaciéon R también incluye (z, z). En la matriz de relacion,
comprobamos que

1 01 00 1 01 0 0
01 0 1 0 01 01 0
Mi=MrOMr=|1 0 1 0 0]l®|1 0 1 0 0
01 0 1 0 01 0 1 0
00 0 0 1 00 0 0 1
1 01 00
01 0 1 0
=|1 0 1 0 0|=Mg
01 0 1 0
000 0 1

En esta relacion, observamos que a ~ ¢ (a es equivalente a ¢) y b ~ d (b es equivalente
a d). Por lo tanto, las clases de equivalencia de los elementos de A de esta relacion
son

o o] =[] ={a,c},
o = [d] = {b,d},
o [e] = {e}.

Finalmente, el conjunto cociente se define como Ar = {[a],[b],[e]} =
{{a,c}, {b,d},{e}}, y puede verse que es una particiéon del conjunto A.

Un esquema de esta relacién se muestra en la Figura 4.5.

4| pl=1d1= .4
b d
e
lal = [c] = {a,c} [e] = {e}

Figura 4.5: Esquema grafico de la relacién binaria de equivalencia (Ejemplo 4.8).
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4.4 Relaciones de orden

Definicién 4.16: Orden

Una relacidn de orden (A, R), o simplemente orden, es una relacion transitiva R
sobre un conjunto A, que nos permite comparar elementos de ese conjunto aunque,
en general, no nos sea permitido comparar dos elementos cualesquiera del conjunto.

En otras palabras, dentro de una relacién de orden existen elementos compa-
rables, sin que sea condicién necesaria que todo elemento del conjunto pueda
compararse con cada uno de los restantes elementos del conjunto. En esta
seccion, consideramos diferentes tipos de relaciones de orden, en base a las
propiedades que cumplan.

Definicién 4.17: Orden parcial

Sea (A, R) una relaciéon sobre A. Diremos que R es una relacion de orden parcial, o
simplemente orden parcial, sobre A si R es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

También se dice que (A, R) es un conjunto parcialmente ordenado (o poset), o que el
conjunto A estd parcialmente ordenado por R.

Ejemplo 4.9
Algunos ejemplos de 6rdenes parciales son:

1. (N;<), donde <= {(z,y) : = < y}. Como z < z, Vo € N (reflexiva), como
z < yey <z implica que z = y, Vz,y € N (antisimétrica), y como = < y e
y < z implica que z < z, Vz,y,z € N (transitiva), concluimos que < es una
relacion de orden parcial.

2. (P(A), C), donde P(A) es el conjunto de partes del conjunto Ay C= {(X,Y) :
X CcY}. Como X C X, VX € P(A) (reflexiva), como X C Y eY C X implica
que X =Y, VXY € P(A) (antisimétrica), y como X C Y e Y C Z implica
que X < Z,VX,Y,Z € P(A) (transitiva), concluimos que C es una relacién de
orden parcial.

Sin embargo, (N, <) no es un orden parcial por no cumplir la propiedad reflexiva, es
decir, x < x no es cierto para ningin x € N.
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Nota Para denotar un orden parcial arbitrario, usaremos el simbolo <, y
escribiremos a < b 0 b < a para denotar que aRb o bRa, respectivamente.

Para representar graficamente un orden parcial, habitualmente se emplean los
diagramas de Hasse, los cuales son grafos simplificados de la siguiente forma:

1. Los nodos del grafo son los elementos del conjunto.

2. Los bucles no se representan (las propiedades reflexiva y antisimétrica
quedan implicitamente representadas por los propios nodos).

3. La arista que representa la transitividad se omite (si existe un camino
entre dos nodos, se asume también que entre ellos existe una relacion

identidad).

4. Las aristas son no dirigidas. Los nodos se dibujan de arriba a abajo en
funcion de su relacion de preferencia (méas arriba indica mayor preferen-
cia). Si dos nodos presentan la misma preferencia, se dibujan a la misma
altura.

Ejemplo 4.10

Sea (A, R) una relacion sobre A, donde A = {a,b,c,d} y
R = {{(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (a,b), (a,c), (a,d), (b,d)}.

La matriz de la relaciéon R viene dada por

OO O
O O =
o= O
=

Tal y como se puede comprobar, la relacién R es

e reflexiva, ya que existe una relacion identidad para todos los elementos de A,
o en la matriz de relacién, todas las entradas de la diagonal son 1.

e antisimétrica, ya que no existe ningtin par de elementos de la relacion (z,y) € R
e (y,z) € R que estén incluidos simultdneamente en la relacién. Desde el punto
de vista de la matriz de relacion, la matriz no coincide con la transpuesta,
Mg # ME.
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e transitiva, ya que para cualquier par de elementos de la forma (z,y), (y, z) € R,
cumple que (z,z) € R, Vz,y,z € A. En la matriz de relacién, comprobamos

que
111 1 111 1 111 1
01 0 1 01 0 1 01 0 1
MeOMr=10o 5 1 0[®lo 0 1 of o 0 1 of =M=
000 1 00 0 1 00 0 1

por lo que se trata de un orden parcial. El diagrama de Hasse del orden parcial se
encuentra representado en la Figura 4.6.

Figura 4.6: Diagrama de Hasse de la relacion R (Ejemplo 4.10).

Definicién 4.18: Cuasi-orden

Sea (A, R) una relacion sobre A. Diremos que la relacién R es un cuasi-orden si R es
una relacion transitiva e irreflexiva.

Por definicién, un cuasi-orden R nunca podré ser antisimétrico ya que, si lo
fuera, la antisimetria implicaria que xRy A yRx = x = y. Al ser transitivo, el
cuasi-orden deberfa contener la relacion identidad xRz, pero esto contradice

el hecho de que el cuasi-orden también debe ser irreflexivo.
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Proposicién 4.6

Sea (A, R) una relacion sobre A. Entonces,

1. Si R es un cuasi-orden, entonces r(R) = RU R es un orden parcial.

2. Si R es un orden parcial, entonces R — R® es un cuasi-orden.

Definicién 4.19: Orden lineal simple o total

Sea (A, <) un orden parcial sobre A. Diremos que < es una relacion de orden lineal
simple o total si para cualquier par de elementos a,b € A se cumple que a < b (aRb)
o bien b < a (bRa). En otras palabras, que todo elemento de A presenta una relacion
de orden con cada uno del resto de elementos de A.

También se dice que (A, <) es una cadena, un congunto linealmente o totalmente
ordenado, o que el conjunto A estd linealmente o totalmente ordenado por la relacion
<.

Ejemplo 4.11

Sea (A, <) una relacion sobre A, donde A = {1,2,3},
<= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,3)},

y cuya matriz de relacién es

11 1
Mc=1[0 1 1
00 1

Tal y como podemos comprobar, cualquier elemento de A se encuentra relacionado
con el resto y, en consecuencia, el par (A, <) es una cadena. El diagrama de Hasse se
muestra en la Figura 4.7. Por otro lado, como ejemplo de relaciéon que no es cadena,
podemos tomar el par (P(A),C), donde P(A) es el conjunto de partes de A con
més de un elemento, y C={X,Y : X C Y}. Esto se debe a que aquellos conjuntos
contenidos en P(A) que sean mutuamente excluyentes, esto es, que no compartan
ningin elemento, no se podran contener entre si, y por lo tanto, no existira relacion
entre ellos. En este ejemplo particular, observamos que los conjuntos {1},{2,3} €
P(A) no guardan ninguna relacién, ya que ni {1} C {2,3} ni {2,3} C {1}.
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Figura 4.7: Representacion por diagrama de Hasse de un orden total (Ejemplo 4.11).

Definicién 4.20: Elemento mayor y menor del orden parcial

Sea (A, <) un orden parcial, y sea B un subconjunto de A. Diremos que
e b e Besel elemento mayor de B si b’ < b, Vb’ € B.

e bc Besel elemento menor de Bsib <V, Vb € B.

Sea (A, <) un orden parcial y B C A. SiJa,b € B de manera que a y b son elementos
mayores (o menores de B), entonces a = b. En otras palabras, el elemento mayor (o
menor) es Gnico.

Demostracion. Si a y b son dos elementos mayores (o menores) de B, entonces, por
definicion, tiene que darse simultdneamente que a < b (aRb) y b < a (bRa). Como
(A, <) es un orden parcial, es antisimétrica y, por lo tanto, a = b. | |

Definicién 4.21: Buen orden

Una relacion < sobre A es un buen orden si < es un orden lineal total y VB C A, 3b €
B tal que b es el elemento menor o primer elemento.

También se dice que A es un conjunto bien ordenado, o que R es un buen orden de

A.



4.4 Relaciones de orden

Ejemplo 4.12

Sea (N, <) una relacion sobre N, donde <= {(z,y) : = < y}. Primeramente compro-
bamos que, para cualquier conjunto B € N, el par (B, <) es un orden lineal total, ya
que, para cualquier par de nimeros x,y € B naturales, o bien z < y o bien y < z, de
tal modo que siempre se puede establecer alguna relacion entre ellos.

Seguidamente, demostramos que VB C N, 3b € B de manera que b es primer elemento
mediante induccién sobre el nimero de elementos de B:

e Base de induccion: parael caso i = 1, con B = {z}, el tinico elemento z € N del
conjunto es el primer elemento, puesto que x < z, y no existen més elementos
en el conjunto.

e Hipdtesis de induccion: asumimos que, para cierto ¢ = |B| = n, con el conjunto
B = {z1,...,z,}, es un buen orden, por ser orden lineal total (B C N) y su
primer elemento es z;.

e Paso de induccion: para i = |[B| =n+1, con B = {z1,...,Zn,Tnt1}, dedu-
cimos que, o bien z; < x,41, y por lo tanto x1 sigue siendo primer elemento
de B, o bien z,4+1 < x1, y por lo tanto x,41 pasa a ser el primer elemento de
B. En cualquier caso, tenemos que B tiene primer elemento, y es orden lineal
total.

Por lo tanto, queda demostrado que (N, <) es un buen orden.

Ejemplo 4.13

Sea Y un alfabeto lineal con un orden alfabético asociado (orden lineal). Dados dos
elementos z,y € >, donde >_" es un conjunto de cadenas de caracteres alfabéticos
de 3, decimos que z precede a y, es decir, z < y, en el orden lexicografico de >_* si:

1. Si z es prefijo de y, es decir, si y = zu. Por ejemplo, x = prv < y = prvabc.

2. Siz=z2u, y=2v: z€ Y "y z es el prefijo de mayor longitud comiin a z e y,
y en el orden alfabético u precede a v. Por ejemplo, x = prvaab < prvabc.

Normalmente, el orden alfabético es el orden lexicografico de Y *. Este es un orden
lineal total, pero no es un buen orden, excepto en el caso en que > tenga un sélo
elemento.
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Para comprobarlo, sea Y, = {a,b}, donde a precede a b (en el orden alfabético), y
sea x una cadena cualquiera z € Y.". Entonces, el sucesor inmediato de = es za, o
el predecesor inmediato de xa es x, pero no existe predecesor de xb. Por ejemplo, en
el conjunto A = {b, ab, aab, aaab,...,a"b,...} no existe primer elemento, pues dada
una cadena a"b cualquiera del conjunto, siempre se puede encontrar otra cadena a™b,
con m > n, que la precede.

De este Ejemplo se deduce que no es cierto que para cualquier subconjunto se pueda
encontrar siempre un elemento menor o primer elemento, por lo que decimos que el
orden lexicografico no es un buen orden.

La siguiente definicion nos aporta el buen orden del conjunto ..

Definicién 4.22: Orden estandar lexicografico

Sea Y un alfabeto finito con un orden lineal asociado y sea Y. un conjunto de
cadenas de caracteres alfabéticos de . Dados dos elementos z,y € >, decimos que
x precede ay, o x <y, en el orden estindar de " si:

L]l < llyll,
2. ||lz|| = |lyll, y = precede a y en el orden lexicografico de >,

donde ||z|| es la longitud de la cadena z € >_*

En el orden estdndar de Y_*, todo elemento tiene sucesor y predecesor, por lo
que es un buen orden.

Definicién 4.23: Maximal y minimal, cota superior e inferior, supremo e infimo, maximo

y minimo

Sea (A, <) un orden parcial y sea B un subconjunto de A. Entonces,

a) un elemento b € B es mazimal de B si no existe ningin b’ € B: b #b, b <V,
es decir, si no existe un b’ mayor que él.

b) un elemento de b € A es cota superior de B si b’ < b, Vb’ € B.

¢) un elemento de b € A es supremo de B si b es cota superior de By, para
cualquier cota superior b’ € B se cumple que b < b’ (es la minima de las cotas
superiores de B). Si b € B, entonces diremos que b es mdzimo de B.
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Anéalogamente,

a) un elemento b € B es minimal de B si no existe ningtin ¥’ € B: b’ #b, b’ <,
es decir, si no existe un ' menor que él.

b) un elemento de b € A es cota inferior de B si b < b, Vb’ € B.

¢) un elemento de b € A es infimo de B si b es cota inferior de B y, para cualquier
cota inferior b’ € B se cumple que b’ < b (es la maxima de las cotas inferiores
de B). Si b € B, entonces diremos que b es minimo de B.

Cabe destacar que el maximal de B debe ser un elemento perteneciente al
subconjunto B, mientras que la cota superior y el supremo de B, pueden ser
elementos de B o de A. Sin embargo, nada en la definicion garantiza que
cualquiera de estos elementos exista.

Ejemplo 4.14

Sea (R, <) un orden parcial, y sea B={z: 0 <z <1} =][0,1).
e No existe un maximal de B.
e El primer elemento y minimal es el 0.

e Las cotas superiores de B estan en el conjunto {z : = > 1}, siendo 1 la menor
de ellas, es decir, el supremo.

e Las cotas inferiores de B estan en el conjunto {z : x < 0}, siendo 0 la mayor
de ellas, es decir el infimo. Y como 0 € B, también es minimo.

Sea (A, <) un orden parcial, y sea B un subconjunto de A.

i) Si b es el primer elemento de B, entonces b es minimal de B.

Si b es una cota superior de B y b € B, entonces b es el supremo de B.

)
ii) Si b es el primer elemento de B, entonces b es el infimo de B.
iii)
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4.5 Operaciones de clausura sobre relaciones

Ante una relacion R definida sobre un conjunto A que no es de orden parcial,
es decir, que no necesariamente cumple las propiedades de reflexividad, antisi-
metria y transitividad, podemos plantearnos ges posible ordenar los elementos
del conjunto A partiendo de la relacion R? ;Bajo qué condiciones? ;FExiste en
ese caso un unico orden?.

Una forma de encontrar un orden parcial a partir de la relacion (A, R) es
encontrar la relacion de orden (A, R’) méas grande que la contenga (es decir,
que R C R’). A estas relaciones de orden R’ se las conoce como clausuras.

4.5.1 Clausuras de una relacion

Definicién 4.24: Clausura reflexiva

Sea R una relaciéon binaria sobre A. La clausura reflexiva de R, representada como
s(R) es una relaciéon R’ tal que:

1. R’ es reflexiva.
2. RCR.
3. Si R” es una relaciéon reflexiva cualquiera tal que R C R, entonces R' C R”.

En otras palabras, la clausura reflexiva es la relacion reflexiva sobre A méas pequena
que contiene a R.

Definicién 4.25: Clausura simétrica

Sea R una relacion binaria sobre A. La clausura simétrica de R, representada como
s(R) es una relacion R’ tal que:

1. R’ es simétrica.
2. RCR.
3. Si R” es una relacién simétrica cualquiera tal que R C R”, entonces R’ C R”.

En otras palabras, la clausura simétrica es la relacion simétrica sobre A més pequenia
que contiene a R.
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Definicién 4.26: Clausura transitiva

Sea R una relaciéon binaria sobre A. La clausura transitiva de R, representada como
t(R) es una relacién R’ tal que:

1. R’ es transitiva.
2. RCR.
3. Si R” es una relacién transitiva cualquiera tal que R C R, entonces R’ C R”.

En otras palabras, la clausura transitiva es la relacion transitiva sobre A mas pequenia
que contiene a R.

Sea R) una relacion sobre A. Entonces,

ii

(4,

i) R es reflexiva si y solo si r(R) = R.
i) R es simétrica si y solo si s(R) = R.
i)

iii) R es transitiva si y solo si t(R) = R

Demostracion. Demostramos la doble implicacion (si y solo si) del primer caso:
(—) Si R es reflexiva, entonces, por la definiciéon de clausura reflexiva, la relacién

reflexiva mas pequefia que contiene a R es la propia R. Por lo tanto, concluimos
que r(R) = R

(+) Sir(R) = R,y sabiendo que r(R) es una relacion reflexiva, entonces, concluimos
que R es reflexiva.

De forma analoga se prueba para el caso simétrico y transitivo. |
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Sea (A, R) una relacién sobre A. Entonces, r(R) = RU R°.

Demostracion. Definimos R’ = RUR?. Pretendemos demostrar que R’ es la clausura
reflexiva 7(R), es decir, que cumple la Definicion 4.24.

Por su construcciéon, sabemos que R’ es una relacion reflexiva, ya que incluye todos los
elementos de la potencia R’ (la relacion identidad). Ademas, sabemos que R C R'.
Solo queda por comprobar que R’ es la relacion reflexiva mas pequeiia que contiene
a R.

Para ello, definimos la relacién reflexiva R” tal que R C R”. Si tomamos un elemento
arbitrario (a,b) € R’, entonces, por construccion de R’, (a,b) € R o (a,b) € R°. Si se
da el primer caso, como sabemos que R C R”, entonces deducimos que (a,b) € R".
Si se da el segundo caso, como R’ es reflexiva, deducimos que (a,b) € R”. Por lo
tanto, en cualquier caso, concluimos que todo elemento (a,b) € R’ también cumple
que (a,b) € R”. Entonces, R' C R”,VR", y se concluye que R’ es la relacién reflexiva
mas pequena que contiene a R.

Al haber demostrado que R’ = R U R° es la relacién reflexiva més pequeia que
contiene a R, concluimos que r(R) = RU R°. ]

Ejemplo 4.15

Del Ejemplo 4.2, donde se define la relaciéon

R= {<33, 5C>, <x,y>7 <Za y)a <t,Z>}

sobre el conjunto A = {x,y, z,t}, y con una matriz de relacién

Mg =

coc o~
O = O
= O O O
S O O O

sabiendo que

RO = {(x,x), <ZL‘, ZII>, <y7 y)v (Z,Z), <t7 t>}7
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con matriz de relacién igual a la identidad,

MRDZI:

O O O =
OO = O
o= OO
- o O O

concluimos (por el Teorema 4.6) que la clausura reflexiva de R es

T(R) =RU RO = {<CE, l‘>, <ZJ7 y)v <sz>7 <t7t>7 (x,y), (z,y), <t7 Z)}:

con matriz de relacién

Mr(R) = MgrV Mpo =

o O O
O = ==
= =0 O
— o oo

Sea (A, R) una relacion sobre A. Entonces, R es simétrica si y solo si R = R™!.

Demostracion. Demostramos la doble implicacién:

(—) Una relacion simétrica R cualquiera viene definida por
R={(@y): (y:2) € R} ={(y2) : (w,y) € R} =R

(+) SiR=R™', y (z,y) € R=R™*. Como (z,y) € R™*, entonces (y,z) € R. Por
lo tanto, R es simétrica.
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Sea (A, R) una relacién sobre A. Entonces, s(R) = RU R™*.

Demostracion. Sea s(R) la clausura simétrica de R.

(C) Demostramos que s(R) C RU R™!. Por su construccion, sabemos que RUR ™!
es una relacion simétrica, ya que cualquier elemento (z,y) € R y su comple-
mentario, (y,z) € R~ estan contenidos en el conjunto RU R~!. Como, por la
Definicion 4.25 de clausura simétrica, s(R) es la relacion simétrica mas pequena
que contiene a R, concluimos que s(R) C RUR ™ *.

(D) Demostramos que s(R) D RUR™*. Sea (z,y) € RUR™! un elemento cualquiera.
Entonces, (z,y) € R o bien (z,y) € R™'. En el primer caso, por la Definicién
4.25 de clausura simétrica, s(R) C R, por lo que (z,y) € s(R). En el segundo
caso, sabemos que (y, z) € R, y de nuevo por la definicién de clausura simétrica,
(y,z) € s(R). Como s(R) es simétrica por definicién, en cualquier caso se
cumple que todo elemento {z,y) € RU R™! también cumple que (z,y) € s(R).
Por lo tanto, concluimos que s(R) D RUR™ .

Por consiguiente, si s(R) C RUR™' y s(R) D RUR ™', entonces se concluye que
s(R)=RUR™". ]

Ejemplo 4.16

De los Ejemplos 4.2 y 4.4, donde se define la relacion

R= {<:L', :C), <$7y>7 <Zv y)a <t72>}

sobre el conjunto A = {x,y, z,t}, con una matriz de relaciéon

coor
O = O =
= O O O
o o O g

sabiendo que

R = {(z,2), (@), (y,2), (= 1)},
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cuya matriz de relacién es

Mg =

OO = =
e O o @
o o = O
o = O O

concluimos (por el Teorema 4.8) que la clausura simétrica de R es

S(R) =RU R_l = {(.’17,:17), <l‘, y)v (y,x), (z,y), (y,z)(t, Z>1 <Z,t>},

con matriz de relacién

1 1 0 O
1 0 1 0
MS(R)ZMR\/MR—lz 01 0 1
0 0 1 O

Ejemplo 4.17

Sea (N, <), donde <= {(z,y) : & <y}, y sean (>= {(z,y) : v >y} y #={(z,9):
z # y}. Entonces s(<) = (#), ya que

$(<) = (QUK) = (QU) = (#).

Sea (A, R) una relacién sobre A. Entonces,

t(R)=|JR =RUR’UR®...
=1

Demostracion. Sea t(R) la clausura transitiva de R.

(D) Demostramos que t(R) D [J;=, R'. Para ello, demostramos por induccion que
t(R) DR, Vi=1,2,...:

— Base de induccion: para el caso i = 1, por Definicién 4.26 de clausura
transitiva, t(R) D R.
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— Hipdtesis de induccion (HI): asumimos que, para cierto i = n, t(R) D R"™.

— Paso de induccion: para i = n + 1, considerando un elemento cualquiera
(x,y) € R"™, deducimos que

<wy>eR”+1 <7y>6
z: ({z, z>eR"> ((z,y) € R)
—‘i» : ((z,2) € t(R)) A ((2,y) € (R))
— (z,y) € t(R).

Por lo tanto, si todo elemento (x,y) € R™"! también cumple que (x,y) €
t(R), entonces t(R) D R™™! vy por induccién, queda demostrado que
t(R) DR, Vi=1,2,...

Finalmente, si todas las potencias R® estan contenidas en la clausura t(R), es
inmediato concluir que la unién de todas ellas tambien lo esté, es decir, que

R) > U2, R

(C) Demostramos que t(R) C (J°, R". Primeramente, debe probarse que
°, R" es una relacion transitiva. Si consideramos dos elementos arbitrarios

(@), (y,2) € U5, R, entonces

3s,t €N, s,t>0: (x,y) € R®, (y,2) € R — (z,y) € R° R’
— {(x,2) € R°T*

€ G R'
=1

Por lo tanto, concluimos que |J;2; R" es una relacion transitiva.

Por otro lado, sabemos que la clausura transitiva t(R) es la més pequenia que
contiene a R (Definicion 4.26), y por lo tanto ¢(R) C U2, R', ya que esta
contenida dentro de cualquier otra relacion transitiva.

Por consiguiente, si t(R) C U2, R’ y t(R) D U2, R', entonces se concluye que

t(R) = U2, R [
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Teorema 4.10

Sea (A, R) una relacion sobre A, de tal modo que el nimero de elementos de A es
|A| = n. Entonces,

Demostracion. Si demostramos que, para un conjunto A con n elementos, (3=, R =
U7, R’, entonces, por la demostraciéon anterior (Teorema 4.9), es inmediato que
t(R) = U, R'. Para demostrar que la uniéon de n potencias es equivalente a la
unién de las infinitas potencias, solo debe demostrarse que R* C Uheq RY, Vk > 0,
es decir, que todos los elementos de las potencias de la relacion R se encuentran
contenidos en la unién de las n primeras potencias.

Sea (z,y) € R* un elemento cualquiera de la k-ésima potencia. En este caso, existe
un camino de longitud & entre los nodos = e y del grafo dirigido D = (A, R). Como
el grafo tiene n nodos, el camino méas largo posible entre dos nodos distintos es de
longitud k = n — 1, y el ciclo (el camino con origen y final en el mismo nodo)
més largo posible es de longitud & = n. Por lo tanto, deducimos finalmente que
(z,y) € R*, k <n, Vz,y € Ay que, en consecuencia, R* C |JI", R’, Vk > 0. [ |

Ejemplo 4.18

Del Ejemplo 4.7, donde se define la relacion R = {{(a, b), (b, a), (b, ¢), (¢, d)} sobre el
conjunto A = {a,b, ¢, d}, con matriz de relaciéon

Mg =

[l )
e e o =
o o= O
o = O O

sabiendo que A tiene 4 elementos y conociendo las potencias de R, concluimos (por
el Teorema 4.10) que la clausura transitiva de R es

4

t(R) = [J B = {{a,a), (a,b), (a,¢), (a, d), (b,a), (b, ), (b, ), (b, d), (¢, d)},

i=1
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con matriz de relacién

Myry = MRV Mpg2 V Mps V Mg =

9 @ = =
=N =R =N
O O = =
O R =~

Proposicién 4.7: Propiedades de las clausuras

Sea (A, R) una relacion sobre A. Entonces, se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si R es reflexiva, entonces s(R) y t(R) son reflexivas.
2. Si R es simétrica, entonces r(R) y t(R) son simétricas.

3. Si R es transitiva, entonces r(R) es transitiva.

Teorema 4.11

Sea (A, R) una relacion sobre A. Entonces

i) r(s(R)) = s(r(R)).
ii) r(t(R)) = t(r(R)).
iii) t(s(R)) D s(t(R)).

Demostracion. A continuacion se demuestran por separado los tres puntos del Teo-
rema:

i) Aplicando los Teoremas 4.6 y 4.8, se deduce que

s(r(R)) = s(RUR)
=(RUR)U(RUR"™
=RURUR'UR®
=RUR'UR®
=r(RUR™ )
=r(s(R))
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ii) Aplicando los Teoremas 4.6 y 4.9, se deduce que

t(r(R)) =t(RUR")
=(RUR")U(RUR")’U(RUR")*U...
=R°URUR’UR’U...
=R U¢(R)
=r(t(R))
iii) Sean Ry y Rs dos relaciones tales que R1 D R». Entonces, por las definiciones
de clausura simétrica (Definiciéon 4.25) y transitiva (Definicion 4.26), sabemos

que s(R1) D s(Rz2) y que 7(R1) D r(R2). También sabemos por definiciéon que
s(R) D R. Por lo tanto,

t(s(R)) D t(R) — s(t(s(R))) D s(t(R)).

Por las propiedades de las clausuras (Proposicion 4.7), como s(R) es simétrica
por definicién, entonces t(s(R)) también lo sera y, por lo tanto, por el Teorema
47,

De todo ello se concluye que
s(t(s(R))) = t(s(R)) D s(t(R)).

Cabe mencionar finalmente que, en general, s(t(R)) = t(s(R)) no siempre se
cumple. Como contraejemplo, si consideramos la relacién < sobre el conjunto
de los enteros Z, entonces

Nota Con la finalidad de simplificar la notacion, dada una relacion (A, R)
sobre A, representaremos a la clausura transitiva t(R) como por RT, y a
la clausura transitiva refleziva t(r(R)), como R*.
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4.5.2 Algoritmo para calcular la clausura transitiva reflexiva
(Warshall)

A continuacion se describe un algoritmo que nos permite calcular la clausura
transitiva reflexiva R* de la relacion (A, R), es decir, todas las relaciones com-
puestas existentes entre los elementos de A. En términos de teoria de grafos, el
algoritmo genera un camino de aristas entre cualquier par de nodos del grafo
dirigido D = (A, R).

Para ello, el algoritmo construye iterativamente la matriz C' = [¢;;]nxn de la
clausura transitiva reflexiva R*, donde n = |A| (el ntimero de elementos de A).
Inicialmente, C' = My (donde Mg es la matriz de la relacion R), es decir, que
las tnicas relaciones (o caminos) detectadas por el algoritmo entre elementos (o
nodos) son las relaciones directas entre elementos. Adicionalmente, anadimos
una relacién c¢; = 1, ¢ = 1,...,n entre elementos iguales, ya que, al buscar la
clausura transitiva refleziva, la relacion directa entre elementos iguales siempre
existird y estard contenida en la clausura. A partir de este punto, para k =
1,...,n, el algoritmo comprueba para cada par de elementos %, j si ya existe
una relacion compuesta de orden k entre ellos (un camino de longitud k) o ya
existia una relacion compuesta de orden menor previa (un camino de longitud
menor a k). Sila hay, entonces ¢;; = 1, y asi se queda durante el resto de
la ejecucion del algoritmo. Como, por el Teorema 4.10, sabemos que todas
las posibles relaciones compuestas de una clausura transitiva estan contenidas
por las primeras n potencias de la relaciéon R (o que la maxima longitud del
camino entre dos elementos es k = n), al alcanzar k = n, el algoritmo finaliza
la busqueda. En este punto final, tenemos que C' = Mpg-. El Algoritmo 1
describe en pseudocodigo el algoritmo de Warshall.

Algoritmo 1 Algoritmo de Warshall

Inputs:

My € {0,1}"" (booleano)
Initialize:

C MR

cii<_]—7 izl,...,n
for k =1 tondo

Cij — Cij V [Cik VAN ij], ’L,] = 1, ey
end for
return C
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Ejemplo 4.19

Retomando el Ejemplo 4.7, en el que hemos analizado las potencias de la relacién
(A, R), dados el conjunto A = {a,b,c,d} y la relacion R = {(a,b), (b, a), (b,c), (c,d)},
si aplicamos el algoritmo de Warshall para hallar la clausura transitiva reflexiva,
obtenemos que

1. Definimos inicialmente C' como

C(O) — MRD VMR =

OO, H OOOCK
oo R E~H OO O
ORr PO O+H=HOO
== O O = OO O
o O = O
oS O O =
OO = O
o= O O

Notese que C = Mg, anadiendo en la diagonal de la matriz valores de 1, que
afiaden la relacion identidad R°.

2. Para la iteracion k = 1, obtenemos que

1100 11 1 1 1100
w_ (111 0 11 1 1 1 1.0 0
=10 01 1|Y|lo oo ol 11 0 0

00 0 1 0 00 0 1 1 0 0

c(0)

1100
(1110
=lo 0o 1 1

000 1

Las entradas con valor 1 se mantienen, mientras que el resto (con valor 0) se
actualizan considerando tnicamente las entradas c;1 y ci1;, es decir, la primera
columna y la primera fila de la matriz C ©) En esta iteracion, observamos que
la matriz no sufre cambios, es decir, C) = C(©,
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3. Para la iteracién k = 2, obtenemos que

110 0 11 1 1 1110
@ |1 110 11 1 1 1110
=100 1 1|Y|lo oo o111 0
00 0 1 00 0 0 1110
c (1)
111 0
{1110
=lo o 1 1
00 0 1

Las entradas con valor 0 se actualizan considerando tnicamente las entradas
ci2 Y C2j, es decir, la segunda columna y la segunda fila de la matriz c®. En
esta iteracion, observamos que la matriz actualiza la posiciéon ci3 = 1.

4. Para la iteracion k = 3, obtenemos que

1 110 111 1 00 1 1
e |1 11 0 111 1 00 1 1
© oo 1 1|1 11 1o o 11
00 0 1 00 0 0 00 1 1
c(2)
111 1
(1111
=1 0 1 1
000 1

Las entradas con valor 0 se actualizan considerando tnicamente las entradas
ci3 y ¢35, es decir, la tercera columna y la tercera fila de la matriz C® . En esta
iteracién, observamos que la matriz actualiza las posiciones ci4 = 1 y c24 = 1.

5. Para la iteracion k = 4 (la ultima), obtenemos que

11 1 1 111 1 00 0 1
w |11 11 111 1 00 0 1
CV=10o 0 1 1|Yll1 11 1o 0o 0 1
000 1 111 1 000 1
c(3)
111 1
(1111
=1 0 1 1
000 1
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Las entradas con valor 0 se actualizan considerando tnicamente las entradas
Cia ¥ Caj, es decir, la cuarta columna y la cuarta fila de la matriz C ®). En esta
iteracion, observamos que la matriz no sufre cambios, es decir, C* = C®,

Tras finalizar el algoritmo, la matriz resultante

0=0Y =

O = ==
S O = =
S ==
e

es la matriz de la clausura reflexiva y transitiva de R. Esta matriz nos indica que nodos
del conjunto A estan conectados por algin camino de aristas dadas por la relaciéon
R. De ella deducimos que desde un nodo de A podemos alcanzar otro cualquiera
mediante la relacién R, a excepcién de dos casos:

e desde el nodo ¢ no es posible hallar un camino hasta el nodo b, y
e desde el nodo d no se puede alcanzar ningin nodo distinto de él mismo.

4.6 Orden topologico de un conjunto

4.6.1 Orden topoldgico

Definicién 4.27: Especificacion incompleta

Dadas dos relaciones distintas sobre A, (A, R) y (A,T), definiremos R como una
especificacion incompleta de una relaciéon T' de dos posibles formas:

a) siy solosi R* =T, siendo T transitiva reflexiva.

b) si y solo si RT =T, siendo T transitiva pero no reflexiva®.

2Recordemos que R* = r(t(R)) y que Rt = t(R).
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Ejemplo 4.20

Sean

T= {<17 1>7 <272>7 (3’3>7 <1v2>7 <173>’ (273>}7
R, = {<17 1>7 <172>7 (173>7 (273>}7

tres relaciones sobre A = {1, 2, 3}. Para que R: o R sean especificaciones incompletas
de T se debera de cumplir que R} =T (para R1), y que R5 =T (para R»).

En el primer caso, calculadas las potencias de R,

R ={(1,1),(2,2),(3,3)},
R ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,3)},
Ri ={(1,1),(1,3),{1,2)},
R} = {(1,1),(1,2),(1,3)},

deducimos que

R; =r(t(R1)) = ROURIURIUR}
={(1,1},(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,8)} = T,

por lo que R; es una especificacion incompleta de T'. En el segundo caso, calculadas
las potencias de Ra,

Rz ={(1,1),(2,2),(3,3)},
Re ={(1,2),(2,3)},

Ry ={(1,3)},

R; =0,

deducimos que

R = r(t(R2)) = RSUR2 UR3 UR3
={(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(1,3),(2,3)} =T,

por lo que R2 también es una especificaciéon incompleta de T
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Definicién 4.28: Reduccién transitiva

Dadas las relaciones (A, R) y (A, T) sobre A, diremos que R es una reduccion transitiva
de la relacion T si T' no tiene ninguna especificacion incompleta P tal que |P| < |R].

Ejemplo 4.21

En el Ejemplo 4.20 se ha demostrado que Rf = R5 = T. Rz es la especificacion
incompleta con un menor numero de elementos, por lo que Rs es reduccién transitiva
de T.

Definicién 4.29: Orden parcial incompletamente especificado

Dado (A, R), diremos que R es una relacion de orden parcial incompletamente espe-
cificada (ROPIE) sobre el conjunto A si y solo si

e RT es irreflexiva y transitiva (si R es del tipo <),

e R™ es reflexiva, antisimétrica y transitiva (si R es del tipo <).

Ejemplo 4.22

Sea R = {(1,2),(3,3)} una relaciéon sobre A = {1,2,3}. Por la primera definicién de
especificacion incompleta (Definicién 4.27), observamos que

R* =4R)=RUR’UR® = {(1,2),(3,3)} = R,

por lo que R' es transitiva pero no es irreflexiva. En este caso, por la segunda
definicién de especificacion incompleta,

R* =r(t(R)) = RPURUR?*UR’ = {(1,2),(3,3),(1,1),(2,2)},

por lo que R* es irreflexiva, antisimétrica y transitiva. En consecuencia, R es una
ROPIE sobre A.
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Definicién 4.30: Orden topolégico

Dada (A, R) y siendo R una ROPIE sobre A, definiremos el orden topoldgico de (A, R)
a un orden con el cual podemos ordenar el conjunto A a partir de la relacion R. Un
orden topoldgico es un orden lineal total que contiene a R.

Ejemplo 4.23

Siguiendo con el Ejemplo 4.22, sabiendo que R = {(1,2),(3,3)} una ROPIE sobre
A = {1,2,3}, buscamos un orden total que contenga a R, es decir, una relacion
de orden parcial < (reflexiva, antisimétrica y transitiva) que relacione a todos los
elementos de A entre si. Para ello:

e anadimos a R los elementos (1,1) y (2,2) para obtener una relaciéon reflexiva.
De forma general, para obtener la clausura reflexiva, realizamos la operacién
R°UR.

e anadimos a R los elementos (1,3) y (2,3) para obtener una relaciéon transitiva.
De forma general, para obtener la clausura transitiva, realizamos la operacion
ROURUR*URU...

Otra opcién es aplicar el algoritmo de Warshall para obtener la clausura transitiva
reflexiva de R. Con todo ello, la relacién de orden total obtenida ha sido

R' = {(1,2), (3,3),(1,1),(2,2),(1,3),(2,3)}.

4.6.2 Algoritmo para calcular el orden topologico de un conjunto

El Algoritmo 2 describe un procedimiento para encontrar un orden topologico
S de un conjunto A, dada una relaciéon de orden ROPIE R. Dicho algorit-
mo nos proporciona un orden topolégico de (A, R), aunque la solucién no es
necesariamente el tinico orden topolégico existente.
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Algoritmo 2 Orden topoldgico

Inputs:
A, R ROPIE
Initialize:
S+ 0
for i =1 ton do
ifVee A, dye A: x #y, yRx then
return No hay un orden parcial
break
end if
if Jr€A: Aye A: y# z, yRr then
S+ Su{z}
A+ A—{x}
end if
end for
return S

Teorema 4.12

Sea A un conjunto finito, y sea (A, R) un orden parcial, donde R es una ROPIE.
Entonces, los elementos de A pueden ordenarse en un orden topologico.

Demostracion. Demostramos por contradicciéon que la relacion R debe ser ROPIE
para que todos los elementos del conjunto puedan ordenarse parcialmente y, por lo
tanto, topologicamente. Para ello, en base al Algoritmo 2, asumiremos que en una

determinada iteracién i se cumple que

Vee A, Jye A: y#ux, y <z

En este supuesto, sean z1,x2 € A dos elementos tales que z1 # z2 y 1 Rxs. A partir

de este punto, aplicamos el siguiente procedimiento:

1. Para el elemento z2 € A, existird un elemento z3 € A tal que z3 # z2 y T3 Rxo.

2. Si xz3 # x1, hallamos el elemento z4 € A tal que x4 # 3 y x4 Rx3.

3. Si x4 # x2 y T4 # x1, hallamos el elemento x5 € A tal que x5 # x4 y x5 Rx4.
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El procedimiento continua hasta encontrar un z; € {z1,...,x;_2} tal que z; # z;_1
y que

ZCijj_l, Z‘j_lRZCj_Q, ey ngml.
De aqui se deduce que z; = z,, para algin r € {1,...,5 — 2}. Si definimos 7' como

la relaciéon completamente especificada correspondiente a R (esto es, R es la relacion
incompletamente especificada de T'), entonces T = R o T = R*, pero en ambos
casos 1" es una relacion transitiva. Por la propiedad de transitividad, deducimos que

CCijj_h .Tj_lT.Tj_Q — ijmj_z,

l‘jTij% ijzTijg, — Iijjfg,,

lL'jT(L’rJ,-Q, $T+2TIL’7«+1 — II?jT$7«+1,

1’jT$T+1, :L’T+1T$r — ijxr.

Sabiendo que x; = z,, también deducimos que z;Tz, = z.Tx,, que z;TT,+1 =
z,.Tx,.4+1 son relaciones validas.

Por lo tanto, T no puede ser un cuasi-orden, ya que no es irreflexiva (al presentar la
relacion z,T'z,), y tampoco puede ser un orden parcial, ya que no es antisimétrica
(porque presenta simultdneamente las relaciones r41T%r ¥ TrTTr41, Y Tr # Tri1
por el procedimiento definido).

Por consiguiente, concluimos que si (A, R) es una ROPIE, entonces nunca se alcanza
la condicion de que Vx € A, Jy € A: y # x, y < z, o en otras palabras, que existe
siempre un orden parcial y topologico al que el algoritmo puede llegar. |

4.7 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1

Dada la relacion binaria R = {{(a,b) : a+ b es par} sobre el conjunto de los nimeros
naturales N, compruebe qué propiedades - reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimé-
trica, asimétrica o transitiva - cumple. jEs una relacion binaria de equivalencia?
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Ejercicio 4.2

Sea la relacién binaria

R = {{a,a), (b,b), (¢, c),(d; d), (e, €), (a,b), (b, a), {d, €), {e,d), (¢, d), (d; c), (¢, ), (e, ) }

sobre el conjunto A = {a,b,c,d,e}.

1.

2.

Indique el dominio y codominio de R.

Obtenga la matriz de R.

Represente graficamente R.

Obtenga la relacion complementaria R y la relacion inversa R™1.

Calcule las potencias R? y R® de R. ;Cuantas potencias distintas tiene R?
Demuestre que R es una relacion binaria de equivalencia.

Halle las clases de equivalencia de A y el conjunto cociente Ag.

Ejercicio 4.3

Dada la relaciéon

R = {(a,d), (d,a), (a,e)}

sobre el conjunto A = {a, b, ¢, d, e}, obtenga:

1.

2.

Las clausuras reflexiva, simétrica y transitiva de R.

La clausura transitiva reflexiva de R por el algoritmo de Warshall.
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Ejercicio 4.4

Sea la relacién

R ={(0,0),(1,1),(a,a), (b,b), (0,1),(0,a),(0,b), (1, ), (1,b), (a, b) }

sobre el conjunto A = {0, 1, a, b}.
1. Demuestre que (A, R) es un orden parcial.

2. Demuestre que (A4, R) es un orden total y represente su diagrama de Hasse.
(Es R un buen orden? ;Coémo podria obtenerse un cuasi-orden a partir de R?

3. Ordene las palabras {1al0, bbabd, ba0,0al, 0001, laa, 10, 100,bb10} en el orden
estandar lexicografico.

4. Indique los elementos maximal, minimal, maximo, minimo, supremo e infimo.
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Divisibilidad

5.1 Introducciéon

La divisibilidad de enteros es un concepto fundamental en mateméticas que se
utiliza en una amplia variedad de areas de estudio. En la teoria de ntimeros, una
de las 4dreas més antiguas de las matematicas, la divisibilidad de enteros es una
de las herramientas principales para entender y descubrir nuevas propiedades
de los ntiimeros. Por ejemplo, la divisibilidad es clave para estudiar los nimeros
primos como base de la estructura del resto de nameros y sus propiedades, o
para hallar nuevas formas de representacion de los ntimeros. En este capitulo
veremos algunos de los resultados mas importantes sobre estos temas, como el
teorema fundamental de la aritmética, el algoritmo de Fuclides, o la fraccion
continua.

Gracias a los fundamentos de la divisibilidad de enteros, se han podido de-
sarrollar otros conceptos matematicos, como las ecuaciones diofdnticas y las
ecuaciones en congruencias. Ambas son ecuaciones cuyas soluciones son ni-
meros enteros, y son de gran importancia en dreas como la criptografia y la
aritmética modular. Las ecuaciones diofanticas son ecuaciones polinémicas con
coeficientes enteros, mientras que las ecuaciones en congruencias se basan en
el concepto de relaciéon de congruencia, que esté estrechamente relacionado
con un tipo de relacién muy concreto: las relaciones binarias de equivalencia.
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En este capitulo, estudiaremos sus propiedades y la forma de resolver estas
ecuaciones.

5.2 Divisibilidad de enteros

5.2.1 Division exacta y entera

Para introducir la idea de divisibilidad, comenzamos definiendo los conceptos
de divisiéon exacta, divisor y miltiplo.

Definicién 5.1: Divisién exacta: divisor y miltiplo

Sean a,b € Z, con a # 0 (ntmeros enteros). Diremos que a es divisor de b, que a
divide de forma exacta a b (o a | b) o, equivalentemente, que b es maltiplo de a, si
existe algin entero p € Z tal que ap = b. Por esta misma definicién, p también es
miltiplo de b, ya que pa = b.

Por la definiciéon de divisor, es evidente que el valor absoluto de los divisores
es inferior al del multiplo (por ser enteros), es decir, que |p| < |b] y |a|] < |b].

Ejemplo 5.1

El ntmero 10 es multiplo de 5, y 5 es divisor de 10 (5|10), puesto que existe un niamero
entero, el 2, tal que 5-2 = 10. Por esta misma propiedad, el 2 también es divisor de
10. El conjunto de todos los divisores de 10 es {1,—1,2,—2,5, —5}.

Proposicién 5.1: Propiedades de miiltiplos y divisores

Dados los enteros a, b, ¢ € Z, se cumple que:
1. El 1 es divisor de cualquier entero a, ya que 1-a = a.
2. Si a es divisor de b entonces —a € Z también es divisor de b.

Demostracion. Si a es divisor de b, sabemos que dp € Z : ap = b. Por lo tanto,
(—a)(—p) = b, de lo cual se concluye que —a también es divisor de b. |
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3. Si a y b son miltiplos de ¢, entonces a + b y a — b son multiplos de c.

Demostracion. Sabemos que Ip1 € Z: ¢p1 =ay que Ips € Z: cps = b. Por
lo tanto, a = b = ¢p1 £ cp2 = c(p1 £ p2), de lo cual se desprende que a + b es
miltiplo de c. |

4. Si a es multiplo de ¢, entonces ab también es multiplo de c.

Demostracion. Sabemos que 3p € Z : ¢p = a. Por lo tanto, ab = (c¢p)b = ¢(pb),
de lo cual se deduce que ab también es multiplo de c. |

Sin embargo, ;qué ocurre si dos numeros no se pueden dividir de forma ezxacta,
es decir, st uno de ellos no es divisor del otro? En este caso, podemos genera-
lizar el concepto de divisibilidad mediante la definicién de la divisiéon entera o
euclidea.

Definicién 5.2: Division entera o euclidea

Dados dos nameros enteros cualesquiera a,b € Z con a # 0, la division entera o
euclidea g es una operacién que devuelve como resultado otros dos nimeros enteros,
el cociente g € Z y el resto r € Z, r > 0, tales que

b=aq+r
0<r<]a

A partir de estas condiciones, es inmediato deducir que el cociente g € Z debe cumplir
que

ag<b<a(g+1) sia>0
ag<b<alg—1) sia<O0

es decir, es el maximo ntimero que, al multiplicarse por el divisor, no excede al
dividendo. Una vez obtenido el cociente, el resto puede calcularse simplemente como
r=b-—aq.

Como caso particular, si el resto es 0, entonces b = ag, y por lo tanto, b es miltiplo de
a (o, equivalentemente, a es divisor de b). En este caso particular, la division entera
es también exacta.
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Una forma clasica de representar y operar la divisién euclidea es mediante la
divisién “en caja’:

b (dividendo) | a (divisor)

r (resto) ¢ (cociente)

= b=ac+r

Los pasos para llevar a cabo la divisién “en caja” empleando este esquema son
los siguientes:

. Tomamos, de posiciones decimales mayores a menores, es decir, de izquier-

da a derecha, tantos digitos del dividendo como sean necesarios hasta que
el namero que formen sea mayor al divisor.

Realizamos la divisién, obteniendo su cociente y su resto, y los anadimos
en las posiciones del esquema correspondientes.

Le adjuntamos al resto (“bajamos” en nuestro esquema) el siguiente o los
siguientes digitos del dividendo, de nuevo de izquierda a derecha, hasta
que el numero formado sea superior al divisor.

Calculamos de nuevo cociente y el resto. El nuevo cociente se adjunta al
cociente anterior, y el resto se coloca bajo el anterior.

Repetimos el procedimiento hasta que el resto sea 0 o inferior al divisor
vy no puedan anadirsele mas digitos del dividendo.

Gracias a la divisién euclidea, dados el dividendo y el divisor, podemos encon-
trar el otro “divisor més proximo” (el cociente), generalizando asi la idea de
divisibilidad a cualquier par de niimeros.
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un cociente ¢ y un resto r, de tal modo que

—b=a(—c)—r o b=(—a)c—r.
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Ejemplo 5.2

A continuacién se muestran algunas divisiones enteras:

1. La divisi6n % (a =5, b= 16) tiene como cociente g = 3, ya que 5-3 = 15 < 16,

mientras que 5-4 =20 > 16, ysurestoesr =16 —-5-3 =16 — 15 = 1.

Esquemaéticamente,

16 |5
1|3

2. La division % (a =4, b= 8) tiene como cociente ¢ = 2, ya que 4-2 = 8, y su
restoesr =8 —4 -2 =8 — 8 = 0. Esquematicamente,

8 | 4
0|2
3. La divisién 14@ (@ = 4, b = 126) tiene como cociente ¢ = 31, ya

que 4 -31 = 124 < 126, y 5-31 = 155 > 126, y su resto es
r =126 —4-31 = 126 — 124 = 2. Esquemaéticamente,

1
126 |4
2

5.2.2 Numeros primos

A raiz del concepto de divisor que hemos definido anteriormente, una de las
cuestiones que puede surgirnos es: jewxisten numeros que no tienen divisores

(exceptuando el 1y €l mismo)?

Definicién 5.3: Namero primo y compuesto

Sea p € Z, p > 1 un nimero entero. Diremos que p es un nimero primo si y sélo
si sus tnicos divisores positivos son el 1 y el propio p. Si un nimero no es primo,
diremos que es compuesto.
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Nota  FEl nimero 1 no se considera primo ya que hemos definido que
un numero primo tiene que ser estrictamente mayor a 1. Los nimeros
negativos tampoco pueden ser primos, puesto que todos ellos tienen como
divisor al —1.

Proposicién 5.2

Sea a € Z, |a] > 1 un ntmero compuesto. Entonces, a tiene al menos un divisor
primo p tal que p? < a.

Demostracion. Demostramos por induccién que cualquier ntimero a (primo o com-
puesto) tiene al menos un divisor primo. Esta prueba la realizamos paraa € N, a > 1,
y la posteriormente la extendemos a Z:

1. Base de induccion: para a = 2, como es primo, tiene como divisor primo a si
mismo.

2. Hipdtesis de induccion: suponemos que todos los enteros 2 < a < k — 1 (hasta
cierto entero k — 1) tienen al menos un divisor primo.

3. Paso de induccion: demostramos que k tiene al menos un divisor primo. Si k
es primo, entonces tiene como divisor a si mismo. Si k es compuesto, entonces
32 <a,b<k: ab=k. Sin embargo, por la hipotesis de induccién, a tiene un
divisor p primo, es decir, que pg = a. Por lo tanto, k = ab = (pq)b = p(gb), y
concluimos que k tiene un divisor primo p.

Por lo tanto, por induccién, cualquier namero a € N, a > 1 tiene al menos un divisor
primo.

Adicionalmente, si a tiene como divisor al primo p, sabemos que a = pg. Si a es
primo, es evidente que p = a y ¢ = 1. Si, en cambio, a es compuesto, entonces al
menos uno de los dos divisores es inferior o igual a /a, es decir, que ¢ < v/aop < v/a.
Si suponemos que q > v/a y p > v/a simultaneamente, entonces a = pb > v/a\/a = a,
y llegarfamos a una contradiccién. Por lo tanto, si a = pq, pueden darse los siguientes
casos:

e Que ¢ sea primo, y por lo tanto p < v/a (o g < v/a).
e Que g sea compuesto, y que p < +/a.

e Que g sea compuesto, y que p > 1/a. En ese caso, sabemos que q¢ < +v/a, y
que ademas q tiene un divisor primo p’ por ser compuesto (Proposicién 5.2), es
decir, ¢ = p’r. Entonces, ¢ = p'r < v/a, donde p’,r < /a.
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En los tres casos, hemos encontrado un ntimero primo, al que nombramos como p, tal
que p < +/a, o equivalentemente, p? < a.

Si hemos concluido que cualquier nimero compuesto a € N, a > 1 tiene un divisor
primo p < +/a, es decir, que pb = a, entonces se deduce inmediatamente (por la
Propiedad 2 de la Proposicién 5.1) que —a = p(=b), por lo que deducimos que
también los nimeros negativos compuestos tienen al menos un divisor primo, y el
teorema puede extenderse a todo nimero entero a € Z, |a| > 1. |

Teorema 5.1: Teorema de Euclides

Existen infinitos nameros primos.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que el conjunto de ntmeros
primo P = {p1,...,pn} es finito. En ese caso, podemos construir un ntmero g
tal que ¢ = p1p2...pn sea el producto de todos los nimeros primos existentes (g es
multiplo de todos los primos). Si adicionalmente definimos g+1 = pip2...pn+1 € Z,
este namero también debe ser compuesto, ya que tampoco pertenece al conjunto P.
Y, al ser compuesto, debe existir un primo p;, € P que sea divisor de ¢ + 1 por la
Proposiciéon 5.2.

En otras palabras, ¢ y ¢ + 1 son multiplos del primo p; y, por la Propiedad 3 de la
Proposicion 5.1, deducimos que (¢ + 1) — g = 1 también debe ser multiplo de p;, lo
cual es contradictorio, ya que no existe ningun entero a tal que p; a = 1. Por lo tanto,
concluimos que el conjunto de nameros primos P es infinito. |

Tomando como base las propiedades de los niimeros primos vistas hasta el
momento, Eratostenes (s. 11T A.C.) desarrollé un algoritmo muy sencillo para
encontrar una lista de nimeros primos menores a cierto nimero natural a € N:

1. Se escriben en una lista los nimeros naturales entre el 2 y el nimero a,
es decir, 2,3,...,a—1,a.

2. Se toma el nimero de la lista no evaluado mas pequeiio (el primero seria
el 2), y se comprueba que su cuadrado es inferior al nimero a.

3. Si cumple la condicién, entonces se eliminan todos sus miiltiplos.

4. Se pasa al siguiente ntimero no evaluado de la nueva lista, y se repite el
procedimiento.

El Algoritmo 3 muestra el pseudocodigo del algoritmo de Eratostenes.
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Algoritmo 3 Algoritmo de Eratostenes

Inputs:
aeN a>1

Initialize:
A«+—{2,3,...,a—1,a}
P«

while min(A4) < \/a do
k < min(A)
A+ A—{ce A: cmaltiplo de k}
P« PU{k}

end while

P+~ PUA

return P

Ejemplo 5.3

Deseamos encontrar la lista de ntimeros primos inferiores a 40. Para ello aplicamos
el algoritmo de Eratostenes,

1. Elaboramos una lista con todos los nimeros del 2 al 40.

- 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

2. Tomamos el 2 como primer ntiimero, y como 2> = 4 < 40, eliminamos todos los
multiplos de 2 (los ntimeros pares), y presentamos la lista actualizada.

- (2) 3 4 5 B 7T § 9 W
11 127 13 M 15 ¥ 17 18 19 20
21 27 23 24 25 26 27 28 29 30
31 37 33 3 35 36 37 38 39 40
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3. Tomamos el siguiente niimero, el 3, y como 3% = 9 < 40, eliminamos todos los

miltiplos de 3.

- 2 4
1 ¥ 13 4
2 27 23 A
31 32 383 34

5
15
25
35

g 7 g 9 W
6 17 18 19 20
26 27 28 29 30
36 37 38 39 4

4. Tomamos el siguiente namero, el 5, y como 5% = 25 < 40, eliminamos todos los

multiplos de 5.

- 2 3 A 6 7 g 9 W
11 ¥ 13 4 1¥» 1 17 18 19 20
20 27 23 24 25 26 27 28 29 30
31 327 338 34 35 36 37 38 39 &
5. Tomamos el siguiente namero, el 7, y como 72 = 49 > 40, finalizamos el

algoritmo.
primos inferiores a 40.

¥R R®
2EE®

E N

@
o
(3D

¥R

Los naumeros que quedan en la lista sin tachar son los nimeros

E8RE

Gracias al concepto de niimero primo, podemos establecer uno de los teoremas

més importantes de la aritmética.
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Teorema 5.2: Teorema fundamental de la aritmética

Todo ntmero natural a > 1 puede expresarse de forma tnica como producto de
nimeros primos, es decir,

— nM Mn
a=py ---Pn ,

donde p1 < - -+ < pn € N son nimeros primos distintos y ordenados, y m; € N, m; >
1, Vi = 1,...,n son las multiplicidades, es decir, el nimero de veces que aparece cada
primo como factor de a.

Demostracion. En primer lugar, demostramos por induccién que todo ntimero natural
a > 1 es primo o puede expresarse como producto de primos.

1. Base de induccion: para a = 2 se cumple esta propiedad, ya que 2 es primo.

2. Hipotesis de induccion: asumimos como hipotesis que todo nimero 2,...,k
hasta cierto namero k € N es primo o producto de primos.

3. Paso de induccion: para k + 1, pueden ocurrir dos situaciones: que sea primo
(entonces la propiedad se cumple), o que no lo sea. Si k+ 1 no es primo, es
compuesto, y por lo tanto existen dos divisores naturales p,q € N tales que
k+ 1 = pg. Como los divisores p y ¢ cumplen que 1 < p,g < k+ 1, por
la hipétesis de induccioén son primos o se pueden expresar como producto de
primos. Concluimos entonces que k£ + 1 = pq es producto de primos.

En segundo lugar, si tomamos dos nimeros naturales cualesquiera a,b > 1 tales que
a=np/t...ppm yb=p"t...pp", donde p1 < -+ < p, € N son ntimeros primos
distintos y ordenados, y m; € N, m; > 1, Vi = 1,...,n, entonces a = b. Por lo tanto,
concluimos que la factorizaciéon de primos de todo nimero natural @ > 1 es iinica. W

Para hallar la factorizacién o descomposicién de un ntmero natural a > 1
como producto de ntimeros primos, se aplica el siguiente algoritmo:
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. Localizamos el menor primo p; divisor de a y obtenemos el cociente ¢,

resultante de dividir de forma exacta p; | a.

Localizamos el menor primo p, divisor de g; y obtenemos el cociente ¢
resultante de dividir de forma exacta p | ;.

Continuamos hasta que el cociente ¢, = 1.

El resultado de la factorizacién es a = pips...p,. Esta factorizacion
puede presentar factores primos repetidos.
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El Algoritmo 4 muestra el pseudocodigo del algoritmo de descomposicion de
un namero natural a > 1 cualquiera en factores primos.

Algoritmo 4 Algoritmo de descomposicion en factores primos.

Inputs:
aeN, a>1
Initialize:
q+a

P+
while ¢ # 1 do
p primo més pequeno divisor de ¢
q<qlp
P+p
end while
return P

Ejemplo 5.4

Para calcular la descomposicion del niimero a = 660 en factores primos, aplicamos el
Algoritmo 4:

1. El primo méas pequeno divisor de 660 es p1 = 2. Al dividir, obtenemos que
2| 660 = 330.

660 | 2
330

2. El primo méas pequenio divisor de 330 es po = 2. Al dividir, obtenemos que

2| 330 = 165.
660 | 2
330 | 2
165
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3. El primo méas pequefio divisor de 165 es p3 = 3. Al dividir, obtenemos que

3| 165 = 55.
660 | 2
330 | 2
165 | 3
%)

4. El primo mas pequefio divisor de 55 es ps = 5. Al dividir, obtenemos que
5|55 =11.

660

330
165
55
11

LW NN

5. El 11 es primo, por lo que ps = 11. Al dividir por si mismo, obtenemos que
1111 =1.

660 | 2
330 | 2
165 | 3
95 | 5
11 | 11
1

Concluimos que el 660 tiene cinco factores primos, cuatro de ellos distintos entre si,
y que puede expresarse como 660 = 2%-3-5-11.

Conociendo la descomposicion en factores primos, también es posible conocer
todos los divisores que tiene un nimero.
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Proposicién 5.3: Divisores de un nimero

Sea a = pi"! ...pn'" la descomposicién de un ndmero en sus factores primos, donde
p1 < -+ < pn € N son niimeros primos distintos y ordenados, y mi,...,m, € N son
las multiplicidades de cada factor primo. Entonces, los divisores positivos del naimero
a son de la forma pi*...pp*, con 0 < r; < m;, Vi = 1,...,n, y tiene exactamente
(m1+1)...(myn + 1) divisores positivos.

Demostracion. Cualquier divisor d del nimero natural a > 1, primo o compuesto,
cumple que a = cd. Por el Teorema Fundamental de la Aritmética, ¢ y d pueden
expresarse como producto de niimeros primos, de tal modo que a = c¢d = pi™ ...pp'".
Si suponemos que d tiene un divisor primo py que no estd en la descomposiciéon de
factores primos de a, entonces my = 0, pero my € N, es decir, my > 0 (contradic-
cién). Por lo tanto, como todo factor primo de cualquier divisor d tiene que aparecer
necesariamente en la lista de factores primos p1 < - - - < p,, de a, cualquier divisor de
a tiene que tener la forma pi* ...p;*, con 0 < r; < m;, Vi =1,...,n (tiene que poder
conseguirse con la combinaciéon de los factores primos de la descomposicion de a).

De este modo, el nimero total de posibles divisores equivale al nimero de tuplas
(r1,...,rn) diferentes que pueden conseguirse. Como cada exponente r; tiene m; + 1
posibles valores (incluyendo al 0), entonces, por la regla del producto, deducimos que
a tiene exactamente (mi +1)...(m, + 1) divisores positivos. |

Ejemplo 5.5

El ntimero a = 72 = 2% - 32 tiene exactamente (3 4+ 1)(2 4+ 1) = 12 posibles divisores
positivos. Todos ellos se muestran en la Tabla 5.1.

Exponente del 2 Exponente del 3 Divisor

0 0 20.30 =1
0 1 20.31=3
0 2 20.32=9
1 0 21.30=2
1 1 21.31=6
1 2 21.32=18
2 0 22.39=4
2 1 22.31 =12
2 2 22.3% =36
3 0 2%.30=38
3 1 2331 =24
3 2 2%.32=172

Tabla 5.1: Divisores (positivos) del 72.
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5.2.3 Minimo comin multiplo y mdzrimo comin divisor

Siguiendo con el concepto de divisor y multiplo, existen dos nameros de especial
interés dado un conjunto de nimeros naturales: el minimo comin mailtiplo y
el mdximo comin divisor.

Definicién 5.4: Minimo comian miltiplo

Dado un conjunto de numeros ai, ..., a, € Z, el minimo comin mailtiplo (o m.c.m.)
de todos ellos, representado como mcm(ay, . . ., a,) es el multiplo positivo compartido
(distinto a 1) méas pequeno de todos ellos.

Definicién 5.5: Maximo comiin divisor

Dado un conjunto de nimeros ai,...,an € Z, €l mdzimo comin divisor (o M.C.D.)
de todos ellos, representado como MCD(ay, ..., ax) es el divisor positivo compartido
mas grande de todos ellos.

Ejemplo 5.6

Dados los nimeros 14 y 20,

e El minimo comun multiplo es mem(14, 20) = 140, ya que

Multiplos de 20: 20, 40, 60, 80, 100, 120...

Multiplos de 14: 14,28,42,56,70,84,98,112,126,(140)....

e El méximo comun divisor es MCD(14, 20) = 2, ya que

Divisores de 20: 10,5, 4,@, 1
Divisores de 14: 14,7, @, 1

Definicién 5.6: Nimeros coprimos

Dos ntimeros enteros a,b € Z son numeros coprimos, o primos entre si, si el méximo
comin divisor es MCD(a,b) = 1. Una definicién alternativa es que dos ntimeros
coprimos no tienen factores primos comunes entre si en su descomposicion,
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Ejemplo 5.7

Los nimeros 12 y 35 son coprimos, ya que

Divisores de 12: 12,6, 4,3,2,@
Divisores de 35: 35,7,5,@

y, por lo tanto, MCD(35,12) = 1.

A continuacién se demuestra una de las relaciones fundamentales entre el el

m.c.m. y el M.C.D.

Proposicién 5.4: Propiedades del m.c.m. y el M.C.D.

Dado un conjunto de nimeros enteros, para cada uno de los cuales conocemos su
descomposicion en factores primos, se cumplen las siguientes propiedades:

1. El m.c.m. equivale al producto de todos los factores primos distintos elevados
al mayor exponente.

2. El M.C.D. equivale al producto de todos los factores primos comunes en todas
las descomposiciones elevados al menor exponente.

3. Dados dos nimeros enteros a, b € Z, se cumple que |ab| = mem(a, b)-MCD(a, b).

4. dados dos nameros a,b € N, 0 < a < b, de tal modo que g =q, conrestor > 0
(a no divide de forma exacta a b), entonces MCD(a, b) = MCD(a, r).

Demostracion. La division entera % implica que b = ag + r. Si a y r tienen
una serie de divisores comunes di, ..., d,, también seran divisores comunes de

b, ya que

b ag+r (a=ad;),(r=pd;) adiq + pd; _ (aq + p)d;

= aq +p,

obteniendo una divisién exacta.
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Del mismo modo, si tenemos en cuenta que r = b — aq, y considerando que a
y b tienen una serie de divisores comunes di,...,d,, también serdn divisores
comunes de 7, ya que

r _ b—aq (a=ad;),(b=pd;) Bdi —adiq (B — aq)d;

d; d; & - 4 P

obteniendo de nuevo una divisién exacta. Por lo tanto, si los divisores comunes
de a y r son también divisores de b, y los divisores de b y a lo son también
de r, entonces los divisores comunes de a y b son los mismos que los de a y 7.
De ahi se deduce que el maximo de todos ellos, el M.C.D. sea igual, es decir,
MCD(a,b) = MCD(a,r). [ |

Ejemplo 5.8

Recuperando el Ejemplo 5.6 anterior, y conociendo las descomposiciones de los ni-
meros 12 = 22 .3, 8 = 2% y 4 = 22,

1. el m.c.m. es mem(12,8,4) = 23-3 = 8.3 = 24, ya que los factores distintos son
el 2, cuyo maximo exponente es 3, y el 3, cuyo maximo exponente es 1.

2. el M.C.D. es MCD(12,8,4) = 2, ya que el unico factor comtn es el 2, cuyo
minimo exponente es 1.

Gracias a estas propiedades podemos hallar el M.C.D. mediante el algorit-
mo de Euclides. Dicho algoritmo se basa en la ultima propiedad vista en la
Proposiciéon 5.4, y consiste en los siguientes pasos:

1.
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Dados dos ntimeros a,b € N, 0 < a < b, de los cuales queremos encontrar
su MCD(a, b), calculamos la division entera g, obteniendo el resto ry. Si
ry = 0, entonces MCD(a, b) = a.

To

. Siry > 0, calculamos la divisién entera ot obteniendo el resto ry. Si

ro = 0, entonces MCD(a, b) = ry.

r1

Si ry > 0, calculamos la divisiéon entera =, obteniendo el resto r;. Si
r3 = 0, entonces MCD(a, b) = r;.

Continuamos aplicando la divisién entera hasta encontrar un r,, = 0. Al
llegar a ese punto, MCD(a, b) = r,,.



5.2 Divisibilidad de enteros

Como rg > r; > 19 > ... (la secuencia de restos es decreciente), y r,, > 0, Vn
(el resto siempre es positivo), concluimos que 7, = 0 para cierto n, y que el
algoritmo de Euclides tiene un ntmero finito de iteraciones. El Algoritmo 5
muestra un pseudocddigo del algoritmo de Euclides.

Algoritmo 5 Algoritmo de Euclides.

Inputs:

a,beN, 0<a<b
Initialize:

R+D

< a
while 7 # 0 do
7 resto de %
R<+r
T T
end while
return r

Una forma de llevar a cabo el procedimiento y organizar la informaciéon que
se va obteniendo durante el algoritmo es construyendo una tabla como la si-
guiente:

Cocientes Q1
Dividendos, Divisores b a @

Restos @

Cocientes o 42
Dividendos, Divisores | b a 1 @

Restos 1 @

Cocientes ¢ Q> qs3 .
Dividendos, Divisores | b | a T To @

Restos Ty | Ty @

Tabla 5.2: Construcciéon de la tabla del algoritmo de Euclides.

Observamos que, en esta tabla, los restos que van apareciendo se van aniadiendo
en la fila de dividendos y divisores progresivamente.
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Ejemplo 5.9

Queremos encontrar el M.C.D. de los nimeros b = 72 y a = 20. Aplicando el algoritmo
de Euclides,

1. Realizamos la divisién entera g = %, de la que obtenemos un cociente g1 = 3

y un resto r1 = 12, de tal modo que 72 = 20 -3 + 12. Como 1 = 12 > 0,
seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3
Dividendos, Divisores 72 20 @

Restos @

2. Realizamos la divisién entera % = %, de la que obtenemos un cociente g2 = 1

y un resto 72 = 8, de tal modo que 20 = 12-1+ 8. Como 72 = 8 > 0, seguimos
aplicando el algoritmo.

Cocientes 3 1
Dividendos, Divisores | 72 20 12 @
Restos 12 @
3. Realizamos la division entera :—; = %, de la que obtenemos un cociente g3 = 1

y un resto 73 = 4, de tal modo que 12 =8 -1+ 4. Como r3 = 4 > 0, seguimos
aplicando el algoritmo.

Cocientes 3 1 1
Dividendos, Divisores | 72 | 20 12 8 @
Restos 12| 8 @

4. Realizamos la divisién entera 72 = %, de la que obtenemos un cociente g4 = 2
y un resto r4 = 0, de tal modo que 8 =4 -2+ 0. Como r4 = 0, finalizamos el
algoritmo.

Cocientes 3|1 1 2
Dividendos, Divisores | 72 | 20 | 12 8 4
Restos 12| 8 | 4 @

Concluimos que el MCD(20, 72) = r3 = 4, el dltimo resto no nulo.
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5.2.4 Fraccion continua

Una de las formas mas conocidas de expresar los ntmeros racionales del tipo
2, a,b € Z, a < b, a # 0 es la expresion decimal. Esta expresion consta de
dos partes, separadas por una coma o punto: la parte entera (a la izquierda)
y la parte decimal (a la derecha). La parte entera equivale el cociente de la
division euclidea, mientras que el n-ésimo digito d,, € {0,1,2,...,9} de la parte
decimal (contando de izquierda a derecha) representa la division entre el digito
y la potencia n-ésima de 10, es decir, 1%";1. El ntmero decimal equivale a la
suma de la parte entera (del cociente) y de todas las fracciones asociadas a la
parte decimal. Formalmente, dado un ntmero decimal x con parte entera ¢
y parte decimal d;d,...d,, donde d; son los digitos que la forman, podemos
expresar

dip  d dp
N———

10 102 0

Parte entera Parte decimal

La expresion decimal es una forma de expresar los nimeros muy extendida, ya
que

e 10s permite interpretar cualquier niimero real (finito o infinito, racional
o irracional) como una suma de nimeros racionales con denominadores
potencias de 10.

e podemos obtener aproximaciones del niimero simplemente tomando las
primeras k + 1 cifras decimales y eliminando el resto, y sabiendo que el
error de aproximacion es del orden de 107* (el error siempre serd inferior
a este valor).

e el calculo de la parte decimal se puede realizar facilmente con la divisién
“en caja’ adjuntando ceros al resto final, y continuando la divisién eucli-
dea hasta que el resto sea 0 (en caso de no alcanzarlo, la parte decimal
serfa infinita).
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Ejemplo 5.10
El namero racional 22%)5 puede expresarse en su forma decimal como
25 = 1275 = 12 4+ {5 + 127 (es finita). Este resultado se obtiene aplicando

la siguiente divisién “en caja’

255 20
595 1275
150
100

0

Si se toma una aproximacién del namero eliminando el ultimo digito de la parte

decimal, es decir, 12.7 = 12 + %, estariamos cometiendo un error de

1 1
e=|12.7—12.75| = 0.05 = 5 < 10 =

— =10"".
10z <10z 100 0

1

Por otro lado, el ntimero 5= se expresa en su forma decimal como

& = 0.058823529 . ...

1 17
100 0.058823529
150
140
40
60
90
50
160
7

Observamos que el nimero es infinito e irracional en su forma decimal. Si aproxima-
mos quedandonos con las tres primeras cifras decimales es 0.058 = 0+ 1% + % + %,
estamos cometiendo un error de

€ = [0.058—0.058823.. .. | = 0.000823 - - - i-I—i-i-i-i-- 00 K 10 _ 1

= Y = T — ]. 73.
104~ 10° 106 104 103 0
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Sin embargo, la expresion decimal toma arbitrariamente denominadores de ba-
se 10 para construir el niimero. Esto provoca que muchos ntimeros racionales
acaben expresados de forma infinita, e incluso irracional. Si, en cambio, em-
pleamos fracciones con diferentes denominadores, pueden encontrarse mejores
aproximaciones del nimero. En el caso del nimero = = 0.058823... (Ejem-
plo 5.10), hemos comprobado que es irracional en su forma decimal, y que
cualquier aproximacion va a tener un error del orden de 107*. Sin embargo, si
empleamos como denominador el 17, es un nimero exacto, o en otras palabras,

1

7= es una mejor aproximacion (de hecho, es la mejor porque coincide con el

ndimero que queremos expresar).

Por ello, otra forma de expresar los niimeros reales buscando una mejor apro-
ximacion es la fraccién continua. Partiendo de nuevo de los ntimeros racionales
del tipo g, a,b € Z, a < b, a # 0, sabiendo que b = aq; + r; (donde ¢; es el
cociente, y 11 es el resto), podemos expresar

En este punto, tenemos una nueva divisién entera Z—l Yy COmMo g1 = 711Gy + T

b
1
(donde g5 es el cociente, y r es el resto), expresamos

b I r r
E*%‘f‘g*Ql‘F@*Ql‘FE*Ql-FT

Notese que esta nueva forma de expresar este tipo de ntimeros racionales con-
siste en aplicar el algoritmo de Euclides para obtener los cocientes ¢; y restos
r;, ©=1,...,n e ir colocindolos en la fraccién. Como el algoritmo de Euclides
sobre ntmeros racionales Z, a < b es finito, la expresion también presentara
un namero finito de fracciones. Sin embargo, esta idea se puede generalizar.

167



Capitulo 5. Divisibilidad

Definicién 5.7: Fraccién continua

Una fraccion continua (generalizada) es una expresion de la forma

N 1
q1 1
Q2+ ——
g3 +
donde ¢1 € Z es entero y ¢; € N, Vi = 2,3,... son naturales. La fraccién continua
se abrevia como [¢1;q2,¢3;---,¢n,-..]. La fraccion continua puede ser finita, si hay
un namero finito de ¢;, con i = 1,2,...,n, o infinita, si hay un nimero infinito de g;,

cont=1,2,...

La construccién de una fraccién continua pasa por ir obteniendo los cocientes.

Las fracciones continuas nos permiten representar

e Los nimeros racionales del tipo g, a,beZ, a<b, a0, tal y como ya
hemos visto anteriormente aplicando el algoritmo de Euclides. En este
caso, son fracciones continuas finitas.

e Los numeros racionales del tipo g, a,b €7, b<a, a+#0,yaque partimos
de la expresion

b
=0+

a

e =

que es una fraccion continua, y que puede desarrollarse aplicando el algo-
ritmo de Euclides sobre §. En este tipo de ntimeros racionales, el primer
término siempre es q; = 0, y también son fracciones continuas finitas.

e Los nameros irracionales (aquellos que no pueden expresarse como frac-
ciones de dos enteros) como fracciones continuas infinitas, ya que puede
demostrarse que la sucesion de fracciones continuas [g1; gz, - - . , ¢,] cuando
n — 00 converge.
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De este modo, cualquier nimero real (racional o irracional) puede expresarse
como una fracciéon continua. Por ello, las fracciones continuas son de especial
interés en el campo de la matemaética discreta, ya que son una forma alternativa
de representar cualquier ntimero sin emplear expresiones decimales.

Ejemplo 5.11

El ntimero racional % puede expresarse

e en su expresion decimal, como % = 1.2608695652173913043478.

e en su expresion de fraccién continua, como

@:1+£:1+i:1+ 1 =1+ 1 :14_#
161 161 161 35 1 1
o 3+ 55 3+ 5 3+
% 1+ 35
1 1
=1+ —=1+ -
3+ —— 3+ ——
L+ — 1+ :
7

De forma abreviada, % =[1;3,1,5].

Sin embargo, las fracciones continuas de ciertos niimeros pueden ser dema-
siado largas, y es preferible trabajar con expresiones aproximadas, pero mas
manejables.

Definicién 5.8: Fracciones reducidas

Dada una fracciéon continua [q1;q2,¢3,--.,qn,- .|, las fracciones reducidas son las
sucesivas fracciones continuas finitas

Py
Qv
1 P

20. ) = + —= 2y
) a1, 2] = @1 = 0

19 ol =q =
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na) [q17q2,--~7Qn]:(I1+ = —
q2 +
qs +

Las fracciones reducidas se pueden considerar como aproximaciones sucesivas de la
fraccion continua (a mayor orden, mejor aproximacion).

Para calcular los términos P, de cualquier fracciéon reducida, vamos agru-
k k )
pando los términos de las sucesivas fracciones reducidas, de tal modo que

q
1“) [Q1]ZQ1=T1—>P1=Q17 Q1 =1,

I @ea+l @ea+l  @Pi+1

2a , — + — = = — P, = P +
) 4 a)=a q2 q2 @2-14+0 ¢-Q1+0 2=
17 Q2 = q2Q1 + 07
qs P +1
3 s 42, - + - + = + =
) [fh q2 QB] q1 1 0 M a0 G3q2 + 1 G- Q1 +0

gs + —

qs3 g3
Py=qP +1, Q= qQ, +0,

Asi, por induccién, los términos de la k-ésima fraccién reducida se pueden
definir recursivamente.
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Proposicién 5.5: Calculo de las fracciones reducidas

Dada una fraccién continua definida por [g1;q2,¢3,--.,¢n,-..], la k-ésima fraccion
reducida puede calcularse recursivamente como

P quPr1+ Pr 2
) poooy = A = ,kGN,k>1
@, g2 o] Qr  qrQr—1+ Qr—2

Los términos g1, qo, .. ., gx se obtienen por el algoritmo de Euclides.

Una forma de calcular las fracciones reducidas de forma sencilla es construyen-
do la siguiente tabla:

k |0 1 2 3 4 n
dx | - q1 q2 q3 qa an
P |1 PA=q | =@ -1 P=q@P-P Py=qPs— P P.=q¢. P11+ P
Qu | 0] @1 =1 Q=1 —Qo | Q3=q3Q2— Q1 | Qu=qu@Q3— Qs | ... | Qn=¢nQn1+ @n >

Ejemplo 5.12

Calculamos la fraccién continua y las fracciones reducidas de los siguientes nimeros:

e Kl namero racional % > 1. Por el algoritmo de Euclides,

1. Realizamos la divisién entera g = %, de la que obtenemos un cociente

¢1 = 3 y un resto 11 = 13, de tal modo que 82 = 23 -3 + 13. Como
r1 = 13 > 0, seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3
Dividendos, Divisores 82 23 @

Restos @

La primera fracciéon reducida viene dada por [¢1] = P—ll = %
k |0 1
dk | - 3

P, |1| PL=3
Qr |0 Q=1
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2. Realizamos la divisién entera > = %7 de la que obtenemos un cociente
g2 = 1 y un resto r2 = 10, de tal modo que 23 = 13 -1 4+ 10. Como

ro = 10 > 0, seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3 1
Dividendos, Divisores | 82 23 13

Restos 13

La segunda fraccion reducida viene dada por [g1, g2] = g‘; = %.
k 0 1 2
ax | - | 3 1
Py 1 3| Pb=1-34+1=4
Q.| 0| 1| Q,=1-14+0=1
3. Realizamos la divisién entera ™ = %, de la que obtenemos un cociente

g3 = 1 y un resto r3 = 3, de tal modo que 13 = 10-1+3. Como r3 =3 > 0,
seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3 1 1
Dividendos, Divisores | 82 | 23 13 10 @
Restos 13 | 10 @
La tercera fracciéon reducida viene dada por [g1, g2, g3] = 533 = %.

k (0] 1|2 3

qk | - | 3 |1 1

P |1 3|4| P=1-44+3=7

Q|0 1|1 Q3=1-1+1=2

4. Realizamos la division entera 72 = %, de la que obtenemos un cociente

g4+ = 3 y un resto r4 = 1, de tal modo que 10 =3-2+1. Comorys =1 > 0,
seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3 1 1 3
Dividendos, Divisores | 82 [ 23 [ 13| 10 | 3| (1)
Restos 13(10] 3] (1)
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La cuarta fraccion reducida viene dada por [q1, g2, g3, q4] = }Q)i = %
k ([0]1|2] 3 4
ak |- | 3| 1] 1 3
P |1(3|4]| 7| P,=3-7+4=25
Q. |0 1|12 Q.=32+1=7

5. Realizamos la division entera :—i = %, de la que obtenemos un cociente
g5 = 3 y un resto r5 = 0, de tal modo que 3 =3-1+ 0. Como r5 = 0,

seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes 3|1 1 3 3
Dividendos, Divisores | 82 | 23 | 13 | 10 3 1
Restos 1310 3 | 1 @

La quinta fraccién reducida es la fracciéon continua, y viene dada por
P 82
1,42, 43,44, 5] = 5% = 35-

kK [0[Ll]2]3] 4 5
ax | - |31 1|3 3
P.|1|3 4| 7|25 | D=3 -25+7=22
Q|O0[1|I[2[7 ]| Q=37+2=23

Tomando los cocientes obtenidos, podemos expresar como fraccién continua

82 1 1

2 _3:1,1,33 =i b —— 34—
53 = 1% J=a+ 1 + 1

g2+ ———— oy ———

qs +

1
+— 342
“ qs 3

e El nimero racional % < 1. Este ntiimero puede expresarse como

20_1 _ . 1
n-z-Vtm
2 =2 2
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Aplicando el algoritmo de Euclides,

1. Por la forma inicial, establecemos que g1 = 0, a = 42 y 1 = 20. Como
r1 = 20 > 0, seguimos aplicando el algoritmo.

Cocientes

Dividendos, Divisores - 42

Restos

. ., . . _ P _ 0
La primera fraccién reducida viene dada por [¢1] = o =1
k |0 1
dk | - 0
Pk 1 P1 = 0
Qx [0 Ql =1
2. Realizamos la divisiéon entera % = ;1—(2)7 de la que obtenemos un cociente
q2 = 2 y un resto r2 = 2, de tal modo que 42 = 20-24+2. Como r2 =2 > 0,
seguimos aplicando el algoritmo.
Cocientes 0 2
Dividendos, Divisores | - 42 20 @
Restos 20 @
La segunda fraccion reducida viene dada por [g1, g2] = % = %
k 0 1 2
ax | - | O 2
Py 1 0| A=2-0+1=1
3. Realizamos la divisiéon entera % %, de la que obtenemos un cociente
q3 = 10 y un resto r3 = 0, de tal modo que 20 =2 - 10+ 0. Como r3 = 0,
finalizamos el algoritmo.
Cocientes 0 2 10
Dividendos, Divisores | - | 42 20 2
Restos 20 | 2 @
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La tercera fraccion reducida es la fracciéon continua, y viene dada por

[0, ¢2,03) = 52 = & (= 33)-
k (0] 1|2 3
Pe(1| 0|1 P=10-14+40=10
Q0] 1]2]Qs=10-2+1=21

Tomando los cocientes obtenidos, podemos expresar como fraccién continua,

20 1 1
_— N 2 1 = =
o [0;2,10] = ¢1 +

1 ) 1’
‘12"‘(1*3 +E

Ejemplo 5.13

El niimero aureo o proporcién aurea ® se define como

o= lim L0ED)
n— 00 F(n)

donde F'(n) es el n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci, dada por

F(0) =0,
F(1) =1,
F(2) = F(0) + F(1) =1,
F(3)=F(1)+ F(2) =2,

F(n) =F(n—-2)+ F(n—1),
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Si desarrollamos el limite, comprobaremos que

. F(n+1 . F(n)+F(n-1 . F(n—1
¢ = lim F(n)):nlinlo ()F(n() ):nlglgo1+ F(n))
. 1 .
= _nlinio“rF(n—1)+F(n—2)_nlinioHHFn—Q)
F(n—1) F(n—1) F(n—1)
1 1
= lim 1+ =...= lim 1+
n—oo 1 n—oco 1
1+F(n 1+1+ -
F(n
1+
' F(2)
F(3)
. 1 1
:nlgrxgol+ 1 =1+ 1
1+ ; 1+ N
1+ 1+
1+ -
S
T3

de modo que la expresion en fracciéon continua del niamero aureo es ® = [1;1,1,1,...].
Gracias a la fraccion continua, es inmediato observar que

1
== 14— 1=3-1
d 1 + 1

14— 1+

Si despejamos ®, deducimos que

1=0>—®, 0=0’—-d—1, &=

y teniendo en cuenta que ® > 0, concluimos que

<1>:1+2‘/5.
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Asi, queda demostrado que ® es un ntmero irracional, pero que también puede expre-
sarse como una fracciéon continua infinita muy regular. Entre las muchas aplicaciones
del nimero aureo, una de ellas es la demostraciéon de la forma de los nameros de
Fibonnacci por induccién (véase la demostracion del Ejemplo 2.18 en el Capitulo 2).

5.3 Ecuaciones diofanticas

5.3.1 Definicion y propiedades

Uno de los problemas matematicos méas antiguos, cuyo inicio se le atribuye a
Diofanto de Alejandria (s. III D.C.), son las llamadas ecuaciones diofdnticas.

Definicién 5.9: Ecuacién diofantica lineal

Una ecuacion diofdntica (general) es aquella cuyas incognitas y coeficientes son nu-
meros enteros. Maés concretamente, una ecuacion diofdntica lineal es aquella de la
forma

a1x1 + a2x2 + ... anTn = ao,

donde ao,a1,az,...,an € Z son los coeficientes (conocidos), y z1,x2,...,Zn € Z son
las incognitas. Una soluciéon de la ecuacion diofantica es una serie de niimeros enteros
1,25, ..., 2, € Ztal que cumpla la ecuacion, es decir, tal que a1z] +azz5+. .. anx;, =
aop.

En nuestro caso, nos centraremos en las ecuaciones diofanticas lineales de dos incdg-
nitas, es decir, las de la forma

ar + by = ¢,

donde a,b,c € Z son los coeficientes, y x,y € Z, las incégnitas. Si existe alguna
solucién para la ecuacion diofantica, diremos que la ecuacion es compatible. Si, por
el contrario, no existe ninguna solucién, diremos que la ecuacion es incompatible.
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Proposicién 5.6: Propiedades de las ecuaciones diofanticas lineales con dos incégnitas

Dada la ecuacién diofantica axz+by = ¢, con los coeficientes a, b € Z—{0} (coeficientes
no nulos). Si la ecuacién es compatible, entonces

1. MCD(a,b) es divisor de ¢, o MCD(a, b) | c.

Demostracion. Sila ecuacion es compatible, entonces existe un par de nimeros
z*,y* € Z tales que az™ + by* = c¢. Por otro lado, d = MCD(a, b) es divisor
de a y de b simultdneamente por definicion y, por lo tanto, a = pd y b = qd.
Desarrollando la ecuacién, deducimos que

az” +by* = pdz” + qdy* = d(pz" + qy”) = ¢,
de modo que ¢ es multiplo de MCD(a, b), o equivalentemente, MCD(a, b) es

divisor de c. | |

2. Todo par de nimeros de la forma z = z* + bk, y = y* — ak, Vk € Z también
son soluciones de la ecuacion.

Demostracion. Si la ecuacion es compatible, entonces existe un par de niimeros
¥, y* € Z tales que ax® + by* = c. Si tomamos los niimeros x = z* + bk e
y =y~ — ak, para cualquier k € Z, introduciéndolos en la ecuacion, deducimos
que

a(xz™ +bk) + b(y" — ak) = ax™ + abk + by" — abk = az™ + by* = c,

de modo que x = x*+bk e y = y* —ak también son soluciones de la ecuacion. W

De estas propiedades se deduce que, si la ecuacion es compatible (existe alguna
solucion), entonces existen infinitas soluciones. No hay ecuaciones diofanticas
compatibles con un niimero finito de soluciones.
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Ejemplo 5.14

Sea la ecuacion diofantica

2z + 3y = 0.

Los coeficientes de la ecuacion son a = 2 y b = 3. Una solucion de la ecuacion es
(z*,y") = (—3,2), yaque 2-(—3)+3-2 = —6+ 6 = 0. Por lo tanto, al existir al
menos una solucion, la ecuaciéon es compatible.

Asimismo, los pares del tipo (z*,y") = (—3+ 3k, 2 — 2k), Vk € Z (por la Proposicion
5.6) también son soluciones de la ecuacion diofantica.

5.3.2 Solucion de las ecuaciones diofdnticas lineales

Llegados a este punto, nos podemos preguntar: jes posible saber si una ecua-
cion diofdntica tiene solucion (es compatible) conociendo sus coeficientes? La
respuesta a esta cuestion parte del famoso Teorema de Bézout.

Teorema 5.3: Teorema de Bézout

Dados dos enteros a,b € Z — {0} y ¢ = MCD(a,b), entonces existen dos enteros
z*,y* € Z tales que cumplen la siguiente identidad (la identidad de Bézout):

ax” +by* =c.
En otras palabras, la ecuacién diofantica ax + by = ¢ es compatible.

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que |b| > |a| (en caso contrario,

bastarfa con renombrar z como y y viceversa). Mediante el algoritmo de Euclides

’ b o .
sobre el namero % (omitiendo los signos), obtenemos

e los cocientes qi, ..., qn,
e los restos r1,...,7n,

e las fracciones reducidas %, ce S—" (empleando las férmulas recursivas). Como
n
condiciones iniciales, Py =1, Qo =0, P =q, Q1 = 1.
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A partir de ello, podemos expresar los restos (no nulos) como

T1

T2

T3

Tn

=b- 1 - a la|=—[a|P1 + [b]Q1,
Q1 Py

= la] — g2r1 = |a] - 1 —q2(=Pila] +bQ1) = |a|(g2P1 + Po) — [b|(g2Q1 + Qo)
~~ —— —_——

Po Py Q2
= |a| P2 — [b]Q2,
=11 —gsr2 = (—Pilal +bQ1) — g3(|al P2 — [b|Q2) = —lal(gs P2 + P1) + [b](g3Q2 + Q1)
P3 Qs
= —|a|Ps + |b|Qs,

lal(=1)"Pn + [b](=1)""" @n.

Por induccion, puede demostrarse la férmula general del resto 7, en funcién de los
términos de las fracciones reducidas. Sabiendo que el dltimo resto no nulo es r, =
MCD(a, b) = ¢, deducimos (por la Proposicién 5.6) que (—1)" Py, +k|b| y (—1)" "' Qy —

k|a| son soluciones de la ecuaciéon diofantica |a|xz + |b]ly = ¢. Y concretamente,

e si a,b > 0, definiendo z* = (—1)"P, + k|b| e y* = (=1)" "' Q» — Klal,
e sia>0, b<0,definiendo x* = (—1)"P, +klb| e y* = —(—1)""'Q,, + klal,
e sia <0, b>0,definiendo z* = —(—=1)"P, — k|| e y* = (—=1)"" Q. — k|al,

e si a,b < 0, definiendo z* = —(—1)"P, — k|b| e y* = —(—1)""'Q,, + kla|,

queda demostrado en todos los casos que existe un par de valores ™, y* € Z tales que
cumplen la ecuacién diofantica

c=azx" +by".

Con el Teorema de Bézout, queda garantizado que podemos construir una
ecuacion diofantica compatible con dos enteros a y b (como coeficientes de
las variables x e y), y su M.C.D ¢ (como coeficiente independiente). Ademas,
conocemos la forma de una solucion que hemos obtenido mediante el algoritmo
de Euclides, tal y como se ha visto en la demostracién del teorema. Por lo tanto,
conociendo una solucién, por la Proposicién 5.6, podemos obtener todas las
demas.
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Ejemplo 5.15

Queremos hallar la identidad de Bézout para los nimeros a = 23 y b = 82. Tras
aplicar el algoritmo de Euclides para g (Ejemplo 5.12), deducimos que el altimo resto
no nulo, que aparece en la cuarta iteracion, es ¢ = MCD(a,b) = r4 = 1. A partir
de la tabla de las fracciones reducidas (concretamente, para k = 4), construimos dos
enteros

z* = (-1)*Ps =25, y*=(-1)°Qs=-T,
y con ello obtenemos la siguiente identidad de Bézout:
ar* +by" =23-25+82-(-7)=1=c

Ademés, todas las soluciones de la ecuacion diofantica 23z + 82y = 1 (por la Propo-
sicién 5.6) serian de la forma

(z* + bk, y" — ak) = (25 — 82k, —7 — 23k), k € Z.
Finalmente, si tratamos de generalizar el resultado de Bézout a cualquier ecua-

cion diofantica ax + by = ¢, llegamos al teorema de caracterizaciéon de las
soluciones de las ecuaciones diofanticas.

Teorema 5.4: Teorema de caracterizacién de las soluciones de las ecuaciones diofanticas

lineales

Dada la ecuacion diofantica ax + by = ¢, con |b| > |a| (sin pérdida de generalidad), y
dado ¢ = MCD(a, b), entonces

i) la ecuacién es compatible si y sélo si ¢ es miltiplo de ¢/, es decir, si c = pc’, p €

Z.

ii) si la ecuaciéon es compatible, existe una ecuacién diofantica simplificada a’z +
b'y =p,cona =% b = % € Z, y con idénticas soluciones a la ecuacion
original. Ademaés, una de las soluciones de la ecuacion viene dada por el par de
enteros

z* =sgn(a)(—1)"Pup, y" =sgn(b)(—1)"*'Qnp,

donde g—” es la pentultima fraccion reducida de la fraccién continua g y
n
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1 sin >0,
sgn(n) = -1 sin<O0

es la funcién de signo. Y para cualquier solucion z*,y* € Z, el conjunto de
todas las soluciones puede expresarse como

z* = sgn(a) [(71)”Pnp +k |b'H ,
y" =sgn(®') [(-1)""'Qup —k|d'|], VkeLZ.

Demostracion. A continuacién demostramos los dos puntos del teoremas:

i) En el sentido directo (—), suponemos que, si la ecuacion es compatible, existe
al menos dos enteros z*,y* € Z que son solucion de la ecuacion, es decir, que
az* + by* = c. Si hemos definido ¢ = MCD(a, b), como ¢’ es divisor de ambos
coeficientes, entonces a = ¢'p y b = ¢q, donde p, ¢ € Z. Por lo tanto,

az” +by" =cpx” + gyt = (pr” +qy”) =,

donde pz* + qy* € Z. De ello se concluye que c es miltiplo de ¢’ (del MCD).

En el sentido inverso (+), suponemos que c es miltiplo de ¢/ = MCD(a, b),
es decir, que ¢ = pc’. Por el Teorema de Bézout (Teorema 5.3), sabemos que
existen dos enteros #£,7 € 7Z tales que cumplen la identidad aZ + bj = c’.
Entonces,

c=cp=(a&+bj)p = a(@p) + b(9p),

quedando asf demostrado que x* = &p, y* = &p € Z es solucién de la ecuacion
diofantica ax + by = ¢, es decir, que la ecuacién es compatible.
ii) Sila ecuacion es compatible, por la demostracion del punto anterior y sabiendo
que a =a'c’ y b="¥'c’ por ser ¢ = MCD(a,b), deducimos que
c'p = a(ip) +b(gp) = ¢ (a'(@p) +b'(4p)) = p=d'(@p) + V' (gp).
De aqui se deduce que Zp, yp € Z también es solucién de la ecuacién diofantica

a'z + b’y = p, por lo que ésta es equivalente a ax + by = c.

Por otro lado, sabemos por el Teorema de Bézout que una solucién particular
de la ecuacioén diofantica ax + by = ¢’ viene dada por el par de enteros

&= Sgn(a)(—l)"PT“ Z} = sgn(b)(—l)nHQm
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5.8 Ecuaciones diofdnticas

donde S—" es la peniltima fraccion reducida de la fraccién continua g. Por lo
"

tanto, las soluciones x*,y* € Z de la ecuacion diofantica pueden escribirse de
la forma

x" = &p + kb = sgn(a) [(—1)" P.p + k|b|] ,
y* =ip—ka=sgn®) [(-1)""'Qup—klal], Vke€Z,

0, empleando la ecuaciéon simplificada equivalente,

a* =adp+kb =sgn(a’) [(-1)"Pap+k|[b']],
(—=1)""'Qup — k ’a/H , VkeZ.

y" =gp—ka' =sgn(t) [

|
Ejemplo 5.16
Sea la ecuacion diofantica 39x — 6y = 15, donde establecemos que b = 39 y a = —6 son

los coeficientes de las variables, y ¢ = 15 es el término independiente. Es importante
observar que al asignar b al término més grande (en valor absoluto), su variable
asociada es la x, de modo que la notacién en este ejemplo se intercambiara. Otra
opcién es reformular la ecuacion para emplear siempre la misma notacion.

Aplicando el algoritmo de Euclides sobre la fraccion % = % (omitimos los signos),
obtenemos los siguientes resultados:
Cocientes 6 | 2
Dividendos, Divisores | 39 | 6 | 3
Restos 3|0
k |01 2
dx | - | 6] 2
Py |1]6]13
Q| 0]1] 2

De los resultados deducimos que ¢’ = MCD(a,b) = MCD(39,6) = 3. Por lo tanto,
como ¢ = 15 = 5 - 3 es muiltiplo de ¢’ = 3, la ecuaciéon diofantica es compatible (por
el Teorema 5.4).
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Dividiendo todos los coeficientes por el MCD, obtenemos la ecuacion diofantica sim-
plificada

39 6 15
39z — 6y 5 3 a5 3y 3 3x y=2>5
A partir de la ecuacién simplificada, con coeficientes b’ = 13, @’ = —2 y término

independiente p = 5, y sabiendo que la pentultima fraccién reducida es % = %

concluimos (por el Teorema 5.4) que las soluciones de la ecuacion diofantica son de
la forma

*

y" =sgn(a’) [(—1)"Pup+k|V'|] = —(-1)"6 -5 — 13k = 30 — 13k,
z* =sgn(t)) [(-1)"Pap — k|a'|] = (-1)°1-5 - 13k =5 — 2k, Vke€Z.

5.4 Congruencias y ecuaciones en congruencias

5.4.1 Definicion y propiedades

En muchos contextos de nuestra vida empleamos determinados conjuntos de
numeros enteros a los que les damos el mismo significado. Estos numeros se
denominan niimeros congruentes, o nimeros con una relaciéon de congruencia.
Algunos ejemplos de estos nimeros son:

e Si el dia tiene 24 horas, entonces, en una escala temporal, las horas
0,24,48,72,... se refieren a la misma hora diaria: las 12 de la noche.

e Sabiendo que un circulo tiene 360°, si tomamos un angulo y le sumamos
360° obtenemos el mismo angulo. Por lo tanto, 0°,360°,720°,... son
angulos equivalentes.

Dependiendo del caso, los conjuntos de niimeros congruentes son diferentes.
Sin embargo, si observamos los ejemplos, comprobaremos que todos ellos com-
parten una propiedad: la diferencia entre cualquier par de ntimeros congruentes
es miltiplo del niimero sobre el que hemos establecido el patréon de repeticiéon
(en el primer ejemplo, 24, y en el segundo, 360). A partir de esta caracteristica
podemos definir mateméticamente el concepto de congruencia.
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5.4 Congruencias y ecuaciones en congruencias

Definicién 5.10: Congruencia médulo m

Dados los enteros a,b,m € Z, m > 1, decimos que a y b son congruentes mddulo m,
o

a=b (modm),

si a — b es miltiplo de m o, equivalentemente, si se obtiene el mismo resto al dividir

a b
mY m

Ejemplo 5.17

Para el caso del dia con 24 horas, podriamos decir que la hora 6 y 78 son equivalentes,
0 que

78 =6 (mod 24),

puesto que

e 78 —6="T2=24"3, es decir, la diferencia es miltiplo de 24.

e 78=24-3+6y6=24-0+ 6, es decir, el resto de ambos nameros al dividirse
por el médulo m = 24 es el mismo: r = 6.

Proposicién 5.7: Propiedades de congruencias médulo m

Algunas propiedades fundamentales de las congruencias moédulo m son las siguientes:

1. Si a1 = b1 (mod m) y az = by (mod m), entonces se cumple que a1 + ax =
b1 + b2 (mod m).

Demostracion. Por la definiciéon de congruencia médulo m (Definicién 5.10),
sabemos que a1 — b1 = pm y a2 — ba = gm, con p,q € Z. Sumando ambas
ecuaciones y reordenando términos, deducimos que

(a1 —b1) + (a2 — b2) = pm + gm,
(a1 +az) — (b +b2) = (p+ @)m.

Observamos que la diferencia (a1 + a2) — (b1 + b2) es maultiplo de m, ya que
p+ q € Z. Por lo tanto, concluimos que a1 + a2 = b1 + b2 (mod m). | ]
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2. Sia =b (mod m), entonces se cumple que ka = kb (mod m), con k € Z.

Demostracion. Por la definicién de congruencia médulo m, sabemos que a—b =
pm, con p € Z. Multiplicando la ecuaciéon por k € Z, deducimos que

k(a —b) = kpm,
ka — kb = (kp)m.

Observamos que la diferencia ka — kb es multiplo de m, ya que kp € Z. Por lo
tanto, concluimos que ka = kb (mod m). | |

Ejemplo 5.18

Continuando con el ejemplo del dia con 24 horas, dadas las congruencias 78 = 6
(mod 24) y 34 = 10 (mod 24), observamos que

e 84 = 78 + 6 es congruente médulo 24 con 16 = 6 + 10, es decir, 84 = 16
(mod 24).

e 68 = 34 -2 es congruente modulo 24 con 12 = 6 - 2, es decir, 68 = 12 (mod 24).

Estas propiedades garantizan que las operaciones suma y producto entre con-
gruencias modulo m estdn bien definidas, y por ello son la base de la llamada
aritmética modular (aquella entre clases de equivalencia), que formalizo Carl
Gauss en 1801.

Las congruencias también se pueden definir desde el punto de vista de las
relaciones binarias de equivalencia (véase Seccion 4.3 del Capitulo 4).

Definicién 5.11: Relacién de congruencia médulo m

Dados el entero m € Z, m > 1, definimos la relacion de congruencia mddulo m,
representada como R, sobre el conjunto de enteros Z como la relaciéon

R={{(a,b): a=b (modm); z,y € Z}.

La relaciéon de congruencia médulo m entre dos enteros a,b € Z se representa como
a~b.
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5.4 Congruencias y ecuaciones en congruencias

Proposicién 5.8: Propiedades de la relacion de congruencia médulo m

Algunas propiedades de las relaciones de congruencia médulo m son las siguientes:
1. Una relacién de congruencia médulo m es una relacién binaria de equivalencia.

Demostracion. Para que la relaciéon de congruencia moédulo m sea de equiva-
lencia, debe cumplir tres propiedades:

e Reflexividad: para cualquier a € Z, es inmediato ver que a —a = 0, el
cual es multiplo de m (ya que 0 = Om). Por lo tanto, a ~ b.

e Simetria: para cualquier par de enteros a,b € Z, comprobamos que si
a ~ b (a =b (modm)), entonces b ~ a (b = a (mod m)). Sia—bes
miltiplo de m, es decir, a — b = pm, p € Z, multiplicando la ecuacion
por —1 comprobamos que b — a = (—p)m, es decir, que b — a también es
miltiplo de m. Por lo tanto,

e Transitividad: para cualquier trio de enteros a,b,c € Z, comprobamos
que, sia ~ b (a = b (modm)) y b~ c (b= c (modm)), entonces
a~c (a=c (modm)). Sia—by b— cson multiplos de m, es decir,
a—b=pm, peZyb—c=qgm, q €Z, sumando ambas ecuaciones
deducimos que (@ —b) + (b —c¢) = a— ¢ = (p + q)m, es decir, que a — ¢
también es miltiplo de m.

Al cumplir las tres propiedades, queda demostrado que la relacién de congruen-
cia médulo m es una relacion binaria de equivalencia. |

2. Una relacién de congruencia médulo m tiene exactamente m clases de equiva-
lencia distintas. El conjunto finito que contiene las m clases de equivalencia
distintas se denota como Z,,.

Demostracion. Dado un nimero entero a € 7Z cualquiera, la clase de equiva-
lencia [a] = {z : a ~ z} representa a todos aquellos nimeros z que cumplen
que a = z (mod m), es decir, aquellos que cumplen que a — x = pm, p € Z.
Por lo tanto, todos los nimeros x se pueden construir mediante la expresion
x = a — pm, dandole valores a p € Z, o reformulando k& = (—p), mediante la
expresion x = a + km, con k € Z.
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Por lo tanto, las clases de equivalencia se pueden escribir como:

0] = {km: k€ Z},
1] ={1+km: keZ},
2] ={2+km: keZ},

m—-1={(m—-1)+km: keZ},
ml={m+km: k€Z}={(k+1)m: keZ}={k'm: kK €Z} =10,
m+1={m+1+km: keZ}={1+1+k)m: keZ}
={1+km: K €Z}=[1],

[um+v]={um+v+km: k€Z}={v+ (u+k)m: keZ}
={v+km: K eZ}=[], Vuv €Z, u>1, 0<v<m—1.

Como todo nimero entero mayor a m puede escribirse como um + v, donde
u,v €Z, u>1, v €[0,m — 1], queda demostrado que la clase de equivalencia
de cualquier entero mayor a m coincide con alguna entre 0 y m—1. Por lo tanto,
se concluye que existen exactamente m clases de equivalencia distintas. |

Sabiendo las propiedades de la operacién modulo, podemos definir las opera-

ciones béasicas de la aritmética modular: la suma y el producto.

Definicién 5.12: Suma y producto de clases de equivalencia

Dado el conjunto de clases de equivalencia distintas Z,, de una relacién de congruencia
modulo m, y dadas dos clases de equivalencia [a], [b] € Zy,, definimos:

e La suma como [a] + [b] := [a + ]].

e El producto como [a] - [b] := [ab].

Por las propiedades del modulo (Proposicion 5.8), sabemos que si a+b o ab es
mayor a m, entonces la clase de equivalencia resultante es equivalente a alguna

de las clases contenidas en Z,,.
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Ejemplo 5.19

Como un circulo tiene 360°, tenemos relaciones de moédulo m = 360, por lo que el
conjunto de todas las clases de equivalencia distintas es Zseo.

1. Si son las 7 de la manana (de cualquier dia) y pasan 30 horas, sabemos que
[7] + [30] = [37] = [37 — 24] = [13], es decir, que sera la 1 de la tarde. O si
llegamos a las 8 de la manana del dia siguiente de trabajar (por ejemplo, a
causa de un turno de noche), y habiamos empezado a las 10 de la noche (las
22 horas), sabemos que [8] — [22] = [-14] = [24 — 14] = [10], es decir, hemos
trabajado 10 horas.

2. Si salgo a las 8 de la noche de viaje, y me dicen que el viaje dura lo mismo
que tres turnos de noche (10 horas), sabemos que [20] + [10 - 3] = [20] + [30] =
[50] = [60 — 24 - 2] = [2], es decir, que llegaria a las 2 de la mafiana (y dentro
de dos dias).

Una vez definidas las congruencias y sus propiedades, podemos preguntarnos
sdado un cierto nimero, qué nimeros son congruentes mddulo m con él? De
esta cuestion nacen las ecuaciones en congruencias

Definicién 5.13: Ecuacién en congruencias

Dados los enteros a,b,m € Z, a,b > 1, una ecuacion en congruencias se define como
ar=b (mod m),

donde z es la incégnita de la ecuacién. Una solucién de esta ecuacién es un entero
z* € Z tal que cumpla que az® = b (mod m).

Si existe alguna solucién para la ecuacion en congruencias, diremos que la ecuacion es
compatible. Si, por el contrario, no existe ninguna solucién, diremos que la ecuacion
es incompatible.
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Proposicién 5.9: Equivalencia entre las ecuaciones en congruencias y diofanticas

Dada una ecuacién en congruencias
ar =b (mod m),

encontrar una solucién = € Z es equivalente a encontrar soluciones z,y € Z de la
ecuacién diofantica

ax +my = b.

Demostracion. Por definicién, una solucién x de la ecuacion en congruencias debe
cumplir que ax — b sea multiplo de m, o equivalentemente, debe existir un valor p € Z
tal que ax—b = pm para que x sea solucién. Reordenando los términos, deducimos que

ax —pm = b, y renombrando y = —p, obtenemos la ecuaciéon diofantica ax + my = b.
Por lo tanto, encontrando pares de enteros z*,y* € Z que satisfagan la ecuacion
diofantica, se encuentran las soluciones z* de la ecuacién en congruencias. |

Ejemplo 5.20

Sea la ecuacién en congruencias
2z =5 (mod 7).

Los términos de la ecuaciéon son a =2y b =7y m = 7. Una solucién de la ecuacion
es ¥ = 13, ya que que 22" — 5 es multiplo de 7 (2-13 —5 =21 = 7- 3). Por lo tanto,
al existir al menos una solucién, la ecuaciéon es compatible.

Por otro lado, la ecuacién en congruencias es equivalente a la ecuacién diofantica
2¢ +3y =5

5.4.2 Solucion de las ecuaciones en congruencias

Habiendo demostrado la equivalencia entre las ecuaciones en congruencias y
diofénticas, se deduce facilmente el teorema de caracterizacion de las soluciones
de las ecuaciones en congruencias.

190



5.4 Congruencias y ecuaciones en congruencias

Teorema 5.5: Teorema de caracterizacion de las soluciones de las ecuaciones en con-

gruencias

Dada la ecuacién en congruencias axz = b (mod m), con |m| > |a| (sin pérdida de
generalidad), y dado d = MCD(a, m), entonces

i) la ecuacion es compatible si y s6lo si b es multiplo de d, es decir, si b = pd, y
ii) si la ecuacion es compatible, existe una ecuacién en congruencias simplificada

a'z = p (mod m’), con o’ = §, m’ = & € Z, y con idénticas soluciones a la
ecuacion original. Ademas, una de las soluciones de la ecuacion viene dada por

z* = sgn(a)(—1)" Pup,

donde £2 es la penaltima fraccion reducida de la fraccion continua 2y

Q’I’L
(n) 1 sin >0,
sgn(n) =
& -1 sin<O,

es la funcion de signo. Y para cualquier solucion x* € Z, el conjunto de todas
las soluciones puede expresarse como

z* =sgn(d) [(-1)"Pup+k|m'|], VkeZ

Demostracion. Sabiendo que la ecuacién en congruencias ax = b (mod m) es equiva-
lente a la ecuacion diofantica az+my = b (Proposicion 5.9), los dos puntos se deducen
inmediatamente por el Teorema de Caracterizacion de Soluciones de las Ecuaciones
Diofanticas (Teorema 5.4). |

Definicién 5.14: Solucién principal

Dada una ecuacién en congruencias compatible az = b (mod m), denominamos solu-
cion principal a la solucion positiva méas pequena de la ecuacion.
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Ejemplo 5.21

Continuando con el ejemplo del dia con 24 horas, queremos saber cuantos periodos
de 5 horas tienen que pasar, comenzando desde el principio de un dia (las 0 horas),
para llegar a las 5 de la tarde (las 17 horas, no necesariamente del mismo dia). En
otros términos, queremos resolver la ecuaciéon

52 =17 (mod 24),

donde a =5, b= 17y m = 24.

Si desarrollamos el algoritmo de Euclides sobre la fraccion 7 = 2—54, obtenemos los
siguientes resultados:
Cocientes 41114
Dividendos, Divisores | 24 | 5 | 4 | 1
Restos 4 111]0
k [0]1]2] 3
qc |- |4 |1 | 4
P, |1]|4]5]|24
Q. 0|1 |15

De los resultados deducimos que d = MCD(a,b) = 1. Por lo tanto, como b = 17 =
17 -1 = pd es multiplo de d = 1, la ecuacién en congruencias es compatible (por el
Teorema 5.5), y al dividir todos los coeficientes por el MCD (por 1), deducimos que
la ecuacion en congruencias ya se encuentra en su forma simplificada. Por lo tanto,
a =a=2p=b=17y m = m’ = 24. Finalmente, sabiendo que el pentltimo
numerador de la fraccion reducida es P, = 5, concluimos (por el Teorema 5.5) que
las soluciones de la ecuacién en congruencias son de la forma

a* =sgn(a’) [(—1)"Pap + k|m’|] = (—-1)?5 - 17 + 24k = 85 + 24k, Vk € Z.
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De todas las posibles soluciones, la solucién principal es z* = 13 (con kK = —3), ya
que

—11 <0< 13 < 37
~~ —~

~—
85+24-(—4) 85424-(—3)  85+24-(—2)

Por lo tanto, como minimo, deben pasar 13 periodos de 5 horas para llegar a las 5 de
la tarde.

5.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1

Dados los numeros enteros a = 35 y b = 895,

1. Obtenga la divisién entera (cociente y resto) g mediante la divisiéon “en caja’.
(Es una divisién exacta?

2. (Cuéntos divisores tiene a? Calctulelos.
3. Calcule la factorizaciéon en ntimeros primos de a y b.

4. Obtenga el maximo comun divisor (MCD) de ambos ntmeros mediante el al-
goritmo de Euclides. Habiendo obtenido el MCD, ;cual es el mimimo comin
multiplo (mem)?

5. Obtenga la fracciéon continua y las fracciones reducidas de g.

Ejercicio 5.2

Dada la ecuaciéon diofantica lineal —13x + 65y = 117, indique justificadamente si
la ecuacién es compatible o no. En caso de ser compatible, obtenga el conjunto de
soluciones de la ecuacion.
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Ejercicio 5.3

Sabiendo que un dia tiene 24 horas,
1. Sison las 7 de la manana (de cualquier dia) y pasan 30 horas, ;jqué hora es?

2. Si llegamos a las 8 de la manana del dia siguiente de trabajar de un turno
de noche, y habiamos empezado a las 10 de la noche, ;jcuantas horas hemos
trabajado?

3. Sisalgo a las 9 de la noche de viaje, y me dicen que el viaje dura lo mismo que
dos turnos de noche (del apartado anterior), ja qué hora llegaria?

Resuelva estas cuestiones con aritmética modular.

Ejercicio 5.4

Dada la ecuacién en congruencias 12z = 18 (mod 30), indique justificadamente si
la ecuacién es compatible o no. En caso de ser compatible, obtenga el conjunto de
soluciones de la ecuaciéon y la solucién principal.

Ejercicio 5.5

En un circulo, en el que los angulos vuelven a ser los mismos cuando se da una vuelta
de 360°, jcuantos pasos de 18° pueden darse para alcanzar el 4ngulo 270°7 ;Cual
seria el minimo niimero de pasos a dar?



Capitulo 6

Cardinalidad de conjuntos

6.1 Introduccion

La cardinalidad de conjuntos, que usualmente hace referencia al tamafio o a
la cantidad de elementos de un conjunto, ha sido un concepto fundamental en
las matemaéticas a lo largo de la historia. Uno de los destacados matematicos
que contribuyd a su estudio fue Georg Cantor, a finales del siglo XIX. Los
resultados de Cantor demostraron, en contraposiciéon a la teoria clasica, que
existian diferentes tipos de infinitos, lo cual revolucioné la comprension de los
conjuntos y asento la teoria de conjuntos como una nueva disciplina.

En diferentes areas de la matematica, como teoria de conjuntos, topologia,
algebra o teoria de ntimeros, la cardinalidad es un concepto clave que permite
clasificar conjuntos en diferentes clases, estudiar la estructura de los ntimeros
y establecer relaciones de orden entre diferentes conjuntos. En su vertiente
practica, la cardinalidad presenta multiples aplicaciones en diversos campos.
En combinatoria, se utiliza para resolver complejos problemas de conteo, como
permutaciones, combinaciones y variaciones. En probabilidad, permite calcular
y comparar la probabilidad de eventos al calcular la cardinalidad de conjuntos
de eventos posibles y favorables. En informatica, se emplea en el disenio y
analisis de algoritmos, donde el tamaifio de los conjuntos de datos procesados
es determinante para evaluar la eficiencia y los recursos requeridos.
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Capitulo 6. Cardinalidad de conjuntos

En este capitulo, tomando como base la teoria de conjuntos y las relaciones,
desarrollaremos el concepto de cardinalidad, de finito e infinito, estableceremos
un orden de conjuntos segin su cardinalidad y, finalmente, demostraremos las
existencia y la relacion entre los diferentes tipos de infinitos.

6.2 Cardinalidad

La idea de cardinalidad se fundamenta en el concepto de equipotencia entre
conjuntos.

Definicién 6.1: Equipotencia

Se dice que dos conjuntos A y B presentan una relacion de equipotencia A ~ B, o
que son equipotentes, si existe una aplicacion biyectiva f : A — B entre ellos.

En concreto, la equipotencia es una relacion binaria de equivalencia (véase
Seccion 4.3 del Capitulo 4).

La relacion de equipotencia ~ es una relacion binaria de equivalencia sobre la clase o
conjunto universo U que contiene a todos los conjuntos.

Demostracion. La relacion de equipotencia ~ cumple las tres propiedades de una
relacién binaria de equivalencia:

e Reflexividad: dado un conjunto cualquiera A € U, éste se puede relacionar
consigo mismo mediante la aplicacion biyectiva identidad Ia : A — A (que
relaciona a cada elemento z € A consigo mismo). Por lo tanto, como existe la
relacion A ~ A, la relacion ~ es reflexiva.

e Simetria: si tomamos dos conjuntos A, B € U, y existe la relacion A ~ B,
es decir, si existe una aplicacion biyectiva f : A — B, su aplicacién inversa
f~' : B — A también es biyectiva. Por lo tanto, como también existe la
relacion B ~ A, la relacion ~ es reflexiva.
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e Transitividad: si tomamos tres conjuntos A, B,C € U, y existen las relaciones
A~ By B ~ (C, entonces existen dos aplicaciones biyectivas f : A — By
g : B — C. Si definimos la aplicacién composicion go f : A — C, ésta también
es biyectiva. Por lo tanto, como también existe la relaciéon A ~ C, la relaciéon
~ es transitiva.

Al cumplir la relacion de equipotencia ~ las tres propiedades (reflexividad, simetria
y transitividad), queda demostrado que es una relaciéon binaria de equivalencia. W

Ejemplo 6.1

Dados los conjuntos A = {a,b,c,d}, B = {1,2,3,4} y C = {k,l,m,n}, Ay B, asi
como B y C presentan una relacién de equipotencia (son equipotentes), es decir,
A~ By B~ C, ya que podemos encontrar una aplicacién biyectiva f : A — B, por
ejemplo, la que viene dada por

Grafo(f) = {(a,1),(b,2), (¢, 3),(d,4)},
v g : B — C, por ejemplo, la que viene dada por
Grafo(g) = {(1,k), (2,1),(3,m), (4,n)}.

También podemos comprobar que se cumplen las siguientes relaciones:

o A ~ A (reflexividad), ya que existe la aplicacion biyectiva Ia : A — A, que
viene dada por Grafo(l4) = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d)}.

e B ~ A (simetria), ya que existe la aplicaciéon biyectiva inversa f~': B — A,
que viene dada por Grafo (f~") = {(1,a), (2,b), (3,¢), (4,d)}.

e A ~ (C, ya que existe la aplicacion biyectiva compuesta go f : A — C, que
viene dada por Grafo(g o f) = {(a, k), (b,1), (¢, m), (d,n)}.

Con el concepto de equipotencia, definimos el concepto de cardinalidad.
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Definicién 6.2: Cardinal

Dado un conjunto A, su cardinalidad, o cardinal, representado como |A| o card(A), es
la clase de equivalencia de A con respecto a la relacién de equipotencia ~, es decir,

|A|={XeU: X~ A}.
Las consecuencias mas importantes que se desprenden de esta definicién son
dos:

e Todo conjunto tiene un tinico cardinal: su clase de equivalencia.

e Dos conjuntos tienen el mismo cardinal si y sélo si son equipotentes, es
decir, si ambos pertenecen a la misma clase de equivalencia.

6.3 Conjuntos finitos e infinitos numerables

Una vez definido el concepto de cardinal, podemos encontrar dos grandes clases
de conjuntos: los conjuntos finitos e infinitos.

Definicién 6.3: Representante canénico y niimero cardinal

Denominamos representante candnico de un cardinal I,, al conjunto formado por los
n primeros numeros naturales, I, = {1,2,...,n}. El conjunto Ip = @ es el conjunto
vacio.

El cardinal |I,| se representa por el nimero n. A este namero se le denomina ndmero
cardinal, y suele escribirse |I,,| = n. El nimero cardinal del conjunto vacio es 0.

Gracias al representante candnico, disponemos de un conjunto de referencia
para comparar las cardinalidades del resto de conjuntos, y podemos introducir
el concepto de finitud e infinitud en los conjuntos.
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Definicién 6.4: Conjunto finito con cardinal n

Diremos que un conjunto A es finito con cardinal n si existe una relacion de equipo-
tencia A ~ I,,, es decir, una aplicacién biyectiva f : I,, — A entre ambos conjuntos
(o equivalentemente, si ambos conjuntos tienen la misma clase de equivalencia).

Por definicion de biyeccién, a cada elemento de A se le asigna un tnico elemento de
I,,, y viceversa. Esto implica que el nimero de elementos en A es igual al nimero de
elementos en I, es decir, a su numero cardinal n.

Asi, dos conjuntos finitos equipotentes tienen el mismo nimero de elementos,
el cual coincide con su nimero cardinal.

Ejemplo 6.2

Supongamos que definimos un universo

U = {{2,8,3},0,{a, b}, {18}, {=,y, 2},{1,k, 35} },

y escogemos el conjunto A = {2,8,3}. En ese caso, el cardinal (la clase de equivalen-
cia) de A seria

Al ={X eU: X ~ A} ={{2,8,3},{z,y,2},{1,k,35}},

puesto que existe una biyeccion entre A y cada uno de estos conjuntos, o equivalen-
temente, tienen el mismo namero de elementos. Su nimero cardinal es |A| = 3.

Definicién 6.5: Conjunto infinito

Un conjunto A es infinito cuando no es finito, es decir, cuando no existe una aplicacion
biyectiva entre A y ningun representante canoénico I,,, Vn € N.

A partir de las definiciones de conjuntos finitos e infinitos, se obtiene un im-
portante resultado relacionado con el conjunto N de los ntimeros naturales:
que es un conjunto infinito. Sin embargo, aunque N sea infinito, tiene una
cardinalidad (una clase de equivalencia).
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El conjunto de los nimeros naturales N es infinito.

Demostracion. Por reduccion al absurdo, supongamos que N es finito. Entonces,
deberia existir una cierta aplicaciéon biyectiva f : I, — N para cierto n € N. Si
definimos el nimero natural

k=1+max{f(1),...,f(n)},

entonces k € N (es natural), pero observamos que no existe ningin z € I, =
{1,2,...,n} tal que f(x) = k, puesto que k se forma tomando la maxima imagen
y suméndole 1 (quedando asi fuera de la imagen de f). Por lo tanto, f no podra
ser una aplicaciéon suprayectiva ni biyectiva y, puesto que n y f han sido elegidas
arbitrariamente, llegamos a la conclusién de que N es infinito. |

Definicién 6.6: Aleph 0

Llamaremos aleph 0, y lo denotaremos como R o d, al cardinal del conjunto N de los
nameros naturales®.

“Empleamos la letra d por ser un conjunto discreto.

Definicién 6.7: Conjunto numerable

Decimos que un conjunto A es numerable si es finito o si es infinito con cardinal d (es
decir, si es equipotente al conjunto N de niimeros naturales).

Ejemplo 6.3

Algunos ejemplos de conjuntos infinitos numerables (con cardinalidad d) son los si-
guientes:

e el conjunto A = {2,3,4,5,...}, puesto que existe una biyecciéon

f:N— A
f@) =a+1
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Esqueméticamente,

e ¢l conjunto Z = {...,0,
existe una biyecciéon

N A
18 M z+1
1 2
2 3
3 4
—1,1,—2,2,...} de los ntmeros enteros, puesto que
f:N>Z
2x si x >0,
xTr) =
f(@) {—2x—1 siz <0,

o el conjunto de los numeros racionales positivos QT y de todos los racionales
Q. Si colocamos todos los elementos de QT en una tabla y recorremos sus
elementos en un orden en diagonal,
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podemos ir asociando a cada nuevo elemento del orden un namero natural nue-
vo, obteniendo una biyecciéon f : N — Q" (una enumeracién), que demuestra

que QT es numerable.
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Capitulo 6. Cardinalidad de conjuntos

Como ya se ha visto, la definicién de equipotencia implica demostrar la exis-
tencia de una aplicacién biyectiva, en ocasiones no es sencillo encontrarla en
conjuntos infinitos. De ahi que la siguiente propiedad sea de especial interés
para demostrar la relacién de equipotencia.

Sean dos conjuntos A y B infinitos, donde B C A. Si existe una aplicacion f : A — B
inyectiva, entonces existe también una aplicacion h : A — B biyectiva, y por lo tanto
Ay B son equipotentes.

Demostracion. Supongamos que existe una aplicaciéon f : A — B inyectiva. Si B = A
(caso trivial), siempre existe la aplicacion identidad I4 : A — B (biyectiva), en la
que cada elemento del conjunto se asocia consigo mismo. En caso contrario, B # A,
definimos inductivamente los conjuntos

Co=A— B #1),

C = f(00)7

02 = f(cl)7
Cnt1 = f(Cn),

de tal modo que cada conjunto Cj41 esta formado por las imagenes de los elementos
del conjunto previo Cy,, partiendo del conjunto inicial Cy formado por los elementos
de A que no son de B. Adicionalmente, definimos la unién de todos estos conjuntos
como

o= O Ck.
k=1

Cabe destacar que, como toda imagen de A (por la aplicacion f) estd contenida en
B,y B C A, todas las imagenes de A también pertenecen a A, es decir, que C' C A.

A continuacién, definimos la aplicacion h : A — B como

R
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6.3 Conjuntos finitos e infinitos numerables

Como podemos comprobar, h esté bien definida, es decir, que la imagen de cualquier
elemento z € A también cumple que z € B. Si z € C, entonces h(z) = f(z) € B, ya
que f es una aplicacion inyectiva que se define de A a B, y todo f(z) es un elemento
de B. Por el contrario, si z € C, entonces z ¢ Cy,,Vn = 0,1,2,..., y en particular,
z & Co = A — B (los elementos de A que no estan en B). De aqui se deduce que, en
este caso, h(z) = z € B.

Adicionalmente, h es inyectiva. Para demostrarlo, dados x,y € A tales que h(z) =
h(y), entonces debemos demostrar que = = y, planteando tres posibles escenarios:

e Si z,y € C, entonces h(z) = f(z) = f(y) = h(y) y, como f es inyectiva,
entonces r = y.

e Siz,y ¢ C, entonces h(z) =z =y = h(y).

e Siz € C, y & C, entonces h(z) = f(x) = y = h(y). Como z € C, entonces
existe cierto k € N tal que z € Ci, y como Ciy1 = f(Ck), entonces necesaria-
mente f(z) =y € Cry1 C C. Como y & C por hipotesis, este escenario no es
posible.

Con ello, queda demostrado en todos los casos posibles que h es inyectiva.

Finalmente, para comprobar si h es suprayectiva, tomamos un elemento cualquiera
be BC A. Sib¢ C, entonces h(b) = b, y por lo tanto b es imagen si mismo por
la aplicacion h. Si, por el contrario, b € C, entonces b € Cy = f(Ck—1), para cierto
k € Ny, por lo tanto, existe algin elemento a € Cx—1 C A del cual b es imagen. En
ambos casos, b es imagen por la aplicacion h de un elemento de A, por lo que queda
demostrado que h es suprayectiva.

En conclusion, queda demostrado que existe una aplicacion h : A — B biyectiva
(inyectiva y suprayectiva) si existe una aplicacion f : A — B inyectiva, sea cual
sea. |

Ejemplo 6.4

A continuacién se muestran algunos ejemplos de conjuntos infinitos aplicando el Teo-
rema 6.3:

e El conjunto de ntimeros racionales Q" es infinito numerable (equipotente a N),
ya que N C QT, y podemos definir la aplicacién

f: Q" - N
f(g) =2%3Y, z,yeN
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204

que es inyectiva, ya que la forma 273 es una descomposicion en factores primos,
la cual es unica (teorema fundamental de la aritmética 5.2). Por lo tanto,
por el Teorema 6.3, existe una aplicaciéon biyectiva entre Q y N, es decir, son
equipotentes.

Si extendemos la demostracion al conjunto de nimeros racionales Q (demostrar
que es infinito numerable), podriamos definir la aplicacion

f:Q—>N
f(z) =2=3v

y) z,y €N
f —§)=5“7y

que es inyectiva, ya que las formas 273Y y 5%7Y son una descomposicion en
factores primos, las cuales son unicas (teorema fundamental de la aritmética
5.2). Por lo tanto, por el Teorema 6.3, existe una aplicacién biyectiva entre Q
v N, es decir, son equipotentes.

El intervalo [—1,1] y el conjunto de nameros reales R tienen el mismo cardinal,
ya que [—1,1] C R y existe una aplicacion

fiR—[-1,1]
. Losiz#0
f(x){o siz=0

que es inyectiva. Por lo tanto, por el Teorema 6.3, existe una aplicacién biyec-
tiva entre R y [—1, 1], es decir, son equipotentes.
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6.4 Orden en los cardinales

Gracias a los niimeros cardinales, podemos establecer un orden entre conjuntos
que nos permita compararlos entre si.

Definicién 6.8: Orden entre cardinales

Dados dos conjuntos A y B, con cardinalidad |A| = a y |B| = b, diremos que

e el cardinal a es menor o igual que b, representado como a < b, si A es equipo-
tente a un subconjunto de B.

e ¢l cardinal a es estrictamente menor que b, representado como a < b, si a < b,
y ademas a es distinto de b (los cardinales son distintos).

Ejemplo 6.5

Dados los conjuntos 0, A = {1,2,3,4}, B = {k,l,m}, C = {z,y, 2}, Q y N, podemos
establecer que

[0 <|B| <|C| < |Al <IN <Q],
o0 mas concretamente,
0] <|B| = IC] < |A] < IN| = Q].

Este orden se deduce porque

e 0] =0 < |X|, VX, ya que el conjunto vacio es equipotente a si mismo, y es
subconjunto de cualquier conjunto X.

e |B| =|C| =3 < |A| =4 son cardinales finitos; concretamente, el cardinal coin-
cide con el namero de elementos. La relacién de orden entre ellos se deduce por-
que By C son equipotentes entre si, equipotentes a {1,2,3} C A = {1, 2, 3,4},
y que [B| =|C| # A.

e |[A|=4<|N|=|Q|] =d, yaque A={1,2,3,4} es equipotente a {1,2,3,4} C N

(de hecho son el mismo conjunto). La demostracion de que N y Q tienen el
mismo cardinal se puede encontrar en los Ejemplos 6.3 y 6.4.
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Notese que la definicién del orden no depende de la eleccién de los conjuntos.
Ademas, de la definicion se deducen dos importantes propiedades.

Proposicién 6.1: Propiedades del orden entre cardinales

Sean dos conjuntos A y B cualesquiera.

1. Si A C B, entonces |A| < |B|.

Demostracion. Si A C B, entonces A es equipotente a un subconjunto de B,
concretamente, a si mismo. Entonces, por definicién, se concluye que |A| <
|B|. |

2. Si existe una aplicacion f : A — B inyectiva, entonces |A| < B.

Demostracion. Si existe una aplicacién f: A — B inyectiva, entonces f : A —
f(A) es biyectiva. Por lo tanto, como |A| = |f(A)|, y sabiendo que f(A) C B,
entonces se deduce (por la anterior propiedad) que |A| < B. |

Evidentemente, el nimero cardinal minimo es 0, el del conjunto vacio, ya que
el conjunto vacio es subconjunto de todo conjunto, es decir, ) C A, VA, y
ademads, no existe ninguna biyeccion f : ) — A, VA # (), y por lo tanto
|§] < |A|. Sin embargo, podriamos preguntarnos: jeziste un nimero cardinal
mdzimo? FEl teorema de Cantor demuestra que no lo hay.

Teorema 6.4: Teorema de Cantor
Dado un conjunto A cualquiera, entonces |A| < |P(A4)].

Demostracion. En primer lugar, es inmediato comprobar que |A| < |P(A)|, puesto
que existe una aplicacién inyectiva

f:A—PA),
f(a) = {a}.

Para demostrar que |A| # |P(A)| debemos demostrar que no existe ninguna biyecciéon
entre A y P(A), supondremos que existe una aplicacion biyectiva g : A — P(A).
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Ademas, definimos el conjunto
S={ze€A: z&g(zx)}

formado por todos los elementos © € A que no pertenecen al conjunto imagen g(z) €
P(A), g(xz) C A que les ha sido asignado por la aplicacién g.

Al estar formado por elementos de A, sabemos que S C A, y como la aplicacién
g es suprayectiva (por ser biyectiva), entonces existe un elemento ag € A tal que
g(ao) = S. Entonces,

e siag €5, entonces, por la definicién de S, deberia cumplirse que ag & g(ao) =
S, llegando a una contradiccion, y

e siag € 5, entonces ag & g(ag) = S. Por lo tanto, por la definicién de S, deberia
ocurrir que ag € S, llegando de nuevo a una contradiccion.

Por consiguiente g no es suprayectiva, ni tampoco biyectiva y, al no existir biyeccion,
concluimos que |A| # |P(A)].

Por lo tanto, si |A| < |P(A)| y |A| # [P(A)|, se concluye que |A| < |P(A)|. [ ]

Por este teorema, dado un conjunto A infinito podemos construir un conjun-
to con mayor cardinalidad, simplemente obteniendo su conjunto potencia (o
conjunto de partes) del previo. De este modo, tenemos que

0<|Al < |P(A)] <|P(P(A)] <...

Por lo tanto, podemos afirmar que no existe un conjunto estrictamente mayor
que todos los deméas. Gracias al teorema de Cantor, por ejemplo, podemos
afirmar que d = |N| < |P(N)|, es decir, que ambos conjuntos infinitos tienen
diferente cardinalidad o “tamano”, y por lo tanto podrian considerarse infinitos
de distinto tipo.

La relacion < entre cardinales es una relacion de orden (véase Seccion 4.4 del
Capitulo 4). Concretamente, se trata de una relacion de orden total, tal y
como se demuestra en los siguientes resultados.
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Teorema 6.5: Teorema de Schroeder-Bernstein

Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, si existen dos aplicaciones f : A — By
g : B — A inyectivas, entonces existe una aplicacién h : A — B biyectiva.

Equivalentemente, si |A| < |B| y |B| < |A|, entonces |A| = |B| (A y B son equipo-
tentes).

Demostracion. Como las aplicaciones f y g son inyectivas, la composicién go f : A —
g(B) C A también es inyectiva. Por el Teorema 6.3, existe una aplicaciéon b’ : A —
g(B) biyectiva. Por otro lado, como g : B — A es inyectiva, entonces g : B — g(B)
es biyectiva, y por lo tanto, existe una aplicaciéon inversa g~* : g(B) — B.

Por consiguiente, la composicion h = g~ 'oh’ : A — B es biyectiva por ser composiciéon
de aplicaciones biyectivas. Es decir, que |A| = |B| (A y B son equipotentes). |

La relacion de orden < entre cardinales es una relacion de orden parcial.

Demostracion. La relacién de orden < cumple las propiedades de:

e Reflexividad: dado un conjunto A cualquiera, como la aplicacién identidad
I4a: A — A es una funciéon biyectiva, y por lo tanto inyectiva, entonces A < A
(por la Proposicién 6.1).

e Transitividad: dados tres conjuntos A, B y C cualesquiera, y suponiendo que
A < By B <, sabemos que existen dos aplicaciones inyectivas f : A — By
g : B — C, la composicién go f : A — C también es inyectiva. Por lo tanto,
(por la Proposicién 6.1) concluimos que A < C.

e Antisimetria: dados dos conjuntos A y B, suponiendo que A < By B < A,
sabemos que existen dos aplicaciones inyectivas f : A - By g : B — A.
Entonces (por el Teorema 6.5), existe una aplicacion biyectiva h : A — By
|A| = |B| (A y B son equipotentes).
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Teorema 6.7: Teorema de Zermelo o ley de la tricotomia

Dados dos conjuntos A y B cualesquiera, entonces cumplen una de las tres siguientes
condiciones:

a) |A| <|B
b) |B| < 4]

c) |Al=|B|

Por el teorema de Zermelo (Teorema 6.7) podemos concluir que la relacion
de orden entre cardinales es un orden total, y teniendo en cuenta que existe
un cardinal minimo, el 0, también podemos concluir que se trata de un buen
orden.

Ejemplo 6.6

A continuacién se identifican los niimeros cardinales y el orden de algunos conjuntos
muy conocidos:

e como NC Z C Q C R C C, sabemos (por la Proposicion 6.1) que d = |N| <
|Z] < 1Q| £ |R| < |C|. También sabemos (por el Ejemplo 6.3) que |[N| = |Z| =
Q.

e el conjunto N X N (el producto cartesiano del conjunto de los naturales) es
infinito numerable, es decir, [NxN| = d. Sidefinimos la aplicacién f : N — NxN
tal que

f(z) = (z,1),

observamos claramente que es inyectiva. Si adicionalmente definimos g : N x
N — N tal que

g(z,y) = 273",

también observamos que es inyectiva, ya que la descomposicién por factores
primos es tunica (teorema fundamental de la aritmética 5.2). Por lo tanto,
por el teorema de Schroeder-Bernstein (Teorema 6.5), existe una aplicacion
biyectiva h : N — N x N.
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Y como |N| = |Z| = |Q|, se puede probar que Q x Q o que Z X Z también son
conjuntos infinitos numerables.

e el conjunto N* = NX N x .-+ x N (el producto cartesiano aplicado sobre n
R ———

n
conjuntos N) es infinito numerable, es decir, [N"| = d. Esto se puede demostrar
por induccién:

1. Base de induccion: N (n =1) y N> = N x N (n = 2) son numerables (tal
y como se ha demostrado anteriormente).

2. Hipdtesis de induccion: supongamos que N" es numerable para cierto
valor n € N.

3. Paso de induccion: como N™ es numerable por hipétesis, existe una apli-
cacion biyectiva f,, : N — N. Si construimos la aplicaciéon fr+1 = faofy :
Nt & N, tal que

fn+1(x17 b -,xn,xn+l) = f2(f"(m17 st ,xn),xn+1),

observamos que fn41 es biyectiva, por ser composicién de dos aplicaciones
biyectivas.

Por lo tanto, queda demostrado para todo n € N que existe una biyeccién entre
los conjuntos N y N™,

Como consecuencia, se puede probar que Q" y Z" también son conjuntos infini-
tos numerables. Esto implica que el conjunto de todos los polinomios, vectores
y matrices en Q son infinitos numerables.

Ejemplo 6.7

Sea {A1,A1,...,A;, ...} una familia numerable de conjuntos disjuntos dos a dos,
AiNA; =0, Vi # j, donde |A;| = d, Vi € N (los conjuntos de la familia son infinitos
numerables). Queremos demostrar que (J;°, A; también es numerable.

Partiendo de que |A;| = d, Vi € N, y dado A; = {ai1, a2, . .., asj, ... }, entonces existe
una aplicacion f; : N — A; biyectiva tal que f;(j) = as;. A continuacion definimos la
aplicacion F : N x N — |J;2, Aj, tal que F(i,j) = fi(j) = as;. La aplicacion F es

e inyectiva: si F(i,5) = F(k,l), entonces f;(j) = fx(l), 0 a;;j = ar. Como

los conjuntos A; son disjuntos dos a dos, entonces i = k, ya que no podemos
encontrar dos elementos iguales en conjuntos distintos.
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6.5 Conjuntos infinitos no numerables

Formalmente, si A; N Ay = 0 (conjuntos disjuntos), y a;; = ar con i # k,
entonces A; N Ar = {ai;} = {am} # 0, alcanzando una contradiccion. Ademas,
si fi = fx es biyectiva (y por lo tanto, inyectiva), y sostenemos que f;(j) = fx(l),
entonces necesariamente j = [.

o suprayectiva: sea a € [J;=, Ai. Por ser los A; disjuntos dos a dos, entonces
existe un tnico ¢ € N tal que a € A;. Como f; : N — A; es biyectiva (y por
lo tanto, suprayectiva), existe un valor j € N tal que f;(j) = a. Por lo tanto,
existe un par (i,j) € N X N tal que F'(i,j) = a. De este modo, concluimos que
F' es suprayectiva.

Como hemos demostrado que F' es inyectiva y suprayectiva, concluimos que es biyec-
tiva y, por consiguiente, Ufil A; y N son equipotentes, o ’Ufil Ai| =d.

6.5 Conjuntos infinitos no numerables

Dentro de los conjuntos infinitos, ya se ha visto por el teorema de Cantor
(Teorema 6.4) que no todos poseen el mismo cardinal, ya que el conjunto
potencia siempre poseera un cardinal mayor al del conjunto. En otras palabras,
no todos los conjuntos infinitos son numerables. El siguiente teorema, uno de
los resultados méas importantes de Cantor, demuestra que es necesario definir
otro nimero cardinal infinito ademas del cardinal infinito numerable X.

El subconjunto de los nimeros reales [0, 1] es infinito no numerable.

Demostracion. Todo namero real = € [0,1] tiene una expresion en forma decimal
del tipo x = 0.z1 @2 x3..., donde z; € {0,1,2,...,9},Vi € N son las cifras deci-
males. Procediendo por reducciéon al absurdo, supondremos que el conjunto [0, 1] es
numerable, es decir, que existe una aplicacion f : N — [0, 1] biyectiva

N [0,1]
n 1 z

1 O.X11 X12 13 ...

2 0.221 X22 X23... °
& 0..’E31 32 X33 ...
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A continuacion, construimos el ntimero y = 0.y1 y2 ys - - - € [0, 1] tal que

{ijO Si:l/‘jj#O’VjeN

yj=1 siz;; =0

En otras palabras, el nimero y toma para cada decimal y; el nimero decimal z;; de
la diagonal de la enumeracién y lo modifica. Como y € [0,1] y f es biyectiva, deberia
existir un namero j € N tal que f(j) = y. Sin embargo, por su construccion, sabemos
que zj; # y;, Vj € N, y por lo tanto y no se corresponde con ningin f(j) € [0, 1], es
decir, f(j) no es imagen de ningtn 5 € N. Por lo tanto, por contradiccion, f no es
suprayectiva ni tampoco biyectiva, y de este modo concluimos que el conjunto [0, 1]
no puede ser numerable, es decir, |[0,1]| # d.

La idea que empled Cantor para construir un ntmero y modificando los ele-
mentos de la diagonal de la enumeraciéon se conoce como el argumento de
diagonalizacién de Cantor. Esta técnica tiene muchas variaciones y se aplica
en teorfa de la calculabilidad.

Definicién 6.9: Aleph 1

Decimos que el conjunto [0, 1] de los nimeros reales tiene cardinal aleph I, represen-
tado como Nj 0 ¢. A este cardinal también se le conoce como cardinal del continuo®.

Decimos que un conjunto A tiene cardinal ¢ si existe una biyeccion entre [0,1] (o
cualquier otro conjunto de cardinalidad ¢) y A.

“Empleamos la letra ¢ por ser un conjunto continuo.

Ejemplo 6.8

Algunos ejemplos de conjuntos continuos (con cardinal c) son:

e el conjunto [a,b], a < b, es decir, cualquier intervalo cerrado en el conjunto de
los numeros reales R, puesto que existe una biyeccion

f:10,1] = [a, 8]
f@)=a+(b—a)z



6.5 Conjuntos infinitos no numerables

e el conjunto (0,1), es decir, el intervalo abierto en R entre 0 y 1. Para compro-
barlo, definimos
1
R

,...}:(0,1)—{%,%,...}.

Por lo tanto, también podemos definir

(O,l):{%,%,...}UA.

Dada esta estructura, consideramos la siguiente aplicacién entre los conjuntos
(0,1) y [0,1]:

N

[0,1] = {0,17

donde
A=10,1] — {O,l,

W =

1
27

[0,1] (0,1)
z L f@
0 1/2
1 1/3

1/ 1/
1/3 1/s
1/ 1/6

zeA T
Esta aplicacion, que se define como

f:10,1] — (0,1)

% sixz =0,
flz) = ﬁ six:%,nEN,
a8 siz € A,

es biyectiva.
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214

e el conjunto de los ntmeros reales R, puesto que existe una biyeccion (Figura

6.1)
f:(0,1) > R
fla) = x(§1: x)

Esto se puede probar gracias a la derivada de la funcion,

Flz) = —ﬁ - # <0, ¥z € (0,1).

Como la derivada es negativa en (0,1), la funcién f es continua monétona
decreciente, y por lo tanto existe funcion inversa f~' : R — (0,1), es decir, f
es biyectiva.

0.1 02 0.3 04 05 0.7 0.8 0.9 1

4

1_»
Figura 6.1: Gréfica de la funcién f(z) = ;3—; (Ejemplo 6.8).



6.5 Conjuntos infinitos no numerables

El conjunto potencia de los naturales P(N) es equipotente al conjunto [0, 1], es decir,
[P(N)| = c.

Demostracion. Para demostrar que |P(N)| = ¢, debemos probar dos condiciones: que
[P(N)| < ¢y que [P(N)| > c.

e |P(N)| < c: si tomamos un subconjunto de los naturales S C N, S € P(N),
podemos definir la aplicacion g : P(N) — [0, 1] sobre S tal que

g9(S) =0.x1z223 . ..
Z2;—1 =0 (posiciones impares),

0 sijégs, (pastct )
Toi — os1clones pares),
B ey W P

Por ejemplo,

g(0) = 0.000--- =0,
9({1,3,5))=00 _1_ 000 _1_ 000 _1_ 000...

2j=2-1=2 2j=2-3=6 2j=2-5=10

Si g(S) = 0.z1x223... ¥y g(T) = 0.y192y3 ..., con S, T C N, y suponemos que
g(8) = g(T') entonces tenemos que z; = y;, Vj € N (todas las cifras decimales
coinciden). Como z; = 1 cuando 4 € S, si ; = y; = 1, entonces 3 € T. Por

lo tanto, S =T, y concluimos que g es inyectiva.

o |P(N)| > ¢: si tomamos un namero & = 0.b1bgbs--- € [0,1], con b; € {0,1}
(expresado en base 2), podemos definir la aplicaciéon f : [0,1] — P(N) sobre z
tal que

f(x) :f(Oble) = {j eN: T = 1}.
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Por ejemplo,

f(0)=10
£(0.10101...) = {1,3,5,...}
£(0.11111...) ={1,2,3,4,5,...} =N

Esta aplicacion es inyectiva, ya que cada representacion en base 2 de x es tnica,
y genera un unico subconjunto de N.

Por lo tanto, si existen dos aplicaciones inyectivas g : P(N) — [0,1] y f : [0,1] —
P(N), concluimos por el teorema de Schréeder-Bernstein (Teorema 6.5) que existe
una aplicacion biyectiva h : P(N) — [0, 1], y que por lo tanto |P(N)| = c. ]

Combinando los resultados del Teorema 6.9 y del teorema de Cantor (Teorema
6.4), es inmediato deducir que d = |N| < |P(N)| = |R| = ¢, es decir, que los
conjuntos infinitos numerables tienen un cardinal (o tamano) inferior a los con-
juntos infinitos no numerables o continuos. Sin embargo, en este punto surge
una primera cuestion: jes infinito numerable con cardinal d es el mds pequerio
de los cardinales infinitos, o puede haber alguno menor? Los siguientes resul-
tados demuestran que d es, efectivamente, el cardinal infinito mas pequeno.

Teorema 6.10

Todo conjunto infinito A contiene un subconjunto infinito A" numerable.

Demostracion. Sea A un conjunto infinito. Aplicando el Azioma de Eleccion® de una
sucesion de subconjuntos de A, construimos un conjunto o enumeraciéon de elementos

{a1,a2,as, ...} del siguiente modo:
N A
1 a1 € A
2 az € A—{a1}
3 a3 € A—{a1,az2}
n an € A—{a1,a2,a3,...,an}
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6.5 Conjuntos infinitos no numerables

Cada uno de los conjuntos A—{a1, az, as, ..., an}, de los cuales escogemos el siguiente
elemento a,41 de la sucesion, es infinito. En caso contrario, suponiendo que A fuera
infinito y que A — {a1, a2, as,...,a,} fuera finito, y definiendo A como

A= (A—-{ai,a2,as,...,an}) U{a1,a2,as,...,an},

concluiriamos que A es finito por ser unién de dos conjuntos finitos, pero a su vez A
seria infinito por definicién, llegando a una contradiccion.

Por lo tanto, cada conjunto A —{a1,az,as,...,an} es infinito, y siempre podemos se-
leccionar un nuevo elemento a,1 distinto al resto. De este modo, podemos construir
un subconjunto infinito {ai, as,as,...,an,...} C A sin repeticiones y numerable, ya
que el propio proceso de construcciéon es una aplicacién biyectiva entre cada ntimero
natural n € N y el elemento a,, € A seleccionado. | |

%Kl Axioma de Eleccién afirma que para cualquier coleccion de conjuntos no vacios, es
posible elegir un elemento de cada uno de ellos sin especificar un método o regla de seleccion
concreta.

Teorema 6.11

Si A es un conjunto infinito, entonces d < |A|. En otras palabras, d es el cardinal
infinito méas pequeno.

Demostracion. Si A es infinito, sabemos por el Teorema 6.10 que contiene un subcon-
junto A’ infinito numerable, de tal modo que |A’| = d. Asimismo, también es posible
definir una aplicacion inyectiva

f:A—=A
flz) ==z
La existencia de una inyeccién implica (por la Proposicién 6.1) que |[A'| = d < |A4].

De aqui se concluye que el cardinal d es siempre igual o menor que el cardinal de un
conjunto infinito A cualquiera. |

Asimismo, una segunda pregunta fundamental es: spodria existir algin cardi-
nal intermedio entre d y ¢? Al no poder demostrarlo, Cantor lo plante6 como
una conjetura o hipotesis: la hipdtesis del continuo.
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Proposicién 6.2: Hipétesis del continuo

No existe ningin conjunto A tal que su cardinal |A| cumpla que
d<|Al<ec.

En otras palabras, el cardinal del continuo ¢ de los nimeros reales es el inmediata-
mente superior al cardinal numerable d de los nimeros naturales.

Aunque dicha hipoétesis es consistente con los axiomas de la teoria de conjun-
tos, Paul Cohen demostré en 1963 que la negacion de la hipotesis también es
consistente con esta teoria. Como consecuencia de ello es posible, al menos
de forma abstracta, tratar con un universo donde la hipétesis se cumpla o no,
segln escojamos. En nuestro caso, estamos méas interesados en su aceptacion
pues facilita la identificacién del cardinal de un conjunto. Por ejemplo, dado
un conjunto A, cuyo cardinal sabemos que esta situado entre ¢ y d, es decir
d < |A] < ¢, la hipotesis implica que si es distinto de uno, automéaticamente es
igual al otro.

6.6 Operaciones con cardinales

Hasta este punto, hemos definido las cardinalidades de conjuntos finitos e in-
finitos por el concepto de equipotencia. Al tratarse de una relaciéon binaria de
equivalencia, es posible llevar a cabo ciertas operaciones entre cardinales.

Definicién 6.10: Operaciones suma, producto y potencia de cardinales

Dados dos conjuntos disjuntos A y B con cardinalidades |A| = a y |B| = b, definimos:

e La operacidn suma a+b=|AU B]|.
e La operacion producto ab = |A X B].

e La operacion potencia a® = |AB| =|{f:B— A: f aplicacion}|.
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Proposicién 6.3

Las operaciones suma, producto y potencia son independientes de los conjuntos dis-
juntos A y B escogidos.

Demostracion. Unicamente demostramos la independencia para la operaciéon suma
(el resto se dejan como ejercicio al lector). Para demostrar independencia, debemos
probar que la suma a+b para dos conjuntos A, B con cardinalidad |A| = a, |B| = b se

cumple para cualquier otro par de conjuntos 121, B disjuntos tales que Al = a, B ‘ =b,
es decir, que |AU B| = ‘AUE”. Como ’A‘ =|Aly ’E" = | B|, sabemos que existen

dos aplicaciones biyectivas f : A -+ Ay g : B — B. Si definimos adicionalmente
h:AUB — AU B tal que

M=) = g(z) sizeB

{f(a:) size A

podemos comprobar que h es
e inyectiva: suponiendo que h(z) = h(y), existen tres casos posibles:

1. z € A, y € A. En este caso, h(z) = f(z) = f(y) = h(y), y como [ es
biyectiva (e inyectiva), entonces = = y.

2. z € B, y € B. Analogamente al caso anterior, h(z) = g(z) = g(y) = g(v),
y como g es biyectiva, entonces x = y.

3. z € A, y € B (sin pérdida de generalidad). En este caso, h(z) = f(z) €
Ay h(y) = g(y) € B, pero como h(x) = h(y) por hipétesis, entonces
f(z) =g(y) € Ay f(z) = g(y) € B, simultaneamente. Sin embargo, no
existe un elemento que pueda encontrarse a la vez en ambos conjuntos,
ya que AnB =10 (son conjuntos disjuntos). Por reduccion al absurdo,
este caso no es posible.

Por lo tanto, se concluye que si h(z) = h(y), necesariamente z,y € Aox,y € B.
En el primer caso, tenemos que f(z) = f(y) y, por ser f biyectiva, se concluye
que z = y. Analogamente, en el segundo caso, tenemos que g(z) = g(y) vy, por
ser g biyectiva, se concluye que x = y. Por consiguiente, queda demostrado que
h es inyectiva.
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e suprayectiva: sea z € AUB. Size A, entonces existe un valor a € A tal que
f(a) = z por ser f biyectiva (y suprayectiva) y, por definicién, h(a) = z. Del
mismo modo, si z € B, entonces existe un valor b € B tal que g(b) = z por ser
g biyectiva (y suprayectiva) y, por definicién, g(b) = z. Asi, queda demostrado
que h es suprayectiva.

Por ser h inyectiva y suprayectiva, h es biyectiva, y por lo tanto, concluimos que
|[AUB|=|AUB ’ [ |

Las operaciones entre cardinales tienen las mismas propiedades que sus corres-
pondientes ntimeros reales.

Proposicién 6.4: Propiedades de la operacion suma

Dados los nimeros cardinales a, b y ¢, algunas de las propiedades de la operacion
suma son:

1. Elemento neutro: a+0=0+a=a
2. Conmutativa: a +b=0b+a

3. Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+c)

Proposicién 6.5: Propiedades de la operacién producto

Dados los ntimeros cardinales a, b y ¢, algunas de las propiedades de la operacién
producto son:

1. Elemento neutro: a-1=1-a=a
2. Conmutativa: ab = ba
3. Asociativa: (ab)c = a(bc)

4. Distributiva: a(b+ ¢) = ab+ ac



6.7 Ejercicios propuestos

Proposicion 6.6: Propiedades de la operacion potencia

Dados los ntimeros cardinales a, b y ¢, algunas de las propiedades de la operacién
producto son:

1. a*te =ab 4+ a°

6.7 Ejercicios propuestos

Ejercicio 6.1

Demuestre que si A y B son equipotentes, entonces |P(A)| = |P(B).

Ejercicio 6.2

Halle el cardinal de los siguientes conjuntos:

e 7ZxN
o {ax®’ +bx+c=0: a,b,ccZ}
o {(z,y) €R?: 3z +2y > T}

e Rt ={z€R: x>0}

Ejercicio 6.3
Dada una familia de conjuntos A1, As, ..., demuestre que

1. si los conjuntos son numerables (finitos o con cardinal d), entonces la union
Unren An es numerable.

2. si los conjuntos son continuos (cardinal c), entonces la union J,,cy An es con-
tinua.

221



Capitulo 6. Cardinalidad de conjuntos

Ejercicio 6.4

Dados dos conjuntos A, B C N finitos, demuestre que |[AU B| = |A| + |B| — |[AN B|.

Ejercicio 6.5

Dados los cardinales a, b, ¢, demuestre las siguientes propiedades:

1. a(b+c) = ab+ ac



Capitulo 7

Grafos

7.1 Introducciéon

La teoria de grafos es una de las ramas mas populares de las matematicas y la
informatica. Una de las razones detras de su creciente interés es su aplicabilidad
a la resolucién de problemas complejos de la sociedad moderna en campos tan
diversos como economia, marketing, transmision de informacién, planes de
transporte, analisis de redes, epidemilogia, etc.

Muchos de estos problemas se pueden modelar mediante grafos o redes. En es-
tos casos, la teoria de grafos se aplica como herramienta para la formulacién de
problemas, la definicion de estructuras, y el desarrollo de métodos de resolucion
para estos problemas. La formulaciéon de problemas usando la expresividad de
la teoria de grafos proporciona una visiéon global de los mismos y, por tanto,
facilita su comprension. De esta forma, se puede abordar la basqueda de la
solucién 6ptima al problema con mayores garantias de éxito.

Un grafo es esencialmente cualquier estructura matematica que se pueda re-
presentar mediante un conjunto de puntos, llamados vértices o nodos, y un
conjunto de lineas, llamadas aristas o arcos, que unan algunos de esos puntos.
Las lineas que unen los vértices pueden tener direccion (arcos), o funcionar en
ambos sentidos (aristas). En algunos casos se puede asociar una cantidad a
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las aristas del grafo, lo que abre un conjunto nuevo de perspectivas de apli-
caciéon de la teoria de grafos a nuevos tipos de problemas, como por ejemplo
algebraicos, de optimizacion lineal, de flujos, etc. En cualquier caso, los grafos
se convierten en una poderosa herramienta a la hora de formular, modelizar y
resolver un amplio abanico de problemas discretos.

En este capitulo, examinaremos los fundamentos de la teoria de grafos, inclu-
yendo sus diferentes representaciones. Abordaremos los conceptos de conexion
y accesibilidad, y estudiaremos algunos grafos de especial importancia: grafos
eulerianos, hamiltonianos y arboles. Ademaés, se presentaran una serie de al-
goritmos relevantes que permiten analizar y obtener propiedades especificas de
los grafos estudiados.

7.2 Grafos

7.2.1 Conceptos bdsicos

Informalmente, un grafo es un conjunto de vértices y de aristas que unen estos
vértices. Segun si las aristas sean orientadas o no lo sean, distinguiremos dos
tipos de grafos: dirigidos y no dirigidos.

Definicién 7.1: Grafo no dirigido

Un grafo no dirigido G = (V(G), A(G),)® es una tripleta ordenada de
1. un conjunto finito y no vacio, V(G),
2. un conjunto finito, A(G), y
3. una funcién de incidencia ¢ : A(G) = P(V(G)).

Los elementos de V(@) se denominan vértices, nodos o puntos, y los elementos de
A(G) se llaman aristas. Cada arista del conjunto A(G) une dos vértices de V(G) de
acuerdo con la funcion de incidencia 1. En otras palabras, la funcion i asocia a cada
arista un par no ordenado de vértices (que pueden coincidir), o

Va € A(G), FY(a) = {u,v} C V(G).

“Hemos optado por representar al conjunto de aristas por A, aunque otros autores utilizan
al letra E (del inglés edge).

224



7.2 Grafos

Notese que el conjunto de vértices nunca es vacio; en cambio, el de aristas
podria serlo.

Nota Cuando no haya confusion posible sobre el grafo al que nos referi-
mos, abreviaremos escribiendo V y A en lugar de V(G) y A(G). Ademds,
si las aristas del grafo quedan perfectamente determinadas, se puede pres-
cindir de la funcion de incidencia v, al quedar ésta implicitamente incluida
en la estructura del grafo. En ese caso, se representa el grafo G = (V, A).

La manera més sencilla de representar un grafo es mediante lo que se llama
representacion diagramdtica de un grafo: los vértices se representan mediante
puntos y las aristas mediante lineas.

Ejemplo 7.1

Dado el grafo

V(G) = {1,2,3,4},
A(G) ={a,b,c,d, e},
Y(a) = {1,2}, ¢(b) = {1,3}, ¥(c) = {1,4}, ¥(d) = {2,3}, ¥(e) = {2,4},

éste queda representado por el diagrama de la Figura 7.1.

1, 2
c I d
4 3

Figura 7.1: Representacion diagramatica de un grafo (Ejemplo 7.1).
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Definicién 7.2: Grafo dirigido

Un grafo dirigido o digrafo, G = (V(G), A(G), 1) es un triple ordenado de
1. un conjunto finito y no vacio, V(G),
2. un conjunto finito, A(G), y
3. una funcién de incidencia ¢ : A — V(G) x V(G).

Los elementos de V(G) se llaman vértices, nodos o puntos, y los elementos de A(G) se
llaman aristas dirigidas o arcos. Cada arco del conjunto A(G) une un vértice inicial
de V(G) con otro vértice final de acuerdo con la funcién de incidencia . En otras
palabras, la funcién 1 asocia a cada arco un par ordenado de vértices (que pueden
coincidir), o

Va € A(G), Fp(a) = (u,v) € V(G) x V(G)

En un grafo no dirigido, si la funcién de incidencia 1 asocia la arista a con el par
de vértices u y v, de modo que ¥ (a) = {u, v}, estos dos vértices se denominan
extremos de la arista a. En cambio, en un grafo dirigido, si ¢ (a) = (u,v), u
es el extremo inicial (o cola) del arco a y v es su extremo final (o cabeza). Los
arcos se representan mediante flechas que indican el sentido de su orientacion.

Ejemplo 7.2

Dado el grafo

V(G) ={1,2,3},
A(G) ={a,b,c},
2l)(a‘) = (172>7 d)(b) = <1v3>7 1/’(0) = <27 3)7

éste queda representado por el diagrama de la Figura 7.2.

1 2

3
Figura 7.2: Grafo dirigido (Ejemplo 7.2).
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Definicién 7.3: Elementos especiales de un grafo

Dado un grafo G = (V, A, ), definimos los siguientes elementos:

e Un bucle o lazo es una arista a € A cuyos vértices extremos coinciden, es decir,
Y(a) = {v,v} (o ¥(a) = (v,v) en caso de ser dirigido), donde v € V es un
vértice.

e Dos aristas a,b € A son paralelas si tienen los mismos extremos, es decir, si

¥(a) = p(b).

e Un vértice v diremos que es un vértice aislado si no es extremo de ninguna
arista, es decir, si v € 1(a),Va € A.

Ejemplo 7.3

En el grafo de la Figura 7.1 (Ejemplo 7.1) no hay bucles, aristas paralelas ni vértices
aislados.

En cambio, en el grafo
V(G) ={1,2,3,4,5},
A(G) = {aa b,c,d,e, f}a
)
)

’gb((l = {132}7 1/’(1’) = {173}3 zb(c) = {174}a¢(d) = {273}a
Y(e) =1{2,4}, ¥(f) ={2,3}, ¥(g) = {4,4},

representado en la Figura 7.3, si que encontramos aristas y vértices con estas carac-
teristicas:

e Las aristas d y f son paralelas, ya que ¥(d) = ¥(f).
e La arista g es un bucle, ya que 1(g) = {4,4}.

e El vértice 5 es aislado, ya que 5 & ¥(z), Va € A.

Figura 7.3: Representacion de un grafo (Ejemplo 7.3).
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Definicién 7.4: Grafo simple

Un grafo no dirigido G = (V, A, 1) es simple si no tiene aristas paralelas ni bucles.

Definicién 7.5: Multigrafo

Un multigrafo es un grafo no dirigido G = (V, A, ) que no es simple, es decir, que
presenta aristas paralelas y/o bucles.

Ejemplo 7.4

El grafo de la Figura 7.1 (Ejemplo 7.1) es simple, ya que no tiene aristas paralelas
ni bucles. Cuando el grafo G = (V, A, ) es simple, como no hay dos aristas con los
mismos extremos (paralelas), cada arista queda determinada de forma tnica por sus
vértices extremos. Asi, el grafo de la Figura 7.1 lo podemos representar simplificada-
mente como G = (V, A), donde

V ={1,2,3,4},
A= {{la 2}7 {la 3}’ {174}7 {273}7 {2’4}}'

Nota Cuando el grafo G = (V, A, ) es simple, como no hay dos aristas
con los mismos extremos, cada arista queda determinada de forma nica
por sus extremos. Por lo tanto, se puede prescindir de la funcidn de inci-
dencia ), y representar el grafo de forma simplificada como G = (V, A),
donde el conjunto de aristas A es un conjunto formado por los elementos
de la funcion de incidencia.

Definicién 7.6: Grafo simétrico y antisimétrico

Sea G = (V, A, ) un grafo dirigido. Diremos que

e ( esun grafo simétrico siVi(a) = (u, v), entonces existe el par ¥(b) = (v, u), con
a,be A

e (G es un grafo antisimétrico si Vy(a) = (u, v), entonces no existe el par

¥(b) = (v,u),cona,be A
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Ejemplo 7.5

El grafo dirigido de la Figura 7.2 (Ejemplo 7.2) no es simétrico, ya que existe
(1,3) € ¥(A), y sin embargo no existe (3,1) € (A), donde (A) es el conjunto
de las imagenes de la funcion de incidencia. Sin embargo, si que es antisimétrico,
ya que (2,1),(3,1),(3,2) & ¥(A), es decir, no existe ninguna arista simétrica en el
conjunto de las aristas que forman el grafo.

Definicién 7.7: Grafo vacio

Un grafo G = (V, A, ) es vacio si el conjunto de aristas es vacio, A = (), es decir, el
grafo no tiene aristas.

Definicién 7.8: Grafo trivial

Llamaremos grafo trivial G = (V, A,%) a aquel que solamente contiene un vértice,
|[V| =1, y ninguna arista, A = 0.

Definicién 7.9: Grafo ponderado

Diremos que G = (V, A, 1) es un grafo ponderado si cada arista a € A lleva asociado
un namero real w(a) € R, denominado peso, coste o capacidad de la arista.

Ejemplo 7.6

El grafo (no dirigido)
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representado en la Figura 7.4, es un grafo ponderado, ya que cada arista tiene asociado
un peso.

3
Figura 7.4: Grafo ponderado (Ejemplo 7.6).

Nota A partir de este punto, si no se indica lo contrario, se asumird que
los grafos son simples.

7.2.2 Adyacencia e incidencia

Definicién 7.10: Adyacencia e incidencia

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido cualquiera. Dos vértices u,v € V son adyacen-
tes si son vértices extremos de una misma arista a € A, ¢(a) = {u,v}. En ese caso,
diremos que la arista a es incidente con los vértices u y v.

Si G = (V,A,¢) es un grafo dirigido, dados dos vértices u,v € V, diremos que u

es adyacente hacia v, o que v es adyacente desde u, si son vértices extremos de una
misma arista a € A, ¥(a) = (u,v).

En el caso de grafos no dirigidos, cada arista a € A tiene asociados un par de
vértices u y v (por la funcion de incidencia), que escribiremos como {u,v} o
{v,u}. Esto significa que

e @ es una arista entre u y v,
e ¢ es incidente en los vértices u y v,
e 1 y v son adyacentes,

e 1 y v son los extremos de a.

En caso de grafos dirigidos, cada arco a € A se asocia con un par ordenado de
vértices (u,v). Esto significa que
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e g es una arista dirigida desde u hacia v,

el vértice u es adyacente hacia el vértice v,

el vértice v es adyacente desde el vértice u,

la arista dirigida o arco a es incidente desde u,

la arista dirigida o arco a es incidente hacia v.

Ejemplo 7.7

Por un lado, en el grafo no dirigido de la Figura 7.3, los vértices adyacentes son
e cllyel?2
e cllyel3,
e ecllyeld4,
e el2yel3,
ecl2yeld y
e cldyeld,

ya que para todos ellos existe una arista que los une, tal y como se observa en la
funcién de incidencia. También podemos decir que la arista que los une es incidente
con estos vértices.

Por otro lado, en el grafo de la Figura 7.2, los vértices adyacentes (o las aristas
dirigidas incidentes) son

e de 1 hacia 2,
e de 1 hacia 3, y
e de 2 hacia 3,

va que para todos ellos existe una arista dirigida o arco en forma de par ordenado
que los une.
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Definicién 7.11: Funcién de adyacencia

Sea G = (V, A,4) un grafo no dirigido. Representaremos por I'(v) el conjunto de
todos aquellos vértices del grafo adyacentes a v, es decir,

P(v)={ueV: vesadyacente au} ={ueV: Ja€ A:¢Y(a) = {u,v}}.

Si G = (V, A,v) es un grafo dirigido, representaremos por I'(v) al conjunto de todos
aquellos vértices adyacentes desde v, es decir

I(v) ={u € V: ues adyacente desde v} = {u € V: Ja € A:¢(a) = (v,u)}.

Analogamente, representaremos por I'"!(v) al conjunto de vértices adyacentes hacia
un vértice v, es decir,

I '(v) ={u €V : ues adyacente hacia v} = {u € V: Ja € A:v(a) = (u,v)}.

La aplicacion I' : V' — T'(V') que asocia a cada vértice v el conjunto I'(v) se conoce

como funcion de adyacencia del grafo G.

A partir de la funcion de adyacencia, podemos definir de forma recursiva
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el conjunto I'"*(v) = T'(T'(v)) como el conjunto de los vértices que son
adyacentes a los vértices adyacentes a v (o desde v, en caso de ser un
grafo dirigido),

el conjunto I'*(v) = I'(T"%(v)) = I(TI'(T'(v))) como el conjunto de los vér-
tices que son adyacentes a los vértices que son adyacentes a los vértices
que son adyacentes a v, (o desde v, en caso de ser un grafo dirigido), es
decir, aquellos vértices que se encuentran separados de v por 3 aristas.

el conjunto I'"**(v) = T'(T"™(v)) como el conjunto de vértices que se en-
cuentran separados de v por n aristas.
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Ejemplo 7.8

Dado el grafo de la Figura 7.3 (Ejemplo 7.3),

=
™
—
—~
N
I

[((4)) =I({1,2,4}) ={1,2,3,4}.

En cambio, observamos que I'(5) = (), ya que ningun vértice es adyacente a 5.

7.2.3 Grado

Definicién 7.12: Grado de un vértice

Sea G = (V, A,%¢) un grafo no dirigido. Llamaremos grado de un vértice v, y lo
representaremos por g(v), al nimero de aristas incidentes en ese vértice. En el caso
de un bucle, se considera que éste incide dos veces en el mismo vértice.

Sea G = (V, A, 1) un grafo dirigido. Llamaremos grado de entrada de un vértice v, y lo
representaremos por ge(v), al nimero de arcos incidentes hacia el vértice v, es decir,
al namero de arcos que tienen a v como vértice final. Analogamente, llamaremos
grado de salida de v, y los representaremos por gs(v), al nimero de arcos incidentes
desde el vértice v, es decir, al nimero de arcos que tienen a v como vértice inicial.

Es importante destacar que, si tratamos con grafos dirigidos, distinguimos
entre los arcos que llegan y los que salen de cada vértice, es decir, incidentes
desde y hacia ese vértice.

En relacién al grado de los vértices, existen dos importantes resultados.

Sea G = (V, A, ) un grafo dirigido cualquiera, con n vértices y e aristas. Entonces,
la suma de los grados de entrada es igual a la suma de los grados de salida e igual al
namero de arcos del grafo, es decir,

Yo ge) =) g:(v)=e.

veV veEV
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Demostracion. Cada arco del grafo dirigido, por definicion, parte de un vértice para
alcanzar otro. Por lo tanto, por cada arco existente en el grafo, sumamos un grado
de entrada y un grado de salida. Si el grafo tiene e arcos, entonces encontraremos e
grados de entrada y de salida. |

Teorema 7.2: Teorema del apretén de manos

Sea G = (V, A, 1) un grafo no dirigido cualquiera, con |V| = n, |A| = e. Entonces, la
suma de los grados de los vértices es igual a dos veces el nimero de aristas, es decir,

Zg(vz‘) =2e

Demostracion. La demostracion es sencilla: cuando se suman los grados de los vér-
tices, cada arista contribuye a aumentar en uno el grado de cada uno de los dos
vértices en los que la arista es incidente. Por lo tanto, cada arista aporta dos grados
al total. |

Este teorema se conoce como el teorema del apretén de manos porque, si
consideramos que los vértices representan a las personas que asisten a una
reunioéon, y cada arista indica que las dos personas representadas por los vérices
se han saludado estrechando sus manos, podemos concluir que el ntimero de
manos estrechadas es par.

Ejemplo 7.9

Para el grafo no dirigido de la Figura 7.1 (Ejemplo 7.1), tenemos que
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Si sumamos los grados, comprobaremos que el resultado coincide con el doble del
namero de aristas, |A| = 5 (tal y como indica el Teorema 7.2):

4

D> g(v)=3+3+2+2=10=2-5=2/4|

v=1
Para el grafo dirigido de la Figura 7.2 (Ejemplo 7.2), tenemos que

e g.(1) =0, ya que ningtn arco dirigida incide hacia él, y gs(1) = 2, ya que dos
arcos inciden desde €l (a y b).

e ¢g.(2) = 1, ya que un arco incide hacia él (a), y gs(2) = 1, ya que un arco
inciden desde él (c).

e ¢.(3) =2, ya que dos arcos inciden hacia él (a y ¢), y gs(3) = 0, ya que ningun
arco incide desde él.

Si sumamos los grados de entrada y los grados de salida, comprobaremos que coincide
con el nimero de arcos (tal y como indica el Teorema 7.1):

3
> ge(w)=0+1+2=3,
v=1

3
ng(v):2+1+0:3.
v=1

Proposicién 7.1

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido cualquiera. Entonces, el namero de vértices
de grado impar es par.

Demostracion. La suma de los grados de todos los vértices del grafo es par, ya que
equivale al doble del ntimero de aristas (Teorema 7.2). Si definimos los conjuntos

Vi={veV: g(v) es impar},
Va={veV: g(v) es par},

observamos que {Vi,V>2} constituyen una particiéon de V (ya que V.= V; UV, y
VinVa =0).
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Por lo tanto, se tiene que

2e = gg(v) =Y g+ > gW).

par veV] veEVH
—— N—_———r
par par

Entonces, necesariamente el término -y, g(v) es par. Si cada uno de los sumandos
es impar por la definicién de Vi, entonces el nimero de sumandos - el nimero de
vértices de V1 - ha de ser un namero par. En conclusion, el nimero de vértices de
grado impar es par. |

Definicién 7.13: Grafo regular

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido. Diremos que G es regular si todos los vértices
tienen el mismo grado. Si todos los vértices del grafo son de grado k, o lo que es lo
mismo, si cada vértice es incidente con exactamente k aristas, diremos que el grafo es
k-regular. Formalmente,

G = (V, A, ) es k-regular «— Yv eV, g(v) =k

Ejemplo 7.10

El grafo

V= {1,2,3, 4},
A= {{17 2}a {17 3}’ {1: 4}’ {2a 3}a {2a 4}7 {33 4}}7

representado en la Figura 7.5 es un grafo 3-regular, ya que todos sus vértices tienen
grado 3.

4 3

Figura 7.5: Grafo 3-regular (Ejemplo 7.10).
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Definicién 7.14: Grado minimo

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido. Llamaremos grado minimo de G al menor de
los grados de todos sus vértices,

0(G) = min{g(v): veV}.

Definicién 7.15: Grado maximo

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido. Llamaremos grado mdzimo de G al mayor de
los grados de todos sus vértices,

A(G) = max{g(v) : veV}.

Proposicién 7.2

Para cualquier grafo no dirigido G = (V, A, ) se cumple que

1. El grado de cualquier vértice se encuentra entre el grado méximo y el minimo,
es decir, Yo € V,  §(G) < g(v) < A(G).

2. El grafo es k-regular siy sblo si 6(G) = A(G) = k (sus grados maximo y minimo
coinciden).

Ejemplo 7.11

El grafo de la Figura 7.1 (Ejemplo 7.1) tiene un grado minimo 6(G) = 2 y un grado
maximo A(G) = 3. En el grafo de la Figura 7.5, el grado méaximo y minimo coinciden,
d(G) = A(G) = 3, por lo que el grafo es 3-regular.

Definicion 7.16: Grafo completo

Sea G = (V, A, ¢) un grafo. Diremos que G es completo si cualquier par de vértices
u, v € Vdistintos son adyacentes, es decir, si existe una arista a que los une,
¥(a) = {u, v} (en grafos no dirigidos), o ¥(a) = (u, v) (en grafos dirigidos).

Al grafo completo simple de n vértices lo denotamos por K.
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Proposicién 7.3

Un grafo completo K, es (n — 1)-regular.

Demostracion. Un grafo completo K, posee un conjunto de n vértices por definicion,

V ={1,...,n}. Sitomamos un vértice cualquiera ¢ € V, por ser el grafo completo,
sabemos que existen n — 1 aristas que conectan con los n — 1 vértices restantes,
concretamente, con {1,...,n}—{i} (consigo mismo no conecta, porque el grafo simple

no tiene bucles). Por lo tanto, el grado del vértice i es g(i) = n — 1y, como % es un
vértice arbitrario, todos los vértices tienen el mismo grado, por lo que el grafo es
(n — 1)-regular. |

Ejemplo 7.12

El grafo de la Figura 7.5 es el grafo completo K4, ya que tiene 4 vértices, y cualquier
par de vértices distintos estan unidos por una arista. Observamos que cualquier
vértice v € V tiene grado g(v) = 3.

El grafo de la Figura 7.6 es el grafo completo K5 o grafo de Kuratowski, ya que tiene
4 vértices, y cualquier par de vértices distintos estan unidos por una arista. También
observamos que cualquier vértice v € V tiene grado g(v) = 4.

P2y

Figura 7.6: Grafo K5 (Ejemplo 7.12).




7.3 Representaciones de un grafo

Proposicién 7.4

n(n—1)
2

Un grafo completo K, tiene exactamente aristas.

Demostracion. Dado el grafo completo K, = (V, A) con |V| = n vértices, el nime-
ro de aristas |A| equivale al nimero de combinaciones de dos vértices que pueden
formarse con el conjunto de vértices V', es decir,

AR n! _n(n—1)
|A|_<2>_2!(n2)!_ 2

7.3 Representaciones de un grafo

Existen muchas maneras de representar un grafo finito. La maés sencilla vy,
probablemente, la més comin es la representacién mediante diagramas. La
ventaja de esta representacién es que proporciona una visiéon clara sobre el
grafo y alguna de sus propiedades mas evidentes. Sin embargo, su principal
inconveniente es que no se puede emplear en algoritmos ni es facilmente repre-
sentable cuando el grafo deja de ser pequeno. Otra forma seria representar los
grafos mediante conjuntos. Para ello, se necesitan dos conjuntos: uno que con-
tendré todos los vértices del grafo, y otro con todas las aristas. Sin embargo,
esta opcion tampoco es la mas adecuada a la hora de aplicar algoritmos.

Por ello, la forma mas extendida de representar grafos es mediante el uso de
matrices y listas. El método de representacion elegido es un factor que puede
ser fundamental en el funcionamiento eficiente de un algoritmo que trabaje
sobre un grafo.
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7.3.1 Matriz de adyacencia

Definicién 7.17: Matriz de adyacencia

Dado un grafo G = (V, A, %) con n vértices, llamaremos matriz de adyacencia a una
matriz de dimensiones n X n, denotada por M4(G) = [aij]nxn, donde a;; indica

e ¢l ntmero de aristas que unen los vértices v; y v;, en el caso de grafos no
dirigidos.

e ¢l nimero de aristas dirigidas o arcos que salen del vértice v; y alcanzan el
vértice vj, en el caso de grafos dirigidos.

En el caso de grafos sin aristas paralelas, G = (V, A), entonces

0 otro caso,

e
aij_{ si {i,j} € 4,

en grafos no dirigidos, o

B e
aij:{ si (i,4) € 4,

0 otro caso,

en grafos dirigidos.

Proposicion 7.5: Propiedades de la matriz de adyacencia

Dado un grafo sin aristas paralelas G = (V, A), la matriz de adyacencia M4 (G)
presenta las siguientes propiedades:

1. Si el grafo es no dirigido, entonces la matriz de adyacencia es simétrica.
2. Si el grafo no tiene bucles, todos los elementos de la diagonal son cero.
3. Una fila o una columna de ceros representa un vértice aislado.

4. Los elementos no nulos de la diagonal representan los bucles.
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5. En los grafos no dirigidos, la suma de las entradas de una fila o de una columna
equivale al grado del vértice correspondiente a dicha fila o columna,

D oai = ai=g()
j=1 j=1

mientras que si el grafo es dirigido, entonces la suma de una fila equivale al
grado de salida, y la suma de una columna, al grado de entrada del vértice
correspondiente a dicha fila o columna,

n
> ais = 9:(8),
j=1

> ai; = ge(h)-
=1

6. La suma de todos los elementos de la matriz es el doble del nimero de aristas
del grafo (Teorema 7.2),

ZZCLU = 2|A|

i=1 j=1

Ejemplo 7.13

Dado el grafo no dirigido

V(G) =1{1,2,3,4,5},
A(G) ={a,b,c},
Y(a) = {1,3}, ¢(b) ={2,5}, ¢(c) = {3,4},

representado en la Figura 7.7, su matriz de adyacencia es

Ma(G) =

oo~ OO
= o O oo
O = OO
S o= OO
o O O - O
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Figura 7.7: Grafo no dirigido (Ejemplo 7.13)

Ejemplo 7.14

Dado el grafo dirigido

V(G) ={1,2,3,4,5},
A(G) = {a’7 b7 C? d}?
Y(a) = (1,2), ¥(b) = (2,3), ¥(c) = (3,4), psi(d) = (2,5)

Figura 7.8: Grafo dirigido (Ejemplo 7.14).

representado en la Figura 7.8,

su matriz de adyacencia viene dada por

01000
001 0 1
Ma(G)=]0 0 0 1 0
00000
00000
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Nota  Podemos observar que la matriz de adyacencia de un grafo y la
matriz de una relacidn coinciden (véase Capitulo 4).

Dado un grafo simple ponderado no dirigido G = (V, A), podemos considerar
la matriz que contiene los pesos o costes de las aristas.

Definicién 7.18: Matriz de costes

Dado un grafo simple ponderado G = (V, A), definimos la matriz de costes
Mc (G) = [¢ij Jnxn, donde el elemento c;; representa el peso o coste de la
arista a tal que ¥(a) = {4, j}.

Ejemplo 7.15

Si consideramos el grafo de la Figura 7.9,

1 3

Figura 7.9: Grafo ponderado (Ejemplo 7.15).

su matriz de costes es

S
Il

o O o O O

© O O O o

O JO O

SO O O o

o O O © O
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Nota Si el grafo es no dirigido, la matriz de adyacencia serd simétrica.
St ademds trabajamos con grafos simples sin bucles, todas las entradas de
la diagonal serdn nulas. En estos casos, es suficiente con estudiar la parte
triangular superior de la matriz, lo cual simplifica ciertas tareas en grafos
de grandes dimensiones.

7.3.2 Listados de adyacencia

Otra forma alternativa de representar un grafo, especialmente en el &mbito de
la programacién informatica, es mediante los listados de adyacencia. Existen
muchos listados diferentes, ya que cada software que trabaja con grafos utiliza
su propia manera de representar el grafo, de acuerdo a su estructura. Atun
siendo todas muy similares, presentan ligeras diferencias. A continuacion defi-
niremos un listado genérico, aunque habitualmente se emplea la representaciéon
matricial.

Definicién 7.19: Lista de adyacencia

Dado el grafo G = (V,A,v¢) con |V| = n vértices y |A| = e aristas, la lista de
adyacencia es un par de vectores

LI(’Ull,...,’Ulal 5 1)21,...,U2a2 ...,’U»,ﬂ,...,’l]noén)7

Veértices ady. a 1 Veértices ady. a 2 Veértices ady. an

n—1
H= (1,1—|—a1,1+a1—|—a2,...,1+2a¢>,
i=1

donde via; € V, V0 < 4,5 <n, 0 < a; <n. Por su definicién, el vector L contiene
concatenadas las listas de vértices adyacentes al primer vértice, al segundo, etc., por
orden, y el vector H contiene las posiciones del vector L en las que comienzan las
listas de vértices adyacentes.
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Ejemplo 7.16

Dado el grafo no dirigido G = (V;, A), donde

V =1{1,2,3,4},
A={{1,2},{1,3},{2,3},{3,4}},

entonces la lista de adyacencia de G viene dada por

L:( 273 ) 173 ) 17274 ) 3 )7
~—~ ~—~ ——
Veértices ady. a 1 Vértices ady. a 2 Vértices ady. a 3 Vértices ady. a 4
H=(1,3,5,8).

7.3.3 Matriz de incidencia

Mediante la matriz de adyacencia representamos el grafo en funciéon de la
existencia de aristas entre vértices, otra manera de representar un grafo es a
través de la relaciéon entre los vértices y las aristas, utilizaremos esta relacién

para definir la matriz de incidencia de un grafo.

Definicién 7.20: Matriz de incidencia

Dado un grafo G = (V, A,%), con V = {vi,va,...,v.} (V| = n) su conjunto de
vértices y A = {a1,az,...,ac} (|A| = e) su conjunto de aristas, llamaremos matriz de

incidencia a la matriz M;(G) = [aij]nxe, donde

1 sila arista e; es incidente con v; y no es un bucle,
a;j = § 2 sila arista e; es incidente con v; y es un bucle,

0 en otro caso,

si el grafo es no dirigido, y

1 si v; es el vértice inicial de la arista e;,
aij = —1 siwv; es el vértice final de la arista e,

0 en otro caso,

si el grafo es dirigido.
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Ejemplo 7.17

La matriz de incidencia para el grafo de la Figura 7.7 (Ejemplo 7.13) es

M =

O O O
O == OO
_ O O = O

Ejemplo 7.18

La matriz de incidencia para el grafo de la Figura 7.8 (Ejemplo 7.14) es

1 0 0 0
-1 1 0 1
Mr=]10 -1 1 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

Proposicién 7.6: Propiedades de la matriz de incidencia

Dado un grafo G = (V, A, ), las propiedades de su matriz de incidencia M;(G) son
las siguientes:

1. Es una matriz de dimensiones n X e, por lo que, en general, sera rectangular.

2. En un grafo no dirigido, la suma de todas las entradas de una fila equivale el
grado del vértice correspondiente a dicha fila,

> ai; = g(i),
j=1

mientras que en un grafo dirigido, esta suma equivale a la diferencia entre el
grado de salida y el grado de entrada del vértice correspondiente a la fila,

Z aij = gs(i) — ge(3)-
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3. En un grafo dirigido, la suma de las entradas de cualquier columna es 2,

n
E aij = 2,
1=1

mientras que, en un grafo no dirigido, es 0,
n
E Qi = 0.
j=1

4. Una fila de ceros representa un vértice aislado.
5. Dos columnas iguales representan dos aristas paralelas.

6. En un grafo dirigido, la suma de todas las entradas de la matriz es el doble del
nimero de aristas del grafo,

iiaij = 2‘A| = 28,

i=1 j=1

mientras que en un grafo dirigido, la suma de todas las entradas es 0,

ZZaij =0.

i=1 j=1

Las matrices de adyacencia y de incidencia son las representaciones de carac-
ter mas general, ya que permiten caracterizar completamente a un grafo. Sin
embargo, cuando un grafo es muy grande, o esta “mal condicionado” (tiene mu-
chos vértices y pocas aristas o viceversa), estas matrices son muy grandes, con
muchas entradas nulas, y su almacenamiento y operatividad resultan costosos.
Frente la gran variedad de problemas que se pueden resolver mediante grafos,
existen muchos métodos para resolverlos. Dependiendo del enfoque de cada
método - optimizacién combinatoria, algebraicos, etc. -, se han desarrollado
algoritmos especificos. En funcién del algoritmo, resulta conveniente emplear
alguna forma especial de representaciéon de los datos de un grafo, disenada
especificamente para dicho problema.
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7.4 Subgrafos e isomorfismos

7.4.1 Subgrafos

Definicién 7.21: Subgrafo

Sea G = (V,A) un grafo cualquiera. Diremos que un grafo G’ = (V’, A’) es un
subgrafo de G si V' es subconjunto de V, V' C V| y A’ es subconjunto de A, A’ C A.

Definicién 7.22: Subgrafo generador
Sea G’ = (V’, A’) un subgrafo de G = (V, A). Diremos que G’ es un subgrafo generador

de G si V! = V, es decir tiene exactamente todos los vértices del grafo, aunque no
necesariamente todas las aristas.

Ejemplo 7.19

Observamos que el grafo, de la Figura 7.10b, es un subgrafo del grafo completo Ky,
representado en la Figura 7.10a, ya que esta formado por un subconjunto de vértices
y un subconjunto de aristas del grafo completo. Asimismo, observamos que el grafo
de la Figura 7.10c es un subgrafo generador del grafo K4, ya que esta formado por el
conjunto de todos los vértices y un subconjunto de aristas del grafo completo.

1 1 2
1 2
i 1 3 4 3
(b) Subgrafo del (¢) Subgrafo generador del
(a) Grafo Ky. grafo Ky. grafo Kjy.

Figura 7.10: Grafo K4 y subgrafos (Ejemplo 7.19).

Definicién 7.23: Subgrafo generado por vértices

Sea G = (V,A,%) un grafo, y sea un conjunto de vértices V' C V. Llamaremos
subgrafo generado por V' a un grafo G’ = (V', A’) donde A’ C A, es el subconjunto
de aristas del grafo G que tienen como vértices extremos los vértices de V.
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Ejemplo 7.20

La Figura 7.11 representa un subgrafo del grafo completo K4 (Figura 7.10a, Ejemplo
7.19) generado por los vértices V' = {1,2,4}.

1 2

Figura 7.11: Subgrafo de K4 generado por el conjunto de vértices V' = {1,2,4}
(Ejemplo 7.20).

Definicién 7.24: Subgrafo generado por aristas

Sea G = (V, A, ) un grafo, y sea un conjunto de aristas A’ C A. Llamaremos subgrafo
generado por A’ a un grafo G’ = (V’, A’), donde V' C V es el subconjunto de vértices
que son extremos de las aristas de A’ en el grafo G.

Ejemplo 7.21

La Figura 7.12 representa un subgrafo del grafo completo K4 (Figura 7.10a, Ejemplo
7.19) generado por las aristas A" = {{1,4}, {3,4}}.

1

Figura 7.12: Subgrafo de K, generado por el conjunto de aristas A" =
{{1,4},{3,4}} (Ejemplo 7.21).
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Definicién 7.25: Grafo simple subyacente

Sea G = (V, A, 1) un grafo. Llamaremos grafo simple subyacente de G a un subgrafo
generador simple y maximal respecto al nimero de aristas.

Nota A efectos prdacticos, el grafo simple subyacente se obtiene reduciendo
todas las aristas paralelas a una sola.

Definicién 7.26: Grafo complementario

Sea G = (V, A,v) un grafo, con n vértices (|V| = n). Llamaremos grafo comple-
mentario de G a un grafo G' = (V' A’,4’) cuyos vértices son los de V, V' =V, y
sus aristas son las del grafo completo K, = (V, Ak, %) que no estan en A, es decir,
A=A — A

Ejemplo 7.22

En la Figura 7.13 se muestra el grafo complementario del grafo de la Figura 7.12
(Ejemplo 7.21)

Figura 7.13: Grafo complementario del grafo G representado en la Figura 7.12
(Ejemplo 7.22).
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Proposicién 7.7

Todo grafo simple sin bucles no dirigido G = (V,A) con |V| = n vértices es un
subgrafo del grafo completo K.

Demostracion. Por la definiciéon de grafo completo de n vértices, sabemos que el grafo
K, = (V,Ak) es aquel cuyo conjunto de aristas Ax contiene a todos los posibles
pares de vértices del conjunto V. Para cualquier grafo simple G = (V, A) con el
mismo conjunto de vértices V', sabemos que A C Ai. Por lo tanto, por definicién, G
es un subgrafo de K,. [ ]

Proposicién 7.8

De todos los grafos posibles no dirigidos de n vértices, el grafo completo K, tiene el
maximo nimero de subgrafos, concretamente,

n aA
Z <n> 2 1(1;1) :
: )
=0

Demostracion. Sea G = (V, A) un grafo cualquiera con |V| = n vértices, y sea el grafo
completo K,, = (V, Ak) de n vértices. Es inmediato deducir que todos los subgrafos
de G también son subgrafos de K., ya que G es subgrafo de K, (Proposicién 7.7). Si
decimos que G tiene s subgrafos, entonces el numero de subgrafos de K,, sera, como
minimo, s + 1, ya que el propio K, también se incluye como subgrafo de si mismo.
Por lo tanto, como K, siempre tiene mas subgrafos que cualquier otro grafo de n
vértices, es el grafo que tiene el maximo numero de subgrafos.

Para calcular el nimero de subgrafos de K, observamos que existen (';) = #z‘)w
formas (combinaciones) de seleccionar ¢ vértices del conjunto V' (con m vértices).
Ademas, un grafo de i vértices puede tener como maximo i(’; D aristas distintas
(Proposicion 7.4). En funcién de si estas aristas estdn o no presentes en el grafo de

i vértices, existen 27 2 posibles grafos. Por lo tanto, el nimero de subgrafos de ¢
. i(i—1)
vértices es de (’;)2 2,y el niamero total de subgrafos de K,, sera de

n 204
§ (B
=0 g
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Ejemplo 7.23

El grafo completo K> tiene exactamente

2

i(i—1) .
S (%) = (2) 20+ (2] 20+ ()2 =1+2+42=5
2\ 0 1 2

subgrafos. La Figura 7.14 muestra todos los subgrafos obtenidos a partir de Ks.

1 1
L]

()

2 5 1 2
(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 7.14: Grafo K> y subgrafos (Ejemplo 7.23).

7.4.2 Isomorfismo

Definicién 7.27: Isomorfismo

Sean G = (V(G), A(G),va) y H = (V(H),A(H),v¥n) dos grafos. Diremos que G y
H son isomorfos si existen dos biyecciones

0: V(G) — V(H)
u — (u)

p: AG) — A(H)
e — (e

compatibles con las funciones de incidencia, es decir, que Va € A(G),

e si a = {u,v} € A(G), entonces p(a) = {0(u),0(v)} € A(H), para grafos no
dirigidos, o

e sia = (u,v) € A(G), entonces ¢(a) = (A(u),0(v)) € A(H), para grafos dirigi-
dos.
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Ejemplo 7.24

Tenemos los dos grafos simples G y H (Figura 7.15), tales que

V(G) = {1,2,3,4}

A(G) = {{17 2}7 {17 3}7 {27 4}7 {37 4}}7

A

V(H) = {a’7 b7 ¢, d}a
(H) = {{a,b},{a,d},{b,c},{d, c}},

y deseamos comprobar si son isomorfos. Para ello, debemos encontrar las dos aplica-

ciones que definen un isomorfismo.

1 2
4 3
(a) Grafo G.

a b
d ¢
(b) Grafo H.

Figura 7.15: Grafos isomorfos (Ejemplo 7.24).

En este caso, podemos construir 6 y ¢ de la forma

v: E(G)
{1,2}
{1,3}
{2,4}
{3,4}

L& L L L EL L L

(H)

OQ,G‘Q<

E(H)
{a, b}
{a,d}
{b, ¢}
{d, ¢}

Con ello, queda probado que G y H son isomorfos.
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Definicién 7.28: Propiedad invariante

Se dice que una propiedad de un grafo es invariante si ésta se conserva a través de
isomorfismos.

Algunas propiedades invariantes de los grafos son:
e el numero de vértices y el ntimero de aristas,
e la lista de grados de todos los vértices,
e ser bipartito, k-regular o simple,

e tener vértices aislados o tener bucles.

Proposicién 7.9

El isomorfismo es una relacién de equivalencia, y es condicién necesaria pero no
suficiente de isomorfismo que dos grafos tengan el mismo ntumero de vértices y aristas.

Los grafos que son isomorfos tienen las mismas propiedades como grafos. En
muchas ocasiones es interesante saber si dos grafos son isomorfos o no. Por
ejemplo, en quimica se usan los grafos para modelar las moléculas represen-
tando los 4tomos como vértices y los enlaces como aristas. Si se sintetiza una
determinada molécula en el laboratorio y se desea saber algo acerca de sus
caracteristicas, seria conveniente comprobar si es “isomorfa”’ a otra molécula
sobre la que disponemos mas informacién. Sin embargo, no existe todavia
ningin algoritmo conocido que compruebe si dos grafos son isomorfos en un
tiempo polindémico. En algunos casos es muy sencillo determinar si dos grafos
no son isomorfos mientras que, en otros, resulta més complicado.

Definicién 7.29: Grafo bipartido

Sea G = (V, A,9) un grafo. Diremos que G es un grafo bipartido o bipartito con
biparticion X e Y, y lo representaremos por G = ([X, Y], A, ), si cumple que

i) V=XUY
i) XNy =0

iii) Si {u,v} € ¥ (A), entonces u € X,v €Y, o bien u € Y,v € X.



7.4 Subgrafos e isomorfismos

Los grafos bipartidos son especialmente relevantes en relaciones y funciones.
Por ejemplo, los grafos asociados a funciones son grafos bipartidos. El grafo
asociado a una funcién se puede representar de manera que el conjunto de
vértices se pueda dividir en dos subconjuntos disjuntos: conjunto origen o
dominio, y conjunto imagen o codominio, de tal modo que todas las aristas del
grafo unan un vértice del primer subconjunto con uno del segundo.

Por otro lado, si tenemos una relaciéon R entre dos conjuntos disjuntos X e Y,
o en otras palabras, R es un subconjunto del producto cartesiano de X x Y,
podemos definir un grafo bipartido G = (V, A) = ([X,Y], A) que represente a
R del siguiente modo:

1. V=XUY,

2. A contendra aquellas aristas a tales que ¢(a) = (z,y) € R.

Definicién 7.30: Grafo bipartido completo

Sea G = ([X,Y], A) un grafo bipartido, donde | X| =i y |Y| = j. Diremos que G es
bipartido completo, y lo representamos por Kj j, si cada vértice de X es adyacente a
todos y cada uno de los vértices de Y.

Ejemplo 7.25

La Figura 7.16 muestra algunos ejemplos de grafos bipartidos completos.

4 ) 6 7 8

2 4
1 2 3
1 3
(c) El grafo K33,
(a) El grafo K2, con bi- (b) El grafo K33 con bi- con biparticiones
particion {1, 2}, {3,4}. particiéon {1,2,3},{4,5,6}. {1,2,3},{4,5,6,7,8}.

Figura 7.16: Grafos bipartidos completos (Ejemplo 7.25).
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Proposicién 7.10

Los grafos bipartidos completos Kj; ; son isomorfos a los bipartidos completos K ;.

7.5 Caminos y conexiéon

Definicién 7.31: Cadena, camino y ciclo

Sea G = (V,A,v) un grafo no dirigido, sea V = {v1,v2,...,v,} su conjunto de
vértices y A = {a1,az,...,ac} su conjunto de aristas. Llamaremos cadena del vértice
v1 al vértice vk, a una sucesiéon de vértices y aristas

P = (’1)1,(11,1)2,&2, vy Uk, ak7vk+1)7
de tal modo que Vj, 1 < j <k, a; = {vj,vj41}, es decir, que cada arista a; tiene
como vértices extremos los mismos que tiene en el camino.

e A los vértices v1 y vgt1 se les llama vértices extremos de la cadena.

e Sitodas las aristas son distintas diremos que la cadena es simple, y si vi = vg41,
diremos que la cadena es cerrada.

e Cuando en P todos los vértices sean distintos (a excepcion del primero y el
altimo, que podrian coincidir), diremos que P es un camino. Si u 'y v son el
primer y ultimo vértice del camino, éste se denota como (u-v)-camino.

e Un camino o una cadena decimos que es trivial, si s6lo tiene un vértice y ninguna
arista.

e Cuando en un camino no trivial, los vértices extremos coinciden vi = vi41,
entonces diremos que es un ciclo. La diferencia con la cadena cerrada es que,
en un ciclo, no se repiten vértices, mientras que en una cadena cerrada si pueden
repetirse.

e Llamaremos longitud de un camino P a su nimero de aristas, y lo denotaremos
como [(P).

e Llamaremos distancia entre dos vértices v y v a la longitud del camino mas
corto en el grafo entre los dos vértices, y lo denotaremos como d(u,v)
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Nota Cuando el grafo sea simple, cada arista queda univocamente deter-
minada por sus vértices extremos. En dicho caso, podremos representar a
una cadena enumerando exclusivamente sus vértices.

Ejemplo 7.26

Para el grafo completo K5 (Figura 7.6, Ejemplo 7.12), observamos que:
e P =(1,3,2,5,4,2,1,3) es una (1-3)-cadena.
e P, =(1,3,2,5,4) es un (1-4)-camino.
o P3=(1,2,4,3,5,1) y P, =(1,2,3,4,5,1) son ciclos.
e P;=(1,2,4,1,3,5,1) es una cadena cerrada.
e P; = (1) es un camino trivial.
e P, tiene cuatro aristas, por lo tanto su longitud es [(P,) = 4.

e Del vértice 1 al vértice 4 tenemos caminos de longitud 1, 2, 3 y 4, por lo que la
distancia de u a v serd de d(u,v) =1 (la minima).

Definicién 7.32: Semicamino, camino, semiciclo y ciclo dirigidos

Sea G = (V, A, ) un grafo dirigido, sea V = {v1,v2,...,v,} su conjunto de vértices
y A ={ai,a2,...,a.} su conjunto de aristas. Llamaremos semicamino dirigido del
vértice vy al vértice vy a una sucesion de vértices y aristas

P = (v1,a1,v2,a2,...,Vk, Gk, Vk+1)

tal que V5, 1 < j <k, a; = (vj,vj+1) 0 a; = (vj4+1,v;) y en la que no se repiten
vértices. Si, méas estrictamente, Vj, 1 < j <k, a;j = (v;,v;41), entonces diremos que
P es un camino dirigido.

Maés especificamente, si los vértices inicial y final coinciden, entonces llamaremos
semiciclo dirigido al semicamino, o ciclo dirigido al camino dirigido. Si w y v son el
primer y altimo vértice del camino, éste se denota como (u-v)-camino dirigido.
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Ejemplo 7.27

En el grafo dirigido de la Figura 7.8, observamos que

e P = (4,3,2,5) es un (4-5)-semicamino dirigido, ya que no tiene en cuenta
la direccion de las aristas (de hecho, los vértices se recorren en la direccion
opuesta).

e P, = (1,2,3,4) es un (1-4)-camino dirigido, ya que los vértices se recorren
siguiendo la direccién de las aristas.

7.5.1 Conexion y componentes conexas

Definicién 7.33: Conexion no dirigida

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido y u,v € V dos vértices cualesquiera. Diremos
que el vértice u esta conectado con v, o que los vértices u y v estdn conectados, si y
solo si existe algin (u-v)-camino dentro del grafo G.

Nota Es importante distinguir entre vértices adyacentes (existe una aris-
ta que los une) y conectados (existe un camino que los une). De hecho, la
adyacencia se puede considerar como conexion entre vértices mediante ca-
minos de longitud 1.

Proposicién 7.11: Propiedades de la relacion de conexion

Dado el grafo no dirigido G = (V, A, ), la relacion de conexion cumple las siguientes
propiedades:

e Reflexividad: cualquier vértice u € V esta conectado consigo mismo por un
camino P de longitud [(P) = 0.

e Simetria: dados dos vértices u,v € V, si u esta conectado con v (existe un
camino P de u a v), también v esta conectado con u (existe un camino P de v
au).

e Transitividad: dados tres vértices u,v,w € V, si u y v estan conectados (existe
un camino P; de w a v), y v y w también lo estan (existe otro camino P, de v
a w), entonces los vértices u y w estan también conectados (existe un camino
Ps que los une).
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Por sus propiedades, la relaciéon de conexién definida sobre un conjunto de
vértices V' de un grafo G = (V, A, 1) es una relacion binaria de equivalencia.
Dado un vértice cualquiera u € V, su clase de equivalencia puede definirse
como

[u] ={v €V : u,v conectados} = {v € V : I(u-v)-camino en G}

donde los vertices del conjunto [u] son los que se encuentran conectados con w.

Ejemplo 7.28

En el grafo de la Figura 7.7 (Ejemplo 7.13), los vértices 1 y 4 se encuentran conectados,
ya que existe el (1-4)-camino P = (1, 3,4) que los une. Por otro lado, los vértices 1y
5 no estan conectados, ya que no existe ningin (1-5)-camino que los tna.

Si observamos la conectividad entre los vértices del grafo, comprobamos que tan solo
existen dos clases de equivalencia:

Definicion 7.34: Componente conexa no dirigida

Llamaremos componente conexa de un grafo no dirigido G = (V, A,v) al subgrafo
generado por cada una de las clases de equivalencia definidas por la relacién de co-
nexion sobre el conjunto de vértices V. En otras palabras, la componente conexa es
el grafo cuyos vértices son los de [u] C V, y las aristas son las del grafo G incidentes
con los vértices de [u].

De esta definicién, vinculada a las clases de equivalencia de los vértices, se
deduce que las componentes conexas

e no tienen vértices comunes,
e no tienen aristas comunes,
e no existen aristas entre componentes conexas distintas de un grafo.

Estas propiedades se deben a que las clases de equivalencia son una particiéon
del conjunto de vértices.
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Definicién 7.35: Grafo conexo no dirigido

Diremos que un grafo G = (V, A, 1) es conezo si todos sus vértices estan conectados
entre si.

Si un grafo tiene w componentes conexas distintas, diremos que se trata de un grafo
w-conexo.

Desde el punto de vista de las clases de equivalencia, un grafo es conexo (o
1-conexo) si tan solo tiene una clase de equivalencia, y w-conexo si tiene w
clases de equivalencia.

Ejemplo 7.29

El grafo completo K5, por el hecho de ser completo, es conexo. Sin embargo, el grafo
de la Figura 7.7 (Ejemplos 7.13) tiene, tal y como se ha visto en el Ejemplo 7.28,
dos clases de equivalencia, es decir, dos componentes conexas, por lo que el grafo es
2-conexo.

A continuacion se presentan algunos resultados fundamentales de la conexion.

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido y conexo. G es bipartido si y s6lo si no contiene
ciclos de longitud impar.

Demostracion. (—) Partimos de la base de que G = (V, A, %) es un grafo cualquie-
ra no dirigido conexo bipartido, y se pretende demostrar que no contiene ciclos de
longitud impar.

Como es bipartido, existiran dos subconjuntos de V', X e Y de tal modo que

XUy =V,
XNy =19,

yVa€eA a={z,y}: z€X, yeY.
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Supongamos que existe el ciclo C
C = (’Uo,ao, v1,Qa1,v2,02,V3,03,...,V—1,0K—1, vo),

donde vg € X es el primer y tltimo vértice del ciclo.

Por ser G bipartido, sabemos que, de forma alternada, vo € X,v1 € Y,v2 €
X,...,vk—2 € X,vk—1 € Y. Noétese que el peniltimo vértice del ciclo vi_1 tiene
que pertenecer al conjunto Y, ya que esté conectado con el vértice final vg € X. Por
lo tanto, la longitud del ciclo {(C') tiene que ser un nimero par, ya que el ciclo empieza
y finaliza en el mismo vértice.

Por consiguiente, al quedar demostrado que cualquier ciclo C' escogido es par, el grafo
no puede contener ciclos de longitud impar.

(+) Partimos de que el grafo no dirigido y conexo G no contiene ciclos de longitud
impar. Con ello, se pretende demostrar que G es bipartido.

Dado un vértice u € V, podemos definir

Vi={veV: d(u,v) impar},
Vo ={veV: d(u,v) par}.

donde d(u,v) es la distancia entre los vértices u y v.

Por ser G conexo, sabemos que ViUV, = V| y por definicién de los conjuntos, sabemos
que V4 N V2 = (). Para demostrar que no existen aristas entre los propios vértices de
los conjuntos Vi y Va2, supongamos la existencia de dos vértices x,y € V2, de modo
que existe la arista {z,y} € A (la demostracion para V; es anéloga). En este caso,
como

x € Vo — d(u,z) = 2p,
y € Va = d(u,y) = 2q,

es decir, existe un camino P de longitud I[(P) = 2p desde u hasta z, y otro camino @
de longitud 1(Q) = 2¢q desde u hasta y.

Si p = ¢, entonces podriamos definir el ciclo R = P U {z,y} U Q, cuya longitud seria

I(R)=2p+2¢+1=2p+2p+1=4p+ 1, que es impar. Como, por hipotesis de
partida, todos los ciclos son de longitud par, deducimos que p # q.
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Si a continuacién asumimos que p # ¢, con p < ¢ (sin pérdida de generalidad),
entonces 2p < 2p + 1 < 2q. Si, en este caso, formamos el camino R = P U {z,y},
tenemos un (u-y)-camino, y cuya longitud es [(R) = 2p + 1 < 2¢q. Sin embargo,
habiamos supuesto que el (u-y)-camino mas corto era @, ya que [(Q) = d(u,y) (la
distancia es la longitud mas corta por definicién). Por lo tanto, se alcanza una
contradiccion, que parte de asumir que existe una arista a = {z,y} € A con z,y € Va.

Por consiguiente, al no poder existir ninguna arista de este tipo, concluimos que G
es bipartido. |

Si G = (V, A, 1) es un grafo no dirigido conexo no trivial, entonces G tiene un vértice
de grado uno, un ciclo, o ambas cosas.

Demostracion. Vamos a suponer que G presenta n vértices V = {v1,...,v,} no tiene
ningun vértice de grado uno, es decir, Vv € V, g(v) > 1, o equivalentemente, el grado
minimo es 6(G) > 1.

Si tomamos un vértice v € V, con grado g(v1) > 1, entonces debe existir al menos
un par de vértices v1,vs € V de tal modo que {v1,v2}, {v2,v3} € A. Como g(v3) > 1,
necesariamente debe existir al menos otro vértice v, distinto de vs tal que {vs,va} € A.
Si vs = v1, entonces existe un ciclo C' = {v1,v2,v3,v1}, y en caso contrario, como
g(va) > 1, debe existir al menos otro vértice vs distinto de vs tal que {va,vs} € A. Si
Vs = V1 0 0 Vs = Vg, entonces C = {v1,v2,v3,v4,v1} 0 C = {va,v3,v4,v2} son ciclos
del grafo, respectivamente.

Si aplicamos este criterio sucesivamente para todos los vértices, de forma general,
para cualquier vértice vy € V, k = 2,...,n — 1 conectado con otro vértice previo
vk—1 € V por la arista {vx—_1, vk} € A, debe existir otro vértice v; € V distinto a vg_1
de tal modo que {vk,v;} € A. Y, en caso de que v; sea un vértice previamente visto,
es decir, que i = 1,2,...,k — 2, entonces existe un ciclo C' = {v;, ..., vp_1, Uk, Vi }.

Finalmente, para el tltimo vértice de la lista, v, € V, ademas de la arista {vn_1,v,} €
A, como g(vy,) > 1, entonces debe existir otro vértice v; € V distinto a v,—1 tal que
{vn,vi} € A. Sin embargo, v; debe ser necesariamente un vértice previo, es decir,
i=1,...,n—2, ya que no existen mas vértices en el grafo que analizar. Por lo tanto,
si se alcanza este dltimo caso, existe un ciclo C' = {v;, ..., Vn—1,Vn,v;}.

Concluimos, por lo tanto, que el grafo G debe tener al menos un vértice de grado 1,
un ciclo o ambas cosas. |
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Sea G = (V, A,%) un grafo no dirigido conexo y C un ciclo en G. Sea a una arista
del ciclo C. Entonces H = (V, A — {a}) sigue siendo conexo®.

Demostracion. Para que H sea conexo, debe demostrarse que Yu,v € V, existe un
(u-v)-camino en H.

Sabemos que cualquier par de vértices u,v € V del grafo H también se encuentra
en G (ya que el conjunto de vértices es compartido por ambos grafos), y que G es
conexo. Partiendo de ello, existen dos posibles escenarios:

e sila arista retirada a = {x, y} no pertenece al (u-v)-camino de G. En este caso,
u y v siguen conectados.

e si la arista retirada a = {x,y} pertenece al (u-v)-camino de G. En este caso,
el (u-v)-camino y el ciclo C son de la forma

P = (u,u1,uzg,...,T,y,01,02,...,0),

C= (m7y7cl7027-..7ck7m),

En este segundo caso, aunque quitemos la arista a, siempre podremos formar el camino
alternativo

,_
P’ = (Uy U1, U2y ooy Ty Chy v ey CLy Yy UL, V2, -« oy V).

Por lo tanto, en el grafo H, dados cualquier par de vértices u y v, existe un u-v camino
que los une, es decir, H es conexo. |

%Es decir, si a un grafo conexo le quitamos una arista de un ciclo, el grafo resultante sigue
siendo conexo.
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Sea G = (V, A, ) conexo no dirigido con |V| > 2. Entonces, el ntimero de aristas de
Ges |Al > |V]|—1.

Demostracion. Supongamos que exista un grafo G = (V, A, 1) conexo no dirigido con
|V| = n vértices con |A| < n — 1 aristas. Sea m el minino nimero para el cual existe
un grafo conexo no dirigido con menos de m — 1 aristas.

Sea G = (V, A, ) un grafo conexo no dirigido con |V| = m vértices y que contiene el
minimo numero de aristas de entre todos los grafos conexos con m vértices. El grafo
G no contiene ciclos, de modo que, por ser conexo, tendré al menos un vértice de
grado 1 (Teorema 7.4).

Llamemos u al vértice de grado 1, y sea {u,v} € A la tnica arista incidente con él.
Consideremos el grafo H = (V — {u}, A — {{u,v}}). Entonces,

V—{u}=m -1, |E = {{v,0}}[ <m -2,

y ademas es conexo. Esto contradice la suposicion de que m es el menor valor para
el cual existen grafos conexos con m vértices y m — 1 aristas. |

Sea V un conjunto de vértices. Entonces, existe un grafo G = (V, A, 1) conexo no
dirigido con |A| = |V| — 1 aristas.

Demostracion. Dado un conjunto V' = {v1,v2,vs, ..., v, } de n vértices, podemos de-
finir el conjunto de aristas A = {a1,...,an—1} que definen este grafo como

a1 = {v1,v2},

a2 = {7}2,1}3},

anp—2 = {Un727 ’U'ﬂfl};

an—-1 = {U'nfh 'U'n}~

De este modo, G = (V, A) es un grafo conexo con |A| =n — 1 aristas. |
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En grafos dirigidos, las definiciones son similares, pero existen algunas varia-
ciones y nuevos conceptos.

Definicion 7.36: Conexion fuerte dirigida

Sea G = (V, A, 1) un grafo dirigido. Dos vértices u y v estan fuertemente conectados
si y solo si existe un (u-v)-camino dirigido y un (v-u)-camino dirigido.

Definicién 7.37: Grafo fuertemente conexo

Sea G = (V, A,v) un grafo dirigido. G es fuertemente conexo si y solo si todos sus
vértices estan fuertemente conectados, es decir, si Vu,v € V existe un (u-v)-camino
dirigido y un (v-u)-camino dirigido.

Ejemplo 7.30
El grafo de la Figura 7.17 es un grafo fuertemente conexo, ya que para cualquier par

de vértices u,v € V existe un camino dirigido desde u hasta v, y otro desde v hasta
U.

Figura 7.17: Grafo fuertemente conexo (Ejemplo 7.30).

Definicion 7.38: Conexion unilateral dirigida

Sea G = (V, A, %) un grafo dirigido. Dos vértices u y v estan unilateralmente conec-
tados si y sélo si existe un (u-v)-camino dirigido o un (v-u)-camino dirigido.
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Definicién 7.39: Grafo unilateralmente conexo

Sea G = (V, A,¢) un grafo dirigido. G es unilateralmente conezo si y solo si todos
sus vértices estan unilateralmente conectados, es decir, si Vu,v € V existe un (u-v)-
camino dirigido o un (v-u)-camino dirigido.

Definicién 7.40: Conexi6n débil dirigida

Sea G = (V, A) un grafo dirigido. Dos vértices u y v estan débilmente conectados si
y solo si existe un (u-v)-semicamino dirigido.

Definicién 7.41: Grafo débilmente conexo

Sea G = (V, A, ) un grafo dirigido. G es débilmente conezo siy solo si todos sus
vértices estan débilmente conectados, es decir, si Vu,v € V existe un (u-v)-semicamino
dirigido.

Ejemplo 7.31

Si consideramos el grafo de la Figura 7.18 es débilmente conexo, ya que, desde cual-
quier vértice u, se puede trazar un semicamino hasta cualquier otro vértice v (o sea,
un camino sin tener en cuenta el sentido de las aristas).

Sin embargo, el grafo no es unilateralmente conexo ya que, aunque algunos vértices,
como el 5y el 2, 0 el 2y el 4 si que se encuentran unilateralmente conectados, algunos
pares como el 5 y el 4 no lo estan. Con este ejemplo se demuestra ademéas que la
conexién unilateral no es transitiva.

1 \ 3
2

Figura 7.18: Grafo débilmente conexo (Ejemplo 7.31).
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Proposicion 7.12

Si un grafo G es fuertemente conexo, entonces es unilateralmente conexo. Y si un
grafo GG es unilateralmente conexo, entonces es débilmente conexo. Las implicaciones
entre las relaciones de conexién son las siguientes:

Fuertemente conexo — Unilateralmente conexo — Débilmente conexo

Definicién 7.42: Componente conexa dirigida

Sea G un grafo dirigido y G1 C G, de tal modo que G; es fuertemente conexo. Gi
es una componente fuertemente/unilateralmente/débilmente coneza de G siy sélo si
no existe ningn otro subgrafo fuertemente/unilateralmente/débilmente conexo de G
que contenga a (Gi. Formalmente,

VG2 C G, G2 fuerte/unilateral/débilmente conexo, G1 C G2 = G1 = Go.

Ejemplo 7.32

Dado el grafo G de la Figura 7.19, observamos que se compone de dos componentes
(no existen otras que las contengan):

e una componente GG; fuertemente conexa.

e una componente G2 unilateralmente conexa.

1.—»3

/\

Figura 7.19: Grafo G con componentes conexas dirigidas (Ejemplo 7.32).
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Por otro lado, dado el grafo H de la Figura 7.20, observamos que se compone de dos
componentes:

e una componente H; débilmente conexa.

e una componente Hz unilateralmente conexa.

10—»0 3

H,
2 o

s N ¢

Figura 7.20: Grafo H con componentes conexas dirigida (Ejemplo 7.32).

Nota Se puede comprobar que las relaciones de conexion fuerte y débil
sobre los vértices de un grafo dirigido son relaciones binarias de equiva-
lencia, es decir, que cumplen las propiedades de reflexividad, simetria y
transitividad. Sin embargo, la conexion unilateral no verifica la propiedad
transitiva. Por lo tanto, las componentes conexas unilaterales no tienen
porque ser necesariamente disjuntas. También esta es la razon por la cual
las componentes conexas en grafos dirigidos se definen sin recurrir a las
clases de equivalencia.

Algunas de las propiedades de la conexiéon dirigida y sus diferentes tipos se
presentan a continuacion.
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Si un grafo G = (V, A, ¢) es dirigido y fuertemente conexo, con |V| =n > 2, entonces
el namero de aristas es |A| > n.

Demostracion. Por ser G fuertemente conexo, cumple que Yu,v € V, existe un (u-
v)-camino dirigido y un (v-u)-camino dirigido. Por lo tanto, Yu,v € V se cumple
que

ge(u), gs(u), ge(v), gs(v) > 1,

ya que al menos un camino sale y entra en cada vértice.

Con ello, sabiendo que |V| = n, se concluye que

|A| = Z 95(1}) > n.

veV

Sea V un conjunto de vértices con |V| = n. Entonces, existe un grafo G = (V, A, )
dirigido y fuertemente conexo cuyo namero de aristas es [A| = n.

Demostracion. Dado el conjunto de n vértices V = {v1,...,vn}, se puede conseguir
un grafo dirigido y fuertemente conexo formando un ciclo dirigido con todos los vér-
tices del grafo, es decir, definiendo un conjunto de n aristas |A| = {a1,...,an} tales
que

a1 = (v1,v2),

az = (va,v3),

an—1 = ('Unflv 'Un>7

an = (Un,v1).

El grafo dirigido resultante es fuertemente conexo. |

269



Capitulo 7. Grafos

7.5.2 Accesibilidad

Los conceptos de adyacencia e incidencia, directamente relacionados con la
existencia de aristas entre vértices del grafo, nos permiten representar un grafo
mediante las matrices de adyacencia y de incidencia. Del mismo modo, la
conexion entre vértices da lugar a una nueva forma de representar el grafo,
gracias al concepto de accesibilidad, el cual nos indica de qué formas o a través
de qué caminos se puede “acceder” a los vértices de un grafo.

Definicién 7.43: Accesibilidad

Sea G = (V, A, ) un grafo. Diremos que el vértice v; € V es accesible desde el vértice
v; € V, si existe un camino (dirigido o no dirigido) desde v; hasta v;.

Definicién 7.44: Matriz de accesibilidad

La matriz de accesibilidad de un grafo G = (V, A,%) con |V| = n vértices se define
como Mg(G) = [rij]nxn, donde

{1 si v; es accesible desde v;
Tijg =

0 siv; no es accesible desde v;

Si denotamos como R(v) al conjunto de vértices accesibles desde v, dicho con-
junto se puede expresar mediante el uso de la funcion I' (Definicion 7.11).

R(v) = {u € V : u accesible desde v} = {v} UT'(v)U...UT*(v),

donde k es el méximo niimero de aristas que separan al vértice v de su vértice
més lejano.

De forma reciproca a la matriz de accesibilidad podemos definir la matriz de
acceso.
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Definicién 7.45: Matriz de acceso

La matriz de acceso de un grafo G = (V, A, ) con |V| = n vértices se define como la
matriz Mg (G) = [gijlnxn, donde

1 si v; es accesible desde v;
t4ij =

0 si v; no es accesible desde v;
Notese que la matriz de acceso es la traspuesta de la matriz de accesibilidad, Mg (G) =

Mg(G)T.

Nota Cuando el grafo es no dirigido, las matrices de accesibilidad y acceso
coinciden, puesto que la conexion entre vértices es una relacion simétrica.

Ejemplo 7.33

Dado el grafo no dirigido de la Figura 7.21,
1 )

Figura 7.21: Grafo no dirigido (Ejemplo 7.33).

su matriz de accesibilidad y de acceso viene dada por

Mg = Mg =

= = =
— = =
O ==t
== =

Observamos que todas las entradas son 1, ya que todos los vértices son accesibles
desde cualquier otro vértice, es decir, el grafo es conexo.
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Sin embargo, en el caso del grafo no dirigido de la Figura 7.7 (Ejemplo 7.13), la matriz
de accesibilidad y de acceso es

o]

|

QO

I
ORr Rk O~
= O O = O
O = = O
O R Rk O~
= O O = O

Observamos en este segundo caso que existen vértices que no son accesibles desde
otros. Para identificar los vértices conectados entre ellos, basta con observar aquellos
vértices cuyas filas de la matriz son iguales: los vértices 2 y 5 por un lado, y los
vértices 1, 3 y 4 por otro.

Finalmente, para el caso del grafo dirigido de la Figura 7.19 (Ejemplo 7.32), su matriz
de accesibilidad es

1 0 1 0 0

01 0 0 1
Mr=1]10 0 1 0 0O},

01 0 1 0

0 0 0 1 1

mientras que su matriz de acceso es

1 0 0 0 O
01 0 1 0
Mg=ME=]1 0 1 0 0
0 0 0 1 1
01 0 1 1

Nota Una forma de identificar las componentes fuertemente conexas de
un grafo es obtener el producto entre la matriz de accesibilidad y de acceso
de un grafo. Los vértices que presenten filas equivalentes son los vértices
fuertemente conectados.
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7.5.3 Algoritmos de biusqueda en grafos

Llegados este punto, una vez estudiados los conceptos clave acerca de la co-
nectividad, se presentan dos algoritmos de busqueda que permiten obtener los
vértices alcanzables desde cualquier vértice del grafo, y de este modo construir
las matrices de accesibilidad y acceso.

Breadth First Search (BFS)

El objetivo del algoritmo Breadth First Search o busqueda en amplitud es
encontrar todos los vértices accesibles de un grafo desde un vértice de partida,
desde los mas cercanos hasta los mas lejanos del vértice inicial. Para ello, a
partir del primer vértice, el algoritmo “visita” primeramente todos los vértices
adyacentes, en segundo lugar los adyacentes de éstos, y asi sucesivamente hasta
recorrer todo el grafo. Este algoritmo es vélido tanto para grafos dirigidos
como para no dirigidos. El algoritmo BFS se describe en pseudocodigo en el
Algoritmo 6.

Algoritmo 6 Busqueda en amplitud (BFS)

1. Inputs:
Grafo G = (V,A), v €V

2: Initialize:

Q + {vwo} > Cola de nodos no visitados
S+ {vo} > Nodos visitados
T <+ 0 > Recorrido

3. while Q # 0 do

4: Toma el primer v € Q)

5: Q — Q — {’U}

6: for cada u € I'(v) (adyacente a v) do

7: if u ¢ S then

8: Q <+ QU {u} > u incluido al final (se anade a la cola)
9: S+ Su {U}

10: T+ TU{{u,v}}

11: end if

12: end for

13: end while
14: return S

Al final de la aplicacién, el algoritmo BFS retorna el conjunto de vértices
visitados S, que contiene los vértices accesibles desde el vértice de partida del
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recorrido vy, y un conjunto de aristas 1" con el recorrido del algoritmo, y que
forman un arbol (véase Seccion 7.8).

Ejemplo 7.34

Dado el grafo G de la Figura 7.22; y tomando como vértice inicial el vértice 1, el
algoritmo BFS operaria del siguiente modo:

1. Como inicializacion, definimos la cola de vértices por visitar Q = {1}, los
vértices visitados S = {1} y el conjunto de aristas del recorrido T' = 0.

2. Seleccionamos el primer vértice de la cola @, en este caso, el 1 (el tnico), lo
eliminamos de la cola @, y detectamos sus vértices adyacentes: 2, 3 y 4. Como
ninguno de ellos se encuentra en el conjunto de visitados .S, los afiadimos tanto
a la cola Q como a visitados S, y anadimos las aristas a 7. En este punto,
tenemos que Q = {2,3,4}, S ={1,2,3,4} y T' = {{1,2},{1,3},{1,4}}.

3. Como la cola @ no estd vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el
2 -, lo eliminamos de la cola @, y observamos su vértices adyacentes: 1 y 5.
Como unicamente el 5 ¢ S no ha sido visitado, lo afiadimos a la cola @ y a
visitados S. En este punto, tenemos que @ = {3,4,5}, S = {1,2,3,4,5} y

T ={{1,2},{1,3},{1,4},{2,5} }.

4. Como la cola @ no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el 3 -,
lo eliminamos de la cola @, y observamos su vértices adyacentes: 1 y 5. Como
estos vértices ya han sido visitados, tenemos que Q = {4,5} y S = {1,2,3,4,5}
(no hay modificacion en la lista de visitados).

5. Como la cola ) no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el 4 -,
lo eliminamos de la cola @, y observamos su vértices adyacentes: 6 y 7. Como
ninguno de estos vértices ha sido visitado, 6,7 € S, los annadimos a la cola Q y
a visitados S. En este punto, tenemos que @ = {5,6,7}, S = {1,2,3,4,5,6,7}
yT = {{1’ 2}7 {1a 3}7 {1’ 4}7 {2’ 5}7 {4v 6}7 {45 7}}

6. Como la cola @) no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el 5
-, lo eliminamos de la cola @, y observamos su vértices adyacentes: 2, 3 y 8.
Como tnicamente el 8 no ha sido visitado, 8 € S, lo anniadimos a la cola Q) y a
visitados S. En este punto, tenemos que @ = {6,7,8}, S ={1,2,3,4,5,6,7,8}
y T = {{1,2}, {1, 3}, {1,4}, {2, 5}, {4, 6}, {4, 7}, {5,8}}.
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7. Finalmente, en las siguientes iteraciones, como todos los vértices del grafo han
sido visitados, ninguno de los nodos que quedan en la cola @ tendra vértices
adyacentes sin visitar. Por lo tanto, no se anadiran nuevos vértices a la cola, y
los que quedan se iran eliminando sucesivamente hasta que quede vacia, @ = 0.
En este punto, el algoritmo BF'S finaliza.

Al tratarse de un grafo conexo, el resultado del algoritmo BFS sera S = V =
{1,2,3,4,5,6,7,8}, ya que todos los vértices son accesibles desde 1. Por el proce-
dimiento, se puede observar ademas que el algoritmo ha visitado los vértices por
distancia al vértice inicial, de més cercanos a mas lejanos.

1

Figura 7.22: Grafo conexo no dirigido (Ejemplo 7.34). Los vértices y las aristas en
rojo representan los vértices visitados S y el recorrido T del algoritmo BFS, respec-
tivamente.

Nota Siun grafo G = (V, A) es conexo, el conjunto S de vértices visitados
que retorna el algoritmo BFS contendrd todos los vértices del grafo, es decir
S=V.

Una de las aplicaciones més extendidas del algoritmo BFS es la deteccion de
las componentes conexas de un grafo.

La complejidad temporal del algoritmo depende de qué técnica se use para
representar el grafo. Dado un grafo de n vértices, si se emplea la matriz de
adyacencia para programar el algoritmo, la complejidad de encontrar todos
los vértices adyacentes a uno dado es del orden del nimero de vértices, O(n).
En cuanto a la complejidad espacial se necesitan n bits para representar el
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conjunto de vértices visitados S y n bits para implementar la cola @), ademas
de los bits necesarios para almacenar el grafo.

Depth First Search (DFS)

El objetivo del algoritmo Depth First Search o bisqueda en profundidad, al
igual que el algoritmo BFS, hallar todos los vértices accesibles de un grafo
a partir de un nodo inicial, pero en este caso, recorriendo por orden todos
los caminos que parten de dicho nodo “en profundidad”. El algoritmo DFS,
partiendo de un vértice inicial, recorre el grafo a través de un camino saltando
entre vértices adyacentes que no hayan sido visitados previamente, y finaliza
dicho camino cuando ya no encuentra mas. En ese punto, el algoritmo retorna
de nuevo hacia el nodo inicial, escoge otro camino y lo recorre de nuevo. Este
procedimiento se repite hasta haber recorrido todos los posibles caminos del
grafo desde dicho nodo. El algoritmo DFS se describe en pseudocédigo en el
Algoritmo 7.

Algoritmo 7 Busqueda en profundidad (DFS)

1: Inputs:
Grafo G = (V,A), v €V
2: Initialize:
Q <« {vo} > Pila de nodos no visitados
S <+ {vo} > Nodos visitados
> Recorrido

T+ 0
3: while Q # 0 do

4: Toma el primer v € )

5 Q<+ Q—{v}

6: for cada u € I'(v) (adyacente a v) do

7: if u ¢ S then

8: Q<+ {utuqQ > u incluido al principio (se apila)
9: S+ SU {u}

10: T« TU{{u,v}}

11: end if

12: end for

13: end while
14: return S
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Nota Nédtese que los algoritmos BFS y DFS indican la accesibilidad del
vértice inicial vo. Desde un punto de vista matricial, retornan la fila de la
matriz de accesibilidad asociada al vértice vg.

Ejemplo 7.35

Si aplicamos el algoritmo DF'S sobre el grafo de la Figura 7.23, tomando como vértice
inicial el 1, obtenemos los siguientes pasos:

1. Como inicializacion, definimos la pila de vértices por visitar Q@ = {1}, los vér-
tices visitados S = {1} y el recorrido T = 0.

2. Como la pila Q no estd vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el
1 -, lo eliminamos de la pila @ y detectamos sus vértices adyacentes: 2, 3 y
4. Como ninguno de ellos ha sido visitado, 2,3,4 ¢ S, los anadimos a la pila
Q vy a visitados S, y anadimos las aristas a 7. En este punto, tenemos que

Q=1{2,3,4}, S={1,2,3,4} y T = {{1,2},{1,3},{1,4}}.

3. Como la pila Q no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el
2 -, lo eliminamos de la pila @ y detectamos su vértices adyacentes: 1 y 5.
Como unicamente el vértice 5 no ha sido visitado, 5 ¢ 9, lo afiadimos a la pila
Q y a visitados S y anadimos las aristas a 7. En este punto, tenemos que

Q=1{534yS=1{1,2,3,4,5} y T = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}}.

4. Como la pila Q no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el 5
-, lo eliminamos de la pila @ y detectamos su vértices adyacentes: 2, 3 y 8.
Como tnicamente el vértice 8 € S no ha sido visitado, lo afladimos a la pila
Q y a visitados S y anadimos las aristas a T. En este punto, tenemos que

Q=1{8,3,4}, S ={1,2,3,4,5,8} y T = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}, {5,8}}.

5. Como la pila @ no esta vacia, seleccionamos el primero de sus vértices - el 8 -, lo
eliminamos de la pila Q) y detectamos su vértices adyacentes: 5, 6 y 7. Como los
vértices 6 y 7 no han sido visitados, 6,7 ¢ S, los afiadimos a la pila Q y a visita-
dos S y anadimos sus aristas a 7. En este punto, tenemos que Q = {6, 7, 3,4},
S={1,2,3,4,5,8,6,7} y T = {{1,2},{1,3},{1,4},{2,5}, {5, 8}, {6, 8}, {7, 8} }.

6. Finalmente, en las siguientes iteraciones, como todos los vértices del grafo han
sido visitados, ninguno de los nodos que quedan en la pila @ tendra vértices
adyacentes sin visitar. Por lo tanto, no se anadiran nuevos vértices a la pila, y
los que quedan se iran eliminando sucesivamente hasta que quede vacia, @ = (.
En este punto, el algoritmo DFS finaliza.

De nuevo, al tratarse de un grafo conexo, el resultado del algoritmo DFS, al igual
que el BFS serda S =V ={1,2,3,4,5,6,7,8}, ya que todos los vértices son accesibles
desde 1. Sin embargo, en este caso, se puede observar que el algoritmo ha visitado
los vértices siguiendo caminos (“en profundidad”) a través del grafo.

277



Capitulo 7. Grafos

Figura 7.23: Grafo conexo no dirigido (Ejemplo 7.35). Los vértices y las aristas en
rojo representan los vértices visitados S y el recorrido T' del algoritmo DF'S, respec-
tivamente.

Aunque ambos algoritmos tienen la misma complejidad temporal y espacial,
observamos que el algoritmo BFS emplea una cola de vértices en su implemen-
tacion (en la que los vértices se van anadiendo al final de la lista), mientras
que el DFS utiliza una pila (en la que los vértices se van aniadiendo al principio
de la lista). Esto conlleva a que su comportamiento y su coste computacional
dependa del tipo de grafo sobre el que se apliquen. Por ejemplo, en los grafos
cuyos vértices tienen un elevado grado de salida funciona mejor el algoritmo
DFS, mientras que son el peor escenario para el algoritmo BFS. Lo contrario
sucede en grafos con muy bajo grado de salida, como los lineales (Figura 7.24),
en los que funciona mejor el BFS.

1 2 3 4 n—1 n

Peor caso para DFS
Mejor caso para BFS

Figura 7.24: Complejidad espacial.
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Si aplicaramos este algoritmo a un grafo G' no conexo, se obtendrian los vértices
de sus componentes conexas haciendo sucesivas llamadas a DFS cada vez con
un vértice que atn no haya sido alcanzado.

Algoritmo de Digkstra

El objetivo del algoritmo de Dijkstra, o algoritmo de caminos minimos, es
encontrar el camino méas corto entre un vértice inicial y el resto de vértices en
un grafo ponderado. La idea del algoritmo es ir saltando entre los vértices del
grafo buscando el camino mas corto (con menor peso) que parte del vértice
inicial. El algoritmo mantiene una etiqueta o registro del peso del camino més
corto conocido desde el vértice inicial hasta cada vértice, que iterativamente
actualiza si encuentra un nuevo camino mas corto. Una vez que el algoritmo ha
encontrado el camino més corto entre el vértice inicial y otro vértice, entonces
dicho vértice se marca como “visitado”, y su etiqueta queda fija. El orden de
visita a los vértices se realiza de menor a mayor valor de etiqueta. El algoritmo
continta hasta que todos los vértices del grafo han sido visitados. El algoritmo
de Dijkstra se describe en pseudocodigo en el Algoritmo 8.

Algoritmo 8 Dijkstra

1: Inputs:
Grafo G = (V, A, ¢, w) ponderado, vy € V, n = |V]|
2: Initialize:

D <+ (00,...,00) € R" > Etiquetas de los n vértices
Divg] =0 > Etiqueta del vértice inicial
S+ 0 > Nodos visitados
T+ 0 > Caminos minimos

3. while S #V do

4 Elige v € V — S: DJ[v] sea minimo > Vértice actual

5: S« Su{v}

6: for cada u € T'(v) (adyacente a v), u € S do

7: Dlu] < min{D[u], D[v] +w({u,v})}

8: end for

9: end while

10: return D

En este esquema, el algoritmo de Dijkstra retorna un vector D de etiquetas
con los pesos de los caminos mas cortos entre el vértice inicial y el resto de
vértices. Adicionalmente, se pueden ir recopilando los vértices que provocan

279



Capitulo 7. Grafos

las actualizaciones para que el algoritmo no solo devuelva el minimo peso, sino
también el camino minimo entre dos vértices.

Una forma sencilla para aplicar el algoritmo de Dijkstra de forma manual es
emplear una tabla tal y como se muestra en el Ejemplo 7.36.

Ejemplo 7.36

Dado el grafo ponderado G de la Figura 7.25 con vértices V = {A, B, C,D, E}, apli-
camos el algoritmo de Dijkstra para hallar el camino de minimo peso entre el vértice
C'y el resto de vértices.

A E

C

Figura 7.25: Grafo ponderado (Ejemplo 7.36).

El procedimiento es el siguiente:

1. En la inicializacién, definimos el conjunto S = () de nodos visitados (inicialmen-
te no hemos visitado ninguno), y el vector de etiquetas D = (00, 00,0, 00, 00).
Las posiciones 1, 2, 3, 4 y 5 del vector se corresponden con las etiquetas de los
vértices A, B, C, D y E, respectivamente. Inicialmente, asignamos un valor de
0 para el vértice C, y un valor infinito para el resto.

A B C D E

D (ini.) oo oo 0 o0 o0

2. En el primer paso del algoritmo, escogemos al vértice C como vértice actual
puesto que, de entre todos los vértices no visitados, es el de minimo peso (0).
A continuacion, anadimos el vértice al conjunto de visitados y exploramos sus
vértices adyacentes. Como vértices adyacentes no visitados de C, encontramos
tres: A, By D.
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Para cada uno de ellos, actualizamos sus etiqueta como

D[A] = min{DJ[A], D[C] + w({C,A})} = min{co,0+ 1} =1,
D[B] = min{D[B], D[C] + w({C,B})} = min{oco,0+ 7} = 2,
D[D] = min{D[D], D[C] + w({C,D})} = min{co,0 + 2} = 7.

En todos los vértices, el valor de las nuevas etiquetas calculadas son menores al
valor previo en el vector D, por lo que sus posiciones 1, 3 y 4 correspondientes a
los vértices A, B y D, respectivamente, se actualizan. En la tabla, indicaremos
junto a la etiqueta el vértice que ha provocado su actualizacion (en este caso,
C). Por el momento, estas etiquetas representan los pesos de los caminos més
cortos explorados para alcanzar dichos vértices. En este punto, tenemos que
S={C}yD=(1,7,0,2,00). La etiqueta del vértice C queda fija.

A B C D E

(ini.) o o 0 oo o

(it. 1) 1/C 7/C 2/C o

D
D

. Como S # V, continuamos aplicando el algoritmo. En este paso, visitamos
el vértice A, ya que es el vértice no visitado con menor peso, D[A] = 1, lo
anadimos al conjunto de visitados, y actualizamos la etiqueta de su tnico vértice
adyacente no visitado, B, como

D[B] = min{D[B], D[A] + w({A,B})} = min{7,1 + 3} = 4.

Observamos que el peso total del camino que pasa por el vértice A para llegar
a B (peso 4) es menor que el del camino calculado previamente que une C
y B de forma directa (peso 7). Por lo tanto, actualizamos el vector D en
la segunda posicién correspondiente al vértice B. En este punto, tenemos que
D =(1,4,0,2,00) y S = {C, A}. La etiqueta del vértice A queda fija.

A B C D E
D (ini.) 00 co 0 oo o
D (it. 1) 1/C 7/C 2/C oo
D (it. 2) 4/A 2/C oo
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4. Como S # V, visitamos el vértice D, que es el vértice no visitado con menor pe-
so, D[D] = 2, lo aniadimos al conjunto de visitados, y actualizamos las etiquetas
de sus vértices adyacentes no visitados, B y E, como

D[B] = min{D[B], D|D] + w({D, B})} = min{4,2 + 5} = 4,
DIE] = min{DIE], D|D] + w({D,E})} = min{oco,2+ 7} = 9.

Observamos que la ruta previa que pasa por A para alcanzar B (peso 4) es mas
corta que la que pasa por D, calculada en este paso (peso 7). Por otro lado,
la ruta para alcanzar E a través de D (peso 9) es la tnica calculada hasta el
momento. Por lo tanto, el vector D se actualiza en su dltima entrada. En este
punto, tenemos que D = (1,4,0,2,9) y S = {C,A,D}. La etiqueta del vértice

D queda fija.
A B C D E
D (ini.) 00 oo 0 oo 00
D (it. 1) 1/C 7/C 2/C o0
D (it. 2) 4/A 2/C oo
D (it. 3) 4/A 9/D

5. Como S # V, visitamos el vértice B, que es el vértice no visitado con menor
peso, D[B] = 4, lo anadimos al conjunto de visitados, y actualizamos la etiqueta
de su tnico vértice adyacente no visitado, E, como

D[E] = min{DIE], D[B] + w({B,E})} = min{9,4 4+ 1} = 5.

Observamos que la ruta actualmente calculada que pasa por A y B para alcanzar
E (peso 5) es méas corta que la previa, que pasa por D (peso 9). Por otro lado,
la ruta para alcanzar E a través de D (peso 9) es la tnica calculada hasta el
momento. Por lo tanto, el vector D se actualiza en su ultima entrada. En
este punto, tenemos que D = (1,4,0,2,5) y S = {C, A, D, B}. La etiqueta del
vértice B queda fija.

A B C D E

D (ini.) 00 oo 0 o 00
D (it. 1) 1/C 7/C 2/C o0
D (it. 2) 4/A 2/C o0
D (it. 3) 4/A 9/D
D (it. 4) 5/B
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6. Como S # V, visitamos el vértice E, que es el altimo vértice que queda por
visitar, y lo anadimos al conjunto de visitados. Como no tiene vértices ad-
yacentes no visitados (el resto de vértices ya se han visitado), tenemos que
D =(1,4,0,2,5) y S = {C,A,D,B,E}. La etiqueta del vértice E queda fija.

A B C D E
D (ini.) 00 oo 0 o0 00
D (it. 1) 1/C 7/C 2/C o0
D (it. 2) 4/A 2/C oo
D (it. 3) 4/A 9/D
D (it. 4) 5/B

7. Como S =V, el algoritmo finaliza.

El resultado del algoritmo es el vector D = (1,4,0,2,5), que contiene el peso de los
caminos mas cortos desde el vértice inicial C al resto de vértices. Las etiquetas nos
indican que el vértice A es el mas cercano a C, seguido de D, B y E. Por otro lado,
con los vértices registrados en cada iteracion, se puede obtener un subgrafo generador
que indica los caminos mas cortos:

A).

e DeCaA: P=(C,
e De CaB: P=(C,A,B).
(G,
= (

e DeCaD: P=(C,D).
e DeCakE: P=(C,A,B,E).
A E
3 1
1 7
C

Figura 7.26: Resultado del algoritmo de Dijkstra sobre el grafo ponderado inicial
(Ejemplo 7.36). Las aristas en rojo indican el subgrafo generador que marca los
caminos més cortos desde el vértice C al resto.
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La principal limitacién del algoritmo de Dijkstra es que no funciona correc-
tamente en grafos ponderados con pesos negativos. Para este tipo de grafos,
existen algoritmos similares alternativos, como el algoritmo de Bellman-Ford.

7.5.4 Cortaduras y conectividad

Definicién 7.46: Cortadura de vértices

Dado un grafo G = (V, A, 1) conexo, decimos que V' C V, con |V'| = k, es una
k-cortadura de vértices si el grafo G' = (V — V', A) deja de ser conexo.

Definicién 7.47: Conectividad

La conectividad de un grafo es el minimo valor k£ € N para el cual el grafo tiene una
k-cortadura de vértices. En otras palabras, la conectividad es el minimo namero de
vértices que se han de eliminar para que el grafo resultante sea no conexo.

Nota Un vértice de grado 1 no puede ser un vértice de corte, ya que es
el extremo de un camino del grafo.

Definicién 7.48: Cortadura de aristas

Dado un grafo G = (V, A,4) conexo, decimos que A" C A, con |A’'| = k, es una
k-cortadura de aristas si el grafo G' = (V, A — A’,4) deja de ser conexo.

Definicién 7.49: Aristoconectividad

La aristoconectividad de un grafo es el minimo valor £ € N para el cual el grafo tiene
una k-cortadura de aristas. En otras palabras, la conectividad es el minimo ntmero
de aristas que se han de eliminar para que el grafo resultante sea no conexo.

Definicién 7.50: Vértice de corte

Dado un grafo G = (V, A, ¢), decimos que un vértice v € V es un vértice de corte si
por si mismo, V' = {v} constituye una 1l-cortadura.
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Definicién 7.51: Arista de corte

Dado un grafo G = (V, A, v), decimos que una arista a € A es una arista de corte si
por si misma, A’ = {a} constituye una l-cortadura de aristas.

Nota Una arista que esté contenida en un ciclo del grafo no puede ser una
arista de corte porque, al eliminarla, todos los vértices del ciclo sequirian
estando conectados entre ellos.

Proposicién 7.13

En todo grafo conexo G de conectividad k, aristoconectividad k' y grado minimo
4(G), se cumple que

E<k <46(G)

Ejemplo 7.37

Para el grafo de la Figura 7.27, tenemos que V' = {3} es una 1-cortadura de vértices.
Como eliminando un tnico vértice el grafo deja de ser conexo, la conectividad de este
grafo (el minimo numero de vértices a eliminar para que deje de ser conexo) es de
k = 1. Por ello, el vértice 3 es un vértice de corte.

1 2

Figura 7.27: Grafo conexo (Ejemplo 7.37).
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Ejemplo 7.38

Para el grafo de la Figura 7.28, tenemos que A’ = {{3,4}} es una l-cortadura de
aristas. Como eliminando una tnica aristas el grafo deja de ser conexo, la aristoco-
nectividad de este grafo (el minimo namero de aristas a eliminar para que deje de ser
conexo) es de k = 1. Por ello, la arista {3,4} es una arista de corte.

1 2

Figura 7.28: Grafo conexo (Ejemplo 7.38).

Definicién 7.52: Bloque

Un blogue es un grafo conexo que no tiene vértices de corte.

Adicionalmente, podemos definir el concepto de bloque dentro de un grafo G
como un subgrafo de G que es bloque y maximal respecto de G. Con esta
definicién, siempre podemos expresar un grafo como la unién de sus bloques.

Ejemplo 7.39

El grafo de la Figura 7.29 es un bloque.
1

Figura 7.29: Bloque (Ejemplo 7.39).
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7.6 Grafos eulerianos

El origen de la teoria de grafos ocurre en siglo XVIII, en la ciudad de Konigs-
berg, de la antigua Prusia Oriental (actualmente Kaliningrado, Rusia). El rio
Pregel atravesaba la ciudad y, después de rodear la isla Kneiphof, se dividia
en dos ramas, de tal modo que la ciudad quedaba dividida en cuatro zonas
diferentes y que se conectaban gracias a siete puentes (la situacion se muestra
en la Figura 7.30). Un problema extendido entre los habitantes de la ciudad
consistia en averiguar si era posible, desde algiin punto de la ciudad, cruzar
todos los puentes una sola vez y retornar al punto de partida.

(a) Grabado de la ciudad de Kénigsberg. (b) Grafo de la ciudad de Kénigsberg.

Figura 7.30: Problema de los puentes de Konigsberg.

Este problema lo podemos expresar como un problema de grafos considerando
las masas de tierra como los vértices y los puentes representan las aristas que
los unen. De este modo, el problema se podria formular como el de recorrer
todas las aristas del grafo volviendo al punto de partida sin pasar dos veces
por la misma arista, o en otras palabras, encontrar un ciclo que recorra todas
las arista del grafo exactamente una vez. Euler demostré que no era posible
encontrar este tipo de ciclo y que el problema de los puentes de Konigsberg
no tenfa soluciéon. Ademés, establecié las condiciones para que el problema la
tuviese!.

LSolutio problematis ad geometriam situs pertinentis (Solucién de un problema relativo a la
geometria de posicion).
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7.6.1 Conceptos bdsicos

Definicién 7.53: Camino euleriano

Dado un grafo G = (V, A, ) no dirigido, diremos que P es un camino euleriano en
G si recorre todas las aristas del grafo exactamente una vez.

Definicién 7.54: Ciclo euleriano

Dado un grafo G = (V, A, ) no dirigido, denominamos ciclo euleriano a un camino
euleriano P cuyos vértices inicial y final coinciden.

Definicién 7.55: Grafo euleriano

Dado un grafo G = (V, A,¢) no dirigido, diremos que G es un grafo euleriano si
contiene un ciclo euleriano®.

“En grafos eulerianos, el término ciclo se refiere a cadenas cerradas, en las que los vértices
se pueden repetir.

Una vez definido el concepto de grafo euleriano, Euler demostré un teorema
que permite identificar con gran facilidad este tipo de grafos.

Teorema 7.10: Teorema de Euler

Sea un grafo G = (V, A, 1) no dirigido, conexo y no trivial. Entonces, G es euleriano
si y sélo si no tiene vértices de grado impar.

Demostracion. (—) Si G = (V, A,4) es un grafo euleriano, existe un ciclo euleriano
C en G, de forma que C recorre todas las aristas del grafo exactamente una vez.

Si tomamos un vértice cualquiera v € V, como C recorre todas las aristas del grafo
una vez, y G es conexo, todos los vértices se recorren en el ciclo. Entonces, puede
ocurrir que (7) v sea un vértice intermedio de C, o (%) v sea el vértice inicial. Teniendo
en cuenta que el grafo es euleriano, el grado de v equivale al nimero de aristas del
ciclo C' que incidan sobre él, y puede ser:
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i) g(v) = 2p, donde p el namero de veces que el ciclo C pasa por v, si v es vértice
intermedio. Esto se debe a que, si v se encuentra en un ciclo, cada paso por v
implica la existencia de una arista de entrada y una arista de salida.

ii) glv) =14+2p+1=2(p+ 1), donde p el numero de veces que el ciclo C pasa
por v, si v es vértice inicial. En este caso, se suman al grado las aristas inicial
y final.

En ambos casos, observamos que el grado de v es par, para cualquier v. Por lo tanto,
si G es euleriano, no existen vértices de grado impar.

(+-) Asumiendo que G = (V, A, %) no tiene vértices de grado impar, entonces, Vv € V,
g(v) es par, y consecuentemente, el grado minino es 6(G) > 2. Asimismo, por ser G
es conexo, contiene un ciclo de longitud 6(G) + 1.

Procediendo por reduccién al absurdo, supongamos que G no es euleriano, y sea C' un
ciclo maximal respecto del nimero de aristas en G, es decir C' es el ciclo con mayor
namero de aristas que existe en G. Como G contiene un ciclo de al menos longitud
0(G) + 1, necesariamente tiene que existir al menos un ciclo maximal.

Como G no es euleriano, sabemos que el grafo no tiene un ciclo que recorra todas las
aristas, es decir, que existen aristas que quedan fuera del ciclo C. A las aristas que
quedan en el ciclo las denotaremos como Ac. Consideremos en este punto el grafo
H = (V,A — Ac), es decir el grafo que tiene los mismos vértices que G y las aristas
de G que no son del ciclo C.

El grafo H tiene al menos una componente conexa no trivial. Dicha componente
conexa H' tiene un nimero de aristas |[A(H’)| > 0. Si todas las componentes fuesen
triviales (esto es, vértices aislados sin aristas), entonces A — Ac = ), o equivalente-
mente, A = Ac, y por lo tanto todas las aristas del grafo G estarian contenidas en
C'. Sin embargo, esto implicaria por definicién que G es euleriano, y se ha asumido
por hipétesis que no lo es.

Sea pues la componente conexa no trivial H’, y sea v € V un vértice de H'. El grado
g(v) en el grafo G se ha asumido par por hipé6tesis. Como a G le hemos eliminado
las aristas del ciclo C para obtener el grafo H, a v se le han eliminado dos aristas
incidentes con él (por cada vez que el ciclo C' lo atraviesa). Por ello, el grado de g(v)
en la componente conexa H' C H seguira siendo par.

Como los vértices de la componente H’ tienen grado par, y partiendo de un vértice
z € CNV(H'), podemos construir una cadena cerrada C’ que empiece y termine en
2. De esta forma, como z € C'y x € C’, si construimos C'UC’, obtenemos una nueva
cadena cerrada tal que |C'U C’| > |C|, lo cual contradice la eleccién de C' como ciclo
maximal.

Por lo tanto, por contradiccion, G tiene que ser euleriano. |
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Proposicion 7.14

Sea un grafo G = (V, A, ) no dirigido, no euleriano, conexo y no trivial. Entonces,
G contiene un camino euleriano si y solo si tiene exactamente dos vértices de grado
impar.

Demostracion. (—) Si G contiene un camino euleriano, mediante un razonamiento
analogo al del Teorema 7.10, obtendremos que todos los vértices internos del camino
tienen grado par.

(+) Si asumimos que existen dos vértices u,v € V de grado impar, y construimos el
grafo H = (V, AU {u,v}}) resultante de unir los dos vértices de grado impar con una
arista, entonces el nuevo grafo sera euleriano, ya que todos los vértices, incluidos u y
v tendran grado par. Por ser euleriano, H tendra un ciclo euleriano C' que contendra
la arista {u,v} anadida. Finalmente, si eliminamos esta arista del ciclo, se obtiene el
camino euleriano. [ ]

Podemos comprobar que el grafo de los puentes de Konigsberg no verifica la
condicion del teorema de Euler (Teorema 7.10), ya que tiene vértices de grado
impar. Por lo tanto, no es euleriano, es decir, no puede existir un ciclo que
recorra las aristas (los puentes) una sola vez. Como el grafo tiene 5 vértices
de grado impar (Proposicion 7.14), tampoco contiene un camino euleriano, es
decir, que los puentes tampoco se pueden recorrer una sola vez sin finalizar en
el mismo punto de partida.

Ejemplo 7.40

El grafo completo K5 (Figura 7.6) es un grafo euleriano, ya que todos sus vértices
tienen grado g(v) = 4. De forma general, todos los grafos completos K, con nimero
de vértices n impar, al ser (n — 1)-regulares (Proposicién 7.3), son todos eulerianos,
mientras que si n es par, entonces son no eulerianos.

7.6.2 Algoritmo de ciclos eulerianos

Para identificar ciclos eulerianos en grafos eulerianos, existe un procedimiento
sencillo conocido como la regla o algoritmo de Fleury. Partiendo de un vértice
dado, el algoritmo va recorriendo todas las aristas del grafo sucesivamente, de
tal modo que, cuando se cruza una arista, esta se elimina del grafo. Sin embar-
go, no esta permitido atravesar una arista que deje el grafo desconectado en
dos componentes conexas no triviales. Si es posible volver al punto de partida
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después de haber eliminado todas las aristas, entonces habremos encontrado
un ciclo euleriano. El algoritmo de Fleury se describe en pseudocodigo en el
Algoritmo 9.

Algoritmo 9 Algoritmo de Fleury

1: Inputs:

Grafo G = (V, A) euleriano, vy € V

2: Initialize:

10:
11:
12:
13:

C+0 > Ciclo euleriano
V4 Vg > Vértice actual

while A # () do

if g(v) =1 then
Elige w € T'(v)

V<« V—{v}
| A+ A—{{v,w}}

Elige w € I'(v), {v,w} no es arista de corte
A A= {{v,w}}

end if

C + CU{w}

V< w

14: end while
15: return C

Nota FEl algoritmo de Fleury también se puede emplear para obtener un
camino euleriano en un grafo no euleriano con exactamente dos vértices de
grado impar (Proposicion 7.14). Para identificarlo, podemos transformar
el grafo mo euleriano en euleriano anadiendo una arista artificial entre los
dos vértices de grado impar (si los vértices no son adyacentes) o un vértice
artificial con dos aristas artificiales que los conecten (si los vértices son
adyacentes), y aplicar posteriormente el algoritmo de Fleury para encontrar
un ciclo euleriano. Finalmente, eliminando la arista artificial del ciclo,
obtendriamos el camino euleriano.
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Ejemplo 7.41

Dado el grafo G de la Figura 7.31a, podemos comprobar que se trata de un grafo no
euleriano, ya que presenta dos vértices (6 e 3) de grado impar (Teorema 7.10), pero
que si que contiene un camino euleriano (Proposicion 7.14).

En este caso, anadiendo simplemente una arista que una los dos vértices de grado
impar, {3,6}, conseguimos que todos los vértices tengan grado par y, por lo tanto,
que el nuevo grafo G’, representado en la Figura 7.31b, sea euleriano.

2 3 2 3

1 4 1 4
6 S 6 S

(a) Grafo G no euleriano. (b) Grafo G’ euleriano.

Sobre el nuevo grafo euleriano G’ es posible aplicar el algoritmo de Fleury. El proce-
dimiento que sigue el algoritmo es el siguiente:

1. Como inicializacion del algoritmo, definimos un vértice inicial v cualquiera, por
ejemplo v = 2, y el ciclo C' = () (inicialmente vacio).

2. A continuacion, como el grado del vértice actual v = 2 es g(v) = g(2) = 4,
escogemos el vértice w = 3, ya que es adyacente a 2 y {2,3} no es arista de
corte (al eliminarla, el grafo sigue siendo conexo). Una vez escogido el vértice,
eliminamos la arista del grafo, anadimos el vértice w = 3 a la lista del ciclo, y
lo fijamos como vértice actual. En este punto, tenemos que v =3, C' = {3} y
el siguiente grafo.
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3. Como A # () (atin quedan aristas), y el grado del vértice actual v = 3 es
g(v) = g(3) = 3, escogemos el vértice w = 4, ya que es adyacente a 3 y {3,4}
no es arista de corte, eliminamos la arista del grafo, afiadimos el vértice w = 4
a la lista del ciclo, y lo fijamos como vértice actual. En este punto, tenemos
que v =4, C = {3,4} y el siguiente grafo.

2 3

4. Como A # 0, y el grado del vértice actual v = 4 es g(v) = g(4) = 1, escogemos
el anico vértice adyacente w = 5, eliminamos la arista {4,5} del grafo y el
vértice v, anadimos el vértice w = 5 a la lista del ciclo, y lo fijamos como
vértice actual. En este punto, tenemos que v = 5, C = {3,4,5} y el siguiente
grafo.

—_

(@]
ot

5. Como A # (), y el grado del vértice actual v = 5 es g(v) = g(5) = 3, escogemos el
vértice w = 6, ya que es adyacente a 5 y {5,6} no es arista de corte, eliminamos
la arista del grafo, anadimos el vértice w = 6 a la lista del ciclo, y lo fijamos
como vértice actual. En este punto, tenemos que v = 6, C' = {3,4,5,6} y el
siguiente grafo.

[\)
w

—
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. Como A # ), y el grado del vértice actual v = 6 es g(v) = g(6) = 2, escogemos el

vértice w = 1, ya que es adyacente a 6 y {6, 1} no es arista de corte, eliminamos
la arista del grafo, anadimos el vértice w = 1 a la lista del ciclo, y lo fijamos
como vértice actual. En este punto, tenemos que v = 1, C' = {3,4,5,6,1} y el
siguiente grafo.

. Como A # (), y el grado del vértice actual v = 1 es g(v) = g(1) = 1, escogemos

el tnico vértice adyacente w = 2, eliminamos la arista {1,2} del grafo y el
vértice v = 1, anadimos el vértice w = 2 a la lista del ciclo, y lo fijamos como
vértice actual. En este punto, tenemos que v = 2, C' = {3,4,5,6,1,2} y el
siguiente grafo.

[\
w

(@]
ot

. Como A # 0, y el grado del vértice actual v = 2 es g(v) = g(2) = 2, escogemos el

vértice w = 5, ya que es adyacente a 2 y {2,5} no es arista de corte, eliminamos
la arista del grafo, anadimos el vértice w = 5 a la lista del ciclo, y lo fijamos
como vértice actual. En este punto, tenemos que v =5, C = {3,4,5,6,1,2,5}
y el siguiente grafo.

[\
w
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9. En este punto, todos los vértices restantes presentan grado 1. Desde el vértice
v = b, el algoritmo saltard en los ultimos tres pasos a los vértices 3, 6 y
2, eliminando las aristas {5,3}, {3,6} y {6,2} sucesivamente. Al finalizar el
algoritmo en el vértice 2 (cuando A = (), el ciclo euleriano obtenido sera
C ={3,4,5,6,1,2,5,3,6,2}.

2 3 2

Una vez obtenido resultado del algoritmo de Fleury, el ciclo euleariano C' =
{3,4,5,6,1,2,5,3,6,2} del grafo G’, observamos que en él se encuentra la arista {3,6}
introducida articicialmente. Si reescribimos la secuencia del ciclo partiendo del vérti-
ce 6 y finalizando en el 3, obtenemos el camino euleriano P = {6,2,3,4,5,6,1,2,5,3}
del grafo G (en G, el salto entre 3 y 6 no es posible).

Nota Como alternativa al algoritmo de Fleury, encontramos el algoritmo
de Hierholzer, que también encuentra ciclos eulerianos.

Son muchos los problemas relacionados con los grafos eulerianos. Entre los
mas interesante, podemos destacar el problema del cartero chino o el problema
de las sucesiones de Brujin.

En el problema del cartero chino, formulado por Mei-Ko Kwan en 1962 se trata
de optimizar la ruta que debe seguir un cartero para repartir sus cartas en un
conjunto de calles. Teniendo en cuenta que el cartero debe recorrer todas las
casas de la calle al menos una vez, y que recorrer cada calle tiene un coste
asociado (es un grafo ponderado), si el grafo es euleriano, deberemos obtener
el ciclo euleriano, y si el grafo no es euleriano, deberemos determinar las calles
por las que debe pasar dos veces con un coste minimo.

En el problema de las sucesién de Brujin, el objetivo es ordenar de todas las
formas posibles sobre un vector circular (un ciclo) todas las palabras de k
digitos formadas a partir de un alfabeto ¥, de tal modo que todas las palabras
tan solo aparezcan una vez. En alfabetos binarios ¥ = {0,1}, el objetivo
seria ordenar las 2 sucesiones de k digitos. Este problema tiene interesantes
aplicaciones en criptografia.
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7.7 Grafos hamiltonianos

En el siglo XIX el matemético irlades Sir William R. Hamilton disené un
juego llamado “Alrededor del mundo”, en el que, sobre un dodecaedro (figura
geométrica con 12 caras pentagonales), se situaban 20 ciudades que debian
recorrerse sin repetir ninguna ciudad (Figura 7.33).

Planteado como un problema de grafos, el escenario se puede plantear como un
grafo 3-regular con 20 vértices y 30 aristas en el que, partiendo de un vértice,
se deben recorrer todos los vértices del grafo sin repetir ninguno. El problema
es semejante al de Euler, pero en este caso, deben recorrerse todos los vértices
en vez de las aristas.

Figura 7.33: Dodecaedro del problema de Hamilton

Definicién 7.56: Camino hamitoniano

Dado un grafo G = (V, A, ) no dirigido, diremos que P es un camino hamiltoniano
si pasa por cada vértice del grafo exactamente una vez.

Definicién 7.57: Ciclo hamiltoniano

Un ciclo hamiltoniano es un camino hamiltoniano cuyos vértices inicial y final coin-
ciden.
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Definicién 7.58: Grafo hamiltoniano

Dado un grafo G = (V, A, ) no dirigido, diremos que es un grafo hamiltoniano si
contiene un ciclo hamiltoniano, o equivalentemente, que contiene un ciclo generador.

El problema de determinar si un grafo es hamiltoniano es un problema compu-
tacionalmente muy costoso (NP-completo) y, desafortunadamente, no existe
ninguna caracterizacion general (ninguna condicion necesaria y suficiente) pa-
ra saber si un grafo es hamiltoniano, circunstancia que si se da para los grafos
eulerianos. Sin embargo, resulta interesante conocer condiciones bajo las cuales
un grafo puede ser hamiltoniano, o ciertas propiedades los grafos hamiltonianos
cumplen.

Teorema 7.11: Teorema de Dirac

Sea un grafo no dirigido G = (V, A, %) con |V| = n > 3 vértices. Si el grado minimo
6(G) = [ %] (la fraccién redondeada superiormente), entonces G es hamiltoniano.

Proposicién 7.15

Sea un grafo no dirigido G = (V, A,v) con |[V| = n > 3 vértices. Si existe algun

vértice v € V tal que g(v) = "T_l, entonces G contiene un camino hamiltoniano.

Teorema 7.12

Sea un grafo no dirigido G = (V, A, ), sea k(G) el nimero de componentes conexas
del grafo G, sea V' C V un conjunto de vértices cualquiera no vacio y sea el grafo
G = (V-V' A4). Si G es hamiltoniano, entonces k(G’) = |V’|, para cualquier V’.

Nota Haciendo uso de estas propiedades y de otras, existen mailtiples
algoritmos que permiten encontrar ciclos hamiltonianos en grafos.
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7.8 Arboles

Los arboles son un tipo de grafos que, por sus propiedades, son ttiles en mu-
chos campos de las matematicas. Un arbol se puede ver como la estructura
bésica subyacente en un grafo conexo. Si las estructuras de datos usadas para
el almacenamiento de informacién tienen las caracteristicas de un arbol, permi-
ten una recuperacion mas rapida de la informacién almacenada. Por ejemplo,
la mayoria de los sistemas operativos permiten mantener la informaciéon a di-
ferentes niveles en directorios y subdirectorios, que se podrian ver como los
vértices de un arbol. Son también utiles en otros campos como inteligencia
artificial, redes de comunicacion, anélisis de datos, redes eléctricas, etc.

7.8.1 Conceptos bdsicos

Definicién 7.59: Arbol no dirigido

Sea G = (V, A,¢) un grafo no dirigido. Diremos que G es un drbol si es conexo y
aciclico.

Ejemplo 7.42

El grafo de la Figura 7.34 es un arbol no dirigido, ya que todos sus vértices estan
conectados y no tiene ciclos.

Figura 7.34: Arbol no dirigido (Ejemplo 7.42).
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Teorema 7.13

Sea G = (V, A, 1) un grafo no dirigido con |V| > 2. Entonces, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) G es un arbol.

ii) G no tiene bucles y para cualquier par de vértices distintos en V, existe un
Gnico camino simple en G que los une.

iii) G es aciclico y |[A| = |V| — 1.

iv) G es conexo y |A| = |V|—1.

Demostracion. La equivalencia de estas cuatro afirmaciones se puede establecer de-
mostrando las siguientes implicaciones:

o i) — ii)

Sea G = (V, A) un arbol, y sean z,y € V dos vértices distintos de G. Proce-
diendo por reduccién al absurdo, supongamos que existen dos caminos distintos
P1 y P> que unen los vértices = e y en el grafo G. Si consideramos la unién
de los dos caminos, P; U P», obtenemos un ciclo. Sin embargo, si por hipote-
sis G es un arbol, G deberia ser aciclico. Por lo tanto, por contradiccién, la
asuncion de que existen dos caminos distintos P; y P> entre x y y es falsa y, en
consecuencia, entre dos vértices cualesquiera de G existe un tinico camino.

o ii) — iii)

Si G es un grafo sin bucles y entre dos vértices cualesquiera x,y € V existe un
Gnico camino que los une, es trivial que el grafo G no tiene ciclos, puesto que
la existencia de un ciclo implica necesariamente la existencia de dos caminos
para llegar desde x hasta y.

Para demostrar por otro lado que el nimero de aristas es |A| = |V| — 1, aplica-
remos la demostracién por induccién:

1. Base de induccion: partimos de |V| = 2. Si el grafo tan solo presenta
dos vértices, V = {z,y} no tiene bucles, y debe existir un camino simple
entre ellos, entonces existe una tnica arista a que los une, (a) = {z,y}.
Por lo tanto, A = {a} se cumple que [A|=|V|-1=2-1=1.

2. Hipdtesis de induccidn: suponemos que, para todo grafo con |V| = n
vértices, donde n es inferior a cierto valor k (n < k), sin bucles y con
todo par de vértices conectados por un tnico camino simple, se cumple
que [A|=|V|-1=n-1.
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3. Paso de induccion: para |V| = n = k + 1, es decir, suponiendo que el
grafo tiene k + 1 vértices, si eliminamos una arista a cualquiera tal que
Y(a) = {x,y} € A del grafo, se elimina el Gnico (x-y)-camino existente
entre dichos vértices. Por lo tanto, el grafo quedaria dividido en dos
subgrafos, que son componentes conexas: G, = (Vz,Az), que contiene
azx,y Gy = (Vy,Ay), que contiene a y. Como G5 y Gy son grafos con
menos de k vértices cada uno, por la hipétesis de induccién, sabemos que

Vil =ns <k — |Az| =n, — 1,
Vyl =ny <k — |4y =ny — 1,

[V|=n=mns+n,.
Con ello, deducimos que

A=A, UA,U{a},
|Al = |Az| + [Ay] + [{a}]
=Me—1)+(ny—1)+1
=ng+ny—1—-141
N——

n

=n—1l=k+1-1=k

Por lo tanto, por induccién, concluimos que para todo grafo G = (V, A) con
|V| vértices, sin bucles y con cualquier par de vértices conectados por un tnico
camino, el nimero de aristas es |A| = |[V| — 1.

iii) — iv)

Siendo G aciclico y |A| = |V| — 1, por reduccion al absurdo, suponemos que G
no es conexo. Por lo tanto, existen dos componentes conexas® G = (Va, Az) y
Gy = (Vy, Ay). Adicionalmente, sabemos que ambas componentes son aciclicas,
ya que G es aciclico. Por consiguiente, G, y G, son dos arboles (grafos aciclicos
conexos) y, por las implicaciones i) — ii) y ii) — iii),

|Ae| = |Va| — 1,
|Ay| = |Vy| =1L

Con ello, y sabiendo que |Az| + |Ay| = |A]| v que |Vz| + |Vy| = |V], se llega a
que

VI=1=A] = [Ae| + [Ay| = [Va| =1+ [Vy| =1 = [V| = 2.
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Evidentemente, al tratarse de una contradiccién que parte de suponer que G
no es conexo, concluimos que G es un grafo conexo.

e iv) — i)

Partiendo de que G es conexo y que |A| = |V| — 1, tan solo debe demostrarse
que G es aciclico para garantizar que sea un arbol.

Para ello, por reduccion al absurdo, supongamos que existe un ciclo C en G, y
sea a € C una arista del ciclo, tal que 9(a) = {z,y}. Si a G se le elimina la
arista a del ciclo, obtenemos un grafo G' = (V, A — {a}, ') que seguira siendo
conexo, pero en este caso aciclico (es decir, un arbol). Sin embargo, si G tiene
|V| — 1 aristas por hip6tesis, G’ presentara |V| — 2 aristas. Esto contradice la
implicacion i) — iii), es decir, que cualquier arbol G = (V, A, 1) tiene siempre
|A] = |V| — 1 aristas. Por consiguiente, por contradiccion, deducimos que si G
es conexo y con |A| = |V| — 1 aristas, también es aciclico y, por lo tanto, un
arbol.

Por lo tanto, con estas cuatro implicaciones demostradas, queda demostrada la equi-
valencia entre las cuatro afirmaciones del teorema. |

%La prueba se puede generalizar para n componentes conexas aplicando la misma demos-
tracién que se desarrolla en este punto.

Proposicién 7.16

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido. Si G es un arbol no trivial, entonces contiene
al menos dos vértices de grado uno.

Demostracion. Por ser G un arbol, es conexo, es decir, Vo € V,g(v) > 1. Ademas,
el arbol tiene |A| = |V| — 1 aristas (Teorema 7.13). Por ello, y por el Teorema del
Apreton de Manos (Teorema 7.2), sabemos que

> g(w) =214 =2(|V|-1) =2|V| - 2.

veV

Si suponemos un grafo en el que Vv, g(v) = 2, entonces es evidente que

> gy = 2=2V|>2[V|-2

veV veV

lo cual contradice la regla general deducida previamente. Por lo tanto, para garantizar
que siempre se verifique que la suma de grados no exceda el valor de 2|V | — 2, deben
existir al menos dos vértices en el grafo G cuyo grado sea 1. |
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Proposicién 7.17

Sea G = (V, A,v¢) un grafo no dirigido. Entonces, G es un arbol si y sélo si toda
arista es arista de corte.

Demostracion. (—) Si G es un arbol (grafo conexo y aciclico), sabemos que tiene
|A] = |V| — 1 aristas (Teorema 7.13). Por reduccion al absurdo, si suponemos que
existe una arista a € A que no es de corte, entonces el grafo G' = (V, A — {a},9’)
que resulta al eliminar dicha arista sigue siendo un grafo conexo y aciclico, es decir,
sigue siendo un arbol. Sin embargo, su nimero de aristas es de

[A—{a}| =]Al - {a}| = (V| -1) -1 = V]2,

lo cual es una contradiccién si G’ es un arbol. Por lo tanto, por contradiccién, toda
arista a € A es arista de corte.

(+) Partiendo de que toda arista de G es de corte, es evidente que G es un grafo
conexo.

Procediendo por reduccion al absurdo, suponemos que G no es un arbol, es decir,
que contiene algun ciclo C. Por lo tanto, si eliminamos alguna arista a € C' que se
encuentre en dicho ciclo, el grafo resultante G' = (V, A — {a}, ') sigue siendo un
grafo conexo y, en consecuencia, la arista a no seria arista de corte. Por lo tanto, por
contradicciéon, deducimos que G debe ser aciclico, y, en consecuencia, un arbol. W

Definicién 7.60: Arbol generador

Sea G = (V, A, ) un grafo no dirigido. Llamaremos drbol generador de un grafo G a
un subgrafo generador de G que sea arbol.

Teorema 7.14

Sea G un grafo no dirigido y conexo. G; es arbol generador de G si y solo si G es
subgrafo generador conexo minimal respecto al ntimero de aristas.

Demostracion. (—) Por hipotesis, G1 es arbol generador de G. Por ser arbol gene-
rador, G1 es un subgrafo generador de G y conexo. Tan solo queda por demostrar
que GG1 es minimal respecto al namero de aristas, es decir, que no existe un arbol
generado de G con menos aristas.
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Como (G1 es un arbol, cualquier par de vértices z,y € V esta unido por un tnico
camino. Si tenemos la arista a € A : ¥(a) = {z,y} y la eliminamos del grafo, entonces
los vértices x e y quedan desconectados (desaparece el camino que los conectaba). Por
lo tanto, G1 es minimal respecto al nimero de aristas.

(+=) Gi es subgrafo generador conexo de Gy minimal respecto al niamero de aristas.
Queda por demostrar que G1 es arbol o, lo que es lo mismo, demostrar que G1 es
aciclico.

Si G1 tuviera un ciclo C, se podria eliminar una arista a € C de ese ciclo sin que el
grafo dejara de ser conexo. Si esto fuera cierto, entonces G1 no seria minimal respecto
al ntimero de aristas, puesto que existiria un subgrafo G = (V, A — {a},%’) conexo
generador de G mas pequefio que G1. Por lo tanto, por contradiccion, G1 no puede
contener ningun ciclo si es minimal respecto al namero de aristas y, en consecuencia,
es arbol. |

Proposicién 7.18

Si G = (V, A 1) es un grafo no dirigido y conexo, entonces contiene un arbol genera-
dor.

Demostracion. Sea GG1 un subgrafo generador de GG, de forma que sea conexo y mini-
mal respecto al nimero de aristas. Como GG; es minimal respecto al namero de aristas,
cualquier arista de G1 que eliminemos dejara al grafo resultante desconectado. Por
lo tanto, toda arista de G es arista de corte y, en consecuencia (Proposicion 7.17),
G1 es un arbol generador. ||

Proposicién 7.19

Todos los érboles generadores de un grafo dado G no dirigido conexo tienen el mismo
namero de aristas.
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Teorema 7.15

Sea G = (V, A,4) un grafo no dirigido conexo, G1 = (Vi, A1,%1) un arbol generador
de G y a € A una arista del grafo G tal que a ¢ A;. Entonces, G' = (V, AU {a},v")
es un grafo que contiene un unico ciclo.

Demostracion. Sea a € A,¢(a) = {z,y} la arista del grafo G tal que a ¢ G1, donde
z,y € V son dos vértices. Como z e y son vértices del arbol G1, estaran unidos por
un dnico camino P. Por lo tanto, anadimos la arista a al grafo G1, de tal modo que

obtenemos el grafo G' = (V, AU {a},v’), estamos anadiendo otro camino entre los
dos vértices. En consecuencia tendremos un ciclo C' = P U {a} en G’ que, por la
unicidad del camino P en el drbol G1, es tnico. | |

Proposicién 7.20

Si G = (V, A, ) es conexo, entonces |A| > |V|— 1.

Proposicién 7.21: S

G es un grafo conexo no trivial, entonces tiene al menos dos vértices que no son de
corte.

Demostracion. Por la Proposicién 7.18 podemos decir que existe un arbol generador
G1 de G. Por ser G1 arbol, tiene al menos dos vértices de grado 1 (Proposicion 7.16).
Estos vértices no son de corte en el arbol G, y, por lo tanto, tampoco lo serdn en el
grafo G. ]

7.8.2 Algoritmos para obtener drboles generadores

Dado un grafo no dirigido, ponderado y conexo, un problema de interés seria
encontrar un arbol generador de coste minimo, donde el coste es la suma de los
pesos de todas las aristas. Una aplicacion tipica de los arboles generadores de
coste minimo tiene lugar en el disefio de redes de comunicaciéon. Los vértices
del grafo representan las ciudades o los puntos de comunicacién, las aristas,
las lineas de comunicacién existentes y el peso asociado a una arista, el coste
de seleccionar esa linea para la red. Un arbol generador de coste minimo
representa una red que comunicarfa todos los nodos con un coste global minimo.



7.8 Arboles

Un posible método para calcularlo seria obtener todos los drboles generadores,
calcular el coste total de cada uno de ellos y elegir el de menor coste. Este
procedimiento garantizaria que el arbol resultante seria el de minimo coste. Sin
embargo, es inviable debido al gran niimero de drboles generadores existentes en
un grafo. Por ejemplo, el grafo K, tiene al menos 2"~ —1 arboles generadores.
La complejidad de un algoritmo basado en este método sera, en el peor de los
casos, de 2".

Ademas, no tiene por qué existir un soélo arbol generador de peso minimo.
Por ejemplo, si trabajamos con un grafo ciclico y conexo de n vértices, cuyas
aristas tienen todas el mismo peso, entonces todos los drboles generadores de
este grafo tendran el mismo coste, mientras que si todas las aristas tuvieran
pesos diferentes, el arbol generador de coste minimo seria tnico.

La mayoria de los métodos para la busqueda de arboles generadores de coste
minimo se basan en la siguiente propiedad:

Proposicién 7.22

Sea G = (V, A, ) un grafo conexo y ponderado. Sea U C V algtn subconjunto propio
del conjunto de vértices. Si {u,v} es una arista de coste minimo que unea Uy V —U,
es decir, u € U, v € V — U, entonces existe un arbol generador de coste minimo que
incluye a {u,v} entre sus aristas.

Uno de los métodos que se puede utilizar para obtener el arbol generador de
coste minimo de un grafo es el método de Prim. El algoritmo de Prim comen-
zaria construyendo el arbol desde un primer vértice inicial vértice del arbol
y, en cada paso del algoritmo, se localiza la arista mas corta que conecta el
vértice con el resto de vértices no visitados, y se anade a la lista de aristas. El
algoritmo se repite hasta que todos los vértices hayan sido visitados. El algo-
ritmo de Prim se describe en pseudocddigo en pseudocodigo en el Algoritmo
10.
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Algoritmo 10 Algoritmo de Prim

1: Inputs:
Grafo G = (V, A, ¢, w) ponderado, vy € V
2: Initialize:
Gl - (‘/17141) — (0)7@)
S < {'Uo}
W+ 0
for cadaa € A: ¢(a) ={vy,z}, €V do

3:

4 W+ W U{a}

5. end for

6: while W # () do

7 Elige a € W : ¢(a) = {u,v}, w(a) es minimo
8
9

if v ¢ S then
: A1 — Al U {a}
10: Vi < Vi U{u,v}
11: S+ SuU{v}
12: for cadabe A: ¢(b) ={v,z}, €V do
13: if z ¢ S then
14: W« W U {b}
15: end if
16: end for
17: end if

18: end while
19: return G; = (V1, A,)

Otro método eficiente para obtener el arbol generador de coste minimo es
el algoritmo de Kruskal. Partiendo de un grafo vacio, el algoritmo afiade
progresivamente las aristas de menor peso del grafo, de tal modo que, al anadir
una arista, ésta no forme un ciclo. El procedimiento se prolonga hasta que se
hayan anadido al grafo n—1 aristas. En el caso de buscar el arbol generador de
méaximo peso, se procederia de forma analoga, escogiendo las aristas de mayor
peso. La complejidad de este algoritmo es O(eloge), siendo e el namero de
aristas del grafo. El algoritmo de Kruskal se describe en el Algoritmo 11.
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Algoritmo 11 Algoritmo de Kruskal

1: Inputs:
Grafo G = (V, A, 4, w) ponderado

2: Initialize:
A0 > Aristas del arbol generador
A« A > Aristas no visitadas
Sy {vi}, ..., Sn + {v.}

3: while [4,] < |V|—-1do

4 Elige a € A : ¢(a) = {u, v}, w(a) es minimo

5. A« A—{a}

6: if we Sy, ve s, k#1then

7: A+ Ay UA{a} > Nueva arista del arbol

8 Sk — Sk U Sl

9 Elimina S;

10: end if

11: end while

12: return G; = (V, 4;)

Teorema 7.16

El algoritmo de Kruskal proporciona el arbol generador de coste minimo a partir de
cualquier grafo G no dirigido conexo y ponderado.

Ejemplo 7.43

Dado el grafo de la Figura 7.35 con n = 7 vértices, aplicamos el algoritmo de Kruskal
para obtener el arbol generador de minimo peso.

2 G 3

Figura 7.35: Grafo no dirigido, ponderado y conexo (Ejemplo 7.43).
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El procedimiento es el siguiente:
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1. Inicializamos el conjunto de aristas del 4rbol generador A; = 0 (inicialmente

ninguna), las aristas no visitadas A=A (inicialmente todas), y los conjuntos

S1 = {1}7 S = {2}a S = {3}> Sy = {4}7 S = {5}7 Se = {6}7 S7 = {7}

. Escogemos la primera arista, {1,6}, de minimo peso 10 entre todas las aristas

no visitadas, y la eliminamos de la lista de no visitadas A. Como los vértices
pertenecen a conjuntos distintos, 1 € S; y 6 € S, incluimos la arista en el
conjunto de aristas del arbol A, fusionamos los dos conjuntos, S1 = S1 U S,
y eliminamos uno de ellos, Sg. En este punto, tenemos

A = {1,6},
A= {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5}, {5,6},{7, 5}, {7,4}, {7, 2}},
Sy = {176}7 Sz = {2}7 S = {3}7 Sy = {4}7 S5 = {5}7 S7 = {7}7

y el diagrama del arbol A;

1
X

6

. Como |A;1] =1 < |[V]| =1 = 6, escogemos como siguiente arista a {3,4} de

minimo peso 12 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen a conjuntos distintos, 3 € S3
y 4 € S4, incluimos la arista en el conjunto de aristas del arbol A4, fusionamos
los dos conjuntos, Ss = S3 US4, y eliminamos uno de ellos, S4. En este punto,
tenemos

A = {{1’6}7 {374}}:
A= {{1,2},{2,3},{4,5},{5,6},{7,5}, {7, 4}, {7, 2}},
S1={1,6}, S2 = {2}, Ss ={3,4}, Ss ={5}, S ={7},

y el diagrama del arbol A;
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4. Como [A1] =2 < |V]| —1 = 6, escogemos como siguiente arista a {2,7} de
minimo peso 14 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen a conjuntos distintos, 2 € So
y 7 € S7, incluimos la arista en el conjunto de aristas del arbol A;, fusionamos
los dos conjuntos, Se = S2 U S7, y eliminamos uno de ellos, S7. En este punto,
tenemos

A= {{17 6}7 {37 4}’ {27 7}}7
A= {{17 2}7 {27 3}7 {47 5}7 {57 6}7 {77 5}7 {7’ 4}}»
S1={1,6}, So={2,7}, Ss ={3,4}, S5 = {5},

y el diagrama del arbol A;

5. Como |Ai]| = 3 < |[V| — 1 = 6, escogemos como siguiente arista a {2,3} de
minimo peso 16 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen a conjuntos distintos, 2 € S
y 3 € S3, incluimos la arista en el conjunto de aristas del arbol A;, fusionamos
los dos conjuntos, Sz = S2 U S3, y eliminamos uno de ellos, S3. En este punto,
tenemos

Al = {{17 6}5 {37 4}5 {27 7}7 {27 3}}a
A= {{17 2}7 {47 5}7 {5’ 6}7 {7’ 5}7 {77 4}}7
S1={1,6}, S2 ={2,3,4,7}, S5 = {5},

y el diagrama del arbol A;
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2 16 3
12
14
1 7 4
10
6
6. Como [A;| = 4 < |V| —1 = 6, escogemos como siguiente arista a {7,4} de

minimo peso 18 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen al mismo conjunto, 4,7 € S,
no incluimos la arista en el arbol (si la incluyéramos, estariamos formando un
ciclo en el nuevo grafo). En este punto, mantenemos

A = {{17 6}7 {3? 4}a {2? 7}a {27 3}}a

A= {{17 2}7 {47 5}7 {5» 6}7 {77 5}}:
S ={1,6}, So ={2,3,4,7}, S5 = {5},

y el diagrama del arbol A;

2 G 3
12
14
1 7 4
10
6
7. Como |A;| = 4 < |V| —1 = 6, escogemos como siguiente arista a {7,5} de

minimo peso 24 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen a conjuntos distintos, 5 € S5
y 7 € Sz, incluimos la arista en el conjunto de aristas del arbol A;, fusionamos
los dos conjuntos, Sz = S2 U S5, y eliminamos uno de ellos, Ss5. En este punto,
tenemos

A= {{17 6}7 {37 4}7 {27 7}7 {27 3}7 {77 5}}7
A = {{1’ 2}7 {4’ 5}7 {5a 6}}7
S1={1,6}, S2 ={2,3,4,5,7},

y el diagrama del arbol A;
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2 16 3
12
14
1 7 4
10 o0
6 5
8. Como [A1| =5 < |V| —1 = 6, escogemos como siguiente arista a {4,5} de

minimo peso 25 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la
lista de no visitadas A. Como los vértices pertenecen al mismo, 4,5 € S5, no
incluimos la arista en el arbol. En este punto, mantenemos

Al = {{17 6}’ {37 4}5 {2’ 7}7 {27 3}7 {77 5}}a

A= {{1? 2}a {5,6}},
S1={1,6}, So ={2,3,4,5,7}.

y el diagrama del arbol A;

2 1 3
12
14
1 7 4
{0 24 25
6 5
9. Como [A1| =5 < |V| =1 = 6, escogemos como siguiente arista a {5,6} de

minimo peso 25 entre todas las aristas no visitadas, y la eliminamos de la lista
de no visitadas A. Como los vértices pertenecen a conjuntos distintos, 5 € S
y 6 € S1, incluimos la arista en el conjunto de aristas del arbol Ay, fusionamos
los dos conjuntos, S1 = S1 U Sz, y eliminamos uno de ellos, S>. En este punto,
tenemos

A = {{17 6}? {374}7 {27 7}7 {27 3}7 {77 5}7 {57 6}}7
A={{1,2}},
S1=1{1,2,3,4,5,6,7}.

y el diagrama del arbol A;
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2 16 3
12
14
1 7 4
L0 24 25
6 5

10. Como |A;| =6 = |V| — 1, el algoritmo finaliza.

El algoritmo retorna el arbol de coste minimo G = (V, A1). De forma anéloga se
puede obtener el arbol de maximo coste, escogiendo la arista de mayor peso en cada
paso. Los arboles de minimo y maximo coste se muestran en la Figura 7.36.

2 1 3 2 G 3
12
14 08 14
1 7 4 1 7 4
{0 24 24 22
6 25 5 6 25 5

Figura 7.36: Arboles generadores de minimo (izquierda) y méximo (derecha) peso
(Ejemplo 7.43).
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7.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 7.1

Sea G = (V, A, 1) el grafo representado en el siguiente diagrama:

1. Escribe explicitamente los conjuntos V' y A, la funcién de incidencia y la de
adyacencia.

2. Determina el grado de cada uno de los vértices de este grafo. ;Es regular?
3. Para cada vértice v determina los conjuntos I'(v), ['(v), I'*(v) y T'*(v).

4. Obtener el subgrafo generado por los vértices 1, 2 y 3, el subgrafo generado por
las aristas a, e y f, y tres subgrafos generadores distintos entre si.

5. Encontrar un ciclo en el grafo y una cadena cerrada.

6. Determinar si el grafo es conexo y, si no lo es, obtener sus componentes cone-
xas. Para cada una de las dos componentes conexas encontrar, si es posible al
menos, un vértice de corte, una arista de corte, una cortadura de vértices y una
cortadura de aristas.

7. Obtener la matriz de accesibilidad del grafo.

Ejercicio 7.2

Dado el grafo G = (V, A), donde

V ={1,2,3,4,5,6},
A= {{17 3}a {17 5}a {2? 4}a {27 6}7 {37 5}7 {47 6}}7

1. Aplicar un algoritmo de buasqueda para un vértice del grafo.
2. Determinar si el grafo es conexo, y si no lo es obtener sus componentes conexas.

3. Encontrar un ciclo el grafo.
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Ejercicio 7.3

Dado el grafo definido por la matriz de adyacencia

01 1 1100
1 000100
1001 0 1 1

Ms=|1 010 1 0 1],
1 10100 1
0010001
001 1 1 1 0

1. Determinar si es un grafo euleriano.
2. Encontrar si existe una camino o un ciclo euleriano.
3. Determinar si el grafo es hamiltoniano.

4. Encontrar un camino hamiltoniano si es posible.

Ejercicio 7.4

Dado un grafo simple G = (V, A), demuestre que:

1. Si todo par de vértices del grafo esta conectado por un tinico camino, entonces
es un arbol.

2. Si solo tiene dos vértices de grado 1 es un camino.

3. Si G es un arbol, entonces es un grafo bipartido.

Ejercicio 7.5

Obténganse los arboles generadores de minimo y méximo peso del grafo ponderado
con matriz de costes

0 16 0 12 0 O
Mc=10 0 12 0 22 0 18
0 0 0 22 0 25 24
10 0 0 0 25 0 O
0 14 0 18 24 0 O
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Ejercicio 7.6

Un hidrocarburo saturado es una molécula con una férmula C,,H,, en la que cada
atomo de carbono (C) tiene cuatro enlaces, y cada atomo de hidrégeno (H), uno, de
tal modo que ninguna sucesion de enlaces forma un ciclo. Demostrar que para cada
entero positivo n, C,,H,, existe sblo si n = 2m + 2.
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Apéndice A

Ejercicios resueltos de grafos

A.1 Introduccion

En este apéndice se presentan una serie de ejercicios teérico-practicos relacio-
nados con la teoria de grafos. Con ellos, el lector puede poner en practica
los conocimientos adquiridos tras la lectura del ultimo capitulo para resolver
problemas reales. Algunos de los problemas planteados requieren el uso de pro-
gramas informaticos para aplicar ciertos algoritmos. En nuestro caso, hemos
empleado el software SWGraphs'.

1El software, desarrollado en el lenguaje de programacion Ja-
va, puede descargarse directamente desde el siguiente enlace:
https://courses.edx.org/assets/courseware/v1/1fcad2efac6e29498894eb423d62e57 /asset-
v1:UPValenciaX+TGV201x.1+2T2021+type@asset+block/SWGraphs 2.1.9.jar. Para aprender a
utilizar el software, recomendamos el curso online “Aplicaciones de la Teoria de Grafos a la Vida
Real (I)” (plataforma edX), disponible en https://www.edx.org/course/aplicaciones-de-la-teoria-de-
grafos-a-la-vida-real
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Apéndice A. Ejercicios resueltos de grafos

A.2 Enunciados y soluciones

Ejercicio A.1

Sea
1 1 1 1 0 0 O
1 0 001 0 O
M;y=|0 1 0 0 1 1 0
0 01 0 0 1 1
0 0 0 1 0 0 1

la matriz de incidencia de un grafo G.
a) Represente el diagrama del grafo G.
b) Calcule su matriz de adyacencia A.
c) sSe trata de un grafo simple? Justifique la respuesta.
d) ;Es un grafo completo? Justifique la respuesta.
e) Indique los grados de todos los vértices.
1) é¢Es un grafo regular? Justifique la respuesta.

g) ¢Contiene el grafo algin ciclo o algin camino euleriano? Justifique la respues-
ta.

h) ¢Puede anadir alguna propiedad mds del grafo? Justifiquela.
Solucién:

Dibujando el grafo con el software SWGraph y empleando sus herramientas, obtene-
mos los siguientes resultados.

a) El diagrama del grafo dibujado para la matriz de incidencia dada se muestra
en la Figura A.1.
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Figura A.1: Diagrama del grafo.

b) La matriz de adyacencia viene dada por

01 1 1 1

1 0 1 0 O

Ma=1]11 1 0 1 O

1 01 0 1

1 0 0 1 0

vl V2 v3 v4 V3

vl 0 1 1 1 1
v2 1 1] 1 0 1]
v3 1 1 1] 1 0
el 1 0 1 0 1
V3 1 1] ] 1 1]

Figura A.2: Matriz de adyacencia del grafo.

¢) En la matriz de incidencia observamos que no hay dos columnas iguales, es
decir, que no existen aristas paralelas (no hay dos aristas o mas que unan el
mismo par de vértices). Asimismo, podemos observar que la diagonal de la
matriz de adyacencia sélo tiene entradas nulas, por lo que no existen bucles.
Por lo tanto, el grafo es simple.

d) En la matriz de adyacencia encontramos ceros fuera de la diagonal, por lo que
existen pares de vértices que no estdn unidos por ninguna arista en el grafo.
Por ejemplo, la entrada azs = 0, es decir, que no existe arista entre vy y vs.
Por lo tanto, el grafo no es completo.

e) Para calcular los grados de los vértices, basta con sumar por filas o columnas
la matriz de adyacencia, o las filas de la matriz de incidencia del grafo. De este
modo, obtenemos que
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f)

g)

5
g(v1) = Zan =4,
=1
5
g(v2) = Zam =2
=1
5
g(vs) =) _aiz =3,
=1
5
g(va) = aiu =3,
=1
3)
g(vs) =) ais =2
=1

Panel informacidn

Grado de los vértices:
Grafo Mo Dirigido

Nodo v1: Grado 4
Nodo v2: Grado 2
Nodo v3: Grado 3
Nodo v4: Grado 3
MNodo v5: Grado 2

Figura A.3: Grados del grafo.

Un grafo es regular si todos los vértices tienen el mismo grado. En este caso,
no se trata de un grafo regular, ya que los grados de los vértices difieren.

Un grafo conexo contiene un ciclo euleriano si y solo si todos los vértices tienen
grado par (Teorema de Euler 7.10), y contiene un camino euleriano si y solo
si tiene exactamente dos vértices de grado impar (Proposicién 7.14). En este
caso, encontramos exactamente dos vértices de grado impar (grado 3), vs y va,
y el resto de grado par. Por tanto, en este grafo existird un camino euleriano
de v3 a va.

En este caso podemos anadir que el grafo es conexo, ya que el vértice v1 es
adyacente al resto de vértices del grafo, o bien porque hay un ciclo que pasa
por todos los veértices del grafo, C' = {v1,v2,vs,v4, 5, v1 }.



A.2 Enunciados y soluciones

Ejercicio A.2

Represente el grafo G cuya matriz de adyacencia es

Ma=

o= O OO
2 o o e =
O OO~ =
— O o O o
2 e 92 e =

Calcule sus componentes conexas e indique razonadamente si se trata de un grafo
fuertemente conexo.

Solucion:

Al tratarse de una matriz de adyacencia asimétrica, el grafo G es dirigido. La repre-
sentacion del grafo se muestra en la Figura A.4.

Figura A.4: Diagrama del grafo.

Si observamos los grados de los vértices, comprobamos que el grado de salida del
vértice vz es gs(v3) = 0 (no hay arcos que salen de él). Por ello, no existe ningtn
camino dirigido que pase por dicho vértice. Por lo tanto, el grafo no puede ser
fuertemente conexo.

Para hallar sus componentes fuertemente conexas, podemos calcular en primer lugar
su matriz de accesibilidad, que viene dada por

S

Il
_ =0 O
== O =
e
=0 O
= O O -
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A continuacion, si multiplicamos la matriz de accesibilidad por su traspuesta, obte-

niendo
v1 v2 v3 V4 V5
1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 vy 1 0 0 1 1
0 1 1 0 O 1 1 0 1 1 va 0O 1 0 0 O
AAT=10 0 1 0 0 1 1 1 1 1] = vs 0O 0 1 0 O
1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 w4 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 0 0 1 1 vs 1 0 0 1 1

Observamos que existen tres tipos de filas:
e las de los vértices vi, va y vs,
e la del vértice va, y
o la del vértice vs.

Reordenando filas y columnas, quedan més claras las componentes conexas:

v1 vq v5 v2 v3
vy 1 1 1 0 0
v 1 1 1 0 0
s 1 1 1 0 0
va 0 0 0 1 0
v3 0 0 0 0 1

Cada uno de estos grupos de vértices forma una componente fuertemente conexa
distinta, tal y como se muestra en la Figura A.5

Figura A.5: Componentes fuertemente conexas del grafo.
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Ejercicio A.3

El grafo G = (V, A) es un grafo aciclico con cuatro componentes conexas y n = 2008
vértices.

a) Si todos los vértices tienen grado 1 o 2, scudntos vértices hay de cada clase?

b) Si todos los vértices tienen grado 1 o 3, jcudntos vértices hay de cada clase?

Solucioén:

a)

Si el grafo es aciclico, esto significa que cada componente conexa es un arbol.
Adicionalmente, como tan solo existen vértices de grado 1 o 2, cada componente
conexa es un camino, es decir, que en cada componente conexa encontraremos
dos vértices de grado 1y, el resto, de grado 2. Por lo tanto, tendremos 2-4 = 8
vértices de grado 1, y sabiendo que el nimero total de vértices es de 2008,
tendremos 2008 — 8 = 2000 vértices de grado 2.

Sabiendo que el grafo tiene cuatro componentes conexas aciclicas (arboles), G,
G2, G3 y G4, sabemos que

4
Zni = n = 2008.
=1

Por otro lado, el ntimero de aristas e = |A| del grafo G es la suma del namero
de aristas e; de cada una de sus componentes conexas G;, con ¢ = 1,2,3,4. Por
las propiedades del arbol (Teorema 7.13), deducimos que

ei:m—l, Vi:1,2,3,4,

4 4 4
e=Y e=>» (ni—1)= (Zn) —4=n—4=2008 — 4 = 2004.
=1l

g=il 1=1

En este punto, es inmediato deducir que la suma de los grados de todo el grafo,
por el Teorema del Apretén de Manos (Teorema 7.2), es

> g(v) = 2e = 22004 = 4008.
veG
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Si denominamos z al nimero de vértices de grado 1, e y al namero de vértices de
grado 3, y sabiendo que z+y = n = 2008, o alternativamente, que z = 2008 —1y,
concluimos que

008=> gv)= > gw)+ > g

veG vEG: g(v)=1 vEG: g(v)=3
=z 1+y-3= (2008 — y) + 3y = 2008 + 2y,
_ 4008 ; 2008 — 1000,

z = 2008 — y = 2008 — 1000 = 1008.

Por lo tanto, en el grafo G existen 1008 vértices de grado 1 y 1000 vértices de
grado 3.

Ejercicio A.4

Calcule un subgrafo generador del grafo de la Figura A.6 aplicando el algoritmo BFS
y numerando los vértices a medida que vayan siendo alcanzados por el algoritmo.

Figura A.6: Diagrama del grafo.

Solucion:
Aplicamos el algoritmo BFS desde el vértice v:

1. Los vértices adyacentes a v1 son I'(v1) = {v2, vs,va,vs}. Tras incorporarlos a la
cola @ = {v2,v3,v4,v5}, tomamos el primer vértice de la cola, v2, lo eliminamos
de la cola @ = {vs,vs,vs5}, lo afladimos a la lista de visitados S = {v1} y
repetimos el procedimiento.
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2. Los vértices adyacentes a va son I'(va) = {v4, vs,v6}. Como vs4 y v5 ya estan en
la cola, tan solo incorporamos a la cola vs, obteniendo que Q = {vs,v4,vs, v }.
A continuacién, tomamos el primer vértice de la cola, vz, lo eliminamos de
la cola @ = {v4,vs5,v6}, lo anadimos a la lista de visitados S = {vi,v2} y
repetimos el procedimiento.

3. Los vértices adyacentes a vz son I'(vs) = {v1,v6}. Como ya estan en la cola,
no modificamos la cola @ = {v4,vs5,v6}. A continuacioén, tomamos el primer
vértice de la cola, va, lo eliminamos de la cola Q = {vs,vs}, lo afiadimos a la
lista de visitados S = {v1,v2,v3} y repetimos el procedimiento.

4. Los vértices adyacentes a v4 son I'(v4) = {v1,v2,vs,vs,v7,v8}. Como tan solo
v7 y vs no han sido visitados ni estan en la cola, los incorporamos en la cola
Q = {vs,v6,v7,v8}. A continuacién, tomamos el primer vértice de la cola, vs,
lo eliminamos de la cola, Q = {vs,v7,vs}, lo anadimos a la lista de visitados
S = {v1,v2,v3,v4,v5} y repetimos el procedimiento.

5. Como a partir de este punto todos los vértices estéan en la cola o en la lista de
visitados, el algoritmo BFS ira retirando los vértices de la cola @) de primero a
altimo y transfiriéndolos por ese orden a la lista de visitados S. Por lo tanto,
tras los cuatro ultimos vértices (de vs a vg), el algoritmo BFS finalizara y
retornara la lista S = {v1,v2,vs, v4, v5, V6, V7, Vs }.

El resultado del algoritmo BFS se muestra en la Figura A.7.

Panel informacicn Algoritmo seleccionad... BFS - Busqueda en anchura
Vista del Grafo

£l algoritmo de BFS (Breadth First Search) ha finalizado.

RESULTADO:

Los nodos alcanzados en la bisqueda en anchura, mostrados
en orden, desde el nodo inicial "v1” son

vi
v2
%
va
vs
v6
v7
v8

El drbol de busqueda se muestra en el panel de grafos de
color azul sobre el grafo original

Figura A.7: Resultado del algoritmo BFS.
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Ejercicio A.5

Aplique el algoritmo de Dijkstra sobre el grafo ponderado de la Figura A.8 para calcular
el camino de minimo peso del vértice A al vértice E.

Figura A.8: Diagrama del grafo.

Solucién:
Aplicamos el algoritmo de Dijkstra desde el vértice A:

1. Inicializamos el vector de etiquetas D = (0, 0o, 00, 00, 00, 00, 00), inicialmente
infinitas, a excepcion de la del vértice inicial D(A) = 0.

A B C D E F G

D(ni) 0 oo o© o0 00 00 00

2. Tomando A como vértice actual, dados sus vértices adyacentes I'(A) =
{B,D,F}, y sabiendo que la el peso D(A) = 0, actualizamos las etiquetas
de los vértices adyacentes como

D(B) = min{D(B), D(A) + w({A,B})} = min{oco, 0 + 12} = 12,
D(D) = min{D(D), D(A) + w({A,D})} = min{oo,0+ 6} = 6,
D(F) = min{D(F), D(A) + w({A,F})} = min{co,0 + 4} = 4,

y afladimos A a la lista de visitados, S = {A}. La etiqueta de A queda fija.
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A B c D E F G

D(ni.) 0 oo o0 00 00 00 00
D (it. 1) 12/A o0 6/A oo 4/A ©

3. Elegimos F como vértice actual, ya que es el vértice con menor peso de entre los
no visitados, D(F) = 4. Dados sus vértices adyacentes I'(F) = {A, B, C, E, G},
actualizamos las etiquetas de los vértices no visitados (B,C,E y G) como

D(B) = min{D(B), D(F) + w({F,B})} = min{12,4 + 8} = 12,
D(C) = min{D(B), D(F) + w({F,C})} = min{co,4 + 1} =5,
D(E) = min{D(B), D(F) + w({F,E})} = min{co,4 + 6} = 10,
D(G) = min{D(B), D(F) + w({F,G})} = min{co,4 + 2} = 6,

y afladimos F a la lista de visitados, S = {A,F}. La etiqueta de F queda fija.

A B C D E F G

D (ini.) 0 0o o 00 00 00
D (it. 1) 12/A° o 6/A oo 4/A oo
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F

4. Elegimos C como vértice actual, ya que es el vértice con menor peso de entre
los no visitados, D(C) = 5. Dados sus vértices adyacentes I'(C) = {B, D, F},
actualizamos las etiquetas de los vértices no visitados (B y D) como

D(B) = min{D(B), D(C) + w({C,B})} = min{12,5 + 7} = 12,
D(D) = min{D(D), D(C) + w({C,D})} = min{6,5+ 7} = 6,

y aniadimos C a la lista de visitados, S = {A,F,C}. La etiqueta de C queda
fija.

A B C D E F G

D (ini. 0 00 00 00 00 00 00
D Eit. )1) 12/A o 6/A o 4/A
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F
D (it. 3) 12/A 6/A 10/F 6/F

327



Apéndice A. Ejercicios resueltos de grafos

5. Elegimos D como vértice actual, ya que es el vértice con menor peso de en-
tre los no visitados, D(D) = 6 (también podriamos haber elegido E, pe-
ro preferimos tomar D por orden alfabético). Dados sus vértices adyacentes
I'(D) = {A, C,E, G}, actualizamos las etiquetas de los vértices no visitados (E
y G) como

D(E) = min{D(E), D(D) + w({D,E})} = min{10,6 + 2} = 8,
D(G) = min{D(G), D(D) + w({D,G})} = min{6,6 + 8} = 14,

y anadimos D a la lista de visitados, S = {A,F,C,D}. La etiqueta de D queda

fija.
A B C D E F G
D (ini.) 0 oo 00 00 00 oo 00
D (it. 1) 12/A° oo 6/A oo 4/A
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F
D (it. 3) 12/A 6/A 10/F 6/F
D (it. 4) 12/A 8/D 6/F

6. Elegimos G como vértice actual, ya que es el vértice con menor peso de entre
los no visitados, D(G) = 6. Dados sus vértices adyacentes I'(G) = {B, D, F},
actualizamos las etiquetas de los vértices no visitados (B) como

D(B) = min{D(B), D(G) + w({G,B})} = min{12,6 + 2} = 8,

y anadimos G a la lista de visitados, S = {A,F,C,D,G}. La etiqueta de G
queda fija.

A B C D E F G

D (ini.) 0 oo 00 00 00 00 00
D (it. 1) 12/A° o~ 6/A oo 4/A
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F
D (it. 3) 12/A 6/A 10/F 6/F
D (it. 4) 12/A 8/D 6/F
D (it. 5) 8/G 8/D

7. Elegimos B como vértice actual, ya que es el vértice con menor peso de entre
los no visitados, D(B) = 8 (por orden alfabético). Dados sus vértices adya-
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centes I'(B) = {A,C,F, G}, como todos han sido visitados, no actualizamos
las etiquetas, y anadimos B a la lista de visitados, S = {A,F,C,D,G,B}. La

etiqueta de B queda fija.

A B C D E F G
D (ini.) 0 00 00 00 00 00
D (it. 1) 12/A o 6/A o 4/A
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F
D (it. 3) 12/A 6/A 10/F 6/F
D (it. 4) 12/A 8/D 6/F
D (it. 5) 8/G 8/D
D (it. 6) 8/D

8. Finalmente, elegimos E como vértice actual, ya que es el dltimo vértice por
visitar. Dados sus vértices adyacentes I'(E) = {D,F}, como todos han sido
visitados, no actualizamos las etiquetas, y anadimos E a la lista de visitados,
S={A,F,C,D,G,B,E}. La etiqueta de E queda fija.

A B C D E F G
D (ini.) 0 00 00 00 00 00
D (it. 1) 12/A° o~ 6/A oo 4/A
D (it. 2) 12/A 5/F 6/A 10/F 6/F
D (it. 3) 12/A 6/A 10/F 6/F
D (it. 4) 12/A 8/D 6/F
D (it. 5) 8/G 8/D
D (it. 6y 7) 8/D

9. Al no existir méas vértices por visitar, el algoritmo finaliza.
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El resultado del algoritmo es el vector con los pesos de los caminos més cortos entre el
vértice A y el resto de vértices, D = (0, 8,5, 6,8,4,6). Los resultados del algoritmo de
Dijkstra, reflejados en la Figura A.9, muestran que el camino mas corto para alcanzar
el vértice E desde A seria P = (A, D, E), con peso minimo D(E) = 8.

e Algaritmo seleccionad... Dijkstra - Camino mas corto
Vista del Grafo

£ algoritmo de Dijkstra ha finalizado.

RESULTADO

Distancia de A3 A = 0.0
Camino recorrido: A

Distancia de A3 B = 8.0
Camino recorrido: A > F > G --> B

Distancia de Aa C = 5.0
Camino recorrido: A —> F > €

Distancia de Aa D = 6.0
Camino recorrido: A —> D

Distancia de Aa E = 8.0
Camino recorrido: A --> D =-> E

Distancia de Aa F =4.0
Camino recorrido: A > F

Distancia de A3 G = 6.0
Camino recorrida: A > F > G

Figura A.9: Resultados del algoritmo de Dijkstra.

Ej

o A.6

Una red de ordenadores se ha disenado de tal modo que la distancia entre cada uno
de ellos viene dada en metros por la Tabla A.1.

B/ C D |E|F |G H|I
5| 5

W N DN DN

Slicliw/lelfe e

3

Tabla A.1: Distancias entre nodos de la red.

a) Represente el grafo.
b) Determine si el grafo es bipartito. Es un drbol? Justifique la respuesta.

¢) ¢Cudntas aristas se deberian eliminar del grafo para obtener un drbol genera-
dor?

d) ;Se puede mandar un mensaje desde el nodo I que recorra todos los modos,

pasando una unica vez por cada modo? En caso afirmativo, indique cudl seria
el camino.
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Solucion:

a) El diagrama de la red de ordenadores se muestra en la Figura A.10.

Figura A.10: Diagrama del grafo.

b) Por el Teorema 7.3, sabemos que un grafo bipartido no contiene ciclos de lon-
gitud impar. En este caso, encontramos por ejemplo el ciclo C' = (A, C,E, A),
de longitud 3. Por lo tanto, concluimos que el grafo no es bipartido. Por otro
lado, sabemos por definicién que un arbol es un grafo aciclico, y como esta red
presenta ciclos, no puede ser un arbol.

c) Por el Teorema 7.13, sabemos que si nuestra red tiene 9 nodos, un arbol gene-
rador deberia tener 8 aristas. Como el grafo presenta 12 aristas, deberiamos
eliminar 12 — 8 = 4 aristas para construir un arbol generador.

d) Mandar un mensaje desde el nodo I que pase por todos los nodos una sola
vez, por definicién, equivale a encontrar un camino hamiltoniano en el grafo.
Aunque no existe un teorema de caracterizacion de los grafos hamiltonianos, si
observamos en este caso particular que tres nodos - I, H y G - tienen grado 1,
es facil deducir que no puede existir un camino hamiltoniano. Esto se deduce
teniendo en cuenta que, si entramos en uno de dichos nodos, por ejemplo al
nodo H desde el nodo E, el camino no podria continuar hacia otro vértice, a no
ser que se recorriera la arista en sentido inverso y se volviese al nodo anterior,
el nodo E.
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Ejercicio A.7

Dado el grafo de la Figura A.11, que representa al parque cientifico de la Universidad
de Rivendel con sus edificios y las distancias entre ellos (en kilometros), responda
a las siguientes cuestiones indicando y explicando razonadamente el procedimiento
utilizado, los algoritmos empleados y los resultados obtenidos:

€2NTRO DE CALCULO

DESARROLLO

Figura A.11: Diagrama del grafo.

a) Un camidon de la basura quiere recorrer todas las calles sin repetir ninguna
partiendo de la Garita de acceso y volviendo de nuevo a ella. ;FEs posible?
Justifique la respuesta.

b) Si el camion de la basura quiere recorrer todas las calles partiendo de la Garita
de acceso y volviendo de nuevo a ella, aunque se vea obligado a pasar mds de
una vez por alguna calle, scudl seria el minimo nimero de metros que recorreria
en este caso? ;Por qué calles se veria obligado a pasar mds de una vez?

c) Acaba de llegar el nuevo ordenador de alto rendimiento al Centro de Cdlculo.
Antes de instalarlo, el gerente, que estd en su despacho en el edificio de Ad-
ministracion, y el director de programas de desarrollo, que estd en el Centro
de Desarrollo, deben personarse. ;Qué recorrido deberan hacer para llegar lo
mds rdapido posible? ;Cudntos kilometros recorrerdn? Si la calle que va desde
Empresas al Centro de Cdlculo estd blogueada por el camion de la basura, ;cudl
seria el nuevo recorrido, y cudntos kilometros recorrerian?

d) El personal del edificio de Desarrollo se ha quejado de la dificultad de acceso al
edificio de Administracion, en el que habitualmente realizan muchas gestiones.
Por ello, se ha construido una nueva calle de 3 kilometros que los une directa-
mente. En este caso, sseria posible recorrer todas las calles del parque cientifico
sin pasar dos veces por la misma calle, partiendo de los puntos situados en el
plano y terminando en otro punto? En caso de ser posible, ;cudles serian estos
puntos?
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e) En la Garita de acceso se recoge el correo que llega del exterior y se procede a
clasificarlo y distribuirlo a cada uno de los edificios. ;Seria posible encontrar
una ruta para efectuar el reparto de modo que recorra todos los edificios sin
pasar dos o mds veces por el mismo?

f) Se encarga al intendente de Seguridad que disene las rutas a sequir desde la
Garita en el caso de que suene una alarma, con el fin de llegar al punto de
incidencia en el menor tiempo posible. El intendente da tres soluciones (Figura
A.12). ;Cudl es la correcta?

—=0
CENTRO DE CALCULO.

9)
DESERROLLO

=0
CENTRO DE CALCULO

O
DESARROLLO

O
‘CENTRO DE CALCULO.

(©)

Figura A.12: Tres soluciones propuestas por el intendente de Seguridad.
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g) Se va a instalar una nueva red de datos de alta velocidad. El cableado ird
enterrado en las aceras de las carreteras. ;Coémo deberia disenarse para que el
coste de la instalacion sea minimo?

h) Al final del dia, el guardia de seguridad debe cerrar todos los edificios y, al
principio del dia, abrirlos, a excepcion de la Cafeteria, que tiene un horario
distinto. sQué ruta deberia sequir el guardia para recorrer la menor distancia
posible?

Solucion:

334

a) Un recorrido que, partiendo de un vértice, pasa por todas las calles (aristas)
sin repetir ninguna de ellas y retorna al vértice inicial es la definicién de un
ciclo euleriano. Por el Teorema de Euler (Teorema 7.10), sabemos que un grafo
es euleriano si y s6lo si no contiene vértices de grado impar. Si observamos
los grados de los vértices (Figura A.13), comprobaremos que existen cuatro
vértices de grado impar, por lo que concluimos que el ciclo no es euleriano, y
que el recorrido propuesto no es posible.

Fanel informacidn

Grado de los vértices:
Grafo No Dirigido

Nodo ADMINISTRACION: Grado 3
Nodo INVESTIGACION: Grado 4

Nodo CENTRO DE CALCULQ: Grado 4
Nodo DESARROLLO: Grado 3

Nodo CENTRO EMPRESARIAL: Grado 5
Nodo GARITA: Grado 4

Nodo CAFETERIA: Grado 5

Figura A.13: Grados del grafo.

b) En este caso, se trata de un problema de cartero chino, en el que se pretende re-
correr con la minima distancia posible todas las calles del grafo. Los resultados
del algoritmo se muestran en la Figura A.14.

Panel nformacién Algoritmo selecdonad... Cartero Chino

1 slgoritmo de Cartero Chino ha finalizado. ERCEED

RESULTADO!
£l recorrido a realizar es: ) )
de ADMINISTRACION 3 INVESTIGACION; de INVESTIGACION 3

El
3
g
2
1)
g
2
g
8
3

|ADMINISTRACION;

Peso del camino = 78.0 uds
Longitud del camino = 16 aristas

Peso de Ias aristas replicadas =5.0 uds —> 6% del peso del
orafo inicial (73.0 uds)

CENTRO EVPRESARIAL CETRO DE cALcULo

Figura A.14: Resultados del algoritmo del cartero chino.
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Los resultados muestran que el camiéon de la basura recorreria 78 ki-
lémetros a través de un total de 16 calles, y que pasaria dos ve-
ces por las calless {ADMINISTRACION, CENTRO EMPRESARIAL} vy
{CAFETERIA, DESARROLLO}.

En este caso, para encontrar el camino més corto desde los edificios de Ad-
ministracion y Desarrollo hasta el Centro de Calculo, aplicamos dos veces el
algoritmo de Dijkstra sobre el grafo, tomando como vértices iniciales Adminis-
traciéon y Desarrollo, respectivamente, y Centro de Calculo como vértice final.
Los resultados se muestran en las Figuras A.15a y A.15b.

Panel Informacidn Agoritmo selecconad... Dijkstra - Camino mas corto
El algoritmo de Dijkstra ha finalizado. ¥isia el Groo)

RESULTADO:

Distancia de ADMINISTRACION 2 CENTRO DE CALCULO = 5.0
Camino recorti do: ADMINISTRACION > CENTRO EMPRESARIAL
> CENTRO DE CALCULO

o .
CENTRO D CALCULO

(a) Inicio en Administracién.
Panel informacién Algoritmo seleccionad... Dijkstra - Camino mas corto
El algoritmo de Dijkstra ha finalizado. Vista dol Grafo

RESULTADO:

ESARROLLO a CENTRO DE CALCULO = 8.0
do: DESARROLLO --> CENTRO EMPRESARIAL >
LcuLo

o)
‘CENTRO DE CALCULO

e
CENTRO EVFRESARIAL

(b) Inicio en Desarrollo.

Figura A.15: Resultados del algoritmo de Dijkstra.

Los resultados indican que la distancia minima que recorreré el gerente entre
Administracion y Centro de Calculo es de 5 kilobmetros, mientras que la distan-
cia minima para el director de programas de desarrollo sera de 8 kilémetros,
por lo que llegara antes el gerente. En ambos casos, las dos personas deben
pasar por Centro Empresarial si desean recorrer la ruta mas corta.

Si la calle {CENTRO EMPRESARIAL, CENTRO DE CALCULO} se encuen-
tra cortada, podemos resolver el problema asignando un peso muy elevado a
dicha calle para evitar que el algoritmo de Dijkstra opte por dicha calle. Por
ejemplo, el peso podria ser de 5000 unidades. Con esta nueva actualizacion, y
aplicando de nuevo el algoritmo de Dijkstra, los resultados obtenidos se mues-
tran en las Figuras A.16a y A.16b.
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Pl Agortimo seleccona.. Dijkstra - Camino mas corto
1 algortmo de Dikstra ha finalizado. Vista del Grafo

RESULTADO:

Distancia de ADMINISTRACION a CENTRO DE CALCULO = 8.0

Camino recorrido: ADMINISTRACION ~> CAFETERIA —> CENTRO.
o CALCULO

o
CENTRO DE CALCLLO
CENTRO EMPRESARIAL

(a) Inicio en Administracién.

Panel informacién Agoritmo selecconad... Dijkstra - Camino mas corto
El algoritmo de Dijkstra ha finalizado. UERAZIEER

RESULTADO:
Distancia de DESARROLLO a CENTRO DE CALCULO = 8.0

Camino recorrido: DESARROLLO --> CAFETERIA > CENTRO DE
cLcuLo

) 3
CENTRO DE CALOULO

&
CENTRO EMPRESARIAL

(b) Inicio en Desarrollo.

Figura A.16: Resultados del algoritmo de Dijkstra con la calle cortada.

Los resultados indican que, en este supuesto, las dos personas recorrerén la
misma distancia minima, 8 kilémetros, y que ambos pasan por la Cafeteria en
su ruta mas corta.

d) En este caso, se pide encontrar un recorrido que, partiendo de la Garita, pase
por todos los edificios (vértices) del grafo y retorne al punto de partida. En
otras palabras, se pide encontrar un ciclo hamiltoniano. Para ello, aunque no se
han detallado en el Capitulo 7, aplicamos un algoritmo de grafo hamiltoniano
de minimo peso sobre el grafo. Los resultados se muestran en la Figura A.17.

Panelinformacén Agorimo selecdonad... Ciclo hamiltoniano de minimo peso
El algoritmo de Ciclos hamiltonianos ha finalizado. Vista del Grafo

RESULTADO:

e ha ejecutado el algoritmo para encontrar el ciclo
hamitoriano de menimo peso por fuerza bruta.

€l ciclo hamiktoniano de minimo peso se muestra en el panel de
grafos dibujado en color azul sobre el grafo original.

|ADMINISTRACION
INVESTIGACION
DESARROLLO
(CAFETERIA

(CENTRO DE CALCULO
GARITA|

CENTRO EMPRESARIAL
ADMINISTRACION

£l peso total del cido hamiltoniano de minimo peso es: 27.0

=0 .
CENTRO DE CALCULO

&
CENTRO EMPRESARIAL

Figura A.17: Resultados del algoritmo de ciclo hamiltoniano de minimo peso.
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e) Para resolver este problema, en primer lugar anadimos una nueva arista
{ADMINISTRACION, DESARROLLO}, dandole un peso de 3 unidades. En
este nuevo grafo, observamos que todos los grados de los vértices son 4 (gra-
do par), a excepcion de dos de ellos, Cafeteria y Centro Empresarial, que son
de grado 5 (grado impar). Por la Proposicién 7.14, deducimos que existe un
camino euleriano. Para obtenerlo, debemos transformar el grafo en un grafo
euleriano mediante dos opciones:

e incluir una arista artificial entre los vértices Cafeteria y Centro Empresa-
rial, o

e incluir un vértice artificial con una arista hacia Cafeteria y otra hacia
Centro Empresarial.

En este caso, al existir ya una arista entre Cafeteria y Centro Empresarial,
optamos por anadir un vértice artificial y, de este modo, evitar crear una arista
paralela. Una vez modificado el grafo, aplicamos el algoritmo de Hierholzer para
encontrar el ciclo euleriano. Los resultados se muestran en la Figura A.18.

Camino del Cartero chino / Cico euleriano de Herlholzer
w0 10 10 O 10 10 . 10 10 10 . 10 10 10 _ 10 10 _ 10 . 10 _ 10

oo —O0_—"—O0 0O OO "0 "0 -0 —"0O—0

AV e ARTF EWR  CAE IR EWR  0Bs  CAE CAlC GAR NV OEs  ADMIN EWR  CAC W ADMN

Figura A.18: Resultados del algoritmo de Hierholzer.

Eliminando el vértice y las dos aristas artificiales, obtenemos el siguiente camino
euleriano:

Centro Empresarial — Cafeteria — Garita —

Centro Empresarial — Desarrollo — Cafeteria

Centro de Célculo — Garita — Investigacion —
Desarrollo — Administraciéon — Centro Empresarial —
Centro de Calculo — Investigaciéon — Administraciéon —

Cafeteria

f) Las tres soluciones propuestas por el intendente de Seguridad (Figura A.12) se
analizan a continuacion:

(a) La solucion se corresponde con el resultado del algoritmo de Kruskal, que
genera un arbol de expansiéon minima. En este caso la solucién es mejo-
rable, ya que el camino que debe recorrer desde la Garita a la Cafeteria
pasa por el Centro Empresarial, el edificio de Administracion y el Centro
de Desarrollo con una distancia total de 9 kilémetros, mientras que la
arista que une la Garita con la Cafeteria tiene peso de 7 kilometros, que
€s menor.
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(b) La solucién se corresponde con el resultado del algoritmo de Dijkstra, que
devuelve los caminos mas cortos entre la Garita y el resto de nodos. Esta
solucion seria la correcta.

(c) La solucién se corresponde con el resultado del algoritmo DFS, que de-
vuelve un camino que recorre todos los edificios desde la Garita, pero sin
tener en cuenta la distancia entre ellos.

g) Para obtener un cableado que alcance a todos los edificios y cuyo recorrido sea
minimo, buscamos un arbol generador: un grafo aciclico, que conecte todos
los nodos y con aristas de minimo peso. Para ello, aplicamos el algoritmo de
Kruskal. Los resultados se muestran en la Figura A.19.

auslefuay Algoritmo seleccionad... Kruskal - Arbol de expansion minima
1 aigoritmo de Kruskal ha inaizado. Vista del Grafo

RESULTADO!

1 &rbol de expansion minima (bosaque de expansin minima en
el cas: panel de

—
CENTRO DE CALCULO

Figura A.19: Resultados del algoritmo de Kruskal.

Los resultados indican que el peso del arbol obtenido es de 17 kilémetros.

h) En este problema, buscamos de nuevo el recorrido por todos los nodos (sin
repetirlos) méas corto posible, es decir, un ciclo hamiltoniano de minimo peso.
En este ciclo puede excluirse la Cafeteria. Para ello, aplicaremos el algoritmo
de ciclo hamiltoniano de minimo peso sobre el grafo con y sin este nodo. Los
resultados se muestran en las Figuras A.20a y A.20b.
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Panel informacién
€l algoritmo de Ciclos hamitonianos ha finalizado.
RESULTADO:

'se ha ejecutado el algoritmo para encontrar el ciclo
hamikoniano de mnimo peso por fuerza bruta.

El ciclo hamiltoniano de minimo peso se muestra en el panel de
arafos dibujado en color azul sobre el grafo original.

|ADMINISTRACION
INVESTIGACION

|CENTRO EMPRESARIAL
|ADMINISTRACION

El peso total del cido hamitoniano de minimo peso es: 27.0

Panel informacién
€1 algoritmo de Ciclos hamitonianos ha finalizado.
RESULTADO:

e ha ejecutado el slgoritmo para encontrar el ciclo
hamitoniano de menimo peso por fuerza bruta.

€ ciclo hamiltoniano de minimo peso se muestra en el panel de
grafos dibujado en color azul sobre el grafo original

/ADMINISTRACION

ADMINISTRACION

£l peso total del ciclo hamiltoniano de minimo peso es: 27.0

Agortmo seleccionad... Ciclo hamiltoniano de minimo peso

Vista del Grafo

o
CENTRO DE CALCULO.

0)
DESARROLLO

(a) Con Cafeteria.

Agoritmo seleccionad... Ciclo hamiltoniano de minimo peso
Vista del Grafo

CENTRO DE CALCULO.

o)
CESARROLLO

(b) Sin Cafeterfa.

Figura A.20: Resultados del algoritmo de ciclo hamiltoniano de minimo peso.

Observamos que ambos ciclos presentan un peso total de 27 kilémetros, por
lo que al guardia de seguridad le seréd indiferente tomar cualquiera de ambos
recorridos.
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Apéndice B

Soluciones a los ejercicios
propuestos

Las soluciones a los ejercicios propuestos pueden encontrarse en el sitio web
https://tiny.cc/363 Mat Disc  Sol, o escaneando el siguiente codigo QR:
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