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Fı́sicas de la Universidad de Valencia. Especialmente agradezco a Santiago Cogollos el haber
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Resumen

El objetivo general de la tesis es el desarrollo de una única herramienta que permita
analizar una muy amplia gama de problemas de dispersión electromagnética múltiple, con
presencia de objetos dispersores de geometrı́a arbitraria tanto metálicos como dieléctricos
(con o sin pérdidas).

Para cumplir con este objetivo se utiliza en la tesis la función de transferencia o matriz
de dispersión generalizada de un objeto dispersor. Esta matriz caracteriza electromagnética-
mente al dispersor de forma completa ante cualquier incidencia relacionando los espectros
cilı́ndricos de los campos incidente y dispersado por el objeto, resultando posteriormente
mucho más fácil la resolución del acoplo entre varios objetos dispersores una vez que la
matriz de dispersión de todos ellos ha sido obtenida.

Al comenzar la tesis se disponı́a de los programas necesarios para obtener la función
de transferencia de objetos sencillos (tiras y cilindros 2-D), y se contaba con un método
de resolución del acoplo entre múltiples dispersores que obtenı́a la solución final tras un
proceso iterativo. Aunque este método proporcionaba buenos resultados para problemas de
dispersión en espacio abierto, presentaba varias limitaciones que hacı́an imposible su uso
para el análisis de estructuras muy cerradas, como los son la mayorı́a de dispositivos en guı́a
de onda.

El primer trabajo de la tesis consiste en implementar técnicas que permiten analizar
nuevos objetos como son cilindros multicapa con pérdidas eléctricas y magnéticas (solución
analı́tica), objetos dieléctricos inhomogéneos de sección arbitraria, arcos circulares metáli-
cos y objetos cuya geometrı́a se puede expresar como combinaciones de objetos metálicos
sencillos (tiras y cilindros). A continuación se desarrolla un nuevo método de análisis del
acoplo electromagnético entre múltiples dispersores que supera las limitaciones del méto-
do anterior. Con el nuevo método es posible analizar prácticamente cualquier problema de
dispersión múltiple 2-D independientemente de la posición de los objetos, incluidos muchos
dispositivos reales inductivos en guı́a rectangular.

Una vez conseguido un método de análisis de problemas múltiples 2-D eficiente y capaz
de analizar prácticamente cualquier estructura, se aplica al análisis de dispositivos induc-
tivos en guı́a rectangular. Para ello se extraen los parámetros circuitales de la estructura
guiada a partir de la matriz de dispersión en espacio abierto del problema 2-D equivalente.
En primer lugar se desarrolla una técnica para la obtención de la matriz de admitancias gen-
eralizadas (MAG) cuyos resultados son satisfactorios si se analiza un único dispositivo, pero
insuficientes si se desea caracterizar varios dispositivos en guı́a y enlazar sus matrices de
parámetros circuitales para obtener la respuesta global de la red. Para superar esta limitación



se desarrolla otra técnica que permite construir la matriz de dispersión generalizada (MDG)
con unos resultados excelentes y se analizan con éxito una gran variedad de dispositivos en
guı́a rectangular. Los resultados son validados mediante comparación con otros publicados
en la bibliografı́a técnica relacionada. Esta técnica se aplica con éxito al análisis de filtros
y diplexores inductivos. Además se analiza el efecto que produce la presencia de esquinas
redondeadas debidas a defectos en la fabricación en dichos dispositivos, y se valida con éxi-
to la precisión del método comparando sus resultados con medidas de la respuesta de un
diplexor real con esquinas redondeadas debidas a defectos de fabricación. Como consecuen-
cia se apunta la posibilidad de que la técnica desarrollada permita en un futuro el diseño
automatizado de estos dispositivos teniendo en cuenta los defectos de mecanizado.

Además de aplicar la nueva técnica al análisis de filtros y diplexores con esquinas re-
dondeadas, se aplica con éxito a la determinación precisa de las propiedades dieléctricas de
materiales, aunque éstos sean lı́quidos, consiguiendo superar limitaciones (poder analizar
sólo materiales con bajas pérdidas y en un margen de frecuencia estrecho) de métodos ante-
riores.

Finalmente, en la tesis se apuntan aplicaciones inmediatas del trabajo que aún quedan
por explotar, como por ejemplo el análisis de cristales fotónicos, el diseño de dispositivos de
comunicaciones teniendo en cuenta defectos de fabricación, el diseño de nuevos dispositivos
tales como filtros con postes dieléctricos, etc. Y como lı́neas futuras de investigación rela-
cionadas con esta nueva herramienta se destaca la extensión del método, primero al análisis
de problemas capacitivos (p. ej. saltos de sección capacitivos, y estructuras en plano E en
general), y posteriormente al análisis de estructuras completamente tridimensionales (medi-
ante el uso de espectros esféricos de campo), tales como tornillos de sintonı́a o iris elı́pticos
en guı́as de ondas, excitación mediante cable coaxial de guı́as y/o cavidades, antenas o cu-
biertas vegetales, todas ellas de gran interés práctico.



Resum

L’objectiu general de la tesi és el desenvolupament d’una única eina que permitisca
analitzar una amplia gama de problemes de dispersió electromagnètica múltiple, amb la
presència d’objectes dispersors de geometria arbitraria tant metàlics com dielèctrics (amb
i sense pèrdues).

Per a acomplir amb aquest objectiu s’utilitza a la tesi la funció de transferència o ma-
triu de dispersió generalitzada d’un objecte dispersor. Aquesta matriu caracteritza electro-
magnèticament al dispersor de forma completa front a qualsevol incidència relacionant els
espectres cilı́ndrics de camps incident i dispersat per l’objecte, resultant posteriorment molt
més fàcil la resolució de l’acoblament entre varis objectes dispersors una volta que la matriu
de dispersió de tots ells ha sigut calculada.

Al començament de la tesi es disposava dels programes necesaris per a obtindre la fun-
ció de transferència d’objectes senzills (tires i cilindres 2-D), i es contava amb un mètode de
resolució de l’acoblament entre múltiples dispersors que arribava a la solució final després
d’un procés iteratiu. Encara que aquest mètode proporcionava bons resultats per a problemes
de dispersió en espai obert, presentava varies limitacions que feien impossible la seua util-
ització per a l’anàlisi d’estructures molt tancades, com ho són la majoria de dispositius en
guia d’ona.

El primer treball de la tesi és implementar tècniques que permitisquen analitzar nous ob-
jectes com són cilindres multicapa amb pèrdues eléctriques i magnétiques (solució analı́tica),
objectes dieléctrics inhomogenis de secció arbitrària, arcs circulars matàlics i objectes amb
geometria que pot ésser expressada com a combinacions d’objectes metàlics senzills (tires
i cilindres). A continuació es desenvolupa un nou mètode d’anàlisi de l’acoblament electro-
magnètic entre múltiples dispersors que supera les limitacions del mètode anterior. Amb el
nou mètode és possible analitzar pràcticament qualsevol problema de dispersió múltiple 2-D
independentment de la posisició dels objectes, inclosos molts dispositius reals inductius en
guia rectangular.

Una volta aconseguit un mètode d’anàlisi de problemes múltiples 2-D eficient i capaç
d’analitzar pràcticament qualsevol estructura, s’aplica a l’anàlisi de dispositius inductius en
guia rectangular. Amb aquest objectiu s’extrauen els paràmetres circuitals de la estructura
guiada a partir de la matriu de dispersió en espai obert del problema 2-D equivalent. En
primer lloc es desenvolupa una tècnica per a la obtenció de la matriu d’admitàncies general-
itzades (MAG) els resultats de la qual són satisfactoris si es analitza un únic dispositiu, però
insuficients si es desitja caracteritzar varis dispositius en guia i enllaçar les seues matrius
de paràmetres circuitals per a obtindre la resposta global de la xarxa. Per a superar aquesta



limitació es desenvolupa una altra tècnica que permiteix construir la matriu de dispersió gen-
eralitzada (MDG) amb uns resultats excel·lents i s’analitzen amb èxit una gran varietat de
dispositius en guia rectangular. Els resultats són validats mitjançant la comparación amb
altres publicats en la bibliografia tècnica ralacionada. Aquesta tècnica s’aplica amb èxit a
l’anàlisi de filtres i diplexors inductius. A més s’analitza l’efecte que produeix la presència
de cantons redondejats a causa de defectes en la fabricació dels esmentats dispositius, i es
valida amb èxit la precisió del mètode comparant els seus resultats amb mesures de la re-
sposta d’un diplexor real amb cantons redondejats degut a defectes de fabricació. Com a
conseqüència s’apunta la possibilitat de que la tècnica desenvolupada permitisca en un futur
el diseny automatitzat d’aquests dispositius considerant els defectes de mecanitzat.

A més d’aplicar la nova tècnica a l’anàlisi de filtres i diplexors amb cantons redondejats,
s’aplica amb èxit a la determinació precisa de les propietats dielèctriques de materials, encara
que aquests siguen lı́quids, aconseguint superar limitacions (analitzar només materials amb
baixes pèrdues i en una marge de freqüència estret) de métodes anteriors.

Finalment, en la tesi s’apunten aplicacions inmediates del treball que encara queden per
explotar, com per exemple l’anàlisi de cristals fotònics, el diseny de dispositius de comu-
nicacions considerant defectes de fabricació, el diseny de nous dispositus tals com filtres
amb objectes dielèctrics, etc. I com a lı́nies futures d’investigació relacionades amb aquesta
nova ferramenta es destaca la extensió del mètode, primer a l’anàlisi de problemes capac-
itius (per exemple salts de secció capacitius i estructures en plànol H en general), i poste-
riorment a l’anàlisi d’estructures completament tridimensionals (mitjançant l’ús d’espectres
esfèrics de camp), tals com caragols metàlics de sintonia o iris elı́ptics en guies d’ones, ex-
citació mitjançant cable coaxial de guies i/o cavitats, antenes o cobertes vegetals, totes elles
de gran interés práctic.



Abstract

The general goal of this work is the development of a technique that enables the analysis
of a wide range of electromagnetic scattering problems, with the presence of metallic and/or
dielectric scatterers with arbitrary geometry (with or without losses).

In order to achieve this goal the transfer function or generalized scattering matrix of a
scattering object is used. This matrix fully characterizes the electromagnetic behaviour of a
scatterer relating the cylindric spectra of the incident and scattered fields, thus being easier
to solve the electromagnetic coupling among multiple objects once the scattering matrix of
all the individual objects has been computed.

At the beginning of this work a software was available for computing the transfer function
of simple objects (2-D metallic strips and cylinders) and also for solving the electromagnetic
coupling among multiple objects using an iterative method. Although this method could
solve successfully scattering problems in open space, due to some limitations it could not
analyze clumped structures, like the ones that have to be solved to analyze most waveguide
devices.

The first task in this thesis consists on implementing techniques for the analysis of new 2-
D objects such as multilayered circular cylinders with electric or magnetic losses (analytical
solution), inhomogeneous dielectric objects with arbitrary geometry, metallic circular arcs
and objects whose geometry can be expressed as a combination on simple metallic objects
(strips and cylinders). Next a new method is developed for the analysis of the electromagnetic
coupling among multiple objects that overcomes the limitations of the former method. This
new method can be used to analyze almost any 2-D multiple scattering problem, regardless
of the position of the individual objects, including many real rectangular waveguide devices.

Once a new and efficient method has been developed for the analysis of almost any 2-
D multiple scattering problem, the method is applied to the analysis of inductive devices in
rectangular waveguide. For this purpose the circuital parameters of the guided structure must
be computed from the scattering matrix of the equivalent 2-D open space problem. In the
first place a new technique for the obtention of the Generalized Admitances Matrix (GAM)
is implemented. The results of this technique are satisfactory if the circuital parameters of
only one device are needed. However, the circuital parameters provided by this technique are
not accurate enough for the characterization of multiple cascaded devices whose Generalized
Admitances Matrices must be linked in order to obtain the matrix of the whole network. This
limitation is overcome by developing another technique which allows the construction of the
Generalized Scattering Matrix (GSM) providing excellent results. A great variety of guided
devices are successfully analyzed with this technique, and the results are validated by com-



parison with results from the technical literature. This technique is applied to the analysis
of guided inductive filters and diplexers. Moreover, the effect produced by the presence of
rounded corners due to fabrication tolerances is analyzed, and the accuracy of this technique
is successfully validated by comparing its results with measurements of the response of a
real diplexer with rounded corners du to fabrication tolerances. As a consequence of this
result, the possibility that this technique allows in the future the automated design of guided
devices with fabrication tolerances is pointed.

The technique for computing the GSM is also successfully applied to the precise determi-
nation of the dielectric properties of materials, even if they are liquid materials, overcoming
the limitations (only low losses and a narrow frequency range) of previous methods.

Finally, immediate applications of this work are pointed, such as the analysis of bandgap
materials, the design of communication devices with fabrication tolerances, the design of
new devices such as filters with inductive dielectric posts, etc. And some future research
lines related to the tools developed in this work ar also outlined, such as the extension of the
method, first to the analysis of capacitive structures (i.e. capacitive steps, and structures in the
E plane in general), and next to the analysis of completely tridimensional structures (using
spherical field spectra), such as tuning screws or elliptical irises in waveguides, excitation of
waveguides and/or cavities with coaxial cable, antennas or vegetation covers, all of them of
great practical interest.
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Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El objetivo general de la tesis es el desarrollo de una única herramienta que permita
analizar una muy amplia gama de problemas de dispersión electromagnética múltiple, con
presencia de objetos dispersores de geometrı́a arbitraria tanto metálicos como dieléctricos
(con o sin pérdidas). Se pretende analizar problemas bidimensionales de dispersión en espa-
cio abierto (p.ej. antenas formadas por múltiples reflectores) y problemas reales en guı́as de
onda rectangulares.

El origen de la tesis está en la lı́nea de investigaciones iniciadas en el Departamento
de Comunicaciones de la Universidad Politécnica de Valencia por varios profesores, entre
ellos el director de la presente tesis, Vicente Boria [1, 2], en la cual me integré durante la
realización del proyecto final de carrera. Esta tesis es una continuación de dichas investiga-
ciones, de manera que se toma como punto de partida un método hı́brido (en parte numérico
y en parte espectral) que permite el análisis de problemas múltiples bidimensionales en espa-
cio abierto [3]. Dicho método hace uso de la función de transferencia o matriz de dispersión
generalizada para caracterizar de forma individual a cada uno de los objetos dispersores.

A continuación se realiza una revisión bibliográfica en la que se detallan los principales
métodos existentes para analizar objetos dispersores aislados, problemas de dispersión múlti-
ple, y dispositivos en guı́a de ondas. La revisión bibliográfica evidenciará el enorme interés
cientı́fico y práctico de los problemas que se van a analizar en la tesis, además de establecer
un contexto en el que se justificará la elección del método hı́brido descrito en [3] como punto
de partida para el análisis general de problemas de geometrı́a arbitraria. Más aún, la revisión
de los métodos existentes y el conocimiento aproximado de sus prestaciones facilitará una
correcta valoración posterior de los resultados que se obtengan con el nuevo método. Se ter-
minará esta introducción detallando los objetivos de la tesis y anticipando al lector de forma
resumida el contenido de los diferentes capı́tulos de la tesis.
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1.2. Revisión bibliográfica

1.2.1. Análisis de objetos dispersores con geometrı́a arbitraria

Antes de discutir las investigaciones realizadas hasta la fecha sobre análisis de proble-
mas de dispersión múltiple conviene recordar los métodos más utilizados para el análisis de
dispersores individuales, pues casi todos los métodos de análisis múltiple se basan en un
análisis previo de los dispersores individualmente.

La caracterización electromagnética de objetos dispersores aislados ha sido objeto de
muchos estudios. Cuando la geometrı́a de los mismos es canónica, y se puede describir de
forma sencilla mediante algún sistema de coordenadas, se puede caracterizar su compor-
tamiento electromagnético de forma analı́tica [4]. Si la geometrı́a del objeto no se puede
describir de forma sencilla, y si el objeto es pequeño eléctricamente, se han utilizado tradi-
cionalmente métodos numéricos, p.ej. el método de los momentos (”Moment Method”), el
método unimomento (”Unimoment Method”), o el método de las condiciones de contorno
(”Boundary Contour method”) [5]. Sin embargo, si el objeto dispersor es grande eléctrica-
mente, los métodos anteriores son ineficientes y en su lugar se han utilizado tradicionalmente
técnicas de alta frecuencia menos exactas como óptica fı́sica (”Physical Optics”), óptica ge-
omética (”Geometrical Optics”), PTD, o GTD [4]. La principal desventaja tanto de los méto-
dos numéricos como de los de alta frecuencia es su dependencia de la geometrı́a del objeto
dispersor y de la excitación. Con el objeto de evitar esta limitación están recibiendo cada vez
más atención los métodos de matrices generalizadas para la caracterización de problemas de
dispersión en espacio abierto [6]. En esta lı́nea se comenzó a trabajar en el Departamento
de Comunicaciones de la U.P. de Valencia, desarrollándose un método que utiliza matrices
de dispersión generalizadas que relacionan espectralmente la excitación y la respuesta de
los objetos dispersores [7]. Dicho método utiliza formulaciones espectrales solamente para
analizar objetos con geometrı́a canónica, y la formulación espectral se combina con el méto-
do numérico de los momentos para analizar algunos objetos con geometrı́a no canónica tales
como tiras, cilindros y reflectores metálicos. El uso de la matriz de dispersión generalizada
supone una gran ventaja, pues una vez que ésta ha sido calculada, se ha conseguido una total
independencia respecto de la geometrı́a del objeto, y la dispersión ante cualquier incidencia
puede obtenerse de forma inmediata. Además, para la solución de problemas de dispersión
múltiple, la caracterización previa de los objetos individuales mediante matrices de disper-
sión permite un análisis flexible de estructuras arbitrarias ante cualquier excitación, todo ello
independientemente de la geometrı́a de los objetos individuales. Este procedimiento fue ya
utilizado en el Departamento de Comunicaciones para el análisis de antenas con múltiples
reflectores [1], de modo que la presencia de varios reflectores puede analizarse mediante el
producto matricial de las matrices de dispersión de los reflectores siguiendo el avance de las
ondas electromagnéticas.

Uno de los objetivos de la tesis será el de ampliar el método de análisis desarrollado
en la U.P.V. ([7]), puesto que dicho método tan sólo es capaz de analizar algunos objetos
metálicos 2-D, tales como cilindros, tiras y reflectores parabólicos e hiperbólicos. El objetivo
es conseguir un método capaz de analizar prácticamente cualquier objeto 2-D de sección
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transversal arbitraria tanto metálico como dieléctrico.
Sin embargo, para un análisis más completo de un problema de dispersión múltiple, es

necesario tener en cuenta el acoplo entre distintos objetos.

1.2.2. Problemas de dispersión múltiple

El problema de la dispersión múltiple ha sido ampliamente estudiado, de manera que
se han propuesto varias formas de abordar este problema en la bibliografı́a técnica [6, 8].
En [6] se propuso un método gráfico muy intuitivo y exacto pero cuya dificultad aumen-
ta enormemente conforme crece el número de objetos dispersores. Un método iterativo que
gradualmente se aproxima a la solución final siguiendo el progreso fı́sico de las interacciones
entre objetos fue propuesto en [8], pero dicho método presentaba problemas de convergen-
cia cuando los objetos dispersores eran de gran tamaño o estaban muy próximos entre sı́.
Además requerı́a de cálculos costosos para comprobar la convergencia que reducı́an su efi-
ciencia. Como alternativa a estos y otros métodos de resolución de acoplo entre múltiples
objetos, en el Departamento de Comunicaciones de la U.P.V. se decidió desarrollar un nue-
vo método iterativo que explota el concepto de las matrices de dispersión [3]. El método
resuelve primero el acoplo entre dos objetos, calculando para cada uno una matriz de dis-
persión que proporciona la respuesta de cada objeto a cualquier incidencia en presencia del
otro objeto. Posteriormente se resuelve el acoplo entre los dos primeros objetos y un tercero,
y ası́ sucesivamente hasta completar el problema de dispersión múltiple, proporcionando
matrices de dispersión conjuntas que dan la respuesta de cada objeto una vez resuelta la in-
teracción múltiple. La ventaja de este método es que no aumenta su complejidad al aumentar
el número de objetos, ya que cada nuevo objeto supone sólo una iteración adicional, y resulta
eficiente y exacto para dispersores de todos los tamaños. No obstante, este método, aunque
exacto, eficiente y válido para analizar un amplio rango de problemas, presenta diversas lim-
itaciones si los objetos que forman el problema múltiple están muy cerca entre sı́, formando
agrupaciones muy cerradas. Un objetivo de la tesis será por tanto superar estas limitaciones
implementando un nuevo método de análisis del acoplo electromagnético entre objetos.

1.2.3. Dispositivos en guı́a rectangular

La caracterización electromagnética de discontinuidades y obstáculos de geometrı́a ar-
bitraria en una guı́a de ondas es otro campo de gran interés en la literatura técnica [9, 10],
debido a su aplicación práctica en el diseño de muchos dispositivos de microondas, tales
como filtros pasa banda [11, 12] y de banda eliminada [13], o circuladores [14]. De nuevo,
si la geometrı́a del obstáculo se ajusta a un sistema de coordenadas, se pueden obtener solu-
ciones analı́ticas. Sin embargo es cada vez mayor el interés por estructuras no canónicas que
permitan modelar mejor las guı́as reales (p. ej. guı́as con esquinas redondeadas [9]), codos
irregulares [10, 14, 15], o postes de geometrı́a irregular tales como postes cuadrados [16],
o múltiples postes [13]. No obstante la mayorı́a de estos métodos o son métodos numéricos
costosos desde el punto de vista computacional, o han sido desarrollados para resolver de-
terminados problemas muy concretos y pocos ofrecen la posibilidad de analizar un amplio
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rango de problemas de geometrı́a arbitraria de forma razonablemente eficiente.
Para poder analizar eficientemente estructuras arbitrarias en guı́as de onda se han desar-

rollado recientemente algunos métodos. Entre ellos destaca un método que utiliza el acoplo
modal (”Mode-Matching”) [14] para poder analizar codos y estructuras de múltiples accesos
de geometrı́a arbitraria. No obstante no permite el análisis de obstáculos. Otra contribución
importante es un método analı́tico que utiliza modos cilı́ndricos y que es capaz de analizar
un amplio rango de problemas [10]. Permite al análisis de ventanas de acoplo y de obstácu-
los metálicos cilı́ndricos. Sin embargo no analiza obstáculos de geometrı́a no cilı́ndrica. Para
poder analizar con una sola herramienta todo tipo de estructuras inductivas arbitrarias en una
guı́a rectangular se aplicará el método de análisis de problemas múltiples mejorado descrito
con anterioridad. Dicho método debe ser altamente eficiente para el análisis de estas estruc-
turas, ya que se puede abordar el problema como si se tratara de un problema bidimensional
en espacio abierto, debido a que los campos son invariantes en una dimensión siempre que
la guı́a reciba sólo excitaciones de los modos TEz

m0 y los obstáculos sean inductivos. Otro
objetivo de la tesis es por tanto analizar el segmento irregular de la guı́a que contiene los
obstáculos y/o discontinuidades como si se tratara de un problema en espacio abierto. Para
ello se debe segmentar la guı́a en múltiples dispersores de pequeño tamaño, obtener la ma-
triz de dispersión de cada objeto por separado, y luego resolver un problema de dispersión
múltiple 2-D. Finalmente, se debe desarrollar un procedimiento que obtenga los parámetros
circuitales de la estructura guiada a partir de las matrices de dispersión de modos cilı́ndricos.

1.3. Objetivos

Como ya se ha indicado con anterioridad, el objetivo principal de la tesis es el desarrollo
de un método de análisis de problemas de dispersión múltiple con geometrı́a arbitraria en
entornos abiertos y en sistemas guiados. En la sección de revisión bibliográfica se han ido
apuntando los objetivos secundarios que se deben cumplir para lograr el objetivo global de
la tesis:

• Ampliar el método de análisis de dispersores 2-D ([7]) para que sea capaz de analizar
una mayor variedad de objetos. Concretamente, los objetos que se desea analizar son:

Cilindros multicapa . Para analizar estos objetos se utilizará la formulación iterativa
espectral de [17], ya que se trata de un método analı́tico y por tanto muy eficiente,
que además permite introducir pérdidas eléctricas o magnéticas en cualquiera de
las capas que forman el cilindro.

Objetos inhomogéneos 2-D de sección transversal arbitraria En este caso se uti-
lizará el método descrito en [18]. Al tratarse de un método numérico resulta
mucho menos eficiente que el método descrito en [17], pero por contra se puede
analizar con él cualquier objeto dieléctrico 2-D de sección arbitraria.

Combinaciones de objetos metálicos sencillos Se trata de analizar combinaciones de
los objetos metálicos sencillos que el método de [7] ya es capaz de analizar (tiras,
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cilindros y reflectores metálicos). De esta forma, por ejemplo, se pueden analizar
objetos metálicos 2-D de sección transversal compuesta por varias tiras con la
geometrı́a que se desee.

• Desarrollar un nuevo método de análisis de problemas de dispersión múltiple que su-
pere las limitaciones que presenta el método descrito en [3] cuando se analiza el acoplo
de objetos en entornos muy cerrados (objetos muy próximos entre sı́).

• Desarrollar un procedimiento que permita obtener los parámetros circuitales de una
estructura guiada (matriz de admitancias generalizadas o matriz de dispersión general-
izada) a partir de las matrices de dispersión de modos cilı́ndricos que caracteriza a los
objetos del problema múltiple 2-D.

• Verificar la eficacia y eficiencia del método resultante analizando problemas guiados
clásicos tales como postes metálicos [12], iris y aperturas [19], transiciones [20], postes
dieléctricos con pérdidas [11], postes multicapa [21], múltiples postes dieléctricos
[22], postes cuadrados [16], codos [23], codos circulares [24], estructuras de accesos
múltiples [16], etc.

• Analizar dispositivos complejos en guı́a rectangular de interés en el sector de las co-
municaciones espaciales y móviles, tales como filtros de cavidades inductivas y diplex-
ores. También se desea analizar cómo influye en la respuesta de dichos dispositivos la
presencia de pequeños errores debidos a la técnica de fabricación, ya que cuando se
fabrican estos dispositivos aparecen esquinas redondeadas, debido al grosor de la fresa
utilizada normalmente en dicho proceso, que pueden hacer que la respuesta del dispos-
itivo no se ajuste a la que se obtendrı́a con un simulador convencional que considera
que dichas esquinas son rectas.

• Validar el análisis de algún dispositivo complejo con medidas de la respuesta de un
prototipo realizadas en el laboratorio.

1.4. Estructura de la tesis

La tesis se ha estructurado en capı́tulos de la siguiente manera:

Capı́tulo 2 En este capı́tulo se introduce el concepto de función de transferencia o ma-
triz de dispersión generalizada de un objeto dispersor. Dicha función de transferencia
caracteriza totalmente el comportamiento electromagnético ante cualquier incidencia.
Se describe la formulación utilizada para construir la función de transferencia y se
enumeran los objetos para los que ha sido implementado el cálculo de su función de
transferencia.

Finalmente, en este capı́tulo se reformula el método de análisis de problemas de dis-
persión múltiple 2-D descrito en [3], de modo que en lugar de resolver el acoplo iter-
ativamente se hace de una sola vez evitando las mencionadas limitaciones del método
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anterior. Se muestran algunos resultados que demuestran que el nuevo método es capaz
de analizar con éxito estructuras que no se podı́an analizar con el método anterior, tales
como antenas de tipo bocina o estructuras inductivas en una guı́a rectangular (postes,
codos, cavidades, etc.).

Capı́tulo 3 En este capı́tulo se desarrollan dos técnicas diferentes para la extracción de
parámetros circuitales de una estructura guiada a partir de la matriz de dispersión de
modos cilı́ndricos del problema 2-D equivalente. El primer método consigue construir
la matriz de admitancias generalizadas (MAG) colocando cortocircuitos en cada uno
de los puertos de acceso de la estructura. Dicho método no proporciona resultados
enteramente satisfactorios, ası́ que se aborda el problema con otra perspectiva y se
consiguen extraer los parámetros de dispersión mediante una técnica de acoplo de mo-
dos. Para las dos técnicas mencionadas se analizan dispositivos inductivos sencillos en
guı́a rectangular, y se comparan los parámetros circuitales obtenidos con resultados de
la bibliografı́a técnica relacionada.

Capı́tulo 4 En este capı́tulo se aplica el método desarrollado en los capı́tulos anteriores
a diversas actividades de gran interés práctico, como son la determinación de las
propiedades dieléctricas de los materiales y el análisis eficaz y eficiente de filtros y
diplexores inductivos en guı́a rectangular con defectos de mecanizado.

Capı́tulo 5 En este último capı́tulo se extraen la conclusiones finales de la tesis y se apuntan
posibles lı́neas de investigación futuras.

Además de los capı́tulos mencionados, se han incluido los siguientes apéndices:

Apéndices A y B En estos apéndices se explica cómo es el espectro cilı́ndrico de campo
electromagnético, utilizado continuamente a lo largo de la tesis, y cómo se pueden
realizar cambios en el origen de coordenadas al que está referido dicho espectro.

Apéndice C En este apéndice se realiza un estudio exhaustivo de la cantidad de modos
del espectro cilı́ndrico de campo que son necesarios para reconstruir correctamente el
campo de los modos de una guı́a rectangular a lo largo de una circunferencia. Esto es
necesario para realizar el acoplo de modos entre modos cilı́ndricos de espacio abierto
y modos guiados.

Apéndice D Aquı́ se realizan los cálculos matemáticos necesarios para relacionar los sis-
temas de coordenadas en que están expresados los campos correspondientes a modos
guiados y a modos cilı́ndricos de espacio abierto, y poder forzar la continuidad de
dichos campos.

Apéndice E En este apéndice se explica el método de descenso del simplex, que es un
método de búsqueda del mı́nimo de una función N-dimensional. Este método de min-
imización es necesario para estimar la permitividad de materiales dieléctricos en el
interior de una guı́a rectangular.
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Apéndice F Aquı́ se desarrolla la formulación necesaria para enlazar las matrices de disper-
sión generalizadas (MDG) de dos redes de múltiples accesos conectadas en serie (un
acceso cualquiera de la primera red conectado a otro acceso cualquiera de la segunda).

Apéndice G Aquı́ se reflejan las publicaciones cientı́ficas a que ha dado lugar el trabajo de
la tesis, con el objeto de refrendar el interés cientı́fico de la misma.
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Capı́tulo 2

Análisis de problemas de dispersión
bidimensionales

2.1. Introducción

En este capı́tulo se desarrolla un método general de resolución de problemas de dis-
persión múltiple. Este tipo de problemas son de gran interés práctico, pues a la hora de
caracterizar electromagnéticamente una gran variedad de sistemas reales, éstos se pueden
modelar como un conjunto de múltiples objetos dispersores. Ası́, por ejemplo, la caracteri-
zación electromagnética de cubiertas vegetales (bosques, plantaciones de arroz, trigo, etc.),
de gran interés en teledetección, se puede reducir al análisis de un conjunto de múltiples
cilindros finitos sobre un plano reflector [25] (ver figura 2.1).

Figura 2.1: Modelo simplificado de un bosque para su caracterización electromagnética

Otros problemas reales cuya caracterización electromagnética se puede reducir a la res-
olución de un problema de dispersión múltiple son las antenas formadas por múltiples re-
flectores [1], las agrupaciones de antenas [26], o las estructuras periódicas bidimensionales
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denominadas cristales fotónicos [27]. Resulta evidente, por tanto, la utilidad de un método
general de resolución de problemas de dispersión múltiple.

En la literatura técnica podemos encontrar una gran variedad de métodos que resuelven
el acoplo electromagnético entre múltiples dispersores haciendo uso de matrices que carac-
terizan el comportamiento electromagnético de cada objeto de forma individual [1, 6, 8, 3]
. A estas matrices se las denomina matrices de dispersión [6] o también funciones de trans-
ferencia [3] por su similitud con las funciones de transferencia utilizadas en la teorı́a de
los sistemas lineales [28]. En este capı́tulo se desarrolla un nuevo método de análisis de
problemas de dispersión múltiple que también hace uso de las funciones de transferencia
individuales de cada objeto. Como se comprobará a lo largo del capı́tulo, el nuevo método
supera las limitaciones de métodos anteriores.

En la sección 2.2 se desarrolla el concepto de función de transferencia de un objeto dis-
persor, y en la sección 2.3 se detalla el nuevo método de análisis de problemas de dispersión
múltiple.

2.2. Dispersión de objetos aislados

2.2.1. Introducción. Función de transferencia

A continuación se describe la caracterización de un objeto dispersor mediante técnicas
espectrales, utilizando lo que denominaremos función de transferencia.

El concepto de la función de transferencia se utiliza en general para sistemas electrónicos
lineales invariantes en el tiempo (sistemas LTI), de modo que la función de transferencia es
la respuesta en frecuencia de dicho sistema a un impulso temporal [28]. Esta función de
transferencia caracteriza al sistema LTI de forma que, dada una señal cualquiera de entrada
de espectro X(f), se puede obtener el espectro de la señal de salida Y (f) inmediatamente
multiplicando dicho espectro de entrada por la función de transferencia H(f):

Y (f) = H(f) · X(f) (2.1)

Este procedimiento supone una gran ventaja en el análisis de los sistemas electrónicos
lineales, puesto que una vez determinada la respuesta al impulso se conoce la respuesta del
sistema a cualquier señal con sólo realizar una multiplicación en el dominio espectral.

El concepto de función de transferencia para sistemas electrónicos lineales se puede
aplicar también a problemas electromagnéticos, ya que las ecuaciones de Maxwell son lin-
eales e invariantes en el tiempo. En el caso de problemas electromagnéticos el sistema que se
analizará será un objeto dispersor, la señal de entrada será una onda electromagnética inci-
dente y la señal de salida será la onda dispersada por dicho objeto como respuesta a la onda
incidente.

En los sistemas electrónicos las señales de entrada y salida (x(t) e y(t)) presentan una
variación temporal, y para utilizar la función de transferencia se transforman respectivamente
al dominio de la frecuencia (X(f) e Y (f)). En problemas electromagnéticos, las señales de
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entrada y salida son campos electromagnéticos cuya intensidad depende de la posición es-
pacial ( �E(ρ, φ, z) y �H(ρ, φ, z)). De igual forma que a las señales con dependencia temporal
les corresponde un espectro dependiente de la frecuencia temporal, a los campos electro-
magnéticos, dependientes del espacio, les corresponde un espectro dependiente de la fre-
cuencia espacial (ver apéndice A). Los espectros de campo más frecuentes son los resultantes
de expresar el campo como suma de ondas planas, cilı́ndricas, o esféricas [29].

El paralelismo entre el planteamiento para sistemas electrónicos y para problemas elec-
tromagnéticos se ilustra en la figura 2.2, donde EI es el espectro del campo incidente, ED es
el espectro de campo dispersado y D es la función de transferencia que caracteriza al objeto
dispersor.

Figura 2.2: Función de transferencia en sistemas electrónicos y en problemas electro-
magnéticos

La función de transferencia en problemas electromagnéticos es en realidad una matriz o
un operador que permite obtener el espectro del campo dispersado por el objeto en cuestión
a partir del espectro del campo incidente. Por ello también se denominará matriz de carac-
terización. La ventaja de este procedimiento es que una vez construida la función de trans-
ferencia o matriz de caracterización de un objeto se puede prescindir de su geometrı́a ya que
su respuesta ante distintas incidencias puede ser rápidamente calculada como el producto
matricial de la función de transferencia por el espectro de cada una de las ondas incidentes.
Por tanto, para distintos espectros incidentes resulta inmediato el conocimiento de los cor-
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respondientes espectros dispersados una vez se ha obtenido la función de transferencia que
caracteriza al objeto en cuestión.

Esta ventaja permite además analizar el acoplamiento electromagnético que se produce
entre varios dispersores cuando sobre ellos incide un cierto campo eléctrico. De esta manera
se puede estudiar el efecto de las interacciones que se producen entre diversos objetos sin
necesidad de recurrir a la geometrı́a de los mismos.

Dado que se pretende analizar problemas de dispersión bidimensionales, la geometrı́a
de los objetos que se va a caracterizar es invariante en una dimensión. En este caso resulta
ventajoso utilizar el sistema de coordenadas cilı́ndricas y espectros de ondas cilı́ndricas, de
modo que la geometrı́a sea invariante a lo largo del eje z. Ello reduce considerablemente el
problema, pues los espectros de campo son unidimensionales, y la función de transferencia
es una matriz bidimensional. Para el caso de objetos cuya geometrı́a no sea invariante en
ninguna dimensión la función de transferencia puede obtenerse de forma similar al caso
bidimensional, utilizando coordenadas esféricas en lugar de cilı́ndricas, y expresando los
campos en función de sus espectros esféricos.

Para un análisis más sencillo de un objeto dispersor, el campo de excitación o inciden-
cia se separa en dos polarizaciones: la TM z y la TEz. En el caso TM z el campo eléctrico
incidente está polarizado según ẑ. Este campo incidente produce sólo campo eléctrico disper-
sado según ẑ, debido a la invarianza de la geometrı́a, y la relación entre espectros de campo
eléctrico dispersado e incidente queda determinada mediante la función de transferencia TM
del dispersor. El caso complementario es aquél donde la incidencia es TE z, en el que el
campo eléctrico incidente está contenido en el plano definido por los vectores unitarios x̂ e
ŷ (o plano XY ), y por tanto el campo magnético incidente está polarizado según ẑ, al igual
que el campo magnético dispersado. La función de transferencia TE relaciona en este caso
los espectros de campo magnético dispersado e incidente.

La caracterización de un dispersor se divide en dos fases. En un primer paso se calcula la
matriz de corriente. Esta matriz relaciona la densidad de corriente inducida sobre la super-
ficie o en el volumen del dispersor con el espectro de la señal incidente. Una vez construida
la matriz de corriente, se construye en un segundo paso la matriz de espectro. Esta matriz
relaciona el espectro de campo dispersado con la densidad de corriente. La función de trans-
ferencia, que relaciona espectro de campo dispersado con espectro de campo incidente, se
obtiene por tanto multiplicando la matriz de corriente por la matriz de espectro.

El espacio se divide en tres regiones a efectos de cálculo del campo dispersado, como
se muestra en la figura 2.3. El campo dispersado se puede reconstruir a partir de su espectro
cilı́ndrico tan sólo en la zona libre de fuentes, es decir, en la zona externa a la circunferencia
que contiene al objeto (región R3). En la zona interna a dicha circunferencia pero externa
al objeto (región R2), el campo dispersado se obtiene por integración del campo dispersado
por la corriente inducida sobre la superficie o en el volumen de dicho dispersor. En la región
interna al objeto (región R1), el campo será nulo si se trata de un objeto perfectamente con-
ductor, y en caso contrario el campo se obtendrá a partir de la corriente inducida al igual que
en la región R2. Para obtener el espectro del campo dispersado se multiplicará la función de
transferencia por el espectro de campo incidente, y para obtener la corriente inducida sobre
el objeto se multiplicará la matriz de corriente por el espectro de campo incidente.
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Figura 2.3: Regiones en el cálculo del campo dispersado

2.2.2. Funciones de transferencia TM y TE

Para caracterizar el comportamiento electromagnético de un objeto dispersor, se separa
la onda de excitación en las polarizaciones TM z y TEz, como ya se ha explicado ante-
riormente. La respuesta del objeto a cada una de estas polarizaciones la proporcionan las
funciones de transferencia TM y TE, respectivamente.

El sistema de referencia que se utilizará será un sistema de coordenadas cilı́ndricas (ρ,φ),
y el objeto dispersor se alineará a lo largo del eje Z, como se aprecia en la figura 2.4. Los
dispersores que se van a caracterizar serán infinitos en una dimensión, como ya se ha dicho,
siendo su geometrı́a invariante en el eje Z. Por lo tanto el problema que se analiza será in-
variante en la coordenada ẑ, bidimensional, y se utilizarán tan sólo las coordenadas ρ y φ.
Este sistema de coordenadas (ρ, φ) es local al objeto, y por tanto su origen se sitúa en algún
punto interior al mismo.

Los campos incidentes TM z (Ei
z) y TEz (H i

z) se expresarán como sumas de modos
cilı́ndricos con valor finito en el origen (funciones de Bessel), de la forma:

Ei
z =

Ni∑
p=−Ni

iTM
p Jp(kρ) ejpφ

H i
z =

Ni∑
p=−Ni

iTE
p Jp(kρ) ejpφ (2.2)

donde p indica el orden del modo cilı́ndrico incidente Jp(kρ)ejpφ y los coeficientes iTM
p

e iTE
p son, respectivamente, los espectros cilı́ndricos TM y TE de campo incidente. Los
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Figura 2.4: Sistema de coordenadas utilizado en la caracterización de dispersores bidimen-
sionales

campos incidentes se deberı́an expresan como sumas infinitas de modos incidentes, pero
a efectos prácticos estas series se truncan pues tan sólo es necesario considerar el número
de modos suficiente para reconstruir de forma satisfactoria el campo en toda la superficie
del objeto. Este número de modos depende principalmente de la frecuencia espacial del
campo que queramos expresar como suma de modos cilı́ndricos, y de la región del espacio
donde queramos que se reconstruya correctamente el campo. Cuanto mayor sea la frecuencia
espacial, y mayor la región del espacio donde queramos reconstruir el campo, mayor será el
número de modos.

Los campos incidentes se caracterizarán a efectos de cálculo por medio de vectores
columna de 2 Ni + 1 elementos que contengan los coeficientes iTM

p e iTE
p de sus espectros

correspondientes, presentando el siguiente aspecto:

EITM =




iTM
−Ni

iTM
−Ni+1

...

iTM
Ni−1

iTM
Ni




2Ni+1×1

, EITE =




iTE
−Ni

iTE
−Ni+1

...

iTE
Ni−1

iTE
Ni




2Ni+1×1

(2.3)

Los campos TM z y TEz que disperse el objeto se expresarán como sumas de modos
cilı́ndricos emergentes. Por lo tanto aparecerán funciones de Hankel de segunda especie
H

(2)
n (kρ), singulares en el origen, y que se propagan hacia el infinito, dando lugar a las

siguientes expresiones para los campos dispersados:
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Ed
z =

Nd∑
q=−Nd

cTM
q H(2)

q (kρ) ejqφ

Hd
z =

Nd∑
q=−Nd

cTE
q H(2)

q (kρ) ejqφ (2.4)

donde los coeficientes cTM
q y cTE

q definen respectivamente los espectros de las ondas disper-
sadas, mientras que Nd es el orden del modo superior a partir de cuál se trunca la serie. Según
el criterio enunciado en [4], [29] y [6], Nd debe cumplir que:

Nd > ka (2.5)

donde k es el número de onda k = 2π/λ, y a es la distancia desde el origen del sistema local
de coordenadas hasta el punto de la superficie del objeto más lejano. Este criterio nos puede
orientar a la hora de seleccionar el valor de Ni, el orden del máximo modo incidente, pues
en la práctica Ni debe ser también mayor que ka, pero no se conocen estudios concluyentes
en cuanto al valor concreto que debe tomar Ni. En la práctica se ha experimentado que
si Ni > kR se consigue reconstruir correctamente una onda plana en un cı́rculo de radio
R en torno al origen. No obstante, si el patrón de campo que se pretende reconstruir es
más complejo (mayor variación espacial) que el de una onda plana, es necesario utilizar un
mayor número de modos (en el apéndice C se hace un estudio exhaustivo sobre el número
de modos cilı́ndricos incidentes necesarios para una aplicación concreta: el acoplo de modos
cilı́ndricos y modos guiados de una guı́a rectangular).

Conviene pues eligir el centro del sistema local de coordenadas de forma que a, la distan-
cia desde el origen al punto más lejano de la superficie del objeto, sea mı́nima. De esta forma
se minimizarán Ni y Nd, y por tanto serán necesarios menos modos para reconstruir los cam-
pos incidente y dispersado, y las funciones de transferencia tendrán un tamaño menor, con
lo que se asegura no estar realizando más cálculos de los necesarios ni estar haciendo a su
vez más lento el método.

De igual forma que para los espectros de los campos incidentes, los espectros de los
campos dispersados se expresarán mediante vectores columna de 2 Nd + 1 elementos de la
forma:

EDTM =




cTM
−Nd

cTM
−Nd+1

...

cTM
Nd−1

cTM
Nd




2Nd+1×1

, EDTE =




cTE
−Nd

cTE
−Nd+1

...

cTE
Nd−1

cTE
Nd




2Nd+1×1

(2.6)
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Para caracterizar al objeto dispersor se calculará la respuesta del objeto a cada modo in-
cidente Jp(kρ)ejpφ posible tanto para el caso TM z como para el caso TEz. Esta respuesta se
calculará utilizando algún método numérico para geometrı́as arbitrarias, y se puede obtener
de forma analı́tica para objetos con geometrı́a canónica en coordenadas cilı́ndricas (cilin-
dro metálico o dieléctrico). La respuesta del dispersor a cada modo Jp(kρ)ejpφ TMz y TEz

vendrá definida mediante espectros emergentes de la forma:

Ei
z = Jp(kρ)ejpφ =⇒ Ed

z =

Nd∑
q=−Nd

dTM
qp H(2)

q (kρ)ejqφ

H i
z = Jp(kρ)ejpφ =⇒ Hd

z =

Nd∑
q=−Nd

dTE
qp H(2)

q (kρ)ejqφ (2.7)

Los coeficientes dTM
qp y dTE

qp indican cómo contribuye el modo p-ésimo del espectro inci-
dente TM z o TEz al modo q-ésimo del espectro dispersado TM z o TEz.

La respuesta global del objeto ante una incidencia definida por los coeficientes espec-
trales iTM

p o iTE
p , puede expresarse en función de los coeficientes dTM

qp o dTE
qp de la forma:

Ei
z =

Ni∑
p=−Ni

iTM
p Jp(kρ) ejpφ

=⇒ Ed
z =

Ni∑
p=−Ni

iTM
p

(
Nd∑

q=−Nd

dTM
qp H(2)

q (kρ) ejqφ

)

H i
z =

Ni∑
p=−Ni

iTE
p Jp(kρ) ejpφ

=⇒ Hd
z =

Ni∑
p=−Ni

iTE
p

(
Nd∑

q=−Nd

dTE
qp H(2)

q (kρ) ejqφ

)
(2.8)

Cambiando los sumatorios de orden se obtiene la expresión definitiva para los campos
dispersados por el objeto:

Ed
z =

Nd∑
q=−Nd

(
Ni∑

p=−Ni

iTM
p dTM

qp

)
H(2)

q (kρ) ejqφ

Hd
z =

Nd∑
q=−Nd

(
Ni∑

p=−Ni

iTE
p dTE

qp

)
H(2)

q (kρ) ejqφ (2.9)
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Comparando con (2.4) se pueden expresar los coeficientes de los espectros dispersados
como:

cTM
q =

Ni∑
p=−Ni

iTM
p dTM

qp

cTE
q =

Ni∑
p=−Ni

iTE
p dTE

qp (2.10)

Estas relaciones entre espectros de campo dispersado e incidente a partir del conocimien-
to de los coeficientes dTM

qp y dTE
qp pueden expresarse de forma matricial mediante las sigu-

ientes relaciones:

EDTM = DTM · EITM

EDTE = DTE · EITE (2.11)

donde EDTM, EDTE y EITM, EITE son, respectivamente, los vectores columna de los
espectros TM z y TEz de campo dispersado e incidente descritas en (2.3) y (2.6), y DTM,
DTE son las funciones de transferencia o matrices de caracterización TM y TE del objeto.
Estas matrices se construyen a partir de los coeficientes dTM

qp y dTE
qp de la siguiente forma:

DTM =




dTM
−Nd −Ni

dTM
−Nd −Ni+1 · · · dTM

−Nd Ni

dTM
−Nd+1 −Ni

dTM
−Nd+1 −Ni+1 · · · dTM

−Nd+1 Ni

...
...

. . .
...

dTM
Nd −Ni

dTM
Nd −Ni+1 · · · dTM

Nd Ni




2Nd+1×2Ni+1

DTE =




dTE
−Nd −Ni

dTE
−Nd −Ni+1 · · · dTE

−Nd Ni

dTE
−Nd+1 −Ni

dTE
−Nd+1 −Ni+1 · · · dTE

−Nd+1 Ni

...
...

. . .
...

dTE
Nd −Ni

dTE
Nd −Ni+1 · · · dTE

Nd Ni




2Nd+1×2Ni+1

(2.12)

Cada columna de la matriz DTM o DTE es la respuesta del objeto a un modo incidente
espectral distinto. Y por lo tanto el espectro dispersado será la suma de las respuestas a cada
modo ponderadas por los coeficientes iTM

p o iTE
p del espectro incidente, lo que se consigue

multiplicando matricialmente la función de transferencia TM o TE por el correspondiente
espectro incidente EITM o EITE.
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Una vez obtenidas las funciones de transferencia, se puede calcular inmediatamente la
respuesta del objeto a cualquier onda incidente, sin necesidad de conocer cómo es realmente
el objeto, lo que da idea de lo ventajoso que resulta esta técnica.

La dimensión de la matriz TM o TE de caracterización del dispersor aumenta a medida
que las dimensiones eléctricas del objeto crecen, y por lo tanto cuando éste sea muy grande
será conveniente fraccionar dicho objeto en varios elementos más pequeños y aplicar técnicas
de realimentación múltiple o acoplo electromagnético.

En el caso de objetos dispersores con geometrı́a canónica en coordenadas cilı́ndricas es
posible obtener la función de transferencia y la matriz de corriente de forma analı́tica. Este
es el caso del cilindro metálico infinito [4] y del cilindro dieléctrico multicapa infinito [17].
En el caso de objetos con geometrı́a no canónica se debe utilizar algún método numérico,
como el Método de los Momentos [30].

2.2.3. Matriz de corriente

En el cálculo de la función de transferencia se pueden distinguir dos pasos. En el primero
se construye la matriz de corriente, que relaciona la distribución de corrientes inducidas en el
dispersor con el espectro de campo incidente. En un segundo paso se construye la matriz de
espectro que relaciona el espectro del campo dispersado con la distribución de corriente, de
forma que la función de transferencia se obtiene como el producto de la matriz de espectro
por la matriz de corrientes.

En el caso de objetos con geometrı́a no canónica, para construir la matriz de corriente se
seguirán los siguientes pasos:

1. Cálculo de la corriente J(�ρ′) inducida en el objeto como respuesta al p-ésimo modo
incidente Ei

z = Jp(kρ)ejpφ. Esta corriente inducida se puede calcular utilizando algún
método numérico como el método de los momentos.

2. Discretización de la distribución de corriente. En el método de los momentos la corri-
ente se expande como suma de Ns funciones base, de la forma:

J(�ρ′) =

Ns∑
n=1

In fn(�ρ′) (2.13)

de modo que basta con conocer los pesos In de dicha serie. Llamaremos [Inp] al vec-
tor que recoge los pesos de la mencionada serie ante la incidencia del modo p-ésimo.
Cada elemento Inp de dicho vector es la amplitud de la n-ésima función base de cor-
riente como respuesta al p-ésimo modo incidente. El vector [Inp] se almacena como la
columna p-ésima de la matriz de corriente.

3. Este proceso se repite para cada modo incidente, es decir, variando p desde −Ni hasta
Ni, hasta completar la matriz de corriente.

El tamaño de la matriz de corriente será de Ns × 2 Ni + 1. Cada elemento de la matriz
de corrientes Inp indicará la contribución del p-ésimo modo incidente a la amplitud de la



2.2 Dispersión de objetos aislados 19

n-ésima función de corriente sobre el objeto, de modo que la relación entre la distribución
de corriente inducida en el objeto y el espectro de campo incidente es:

CO = DI · EI (2.14)

donde CO es un vector columna que contiene las amplitudes de corriente, EI es el espectro
de campo incidente, y DI es la matriz de corrientes, de la forma:

DI =




I1 −Ni
I1 −Ni+1 · · · I1 Ni

I2 −Ni
I2 −Ni+1 · · · I2 Ni

...
...

. . .
...

INs −Ni
INs −Ni+1 · · · INs Ni




Ns×2Ni+1

(2.15)

2.2.4. Matriz de espectro

La matriz de espectro DE permitirá obtener el espectro dispersado ED a partir de la
corriente inducida CO como:

ED = DE · CO

Para construir la matriz de espectro se seguirán los siguientes pasos:

1. Cálculo del espectro de campo eléctrico dispersado por el n-ésimo elemento de cor-
riente fn sobre el dispersor de amplitud unidad. A los coeficientes del mencionado
espectro se les denominará Sqn, de modo que el campo dispersado por el n-ésimo
elemento de corriente será:

Es
n =

Nd∑
q=−Nd

Sqn H(2)
q (kρ) ejqφ (2.16)

Cada coeficiente Sqn indica la contribución del n-ésimo elemento de corriente al q-
ésimo modo del espectro de campo dispersado. Estos coeficientes pueden obtenerse
utilizando la Transformada de Fourier o el Teorema de Adición de las funciones de
Bessel (ver [31]).

2. Los coeficientes Sqn con q variando desde −Nd a Nd se almacenan en la n-ésima
columna de la matriz de espectro.

3. Este proceso se repite para cada elemento de corriente, es decir, variando n desde 1
hasta Ns, hasta completar la matriz de espectro.

El tamaño de la matriz de espectro será de 2 Nd + 1 × Ns.
Como ya se ha indicado, la relación entre el espectro de campo dispersado y la distribu-

ción de corrientes inducidas en la superficie del objeto es:

ED = DE · CO (2.17)
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donde ED es el espectro de campo dispersado, CO es un vector columna que contiene las
amplitudes de los Ns elementos de corriente, y DE es la matriz de espectro, de la forma:

DE =




S−Nd 1 S−Nd 2 · · · S−Nd Ns

S−Nd+1 1 S−Nd+1 2 · · · S−Nd+1 Ns

...
...

. . .
...

SNd 1 SNd 2 · · · SNd Ns




2 Nd+1×Ns

(2.18)

La relación entre espectro dispersado e incidente será el producto de la matriz de espectro
por la matriz de corriente:

ED = DE · CO = DE · DI · EI = D · EI

Por lo tanto la función de transferencia D será el producto de la matriz de espectro DE
por la matriz de corriente DI .

D = DE · DI

2.2.5. Objetos dispersores analizados

Para las aplicaciones que se han desarrollado en el presente trabajo únicamente ha sido
necesario considerar la polarización TM z, de modo que tan sólo se han calculado funciones
de transferencia TM.

Al comenzar la tesis ya se disponı́a de los programas informáticos necesarios para obten-
er la función de transferencia TM de los siguientes objetos [7, 31]:

Cilindro metálico infinito La función de transferencia de este objeto se puede obtener de
forma analı́tica, forzando la condición de contorno del campo eléctrico en la superficie
del cilindro (campo total en la superficie metálica nulo) [4]:

dTM
qp =



− Jp(ka)

H
(2)
p (ka)

si q = p

0 si q �= p

(2.19)

donde a es el radio del cilindro. En la figura 2.5.a se muestra la amplitud de campo
eléctrico alrededor de un cilindro de radio 0, 5λ ante la incidencia de una onda plana.

Tira metálica infinita Como se trata de un objeto con geometrı́a no canónica, su función de
transferencia TM se obtiene utilizando un método numérico, concretamente el Método
de los Momentos, con funciones base pulso e impulsos como funciones de test (Point
Matching) (ver detalles en [31]). En la figura 2.5.b se muestra la amplitud de campo
eléctrico alrededor de una tira de longitud λ ante la incidencia de una onda plana.
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(a) Cilindro metálico. Radio 0,5λ (b) Tira metálica. Longitud λ

Figura 2.5: Amplitud de campo eléctrico ante la incidencia de una onda plana

Como primer trabajo de tesis, y con el fin de poder analizar una mayor variedad de prob-
lemas de dispersión, se implementaron los programas necesarios para calcular las funciones
de transferencia TM de los siguientes objetos:

Cilindro dieléctrico y/o magnético homogéneo infinito Al igual que con el cilindro metáli-
co, la solución en este caso es analı́tica. Para resolver este problema es preciso forzar la
continuidad de campo eléctrico y magnético en la superficie del cilindro, suponiendo
que en el interior del mismo existe un campo E c

z que podemos expresar como suma de
modos cilı́ndricos finitos en el origen de coordenadas:

Ec
z =

Nc∑
n=−Nc

sTM
n Jn(kcρ) ejnφ (2.20)

donde kc y sTM
n son respectivamente el número de onda y el espectro cilı́ndrico de

campo TM z dentro del cilindro.

Tras forzar continuidad de campos eléctrico y magnético se obtiene que los elementos
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de la función de transferencia TM son:

dTM
qp =




∣∣∣∣∣ Jp(ka) Jp(kca)

J ′
p(ka) J ′

p(kca)
√

εrc

µrc

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −H
(2)
p (ka) Jp(kca)

−H
′(2)
p (ka) J ′

p(kca)
√

εrc

µrc

∣∣∣∣∣
si q = p

0 si q �= p

(2.21)

donde a es el radio del cilindro, y εrc y µrc son la permitividad y permeabilidad relati-
vas dentro del cilindro.

Por otro lado, el espectro de campo TM z dentro del cilindro se relaciona con el espec-
tro de campo incidente según la siguiente relación:

sTM
n =

∣∣∣∣∣ −H
(2)
p (ka) Jp(kca)

−H
′(2)
p (ka) J ′

p(kca)
√

εrc

µrc

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ −H
(2)
p (ka) Jp(kca)

−H
′(2)
p (ka) J ′

p(kca)
√

εrc

µrc

∣∣∣∣∣
iTM
n (2.22)

Cilindro dieléctrico y/o magnético multicapa infinito En el caso de cilindros formados
por varias capas de diversos materiales cilı́ndricos concéntricos (por ejemplo un lı́qui-
do dentro de una pipeta), la solución es también analı́tica, debiendo obtener el campo
dentro de cada capa de forma iterativa forzando la continuidad de contorno en cada
separación entre dos capas (ver [17]).

Arco circular metálico El análisis de este objeto resultará necesario más adelante para
poder obtener los parámetros circuitales de un codo circular en plano H en una guı́a de
ondas rectangular. Como se trata de un objeto con geometrı́a no canónica, al igual que
la tira, su función de transferencia TM también se ha obtenido utilizando el Método
de los Momentos, con funciones base pulso e impulsos como funciones de test (Point
Matching).

Objetos dieléctricos inhomogéneos 2-D de sección transversal arbitraria Este tipo de ob-
jetos ha sido analizado utilizando el método descrito en [18]. Al tratarse de un método
numérico resulta mucho menos eficiente que el método descrito en [17], pero por con-
tra se puede analizar con él cualquier objeto dieléctrico 2-D.

Objetos compuestos de varias tiras Se han implementado los programas necesarios para
poder analizar mediante el método de los momentos objetos dispersores 2-D cuya ge-
ometrı́a pueda ser compuesta uniendo varias tiras o cilindros metálicos, de modo que el
usuario especifica la geometrı́a del dispersor indicando el número de tiras o cilindros,
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y la posición, longitud y orientación de cada una de los sub-objetos. Posteriormente se
analizan todos los objetos mediante el Método de los Momentos como si se tratara de
un único objeto. Esto resulta especialmente útil para caracterizar conjuntamente tiras
que se sitúan tan próximas que no es posible analizarlas como dispersores aislados y
posteriormente analizar el acoplo entre las mismas, a causa de su extrema proximidad,
tal y como se explicará más adelante.

En las figuras 2.6 y 2.7 se muestra el campo eléctrico alrededor de los diferentes tipos de
objetos 2-D que se han analizado, ante la incidencia de una onda plana.

(a) Cilindro dieléctrico. Radio 0,5λ, εr = 4 (b) Cilindro dieléctrico multicapa. Radios 0, 3λ
y 0, 5λ. εr=1 y 4

Figura 2.6: Amplitud de campo eléctrico ante la incidencia de una onda plana
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(a) Arco metálico. Radio 0,5λ (b) Poste rectangular dieléctrico. Lados 0,2λ y
0,98λ, εr = 4

(c) Estrella compuesta por varias tiras

Figura 2.7: Amplitud de campo eléctrico ante la incidencia de una onda plana
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Además de la implementación de los programas necesarios para analizar nuevos objetos,
se ha mejorado el cálculo de los elementos de la diagonal principal de la matriz de coefi-
cientes resultante de aplicar el método de los momentos al cálculo de la corriente inducida
en la superficie de un objeto metálico 2-D. Esta mejora ha supuesto una reducción del coste
computacional a la cuarta parte sin pérdida de precisión en los resultados [32].

2.3. Dispersión de múltiples objetos

2.3.1. Introducción

En esta sección se analizan problemas de dispersión en los que existen múltiples obje-
tos dispersores. En ese caso, el campo que produzca un objeto dispersor no será el mismo
que cuando estaba aislado. Esto se debe a que recibirá campo procedente no sólo de la ex-
citación exterior, sino también del resto de objetos que se hallan en su entorno, y que son
a su vez excitados por la fuente externa y por el campo procedente del resto de objetos. El
objetivo de esta sección será, por tanto, resolver el acoplo electromagnético que se produce
entre los objetos dispersores, y obtener el campo que conjuntamente dispersan todos los ob-
jetos como respuesta a cualquier excitación externa, después de haberse producido todas las
interacciones entre ellos.

Para resolver el acoplo entre múltiples objetos dispersores utilizaremos la función de
transferencia de cada uno de los objetos, que como se ha visto anteriormente los carac-
teriza de forma individual. La simplicidad que supone caracterizar los objetos individuales
mediante sus funciones de transferencia ha sido aprovechada en numerosas ocasiones para
generar métodos que resuelven el acoplo entre varios dispersores [1, 6, 8]. Todos estos méto-
dos presentan alguna limitación importante. El método propuesto en [1] tan sólo consid-
era la primera interacción entre los objetos, resolviendo el problema de forma sencilla pero
claramente incompleta y por tanto inexacta. En [6] se presenta un método que obtiene una
solución completa, pero requiere para plantear el sistema de ecuaciones de la realización de
unos diagramas que cada vez resultan más complejos, y por tanto inabordables conforme
el número de objetos dispersores aumenta. Finalmente, el método presentado en [8] es un
método que sigue el camino fı́sico de las ondas, y va construyendo la solución de forma
iterativa añadiendo a cada paso una nueva interacción entre los objetos. Las desventajas de
este método son lo costoso de la comprobación de la convergencia del método (grado de
cumplimiento de alguna condición de contorno en la superficie de un objeto), y la divergen-
cia y por tanto imposibilidad de obtener solución en casos en los que los objetos dispersores
se encuentran muy próximos entre sı́ o cuando existen a la vez objetos muy grandes y muy
pequeños en el mismo problema.

En [3] se propone un método que supera las limitaciones de los métodos anteriores y
resuelve el problema de dispersión múltiple de forma satisfactoria para problemas en espa-
cio abierto. El procedimiento seguido por dicho método consiste en analizar en primer lugar
el acoplo entre dos objetos, y caracterizarlos de forma conjunta mediante unas nuevas fun-
ciones de transferencia o matrices de caracterización conjuntas. En el siguiente paso los dos
primeros objetos se tratan como si fueran uno sólo, y se resuelve el acoplo del conjunto for-
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mado por los dos primeros objetos con un tercer objeto. Y ası́, en sucesivas iteraciones (tantas
como objetos), se consigue finalmente caracterizar de forma conjunta a todos los objetos me-
diante unas matrices de caracterización conjuntas que proporcionan el campo dispersado por
los objetos ante cualquier posible incidencia.

Figura 2.8: Segmentación de una bocina 2-D en un problema de dispersión múltiple

Este método se ha aplicado con éxito al análisis de problemas de dispersión múltiple tales
como antenas 2-D formadas por múltiples reflectores, y en general a cualquier problema en
espacio abierto aunque los objetos estén próximos entre sı́ o existan simultáneamente objetos
muy grandes y muy pequeños. No obstante, al intentar aplicar este método al análisis de
problemas en los que los objetos forman geometrı́as cerradas (por ejemplo al analizar una
bocina 2-D como la de la figura 2.8), se descubrió que existı́an unas limitaciones que hacı́an
que los resultados proporcionados por el método fueran inexactos en algunas circunstancias.
En concreto, el método propuesto en [3] debe cumplir las siguientes tres normas para que la
solución sea correcta al analizar la interacción entre dos grupos de objetos [33]:

1. Ningún objeto debe estar centrado dentro de la mı́nima circunferencia que contiene a
los objetos del otro grupo (ver figura 2.9.a, objeto C2

t ). En ese caso el campo dispersado
por dicho objeto no se reconstruirá correctamente en todo el contorno de todos los
objetos del otro grupo.

2. Ningún objeto debe poseer parte alguna de su contorno dentro de la mı́nima circunfer-
encia que contiene a ningún objeto del otro grupo (ver figura 2.9.b objetos C2

t y C1
t ).

De ser ası́ el campo dispersado por el objeto C1
t no se reconstruirá correctamente en

parte de la superficie del objeto C2
t .

3. El número de modos cilı́ndricos con los que se reconstruye el campo incidente a un
grupo no debe ser excesivamente elevado. De ser ası́, las matrices de traslación de
espectros presentarán elementos casi singulares y los sistemas matriciales que se deban
resolver estarán mal condicionados.
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(a)

(b)

Figura 2.9: Esquema de dos situaciones en las que le método propuesto en [3] falla

Al intentar aplicar el método de [3] a problemas muy cerrados como el de la figura
2.8, resulta imposible no incumplir alguna de las tres reglas citadas anteriormente. En con-
secuencia, el método resulta útil para el análisis de problemas en espacio abierto, pero es
insuficiente para analizar problemas cerrados como son estructuras en guı́a de ondas, que
son los problemas que se proponen analizar en la tesis. Por este motivo se desarrolló una



28 Análisis de problemas de dispersión bidimensionales

nueva técnica de resolución de problemas de dispersión múltiple, que evita las limitaciones
del método iterativo anterior descrito en [3].

2.3.2. Nuevo método de análisis de problemas de dispersión múltiple

Consideremos un problema general de dispersión múltiple como el que se ilustra en la
figura 2.10. Deseamos obtener la respuesta electromagnética conjunta de N objetos disper-
sores, compuestos de un material metálico o dieléctrico, cuya geometrı́a es invariante en
una dimensión (eje ẑ) y con una sección transversal (plano XY ) arbitraria. Cada objeto i
(i ∈ [1, 2, . . . , N ]) estará contenido en una circunferencia de radio ri, y vendrá caracterizado
de forma individual por una función de transferencia, o matriz de caracterización, Di. De es-
ta forma, la matriz Di nos proporciona el espectro del campo dispersado por el objeto i como
respuesta a un espectro cilı́ndrico arbitrario incidente a Ci. La matriz Di toma un espectro
cilı́ndrico incidente a Ci de 2N in

i +1 modos, y devuelve un espectro cilı́ndrico emergente de
Ci de 2Ndi

i +1 modos. Por tanto Di es una matriz de tamaño (2N in
i +1)× (2Ndi

i +1). Tanto
N in

i como Ndi
i será un número suficientemente grande como para que no se pierda precisión

en los resultados. Como mı́nimo, ambos deben ser mayores que K ri, donde K es el número
de onda y ri es el radio de la circunferencia que contiene al objeto i.

C1

r1

Ci

ri
C3

r3

CN

rN

�

�

1

C2

r2

2

3

N

i

O

P( )���

Figura 2.10: Esquema general de un problema de dispersión múltiple

El conjunto formado por los N objetos será iluminado por una fuente de radiación externa
caracterizada por el espectro cilı́ndrico de campo eléctrico, al que llamaremos EI . Dicho
espectro de campo incidente estará centrado en el origen de coordenadas global a los N
objetos, el punto O (ver figura 2.10), y será un espectro de 2NI + 1 modos, siendo NI un
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número entero suficientemente grande. Por tanto EI es un vector de 2NI + 1 elementos.
Utilizaremos coordenadas cilı́ndricas, ya que la geometrı́a es invariante en una dimensión,
de modo que un punto cualquiera P vendrá caracterizado por sus coordenadas ρ y φ (ver
figura 2.10).

Al iluminar la fuente externa a los N objetos, éstos producirán una onda dispersada cada
uno. A su vez, estas ondas incidirán sobre cada uno de los demás objetos, produciéndose
como respuesta una nueva onda dispersada en cada objeto. Y ası́ irı́an sucediéndose las in-
teracciones entre los N objetos hasta el infinito. En el régimen permanente, cuando pase el
tiempo necesario para ello, todas las interacciones significativas entre los N objetos ya han
tenido lugar y la iluminación que recibe cada objeto i (suma de las infinitas contribuciones
que recibe desde el exterior y desde los N − 1 objetos restantes) es constante y estable.

Llamaremos a Ein
i al espectro cilı́ndrico del campo eléctrico incidente al objeto i en

régimen permanente. Se tratará de un vector columna de 2N in
i + 1 elementos. Ein

i será la
suma del campo procedente de la fuente externa y de las contribuciones procedentes de
los N − 1 objetos restantes. Si logramos conocer el valor de E in

i para i = [1, 2, . . . , N ],
habremos resuelto el problema, y podremos conocer el campo dispersado por cada uno de
los N objetos, teniendo en cuenta ya el acoplo electromagnético entre ellos. Ese campo, al
que llamaremos Edi

i , será:

Edi
i = Di ∗ Ein

i i ∈ [1, 2, . . . , N ] (2.23)

Nuestro problema se reduce, por tanto, a conocer el valor del campo E in
i incidente a cada

objeto en régimen permanente. Para hallar esas N incógnitas, intentaremos relacionarlas
entre ellas. Concretamente, intentaremos relacionar el valor de E in

i (campo total incidente al
objeto i) con el resto de incógnitas (campo incidente al resto de objetos). En la figura 2.11 se
muestran los campos incidentes a todos los objetos excepto al objeto i.

Cada uno de los campos Ein
k , con k ∈ [1, . . . , N ] y k �= i, incide sobre el objeto k. Como

consecuencia, dicho objeto produce un campo dispersado cuyo espectro será:

Dk · Ein
k (2.24)

donde Dk es la función de transferencia o matriz de caracterización del objeto k. El espectro
Dk · Ein

k está centrado en el punto Ck (ver figura 2.12).
El campo dispersado por el objeto k iluminará al objeto i. Y el espectro de campo inci-

dente en i debido a k lo podremos obtener haciendo una transformación de espectro cilı́ndrico
emergente de Ck a espectro cilı́ndrico incidente en Ci. Esta transformación se puede hacer
de forma matricial mediante la matriz de traslación de espectros Tik [31] (ver el apéndice B).
Esta matriz será de tamaño (2N in

i + 1) × (2Ndi
k + 1). De forma que el campo incidente en

Ci debido al objeto k será:

Tik · Dk · Ein
k (2.25)

tal y como se muestra en la figura 2.13.
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Figura 2.11: Esquema de dispersión múltiple con los campos incidentes a cada objeto

El campo total incidente en el objeto i (E in
i ) será el que le llega de los N − 1 objetos

restantes más el que le llega desde la fuente externa que ilumina al conjunto de dispersores
(Ti0 · EI). Por tanto:

Ein
i =

N∑
k = 1
k �= i

Tik · Dk · Ein
k + Ti0 · EI (2.26)

donde Ti0 es una matriz diferente según la excitación sea cercana o lejana:

Excitación lejana En el caso en el que la excitación sea lejana (por ejemplo, una onda
plana), el campo de excitación lo expresaremos como una suma de modos cilı́ndricos
incidentes en un punto Cexc. Para minimizar el número de modos necesarios para ex-
presar correctamente el campo de excitación, conviene que Cexc esté situado en el cen-
tro de la menor circunferencia que contiene a todos los objetos. La matriz Ti0 será en
este caso una matriz de traslación de espectro incidente en Cexc a espectro incidente
en Ci (ver apéndice B).

Excitación cercana La excitación será cercana cuando ésta surja de algún punto Cexc cer-
cano a los objetos. En este caso conviene expresar el campo de excitación como una
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Figura 2.12: Esquema de dispersión múltiple con los campos dispersados por cada objeto

suma de modos cilı́ndricos emergentes (ver apéndice A) desde el punto Cexc. Y por
tanto en este caso la matriz Ti0 será una matriz de traslación de espectro emergente de
Cexc a espectro incidente en Ci.

La matriz Ti0 será de tamaño (2N in
i + 1) × (2Nexc + 1), donde Nexc es el número de

modos del espectro cilı́ndrico del campo de excitación.
En la ecuación 2.26 hemos conseguido relacionar el campo incidente al objeto i con el

campo incidente al resto de objetos. Disponemos ya de 1 ecuación con N incógnitas. Si
relacionamos de igual forma el campo incidente a cada objeto con los campos incidentes a
los demás objetos, obtendremos las N ecuaciones de N incógnitas siguientes:

Ein
i =

N∑
k = 1
k �= i

Tik · Dk · Ein
k + Ti0 · EI i = 1, 2, . . . , N (2.27)

Pondremos los términos independientes a un lado de la ecuación, y las incógnitas al otro:

Ein
i −

N∑
k = 1
k �= i

Tik · Dk · Ein
k = Ti0 · EI i = 1, 2, . . . , N (2.28)
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Figura 2.13: Esquema de dispersión múltiple con los campos incidentes al objeto i

Definiremos unos coeficientes Aik, que serán los coeficientes de la incógnita k-ésima
(Ein

k ) en la ecuación i-ésima. De esta forma podemos reescribir las ecuaciones anteriores de
la siguiente forma:

N∑
k=1

Aik · Ein
k = Ti0 · EI i = 1, 2, . . . , N (2.29)

donde cada coeficiente Aik es una matriz de tamaño (2N in
i + 1)×(2N in

k + 1) de la siguiente
forma,

Aik =

{
I si i = k

−Tik · Dk si i �= k
(2.30)

donde I es una matriz identidad de tamaño (2N in
i + 1) × (2N in

i + 1).

Las N ecuaciones de (2.29) se pueden escribir de forma matricial de la siguiente forma:

A · E = B · EI (2.31)
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donde,

A =




A11 A12 · · · A1N

A21 A22 · · · A2N
...

...
. . .

...
AN1 AN2 · · · ANN




E =




Ein
1

Ein
2
...

Ein
N




B =




T10

T20
...

TN0


 (2.32)

Los tamaños de la matrices A, E, B y EI son los siguientes:

Tamaño de A =
N∑

k=1

(2N in
k + 1) ×

N∑
k=1

(2N in
k + 1)

Tamaño de E =

N∑
k=1

(2N in
k + 1) × 1

Tamaño de B =
N∑

k=1

(2N in
k + 1) × (2NI + 1)

Tamaño de EI = (2NI + 1) × 1 (2.33)

Por tanto la solución al acoplo electromagnético entre los N objetos dispersores se reduce
finalmente a la solución del sistema de ecuaciones lineales definido en (2.31):

E = A(−1) · B · EI (2.34)

Resuelto el sistema de ecuaciones ya conocemos el campo incidente a cada objeto (tenido
en cuenta el acoplo entre dispersores). Por tanto, como se indicaba en (2.23), el campo Edi

k

que dispersará cada objeto k como respuesta a una incidencia externa EI será:

Edi
k = Dk · Ein

k (2.35)

Si deseamos conocer la respuesta de los N objetos ante cualquier incidencia, debemos
proceder de igual forma a como procedı́amos a la hora de caracterizar objetos de forma
aislada: debemos obtener la respuesta de cada objeto a cada posible modo incidente.

El vector E es un vector que contiene los N espectros E in
k (k = 1, 2, . . . , N) incidentes

a los N objetos cuando la excitación externa posee un espectro EI . Si queremos conocer la
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respuesta de los múltiples dispersores a cada uno de los 2NI + 1 posibles modos cilı́ndricos
incidentes, deberemos calcular el valor del vector E para 2NI + 1 excitaciones diferentes.
Esto se puede hacer en un sólo paso si tomamos como espectro de campo incidente EI no
un vector de tamaño 2NI + 1 con un espectro cilı́ndrico concreto, sino una matriz identidad
I de tamaño (2NI + 1) × (2NI + 1). Si hacemos esto, la columna p-ésima de la matriz
EI será un vector cuyos elementos son todos nulos excepto el elemento p-ésimo. Lo que
supone que esa columna es el espectro cilı́ndrico correspondiente a un incidencia del modo
cilı́ndrico de orden p:

Jp(Kρ) ejpφ (2.36)

Por tanto, siendo EI una matriz identidad, el producto

E ′ = A(−1) · B · EI = A(−1) · B · I = A(−1) · B (2.37)

proporciona una matriz E ′ de tamaño

k=N∑
k=1

(
2N in

k + 1
)× (2NI + 1) (2.38)

que almacena en la p-ésima columna los espectros de los campos incidentes a los N objetos
cuando la incidencia externa es la de un modo cilı́ndrico de orden p.

La matriz E ′ está formada por N submatrices de la siguiente forma:

E ′ =




E ′
1

E ′
2

...
E ′

N


 (2.39)

donde cada matriz E ′
k (k = 1, 2, . . . , N) es una matriz de tamaño (2N in

k +1)×(2NI+1), que
almacena en cada columna p el espectro de campo incidente al objeto k ante la incidencia
externa del modo cilı́ndrico de orden p. Si multiplicamos E ′

k por la matriz de caracterización
o función de transferencia del objeto k, obtendremos una matriz, a la que llamaremos D ′

k, de
tamaño (2Ndi

k + 1) × (2NI + 1):

D′
k = Dk · E ′

k (2.40)

La matriz D′
k almacena en cada columna p el espectro de campo dispersado por el objeto

k ante la incidencia externa del modo cilı́ndrico de orden p, ya teniendo en cuenta el acoplo
con el resto de objetos. Por tanto, a esta matriz la llamaremos función de transferencia con-
junta, ya que caracteriza al objeto N ante cualquier posible incidencia externa teniendo en
cuenta el acoplo con el resto de objetos, de igual forma que la matriz Dk es la función de
transferencia del objeto aislado.

Obteniendo las N funciones de transferencia conjunta (D′
k, con k = 1, 2, . . . , N), habre-

mos resuelto el problema de dispersión múltiple, y podremos conocer de forma inmediata
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y muy sencilla la respuesta de los N objetos dispersores ante cualquier incidencia externa.
Si [ip] es el espectro del campo externo incidente sobre los N objetos, podemos obtener el
espectro del campo dispersado por cada objeto k con sólo multiplicar por la correspondiente
función de transferencia conjunta:

[ck
q ] = D′

k · [ip] (2.41)

De manera que el campo �Ek(ρ, φ) dispersado por el objeto k ante la incidencia [ip] es:

�Ek(ρ, φ) =

Ndi
k∑

q=−Ndi
k

ck
q H(2)

q (Kρk) ejqφk ẑ (2.42)

donde ρk y φk son las coordenadas del punto C = (ρ, φ) vistas desde el punto Ck, centro del
objeto k (ver figura 2.14), y se pueden obtener de la siguiente forma:

�vk = �CkC

ρk = ||�vk|| =
√

v2
kx

+ v2
ky

φk = ∠�vk = arctan
vky

vkx

(2.43)

O( , )0 0

Ck

C( , )� �

�k

�

�
�k

Figura 2.14: Sistemas de coordenadas global y local al objeto k

Limitación del método

El método de solución de acoplo entre objetos que se acaba de presentar permite el análi-
sis de problemas de dispersión múltiple con cualquier número de objetos, y con la presencia
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de objetos de cualquier tamaño y geometrı́a, siempre que estén previamente caracterizados
de forma aislada mediante su función de transferencia o matriz de caracterización.

C1

1

C2

2

Figura 2.15: Limitación del método de acoplo múltiple. El campo no se reconstruye correc-
tamente en la zona oscurecida

No obstante, si un objeto lo caracterizamos mediante su función de transferencia, pode-
mos conocer el campo que este objeto produce como respuesta a cualquier incidencia; pero
sólo podemos conocer este campo fuera de la circunferencia que lo circunscribe. Por tanto,
no podemos situar dos objetos tan cerca que se introduzca un objeto dentro de la circunfer-
encia que contiene a otro (ver figura 2.16).

Otra situación crı́tica se produce cuando las circunferencias que contienen a dos objetos
se intersectan, pero ninguno de los dos objetos entra dentro de la circunferencia que contiene
al otro. Esta situación se puede producir por ejemplo el analizar una estructura compleja co-
mo la de la figura 2.16.a (una unión en T en una guı́a rectangular). En dicha figura se muestra
cómo se ha fragmentado la estructura en un conjunto de tiras metálicas (problema de disper-
sión múltiple), de modo que existen dos parejas de objetos (objetos 1 y 2, y objetos 3 y 4)
cuyas circunferencias se intersectan sin que ningún objeto entre dentro de la circunferencia
de otro. En esta situación el campo dispersado por el objeto 1 se puede reconstruir correcta-
mente en toda la zona de interés como suma de modos emergentes de C1 (centro del objeto
1). Por tanto en este caso no existe ninguna limitación de tipo teórico. No obstante, es nece-
sario expresar el campo emergente de C1 como suma de modos incidentes a C2 (centro del
objeto 2) para conocer mediante la función de transferencia del objeto 2 su respuesta ante el
campo dispersado por el objeto 1. Y la matriz de traslación de espectro de campo emergente
de C1 a campo incidente a C2 será una matriz mal condicionada ya que el número de modos
del espectro de campo incidente a C2 se elige lo suficientemente grande como para recon-
struir correctamente el campo en toda la circunferencia que contiene al objeto 2. Y dentro de
esa circunferencia hay una zona (parte de la circunferencia que contiene al objeto 1), donde
el campo no se podı́a expresar mediante espectro de campo emergente de C1. En definitiva,
la inversión de las matrices de traslación de espectros entre objetos cuyas circunferencias se
intersectan puede dar lugar a errores que se acumularán en el caso de haber varios objetos en
esta situación.

Con el objetivo de evitar esta situación, en la figura 2.16.b se segmenta de forma que no
se incumple esta segunda limitación del método, y de esta forma garantizamos la corrección
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de los resultados.
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Figura 2.16: Dos situaciones similares en las que se fragmenta una estructura en múltiples
dispersores de forma correcta e incorrecta

Las limitaciones que se han explicado son las únicas limitaciones del método. Por lo
demás, es un método general y válido para el análisis de cualquier problema de dispersión
múltiple.

2.3.3. Resultados

La primera estructura que se va analizar para comprobar el comportamiento del método
es una antena 2-D de tipo bocina alimentada por una guı́a rectangular.

En la figura 2.17 se muestra la estructura analizada, y cómo ésta ha sido fragmentada en
un problema de dispersión múltiple formado por varias tiras metálicas 2-D. Cada circunfer-
encia encierra una tira metálica infinita.

La estructura se excita por una fuente puntual situada a una distancia λ/4 de la pared
posterior de la guı́a que alimenta a la antena. La longitud de la boca de la bocina es de
D = 4 λ.

En la figura 2.18 se muestran la amplitud y la fase del campo eléctrico en la zona de
campo cercano de la bocina. El tiempo de cálculo invertido en la resolución de problema
de dispersión y en el cálculo del campo en la rejilla que se representa en la figura en un
Pentium III a 1.7 GHz es de 44 segundos.



38 Análisis de problemas de dispersión bidimensionales

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

Longitudes de onda

L
on

gi
tu

de
s 

de
 o

nd
a

Fuente puntual

Figura 2.17: Problema de dispersión múltiple en el que se ha fragmentado una antena de
tipo bocina (D = 4 λ) para su análisis
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Figura 2.18: Amplitud y fase del campo eléctrico en la zona de campo cercano de una bocina
2-D (D = 4 λ)



2.3 Dispersión de múltiples objetos 39

Si se intenta analizar la misma bocina con el método iterativo de [3], es imposible en-
contrar una fragmentación en tiras 2-D que no incumpla alguna de las reglas expuestas en la
página 26. A pesar de incumplir dichas reglas, se ha analizado la bocina con el método de
[3], y el resultado se muestra en la figura 2.19. Al comparar con los resultados de la figura
2.18 se puede apreciar claramente la incorrección en los resultados. Se puede concluir por
tanto, que el nuevo método de resolución de problemas de dispersión múltiple supera las
limitaciones del método anterior.
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Figura 2.19: Amplitud y fase del campo eléctrico en la zona de campo cercano de una bocina
2-D (D = 4 λ) resuelto con el método descrito en [3]

Vista la capacidad del nuevo método para el análisis de una bocina 2-D, comprobaremos
ahora su capacidad para resolver problemas de mayor complejidad como es la agrupación de
dos bocinas alimentadas por una guı́a rectangular. La boca de las bocinas es de D = 4 λ, y la
separación entre las dos bocinas es de d = 4 λ. En la figura 2.20.a se muestra la segmentación
de la estructura en tiras metálicas 2-D. Para alimentar a las dos bocinas la guı́a de ondas
que transporta la señal se divide en dos brazos mediante una unión en T. Con el objeto de
minimizar las reflexiones y maximizar la transferencia de potencia desde la guı́a a las dos
bocinas, se han introducido unos rebajes en la estructura, tal y como se muestra en la vista
en detalle de la figura 2.20.b. Nótese que los codos incluidos en la red de alimentación son
circulares, lo que refuerza el carácter general del método desarrollado, pues es capaz de
analizar simultáneamente estructuras con geometrı́as muy diversas. En las figuras 2.20.c y
2.20.d se muestran la amplitud y la fase de la agrupación de dos bocinas en campo cercano.
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Figura 2.20: Agrupación de dos bocinas 2-D alimentadas con una guı́a rectangular (D = 4 λ
y d = 4 λ)
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do TE10

(c) Amplitud de campo eléctrico (dB). Mo-
do TE20

Figura 2.21: Poste metálico circular en plano H en el interior de una guı́a rectangular de
anchura a. El diámetro del poste es d = 0,2 a, y la longitud de onda es λ = 1,01 a

En la figura 2.21 se analiza un poste circular metálico en el interior de una guı́a rectangu-
lar de radio a. Como se explica en el capı́tulo 3, el nuevo método de análisis de problemas de
dispersión múltiple 2-D se puede aplicar a la resolución de problemas reales en plano H en
guı́a rectangular, ya que en estos casos tanto la excitación (modos TEm0) como la estructura
(en plano H) son invariantes en una dimensión, y el problema se puede abordar como si se
tratara de una estructura bidimensional. En el ejemplo de la figura 2.21 se ha considerado
la existencia de un poste circular metálico de diámetro d = 0,2 a, y la longitud de onda
de trabajo es λ = 1,01 a. Se ha representado la propagación del modo fundamental TE10



42 Análisis de problemas de dispersión bidimensionales

por dentro de la guı́a (figura 2.21.b), y la del modo superior (figura 2.21.c). Para excitar la
estructura con los modos de la guı́a de onda rectangular es necesario realizar un acoplo de
modos de la guı́a rectangular a modos cilı́ndricos. Todo lo relativo a este acoplo de modos se
explica exhaustivamente en el capı́tulo 3.

(a) Codo circular (b) Union en T

Figura 2.22: Codo circular y unión en T en plano H en una guı́a rectangular excitados por
el modo fundamental

En la figura 2.22 se muestran dos ejemplos más de análisis de estructuras en plano H
en guı́a de onda rectangular. Se trata de un codo circular y una unión en T excitadas por el
modo fundamental. El codo circular se representa en la figura 2.22.a, donde el ancho de la
guı́a es a, la longitud de onda es λ = 1,01 a, y los radios interior y exterior del codo son,
respectivamente, R1 = 0,5 a y R2 = 1,05 a. La unión en T se representa en la figura 2.22.b.
Todos los accesos de la unión son de la misma anchura a, y la longitud de onda de trabajo es
λ = 1,2 a.

Finalmente se ha analizado la estructura de la figura 2.23.a. Se trata de una cavidad en
plano H en una guı́a rectangular con un poste dieléctrico en el centro de la misma. Los
accesos de la cavidad son de anchura a1 = 17 mm, la anchura de la cavidad es de a2 =
22,86 mm, el diámetro del poste es d = 5 mm, y su permitividad relativa es εr = 2,17. La
frecuencia de excitación es f = 28,84 GHz.
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Figura 2.23: Poste dieléctrico (d = 5 mm, εr = 2,17) en el interior de una cavidad de
anchura a2 = 22,86 mm, accedida por dos guı́as rectangulares de anchura a1 = 17 mm.
f=28.84 GHz

2.4. Conclusiones

En este capı́tulo se ha abordado con éxito el análisis de problemas de dispersión múlti-
ple 2-D con geometrı́a arbitraria. En primer lugar se ha introducido el concepto de función
de transferencia para la caracterización electromagnética de dispersores individuales. Pos-
teriormente, y utilizando las mencionadas funciones de transferencia, se ha desarrollado un
nuevo método de resolución del acoplo electromagnético entre múltiples dispersores. Este
nuevo método supera las limitaciones de métodos anteriores que también hacen uso de las
funciones de transferencia. La única limitación del nuevo método, que viene impuesta por las
caracterı́sticas de los espectros de campo cilı́ndricos que se han utilizado, es que ningún ob-
jeto puede estar dentro de la circunferencia que circunscribe a otro. Los resultados obtenidos
con el método son satisfactorios, y demuestran que el método puede analizar estructuras
arbitrarias bidimensionales, y en combinación con la técnica de acoplo de modos que se ex-
plicará en el capı́tulo 3, puede analizar también estructuras arbitrarias en plano H en guı́a de
onda rectangular.
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Capı́tulo 3

Análisis de problemas inductivos en guı́as
rectangulares

3.1. Introducción

3.1.1. Descripción del problema

En este capı́tulo se describe un nuevo método que permite el análisis de problemas induc-
tivos con cualquier geometrı́a en una guı́a rectangular. Se entiende por problemas inductivos
aquellos en los que la geometrı́a de la guı́a es invariante en altura, es decir, en la dimensión ŷ
(ver figura 3.1). Por ejemplo, la existencia de un poste metálico que atraviese completamente
la guı́a de arriba a abajo es un problema inductivo. El término inductivo [20] se aplica a este
tipo de problemas porque en el modelo circuital de este tipo de obstáculos o discontinuidades
aparece una inductancia, mientras que cuando la discontinuidad o el obstáculo se encuentran
a lo largo del eje x̂ en el circuito equivalente aparece una capacitancia, y se habla entonces
de problemas capacitivos.

���������

���������

���������

������
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x̂

ŷ

ẑ

Figura 3.1: Sistema de coordenadas en una guı́a rectangular

Los dispositivos con geometrı́a inductiva son de una gran aplicabilidad, y han sido tradi-
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cionalmente un elemento clave en el diseño de muchos dispositivos de microondas, tales
como filtros paso banda [11, 12] y de banda eliminada [13], filtros de postes acoplados
[34, 13], adaptadores [35], desfasadores [35], circuladores [14, 36], cavidades con esquinas
redondeadas [9], codos biselados [15, 14, 10], o diplexores y multiplexores [37]. El análisis
correcto y el diseño de estos dispositivos es de gran importancia para muchas aplicaciones
tales como comunicación de satélite e inalámbricas [38]. Por lo tanto, el análisis de discon-
tinuidades y obstáculos inductivos, presentes en muchos dispositivos reales de microondas,
ha recibido recientemente una considerable atención en las publicaciones técnicas de este
sector [9, 10].

3.1.2. Métodos de análisis existentes

Los métodos existentes para el análisis de los dispositivos de microondas que se han
mencionado con anterioridad pueden clasificarse en tres grandes grupos:

• métodos analı́ticos,

• métodos numéricos,

• y métodos hı́bridos.

Algunos ejemplos de métodos analı́ticos, también denominados modales, son el método de
la Matriz de Admitancias Generalizada (Generalized Admittance Matrix o GAM) [39], y el
método de la Matriz de Dispersión Generalizada (Generalized Sacttering Matrix o MDG)
[40]. Estos métodos proporcionan resultados muy exactos y de una forma eficiente desde el
punto de vista computacional. No obstante, presentan la desventaja de que son sólo aplicables
a unos pocos problemas canónicos con geometrı́as regulares.

Una alternativa a los métodos analı́ticos son los métodos numéricos o de discretización
espacial, tales como el método de Elementos Finitos (Finite Element o FE) [35, 41] o el méto-
do de diferencias finitas en el dominio temporal (Finite Difference Time Domain o FDTD)
[42]. Estos métodos son capaces de analizar problemas con geometrı́as arbitrarias, pero su
desventaja es el elevado consumo de memoria y de tiempo de CPU.

Como alternativa tanto a los métodos analı́ticos como a los numéricos, nacieron métodos
que intentaban sacar partido de las ventajas de estos dos tipos de métodos: la eficiencia de los
métodos modales y la flexibilidad de los métodos numéricos. Este es el objetivo de los llama-
dos métodos hı́bridos, los cuales combinan las técnicas numéricas y analı́ticas para analizar
de forma eficiente una gran variedad de problemas. En los últimos años se han desarrollado
y documentado un gran número de técnicas hı́bridas han sido desarrolladas y documentadas
en los últimos años, alcanzándose con ellas una flexibilidad cada vez mayor. Por ejemplo, un
poste metálico o dieléctrico en una guı́a rectangular se analiza en [12, 43, 21] con una com-
binación del método de los momentos y acoplo modal (Mode-Matching). En [44] se presenta
un método hı́brido más flexible que es capaz de analizar múltiples obstáculos dieléctricos o
metálicos en una guı́a rectangular. Sin embargo, este método necesita pasar de parámetros
de admitancia a parámetros de dispersión, lo que puede producir en algunos casos singu-
laridades. Además, no es capaz de analizar discontinuidades. Un método de acoplo modal
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con condición de contorno (Boundary Contour Mode-Matching o BCMM) se ha publicado
recientemente en [14]. Este método es capaz de analizar discontinuidades con geometrı́a ar-
bitraria en dispositivos multipuerto, incluyendo la presencia de un poste circular metálico.
Más recientemente, se ha publicado un nuevo método BCMM [45] que analiza guı́as rect-
angulares con múltiples postes de geometrı́a arbitraria. Sin embargo, no analiza simultánea-
mente la presencia de múltiples puertos y/o de discontinuidades. El método BCMM de [14]
ha sido ampliado por otros autores [10] hasta convertirlo en un método puramente analı́tico
(evitando las integraciones numéricas del método anterior). Con esto han conseguido una
mayor eficiencia, pero, sin embargo, el resultado ha sido de una menor flexibilidad, ya que
se pueden analizar discontinuidades en dispositivos multipuerto como antes, pero ya no se
puede incorporar la existencia de un poste metálico.

3.1.3. Aplicación del método de análisis de problemas 2-D
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εr

Figura 3.2: Problema bajo análisis. Geometrı́a inductiva arbitraria en guı́a rectangular con
múltiples objetos y discontinuidades

En este capı́tulo se describe cómo se ha aplicado con éxito el método de análisis de
problemas de dispersión bidimensionales del capı́tulo 2 al análisis de problemas inductivos
con geometrı́a arbitraria en guı́a rectangular. Con este método se puede analizar cualquier
problema inductivo en una guı́a rectangular. Ası́, se puede analizar un problema tan general
como el mostrado en la figura 3.2, donde se muestra un segmento de guı́a rectangular al cual
acceden múltiples puertos y en el que existen múltiples objetos inductivos con geometrı́as
arbitrarias, metálicos y dieléctricos con pérdidas (εr complejo), ası́ como discontinuidades
inductivas en varios de los puertos de acceso (iris y ventanas metálicas).

El hecho de que podamos aplicar el método de resolución de problemas 2-D al análisis de
una estructura real (geometrı́a inductiva en guı́a rectangular) se debe a que cuando una guı́a
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rectangular con geometrı́a inductiva es atacado por modos del tipo TEm0 (entre los cuales
se halla el modo fundamental de la guı́a, el TE10), tan sólo se excitan modos del mismo
tipo. Como los campos correspondientes a los modos TEm0 son invariantes a lo largo del
eje ŷ, y como la geometrı́a de la guı́a también es invariante a lo largo del eje ŷ en el caso
de problemas inductivos, se puede abordar el estudio de este tipo de problemas como si se
tratara de problemas bidimensionales.
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(a) Problema real en guı́a rectangular
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(b) Problema equivalente 2-D en espacio
abierto

Figura 3.3: Esquema ilustrativo del segmento irregular de la guı́a rectangular que es anal-
izado como si se tratara de un problema de dispersión bidimensional en espacio abierto

Para ello se seguirá el procedimiento siguiente:

1. En primer lugar se debe encerrar la parte de la estructura guiada con geometrı́a no
canónica en una circunferencia (ver figura 3.3.a). En dicha circunferencia se insertarán
N accesos de guı́a rectangular con geometrı́a canónica.

2. A continuación se considerará lo que queda dentro de dicha circunferencia como un
problema de dispersión múltiple 2-D en espacio abierto. En la figura 3.3.b se muestra
lo que quedarı́a dentro de la circunferencia, que en el problema 2-D equivalente con-
sistirı́a en un problema de dispersión múltiple formado por los siguientes dispersores
individuales:

• Cuatro postes 2-D (uno con sección cuadrada, otro con sección circular, otro con
sección rectangular, y otro con sección en forma de estrella).

• Varias tiras metálicas 2-D en las que se han segmentado las paredes de la estruc-
tura guiada y la ventana inductiva del puerto 1.

• Una tira 2-D para modelar el iris inductivo del puerto N .
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3. El siguiente paso es obtener la matriz de dispersión D que relaciona el espectro cilı́ndri-
co de campo dispersado con el de campo incidente. Para ello se utilizará alguno de los
métodos de análisis descritos en el capı́tulo anterior.

4. Finalmente, se debe obtener una matriz de parámetros circuitales para la estructura
guiada. Aunque la matriz D contiene toda la información sobre el comportamien-
to electromagnético de la estructura guiada, es necesario expresar esta información
en forma de parámetros circuitales. De esta forma se puede enlazar dicha estructura
de forma sencilla con otros bloques, caracterizados también mediante parámetros cir-
cuitales, utilizando teorı́a simple de circuitos.

Cuando deseamos caracterizar dispositivos complejos mediante parámetros circuitales,
las matrices de dichos parámetros que sólo tienen en cuenta interacciones asociadas al
modo fundamental, resultan insuficientes. En el diseño de los actuales componentes de
microondas, debido a su complejidad, resulta imprescindible que cada bloque de di-
chos componentes sea caracterizado teniendo en cuenta las interacciones entre modos
de orden superior. Es por tanto necesario recurrir a matrices de parámetros circuitales
generalizadas, las cuales relacionan amplitudes no sólo de los modos fundamentales
en cada puerto de acceso, sino también de modos de orden superior, tantos como sean
necesarios para una correcta caracterización de la estructura.

Se han desarrollado dos métodos diferentes para obtener matrices generalizadas de
parámetros circuitales :

• Método para la obtención de matrices de admitancias utilizando cortocircuitos.
Una vez calculada la matriz de admitancias se puede obtener la matriz de disper-
sión mediante una sencilla transformación. Este método se describe con detalle
en la sección 3.3.

• Método para la obtención de la matriz de dispersión realizando un acoplo de
modos cilı́ndricos a modos guiados en los N puertos de acceso a la estructura
guiada. Este otro método se describe en la sección 3.4.
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3.2. Matrices generalizadas de parámetros circuitales en
guı́as de onda

En esta sección se describirá cómo son la matriz de admitancias generalizada (MAG) y la
matriz de dispersión generalizada (MDG) en el caso de una estructura guiada. En sucesivas
secciones se detalla cómo se obtienen la MAG y la MDG a partir de la matriz de dispersión
D calculada mediante el método hı́brido 2-D.

3.2.1. Amplitudes de tensión y corriente modales

En una guı́a de ondas, los campos eléctrico y magnético los podemos expresar como una
combinación lineal de las infinitas soluciones de la ecuación de onda. Estas soluciones se
clasifican en tres familias de soluciones o modos de propagación: modos TEM, TE y TM. En
el caso que nos ocupa (guı́a rectangular con estructura inductiva), tan sólo se propagarán por
la guı́a soluciones del tipo TE (onda Transversal Eléctrica), ya que la excitación será siempre
el modo fundamental (TE10), y las estructuras que analizaremos tendrán una geometrı́a in-
variante en la dirección de eje y (ver figura 3.1). Esto último garantiza que sólo se excitarán
en las estructuras bajo análisis modos TEmo. De modo que los campos eléctrico y magnético
transversales en el puerto de acceso i los podremos expresar como una combinación lineal
de dichas soluciones TEm0 [20]:

�E
(i)
t (xi, yi, zi) =

∞∑
m=1

V (i)
m (zi)�e (i)

m (xi, yi) �
Mi∑

m=1

V (i)
m (zi)�e (i)

m (xi, yi) (3.1)

�H
(i)
t (xi, yi, zi) =
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m=1

I(i)
m (zi)�h

(i)
m (xi, yi) �

Mi∑
m=1

I(i)
m (zi)�h

(i)
m (xi, yi) (3.2)

donde

• (xi, yi, zi): son las coordenadas locales del acceso i, definidas según se indica en la
figura 3.1.

• Mi: Número de modos en cada puerto del acceso i que se considerarán para el correcto
análisis de la estructura.

• �e
(i)
m y �h

(i)
m : funciones vectoriales normalizadas, soluciones de la ecuación de onda para

campo eléctrico y magnético en el puerto de acceso i de la estructura guiada, con
m ∈ [1, 2, · · · ,∞[. Estas funciones vectoriales se considerarán normalizadas según
[20].

• V
(i)
m (zi), I

(i)
m (zi): Funciones de tensión e intensidad de corriente que describen la

variación de las amplitudes (valor eficaz) de campo eléctrico y magnético para el m-
ésimo modo en el acceso i a lo largo de la dirección de propagación.



3.2 Matrices generalizadas de parámetros circuitales en guı́as de onda 51

��
��

�
�
��

�
�����

�

�

�

� �

�

�

�

εr

I
(i)
mI

(1)
m

V
(1)
m

V
(i)
m

V
(N)
m

V
(2)
m

I
(2)
m

I
(N)
m

Figura 3.4: Tensiones y corrientes modales para el modo TEm0 en la estructura de la figura
3.2

En la figura 3.4 se han representado las amplitudes modales de tensión y corriente sobre
la estructura general de la figura 3.2.

En el caso de guı́as de onda rectangulares, y para modos TEm0:

�e (i)
m (xi, yi) = −ŷi

√
2√

ai bi

sin

(
mπ

ai
xi

)
(3.3)

�h (i)
m (xi, yi) = x̂i

√
2√

ai bi

sin

(
mπ

ai
xi

)
(3.4)

donde ai y bi son la anchura y altura del acceso i, y los vectores unitarios x̂i e ŷi son los
definidos en la figura 3.1. Estas funciones vectoriales normalizadas cumplen las propiedades
de ortogonalidad y unitariedad:

∫∫
S

�e (i)
m · �e (i)

n · dS =

{
1 m = n

0 m �= n
(3.5)

donde S es la sección transversal de la guı́a de ondas.
Las tensiones y corrientes de cada modo se pueden obtener proyectando los campos

eléctrico y magnético transversales sobre las funciones vectoriales de la siguiente forma:

V (i)
m (zi) =

∫∫
S

�E
(i)
t · �e (i)

m dS (3.6)

I(i)
m (zi) =

∫∫
S

�H
(i)
t · �h (i)

m dS (3.7)
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3.2.2. Matriz de admitancias generalizada (MAG)

La matriz de admitancias generalizada relaciona las amplitudes modales de corrientes y
tensiones de la siguiente forma:

I(i)
m =

N∑
j=1

Mj∑
n=1

Y (i,j)
mn V (j)

n i ∈ [1, · · · , N ], m ∈ [1, · · · , Mi] (3.8)

siendo Mi el número de modos que se consideran necesarios para expresar correctamente el
campo en el acceso i. Nótese que en la expresión anterior se expande la corriente modal del
m-ésimo modo en el acceso i como combinación lineal de las tensiones modales de todos
los modos de cada uno de los accesos. Los pesos de esa suma son los coeficientes Y

(i,j)
mn , que

son los que constituyen la matriz de admitancias generalizada.
En una red de N accesos y con Mi modos en cada uno de dichos accesos (i ∈ [1, · · · , N ]),

existen M corrientes y tensiones modales, siendo M :

M =

N∑
i=1

Mi (3.9)

Por lo tanto (3.8) representa M ecuaciones con M incógnitas. Este sistema de ecuaciones
se puede expresar de forma matricial de la siguiente forma:




I(1)

I(2)

. . .
I(N)


 =




Y (1,1) Y (1,2) . . . Y (1,N)

Y (2,1) Y (2,2) . . . Y (2,N)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Y (N,1) Y (N,2) . . . Y (N,N)


 ·




V (1)

V (2)

. . .
V (N)


 = Y ·




V (1)

V (2)

. . .
V (N)


 (3.10)

donde cada elemento I (i), V (i) e Y (i,j) es un sub-bloque matricial con el siguiente contenido:

I(i) =
[
I

(i)
1 I

(i)
2 . . . I

(i)
Mi

]T

(3.11)

V (i) =
[
V

(i)
1 V

(i)
2 . . . V

(i)
Mi

]T

(3.12)

Y (i,j) =



Y

(i,j)
11 Y

(i,j)
12 . . . Y

(i,j)
1Mj

Y
(i,j)
21 Y

(i,j)
22 . . . Y

(i,j)
2Mj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Y
(i,j)
Mi1

Y
(i,j)
Mi2

. . . Y
(i,j)
MiMj


 (3.13)

Cada sub-bloque I (i) o V (i) representa todas las amplitudes modales de corriente o ten-
sión del acceso i. Por otro lado, cada sub-bloque Y (i,j) contiene las contribuciones de las
amplitudes de tensión de los modos del acceso j sobre amplitudes de corriente de los modos
del acceso i.

La matriz Y de la ecuación (3.10) es la matriz de admitancias generalizada (MAG).
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Figura 3.5: Circuito equivalente al de la figura 3.4 utilizando la matriz de admitancias gen-
eralizadas

En la figura 3.5 se muestra un circuito equivalente al de la figura 3.4. Como se puede
apreciar la MAG caracteriza el comportamiento de la red hacia fuera de sus puertos de ac-
ceso al proporcionar la relación entre tensiones y corrientes modales, de modo que se puede
trabajar con la estructura de la figura 3.4 de forma sencilla, sin especificar cómo es dicha
estructura por dentro.

3.2.3. Matriz de dispersión generalizada (MDG)

Si bien la MAG relacionaba amplitudes de tensiones y corrientes modales, la matriz de
dispersión generalizada (MDG), relaciona amplitudes de ondas progresivas y regresivas.

Por cada modo de propagación puede existir una onda progresiva y otra regresiva, es
decir, la amplitud de tensión y corriente en cada punto del acceso i se puede expresar como
la suma de una onda progresiva y otra regresiva:

V (i)
m (zi) = V +(i)

m e−γ
(i)
m zi + V −(i)

m eγ
(i)
m zi (3.14)

I(i)
m (zi) = I+(i)

m e−γ
(i)
m zi + I−(i)

m eγ
(i)
m zi

=
V

+(i)
m

Z
(i)
0m

e−γ
(i)
m zi − V

−(i)
m

Z
(i)
0m

eγ
(i)
m zi (3.15)

donde γ
(i)
m es la constante de propagación del m-ésimo modo de propagación en el acceso

i, V
+(i)
m , V

−(i)
m , I

+(i)
m y I

−(i)
m son las amplitudes de las m-ésimas ondas modales de tensión

y corriente (progresiva y regresiva) en el acceso i, y Z
(i)
0m es la impedancia caracterı́stica del

m-ésimo modo en el acceso i.
Sustituyendo (3.14) y (3.15) en (3.1) y (3.2):
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�E
(i)
t =

Mi∑
m=1

V +(i)
m �e (i)

m e−γ
(i)
m zi +

Mi∑
m=1

V −(i)
m �e (i)

m eγ
(i)
m zi (3.16)

�H
(i)
t =

Mi∑
m=1

I+(i)
m

�h(i)
m e−γ

(i)
m zi +

Mi∑
m=1

I−(i)
m

�h(i)
m eγ

(i)
m zi

=

Mi∑
m=1

V
+(i)
m

Z
(i)
0m

�h(i)
m e−γ

(i)
m zi −

Mi∑
m=1

V
−(i)
m

Z
(i)
0m

�h(i)
m eγ

(i)
m zi (3.17)

Definiremos unas amplitudes normalizadas para las m-ésimas ondas progresiva y regre-
siva de la siguiente forma:

a(i)
m =

V
+(i)
m√
Z

(i)
0m

(3.18)

b(i)
m =

V
−(i)
m√
Z

(i)
0m

(3.19)
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Figura 3.6: Amplitudes de las ondas progresiva y regresiva normalizadas en cada puerto de
acceso de la figura 3.2 para el modo TEm0

En la figura 3.6 se han representado las amplitudes normalizadas de las ondas progresiva
y regresiva en cada acceso correspondientes al modo TEm0.

Utilizando las relaciones (3.18) y (3.19), expresamos finalmente los campos transversales
en función de las amplitudes modales normalizadas que aparecen en la MDG:
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�E
(i)
t =

Mi∑
m=1

a(i)
m

√
Z

(i)
0m �e (i)

m e−γ
(i)
m zi +

Mi∑
m=1

b(i)
m

√
Z

(i)
0m �e (i)

m eγ
(i)
m zi (3.20)

�H
(i)
t =

Mi∑
m=1

a
(i)
m√
Z

(i)
0m

�h(i)
m e−γ

(i)
m zi −

Mi∑
m=1

b
(i)
m√
Z

(i)
0m

�h(i)
m eγ

(i)
m zi (3.21)

Definiendo unas nuevas funciones vectoriales normalizadas para cada acceso i:

�e (i)′
m =

√
Z

(i)
0m �e (i)

m (3.22)

�h (i)′
m =

√
Z

(i)
0m

�h (i)
m (3.23)

Las expresiones (3.20) y (3.21) se simplifican pues de la siguiente forma:

�E
(i)
t =

Mi∑
m=1

a(i)
m �e (i)′

m e−γ
(i)
m zi +

Mi∑
m=1

b(i)
m �e (i)′

m eγ
(i)
m zi (3.24)

�H
(i)
t =

Mi∑
m=1

a(i)
m Y

(i)
0m

�h(i)′
m e−γ

(i)
m zi −

Mi∑
m=1

b(i)
m Y

(i)
0m

�h(i)′
m eγ

(i)
m zi (3.25)

donde Y
(i)
0m = 1/Z

(i)
0m.

La matriz de dispersión generalizada de una red de N accesos de guı́aondas proporciona
una relación entre las amplitudes normalizadas de las ondas modales progresivas y regresivas
en cada puerto de acceso de la red de la siguiente forma:

b(i)
m =

M∑
j=1

Mj∑
n=1

S(i,j)
mn a(j)

n i ∈ [1, · · · , N ], m ∈ [1, · · · , Mi] (3.26)

siendo Mi el número de modos que se consideran necesarios para expresar correctamente
el campo en el acceso i. En la expresión anterior se expande la amplitud normalizada del
m-ésimo modo reflejado o regresivo en el acceso i como combinación lineal de las ampli-
tudes normalizadas de todos los modos incidentes o progresivos de cada uno de los accesos.
Los pesos de esa suma son los coeficientes S

(i,j)
mn , que son los que constituyen la matriz de

dispersión generalizada.
En una red de N accesos y con Mi modos en cada uno de dichos accesos (i ∈ [1, · · · , N ]),

existen M ondas progresivas y regresivas, siendo M =

N∑
i=1

Mi.
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Por lo tanto (3.26) representa M ecuaciones con M incógnitas. Este sistema de ecua-
ciones se puede escribir en forma matricial del siguiente modo:


b(1)

b(2)

. . .
b(N)


 =




S(1,1) S(1,2) . . . S(1,N)

S(2,1) S(2,2) . . . S(2,N)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
S(N,1) S(N,2) . . . S(N,N)


 ·




a(1)

a(2)

. . .
a(N)


 = S ·




a(1)

a(2)

. . .
a(N)


 (3.27)

donde cada elemento b(i), a(i) y S(i,j) es un sub-bloque con el siguiente contenido:

a(i) =
[
a

(i)
1 a

(i)
2 . . . a

(i)
Mi

]T

(3.28)

b(i) =
[
b
(i)
1 b

(i)
2 . . . b

(i)
Mi

]T

(3.29)

S(i,j) =




S
(i,j)
11 S

(i,j)
12 . . . S

(i,j)
1Mj

S
(i,j)
21 S

(i,j)
22 . . . S

(i,j)
2Mj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

S
(i,j)
Mi1

S
(i,j)
Mi2

. . . S
(i,j)
MiMj


 (3.30)

Cada sub-bloque b(i) o a(i) representa todas las amplitudes normalizadas de ondas inci-
dentes o reflejadas del acceso i. Por otro lado, cada sub-bloque S(i,j) contiene las contribu-
ciones de las ondas incidentes de los modos del acceso j sobre las ondas reflejadas de los
modos del acceso i.

La matriz S de la ecuación (3.27) es la matriz de dispersión generalizada (MDG).
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Figura 3.7: Circuito equivalente al de la figura 3.6 utilizando parámetros de dispersión

En la figura 3.7 se muestra un circuito equivalente al de la figura 3.6. La MDG, al igual
que la MAG, caracteriza el comportamiento de la red hacia fuera de sus puertos de acceso.
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3.3. Obtención de la MAG utilizando cortocircuitos

3.3.1. Metodologı́a

De acuerdo con la definición de los parámetros de admitancia dada por (3.8), se puede
deducir la siguiente expresión para dichos parámetros:

Y (i,j)
mn =

I
(i)
m

V
(j)
n

, con

{
V

(k)
p = 0 k �= j, ∀p

V
(j)
p = 0 p �= n

(3.31)

�

�

�

�

�
�

Y

··· ···

I(1)

I(2)

I(N)

V (N) = 0

V (2) = 0

V
(1)
1 �= 0

V
(1)
m = 0

m�=1

Figura 3.8: Configuración para el cálculo de los parámetros Y
(i,1)
m1 , i ∈ [1, . . . , N ], m ∈

[1, . . . , Mi]

La ecuación anterior indica que se pueden calcular los parámetros Y
(i,j)
mn de la red (con i =

[1, . . . , N ], m = [1, . . . , Mi]), si se consigue que las tensiones se anulen en todos los puertos
excepto en el puerto j donde las tensiones han de ser nulas todas excepto la n-ésima. Esto
se consigue colocando un cortocircuito en todos los puertos excepto en el j (V (k)

p = 0, k �=
j, ∀p), y excitando el acceso j sólo con el modo n-ésimo (V (j)

p = 0, p �= n). En la figura
3.8 se muestra la estructura que se debe analizar para calcular los parámetros Y

(i,1)
m1 , con i =

[1, . . . , N ], m = [1, . . . , Mi]. No obstante, la red de la figura 3.8 es un circuito equivalente.
En la figura 3.9 se muestra la estructura real que se debe analizar mediante el método de
análisis hı́brido de problemas 2-D, suponiendo que la estructura guiada original sea la de
la figura 3.2. Nótese que es necesario colocar cortocircuitos en todos los accesos menos en
uno, y que además se debe conseguir que la excitación en ese acceso sea únicamente la del
un determinado modo de dicho acceso.

Una vez construida una estructura como la de la figura 3.9, pero suponiendo que hay cor-
tocircuitos en todos los accesos excepto en el acceso j, y que en el acceso j tan sólo se excita
el modo TE

(j)
n0 , podemos obtener los parámetros Y

(i,j)
mn (i = [1, . . . , N ], m = [1, . . . , Mi]) de
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Figura 3.9: Estructura que debe analizarse para el cálculo de los parámetros Y
(i,1)
m1 de la red

de la figura 3.2

la siguiente forma:

Y (i,j)
mn =

I
(i)
m (zi = d(i))

V
(j)
n (zj = d(j))

(3.32)

donde d(i) y d(j) son, respectivamente, las posiciones de los planos de referencia en los
accesos i y j. Utilizando (3.6) y (3.7):

Y (i,j)
mn =

I
(i)
m (d(i))

V
(j)
n (d(j))

=

∫∫
Si

�H
(i)
t · �h(i)

m dS∫∫
Sj

�E
(j)
t · �e (j)

n dS

(3.33)

donde Si y Sj son las secciones transversales de las guı́as de ondas de los accesos i y j.
Como se desea analizar estructuras con guı́as de ondas rectangulares y geometrı́a invariante
en altura, todos los accesos serán guı́as con la misma altura b. Por tanto:

Y (i,j)
mn =

∫ b

yi=0

∫ ai

xi=0

�H
(i)
t · �h(i)

m dxi dyi∫ b

yj=0

∫ aj

xj=0

�E
(j)
t · �e (j)

n dxj dyj

=

b

∫ ai

xi=0

�H
(i)
t · �h(i)

m dxi

b

∫ aj

xj=0

�E
(j)
t · �e (j)

n dxj

=

∫ ai

xi=0

�H
(i)
t (xi, zi = d(i)) · �h(i)

m (xi) dxi∫ aj

xj=0

�E
(j)
t (xj , zj = d(j)) · �e (j)

n (xj) dxj

(3.34)
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donde (xi, yi, zi) y (xj, yj, zj) son coordenadas locales de los accesos i y j definidas como
se indica en la figura 3.1.

La expresión anterior permite concluir que para obtener los parámetros de la MAG el
problema se reduce a calcular los campos eléctrico y magnético transversales en los planos
de referencia de cada acceso en una estructura con cortocircuitos como la de la figura 3.9, y
luego proyectar dichos campos sobre las funciones vectoriales modales correspondientes.

3.3.2. Excitación del modo TE
(j)
n0

Se ha explicado anteriormente que resulta necesario excitar tan sólo un modo en el acceso
sin cortocircuito para calcular correctamente los parámetros de admitancia. Para excitar el
modo TE

(j)
n0 en el acceso j de la estructura de la figura 3.9, colocaremos una fuente puntual

delante de dicho acceso, de forma que se excite en él el modo deseado.

��
��

�
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��

�
�����

	C
(j)
f

Fuente
��	

�e
(j)
n e−γ

(j)
n zj

Figura 3.10: Excitación de la estructura de la figura 3.9 con el modo TE
(j)
n0

En la figura 3.10 se muestra cómo se debe colocar una fuente puntual para excitar el
modo TE

(j)
n0 en el acceso j. El procedimiento es el siguiente:

1. Se analiza la estructura de la figura 3.9 con el método de análisis hı́brido de estructuras
2-D arbitrarias, y se obtienen las matrices de dispersión de espectros cilı́ndricos de
cada uno de los objetos de la estructura guiada (matrices Di, con i = [1, . . . , No],
siendo No el número de objetos 2-D que conforman la estructura). Estas matrices ya
tienen en cuenta el acoplo modal entre objetos.

2. En lugar de suponer un campo incidente con espectro cilı́ndrico incidente centrado en
el centro de los objetos, se debe considerar la incidencia de una campo con un espectro
cilı́ndrico emergente del punto C

(j)
f (ver figura 3.10).

3. Se construye el espectro de campo emergente de C
(j)
f de modo que el campo en el

interior del acceso j sea el correspondiente al modo TE
(j)
n0 .
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4. Se multiplica el espectro del campo de excitación por las matrices Di y se obtiene el
espectro de campo dispersado por cada uno de los objetos 2-D de la estructura, ante la
excitación del modo TE

(j)
n0 .

5. Se calcula el campo dispersado por todos los objetos en cada uno de los planos de
referencia de los N puertos de acceso a la estructura.

6. Se calcula el campo de excitación es esos planos de referencia.

7. Se suma el campo de excitación con el dispersado por los objetos, y ya se dispone del
valor de los campos eléctrico y magnético total en los N planos de referencia.

8. Se utilizan la expresión (3.34) para calcular los parámetros Y
(i,j)
mn , con i = [1, . . . , N ],

m = [1, . . . , Mi].

9. Se varı́a el valor de n y se vuelve al punto 3. Se repite este procedimiento variando n
de 1 a Mi.

10. Se vuelve al punto 1, cambiando el acceso de excitación i. Se varı́a i desde 1 hasta N .

Una vez terminado el proceso anterior ya se ha construido la MAG por completo.
A continuación se abordará el problema de cómo construir el espectro del campo ex-

citación, para asegurar que en el acceso j se excita el modo TE
(j)
n0 . La excitación debe ser tal

que en el acceso j la distribución de campo producido por dicha fuente sea la función modal
correspondiente al n-ésimo modo con amplitud unidad, y con la fase correspondiente a una
onda progresiva. Es decir, se debe excitar un campo en el acceso j de la forma:

�E
(j)
t = �e (j)

n e−γ
(j)
n zj = −ŷj

√
2√

aj bj

sin

(
nπ

aj
xj

)
e−γ

(j)
n zj (3.35)

	
	
	
	
	
		

� �

�

�

�

�

d(j)

ẑj

x̂j

aj

rj

φm

xj

zj

C
(j)
f

















φf

Figura 3.11: Detalle de la excitación del acceso j con el modo TE
(j)
n0
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En la figura 3.11 se muestra un detalle de la excitación del modo TE
(j)
n0 en el acceso j.

En dicha figura se muestran las coordenadas locales xj y zj del acceso j, ası́ como el punto
C

(j)
f donde está centrado el espectro del campo de excitación.

Por otro lado, el campo de excitación se puede poner en función de su espectro, que como
ya se ha indicado será un espectro cilı́ndrico emergente del punto C

(j)
f :

�E
(j)
t =

Nf∑
q=−Nf

cq H(2)
q (k �ρf ) ejq φf ẑ (3.36)

donde �ρf es la distancia al punto de observación desde el punto Cf , y φf es el ángulo que se
muestra en la figura 3.11.

Si forzamos que las expresiones (3.35) y (3.36) coincidan en la circunferencia de radio
rj (ver figura 3.11), y teniendo en cuenta que ŷj = ẑ (véase la figura 3.30):

Nf∑
q=−Nf

cq H(2)
q (k rj) ejq φf = E(φf) =


−

√
2√

aj bj
sin

(
nπ
aj

xj

)
e−γ

(j)
n zj |φf | ≤ φm

0 |φf | > φm

(3.37)

donde las coordenadas xj y zj tienen la siguiente dependencia con φf :

xj(φf) =
aj

2
+ rj sin φf (3.38)

zj(φf) = −d(j) − rj cos φm + rj cos φf (3.39)

donde:

φm = arctan

(
aj

2 rj

)
Utilizando las conocidas expresiones de la transformada de Fourier de tiempo discreto

(DTFT) y de la transformada inversa

W (Ω) = X(−Ω) =
∞∑

n=−∞
x[n] ejnΩ (3.40)

x[n] =
1

2π

∫ π

−π

W (Ω) e−jnΩ dΩ (3.41)

podemos escribir:

sq = cq H(2)
q (k rj) =

1

2π

∫ π

−π

E(φf) e−jqφf dφf

= DTFT(−1) {E(−φf )} (3.42)
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Teniendo en cuenta que los coeficientes sq se pueden considerar nulos para |q| > Nf ,
definimos la serie ŝq, igual a la serie sq, pero repetida periódicamente cada N = 2 Nf posi-
ciones (se considera también que sNf

� s−Nf
, ya que |sNf

| 
 1):

ŝ[q] = s[q] ∗ δ[q − 2 Nf ] = s[q] ∗ δ[q − N ] (3.43)

Y una serie temporal discreta periódica se puede obtener de forma sencilla a partir de su
espectro utilizando la transformada rápida de Fourier (FFT) de la siguiente forma [46, 47]:

ŝ[q] = FFT(−1) {S[k]} =
1

N
FFT(−1)

{
S

(
k
2π

N

)}

q, k =

[
−N

2
,−N

2
+ 1, . . . ,

N

2
− 1

] (3.44)

donde S[k] es la DTFS o FFT, y S(Ω) es la DTFT de s[q].
Sustituyendo (3.42) en la expresión anterior:

sq = cq H(2)
q (k rj) � ŝ[q] =

1

N
FFT(−1)

{
E

(
−k

2π

N

)}

=
1

2 Nf

FFT(−1)

{
E

(
−k

π

Nf

)}
(3.45)

con q, k = [−Nf ,−Nf + 1, . . . , Nf − 1]
Finalmente:

cq =
1

2 Nf H
(2)
q (k rj)

FFT(−1)

{
E

(
−k

π

Nf

)}
(3.46)

donde E(−k π/Nf) es la función E(φf ) definida en (3.37) y evaluada en los puntos φf =
−k π/Nf , con k = [−Nf ,−Nf + 1, . . . , Nf − 1].

3.3.3. Cálculo de los campos transversales

Para obtener los parámetros de admitancia, ya se ha explicado que resulta necesario cal-
cular los campos eléctrico y magnético transversales en cada uno de los N planos de refer-
encia. En la figura 3.12 se ha representado un caso sencillo en el que se analiza una cavidad
inductiva en guı́a rectangular con un poste circular metálico en el centro.

Para calcular los parámetros de admitancia Y
(i,1)
mn , se debe analizar la estructura de la

figura 3.12, en la que se ha colocado un cortocircuito en el acceso 2 (el de la derecha). A
continuación se debe excitar el acceso 1 con el modo TE

(1)
n0 , y luego calcular los campos

tangenciales en los planos de referencia de los accesos 1 y 2 (marcados como T1 y T2 en la
figura). Para analizar la estructura, se segmenta en dispersores 2-D individuales tal y como
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�
�

�1

2

3

T1 T2

C
(1)
f

�

Figura 3.12: Diferentes puntos para el cálculo de los campos transversales durante la obten-
ción de los parámetros de admitancia

se muestra en la figura, en la que se puede apreciar que existen tras segmentar 19 tiras 2-D
y un cilindro metálico 2-D. Utilizando el método hı́brido de análisis de problemas 2-D ob-
tendremos No = 20 matrices de dispersión conjuntas D(i), con i = [1, · · · , No]. Cada matriz
caracteriza el comportamiento de un objeto 2-D ante la incidencia de un campo cuyo espec-
tro cilı́ndrico es emergente del punto C

(1)
f teniendo ya en cuenta el acoplo electromagnético

con el resto de objetos. Si [cp] es el espectro del campo excitación, el espectro del campo
eléctrico dispersado por cada objeto i es:

[c(i)
q ] = D(i) · [cp], i = [1, . . . , No] (3.47)

A partir de la información de [c
(i)
q ] podremos calcular los campos eléctrico y magnético

producidos por cada objeto dispersor, de modo que los campos transversales en el plano de
referencia del puerto j, se calcularán de la siguiente forma:

�E
(j)
t =

No∑
i=1

�E(i) · ŷj =
No∑
i=1

�E(i) · ẑ (3.48)

�H
(j)
t =

No∑
i=1

�H(i) · x̂j (3.49)

donde �E(i) y �H(i) son los campos eléctrico y magnético dispersados por el objeto i, y x̂j e
ŷj son los vectores unitarios que definen el sistema de coordenadas en el puerto j. Como los
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campos eléctricos son TM z , el campo eléctrico incidente y dispersado sólo tiene componente
en ẑ. Además ẑ = ŷj, lo cual concuerda con el hecho de que los modos TE

(j)
m0 tan sólo tienen

componente según ŷj. Por eso, para obtener el campo eléctrico transversal tan sólo hay que
multiplicar el campo escalarmente por ẑ. Y si el campo eléctrico sólo tiene componente en
ẑ = ŷj, el campo magnético sólo tiene componente según x̂j y ẑj . Y de esas dos componentes
sólo interesa la transversal, es decir, la que va según x̂j .

Por tanto, para obtener los campos transversales en el plano de referencia del puerto j
es suficiente con calcular el campo eléctrico y magnético ( �E(i) y �H(i)) dispersado por cada
objeto i. No obstante, el espectro [c

(i)
q ] nos proporciona el campo producido por el objeto i

fuera de la circunferencia que lo contiene, pero no dentro. Dentro de dicha circunferencia se
debe calcular el campo que produce la corriente inducida en la superficie del objeto 2-D. Te-
niendo esto presente, se concluye fácilmente que el cálculo del campo eléctrico y magnético
producido por los No objetos 2-D en cada uno de los planos de referencia T1 y T2 se debe
realizar de forma diferente en cada punto según la posición de éste. En concreto, existen tres
tipos diferentes de puntos, y en cada uno de ellos el cálculo del campo es diferente. Estos
tres tipos de puntos, que se han representado en la figura 3.12, se describen a continuación:

Puntos externos a todos los objetos El punto 1 de la figura es un punto de este tipo. El
campo dispersado por todos los objetos sobre este tipo de puntos se puede calcular a
partir de los espectros cilı́ndricos de campo dispersado por cada objeto.

Puntos situados en el interior de algún objeto, pero no sobre su superficie El punto 2 de
la figura es un punto de este tipo. En estos casos se puede utilizar el espectro de cam-
po dispersado para todos los objetos excepto para el objeto en el interior del cual se
encuentra el punto de observación. El campo dispersado por ese objeto sobre un punto
situado dentro de la circunferencia que lo contiene se calculará integrando las con-
tribuciones de campo de las corrientes inducidas en la superficie del dispersor.

Puntos situados sobre la superficie de algún objeto El punto 3 es un punto de este tipo.
En este caso de nuevo podemos utilizar los espectros cilı́ndricos para todos los objetos
excepto para aquel en cuya superficie se halla el punto de observación. Para calcular
el campo eléctrico y magnético que produce un objeto 2-D sobre un punto situado en
su superficie se deben hacer unos cálculos especı́ficos.

A continuación se detalla el cálculo del campo dispersado por un objeto 2-D en las sigu-
ientes zonas:

• Fuera de la circunferencia que lo circunscribe

• Dentro de la circunferencia que lo circunscribe, pero no sobre su superficie.

• En la superficie del propio objeto 2-D.
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Cálculo del campo fuera del objeto

El campo eléctrico dispersado por un objeto fuera de la circunferencia que lo circunscribe
se puede obtener a partir de su espectro [c

(i)
q ]:

�E(i) =

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q H(2)

q (k ρi) ejqφi ẑ (3.50)

donde (ρi, φi) son las coordenadas locales del objeto i, tal y como se muestran en la figura
3.13, y 2 N

(i)
d + 1 es el número de modos cilı́ndricos del espectro de campo dispersado por

el objeto i que no se consideran nulos.

�

�

y

x

�

�

yi

xi

����������������
�
�
�

ρ

φ

ρi
φi

Figura 3.13: Sistemas de coordenadas global (x, y) y local (xi, yi) para cada objeto en un
problema de dispersión múltiple 2-D

El campo magnético producido por el objeto i será:

�H(i) =
j

ωµ
∇× �E(i) =

j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂y
− ŷ

∂E
(i)
z

∂x

)
(3.51)

Como se puede apreciar en la figura 3.13, las derivadas con respecto a x e y son las
mismas que las derivadas con respecto a las coordenadas locales xi e yi. Por tanto:

�H(i) =
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂yi

− ŷ
∂E

(i)
z

∂xi

)
(3.52)
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A continuación calcularemos las derivadas de E
(i)
z :

∂E
(i)
z

∂yi
=

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
H(2)′

q (k ρi)
∂(kρi)

∂yi
+ H(2)

q (k ρi) j q
∂(φi)

∂yi

]
ejqφi (3.53)

∂E
(i)
z

∂xi
=

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
H(2)′

q (k ρi)
∂(kρi)

∂xi
+ H(2)

q (k ρi) j q
∂(φi)

∂xi

]
ejqφi (3.54)

donde:

H(2)′
q (k ρi) =

∂H
(2)
q (k ρi)

∂(k ρi)
(3.55)

Por otro lado:

ρ2
i = x2

i + y2
i

2 ρi
∂ρi

∂xi
= 2 xi = 2 ρi cos φi

∂ρi

∂xi

= cos φi

De igual forma:

ρ2
i = x2

i + y2
i

2 ρi
∂ρi

∂yi

= 2 yi = 2 ρi sin φi

∂ρi

∂xi
= sin φi

Para las derivadas de φi:

tan φi =
yi

xi

1

cos2 φi

∂φi

∂xi
= − yi

x2
i

= − ρi sin φi

ρ2
i cos2 φi

= − sin φi

ρi cos2 φi

∂φi

∂xi
= −sin φi

ρi

tan φi =
yi

xi

1

cos2 φi

∂φi

∂yi

=
1

xi

=
1

ρi cos φi

∂φi

∂yi
=

cos φi

ρi
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Sustituyendo el valor de estas derivadas en (3.53) y (3.54):

∂E
(i)
z

∂yi
=

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
k sin φi H

(2)′
q (k ρi) + j q

cos φi

ρi
H(2)

q (k ρi)

]
ejqφi (3.56)

∂E
(i)
z

∂xi
=

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
k cos φi H

(2)′
q (k ρi) − j q

sin φi

ρi
H(2)

q (k ρi)

]
ejqφi (3.57)

Finalmente podemos sustituir en (3.51) y obtener el campo magnético dispersado por
cada objeto i:

�H(i) =x̂

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
j

sin φi

η
H(2)′

q (k ρi) − q
cos φi

k η ρi
H(2)

q (k ρi)

]
ejqφi

− ŷ

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
j

cos φi

η
H(2)′

q (k ρi) + q
sin φi

k η ρi
H(2)

q (k ρi)

]
ejqφi

(3.58)

Cálculo del campo dentro del objeto pero no en su superficie

Como ya se ha explicado con anterioridad, el campo producido por un objeto disper-
sor dentro de la circunferencia que lo contiene no se puede calcular a partir de su espectro
cilı́ndrico de campo dispersado [c

(i)
q ], ya que la expresión (3.50) sólo es válida fuera de dicha

circunferencia. En el interior de la citada circunferencia, el campo se debe calcular a partir
de las corrientes inducidas en la superficie del objeto. El método hı́brido de análisis de prob-
lemas 2-D no sólo proporciona las matrices de dispersión D(i), que relacionan espectro de
campo dispersado con espectro de campo incidente, sino que también proporciona las matri-
ces de corrientes DI(i), que relacionan la corriente excitada en la superficie del objeto con el
espectro de campo incidente.

El método de análisis 2-D utiliza el método de los momentos para encontrar la corriente
excitada en el objeto dispersor. En concreto, se utilizan funciones pulso como funciones
base y deltas como funciones de test (Point-Matching) [7]. De modo que la densidad de
corriente en la superficie del objeto se expande como una serie de funciones base (en este
caso, funciones pulso), de la forma:

�Js(�ρ
′) �

Ns∑
n=1

αn fn(�ρ ′) ẑ (3.59)

donde Ns es el número de funciones base y fn es la n-ésima función base. En el método de
los momentos las incógnitas son los coeficientes αn. Una vez se obtienen dichos coeficientes,
se conoce también la corriente en la superficie del objeto dispersor.
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Las matriz de corrientes DI (i) de cada objeto i permite conocer las amplitudes [αn] de
la corriente inducida en la superficie del objeto a partir del espectro de campo incidente al
objeto [i

(i)
p ] de la siguiente forma:

[αn ∆Cn] = DI(i) · [i(i)p ] (3.60)

donde DI (i) es una matriz de tamaño Ns × (2 N
(i)
i + 1), siendo N

(i)
i el número de modos

del espectro cilı́ndrico de campo incidente al objeto i. ∆Cn es la longitud de la parte del
contorno del dispersor en la que la n-ésima función base pulso está definida. El vector [αn]
proporciona la corriente inducida teniendo ya en cuenta el acoplo electromagnético entre los
múltiples objetos dispersores.

El campo dispersado por la corriente �Js(�ρ
′) será:

�E(i)(�ρ) = −k η

4

∫
C

Js(�ρ
′) H

(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′ ẑ (3.61)

donde C es el contorno de la sección transversal del objeto 2-D.
Sustituyendo la corriente por su expansión en suma de funciones base pulso:

�E(i)(�ρ) = − k η

4

Ns∑
n=1

αn

∫
C

fn(�ρ ′) H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′ ẑ

= − k η

4

Ns∑
n=1

αn

∫
∆Cn

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′ ẑ

(3.62)

Puesto que los intervalos ∆Cn en los que está definida cada función base pulso son muy
pequeños en términos eléctricos, ya que el número de funciones base Ns es muy elevado, se
puede aproximar el campo dispersado por cada función base como el campo producido por
un hilo de corriente situado en el centro del intervalo ∆Cn (punto �ρn). Y la corriente que
circula por dicho hilo de corriente será la densidad superficial de corriente multiplicada por
la longitud ∆Cn. Por tanto:

�E(i)(�ρ) � −k η

4

Ns∑
n=1

αn ∆Cn H
(2)
0 (k |�ρ − �ρn|) ẑ (3.63)

Si definimos a continuación:

In = αn ∆Cn (3.64)

dn = |�ρ − �ρn| (3.65)

�ρ − �ρn = xn x̂ + yn ŷ (3.66)

Se puede reescribir �E(i) de la siguiente forma:

�E(i)(�ρ) � −k η

4

Ns∑
n=1

In H
(2)
0 (kdn) ẑ (3.67)
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Y el correspondiente campo magnético será:

�H(i)(�ρ) =
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂y
− ŷ

∂E
(i)
z

∂x

)

=
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂yn
− ŷ

∂E
(i)
z

∂xn

)

= − j

4

(
x̂

Ns∑
n=1

In k H
(2)′
0 (kdn)

yn

dn

− ŷ
Ns∑
n=1

In k H
(2)′
0 (kdn)

xn

dn

) (3.68)

Cálculo del campo en la superficie del objeto

En el caso de que se desee calcular el campo en un punto situado sobre la superficie de
un objeto dispersor metálico, como es el caso de las tiras 2-D que modelan cortocircuitos
en la figura 3.12, ya no se puede aproximar el campo dispersado por todos los pulsos de
corriente como el campo dispersado por un hilo de corriente situado en el centro de cada
pulso. Volviendo a la ecuación (3.62):

�E(i)(�ρ) = −k η

4

Ns∑
n=1

αn

∫
∆Cn

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′ ẑ (3.69)

Si el punto de observación �ρ está dentro de la zona del contorno del objeto en la que el
k-ésimo pulso de corriente está definido, entonces podremos aproximar el campo producido
por todos los pulsos de corriente excepto el k-ésimo como el campo dispersado por un hilo
de corriente situado en el centro del pulso (�ρn):

�E(i)(�ρ) �− k η

4

Ns∑
n=1, n �=k

αn ∆Cn H
(2)
0 (k |�ρ − �ρn|) ẑ

− k η

4
αk

∫
∆Ck

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′

(3.70)

Para simplificar los cálculos, tomaremos el punto de observación en el centro del inter-
valo ∆Ck (�ρ = �ρk), de modo que siempre que deseemos calcular el campo en la superficie
de un objeto metálico lo haremos en los puntos en los que se sitúan las funciones pulso uti-
lizadas en el método de los momentos para caracterizar dicho objeto. Por lo tanto el campo
que deseamos calcular es:

�E(i)(�ρk) �− k η

4

Ns∑
n=1, n �=k

αn ∆Cn H
(2)
0 (k |�ρk − �ρn|) ẑ

− k η

4
αk

∫
∆Ck

H
(2)
0

(
k
∣∣ �ρk − �ρ ′∣∣) dρ′

(3.71)
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Como el intervalo ∆Ck del contorno del objeto es muy pequeño, puede aproximarse por
una recta (además, el campo en la superficie de un objeto nos interesa para el caso de tiras
2-D, que son las que modelan los cortocircuitos, y en las tiras la superficie es siempre recta),
con lo que |l| =

∣∣�ρk − �ρ ′∣∣ será una variable que oscilará entre −∆Ck/2 y ∆Ck/2. La integral
se podrá entonces calcular de la siguiente forma:

I =

∫
∆Ck

H
(2)
0 (k

∣∣�ρk − �ρ ′∣∣) dρ′ �
∫ l=

∆Ck
2

l=−∆Ck
2

H
(2)
0 (k |l|) dl

=2

∫ l=
∆Ck

2

l=0

H
(2)
0 (kl) dl

(3.72)

Para resolver la integral, utilizaremos la aproximación de argumento pequeño de la fun-
ción de Hankel:

H
(2)
0 (x) � 1 − j

2

π
ln
(γ x

2

)
(3.73)

donde γ = 0,57721... es la constante de Euler, que se define como:

γ = 1 +
1

2
+

1

2
+ · · · + 1

n
+ ln(n) n → ∞ (3.74)

Utilizando (3.73):

I �2

∫ l=
∆Ck

2

l=0

(
1 − j

2

π
ln(

γkl

2
)

)
dl

=2

[
l|

∆Ck
2

l=0 − j
2

π

∫ ∆Ck
2

l=0

ln(
γkl

2
)dl

] (3.75)

La integral del logaritmo puede resolverse por partes de la siguiente forma:∫
ln(Cx) dx =

∫
u dv = uv −

∫
v du

=

∣∣∣∣ u = ln(Cx) → du = 1
x
dx

dv = dx → v = x

∣∣∣∣
= x ln(Cx) − x = x [ln(Cx) − 1] (3.76)

Comparando la expresión anterior con la integral que se pretende resolver, la constante
C dentro del argumento del logaritmo es γk/2, y finalmente se puede obtener I como:

I =2

[
∆Ck

2
− j

2

π

∆Ck

2

[
ln(

γk∆Ck

4
) − 1

]]

=2

[
∆Ck

2
− j

2

π

∆Ck

2
ln(

γk∆Ck

4e
)

] (3.77)
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Y, definitivamente:

I = ∆Ck

[
1 − j

2

π
ln(

γk∆Ck

4e
)

]
(3.78)

donde e = 2,718 . . .

Sustituyendo el resultado de esta integral en (3.71) se obtiene:

�E(i)(�ρk) �− k η

4

Ns∑
n=1, n �=k

αn ∆Cn H
(2)
0 (k |�ρk − �ρn|) ẑ

− k η

4
αk ∆Ck

[
1 − j

2

π
ln(

γk∆Ck

4e
)

] (3.79)

El correspondiente campo magnético será:

�H(i)(�ρk) =
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂y
− ŷ

∂E
(i)
z

∂x

)∣∣∣∣∣
�ρ=�ρk

(3.80)

Para calcular la derivada de E
(i)
z , es necesario partir de la expresión (3.70), en la que

todavı́a no se ha particularizado el campo para ningún punto concreto, tal y como sucede en
la expresión (3.79), donde se ha obtenido el campo en el punto �ρk.

Utilizando (3.66), podemos escribir (3.70) de la siguiente forma:

�E(i)(�ρ) �− k η

4

Ns∑
n=1, n �=k

In H
(2)
0 (k dn) ẑ

− k η

4

Ik

∆Ck

∫
∆Ck

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′

(3.81)

Llamaremos:

I(�ρ) =

∫
∆Ck

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′ (3.82)

Por tanto:

�E(i)(�ρ) � −k η

4

Ns∑
n=1, n �=k

In H
(2)
0 (k dn) ẑ − k η

4

Ik

∆Ck

I(�ρ) (3.83)
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Y el campo magnético se expresará como:

�H(i)(�ρ) =
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂y
− ŷ

∂E
(i)
z

∂x

)

=
j

ωµ

(
x̂
∂E

(i)
z

∂yn
− ŷ

∂E
(i)
z

∂xn

)

= − j

4

(
Ns∑

n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdn)

yn

dn

+
Ik

∆Ck

∂I(�ρ)

∂yk

)
x̂

+
j

4

(
Ns∑

n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdn)

xn

dn
+

Ik

∆Ck

∂I(�ρ)

∂xk

)
ŷ

(3.84)

En el punto �ρ = �ρk:

�H(i)(�ρk) = − j

4

(
Ns∑

n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdkn)

ykn

dkn
+

Ik

∆Ck

∂I(�ρ)

∂yk

∣∣∣∣
�ρ=�ρk

)
x̂

+
j

4

(
Ns∑

n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdkn)

xkn

dkn
+

Ik

∆Ck

∂I(�ρ)

∂xk
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�ρ=�ρk

)
ŷ

(3.85)

donde:

dkn = |�ρk − �ρn| (3.86)

�ρk − �ρn = xkn x̂ + ykn ŷ (3.87)

Para completar la expresión del campo magnético tan sólo queda por determinar las
derivadas de I(�ρ) y particularizarlas en el punto �ρk.

En primer lugar resolveremos la integral I(�ρ). Teniendo en cuenta que calculamos el
campo sobre un cortocircuito, modelado por tiras 2-D, siempre se calculará el campo sobre
una superficie recta. Por tanto la integral la podremos expresar de la siguiente forma:

I(�ρ) =

∫
∆Ck

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dρ′

=

∫ l=
∆Ck

2

l=−∆Ck
2

H
(2)
0

(
k
∣∣�ρ − �ρ ′∣∣) dl

(3.88)

A continuación se definen las siguientes magnitudes escalares y vectoriales (ver figura
3.14) en el entorno del intervalo k-ésimo sobre la superficie del cortocircuito (modelado por
una tira 2-D):

�dk = �ρ − �ρk = xk x̂ + yk ŷ
�d = �ρ − �ρ ′ = �dk − l ûk

d = |�d| =
√

�d · �d =

√
d2

k + l2 − 2 l �dk · ûk

=
√

x2
k + y2

k + l2 − 2 l (xk ukx + yk uky)
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Figura 3.14: Sistema de coordenadas en el entorno del intervalo ∆Ck sobre la superficie de
una tira 2-D

siendo ûk un vector unitario que indica la inclinación del k-ésimo intervalo sobre la superficie
del objeto.

Utilizando las definiciones anteriores:

I(�ρ) = I(�ρk + �dk) = I(xk, yk) =

∫ l=
∆Ck

2

l=−∆Ck
2

H
(2)
0

(
k d(l)

)
dl (3.89)

Utilizando la aproximación de Hankel para argumento pequeño:

I(xk, yk) �
∫ l=

∆Ck
2

l=−∆Ck
2

(
1 − j

2

π
ln

(
γk d(l)

2

))
dl

∫ l=
∆Ck

2

l=−∆Ck
2

(
1 − j

2

π
ln

(
γk

√
x2

k + y2
k + l2 − 2 l (xk ukx + yk uky)

2

))
dl

(3.90)

Lo que se necesita son las derivadas direccionales de I en las direcciones xk e yk, y en el
entorno del punto (xk, yk) = (0, 0). Es decir:

ĺım
xk→0

∂I(xk, yk = 0)

∂xk
(3.91)

ĺım
yk→0

∂I(xk = 0, yk)

∂yk

(3.92)
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Utilizando un software de cálculo simbólico comercial [48] se ha resuelto la integral
anterior con el siguiente resultado:

ĺım
xk→0

∂I(xk, yk = 0)

∂xk

=




0 ukx �= 0

−2 j ukx = 0 y xk → 0+

2 j ukx = 0 y xk → 0−
(3.93)

ĺım
yk→0

∂I(xk = 0, yk)

∂yk
=




0 uky �= 0

−2 j uky = 0 y yk → 0+

2 j uky = 0 y yk → 0−
(3.94)

Se define:

ikx =




0 ukx �= 0

−2 j ukx = 0 y xk → 0+

2 j ukx = 0 y xk → 0−
(3.95)

iky =




0 uky �= 0

−2 j uky = 0 y yk → 0+

2 j uky = 0 y yk → 0−
(3.96)

Nótese que el hecho de que los lı́mites sean diferentes según nos acerquemos al punto
�ρk en un sentido u otro quiere decir que el campo magnético en el cortocircuito se habrá de
calcular de manera diferente en una u otra cara del mismo. Para calcular los parámetros de
admitancia se deberá seleccionar, de la la tira 2-D que modela el cortocircuito, la cara que
da al interior del segmento que se está analizando (la cara de la izquierda en el punto 3 de la
figura 3.12).

En el caso particular del punto 3 de la figura 3.12, ikx = 2 j e iky = 0.
Finalmente, sustituyendo en (3.85) se tiene la siguiente expresión para el campo magnético:

�H(i)(�ρk) = − j

4

(
Ns∑

n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdkn)

ykn

dkn
+
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+
j

4

(
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n=1, n �=k

In k H
(2)′
0 (kdkn)

xkn

dkn
+

Ik

∆Ck
ikx

)
ŷ

(3.97)

Resumen

Campo fuera de la circunferencia que contiene al objeto:

�E(i) =

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q H(2)

q (k ρi) ejqφi ẑ
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�H(i) =x̂

N
(i)
d∑

q=−N
(i)
d

c(i)
q

[
j

sin φi

η
H(2)′

q (k ρi) − q
cos φi

k η ρi

H(2)
q (k ρi)

]
ejqφi
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N
(i)
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(i)
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[
j

cos φi

η
H(2)′

q (k ρi) + q
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q (k ρi)

]
ejqφi

Campo dentro de la circunferencia que contiene al objeto:

�E(i)(�ρ) � −k η

4
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In H
(2)
0 (kdn) ẑ

�H(i)(�ρ) = −j

4

(
x̂

Ns∑
n=1

In k H
(2)′
0 (kdn)

yn

dn
− ŷ
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dn

)

donde:

In = αn ∆Cn

dn = |�ρ − �ρn|
�ρ − �ρn = xn x̂ + yn ŷ

Campo en la superficie del objeto (para una tira 2-D):

�E(i)(�ρk) �− k η
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+
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(3.98)

con:

dkn = |�ρk − �ρn|
�ρk − �ρn = xkn x̂ + ykn ŷ
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ikx =




0 ukx �= 0

−2 j ukx = 0 y xk → 0+

2 j ukx = 0 y xk → 0−

iky =




0 uky �= 0

−2 j uky = 0 y yk → 0+

2 j uky = 0 y yk → 0−

3.3.4. Resultados

A continuación se muestran algunos resultados correspondientes al análisis de estructuras
inductivas sencillas en guı́a de onda rectangular analizadas mediante la técnica de cálculo de
matrices de admitancias que se acaba de explicar.

da da

Figura 3.15: Esquema de una guı́a rectangular de anchura a con un poste circular metálico
inductivo de diámetro d

Figura 3.16: Amplitud del campo eléctrico (dB) en el interior de una guı́a rectangular (a = λ)
con un poste metálico circular centrado (diámetro d = 0,2λ), bajo la excitación del modo
fundamental en el acceso 1. El acceso 2 se halla cortocircuitado para calcular los parámetros
de admitancia

El primer resultado que se muestra es para un poste circular metálico pasante situado
en el centro de la guı́a. En la figura 3.15 se muestra el esquema de la estructura que se ha
analizado. Se trata de una guı́a de anchura a con un poste metálico circular de diámetro d.

Para poder obtener los parámetros de admitancia de la estructura, se ha simulado en
primer lugar dicha estructura con un cortocircuito situado en el acceso 2 (el de la derecha) y
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con la excitación del modo fundamental TE10. En la figura 3.16 se ha representado el campo
que se obtiene en el interior de la citada estructura con cortocircuito, una vez que ésta se ha
analizado con el método hı́brido de análisis de estructuras 2-D. Para calcular el campo en
todo el espacio, ha sido necesario utilizar las expresiones deducidas en el apartado anterior,
y en cada región calcular el campo con la expresión adecuada.

Figura 3.17: Amplitud del campo eléctrico a lo largo de una recta en el centro de una guı́a
rectangular con un poste circular metálico en el centro y terminada en cortocircuito. Com-
paración con los mismos resultados proporcionados por el programa comercial MAFIA�

En la figura 3.17 se muestra una comparación de los resultados del método de análisis
hı́brido 2-D y un programa de simulación electromagnética comercial basado en un algo-
ritmo de integración finita (MAFIA�: MAxwell Equations by the Finite Integration Algo-
rithm, [55]). Se ha comparado la variación espacial de la amplitud del campo eléctrico a lo
largo de una recta que recorre el eje central de la guı́a rectangular con la excitación del mo-
do fundamental. Como se puede apreciar existe un buen nivel de coincidencia entre ambos
resultados.

Una vez simulada la estructura con cortocircuito, se ha calculado el campo eléctrico
y magnético en el primer acceso y en el segundo (sobre el cortocircuito), y utilizando las
expresiones en (3.34), se han obtenido los parámetros Y 1,1

11 e Y 2,1
11 . Como la estructura es

simétrica, no es necesario calcular los parámetros Y 1,2
11 e Y 2,2

11 , pues se cumple que Y 1,2
11 =Y 2,1

11

e Y 2,2
11 =Y 1,1

11 . Con esto se completa el cálculo de la matriz de admitancias para el modo
fundamental.

Con el fin de validar el resultado obtenido, se ha comparado con resultados de esta misma
estructura publicados en la literatura técnica relacionada [12]. Concretamente, se han com-
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Figura 3.18: Parámetros circuitales normalizados de una guı́a rectangular con un poste
metálico circular centrado. Variación con el tamaño del poste. λ/a = 1,01

parado los parámetros circuitales de la estructura Xa y Xb, definidos de la siguiente manera:

j
Xa

Z01
=

2 S
(2,1)
11∣∣∣1 − S

(1,1)
11

∣∣∣2 − ∣∣∣S (2,1)
11

∣∣∣2 (3.99)

−j
Xb

Z01
=

1 + S
(1,1)
11 − S

(2,1)
11

1 − S
(1,1)
11 + S

(2,1)
11

(3.100)

donde Z01 es la impedancia caracterı́stica del modo fundamental de los accesos 1 y 2.
La matriz de dispersión para el modo fundamental, se puede obtener de forma sencilla a

partir de la matriz de admitancias ya calculada mediante la siguiente expresión:

S = (I − Y ) (I + Y )−1 (3.101)

donde Y es la matriz de admitancias del modo fundamental normalizada por la admitancia
caracterı́stica del modo fundamental (Y01 = 1/Z01).

En las figuras 3.18 y 3.19 se muestra la variación de los parámetros circuitales normaliza-
dos con el diámetro del poste para dos frecuencias diferentes. Estos resultados se comparan
con los proporcionados por [12]. Como se puede observar, los resultados proporcionados por
el método no son exactamente iguales a los de [12], si bien se aproximan bastante.

En la figura 3.20 se muestra el esquema de una estructura idéntica a la analizada anteri-
ormente, pero con el poste descentrado. Concretamente, el poste se sitúa a una distancia x0
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Figura 3.19: Parámetros circuitales normalizados de una guı́a rectangular con un poste
metálico circular centrado. Variación con el tamaño del poste. λ/a = 1,2

x0

a

x0

a

x0

a

Figura 3.20: Esquema de una guı́a rectangular de anchura a con un poste circular metálico
inductivo descentrado

de una de las paredes de la guı́a. Los resultados se comparan de nuevo con [12] en la figura
3.21, y de nuevo se observa que aunque los resultados obtenidos son buenos, no se ajustan
perfectamente a los de [12].

Para acabar de comprobar la eficacia del método, se han analizado dos nuevas estructuras.
Éstas son un iris y una ventana inductiva. Un esquema de dichas estructuras se muestra en la
figura 3.22, y en la figura 3.23 se ilustra la variación de los parámetros circuitales normaliza-
dos con el tamaño del obstáculo. De nuevo al comparar con resultados de la literatura técnica
se observan ligeras diferencias.

Estas desviaciones de los resultados proporcionados por el método de obtención de
parámetros de admitancia se debe a que la forma de obtener dichos parámetros no es lo
suficientemente precisa.
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Figura 3.21: Parámetros circuitales normalizados de una guı́a rectangular con un poste
metálico circular descentrado (x0 = 0,3 a, λ/a = 1,01). Variación con el tamaño del poste

da da

IRIS

da da

VENTANA

Figura 3.22: Dos esquemas de una guı́a rectangular de anchura a con un iris y una ventana
inductivos, respectivamente, ambos de anchura d
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Figura 3.23: Parámetros circuitales normalizados de una guı́a rectangular con un iris y una
ventana inductivos (x0 = 0,3 a, λ/a = 1,46). Variación con la anchura del obstáculo

Por un lado la excitación no es exactamente la del modo fundamental, pues, como se ha
explicado anteriormente, la excitación es la de una fuente puntual situada próxima a la boca
de la guı́a. Se ha asegurado que el campo que dicha fuente produce es el adecuado a lo largo
de una circunferencia tangente a la boca de la guı́a, pero eso no garantiza que se excite tan
sólo el modo fundamental en el interior de la misma. De hecho, para obtener los resultados
medianamente satisfactorios de las figuras 3.18 y 3.19 ha sido necesario situar los planos
de referencia de los dos accesos muy lejos del poste, como se puede apreciar en la figura
3.16. Esto se debe a que si la fuente está muy cerca del poste, no hay espacio suficiente para
que los modos de orden superior que también se excitan se atenúen antes de incidir sobre el
obstáculo. Esto implica que se deben simular estructuras grandes en términos eléctricos, lo
que disminuye en gran medida la eficiencia del método.

Por otro lado, para proyectar el campo sobre las funciones vectoriales normalizadas según
(3.34), se toman una serie de puntos a lo largo de los dos accesos, se calcula el campo en
dichos puntos, y se calcula la integral de (3.34) numéricamente, y no analı́ticamente.

Para mejorar los resultados, se tomó la decisión de cambiar la forma de calcular los
parámetros circuitales de la estructura, ya que el método de análisis de problemas 2-D
está suficientemente validado, y lo único que podı́a fallar es el paso de la matriz de dis-
persión de espectros cilı́ndricos D a la matriz de parámetros circuitales (admitancias en este
caso) Y . En la siguiente sección se detalla cómo se han obtenido resultados mucho mejores
utilizando un método para obtener la matriz de dispersión S en lugar de la de admitancias.
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a

a

135º

a

a

135º

Figura 3.24: Esquema de un codo de 135◦ en una guı́a rectangular de anchura a

Figura 3.25: Amplitud del campo eléctrico (dB) en el interior de una guı́a rectangular (a =
0,99 λ) con un codo inductivo de 135◦, bajo la excitación del modo fundamental en el acceso
1. El acceso 2 se halla cortocircuitado para calcular los parámetros de admitancia

Para terminar la sección se muestran algunos elementos circuitales inductivos analizados
mediante la técnica de matrices de admitancias. En la figura 3.24 se muestra el esquema de
un codo de 135◦ en una guı́a rectangular. Para obtener los parámetros de admitancia de la
estructura se sitúa un cortocircuito en el acceso 2 y se analiza la estructura resultante con el
método hı́brido de análisis de estructuras 2-D. En la figura 3.25 se muestra la distribución de
campo eléctrico resultante.

Finalmente, se muestra la distribución de campo obtenida en la estructura con cortocir-
cuito analizada para obtener los parámetros de admitancias de un salto de sección inductivo
(figuras 3.26 y 3.27), de un poste de sección cuadrada (figure 3.28.a) y de un poste de sección
triangular (figura 3.28.b).
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a1
a2

a1
a2

Figura 3.26: Esquema de un salto de sección inductivo en una guı́a rectangular de anchuras
a1 y a2

Figura 3.27: Amplitud del campo eléctrico (dB) en el interior de una guı́a rectangular con
un salto de sección inductivo (a1 = 0,99 λ, a2 = 0,8 λ), bajo la excitación del modo funda-
mental en el acceso 1. El acceso 2 se halla cortocircuitado para calcular los parámetros de
admitancia
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(a) Poste cuadrado

(b) Poste triangular

Figura 3.28: Amplitud del campo eléctrico (dB) en el interior de una guı́a rectangular con
postes de geometrı́as no canónicas (poste cuadrado y triangular), bajo la excitación del modo
fundamental en el acceso 1. El acceso 2 se halla cortocircuitado para calcular los parámetros
de admitancia
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3.4. Obtención de la MDG mediante acoplo de modos

3.4.1. Introducción

De acuerdo con la definición de los parámetros de dispersión dada por (3.26), se puede
deducir la siguiente expresión para dichos parámetros:

S(i,j)
mn =

b
(i)
m

a
(j)
n

, con

{
a

(k)
p = 0 k �= j, ∀p

a
(j)
p = 0 p �= n

(3.102)

La ecuación anterior indica que se podrı́an calcular los parámetros S
(i,j)
mn de la red (con

i = [1, . . . , N ], m = [1, . . . , Mi]), si se consiguiera que las ondas incidentes se anulasen
todas excepto la n-ésima onda del acceso j-ésimo (a(j)

n ). En un análisis unimodal, es decir,
si tan sólo se puede propagar el modo fundamental en cada uno de los puertos de acceso,
se pueden calcular los parámetros de dispersión colocando una impedancia de valor igual a
la impedancia caracterı́stica del modo fundamental en cada acceso excepto en el j-ésimo, y
excitando dicho acceso con el modo fundamental. En la figura 3.29 se muestra la estructura
que se debe analizar para calcular los parámetros S

(i,1)
11 , con i = [1, . . . , N ].

�

�

�

�

�

�

S

···
···

a
(1)
1 a

(N)
1 = 0

a
(2)
1 = 0

b
(2)
1

b
(1)
1 b

(N)
1

Z
(2)
01

Z
(N)
01

Figura 3.29: Configuración para el cálculo de los parámetros S
(i,1)
11 , i ∈ [1, . . . , N ]

En el caso de que se desee realizar un análisis multimodal, no se puede terminar ca-
da acceso j con una impedancia que consiga que todas las ondas modales a

(j)
n se anulen.

Si situamos una impedancia Z
(j)
01 , conseguiremos que a

(j)
1 sea cero, pero no ası́ a

(j)
2 , a

(j)
3 ,

etc. Por tanto, para obtener la matriz de dispersión generalizada será necesario seguir otro
procedimiento. En la siguiente sección se detalla cómo se ha conseguido calcular la MDG
mediante un proceso de acoplo de modos.

3.4.2. Acoplo de modos

El esquema general del problema que se desea analizar se muestra en la figura 3.30. Se
tiene un segmento irregular de la guı́a rectangular, invariante en altura, al que acceden un
número arbitrario J de puertos. Denominaremos x̂i, ŷi y ẑi , con i ∈ [1, . . . , J ], a los vec-
tores unitarios del sistema de coordenadas local al acceso i definidos en la forma estándar
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para una guı́a rectangular, es decir, del mismo modo que en la figura 3.1. También definire-
mos un sistema de coordenadas global, válido para todo el segmento irregular de la guı́a,
definido por los vectores x̂, ŷ y ẑ (ver figura 3.30), de manera que la geometrı́a de la guı́a
es invariante a lo largo del eje ẑ, que está alineado con el eje ŷi de cada acceso i. Como la
geometrı́a es invariante en una dimensión, a partir de ahora obviaremos dicha dimensión, y
consideraremos únicamente las coordenadas (xi, zi) para denotar la posición dentro del ac-
ceso i en el sistema de coordenadas local a ese puerto; y las coordenadas (x, y) para denotar
la posición en cualquier punto con el sistema de coordenadas global (ver figura 3.30). Como
caracterizaremos el segmento irregular utilizando modos cilı́ndricos, usaremos con frecuen-
cia las coordenadas cilı́ndricas (ρ, φ) para denotar la posición en el sistema de coordenadas
global, siendo:

ρ =
√

x2 + y2

φ = arctan
y

x
(3.103)

Como se puede observar en la figura 3.30, pueden existir múltiples objetos metálicos o
dieléctricos de geometrı́a arbitraria, y cada acceso i puede tener una anchura diferente ai

(i ∈ [1, . . . , J ]). La posición y la inclinación de cada acceso viene definida por el punto
Pi y por los vectores unitarios x̂i y ẑi. El segmento irregular de la guı́a está encerrado en
una circunferencia de radio R, de manera que fuera de esa circunferencia sólo existen varias
guı́as rectangulares (las que acceden al segmento) de geometrı́a regular.

Como se ha comentado con anterioridad, por cada acceso inciden al segmento única-
mente modos TEm0. Como el segmento es invariante en la dimensión ẑ, los modos que se
excitan en él son sólo modos TEm0, también invariantes en ẑ. Por tanto, todos los campos
eléctricos están polarizados linealmente según ẑ.

En consecuencia, el segmento puede caracterizarse utilizando alguno de los métodos de
análisis de dispersión múltiple bidimensional del capı́tulo 2. Para utilizar estos métodos se
debe emplear una formulación de espacio abierto, expresando los campos eléctricos inci-
dente y dispersado (polarizados según ẑ) como sumas de modos cilı́ndricos:

�Ein(ρ, φ) =
∞∑

p=−∞
ip Jp(Kρ) ejpφ ẑ (Campo incidente) (3.104)

�Esc(ρ, φ) =

∞∑
q=−∞

cq H(2)
q (Kρ) ejqφ ẑ (Campo dispersado) (3.105)

donde Jp(Kρ) ejpφ es el modo espectral cilı́ndrico incidente p-ésimo (finito en el origen de
coordenadas), y H

(2)
q (Kρ) ejqφ es el q-ésimo modo espectral cilı́ndrico emergente (singular

en el origen de coordenadas). Los coeficientes ip constituyen el espectro cilı́ndrico de cam-
po incidente, y los coeficientes cq el espectro cilı́ndrico de campo dispersado. Por razones
computacionales, las sumas infinitas de modos incidentes y dispersados se deben truncar de
la siguiente forma:
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Figura 3.30: Esquema de un problema inductivo de geometrı́a arbitraria en una guı́a rectan-
gular

�Ein(ρ, φ) =

Nin∑
p=−Nin

ip Jp(Kρ) ejpφ ẑ (3.106)

�Esc(ρ, φ) =

Nsc∑
q=−Nsc

cq H(2)
q (Kρ) ejqφ ẑ (3.107)

donde Nsc debe cumplir que Nsc > KR, siendo R el radio de la circunferencia que contiene
el segmento irregular de la guı́a. Por otro lado, Nin debe ser lo suficientemente elevado
como para que la suma de modos cilı́ndricos incidentes reconstruya correctamente el campo
incidente dentro de la circunferencia que contiene al segmento irregular. Cuantos más modos
guiados se tomen en consideración, mayor será la variación espacial del campo eléctrico, y
por lo tanto mayor debe ser el número de modos cilı́ndricos Nin necesarios para reconstruir
correctamente ese campo. En principio, para una reconstrucción totalmente correcta Nin

debiera ser infinito. Como esto es imposible desde el punto de vista computacional, se ha
seguido el criterio de truncar la serie de modo que los términos que se desprecien no excedan
nunca en amplitud de un determinado porcentaje (1/RAB) del máximo coeficiente de dicha
serie (ver anexo C). Aplicando ese criterio, se obtiene que el valor de N i

in para reconstruir
correctamente el campo dentro de la circunferencia de radio R debido a la incidencia de
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modos guiados por el acceso i-ésimo es:

N i
in = ceil

(
MiπR

ai

+ ni
0

)
(3.108)

donde Mi es el número de modos guiados TEm0 en el acceso i-ésimo, ceil es la función
que obtiene un número entero a partir de uno real redondeando hacia arriba, y ni

0 se obtiene
como:

ni
0 = ceil

(
20

L

C(K, L)

D(K, L)

)
(3.109)

donde:

C(K, L) = C0

(
945 K5L10 + 3150 K4L8(12 − L2)

+315 K3L6(7 L4 − 240 L2 + 160 · 4!)

−15 K2L4(17 L6 − 1512 L4 + 2 · 8! L2 − 48 · 8!)

+KL2(L8 − 360 L6 + 2 · 8! L4 − 240 · 8! L2 + 128 · 10!)

+1024 · 10!)

D(K, L) = D0

(
945 K5L10 + 1050 K4L8(44 − 3 L2)

+15 K3L6(147 L4 − 6160 L2 + 176 · 6!)

−15 K2L4(17 L6 − 1848 L4 + 176 · 6! L2 − 528 · 8!/5)

+KL2(L8 − 440 L6 + 176 · 6! L4 − 528 · 8! L2 + 42240 · 8!)

+11264 · 10!)

C0 =
L e−K

2048 · 10! π

D0 =
L e−K

22528 · 10! π

L = 2 arcsin
( ai

2R

)
K = γi

Mi
R (3.110)

Con el objetivo de simplificar la notación, es conveniente extender las series de (3.106)
y (3.107) al mismo número de términos N = máx(Nin, Nsc), donde:

Nin = máx(N1
in, N

2
in, . . . , N

J
in) (3.111)

Por lo tanto, el valor de N que permite truncar las series de (3.106) y (3.107) sin pérdida
significativa de precisión es:

N ≥ max

(
MiπR

ai
+ ni

0 , KR

)
i ∈ [1, . . . , J ] (3.112)

Utilizando un método de análisis de problemas de dispersión bidimensionales como los
del capı́tulo 2, se obtiene una función de transferencia o matriz de dispersión D de todos los
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objetos contenidos en la circunferencia de radio R. Esta matriz permite obtener el espectro
de campo dispersado a partir del espectro de campo incidente de la siguiente forma:

[cq] = D · [ip] → cq =

Nin∑
p=−Nin

Dqp ip (3.113)

Como se ha indicado anteriormente, el número de modos del espectro incidente y dis-
persado se ha extendido en ambos casos a N = máx(Nin, Nsc). Por tanto, la matriz D
será cuadrada.

Una vez que la matriz D ha sido calculada, el segmento irregular de la guı́a con todos los
obstáculos y discontinuidades inductivas queda totalmente caracterizado usando formulación
tı́pica de problemas abiertos (modos cilı́ndricos). Con el objeto de caracterizar el segmen-
to desde el punto de vista de los modos guiados, se debe realizar un acoplo de modos de
una guı́a rectangular estándar a modos cilı́ndricos. Esto puede conseguirse forzando la con-
tinuidad de los campos eléctrico y magnético en la circunferencia de radio R que encierra al
segmento irregular. Los campos transversales totales en la circunferencia pueden expresarse
como una suma de modos guiados de la siguiente forma:

�Eg
t (ρ = R, φ) =

J∑
i=1

�E
(i)
t (ρ = R, φ) (3.114)

�Hg
t (ρ = R, φ) =

J∑
i=1

�H
(i)
t (ρ = R, φ) (3.115)

donde �E
(i)
t y �H

(i)
t son los campos eléctrico y magnético transversales en el acceso i, los

cuales pueden expresarse como suma de modos incidentes y reflejados utilizando el sistema
de coordenadas local al acceso i tal y como ya se vio en (3.25):

�E
(i)
t (ρ, φ) =

Mi∑
m=1

a(i)
m �e (i)′

m (xi) e−γ
(i)
m zi +

Mi∑
m=1

b(i)
m �e (i)′

m (xi) eγ
(i)
m zi (3.116)

�H
(i)
t (ρ, φ) =

Mi∑
m=1

a(i)
m Y

(i)
0m

�h(i)′
m (xi) e−γ

(i)
m zi −

Mi∑
m=1

b(i)
m Y

(i)
0m

�h(i)′
m (xi) eγ

(i)
m zi (3.117)



90 Análisis de problemas inductivos en guı́as rectangulares

En el caso de guı́a de onda rectangular, y para modos TEm0:

�e (i)′
m (xi) = −ŷi

√
2 Z

(i)
0m

ai bi

sin

(
mπ

ai

xi

)
(3.118)

�h (i)′
m (xi) = x̂i

√
2 Z

(i)
0m

ai bi

sin

(
mπ

ai

xi

)
(3.119)

γ(i)
m =

√(
mπ

ai

)2

− K2 (3.120)

Y
(i)
m0 =

1

Z
(i)
m0

=
γ

(i)
m

jωµ
(3.121)

donde ai y bi son la anchura y altura del acceso i, K es el número de onda (K = ω
√

µ ε), y
los vectores unitarios x̂i e ŷi son los definidos en la figura 3.1. De acuerdo con la figura 3.30,
ŷi = ẑ. Por tanto:

�E
(i)
t (ρ, φ) =

Mi∑
m=1

a(i)
m e (i)′′

m (xi) e−γ
(i)
m zi ẑ +

Mi∑
m=1

b(i)
m e (i)′′

m (xi) eγ
(i)
m zi ẑ (3.122)

�H
(i)
t (ρ, φ) =

Mi∑
m=1

−a(i)
m Y

(i)
0m e(i)′′

m (xi) e−γ
(i)
m zi x̂i

+

Mi∑
m=1

b(i)
m Y

(i)
0m e(i)′′

m (xi) eγ
(i)
m zi x̂i (3.123)

donde ai
m y bi

m son las amplitudes de los modos guiados TEm0 incidentes y reflejados en el
acceso i-ésimo, y:

e(i)′′
m (xi) =



−
√

2 Z
(i)
0m

aibi
sin

(
mπ

ai
xi

)
φ ∈ [φim, φiM ]

0 otro

(3.124)

En estas expresiones φim y φiM son los lı́mites de la inserción del acceso i-ésimo en la
circunferencia de radio R, tal y como se muestra en la figura 3.31. Los valores de φim y φiM

pueden determinarse fácilmente a partir de la figura 3.31.
Para forzar la continuidad de los campos eléctrico y magnético en la circunferencia de

radio R (los modos guiados que definen el campo fuera de la circunferencia deben ser con-
tinuos con los modos cilı́ndricos que definen el campo dentro), las coordenadas locales a
cada acceso i (xi y zi), deben ser expresadas en relación con las coordenadas del sistema
de coordenadas global (ρ y φ). Esta relación se deduce en el apéndice D, resultando ser la
siguiente:

[
zi

xi

]
=

[
zix xix

ziy xiy

](−1)

·
(

R

[
cos φ
sin φ

]
−
[

Pix

Piy

]
+

ai

2

[
xix

xiy

])
(3.125)
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Figura 3.31: Sistema de coordenadas global y local al puerto i

donde el valor de φ está contenido en el intervalo [φim, φiM ].
El plano de referencia para el puerto i está dado por el punto Pi, el cual determina a

qué altura se halla el valor cero de la coordenada zi del acceso i. Si zi alcanza valores muy
elevados, podrı́an aparecer problemas de singularidad a la hora de resolver los sistemas ma-
triciales que será necesario plantear para realizar el acoplo modal. Esto se debe al término
eγ

(i)
m zi en la expresión de los campos guiados (ver ecuación (3.123)), ya que la constante de

propagación γ
(i)
m es un número real elevado para los modos guiados de mayor orden, y si zi

es también elevado, la exponencial será demasiado grande y eso puede dar lugar a proble-
mas de singularidad. Con el objeto de evitar la aparición de estas posibles singularidades, el
plano de referencia de cada acceso i se mueve para asegurar que la coordenada zi alcance
valores no muy elevados a lo largo de la circunferencia de radio R entre los lı́mites φim y
φiM del acceso i (ver figura 3.31). Concretamente, el nuevo plano de referencia en el acceso
i se sitúa a una distancia di del plano de referencia original (punto Pi), donde di se calcula
de la siguiente forma:

di =
2zi(Q0) + zi(Qm) + zi(QM)

4
(3.126)

Por lo tanto, el movimiento de los planos de referencia supone el uso de una nueva
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coordenada z′i = zi − di en cada acceso i.
Una vez definidas las expresiones de los campos en términos de modos cilı́ndricos y guia-

dos, se está en disposición de forzar la continuidad de los campos eléctrico y magnético en
la circunferencia de radio R. En primer lugar forzaremos la continuidad de campo eléctrico:

�Ein(ρ = R, φ) + �Esc(ρ = R, φ) =
J∑

i=1

�E
(i)
t (ρ = R, φ) (3.127)

donde:

�Ein(R, φ) + �Esc(R, φ) =

N∑
p=−N

ip Jp(KR) ejpφ ẑ +

N∑
q=−N

cq H(2)
q (KR) ejqφ ẑ

=

N∑
p=−N

[
ip Jp(KR) + cp H(2)

p (KR)
]
ejpφ ẑ (3.128)

y

J∑
i=1

�E
(i)
t (R, φ) =

M∑
m=1

am e+
m(ρ = R, φ) ẑ +

M∑
m=1

bm e−m(ρ = R, φ) ẑ

=

M∑
m=1

[
am e+

m(φ) + bm e−m(φ)
]
ẑ (3.129)

con

M =
J∑

i=1

Mi (3.130)

Los coeficientes am y bm se definen de la siguiente forma:

am =




a
(1)
m m ∈ [1, M1]

a
(2)
m−M1

m ∈ [M1 + 1, M1 + M2]
...

a
(J)

m−∑J−1
j=1 Mj

m ∈
[

J−1∑
j=1

Mj + 1, M

] (3.131)

bm =




b
(1)
m m ∈ [1, M1]

b
(2)
m−M1

m ∈ [M1 + 1, M1 + M2]
...

b
(J)

m−∑J−1
j=1 Mj

m ∈
[

J−1∑
j=1

Mj + 1, M

] (3.132)
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y los vectores modales incidente (e+
m) y reflejado (e−m) se definen como:

e±m(φ) =




e
(1)′′
m (x1(R, φ)) · e∓γ

(1)
m z′1(R,φ) ·∏(

φ−φ01

φd1

)
si m ∈ [1, M1]

e
(2)′′
m−M1

(x2(R, φ)) · e∓γ
(2)
m−M1

z′2(R,φ) ·∏(
φ−φ02

φd2

)
si m ∈ [M1 + 1, M1 + M2]

...

e
(J)′′

m−∑J−1
j=1 Mj

(xJ (R, φ)) · e
∓γ

(J)

m−∑J−1
j=1

Mj

z′J(R,φ)

·∏(
φ−φ0J

φdJ

)
si m ∈

[
J−1∑
j=1

Mj + 1, M

]
(3.133)

donde φ0i es el valor de la coordenada φ justo en el centro del acceso i, φdi es la anchura
angular de dicho acceso (φdi = φiM − φim), y z′i es la nueva coordenada local en el acceso i
(z′i = zi − di).

Substituyendo (3.128) y (3.129) en (3.127), se obtiene

N∑
p=−N

[
ip Jp(KR) + cp H(2)

p (KR)
]
ejpφ =

M∑
m=1

[
am e+

m(φ) + bm e−m(φ)
]

(3.134)

Utilizando las conocidas expresiones de la transformada de Fourier de tiempo discreto
(DTFT) y de la transformada inversa

W (Ω) = X(−Ω) =
∞∑

n=−∞
x[n] ejnΩ (3.135)

x[n] =
1

2π

∫ π

−π

W (Ω) e−jnΩ dΩ (3.136)

Se puede deducir de la expresión (3.134) la siguiente relación:

ip Jp(KR) + cp H(2)
p (KR) =

1

2π

∫ π

−π

M∑
m=1

[
am e+

m(φ) + bm e−m(φ)
]
e−jpφdφ

=

M∑
m=1

[
am E+

pm + bm E−
pm

]
(3.137)

donde:

E±
pm =

1

2π

∫ π

−π

e±m(φ) e−jpφdφ (3.138)

Debemos recordar que el espectro de campo dispersado cq está relacionado con el es-
pectro de campo incidente ip mediante la matriz D. Utilizando esta relación y escribiendo
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(3.137) en forma matricial, podemos relacionar el espectro de campo incidente ip con las
amplitudes de los modos guiados am y bm:

J i + H c = J i + H D i = E+ a + E− b

i =
(
J + H D

)−1 (
E+ a + E− b

)
(3.139)

donde:

i = [i−N , i−N+1, · · · , iN ]T (3.140)

c = [c−N , c−N+1, · · · , cN ]T (3.141)

a = [a1, a2, · · · , aM ]T (3.142)

b = [b1, b2, · · · , bM ]T (3.143)

J =




J−N(KR) 0 · · · 0
0 J−N+1(KR) · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · JN(KR)




(2N+1)×(2N+1)

(3.144)

H =




H
(2)
−N(KR) 0 · · · 0

0 H
(2)
−N+1(KR) · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · H
(2)
N (KR)




(2N+1)×(2N+1)

(3.145)

E± =




E±
−N , 1 E±

−N , 2 · · · E±
−N , M

E±
−N+1 , 1 E±

−N+1 , 2 · · · E±
−N+1 , M

...
...

. . .
...

E±
N , 1 E±

N , 2 · · · E±
N , M




(2N+1)×M

(3.146)

Una vez relacionado el espectro cq con el espectro ip, y relacionado ip con las amplitudes
am y bm, resulta necesaria otra ecuación para poder eliminar la incógnita ip y despejar bm en
función de am. Esta ecuación se puede obtener forzando la continuidad de campo magnético
en la circunferencia de radio R:

�H in(ρ = R, φ) + �Hsc(ρ = R, φ) =

J∑
i=1

[
�H

(i)
t (ρ = R, φ) + �H(i)

z (ρ = R, φ)
]

(3.147)

donde �H
(i)
t y �H

(i)
z son, respectivamente, las componentes transversal y longitudinal de campo

magnético en el acceso i-ésimo.
Como sólo se necesita una ecuación, forzaremos continuidad de una componente de cam-

po magnético. En concreto, se forzará la continuidad de la componente de campo magnético
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transversal en cada acceso. Para ello proyectaremos la expresión (3.147) en una dirección t̂
que nos defina la mencionada dirección transversal:

[ �H in(ρ = R, φ)+ �Hsc(ρ = R, φ)] · t̂ =
J∑

i=1

[
�H

(i)
t (ρ = R, φ) · t̂ + �H(i)

z (ρ = R, φ) · t̂
]

=

J∑
i=1

H
(i)
t (ρ = R, φ)

(3.148)

donde t̂ se define de la siguiente manera

t̂ =




x̂1 φ ∈ [φ1m, φ1M ]

x̂2 φ ∈ [φ2m, φ2M ]
...

x̂J φ ∈ [φJm, φJM ]

x̂1 otro valor de φ

(3.149)

Nótese que se ha tomado como dirección transversal en cada tramo de la circunferencia
de radio R a la componente transversal de campo dentro del acceso i (x̂i) que se inserta en ese
punto de la circunferencia. No obstante, pueden existir tramos a lo largo de la circunferencia
de radio R en los que no haya ningún acceso. En estos tramos se toma la dirección x̂1 como
dirección transversal.

Los campos magnéticos incidente y dispersado se pueden obtener de manera sencilla a
partir de los campos eléctricos de (3.106) y (3.107) mediante las ecuaciones de Maxwell:

�H in(R, φ)+ �Hsc(R, φ) =

− 1

KηR

N∑
p=−N

[
ip Jp(KR) + cp H(2)

p (KR)
]

p ejpφ ρ̂

− j

η

N∑
p=−N

[
ip J ′

p(KR) + cp H(2)′
p (KR)

]
ejpφ φ̂

(3.150)

Proyectando sobre la dirección t̂:

[ �H in
t (R, φ)+ �Hsc

t (R, φ)] · t̂ =

− 1

KηR

N∑
p=−N

[
ip Jp(KR) + cp H(2)

p (KR)
]

p ejpφ (ρ̂ · t̂)

− j

η

N∑
p=−N

[
ip J ′

p(KR) + cp H(2)′
p (KR)

]
ejpφ (φ̂ · t̂)

(3.151)
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El campo magnético transversal en las guı́as puede expresarse de la siguiente manera:

J∑
i=1

�H
(i)
t (R, φ) =

M∑
m=1

−am Y0m e+
m(φ) t̂ +

M∑
m=1

bm Y0m e−m(φ) t̂

=
M∑

m=1

[−am Y0m e+
m(φ) + bm Y0m e−m(φ)

]
t̂ (3.152)

donde

Y0m =




Y
(1)
0m m ∈ [1, M1]

Y
(2)
0 m−M1

m ∈ [M1 + 1, M1 + M2]
...

Y
(J)

0 m−∑J−1
j=1 Mj

m ∈
[

J−1∑
j=1

Mj + 1, M

] (3.153)

Sustituyendo (3.151) y (3.152) en (3.148), obtenemos:

M∑
m=1

[−am Y0m e+
m(φ) + bm Y0m e−m(φ)

]

= − 1

KηR

N∑
p=−N

[
ip Jp(KR) + cp H(2)

p (KR)
]

p ejpφ (ρ̂ · t̂)

− j

η

N∑
p=−N

[
ip J ′

p(KR) + cp H(2)′
p (KR)

]
ejpφ (φ̂ · t̂) (3.154)

donde los términos
[
ip Jp(KR) + cp H

(2)
p (KR)

]
e
[
ip J ′

p(KR) + cp H
(2)′
p (KR)

]
deben rela-

cionarse con los coeficientes de modos guiados am y bm, para conseguir que sólo am y bm

aparezcan en la expresión, y poder obtener ası́ una relación de bm con am que será la matriz
de parámetros de dispersión generalizada (MDG) buscada. Al forzar continuidad de campo

eléctrico, se llegó a la expresión (3.137), que relacionaba el término
[
ip Jp(KR) + cp H

(2)
p (KR)

]
con am y bm. Para relacionar el término

[
ip J ′

p(KR) + cp H
(2)′
p (KR)

]
con am y bm, hacemos

uso de la expresión matricial (3.139):

J ′ i + H ′ c = J ′ i + H ′ D i =
(
J ′ + H ′ D

)
i

=
(
J ′ + H ′ D

) (
J + H D

)−1 (
E+ a + E− b

)
(3.155)

donde J ′ y H ′ son matrices diagonales como J y H, pero con la primera derivada de las
funciones de Bessel y de Hankel en la diagonal principal.
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Si definimos la siguiente matriz W :

W =
(
J ′ + H ′ D

) (
J + H D

)−1
(3.156)

finalmente obtenemos la siguiente relación:

J ′ i + H ′ c = W
(
E+ a + E− b

)
(3.157)

La matriz W permite relacionar
[
ip J ′

p(KR) + cp H
(2)′
p (KR)

]
con los coeficientes am

y bm, tal y como deseábamos. Sin embargo, el cálculo de W requiere de la inversión de la
matriz B = J + H D, la cual normalmente es una matriz singular si se toma un elevado
número de modos cilı́ndricos N . El motivo de esta singularidad es que la matriz D está mal
condicionada, ya que hemos obligado a que sea cuadrada eligiendo el mismo número de
modos cilı́ndricos incidentes y dispersados. Sin embargo, la serie de modos dispersados de-
cae mucho más rápidamente que la de modos incidentes, resultando en una matriz D cuyos
elementos significativos se concentran en las filas centrales, mientras que en las primeras y
últimas filas los elementos son prácticamente nulos, tal y como se muestra en la siguiente
expresión:

D =


 [0] (Nin−Nsc)×(2Nin+1)

[Ds] (2Nsc+1)×(2Nin+1)

[0] (Nin−Nsc)×(2Nin+1)




(2Nin+1)×(2Nin+1)

(3.158)

donde Nsc es el número de modos cilı́ndricos del espectro de campo dispersado, que ya se
vio que debe ser mayor que K R, siendo R el radio de la circunferencia que contiene el
segmento irregular de la guı́a. Concretamente, se tomará el siguiente valor para Nsc:

Nsc = Csc K R (3.159)

siendo Csc > 1. Normalmente se toma Csc = 6, ya que si Csc fuera mayor que 6 se ha
comprobado experimentalmente que podrı́an aparecer problemas de singularidades.

Como J y H son matrices diagonales, la matriz B tendrá la siguiente estructura:

B =


 [B1] (Nin−Nsc)×(Nin−Nsc)

[0] [0]

[B2] (2Nsc+1)×(Nin−Nsc)
[B3] (2Nsc+1)×(2Nsc+1) [B4] (2Nsc+1)×(Nin−Nsc)

[0] [0] [B5] (Nin−Nsc)×(Nin−Nsc)




donde B1 y B5 son matrices diagonales, y B2, B3 y B4 son matrices llenas. La matriz B es
de dimensión (2Nin + 1) × (2Nin + 1).

La misma estructura es válida para la matriz A = J ′ + H ′ D:

A =


 [A1] [0] [0]

[A2] [A3] [A4]
[0] [0] [A5]


 (3.160)
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Teniendo en cuenta la estructura de las matrices A y B, se puede calcular la matriz W
buscada del siguiente modo:

W B = A

W


 [B1] [0] [0]

[B2] [B3] [B4]
[0] [0] [B5]


 =


 [A1] [0] [0]

[A2] [A3] [A4]
[0] [0] [A5]


 (3.161)

W =


 [A1] [B1]

−1 [0] [0](
[A2] − [A3] [B3]

−1 [B2]
)

[B1]
−1 [A3] [B3]

−1 (
[A4] − [A3] [B3]

−1 [B4]
)

[B5]
−1

[0] [0] [A5] [B5]
−1




(3.162)
Usando (3.162) se puede calcular W evitando la inversión de toda la matriz B. Única-

mente resulta necesario invertir las submatrices B1, B3 y B5. Las submatrices B1 y B5 son

diagonales, de modo que su inversión es sencilla. Únicamente se debe invertir la submatriz
B3, que es una matriz llena que por tanto no presenta problemas de singularidad.

Una vez que
[
ip J ′

p(KR) + cp H
(2)′
p (KR)

]
ha sido relacionado con am y bm mediante la

matriz W , la ecuación (3.154) puede simplificarse como sigue:

M∑
m=1

[−am Y0m e+
m(φ) + bm Y0m e−m(φ)

]

= − 1

KηR

N∑
p=−N

M∑
m=1

[
am E+

pm + bm E−
pm

]
p ejpφ (ρ̂ · t̂)

− j

η

N∑
p=−N

M∑
m=1

[
am

N∑
q=−N

Wpq E+
qm + bm

N∑
q=−N

Wpq E−
qm

]
ejpφ (φ̂ · t̂) (3.163)

Reordenando los sumandos se tiene que:

M∑
m=1

[−am Y0m e+
m(φ) + bm Y0m e−m(φ)

]
=

= − 1

KηR

M∑
m=1

[
am

(
N∑

p=−N

E+
pm p ejpφ

)
+ bm

(
N∑

p=−N

E−
pm p ejpφ

)]
(ρ̂ · t̂)

− j

η

M∑
m=1

[
am

N∑
q=−N

(
N∑

p=−N

Wpq ejpφ

)
E+

qm + bm

N∑
q=−N

(
N∑

p=−N

Wpq ejpφ

)
E−

qm

]
(φ̂ · t̂)
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Usando la propiedad de derivación de la DTFT:

M∑
m=1

[−am Y0m e+
m(φ) + bm Y0m e−m(φ)

]
=

=
j

KηR

M∑
m=1

[
am

de+
m

dφ
+ bm

de−m
dφ

]
(ρ̂ · t̂)

− j

η

M∑
m=1

[
am

N∑
q=−N

wq(φ) E+
qm + bm

N∑
q=−N

wq(φ) E−
qm

]
(φ̂ · t̂) (3.164)

Separando los términos con am y con bm:

M∑
m=1

bm

[
Y0m e−m(φ) − j

KηR

de−m
dφ

(ρ̂ · t̂) +
j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E−
qm (φ̂ · t̂)

]

=
M∑

m=1

am

[
Y0m e+

m(φ) +
j

KηR

de+
m

dφ
(ρ̂ · t̂) − j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E+
qm (φ̂ · t̂)

]
(3.165)

A continuación se deben proyectar ambos términos de la expresión anterior sobre e−n (φ),
obteniendo la siguiente expresión:

M∑
m=1

bm
1

2π

∫ 2π

0

[
Y0m e−m(φ) − j

KηR

de−m
dφ

(ρ̂ · t̂)

+
j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E−
qm (φ̂ · t̂)

]
e−n (φ)∗ dφ

=

M∑
m=1

am
1

2π

∫ 2π

0

[
Y0m e+

m(φ) +
j

KηR

de+
m

dφ
(ρ̂ · t̂)

− j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E+
qm (φ̂ · t̂)

]
e−n (φ)∗ dφ (3.166)

Si repetimos este proceso con n variando desde 1 hasta M , obtendremos M ecuaciones
lineales de M incógnitas, que se pueden expresar de forma matricial de la siguiente manera:

∆ b = Q a (3.167)
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donde ∆ y Q son matrices de dimensión M × M , cuyos elementos se definen como sigue:

∆mn =
1

2π

∫ 2π

0

[
Y0n e−n (φ) − j

KηR

de−n
dφ

(ρ̂ · t̂)

+
j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E−
qn (φ̂ · t̂)

]
e−m(φ)∗ dφ (3.168)

Qmn =
1

2π

∫ 2π

0

[
Y0n e+

n (φ) +
j

KηR

de+
n

dφ
(ρ̂ · t̂)

− j

η

N∑
q=−N

wq(φ) E+
qn (φ̂ · t̂)

]
e−m(φ)∗ dφ (3.169)

Finalmente, los vectores b y a pueden relacionarse a través de la matriz MDG que carac-
teriza al segmento irregular de la figura 3.30 en términos de modos guiados, obteniéndose la
siguiente expresión:

b = ∆−1 Q a = S a (3.170)

donde S es finalmente la matriz MDG buscada.
El cálculo de los elementos ∆mn and Qmn requiere, como se puede apreciar en las ecua-

ciones (3.168) y (3.169), de la solución de complejas integrales a lo largo de la circunferencia
de radio R , donde el integrando es el producto de dos o tres funciones definidas en la variable
φ. Estas integrales no es necesario resolverlas de forma numérica, ya que pueden reducirse
a simples series si hacemos uso de la DTFT. Ası́ pues, la integración de un producto de dos
funciones de φ a lo largo de la circunferencia de radio R se puede simplificar si sustituimos
cada función por su serie de Fourier discreta de la siguiente manera:

1

2π

∫ 2π

0

f(φ) g∗(φ) dφ =
1

2π

∫ 2π

0

(∑
p

Fp ejpφ

)(∑
k

G∗
k e−jkφ

)
dφ

=
1

2π

∫ 2π

0

∑
p

∑
k

Fp G∗
k ej(p−k)φ dφ

=
∑

p

∑
k

Fp G∗
k

(
1

2π

∫ 2π

0

ej(p−k)φdφ

)
(3.171)

Como,
1

2π

∫ 2π

0

ej(p−k)φdφ =

{
1 si p = k

0 si p �= k
(3.172)

finalmente se obtiene:
1

2π

∫ 2π

0

f(φ) g∗(φ) dφ =
∑

p

Fp G∗
p (3.173)
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De forma análoga, se puede simplificar la integral de un producto de tres funciones:

1

2π

∫ 2π

0

f(φ) g(φ) h∗(φ) dφ =
∑

p

∑
k

∑
r

Fp Gk H∗
r

(
1

2π

∫ 2π

0

ej(p+k−r)φdφ

)
(3.174)

donde:

1

2π

∫ 2π

0

ej(p+k−r)φdφ =

{
1 si p + k − r = 0

0 si p + k − r �= 0
(3.175)

Finalmente:

1

2π

∫ 2π

0

f(φ) g(φ) h∗(φ) dφ =
∑

p

∑
k

∑
r

Fp Gk H∗
r

∣∣∣∣∣
p+k−r=0

=
∑

p

Fp

(
G−p H∗

0 + G−p+1 H∗
1 + G−p+2 H∗

2 + · · · + G−p−1 H∗
−1 + G−p−2 H∗

−2 + · · · )
1

2π

∫ 2π

0

f(φ) g(φ) h∗(φ) dφ =
∑

p

Fp

∑
k

Gk−p H∗
k (3.176)

Aplicando los resultados de (3.173) y (3.176) en las integrales definidas en (3.168) y
(3.169), se obtienen las siguientes expresiones para los elementos ∆mn y Qmn:

∆mn = Y0n

∞∑
p=−∞

E−
pn E−

pm
∗
+

1

KηR

∞∑
p=−∞

p E−
pn

∞∑
k=−∞

Γk−p E−
km

∗

+
j

η

N∑
q=−N

E−
qn

∞∑
p=−∞

Wpq

∞∑
k=−∞

Φk−p E−
km

∗
(3.177)

Qmn = Y0n

∞∑
p=−∞

E+
pn E−

pm
∗ − 1

KηR

∞∑
p=−∞

p E+
pn

∞∑
k=−∞

Γk−p E−
km

∗

− j

η

N∑
q=−N

E+
qn

∞∑
p=−∞

Wpq

∞∑
k=−∞

Φk−p E−
km

∗ (3.178)

donde:

Γn =
1

2π

∫ π

−π

(ρ̂ · t̂) e−jnφ dφ (3.179)

Φn =
1

2π

∫ π

−π

(φ̂ · t̂) e−jnφ dφ (3.180)
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Los valores de Γn y Φn se pueden obtener de forma analı́tica:

Γn =
1

2π

∫ π

−π

(ρ̂ · t̂) e−jnφ dφ

=
1

2π

∫ π

−π

(cosφ tx + sin φ ty) e−jnφ dφ

Γ−n = DTFT−1{cos φ tx(φ) + sin φ ty(φ)}
=

δ[n + 1] + δ[n − 1]

2
∗ Tx[−n] +

δ[n + 1] − δ[n − 1]

2j
∗ Ty[−n]

Γn =
δ[−n + 1] + δ[−n − 1]

2
∗ Tx[n] +

δ[−n + 1] − δ[−n − 1]

2j
∗ Ty[n]

=
δ[n − 1] + δ[n + 1]

2
∗ Tx[n] +

δ[n − 1] − δ[n + 1]

2j
∗ Ty[n]

=
Tx[n − 1] + Tx[n + 1]

2
+

Ty[n − 1] − Ty[n + 1]

2j
(3.181)

Se puede deducir a partir de la geometrı́a del problema que:

tx(φ) =
J∑

i=1

xix

∏(
φ − φ0i

φdi

)
+ x1x

(
1 −

J∑
i=1

∏(
φ − φ0i

φdi

))

=

J∑
i=2

(xix − x1x)
∏(

φ − φ0i

φdi

)
+ x1x

ty(φ) =
J∑

i=1

xiy

∏(
φ − φ0i

φdi

)
+ x1y

(
1 −

J∑
i=1

∏(
φ − φ0i

φdi

))

=
J∑

i=2

(
xiy − x1y

) ∏(
φ − φ0i

φdi

)
+ x1y (3.182)

donde φ0i y φdi son, respectivamente, la posición angular por la que entra el acceso i a la
circunferencia de radio R, y la anchura angular que ocupa dicho acceso. xix y xiy son las
componentes x̂ e ŷ del vector unitario x̂i en el sistema de coordenadas global.

x̂i = xix x̂ + xiy ŷ (3.183)

La transformada de Fourier inversa de un pulso rectangular es la función sinc:

Tx[−n] =
J∑

i=2

(xix − x1x)
φdi

2π
sinc

(
φdi

2π
n

)
ejφ0in + x1x δ[n]

Ty[−n] =

J∑
i=2

(
xiy − x1y

) φdi

2π
sinc

(
φdi

2π
n

)
ejφ0in + x1y δ[n] (3.184)



3.4 Obtención de la MDG mediante acoplo de modos 103

Sustituyendo n por −n:

Tx[n] =
J∑

i=2

(xix − x1x)
φdi

2π
sinc

(
φdi

2π
n

)
e−jφ0in + x1x δ[n]

Ty[n] =

J∑
i=2

(
xiy − x1y

) φdi

2π
sinc

(
φdi

2π
n

)
e−jφ0in + x1y δ[n] (3.185)

Sustituyendo en (3.181):

Γn =

J∑
i=2

e−jφ0in φdi

4π
sinc

(
φdi(n − 1)

2π

)
ejφ0i

(
(xix − x1x) − j

(
xiy − x1y

))

+

J∑
i=2

e−jφ0in φdi

4π
sinc

(
φdi(n + 1)

2π

)
e−jφ0i

(
(xix − x1x) + j

(
xiy − x1y

))
+

(
x1x − jx1y

2

)
δ[n − 1] +

(
x1x + jx1y

2

)
δ[n + 1] (3.186)

De manera análoga, se puede obtener que:

Φn =

J∑
i=2

e−jφ0in φdi

4π
sinc

(
φdi(n − 1)

2π

)
ejφ0i

((
xiy − x1y

)
+ j (xix − x1x)

)

+
J∑

i=2

e−jφ0in φdi

4π
sinc

(
φdi(n + 1)

2π

)
e−jφ0i

((
xiy − x1y

)− j (xix − x1x)
)

+

(
x1y + jx1x

2

)
δ[n − 1] +

(
x1y − jx1x

2

)
δ[n + 1] (3.187)

Truncando en (3.177) y (3.178) las sumas de los coeficientes espectrales a 2N +1 térmi-
nos, se pueden escribir dichas expresiones en forma matricial:

∆ = E−+

[
E− Y +

(
1

KηR
ΓT P +

j

η
ΦT W

)
E−

]
(3.188)

Q = E−+

[
E+ Y −

(
1

KηR
ΓT P +

j

η
ΦT W

)
E+

]
(3.189)
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donde:

W =
(
J ′ + H ′ D

) (
J + H D

)−1
(3.190)

Y =




Y01 0 · · · 0
0 Y02 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Y0M




M×M

(3.191)

Γ =




Γ0 Γ1 · · · Γ2N

Γ−1 Γ0 · · · Γ2N−1
...

...
. . .

...
Γ−2N Γ−2n+1 · · · Γ0




(2N+1)×(2N+1)

(3.192)

Φ =




Φ0 Φ1 · · · Φ2N

Φ−1 Φ0 · · · Φ2N−1
...

...
. . .

...
Φ−2N Φ−2n+1 · · · Φ0




(2N+1)×(2N+1)

(3.193)

P =




−N 0 · · · 0
0 −N + 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · N




(2N+1)×(2N+1)

(3.194)

Sea:

L =

(
1

KηR
ΓT P +

j

η
ΦT W

)
(3.195)

Sustituyendo (3.188) y (3.189) en (3.167):

E−+ [
E− Y + L E−] b = E−+ [

E+ Y − L E+
]
a (3.196)

Podemos finalmente obtener una expresión matricial para la matriz de dispersión gener-
alizada (b = S a):

S =
(
E−+ [

E− Y + L E−])−1 (
E−+ [

E+ Y − L E+
])

(3.197)

Puesto que previamente se han desplazado los planos de referencia de cada acceso una
distancia di, debemos ahora deshacer esos desplazamientos y obtener una matriz S con los
planos de referencia ubicados en su posición original. Esto se puede conseguir multiplican-
do a derecha e izquierda la matriz S ya obtenida por una matriz de cambio de planos de
referencia P :

S ′ = P · S · P (3.198)
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donde S ′ es la matriz de dispersión generalizada (MDG) con los planos de referencia en
su posición original, y la matriz P es una matriz diagonal de dimensión M × M , cuyos
elementos son:

[
e−γ1

1 d1 e−γ1
2 d1 · · · e−γ1

M1
d1 e−γ2

1 d2 · · · e−γ2
M2

d2 · · · e−γJ
1 dJ · · · e

−γJ
MJ

dJ

]

3.5. Resultados

En esta sección, el nuevo método hı́brido de análisis de problemas inductivos se utiliza
para resolver algunos problemas inductivos clásicos, con el objetivo de validar la eficiencia
y eficacia de este método.

En primer lugar se analizan obstáculos inductivos de geometrı́a arbitraria en una guı́a
rectangular (postes circulares y cuadrados, metálicos o dieléctricos). A continuación, se com-
prueba la validez del método para el análisis de una gran variedad de discontinuidades in-
ductivas (codos en ángulo recto, biselados y circulares, cambios de sección, y uniones T).
Finalmente, se analizan dispositivos y componentes complejos en plano H, tales como filtros
de cavidades resonantes o filtros de múltiples postes acoplados.

Para cada problema analizado se incluye un esquema que muestra la sección longitudinal
de la guı́a. En este esquema se puede apreciar la geometrı́a de los obstáculos y/o discon-
tinuidades objeto de análisis, la circunferencia de radio R que delimita la sección irregular
de la guı́a (que ha sido analizada como un problema de espacio abierto) y los puertos de
geometrı́a regular que acceden a dicho segmento irregular. Además del esquema, se pre-
sentan en una tabla las caracterı́sticas de los objetos dispersores individuales en los que se
ha segmentado el problema de espacio abierto. Las caracterı́sticas que se presentan en la
mencionada tabla para cada objeto, son:

Tipo Tipo de objeto dispersor en función de su geometrı́a y constitución: tira metálica, cilin-
dro metálico o dieléctrico, arco metálico, etc.

Cix y Ciy Coordenadas x̂ e ŷ del centro del objeto i en el sistema de coordenadas global.

Ri Radio de la circunferencia que circunscribe al objeto. El campo dispersado por el objeto
expresado como suma de modos cilı́ndricos sólo tiene validez fuera de la circunferen-
cia de radio Ri.

dNci Número de puntos de corrientes por cada longitud de onda a lo largo de la superficie
del objeto i cuando éste es metálico y es caracterizado utilizando el Método de los
Momentos. A mayor densidad, mayor exactitud en la obtención del campo dispersado
por dicho objeto, y mayor coste computacional.

Ci
in y Ci

sc Criterio para calcular el número de modos cilı́ndricos del espectro de campo in-
cidente y dispersado, respectivamente, para el objeto i (diferente del número de modos
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cilı́ndricos del conjunto total de objetos requerido por cada acceso guiado i, expresado
en la ecuación (3.108)):

N i
in = Ci

in K Ri

N i
sc = Ci

sc K Ri

A mayor número de modos, mayor exactitud, y mayor coste computacional.

Finalmente, se detallan en otra tabla los valores utilizados para los parámetros más rele-
vantes del algoritmo de acoplo de modos en el análisis del problema inductivo correspondi-
ente. Dichos parámetros son los siguientes:

R Radio de la circunferencia que delimita el segmento irregular de la guı́a. Los objetos
dentro de dicha circunferencia se analizan como si de una problema de dispersión en
espacio abierto se tratase.

RAB Factor que determina la cantidad de modos del espectro cilı́ndrico de campo incidente
a todo el segmento irregular (ver anexo C).

Rfft Indica el número de puntos utilizado al calcular la transformada discreta de Fourier.
Cuanto mayor sea este número, menor será el error producido por el solapamiento
temporal debido al uso de la transformada rápida de Fourier (FFT) sobre señales de
duración infinita.

Csc Criterio para limitar el número de modos del espectro de campo dispersado por todo el
segmento irregular de la guı́a, con el objeto de evitar posibles singularidades:

Nsc = Csc K R

Modos Número de modos guiados considerados en cada puerto de acceso.

Tiempo Tiempo de computación en segundos de los parámetros de dispersión de la estruc-
tura por cada punto de frecuencia con un procesador Pentium III a 400 MHz.

Cuanto mayores sean RAB , Rfft, Csc y el número de modos guiados, más exacto será el
resultado, pero también mayor será el coste computacional.

3.5.1. Obstáculos inductivos

A continuación se presentan los resultados del método hı́brido para el análisis de estruc-
turas guiadas con obstáculos inductivos de diferentes geometrı́as.

El primer problema que se va a analizar es el de un poste circular metálico inductivo
como el que se muestra en la figura 3.32. Como se puede observar en la figura, el poste posee
un diámetro d, y está situado a una distancia x0 de una de las paredes de la guı́a. Cuando
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Figura 3.32: Poste metálico circular

x0 = a/2, siendo a la anchura de la guı́a, el poste está situado en el centro de la misma. El
plano de referencia T para el cálculo de los parámetros de dispersión se ha tomado para los
dos puertos de acceso coincidiendo con el centro del poste.

Para analizar esta estructura con el método hı́brido, se ha encerrado el obstáculo en una
circunferencia de radio R, tal y como se muestra en la figura 3.32. Cuanto menor sea la
circunferencia, menor será el problema de espacio abierto que se deba analizar, y menor
será el coste computacional. En el caso del poste circular, con una circunferencia de radio
R = a/2 es suficiente, ya que todo lo que hay fuera de dicha circunferencia son los dos
puertos de acceso con una geometrı́a regular. De manera que fuera de la circunferencia de
radio R podemos suponer que los campos son una superposición de los modos propios de la
guı́a rectangular. Sin embargo, la circunferencia no puede tener un radio inferior a R = a/2,
ya que en ese caso no podrı́amos realizar el acoplo modal de modos cilı́ndricos de espacio
abierto a modos de la guı́a rectangular, al no forzar continuidad de contorno en todo el
dominio de los modos guiados (desde xi = 0 a xi = a para cada acceso).

Por lo tanto, el proceso que se ha seguido es el de caracterizar lo que hay dentro de
la circunferencia de radio R como si de un problema de espacio abierto se tratara. Como
dentro de esa circunferencia sólo existe un poste metálico circular bidimensional, éste se ha
caracterizado mediante su función de transferencia utilizando la solución analı́tica descrita
en [4]. Posteriormente, se ha resuelto el acoplo modal de modos cilı́ndricos a modos de la
guı́a rectangular y se ha obtenido la matriz de dispersión generalizada (MDG).

Para poder comparar los resultados obtenidos con los resultados para el mismo prob-
lema de [12], se ha obtenido el circuito equivalente al poste inductivo [20], que es el que
se muestra en la figura 3.33. Como se puede apreciar, el circuito equivalente es un circuito
en T, constituido por tres reactancias. El valor de Xa y Xb se puede obtener a partir de los
parámetros de dispersión:
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Xa = −j Z01


 2 S

(2,1)
11(

1 − S
(1,1)
11

)2

−
(
S

(2,1)
11

)2


 (3.199)

Xb = j Z01

(
1 + S

(1,1)
11 − S

(2,1)
11

1 − S
(1,1)
11 + S

(2,1)
11

)
(3.200)

donde Z01 es la impedancia del modo fundamental TE10 en la guı́a de anchura a.

Z01 Z01jXa

−jXb −jXb

	

	

	

	

T T

Figura 3.33: Circuito equivalente del poste inductivo

En la figura 3.34 se muestran los parámetros circuitales Xa y Xb normalizados para dos
frecuencia distintas (λ

a
= 1,01 y λ

a
= 1,2), y variando el tamaño del poste circular. En dicha

figura se comparan los resultados proporcionados por el nuevo método hı́brido con los de
[12], observándose una buena coincidencia entre ambos resultados.

Tipo Cix Ciy Ri dNci Ci
in Ci

sc

Objeto 1 Cilindro 0 0 d
2

- 3 1.5

Tabla 3.1: Caracterı́sticas de los dispersores individuales. Poste metálico circular

R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

a
2 1 1 3 5 0.66 s

Tabla 3.2: Valor de los parámetros del acoplo de modos. Poste metálico circular

En la tabla 3.1 se muestran los valores utilizados para el análisis del poste circular.
Obsérvese como el poste se ha situado en el centro de la circunferencia de radio R (Cix =
Ciy = 0), su radio es de d

2
, y como al caracterizarse de forma analı́tica no se ha utilizado el
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Figura 3.34: Parámetros circuitales de un poste metálico circular centrado

Método de los Momentos (por tanto el parámetro dNci no se ha utilizado). Por otro lado,
se han tomado 3K d

2
modos cilı́ndricos para el espectro de campo incidente y 1,5K d

2
para el

espectro de campo dispersado por el cilindro.
En la tabla 3.2 se reflejan los valores de los parámetros de control del algoritmo de acoplo

de modos. Se desprende de la tabla que para conseguir resultados satisfactorios han sido
necesarios únicamente cinco modos guiados en cada puerto de acceso, que la circunferencia
donde se ha forzado la continuidad de campo es de radio R = a

2
, que para decidir el número

de modos del espectro incidente a la circunferencia de radio R se ha tomado RAB = 1 y
para el espectro dispersado se han tomado el lı́mite de 3KR modos, que para realizar la
transformada rápida de Fourier no se han tomado más puntos (Rfft = 1), y que el tiempo
de proceso necesario por cada punto de la gráfica ha sido de 0.43 segundos en un Pentium a
400 MHz.

La selección de los valores de los parámetros de control del método se ha realizado
en base a unas pruebas de convergencia. Se ha realizado una prueba para cada uno de los
parámetros de control, de modo que se fijan los valores de todos los parámetros menos uno,
cuyo valor se va aumentando hasta que se observa que el valor del factor de reflexión se
mantiene constante, señal de que el método ya ha alcanzado la convergencia. Una vez alcan-
zada la convergencia para un determinado parámetro, éste queda determinado y se siguen
haciendo pruebas con el resto de parámetros hasta obtener el valor óptimo de todos ellos
(mı́nimo coste computacional con la adecuada precisión).

Las figuras 3.35 a 3.40 muestran la evolución de la amplitud y la fase del factor de
reflexión al aumentar el valor de cada uno de los parámetros de control. En cada figura se
han realizado los cálculos para toda la curva variando un parámetro y manteniendo el resto
de los parámetros constantes. Se comprueba que para los valores elegidos (C i

in=3, C i
sc=1.5,

RAB=1, Rfft=1, Csc=3, Modos=5) se ha alcanzado en todos los casos la convergencia.
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Figura 3.35: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro C i
in en un poste

metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i
sc=3, RAB=1, Rfft=8,

Csc=6, Modos=9)
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Figura 3.36: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro C i
sc en un poste

metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i
in=6, RAB=1, Rfft=8,

Csc=6, Modos=9)
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Figura 3.37: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro RAB en un poste
metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i

in=6, C i
sc=3, Rfft=8, Csc=6,

Modos=9)
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Figura 3.38: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro Rfft en un poste
metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i

in=6, C i
sc=3, RAB=1, Csc=6,

Modos=9)
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Figura 3.39: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro Csc en un poste
metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i

in=6, C i
sc=3, RAB=1,

Rfft=8, Modos=9)
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Figura 3.40: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el número de modos guiados
en un poste metálico situado en el centro de una guı́a de ondas rectangular (C i

in=6, C i
sc=3,

RAB=1, Rfft=8, Csc=6)
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Figura 3.41: Parámetros circuitales de un poste metálico circular descentrado

En la figura 3.41 se muestran los parámetros circuitales de la guı́a con el poste circular
descentrado (x0 = 0,3a). De nuevo los resultados se comparan con [12], siendo los parámet-
ros utilizados en la simulación los mismos de las tablas 3.1 y 3.2, a excepción de la posición
del poste que ahora se halla situado en el punto (0,−0,2a).

Las figuras 3.42 y 3.43 muestran los parámetros circuitales de un iris inductivo y una
apertura inductiva en una guı́a WR-90. En ambos casos (iris y apertura), a = 22,86 mm y
f = 9 GHz (λ

a
= 1,46). Se han utilizado los mismos valores de los parámetros de control

del método de acoplo de modos que en el caso del poste circular metálico. No obstante, el
tiempo de computación ha resultado ser algo superior. Esto es debido a que en el análisis del
poste circular metálico (figura 3.41), el método de análisis es completamente analı́tico, ya
que la caracterización del poste circular es analı́tica [4], y el acoplo de modos circulares a
guiados también lo es. Sin embargo, la caracterización de las tiras metálicas que forman el
iris o la apertura de la figura 3.42, ha sido realizada utilizando el método de los momentos,
que es un método numérico. Por lo tanto, en el caso del iris y de la apertura, el método de
análisis utilizado es un método hı́brido numérico y analı́tico. En las figuras 3.42 y 3.41 se ha
comparado la inductancia del circuito equivalente del iris y de la apertura con los resultados
de [20], obteniéndose una coincidencia satisfactoria.



114 Análisis de problemas inductivos en guı́as rectangulares

�

�

�
�

�
a

T

R
d×

Tipo Cix Ciy Ri dNci Ci
in Ci

sc

Objeto 1 Tira 0 0 d
2 75 3 2

R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

a
2 1 1 3 5 0.88 s

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Método híbrido

X
/Z

0

d/a

[20]

Figura 3.42: Iris inductivo. Esquema, valores de los parámetros de simulación y reactancia
normalizada X

Z0
para diferentes tamaños
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Figura 3.43: Ventana inductiva. Esquema, valores de los parámetros de simulación y reac-
tancia normalizada X

Z0
para diferentes tamaños
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En la figura 3.44 se analiza un poste circular dieléctrico sin pérdidas en el interior de una
guı́a rectangular. El poste se sitúa en el centro de la guı́a, su diámetro es d = 0,1/a, y para
su análisis se han utilizado los mismos valores de los parámetros de control que en los casos
anteriores. Como el cilindro presenta solución analı́tica, el tiempo de cálculo por punto es
inferior al del iris y la apertura, cuyo análisis se realizaba de forma numérica. En la figura se
muestra la variación del factor de reflexión con la permitividad del poste, observándose un
coincidencia total con los resultados de [43].

Un filtro de banda eliminada constituido por una guı́a rectangular con un poste dieléctrico
con pérdidas (permitividad compleja) ha sido también analizado con el método hı́brido, con
el objetivo de validar el método para el análisis de obstáculos con pérdidas. Los resultados
se presentan en la figura 3.45 para a = 22,86mm, εr = 38,5, tan δ = 2 × 10−4 y d = 0,03a.
La respuesta del filtro se ha calculado para tres posiciones diferentes del poste dieléctrico
(r = 0,5a, r = 0,6a and r = 0,7a), y en todos los casos el resultado está en consonancia con
el de Geshe y Lochel [11].

El método hı́brido es capaz de analizar obstáculos inductivos de geometrı́a arbitraria, ya
sean metálicos o dieléctricos, tal y como se muestra en la figura 3.46, donde se muestra el
factor de reflexión (|S11|) de una guı́a con un poste dieléctrico cuadrado. El factor de reflexión
ha sido calculado para distintos valores de la constante dieléctrica del poste (d/a = 0,1,
λ/a = 1,4), y se puede observar que existe una muy buena coincidencia con los resultados
previamente publicados en [16].

El método hı́brido es capaz también de analizar problemas inductivos con múltiples ob-
stáculos. Para demostrarlo, en la figura 3.47 se muestra el comportamiento de una guı́a con
tres postes dieléctricos circulares (εr = 38,0). Se puede observar que los resultados no co-
inciden con los publicados para el mismo problema por Hsu y Auda [22]. Esta divergencia
se puede justificar teniendo presente que el método utilizado por Hsu y Auda, tal y como se
señala en [16], discretiza el contorno circular de los postes utilizando elementos radiantes
infinitesimales de sección triangular. Esto puede introducir pequeños errores, que se pueden
multiplicar en el caso de múltiples postes circulares. Además, los resultados de otra publi-
cación [44] para el mismo problema sı́ coinciden con los resultados del método hı́brido (ver
figura 3.47), siendo también diferentes de los de Hsu y Auda.

En el análisis de los problemas con postes inductivos de esta sección, el tiempo de com-
putación por cada punto de frecuencia ha sido algo inferior a 1 segundo con un ordenador
con procesador Pentium III a 400 MHz, y utilizando 5 modos guiados en cada puerto de
acceso.
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Figura 3.44: Poste dieléctrico circular. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de |S11| con la constante dieléctrica (d/a = 0,1, λ/a = 1,4)
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dieléctrico
con pérdidas
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Figura 3.45: Poste dieléctrico circular con pérdidas. Esquema, valores de los parámetros
de simulación y respuesta en frecuencia (|S21|). εr = 38,5, tan δ = 2 × 10−4, d = 0,03a,
a = 22,86mm
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Figura 3.46: Poste dieléctrico cuadrado. Esquema, valores de los parámetros de simulación
y variación de |S11| con la constante dieléctrica (d/a = 0,1, λ/a = 1,4)
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Figura 3.47: Tres postes dieléctricos circulares. Esquema, valores de los parámetros de sim-
ulación y variación de |S11| y |S21| con la frecuencia. εr = 38,0
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3.5.2. Discontinuidades inductivas

En esta apartado se verifica la capacidad de análisis de discontinuidades inductivas de
geometrı́a arbitraria por parte del método hı́brido. En primer lugar se analizan en las figuras
3.49 y 3.50 un salto de sección en plano H centrado y lateral, respectivamente. En la figura
3.49 se muestran los valores de los parámetros del algoritmo de acoplo de modos que ha sido
necesario utilizar para conseguir la convergencia de los resultados. También se muestra la
amplitud y la fase del factor de reflexión comparando los resultados con los de [49] (f =
12 GHz, a1 = 19, 05 mm), comprobándose que existe una buena coincidencia. En la figura
3.50 se repite el análisis para el caso de un salto de sección lateral.

En la figura 3.51 se analizan un codo de 90◦ y otro de 135◦ en plano H en una guı́a WR62.
Para realizar el análisis se ha fragmentado el segmento irregular de la guı́a (circunferencia
de radio R) en tres objetos. Como se observa el la figura 3.51, se consiguen resultados satis-
factorios al comparar el factor de reflexión con [14], con un coste computacional de 0.74 s
por punto en frecuencia. En la figura 3.52 se repite al mismo análisis que en la figura anterior
(codos de 90◦ y 135◦ en plano H), pero en esta ocasión el segmento irregular de la guı́a se
ha caracterizado como un sólo objeto, utilizando el método de los momentos.

× ×
×

×
×�

R

�
R′

Figura 3.48: Esquema ilustrativo del problema existente al fragmentar el segmento irregular
contenido en la circunferencia de radio R en tres objetos en el caso de un codo de 90◦

Se puede observar que los resultados son más precisos que cuando se fragmentaba el
problema en tres objetos diferentes. Esto es debido a que al fragmentar en tres objetos y
expresar el campo dispersado por los tres objetos como un único espectro de campo emer-
gente, dicho espectro tan sólo reconstruye correctamente el campo fuera de la circunferencia
de radio R′ (ver figura 3.48). Si intentamos obtener el campo dispersado por los tres objetos
a lo largo de la circunferencia de radio R a partir de un único espectro de campo emergente,
dicho espectro proporcionará un valor bastante exacto (pero no correcto totalmente) en aque-
llas zonas de la circunferencia de radio R que queden fuera de las tres circunferencias que
contienen a cada uno de los tres objetos. Este es el motivo de que los resultados de la figu-
ra 3.52 (donde no se comete ninguna irregularidad) sean mejores que los de la figura 3.51
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(donde el campo a lo largo de la circunferencia R no se reconstruye correctamente). Hay que
destacar, sin embargo, que el análisis de la figura 3.52 es más costoso computacionalmente,
ya que se analiza toda la estructura de forma numérica, no como en la figura 3.51 donde
se alterna el Método de los Momentos con el método de resolución de problemas múltiples
2-D.

Continuando con la validación del método para el análisis de codos en plano H, en la
figura 3.53 se muestra el factor de reflexión de un codo biselado en plano H en una guı́a
WR62 para diferentes grados de biselado (amax = a

√
2, amin = a/

√
2 and aopt = 0,68a), y

los resultados se comparan satisfactoriamente con los de [50].
Cualquier codo en plano H de geometrı́a arbitraria en una guı́a rectangular puede ser

analizados con el método hı́brido. Un ejemplo de esto lo tenemos en las figuras 3.54 y 3.55,
donde se muestra, respectivamente, el factor de reflexión de dos codos circulares de 90◦

(a = 19,05 mm, L = 21,6 mm) y 60◦ (a = 22,9 mm, L = 15,24 mm). Los resultados se ha
validado comparándolos con los mismos problemas publicados en [51] y [52].

En la figura 3.56 se analiza un codo en U en plano H formado por dos codos circulares
de 90◦ en WR62. Las matrices GSM de los dos codos han sido enlazadas siguiendo la for-
mulación desarrollada en el apéndice F. Los resultados del método para la fase del factor de
transmisión se han comparado satisfactoriamente con medidas de laboratorio.

La figura 3.57 muestra un ejemplo de análisis de una estructura multipuerto. La amplitud
y la fase de los parámetros de dispersión de una unión T en plano H se comparan satisfac-
toriamente con resultados de [53]. También se pueden introducir obstáculos en la unión T y
analizarlos con el método hı́brido. Ası́, por ejemplo, en la figura 3.58 se presentan los resul-
tados del análisis de una union T en plano H compensada con un poste circular metálico. El
factor de reflexión de dicha estructura se muestra en la figura 3.58 y se compara exitosamente
con resultados de [14].

El número de modos guiados (3 en todos los casos), y el tiempo computacional requeri-
do para el análisis de los problemas de discontinuidades inductivas (algo menor a 1 segundo
excepto an algún codo circular) fueron similares a los de los problemas de obstáculos induc-
tivos.
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Figura 3.49: Salto de sección centrado. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de S11 (amplitud y fase) con la magnitud del cambio sección (a2/a1). f = 12GHz,
a1 = 19, 05mm
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Figura 3.50: Salto de sección lateral. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de S11 (amplitud y fase) con la magnitud del cambio sección (a2/a1). f = 12GHz,
a1 = 19, 05mm
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Figura 3.51: Codo en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación (γ = 90◦)
y variación de S11 con la frecuencia para dos inclinaciones distintas (γ = 90◦ y γ = 135◦)
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Figura 3.52: Codo en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación (γ = 90◦)
y variación de S11 con la frecuencia para dos inclinaciones distintas (γ = 90◦ y γ = 135◦)
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Figura 3.53: Codo biselado en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación
(ab = 0,68a) y variación de |S11| con la frecuencia para tres niveles de biselado (ab = amax =
a
√

2, ab = amin = a/
√

2 y ab = aopt = 0,68a, a = 15,799mm)
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Figura 3.54: Codo circular en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de |S11| con la frecuencia (a = 19,05 mm, γ = 90◦, L = 21,6 mm)
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Figura 3.55: Codo circular en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de |S11| con la frecuencia (a = 22,9 mm, γ = 60◦, L = 15,24 mm)
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Figura 3.57: Unión T en plano H. Esquema, valores de los parámetros de simulación y
variación de la amplitud y fase de los parámetros de dispersión con la frecuencia
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Figura 3.58: Unión T en plano H con un poste circular metálico. Esquema, valores de los
parámetros de simulación y variación de la amplitud del factor de reflexión en el acceso 3
con la frecuencia (a = 22,9 mm, hs = 8,8 mm, δ = 10−4 mm, r0 = 7,5 10−4 mm)
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3.5.3. Componentes y dispositivos en plano H

En este apartado se presentan dos resultados finales que permiten demostrar la validez
del método hı́brido en el análisis de estructuras inductivas complejas. En la figura 3.59 se
muestra la respuesta en frecuencia del factor de transmisión de una filtro paso banda con
un pequeño poste circular dieléctrico y otro grande metálico. El poste dieléctrico es de un
material cerámico con permitividad compleja (εr = 38,5 y tan δ = 2 × 10−4) y radio r1 =
0,03 a, donde a es la anchura de la guı́a rectangular. El poste metálico es de mayor tamaño,
de radio r2 = 0,3 a, y situado de manera que toca una de las paredes de la guı́a (b2 =
0,3 a = r2). El factor de transmisión (amplitud y fase) se muestra en la figura 3.59 para varios
posiciones del poste dieléctrico (b1 = 0,85 a, b1 = 0,9 a y b1 = 0,95 a). Los resultados han
sido validados con los publicados en [13].

En la figura 3.60 se analiza una cavidad en plano H con un poste circular dieléctrico en
el centro. Se muestra un esquema de la estructura analizada (a1 = 17 mm, a2 = 22,86 mm,
r = 5 mm, l = 30 mm, εr = 2,17), donde se aprecia que en el análisis se ha considerado
la existencia de tres redes diferentes: un salto de sección en plano H de una guı́a de anchura
a1 a otra de anchura a2, un poste circular dieléctrico en el interior de una guı́a rectangular
de anchura a2, y un salto de sección de una guı́a de anchura a2 a otra de anchura a1. Para
obtener los parámetros de dispersión de esta estructura, se ha analizado cada red por separa-
do. Una vez obtenida la MDG de cada red, se ha calculado la MDG de la estructura completa
utilizando las expresiones de conexión de redes en cascada del apéndice F. En la figura 3.60
se muestran los valores de los parámetros del método utilizados en la simulación para cada
red, y se compara la amplitud y fase de |S21| con los resultados de [54] obteniendo una buena
coincidencia.

Finalmente, la figura 3.61 muestra los factores de reflexión y transmisión de un filtro
de cavidades inductivas resonantes en una guı́a rectangular WR15 (a = 3,7591 mm). Las
dimensiones del filtro son: l1 = l4 = 2,73 mm, l2 = l3 = 3,02 mm, w1 = w5 = 1,88 mm,
w2 = w4 = w3 = 1,18 mm, d1 = d5 = 0,56 mm, d2 = d4 = 0,52 mm, y d3 = 0,63 mm. Para
obtener los parámetros de dispersión de esta estructura, se ha analizado cada estrechamiento
inductivo por separado (la zona dentro del cı́rculo en la figura 3.61 es lo que se entiende
en este texto por estrechamiento inductivo), posteriormente se ha calculado la MDG de la
estructura completa utilizando las expresiones de conexión de redes en cascada del apéndice
F. Los resultados están en concordancia con los proporcionados en [51] para el mismo filtro.
Se necesitaron 13 modos guiados en cada acceso para analizar correctamente la estructura, y
alrededor de 6 segundos fue el tiempo de computación para cada estrechamiento y por cada
punto de frecuencia con un Pentium a 400 MHz.
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Figura 3.59: Filtro paso banda formado por dos postes circulares, uno metálico (grande) y
otro dieléctrico (pequeño). Esquema, valores de los parámetros de simulación y variación de
la amplitud y fase de |S21| con la frecuencia normalizada (εr = 38,5, tan δ = 2 × 10−4,
r1 = 0,03 a, r2 = 0,3 a, b2 = r2, b1 = 0,85 a, 0,9 a, y 0,95 a)
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Figura 3.60: Cavidad en plano H en una guı́a rectangular con poste circular dieléctrico.
Esquema, valores de los parámetros de simulación y variación de la amplitud y fase de |S21|
con la frecuencia (a1 = 17 mm, a2 = 22,86 mm, r = 5 mm, l = 30 mm, εr = 2,17)
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Figura 3.61: Filtro paso banda formado por 5 cavidades inductivas. Esquema, valores de
los parámetros de simulación y variación de los factores de reflexión y transmisión con la
frecuencia (a = 3,7591 mm, l1 = l4 = 2,73 mm, l2 = l3 = 3,02 mm, w1 = w5 = 1,88 mm,
w2 = w4 = w3 = 1,18 mm, d1 = d5 = 0,56 mm, d2 = d4 = 0,52 mm, y d3 = 0,63 mm)
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Las figuras 3.62, 3.63 y 3.64 muestran la convergencia del método al variar el valor de
dNci, Csc y el número de modos, respectivamente.

En la figura 3.62 se puede apreciar que la convergencia con él número de funciones
base del método de los momentos (dNci) es bastante lenta, y es necesaria una densidad de
funciones base de por lo menos 200 por cada longitud de onda. Esto se debe probablemente
a la lenta convergencia del método de los momentos al utilizar Point-Matching, destacada en
numerosas publicaciones técnicas [56].

En las figuras 3.63 y 3.64 se comprueba que con Csc = 6 y 13 modos guiados el método
ha alcanzado ya la convergencia.
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Figura 3.62: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro dNci del filtro de
cavidades inductivas (C i

sc=6, RAB=3, Rfft=8, Modos=13)
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Figura 3.63: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el parámetro Csc del filtro de
cavidades inductivas (dNci = 200, RAB=3, Rfft=8, Modos=13)
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Figura 3.64: Variación de la amplitud y la fase de S11 con el número de modos guiados del
filtro de cavidades inductivas (dNci = 200, C i

sc=6, RAB=3, Rfft=8)

3.6. Conclusiones

En este capı́tulo se ha aplicado el método hı́brido de análisis de problemas de dispersión
múltiple 2-D al análisis de problemas inductivos de geometrı́a arbitraria en una guı́a rect-
angular: múltiples obstáculos metálicos o dieléctricos de geometrı́a arbitraria, saltos de sec-
ción, codos, estructuras multipuerto, etc. El método de análisis 2-D es hı́brido porque utiliza
el método de los momentos (método numérico) para el análisis de dispersores individuales,
y a continuación usa un método espectral para resolver el acoplo electromagnético entre los
múltiples dispersores. Una vez caracterizado el problema mediante espectros cilı́ndricos, se
han utilizado dos técnicas diferentes para obtener los parámetros circuitales de la estructura
guiada. En primer lugar se ha utilizado una técnica basada en la colocación de cortocircuitos
en la estructura guiada para calcular la Matriz de Admitancias Generalizada (MAG). Los
resultados obtenidos no han sido muy precisos, y además requieren de la simulación de es-
tructuras de grandes dimensiones eléctricas, lo que lo convierte en un método poco eficiente,
además de poco eficaz. A continuación se ha aplicado un nuevo método de acoplo modal que
ha permitido obtener la Matriz de Dispersión Generalizada (MDG) de forma sencilla. Los
resultados obtenidos son altamente satisfactorios, tanto por la precisión obtenida en los re-
sultados (validados con resultados de publicaciones cientı́ficas para múltiples dispositivos de
microondas), como por la eficiencia del método. Los tiempos de computación se mantienen
razonablemente bajos para un método de propósito general como el propuesto, que permite
analizar estructuras con geometrı́as muy diversas.



Capı́tulo 4

Aplicaciones

La mejor caracterı́stica del método de análisis de problemas inductivos en guı́a rectan-
gulares desarrollado en la tesis, y descrito en el capı́tulo 3, es su flexibilidad y capacidad
para analizar problemas complejos. Ası́, como ya se ha demostrado, se puede analizar con
exactitud con dicho método cualquier problema inductivo, sea cual sea su geometrı́a. Por
este motivo el método resulta especialmente útil para aquellas aplicaciones en las que se re-
quiera de un análisis exacto pero veloz de estructuras complejas. En este campo el método
resulta mucho más adecuado que por ejemplo los métodos de elementos finitos, que también
analizan problemas complejos con exactitud, pero no de manera veloz.

En este capı́tulo se describe el resultado de aplicar el método a la solución de algunos
problemas en los que se requiere del análisis eficiente de problemas inductivos complejos.
Concretamente, se ha aplicado el método a los siguientes problemas:

• Análisis de filtros con esquinas redondeadas, que modelan defectos de fabricación en
filtros de cavidades inductivas.

• Determinación de las propiedades dieléctricas de los materiales, especialmente de
lı́quidos por su mayor complejidad.

• Diseño de filtros inductivos de geometrı́a compleja.

• Estudio de problemas de propagación en guı́as rectangulares con postes y obstáculos
inductivos de distintas geometrı́as, con fines educativos.

Estas son las aplicaciones que se le han dado al método en la presente tesis, aunque como
es lógico las posibles aplicaciones son mucho más extensas.

A continuación se describen cada una de la aplicaciones que se le han dado al método.
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4.1. Determinación de las propiedades dieléctricas de ma-
teriales

4.1.1. Introducción

El conocimiento preciso de las propiedades dieléctricas de los materiales es de gran in-
terés en muchas aplicaciones de microondas, como se destaca en [57] y en [58]. En conse-
cuencia, la determinación de las propiedades dieléctricas de los materiales ha recibido una
considerable atención en las publicaciones técnicas relacionadas en los últimos años. De
entre las técnicas que se han descrito en dichas publicaciones, las técnicas de cavidad son
normalmente las que proporcionan resultados más precisos, aunque presentan el problema
de que se hallan limitadas al análisis de únicamente muestras de pequeño tamaño y pocas
pérdidas. Además, estas técnicas proporcionan resultados válidos únicamente a una frecuen-
cia (ver [59]). Otro tipo de técnicas también muy extendidas son las que se basan en lı́neas
de transmisión. En dichas técnicas la muestra dieléctrica ha de ser introducida completa-
mente dentro de la sección transversal de una guı́a de ondas o de una lı́nea coaxial (ver [60]).
Esta configuración de la muestra dieléctrica es difı́cil de llevar a la práctica en muchos ca-
sos debido a la aparición de pequeños huecos entre la muestra y las paredes de la guı́a de
ondas. Además, el ancho de banda en el que son válidos los resultados de dichas técnicas
(frecuencia máxima) viene limitado por la posible excitación de modos de propagación de
orden superior, cuya frecuencia de corte depende de las propiedades dieléctricas del material
que queremos caracterizar, y que a priori desconocemos, por lo que no podemos saber de
manera general el ancho de banda en el que serán válidas las medidas.

Con el objetivo de superar las limitaciones que se han expuesto tanto de los métodos de
cavidad como los basados en lı́neas de transmisión, se ha desarrollado un nuevo método para
la determinación precisa de las propiedades dieléctricas de los materiales, haciendo uso del
método hı́brido de análisis de problemas inductivos complejos. Este nuevo método consiste
en situar un poste de material dieléctrico a lo largo del eje y de una guı́a de ondas rectangular,
y posteriormente medir los parámetros de dispersión de dicha estructura con un analizador
de redes automático (ANA: Automatic Network Analyzer). A continuación, un algoritmo
de optimización toma las medidas realizadas por el analizador de redes como referencia, y
utiliza el método hı́brido del capı́tulo 3 para estimar la permitividad eléctrica compleja del
material dieléctrico.

Dado que el método de análisis hı́brido permite el análisis de postes dieléctricos mul-
ticapa dentro de la guı́a rectangular, se puede también caracterizar mediante este método
materiales lı́quidos. En este caso, el material lı́quido se puede introducir en una pipeta y
posteriormente insertar la pipeta con el lı́quido dentro de la guı́a, para de esta forma medir
con el analizador de redes los parámetros de dispersión. Seguidamente se compararan dichas
medidas con los resultados del simulador mediante un algoritmo de optimización hasta que
la estima de la permitividad sea adecuada y las curvas medidas y simuladas coincidan.

Es precisamente la caracterización de materiales lı́quidos aquélla que más nos interesa
del método que se ha desarrollado, ya que los lı́quidos son materiales cuya caracterización
es especialmente difı́cil con los métodos existentes. Por ello en esta sección se presentarán
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resultados de la caracterización de un material lı́quido (etanol).

4.1.2. Medida de los parámetros de dispersión

El objetivo de esta aplicación será la caracterización de la permitividad compleja de un
material lı́quido, concretamente el etanol. Para realizar las medidas de la dispersión de este
material, se utiliza una guı́a rectangular WR340, y se inserta en en ella una pipeta circular
completamente llena de la muestra de material dieléctrico, tal y como se muestra en la figura
4.1. En dicha figura r1 y r2 son, respectivamente, los radios externo e interno de la pipeta. Y
εr1 y εr2 son, respectivamente, las permitividades de la pipeta y del material lı́quido.
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Figura 4.1: Material dieléctrico bajo estudio situado dentro de una pipeta circular situada en
una guı́a rectangular

La muestra de material dieléctrico (la pipeta rellena de lı́quido, ver figura 4.2) se debe
situar dentro de la guı́a de ondas para poder medir los parámetros de dispersión de la estruc-
tura. Como nos interesa que la dispersión de la guı́a dependa en la mayor medida posible de
la permitividad del dieléctrico, que es lo que queremos estimar, debemos situar la pipeta en
el lugar donde más interfiera con las ondas que se propagan por la guı́a. Por tanto, teniendo
en cuenta que la mayor parte de la energı́a del modo fundamental viaja por el centro de la
misma, es ahı́ donde se debe poner la pipeta.

Con el objetivo de colocar la pipeta en el centro de la guı́a, se perfora la guı́a en el centro
de su pared superior tal y como se muestra en la figura 4.3. Para conseguir que la pipeta
esté firme dentro de la guı́a justo en el lugar que le corresponde, se produce un ligero rebaje
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Figura 4.2: Detalles de la pipeta circular preparada para introducirle un lı́quido dieléctrico
y ser insertada en una guı́a circular

en la pared inferior de la guı́a, justo donde la pipeta se apoya, de modo que ésta encaja en el
rebaje que se ha producido cuando se mete por el agujero superior y ya no se mueve. Una
vez la pipeta está firmemente sujeta y colocada en el centro de la guı́a, se rellena del material
lı́quido bajo prueba. Finalmente, para evitar la pérdida de potencia que se producirı́a si se
dejara el agujero superior de la guı́a al descubierto, se tapa la parte superior de la pipeta con
un pistón metálico (ver figura 4.2). La altura de la pipeta coincide exactamente con la altura
de la guı́a, de modo que una vez situado el pistón metálico, su cara inferior está justo a la
misma altura que la pared metálica superior de la guı́a, evitando cualquier posible pérdida
por radiación. De este modo conseguimos situar un poste circular multicapa (dieléctrico más
pipeta) totalmente inductivo dentro de la guı́a circular. Esta estructura es posible analizarla
con el método hı́brido de análisis de estructuras inductivas arbitrarias.

Figura 4.3: Vistas de la guı́a rectangular WR340 antes y después de introducirle la pipeta
circular

Para poder estimar la permitividad del lı́quido, es preciso realizar medidas de la guı́a con
la pipeta vacı́a y de la guı́a con la pipeta llena de lı́quido. Estas medidas de los parámetros
de dispersión se han realizado en la banda S a las frecuencias en las que sólo se propaga el
modo fundamental en la guı́a WR340. Para realizar las medidas se ha utilizado un analizador
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de redes HP-8720B calibrado siguiendo el procedimiento de calibración estándar denom-
inado full two-port. Aunque el método de análisis permite obtener la respuesta teórica de
la estructura también para frecuencias en las que se propagan varios modos, se utilizarán
frecuencias monomodo debido a que las técnicas estándar actuales de calibración tan sólo
permiten realizar medidas en ese rango de frecuencias.

4.1.3. Proceso de optimización

El proceso de optimización es el que se encargará de realizar, de forma iterativa, la esti-
mación de la permitividad del material dieléctrico.

Simulador
electromag.

Algoritmo
de optimiz.

Función de
error

Analizador
de redes

Fin

� �

�

�

�

	
	
		

�
�

��

�
�
��

	
	

		 U < η

ε0
r

εi+1
r εi

r

U

Ss
11, Ss

12

Sm
11, Sm

12

Figura 4.4: Diagrama del proceso seguido en la optimización

En la figura 4.4 se muestra un esquema de los pasos que se siguen en el proceso de
optimización, y que a continuación se describen:

• Se parte de una estimación inicial (ε0
r) de la permitividad del material dieléctrico que se

ha insertado en la guı́a. Esta estimación puede obtenerse con algún método rápido pero
de poca precisión, o simplemente ser una estimación basada en la experiencia anterior
con el material que se desea caracterizar. El hecho de que esta estimación inicial no
esté muy lejos del valor real de la permitividad es crucial para evitar que el proceso de
optimización sea muy largo, o, peor aún, que caiga en algún mı́nimo local y no llegue
nunca a converger.

• A continuación se utiliza el simulador electromagnético para calcular los parámetros
de dispersión de la guı́a rectangular con el poste de material dieléctrico dentro (S s

11 y
Ss

12), tomando como permitividad del poste la estimación inicial.
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• En el siguiente paso, se extrae un indicador (U) de la diferencia entre las curvas medi-
das por el analizador de redes (Sm

11 y Sm
12) y las proporcionadas por el simulador (Ss

11

y Ss
12) mediante alguna función de error. Si el indicador de error U fuera nulo (en

realidad, menor que una cantidad muy pequeña η), eso querrı́a decir que las curvas
medidas y simuladas son prácticamente iguales, y que por tanto la estimación inicial
de la permitividad coincide con la permitividad real del material.

• Si el error entre las curvas medidas y simuladas es mayor que η, un algoritmo de
optimización genera un nuevo valor de la permitividad del material dieléctrico (εi+1

r ),
que sirve para que el simulador electromagnético calcule la respuesta de la estructura
con el nuevo valor de la permitividad.

• De nuevo estos resultados de la simulación se compararan con los valores medidos y se
obtiene el valor de la función de error U , repitiéndose este mismo proceso (simulación,
comparación con medidas, cálculo de un nuevo valor de permitividad) hasta que la
diferencia entre la simulación y las medidas es menor que un cierto umbral η.

• El algoritmo de optimización genera una nueva estimación de la permitividad según
una determinada estrategia, cuyo objetivo es encontrar el valor de la permitividad que
minimiza la función de error U . Existen diferentes algoritmos de optimización de fun-
ciones multidimensionales, y cada uno sigue una estrategia diferente para conseguir su
objetivo.

4.1.4. Función de error

Para estimar la permitividad de la muestra dieléctrica es necesario establecer una función
de error que nos proporcione, para cada valor de la permitividad, la diferencia entre las
medidas y la simulación. Esta función de error U será una función bidimensional, ya que nos
da una medida de la diferencia entre las medidas y la simulación para cada posible valor de
la parte real (ε′r) e imaginaria (ε′′r ) de la permitividad del material:

U = U(εr) = U(ε′r, ε
′′
r) (4.1)

En el proceso de optimización, un algoritmo de optimización buscará los valores de ε ′
r

y ε′′r que minimizan la función de error U . Según cómo se defina la función de error, ésta
puede ser una superficie más o menos adecuada para la búsqueda de su valor mı́nimo. Si, por
ejemplo, la función de error presenta muchos mı́nimos locales, será fácil que el algoritmo de
optimización se quede atrapado en un mı́nimo local y que no llegue al mı́nimo absoluto. En
cambio, si la función de error fuera una función con un único mı́nimo y además la pendiente
cerca de ese mı́nimo fuera suave, entonces el algoritmo llegarı́a muy rápidamente al mı́nimo
desde cualquier punto de partida.

Resulta conveniente, por tanto, investigar en cada aplicación concreta cuál es la mejor
función de error. En el caso concreto de la estimación de la permitividad de un dieléctri-
co insertado en una guı́a rectangular, la función de error se debe construir comparando el
módulo y la fase (o la parte real e imaginaria) de los parámetros de dispersión medidos y los
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proporcionados por el simulador a una determinada frecuencia. La comparación se puede
realizar utilizando norma 1, 2, 4, o incluso norma infinito. Además la diferencia puede ser
normalizada o sin normalizar. Resulta evidente, por tanto, que existen muchas posibilidades
a la hora de construir la función de error, y con el fin de encontrar una función de error ade-
cuada, se ha probado con una gran cantidad de ellas, y se ha seleccionado la que mejores
resultados proporcionaba en términos de eficiencia y robustez en la búsqueda del mı́nimo.

A continuación se enumeran las distintas funciones de error con las que se ha trabajado:

1. Diferencia de parte real e imaginaria normalizada

U =
|Re{Sm

11} − Re{Ss
11}|

|Sm
11|

+
|Im{Sm

11} − Im{Ss
11}|

|Sm
11|

+
|Re{Sm

21} − Re{Ss
21}|

|Sm
21|

+
|Im{Sm

21} − Im{Ss
21}|

|Sm
21|

2. Diferencia de módulo normalizada

U =
||Sm

11| − |Ss
11||

|Sm
11|

+
||Sm

21| − |Ss
21||

|Sm
21|

3. Máximo de la diferencia de parte real e imaginaria normalizada

U = max

{ |Re{Sm
11} − Re{Ss

11}|
|Sm

11|
,
|Im{Sm

11} − Im{Ss
11}|

|Sm
11|

,

|Re{Sm
21} − Re{Ss

21}|
|Sm

21|
,
|Im{Sm

21} − Im{Ss
21}|

|Sm
21|

}

4. Diferencia de parte real e imaginaria normalizada (norma 2)

U =
|Re{Sm

11} − Re{Ss
11}|2

|Sm
11|

+
|Im{Sm

11} − Im{Ss
11}|2

|Sm
11|

+
|Re{Sm

21} − Re{Ss
21}|2

|Sm
21|

+
|Im{Sm

21} − Im{Ss
21}|2

|Sm
21|

5. Diferencia de parte real e imaginaria normalizada (norma 4)

U =
|Re{Sm

11} − Re{Ss
11}|4

|Sm
11|

+
|Im{Sm

11} − Im{Ss
11}|4

|Sm
11|

+
|Re{Sm

21} − Re{Ss
21}|4

|Sm
21|

+
|Im{Sm

21} − Im{Ss
21}|4

|S21|m
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6. Diferencia de parte real e imaginaria normalizada con pesos distintos para S11 y S22

U = 0,55

{ |Re{Sm
11} − Re{Ss

11}|
|Sm

11|
+

|Im{Sm
11} − Im{Ss

11}|
|Sm

11|
}

+0,45

{ |Re{Sm
21} − Re{Ss

21}|
|Sm

21|
+

|Im{Sm
21} − Im{Ss

21}|
|Sm

21|
}

7. Diferencia de parte real e imaginaria sin normalizar

U = |Re{Sm
11} − Re{Ss

11}| + |Im{Sm
11} − Im{Ss

11}|
+ |Re{Sm

21} − Re{Ss
21}| + |Im{Sm

21} − Im{Ss
21}|

8. Diferencia de módulo y fase

U = ||Sm
11| − |Ss

11|| + ||Sm
21| − |Ss

21||
+

∠Sm
11 − ∠Ss

11

2π
+

∠Sm
21 − ∠Ss

21

2π

9. Diferencia de módulo normalizada (norma 2)

U =

√
||Sm

11| − |Ss
11||2

|Sm
11|

+

√
||Sm

21| − |Ss
21||2

|Sm
21|

10. Diferencia de módulo y fase normalizada

U =
||Sm

11| − |Ss
11||

|Sm
11|

+
||Sm

21| − |Ss
21||

|Sm
21|

+
∠Sm

11 − ∠Ss
11

2π
+

∠Sm
21 − ∠Ss

21

2π

11. Diferencia de módulo y fase con diferentes pesos

U = ||Sm
11| − |Ss

11|| + ||Sm
21| − |Ss

21||
+2

∠Sm
11 − ∠Ss

11

2π
+ 2

∠Sm
21 − ∠Ss

21

2π
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12. Diferencia de parte real e imaginaria normalizada con pesos distintos para S11 y S22

U = 0,45

{ |Re{Sm
11} − Re{Ss

11}|
|Sm

11|
+

|Im{Sm
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11}|
|Sm

11|
}

+0,55
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21}|
|Sm
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+
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21}|
|Sm

21|
}

13. Diferencia de logaritmo de parte real e imaginaria normalizada

U =
|log10 Re{Sm

11} − log10 Re{Ss
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log10 Re{Sm
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+
|log10 Im{Sm

11} − log10 Im{Ss
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log10 Im{Sm
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+
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+
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14. Diferencia de logaritmo de módulo y fase

U = |log10 |Sm
11| − log10 |Ss

11|| + |log10 |Sm
21| − log10 |Ss

21||
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15. Diferencia de logaritmo de módulo normalizada y fase con diferentes pesos

U =
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+
|log10 |Sm

21| − log10 |Ss
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| log10 |Sm
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De entre todas las funciones de error se comprobó experimentalmente que las mejores
(las que proporcionaban mejores estimaciones de la permitividad del dieléctrico) eran las
que comparaban módulo y fase, en lugar de comparar parte real e imaginaria. Ambos tipos
de funciones de error proporcionaban estimaciones de ε′r bastante exactas, pero las que com-
paraban módulo y fase daban valores de ε′′r más exactos que las que comparaban parte real e
imaginaria. Esto se debe probablemente a que el hecho de que el dieléctrico presente mayores
o menores pérdidas (mayor o menor valor de ε′′r ) influye directamente en el módulo (mayor o
menor absorción) de S11 y S21, más que influir en la parte real o imaginaria de forma aislada.
También influye el valor de la permitividad (parte real e imaginaria) en el desfase que sufre
la señal al atravesar el dieléctrico (fase del parámetro de transmisión S21). De manera que
comparar módulo y fase en esta aplicación es comparar directamente aquellas magnitudes
que tienen la información de cómo es el poste dieléctrico. En cambio, comparar la parte
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real e imaginaria de los parámetros de reflexión y transmisión es comparar magnitudes que
contiene la información de manera indirecta.

Una vez se dedujo que era más conveniente comparar módulo y fase, se probó con difer-
entes maneras de comparar módulo y fase (norma 1 o norma 2, normalizando o sin nor-
malizar, con igual peso o distinto para módulo y fase). Y finalmente se llegó a la conclusión
de que para esta aplicación era mejor comparar el módulo y la fase con norma 1 (módulo
de la diferencia), y dando más peso a la información de la fase, pues es más sensible que el
módulo a pequeños cambios en la permitividad.

Finalmente, la función de error seleccionada fue la siguiente:

U = 0, 25 ||Sm
11| − |Ss

11|| + 0, 25 ||Sm
21| − |Ss

21||
+ 0, 75

∣∣∣∣∠Sm
11 − ∠Ss

11

2π

∣∣∣∣+ 0, 75

∣∣∣∣∠Sm
21 − ∠Ss

21

2π

∣∣∣∣ (4.2)

Nótese que el hecho de dividir la fase por 2π es para que tanto el módulo como la fase
dividida por 2π sean magnitudes que oscilen entre 0 y 1. Además de esta normalización de
la fase, se comprobó que dando más peso a la fase se conseguı́an mejores resultados, como
ya se ha comentado. Concretamente, el 75 % del error se corresponde a error de fase, y el
otro 25 % a error de módulo.

4.1.5. Algoritmo de optimización

Existen diferentes algoritmos de optimización para encontrar el máximo o el mı́nimo de
una función multidimensional. En [63] se detallan los algoritmos de optimización más co-
munes. Se trata de algoritmos que ya han sido ampliamente utilizados y probados, y cuyas
prestaciones son ya bien conocidas. A continuación se enumeran y detallan las caracterı́sti-
cas de las principales familias de algoritmos para la optimización de funciones multidimen-
sionales, para posteriormente justificar el porqué de la elección del método de descenso del
simplex.

Métodos de gradiente conjugado (Conjugate gradient methods) Los métodos de esta fa-
milia, tales como el algoritmo de Fletcher-Reeves o el de Polak-Ribiere, son métodos
que calculan a cada paso las derivadas parciales de la función que se desea optimizar,
con el fin de decidir a partir de la información de las derivadas en qué dirección avan-
zar. Una vez decidido en qué dirección avanzar, utilizan un sub-algoritmo de mini-
mización unidimensional para decidir cuánto han de avanzar en dicha dirección. Estos
métodos requieren una capacidad de almacenamiento de memoria del orden de N posi-
ciones, siendo N el número de dimensiones de la función que se está optimizando.

Métodos quasi-Newton Los métodos de esta familia, tales como el algoritmo de Davidon-
Fletcher-Powell (DFP) o el algoritmo de Broyden-Fletcher-Goldfrab-Shanno (BFGS),
son también métodos que calculan las derivadas parciales de la función de error (o
función objetivo) que se desea optimizar, y también requieren de un sub-algoritmo de
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minimización unidimensional. Estos métodos requieren del orden de N 2 posiciones
de memoria. No se puede afirmar que los métodos de esta familia sean ni mejores ni
peores que los de gradiente conjugado, sino que se deben ver como una alternativa.

Métodos direccionales (Direction-set methods) Estos métodos, como por ejemplo el méto-
do de Powell, no requieren del cálculo de las derivadas parciales, aunque sı́ utilizan un
sub-algoritmo de minimización unidimensional. Requieren del orden de N 2 posiciones
de memoria.

Método de descenso del simplex (Downhill simplex method) Este método se desplaza cues-
ta abajo a lo largo de la función de error de una forma directa sin hacer ningún tipo de
asunción sobre las caracterı́sticas de la función que se está minimizando, a diferencia
de los métodos que utilizan derivadas parciales y que presuponen que la dirección de
máxima pendiente nos llevará al mı́nimo de la función. Este método puede resultar
lento, pero es extremadamente robusto. Además se trata de un método muy sencillo
que se puede programar en pocas lı́neas de código totalmente autocontenido (sin lla-
madas a otras rutinas). Los requerimientos de memoria son del orden de N posiciones.

Método de enfriamiento progresivo (simulated annealing method) El método de enfriamien-
to progresivo es una técnica efectiva para la búsqueda de mı́nimos (o máximos) glob-
ales de funciones con una forma compleja que poseen varios mı́nimos (o máximos)
locales. La base del método es análoga a la termodinámica, en particular con el modo
en que los lı́quidos se congelan y cristalizan. A altas temperaturas, las moléculas de
un lı́quido se mueven libremente. Si el lı́quido se enfrı́a, pierden esa movilidad. En
algunas ocasiones los átomos son capaces de alinearse y formar un cristal puro. Este
cristal, completamente ordenado, se encuentra en estado de mı́nima energı́a. La nat-
uraleza permite alcanzar este estado en el caso de un enfriamiento lento. De hecho,
si un metal lı́quido es enfriado rápidamente, adopta un estado policristalino o amorfo
con un nivel de energı́a superior.

La esencia del proceso es el enfriamiento progresivo. Dando tiempo a la redistribución
de los átomos antes de que pierdan su movilidad, se asegura un estado de baja energı́a.
Con el método de enfriamiento progresivo se permite un cierto desvı́o aleatorio, admi-
tiendo no sólo los puntos que nos hacen ir rápidamente cuesta abajo en la función, sino
también otros que aparentemente nos desvı́an del mı́nimo buscado. Se evita ası́ que la
precipitación nos haga caer en un mı́nimo local.

Una posible implementación del método de enfriamiento progresivo se puede realizar a
partir del método de descenso del simplex. Consiste en utilizar el método de descenso
del simplex tal cual, con la única diferencia de que se utiliza una variable aleatoria
dependiente de una temperatura ficticia que hace que se puedan admitir con cierta
probabilidad movimientos en direcciones diferentes de las de máximo descenso. Cada
cierto número de iteraciones se disminuye la variable que representa la temperatura,
de modo que cada vez es menos probable un movimiento en direcciones que no sean
las de máximo descenso.
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De todos los métodos que se han descrito, se debe seleccionar el más adecuado para la
aplicación de la estimación de la permitividad de materiales dieléctricos. En esta aplicación
concreta el tiempo no es un factor crı́tico, de modo que no importa demasiado si el méto-
do de optimización es un poco lento. Por otra parte, el punto de partida de la optimización
(estimación inicial de la permitividad) puede quedar bastante lejos del punto óptimo (per-
mitividad real del material). Esta última caracterı́stica nos hace descartar cualquier método
de gradiente, de los que calculan las derivadas de la función de error, ya que estos métodos
funcionan bien cuando las derivadas de la función nos conducen al mı́nimo, cosa que suele
suceder al encontrarnos cerca del mismo, pero no ası́ si el punto de partida está alejado del
óptimo. En esta aplicación, por tanto, se necesita un método robusto aunque pueda resultar
lento. Tanto el método de descenso del simplex como el de enfriamiento progresivo cumplen
con estos requisitos, y se ha seleccionado el método de descenso del simplex por su mayor
sencillez, ya que la función de error que resulta de comparar los parámetros de dispersión
medidos y simulados de la guı́a con dieléctrico no presenta apenas mı́nimos locales, por lo
que el uso de un sofisticado método de enfriamiento progresivo no se justifica.

En el apéndice E se detalla el funcionamiento del método de descenso del simplex.
Para acelerar el proceso de optimización, es conveniente seleccionar un punto de partida

lo más cercano posible al mı́nimo de la función de error. En este caso, la estimación inicial
de la permitividad del material dieléctrico se ha obtenido utilizando la ya conocida teorı́a
perturbacional descrita en [59]. Como se desea estimar la permitividad del material en un
amplio rango de frecuencias, se realiza una estima inicial para el primer punto de frecuencia,
y el resultado de la optimización para ese punto se utiliza como punto de partida para el
siguiente punto de frecuencia. Para el resto de frecuencias se utiliza como punto de partida
el resultado de la optimización anterior.

4.1.6. Resultados

Con el objeto de contrastar la validez del método propuesto para la determinación de las
propiedades dieléctricas de los materiales, se ha realizado una estimación de la permitividad
de una muestra de etanol, que es un material lı́quido. Como ya se ha explicado con anteriori-
dad, el etanol se ha introducido en una pipeta de teflón, y a su vez la pipeta se ha introducido
en el interior de una guı́a rectangular WR340 (ver figuras 4.2 y 4.3). Los radios interior y
exterior de la pipeta de teflón son, respectivamente, 16 y 20 mm. Se han realizado medidas
de los parámetros de dispersión de la guı́a con la muestra dieléctrica entre 2 y 3 GHz, que
se corresponden con frecuencias en las que se propaga tan sólo el modo fundamental. Como
ya se ha explicado, esta técnica permite caracterizar el dieléctrico en frecuencias multimo-
do, pero los programas de calibración del equipo de medida no permiten calibrar a dichas
frecuencias.

Aunque el objetivo es la estimación de la permitividad del etanol (εr2 en la figura 4.1),
resulta necesario como paso previo conocer la permitividad del material que forma la pipeta
(εr1 en la figura 4.1), pues el simulador electromagnético necesita conocer dicha permitividad
para poder generar los parámetros de dispersión de la estructura. Para estimar la permitividad
de la pipeta, ésta se inserta vacı́a en el interior de la guı́a de ondas, y se miden sus parámetros
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de dispersión con el analizador de redes entre 2 y 3 GHz a temperatura ambiente.
Con el objetivo de reducir la potencia del ruido existente en las medidas, éstas han sido

filtradas utilizando una ventana de Hamming. Los coeficientes de una ventana de Hamming
de tamaño M muestras son [47]:

h[n] =

{
0,54 − 0,46 cos(2πn/M), 0 ≤ n ≤ M
0, otherwise

El efecto de filtrar las medidas con una ventana de Hamming de tamaño M es el de
realizar un promediado en cada punto de medida con los (M − 1)/2 puntos anteriores y los
(M − 1)/2 posteriores, dando más importancia a los puntos más próximos al actual.

En nuestra aplicación se tomaron 801 puntos de medida en el rango entre 2 y 3 GHz, y se
ha probado con varios valores de M para el tamaño de la ventana, llegando a la conclusión de
que con una ventana de tamaño M = 11 se reduce satisfactoriamente el rizado en las medidas
(debido al ruido) sin que se deforme la envolvente (debida a la respuesta del sistema). En la
figura 4.5 se representa el aspecto de una ventana de Hamming de tamaño M = 11.

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
0

0.25

0.5

0.75

1

n

Figura 4.5: Ventana de Hamming de tamaño M = 11

Como las medidas son complejas, por un lado se filtra la parte real de cada parámetro de
dispersión, y por otro lado se filtra la parte imaginaria. Como los parámetros de dispersión no
varı́an de forma brusca en frecuencia, este filtrado reduce el ruido satisfactoriamente, como
se muestra en la figura 4.6, donde se representan el módulo y la fase del parámetro S11 antes
y después de filtrar.

Una vez que las medidas has sido realizadas y procesadas, se sigue un proceso de op-
timización, en el que se utiliza el algoritmo de descenso del simplex. El proceso de opti-
mización busca los valores de la permitividad de la pipeta que minimizan la diferencia entre
las medidas y los resultados de la simulación.

Tan sólo se ha optimizado la parte real de la permitividad, debido a que la parte imag-
inaria es muy pequeña, pues se trata de un material con muy bajas pérdidas. Si se intenta,
a pesar de todo, optimizar tanto la parte real como la imaginaria, nos encontramos con que
la función de error resultante de comparar las medidas con los resultados de la simulación
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presenta un valle muy estrecho a lo largo del eje correspondiente a la parte imaginaria de la
permitividad (ε′′r ).
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Figura 4.6: Parámetro de reflexión de la guı́a con un poste dieléctrico.Comparación de las
medias sin procesar y filtradas. a) Módulo. b) Fase

1.5
2

2.5
3

−1.5

−1

−0.5

x 10
−4

0.01

0.03

0.05

0.01

0.03

ε
r
’ε

r
’’

1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5x 10
−4

Parte real de la permitividad (ε
r
’)

Pa
rt

e 
im

ag
in

ar
ia

 d
e 

la
 p

er
m

iti
vi

da
d 

(ε
r’’

)

0.
01

0.
01

0.
01

0.
01

0.
01

0.
01

0.
02

0.
02

0.
02

0.
02

0.
02

0.
02

0.
03

0.
03

0.
03

0.
03

0.
03

0.
03

0.04

0.
04

0.
04

0.04

0.
04

0.
04

0.05

0.
05

0.
05

(a) (b)

Figura 4.7: Función de error en la optimización de la permitividad de la pipeta. a) Vista
tridimensional. b) Curvas de nivel

En la figura 4.7 se representa la función de error calculada según (4.2) en el entorno
del punto εr = 2 − j 10−4 y a una frecuencia de 2 GHz. Se puede observar que una vez el
algoritmo de optimización llega al fondo del valle, es difı́cil decidir en qué dirección moverse
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a lo largo del mismo porque la pendiente es prácticamente nula. Por otro lado, como las
pérdidas son tan bajas, se puede afirmar que las medidas proporcionadas por el analizador de
redes presentan un grado de incertidumbre demasiado elevado como para poder determinar
el nivel de dichas pérdidas [60, 64]. Por tanto se ha fijado ε′′r = 10−4, y se ha optimizado tan
sólo la parte real de la permitividad ε′r.
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Figura 4.8: Variación con la frecuencia de la permitividad de la pipeta (teflón) a temperatura
ambiente

En la figura 4.8 se muestran los valores obtenidos tras la optimización para estimar la
permitividad de la pipeta. Se ha utilizado el algoritmo de descenso del simplex, y en término
medio el valor final de la función de error ha resultado de 0.001, y el número medio de
evaluaciones de la función de error necesarias para converger en cada punto en frecuencia es
de 36. Se entiende por convergencia del algoritmo que entre una iteración y la siguiente el
tamaño del simplex sea menor que un umbral (10−4 en este caso), y que la variación de la
función de error entre una iteración y la siguiente sea menor que otro umbral (10−4).

Una vez se ha estimado la permitividad de la pipeta, se puede pasar a determinar la per-
mitividad del etanol, que es nuestro objetivo. Para ello se introduce el etanol en la pipeta,
y la pipeta en la guı́a. Se miden los parámetros de dispersión de la estructura, y de nuevo
las medidas son filtradas con una ventana de Hamming para reducir la potencia de ruido. En
un nuevo proceso de optimización, y utilizando los valores de la permitividad de la pipeta
obtenidos previamente para simular la respuesta de la estructura, se buscan los valores real e
imaginario de la permitividad del etanol que minimizan el error entre las medidas y la simu-
lación calculado según 4.2. En este caso, y utilizando de nuevo el algoritmo de descenso del
simplex, se ha conseguido la convergencia en todos los puntos de frecuencia. Para alcanzar
el mı́nimo de la función de error se ha necesitado de una media de 104 evaluaciones de la
función, y se ha conseguido en media reducir el error hasta un valor de 0.007.

A modo de ejemplo, se muestra en la figura 4.9 el aspecto de la función de error que se
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debe minimizar para la frecuencia de 2 GHz. Superpuestas a las curvas de nivel se encuentran
pequeñas flechas que indican la dirección del gradiente en cada punto. Una cruz indica la
posición del mı́nimo encontrado por el algoritmo de optimización, y un cı́rculo indica el
punto de partida del algoritmo. Para completar la optimización a esta frecuencia (2 GHz), se
han necesitado 103 evaluaciones de la función de error.
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Figura 4.9: Función de error de (4.2) para el caso de una pipeta rellena de etanol en una
guı́a WR340 a 2 GHz. Con una cruz se marca la posición del mı́nimo encontrado tras la
optimización. a) Entorno amplio. b) Entorno más reducido próximo al mı́nimo

En la figura 4.10 se muestra la permitividad compleja (parte real e imaginaria) del etanol
resultante del proceso de optimización. Estos resultados se comparan con estimaciones de la
permitividad del etanol realizadas utilizando otras técnicas de medida ([61, 62]), y se observa
que existe una buena concordancia en todo el rango de frecuencia entre dichos resultados y
los de la técnica presentada en este trabajo. También se ha representado en la figura 4.10
la permitividad del etanol obtenida tras un único proceso de optimización en el que se ha
obviado la presencia de la pipeta que soporta el etanol. Este resultado se ha incluido porque
es frecuente a la hora de estimar la permitividad de lı́quidos el despreciar la presencia del
soporte. En la figura 4.10 se observa cómo la inclusión en el análisis del soporte de teflón
(cuya permitividad ha sido estimada tras un proceso de optimización), mejora en gran medida
los resultados.
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Figura 4.10: Permitividad compleja del etanol a temperatura ambiente. (a) Parte real. (b)
Parte imaginaria
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Figura 4.11: Comparación entre medidas y simulación de los parámetros de dispersión de
una guı́a WR340 con una pipeta rellena de etanol. a) Amplitud. b) Fase

Con el objeto de comprobar que el proceso de optimización se realizó correctamente, y
que se minimizó la diferencia entre las medidas y los resultados de la simulación, en la figura
4.11 se representa la amplitud y la fase de los factores de reflexión y transmisión de la guı́a
WR340 con la pipeta llena de etanol. Se puede constatar la poca diferencia entre la amplitud
y la fase de las medidas y de los resultados de la simulación (utilizando para la simulación
los valores de la permitividad proporcionados por el proceso de optimización).
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Figura 4.12: Comparación entre medidas y simulación de la parte real e imaginaria de los
parámetros de dispersión de una guı́a WR340 con una pipeta rellena de etanol. a) factor de
reflexión. b) factor de transmisión

Puesto que la función de error se ha definido en (4.2) como la diferencia entre la amplitud
y la fase de S11 y S21, resulta lógico que la diferencia entre la amplitud y la fase de las
medidas y de la simulación sea mı́nima. Podemos pensar que si se compara la parte real y
la parte imaginaria de los parámetros de dispersión esa diferencia no debe ser muy grande,
pero tampoco tiene porqué ser tan pequeña. En la figura 4.12 se has representado las partes
real e imaginaria de los parámetros de dispersión, y se puede observar que, efectivamente,
la diferencia entre las medidas y la simulación es pequeña, pero no tanto como en el caso
de la amplitud y la fase. Si lo que se desea es ajustar bien las partes real e imaginaria, se
deberı́a haber utilizado otra función de error, como por ejemplo la descrita en la página 145
(diferencia de parte real e imaginaria normalizada, apartado 1). No obstante, tal y como se
comentó con anterioridad, en esta aplicación la amplitud y la fase aportan mayor información
sobre la permitividad del etanol, y por ello se eligió definir la función de error como se detalla
en (4.2).
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4.2. Análisis de filtros inductivos con esquinas redondeadas

4.2.1. Introducción

Las actuales técnicas de fabricación de dispositivos en guı́a rectangular1 introducen in-
ternamente esquinas redondeadas cuando estos procesos son de bajo coste, debido a que
en la práctica resulta complicado, y por tanto costoso económicamente, realizar ángulos
rectos [65]. Si este efecto de mecanizado pudiera considerarse de forma rigurosa en los
programas de análisis de estructuras guiadas de las herramientas de diseño asistido por orde-
nador (Computer Aided Design, CAD), la fabricación de tales dispositivos podrı́a mejorarse
enormemente en términos de precisión, costes de producción y tiempos de desarrollo.

A continuación se describen los principales métodos de fabricación de filtros inductivos,
y se describen las imperfecciones que suelen producir cada uno de estos método de fabri-
cación.

4.2.2. Principales métodos de fabricación

De los métodos de bajo coste que se emplean actualmente para la fabricación de filtros
inductivos en guı́a rectangular destacan principalmente dos de ellos, a los que denominare-
mos “corte en plano H” y “corte en plano E”. La filosofı́a es en ambas técnicas la misma:
dividir la pieza en dos partes y ası́ poder erosionar y dar forma al interior del filtro con la
mayor comodidad posible. Si la producción es de bajo coste, la forma interior del filtro se
suele moldear utilizando una fresa. Esto supone la aparición de esquinas redondeadas cuyo
tamaño depende del diámetro de la fresa [66]. A continuación se describirán las caracterı́sti-
cas, ventajas e inconvenientes de cada uno de los dos métodos de fabricación mencionados.
También se describirá una novedosa técnica de fabricación, aún en fase de prueba, en la que
se utiliza un molde para fabricar los filtros inductivos, y a la que denominaremos “fabricación
con molde”.

Corte en plano H

Este tipo de proceso de fabricación consiste en cortar la pieza en dos bloques: una lámi-
na superior y otra pieza en la que se eliminará mediante la fresa el material necesario para
obtener el filtro inductivo con las dimensiones deseadas. Posteriormente se atornillarán am-
bas piezas. En la figura 4.13 puede verse la estructura de las dos piezas y cómo se unen
finalmente para dar lugar al filtro. La principal ventaja de este proceso de fabricación es la
facilidad del modelado del interior del filtro, ası́ como la posterior unión de las dos piezas
resultantes.

Como puede observarse en la figura 4.13, esta técnica de fabricación introduce esquinas
redondeadas en el plano H del filtro. Se ha comprobado que en este caso el radio de curvatura
(R) de las esquinas redondeadas tiene una fuerte influencia en la respuesta del dispositivo.

1Fresado controlado por ordenador (=computer controlled milling), electroerosión (=spark-eroding),
electroformado(=electro-forming) o troquelado(=die casting).
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(b) Piezas atornilladas

Figura 4.13: Filtro inductivo en guı́a rectangular fabricado con la técnica de corte en plano H
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Otro problema de este método de fabricación está asociado a las altas pérdidas que nor-
malmente presenta la estructura. Dichas pérdidas se deben a que el plano de corte interrumpe
completamente la continuidad de la corriente eléctrica presente en la pared superior del filtro.
Para minimizar este efecto la tapa superior debe atornillarse lo mejor posible al cuerpo del
filtro.

Finalmente, la longitud de las ventanas de acoplo t señaladas en la figura 4.13 se aprovechan
para colocar los tornillos que se encargan de sujetar la tapa al resto del filtro. Para que dicha
sujeción sea lo suficientemente efectiva y no haya muchas pérdidas, los tornillos de ajuste
deben tener un diámetro igual o superior a 3 mm. Sin embargo, a altas frecuencias (por ejem-
plo en banda X: 8 − 12 GHz), las ventanas de acoplo obtenidas en el proceso de diseño son
de una longitud menor (tı́picamente 2 mm) y ello impide colocar con facilidad los tornillos
aprovechando ese espacio. Este problema se acrecienta a medida que se trabaja a frecuencias
más elevadas, tendencia presente en la mayorı́a de aplicaciones prácticas (por ejemplo sector
espacial) donde se emplea esta tecnologı́a.

Corte en plano E

En la figura 4.14 se muestra este segundo método de fabricación. En este caso se secciona
la pieza inicial en dos piezas simétricas, y ambas se vacı́an de forma adecuada para que al
unirse se forme el filtro inductivo con las dimensiones adecuadas, tal y como se muestra en
la figura 4.14.

La principal ventaja sobre el método anterior reside en que las dos piezas son simétricas
y el plano de corte no produce efectos tan perniciosos en cuanto a pérdidas y respuesta
en frecuencia del filtro. Por otro lado, el análisis de esta estructura requiere de métodos
complejos tales como elementos finitos que necesitan de un gran esfuerzo computacional,
por lo que el diseño mediante herramientas CAD de filtros fabricados con esta técnica no
resulta factible con las capacidades de computación existentes en la actualidad.

Figura 4.14: Técnica de corte en plano E



160 Aplicaciones

Fabricación con molde

Ventana de Acoplo

Guía de Salida

Cavidad Resonante

b

a

Guía de Entrada

(a) Molde

Ventana de Acoplo

Guía de Salida

Cavidad Resonante

Guía de Entrada
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Figura 4.15: Técnica de fabricado con molde

Esta técnica consiste en fabricar un molde como el mostrado en la figura 4.15.a. Posteri-
ormente el mode se cubre de metal, y el molde se elimina con un lı́quido abrasivo no daña
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a la estructura metálica. Tras finalizar el proceso de fabricación, se obtiene un filtro induc-
tivo con esquinas redondeadas en las ventanas de acoplo. Las esquinas redondeadas están
situadas en plano H como en el caso de fabricación por corte en plano H, pero se sitúan
en posiciones diferentes. La ventaja de esta técnica de fabricación frente a la de corte en
plano H o en plano E es que en este caso se fabrica el filtro de una sola pieza sin interrumpir
de ningún modo la corriente, lo que supone unas pérdidas menores.

4.2.3. Análisis de filtros inductivos con efectos de mecanizado en pla-
no H

La presencia de esquinas redondeadas en filtros de guı́a rectangular ha sido un tema am-
pliamente estudiado en la literatura siguiendo diferentes técnicas de análisis. Por ejemplo,
en [66] se propone una primera aproximación con una técnica de acoplo modal (mode-
matching) que emplea un modelo escalonado para simular el efecto de la curvatura. Para
mejorar la precisión de tal aproximación se pueden emplear métodos hı́bridos que combi-
nan técnicas numéricas (discretización espacial) y técnicas modales. Como ejemplo de este
tipo de técnicas se puede citar el método riguroso que combina adaptación modal y elemen-
tos de contorno (Boundary Contour Mode-Matching, BCMM) descrito en [14] o el método
de integral de contorno y expansión modal resonante (Boundary Integral-Resonant Mode
Expansion, BI-RME) formulado inicialmente en [67] para cavidades arbitrarias 3D y, tras
algunas mejoras, particularizado en [68] al caso de filtros con redondeces en el plano E.

En esta sección se aplicará la técnica hı́brida de análisis de problemas 2-D en conjunción
con la técnica de acoplo modal para obtener los parámetros de dispersión de filtros inductivos
con errores de mecanizado. De los tres tipos de fabricación de filtros inductivos, con la
técnica expuesta en los capı́tulos anteriores tan sólo se puede analizar estructuras en plano H
(inductivas). Por tanto, se pueden analizar aquellos filtros fabricados con la técnica de corte
en plano H y con la técnica de molde. En ambos casos las esquinas redondeadas tienen una
geometrı́a invariante a lo largo del eje ŷ, y se puede aplicar por tanto la técnica de análisis de
problemas 2-D.

El análisis preciso y eficiente de este tipo de estructuras mediante el método hı́brido
permitirá en un futuro integrar este método de análisis en una herramienta de CAD (diseño
asistido por ordenador) de diseño de filtros inductivos en la que se proporcionarán las dimen-
siones que debe tener el filtro para cumplir con unas determinadas especificaciones. El diseño
resultará mucho más preciso al tenerse en cuenta los efectos de redondeo en la esquinas por
imperfecciones en la fabricación.

Análisis de errores de mecanizado por la técnica de corte en plano H

Para analizar la influencia de los errores de mecanizado en filtros inductivos fabricados
con la técnica de corte en plano H, se ha analizado un filtro inductivo de 8 polos (8 cavidades
inductivas). En la figura 4.16 se muestra la amplitud del factor de reflexión para la banda de
paso del filtro. Junto a la respuesta en frecuencia del filtro con esquinas rectas (R=0 mm), se
ha representado la respuesta en frecuencia del mismo filtro pero considerando una esquinas
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Figura 4.16: Amplitud del factor de reflexión en un filtro de 8 cavidades inductivas con
esquinas redondeadas producidas por la técnica de fabricación por corte en plano H

redondeadas de radio 3 mm, La posición de las esquinas redondeadas es la que se indica en
la figura 4.13. Se puede apreciar que el efecto del redondeo es importante, especialmente
por el desplazamiento en frecuencia de la respuesta. Por tanto, si dicho efecto no se tiene
en cuenta en los simuladores que se utilicen en el proceso de diseño se obtendrán unas
dimensiones erróneas para el filtro. Tradicionalmente, una vez fabricados los filtros se ajustan
de forma manual con unos tornillos de sintonı́a que corrigen errores de diseño y/o fabricación
hasta conseguir sintonizar la respuesta del filtro de forma adecuada. Para realizar dichos
ajustes es necesaria una gran destreza y experiencia. Utilizando un simulador que permita
analizar esquinas redondeadas se consigue que el diseño sea más preciso, y por tanto que la
respuesta del filtro tras su fabricación (sin ajustes con tornillos) se parezca mucho más a las
especificaciones. En consecuencia, los ajustes a posteriori habrán de ser mucho menores y
más sencillos.

El tiempo de computación, tanto para el filtro con esquinas rectas como para el filtro con
esquinas redondeadas es de aproximadamente de 8 segundos por punto en frecuencia en un
PC con procesador Pentium II a 300 MHz. Si bien existen técnicas de análisis muy eficientes
para filtros inductivos con esquinas rectas, dichas técnicas no pueden simular esquinas re-
dondeadas. Y aquellas técnicas que sı́ pueden analizar esquinas redondeadas (por ejemplo
el software comercial HFSS�[69]) requieren de mucho más de 8 segundos por punto en
frecuencia, al utilizar en el análisis de esta estructura un método numérico como el de los
elementos finitos.

Análisis de errores de mecanizado por fabricación con molde

Los errores de mecanizado producidos por la novedosa técnica de fabricación por molde
también pueden analizarse con el método hı́brido de análisis de problemas 2-D. En la figura
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4.17 se muestra la respuesta en frecuencia (factor de reflexión) de un filtro inductivo de
cuatro polos. Se han representado dicha respuesta en frecuencia para el caso de esquinas
rectas (R=0 mm) y para esquinas redondeadas con radio pequeño (R=0.1 mm) y con radio
grande (R=0.5 mm). Podemos observar que en este caso los errores de mecanizado son
mucho más importantes que en la fabricación por corte en plano H. Esto se debe a que
en la fabricación con molde las esquinas redondeadas quedan más cerca del centro de la
guı́a, donde la intensidad de campo es mayor para el modo fundamental. En cambio, en
la fabricación por corte en plano H las esquinas redondeadas quedan al lado de las paredes
laterales de la guı́a, donde la intensidad de campo es mucho menor. Por esta razón, con radios
de las esquinas más pequeños, la fabricación con molde produce una distorsión mucho mayor
que la anterior técnica de mecanizado. No obstante, si en el proceso de diseño se tienen en
cuenta las esquinas redondeadas, se pueden conseguir dimensiones óptimas del filtro que
satisfagan las especificaciones.
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Figura 4.17: Amplitud del factor de reflexión de un filtro de 4 cavidades inductivas con
esquinas redondeadas producidas por la técnica de fabricación con molde

Para validar el análisis de filtros con esquinas redondeadas se ha recurrido a un software
comercial de simulación electromagnética (HFSS, ver [69]). Tal y como se ha comentado
anteriormente, dicho software comercial utiliza el método numérico de los elementos fini-
tos (FEM). Se ha comparado en la figura 4.18 la respuesta en frecuencia del filtro para un
radio de redondeo grande (R=0.5 mm) obtenida con el método hı́brido con la respuesta en
frecuencia proporcionada por HFSS. Como se puede apreciar la coincidencia es total, si bien
el tiempo de computación total con el método hı́brido fue de aproximadamente 15 minutos
(200 puntos a 5 segundos por punto con un Pentium II a 400 MHz), mientras que el tiempo
de computación con HFSS fue de varias horas.
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Figura 4.18: Respuesta en frecuencia de un filtro de 4 cavidades inductivas con esquinas
redondeadas producidas por la técnica de fabricación con molde. Comparación del método
hı́brido con HFSS



4.3 Análisis de diplexores 165

4.3. Análisis de diplexores

4.3.1. Introducción

Un diplexor es un tipo particular de multiplexor, que se define como un dispositivo que
permite combinar múltiples entradas en una señal completa para transportarla mediante un
canal de transmisión simple. La multiplexación es una técnica inventada en primer lugar para
los sistemas telefónicos basados en hilos de cobre como una manera de enviar más mensajes
por una lı́nea de capacidad limitada. Si un multiplexor combina tan sólo dos señales, recibe
el nombre de diplexor. En los últimos tiempos los multiplexores han recibido considerable
atención por parte de la comunidad cientı́fica, ya sea en tecnologı́a microelectrónica para
diplexores en banda K [70], como en tecnologı́a guiada donde aparecen un gran número de
referencias al respecto (por ejemplo [71, 72, 73, 74, 75, 76, 77, 78, 79, 80]). En las citadas
referencias se enfatiza tanto la geometrı́a de los dispositivos (con sus pros y sus contras)
como el proceso de diseño optimizado. Las razones de este interés son bastante obvias:

• Proliferación de estos dispositivos en sistemas de telecomunicación tales como satélites
y estaciones terrenas en el sector espacio, ası́ como estaciones base de comunicaciones
móviles. Estos sistemas requieren frecuentemente utilizar diversas bandas de frecuen-
cia simultáneamente, y los multiplexores brindan dicha posibilidad.

• Permiten duplexar la señal y utilizar la misma antena en transmisión y en recepción
ahorrando espacio en el diseño (útil sobretodo en satélites donde el espacio reservado
a la carga útil es un bien escaso).

• Dificultad de diseño empleando dispositivos pasivos recı́procos. Los diplexores/multi-
plexores usan como divisores de potencia las uniones T [81] ó Y [80] (que se diseñan
para repartir la potencia por cada brazo del diplexor donde están situados los filtros
de alta selectividad). Estos multiplexores/diplexores requieren un gran esfuerzo de
diseño, ya que al montar los filtros al divisor de potencia el acoplo entre las difer-
entes partes de la estructura altera la respuesta total del dispositivo, y se requiere en
general un alto nivel de precisión para obtener los parámetros de scattering deseados.
Este diseño se simplifica si se utilizan circuladores2 con filtros muy selectivos. Este
tipo de multiplexores se utilizan como multiplexores de entrada en satélites (ver figura
4.19) donde las pérdidas no son un parámetro de diseño crı́tico. Los inconvenientes de
esta técnica de fabricación de multiplexores son varios [82]:

1. Pérdidas en los circuladores.

2. Aislamiento no perfecto entre los accesos.

3. Los circuladores son voluminosos y de masa relativamente grande.

2Un circulador es una red de tres accesos (también existen de cuatro pero su uso es menos frecuente) no
recı́proca. Su matriz de parámetros S es no simétrica y unitaria. Se fabrica con ferritas (materiales cerámicos
no conductores pero con propiedades magnéticas muy intensas) sometidas a la acción de un campo magnético
estático.
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4. Posibilidad de manejo de poca potencia.

5. Problemas en el diseño de los filtros selectivos.

• Pueden emplearse para aplicaciones espaciales (sobre todo en estaciones terrenas)
multiplexores en etapas como los anteriormente expuestos formados por circuladores
y filtros, pero construidos con dispositivos recı́procos. Utilizando filtros y acopladores
direccionales se consigue un comportamiento de la estructura muy parecido [83]. Las
ventajas en cuanto al diseño son las mismas que con circuladores: fácil realización
modular y fácil extensión adicional para nuevos servicios. Las mejoras también son
importantes: menores pérdidas de inserción y capacidad de manejo de mayor potencia.
Los inconvenientes a remarcar se derivan del esfuerzo de fabricación de los módulos.
Cada módulo requiere dos acopladores direccionales y dos filtros. Esto conlleva una
dificultad nada despreciable de sintonización del módulo ası́ como una gran masa y
tamaño, que hacen impracticable estos diseños para aplicaciones espaciales embar-
cadas en satélites3.

• Los multiplexores formados por estructuras en guı́a se utilizan como multiplexores de
señal de salida en satélites [84], debido a que las pérdidas en esta etapa son crı́ticas,
pues suponen una reducción en el nivel de potencia de la señal radiada. Se utilizan
filtros montados en una guı́a común o colector (en inglés manifold) cuyo extremo
está cortocircuitado (ver figura 4.20). Se realiza una división entre canales pares e im-
pares dejando una banda de guarda entre cada canal de cada grupo igual a un canal
de ancho de banda. Esto involucra restricciones menos severas en las especificaciones
de los multiplexores. El diseño y optimización de este tipo de multiplexores es par-
ticularmente complicado, especialmente si se requiere una banda de guarda estrecha
entre cada canal, lo cual es caracterı́stico en este tipo de aplicaciones. Además, se
requiere siempre insertar elementos de sintonı́a en el diseño para poder regular la re-
spuesta final, ya que sin dichos elementos no suele conseguirse la respuesta deseada
tras todo el proceso de diseño y fabricación del dispositivo. Incluso se ha estudiado la
posibilidad de montar en satélites este tipo de dispositivos con motores accionados por
telecomando para alterar la frecuencia de cada canal del multiplexor [85].

Por todas estas razones recién expuestas, el estudio de multiplexores en guı́a es, hoy en
dı́a, un tema de enorme interés que está generando mucha literatura al respecto. Parte de esta
literatura está referida a las estrategias de diseño de estos dispositivos, que suelen requerir
de programas de optimización para resolver un problema de esta envergadura.

El proceso de diseño de un multiplexor/diplexor suele ser bastante automatizado. Se parte
de las especificaciones eléctricas y se diseñan los filtros (diseño de banda estrecha); seguida-
mente se hace una aproximación de la parte del diseño referida a la banda ancha (diseño del
colector). Finalmente, se analiza el multiplexor completo y se comprueba si éste cumple con
las especificaciones. Si no es ası́, se inicia un algoritmo de optimización que a cada paso

3Esta es la razón de que se utilice este tipo de multiplexores en equipamiento de alta potencia en estaciones
terrenas donde el tamaño y la masa no son parámetros crı́ticos.
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analiza el multiplexor completo y comprueba el cumplimiento de las especificaciones. El
proceso de optimización continúa hasta que se cumplen las especificaciones requeridas.

Multiplexor

Guía

Carga

Circulador

Filtro
Paso Banda

Figura 4.19: Multiplexor no recı́proco utilizado como multiplexor de entrada en satélites.
Este multiplexor tiene una entrada y tres canales de salida.

Colector en guía cortocircuitado

Cortocircuito
Salida

Red de adaptación
por encima del canal 4

Filtro canal 3 Filtro canal 1

Filtro canal 2

Red de adaptación
por debajo del canal 1

Filtro canal 4

Figura 4.20: Multiplexor en guı́a con colector común utilizado como multiplexor de salida
en satélites. La salida del multiplexor se conecta a la antena. Este multiplexor tiene 4 canales
de entrada y una salida (aunque es recı́proco). Tiene dos redes de adaptación para eliminar
las frecuencias por debajo del canal inferior (canal 1) y por encima del canal superior (canal
4).

4.3.2. Diferentes geometrı́as de diplexores

Las diferentes geometrı́as existentes en la actualidad vienen dadas por las necesidades de
espacio del sistema en el que se integran estos diplexores. Existen, por ejemplo, diplexores
cuyo divisor de potencia es una bifurcación en plano E [80] a la que se añaden los filtros paso
alto y paso bajo. La forma de la bifurcación es la que suele forzar gran parte del diseño de
estos dispositivos. La forma de bifurcación más extendida es la que se utiliza en los diplex-
ores en colector común, donde el colector puede simularse como un conjunto de uniones
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T en plano H conectadas en cascada. En los accesos laterales del colector se emplazan los
diferentes filtros.

De todas las geometrı́as posibles de un diplexor se considerarán aquellas con una estruc-
tura en plano H y con uniones T en ese mismo plano, ya que el método hı́brido tan sólo
puede analizar estructuras con discontinuidades y saltos en plano H. Pueden verse diferentes
configuraciones posibles de diplexores en plano H en la figura 4.21.

Filtro 1 T plano H Filtro 2

F
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tr
o

1

F
il

tr
o

2

T plano H T plano H

F
il

tr
o

1

T plano H Filtro 2

(a)

(b)

(c)

Figura 4.21: Diferentes configuraciones para diplexores con geometrı́a en plano H.

Según [86] la unión T estándar tiene unas pobres caracterı́sticas en cuanto a división
de potencia, que hace que el diseño de tales diplexores presente problemas. En la citada
referencia se propone una unión T con un reentrante lateral en la cavidad de la unión para
conseguir un mayor ancho de banda en las respuestas de los filtros del diplexor, y relajando a
su vez las tolerancias de fabricación. Esto también se puede conseguir con transiciones entre
la unión T y los filtros.
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4.3.3. Análisis de un diplexor del satélite Hispasat 1-C (Alcatel Espacio)

En esta sección se va a utilizar el método hı́brido de análisis de problemas 2-D para
analizar un diplexor real utilizado a bordo del satélite Hispasat 1-C, cedido por la empresa
Alcatel Espacio S.A.

Caracterı́sticas del diplexor

Este diplexor presenta la configuración (a) de la figura 4.21. Como se observa consta de
dos filtros y una unión en T. Para evitar los problemas de la T estándar mencionados en [86],
se utiliza una unión T simétrica pero que se conecta a los filtros a través de unas transiciones
asimétricas para adaptar las impedancias de dichos filtros y de la unión T de forma adecuada
(las dimensiones d2, t2 y a′

3 de un brazo son diferentes a las dimensiones d3, t3 y a3 del otro).
La geometrı́a de la unión T puede verse en la figura 4.22.

a a

a

L1 L2

t1

d1

a1

a2

a4

a2a3 a’3

t2
d2

d3t3

Figura 4.22: Geometrı́a de la unión T asimétrica en plano H con adaptadores de impedancia
en los accesos laterales. Los filtros se conectan a los adaptadores de los lados de la unión
T. Las entradas/salidas son guı́as estándar WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm). La
dimensión b es constante en todo el diplexor.

Los filtros que se conectan a ambos lados de la unión T son filtros inductivos de 6 cavi-
dades, cuya geometrı́a se recoge en la figura 4.23.

El diplexor en su totalidad se ha construido en guı́a rectangular estándar WR-75 (a =
19,05 mm, b = 9,525 mm). Al ser totalmente inductivo, la dimensión b se mantiene constante
en todo el dispositivo.

Este dispositivo se analizará en primer lugar considerando que todos los tramos de lı́nea
que lo componen son guı́as rectangulares estándar. Posteriormente, se analizará el mismo
dispositivo teniendo en cuenta las esquinas redondeadas que aparecen a causa de la fabri-
cación con la técnica de corte en plano H, tal y como se ha explicado en la sección anterior
(ver figura 4.13).
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Figura 4.23: Geometrı́a de los filtros inductivos que se conectarán a la unión T asimétrica.
Aquı́ se ha representado un filtro de 4 cavidades que producirá una respuesta con 4 polos. En
realidad, los filtros utilizados en el diplexor son de 6 cavidades.

Por cortesı́a de la empresa Alcatel Espacio, se ha dispuesto de una maqueta de este
diplexor, cuyo aspecto puede observarse en las figuras 4.24 a 4.27. Como se ha comenta-
do con anterioridad, los dos filtros inductivos del diplexor presentan tornillos de sintonı́a.
Estos tornillos son necesarios porque aunque se fabrique el dispositivo conforme a las di-
mensiones proporcionadas por el diseño, pequeños errores en el diseño y/o en el proceso de
fabricación hacen que el dispositivo real no presente exactamente la respuesta esperada. Para
corregir estas desviaciones de la respuesta real con respecto al comportamiento ideal de la
estructura se colocan los mencionados tornillos. Como se aprecia en las figuras 4.24 a 4.27,
los tornillos se sitúan en la parte superior de los filtros. En concreto, hay un tornillo en cada
cavidad y en cada ventana de acoplo de cada uno de los filtros.

Las caracterı́sticas para el diseño del diplexor se resumen a continuación:

Banda de paso del Filtro 1 (F1): 13,00 − 13,25 GHz

Banda de paso del Filtro 2 (F2:) 13,75 − 14,00 GHz

Pérdidas de retorno: > 23 dB en ambas bandas

Rechazo fuera de banda F1: > 45 dB ∀f < 12,75 GHz y ∀f > 13,50 GHz

Rechazo fuera de banda F2: > 45 dB ∀f < 13,50 GHz y ∀f > 14,25 GHz

Las especificaciones anteriores han supuesto tener que utilizar filtros paso banda de
Chebyshev de 6 polos.
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Figura 4.24: Foto del diplexor analizado. Se aprecian los dos filtros a ambos lados de la
unión en T. En la parte superior de los filtros se aprecian tornillos que han sido colocados
para sintonizar adecuadamente la respuesta del dispositivo.

Figura 4.25: Foto del diplexor analizado. Se aprecian los accesos laterales ası́ como los
tornillos superiores para la sintonización del dispositivo.
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Figura 4.26: Foto del diplexor analizado. En la parte trasera del mismo se ha puesto una
etiqueta de referencia para identificar los filtros.

Figura 4.27: Detalle de cada uno de los filtros del diplexor.
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Procedimiento de medida

Con el objetivo de validar los resultados que proporcione el método hı́brido tras analizar
una estructura tan compleja como es el diplexor, se han realizado medidas de los parámetros
de dispersión de la maqueta mostrada en las figuras 4.24 a 4.27. Dichas medidas se han
realizado en el laboratorio de investigación de Radiocomunicaciones del Departamento de
Comunicaciones de la Universidad Politécnica de Valencia. En dicho laboratorio se dispone
recientemente de un analizador de redes con capacidad de medida hasta 20 GHz. El equipo
de medida se muestra en la figura 4.28.

Figura 4.28: Analizador de redes

Para realizar las medidas, el primer paso es realizar una calibración. En este caso se
realizó una calibración del tipo TRL (ver figura 4.29).

Para identificar los accesos y poder determinar de forma unı́voca los parámetros de dis-
persión, se han numerado los puertos de acceso del diplexor siguiendo el criterio mostrado
en el esquema de la figura 4.30. Como se puede apreciar en el esquema el acceso común
(la entrada a la T) es el primer acceso, la salida del filtro 1 es el segundo acceso, y la salida
del filtro 2 es el tercer acceso. Con esta numeración, el parámetro S

(2,1)
11 nos proporciona la

transmisión de señal desde el puerto común (modo fundamental) a la salida del filtro 1 (modo
fundamental).
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Figura 4.29: Montaje para realizar la calibración del analizador de redes HP8510B

Filtro 1T plano HFiltro 2

Figura 4.30: Numeración de los accesos en el diplexor. El primer acceso es el acceso común
(entrada a la T). La salida del filtro 1 es el segundo acceso, y la salida del filtro 2 es el tercer
acceso

El procedimiento de medida es el siguiente:

• En primer lugar se termina con una carga adaptada el filtro 2 (acceso 3) y se coloca
la primera sonda de medida en el puerto común (acceso 1) y la segunda a la salida
del filtro 1 (acceso 2). Esta configuración se muestra en la figura 4.31.a. Con esta
configuración, se han medido los parámetros relativos a los puertos 1 y 2 del diplexor,
es decir, los parámetros S

(1,1)
11 , S

(2,1)
11 , S

(1,2)
11 y S

(2,2)
11 .

• A continuación se termina con una carga adaptada el filtro 1 (acceso 2) y se coloca la
primera sonda en el puerto común (acceso 1) y la segunda sonda a la salida del filtro 2
(acceso 3), tal y como se muestra en la figura 4.31.b. De esta forma se han medido los
parámetros S

(1,1)
11 , S

(3,1)
11 , S

(1,3)
11 y S

(3,3)
11 .

• Finalmente, se coloca la carga adaptada en el puerto común, y la primera sonda de
medida se conecta a la salida del filtro 1 (acceso 2) y la segunda sonda a la salida
del filtro 2 (acceso 3). Con esta configuración al analizador nos proporcionará los
parámetros S

(2,2)
11 , S

(3,2)
11 , S

(2,3)
11 y S

(3,3)
11 .



4.3 Análisis de diplexores 175

(a) Filtro 2 terminado con carga adaptada

(b) Filtro 1 terminado con carga adaptada (se incluye una moneda de 1e para
apreciar el tamaño)

Figura 4.31: Montaje para realizar las medidas de los parámetros de dispersión del diplexor
del satélite Hispasat 1-C

4.3.4. Simulación

El análisis del diplexor se ha realizado con el método hı́brido 2-D propuesto en el capı́tulo
anterior, para lo cual el diplexor se ha descompuesto en los siguientes bloques (ver figura
4.32):

1. Unión T en plano H junto con dos saltos de sección también en plano H.

2. Estrechamiento inductivo a la entrada del puerto común.

3. Salto de sección en plano H a la entrada del filtro 1.

4. Filtro de cavidades inductivas número 1.

5. Salto de sección en plano H a la entrada del filtro 2.

6. Filtro de cavidades inductivas número 2.
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1

2

35 46

Figura 4.32: Esquema de los bloques en los que se ha dividido el diplexor para su análisis.
(1) Unión T y dos saltos en plano H. (2) Estrechamiento en plano H. (3) Salto de sección a
la entra del filtro 1. (4) Filtro 1. 5) Salto de sección a la entrada del filtro 2. (5) Filtro 2

Una vez segmentado el diplexor en varios bloques, cada uno de ellos ha sido analizado
por separado con el método hı́brido 2-D, y se han obtenido las MDGs de cada uno de los
bloques. Finalmente, y de acuerdo con las expresiones que se detallan en el apéndice F, se
han enlazado las MDGs de las redes por pasos hasta obtener la MDG total del diplexor.
Primero se enlazan las MDGs de la unión T y la del estrechamiento, obteniendo una MDG
conjunta de las dos redes. A continuación se enlaza la MDG resultante con el salto a la
entrada del filtro 1, y luego con la MDG del filtro 1. Y finalmente con la MDG del salto a la
entrada del filtro 2, y se termina enlazando con la MDG del filtro 2, tras lo cual se dispone
de la MDG completa del diplexor.

Para analizar cada uno de los bloques se han utilizado los siguientes parámetros de con-
trol a la hora de realizar el acoplo modal de modos de abiertos a modos guiados (el signifi-
cado de cada parámetros ha sido explicado con detalle en la sección 3.4):

• Unión T en plano H junto con dos saltos de sección también en plano H:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 13.5 mm 5 8 6 13 / 13 / 13 5.44 seg.

En la casilla de modos se ha apuntado el número de modos TEm0 utilizados en cada
uno de los tres puertos de accesos de la red.

• Estrechamiento inductivo a la entrada del puerto común:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 19.06 mm 5 8 6 13 / 13 1.99 seg.
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• Salto de sección en plano H a la entrada del filtro 1:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 19.05 mm 5 8 6 13 / 17 2.85 seg.

• Filtro de cavidades inductivas número 1:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 - 5 8 6 17 / 17 12.43 seg.

En la casilla R correspondiente al radio de la circunferencia que contiene a los objetos
2-D no se ha puesto nada porque el filtro inductivo se ha descompuesto en varias
subredes (cada uno de los estrechamientos que separan dos cavidades) y cada una de
ellas ha sido analizada por separado. Posteriormente se han enlazado las MDGs de
todos los estrechamientos para obtener la MDG final de todo el filtro.

• Salto de sección en plano H a la entrada del filtro 2:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 19.05 mm 5 8 6 17 / 13 2.85 seg.

• Filtro de cavidades inductivas número 2:

dNc R RAB Rfft Csc Modos Tiempo

150 - 5 8 6 17 / 17 10.44 seg.

Como se puede observar en las tablas anteriores, el número de modos guiados utilizado
es muy elevado comparado con el número de modos empleado para obtener los resultados
de problemas sencillos de la sección 3.4. También se ha aumentado el parámetros RAB que
determina el número de modos del espectro cilı́ndrico que se consideran. Esto ha hecho que
el tiempo de computación también aumente. La razón por la cual ha sido necesario aumentar
tanto el número de modos guiados y cilı́ndricos es porque las MDGs de cada uno de los
dispositivos han de ser muy exactas (y con muchos modos guiados) para que al enlazar
las MDGs de dos redes consecutivas se analice correctamente las interacciones entre las
citadas redes. En cambio, cuando tan sólo se desean los parámetros de dispersión de una red
aislada para el modo fundamental, como es el caso de los resultados de la sección 3.4, con
muchos menos modos se obtienen ya resultados satisfactorios, que se superponen con éxito
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al compararlos con los parámetros de dispersión del modo fundamental de publicaciones
cientı́ficas.

Sumando los tiempos de computación de cada elemento por separado, se obtiene un
tiempo de computación total del diplexor de 36 segundos por punto en frecuencia. Lo que
supone un esfuerzo computacional de alrededor de una hora para una simulación con 100
puntos. Es obvio que existen métodos de análisis especı́ficos para este tipo de dispositivos
mucho más eficientes, pero que son incapaces de analizar geometrı́as no canónicas como por
ejemplo diplexores con esquinas redondeadas producidas por la técnica de fabricación. En
cambio, con el método hı́brido, el diplexor con esquinas rectas o con esquinas redondeadas
supone idéntico esfuerzo computacional, tal y como se mostrará más adelante.

Resultados

En la figura 4.33 se muestra el factor de reflexión (parámetro S
(1,1)
11 ) en la puerta común

del diplexor. En la gráfica se comparan los resultados proporcionados por el método hı́brido
2-D y las medidas realizadas con el analizador de redes. Las medidas se han realizado sobre
el diplexor con tornillos de sinton ı́a (ver figura 4.24).
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Figura 4.33: Factor de reflexión en la puerta común del diplexor con tornillos de sintonı́a.
Comparación entre medidas y simulación (esquinas rectas)

Se observa en la figura que existe una buena concordancia entre las medidas del diplexor
con tornillos y la simulación del método hı́brido, a pesar de que en el método hı́brido no
se ha tenido en cuenta la presencia de los tornillos de sintonı́a. Esta concordancia se debe
a que, como ya se ha comentado con anterioridad, los tornillos de sintonı́a se utilizan para



4.3 Análisis de diplexores 179

corregir las desviaciones que sufre la respuesta del diplexor una vez fabricado con respecto a
la respuesta ideal que predice el simulador electromagnético tras la etapa de diseño. De modo
que los tornillos, ajustados de forma adecuada por personal experto de la empresa Alcatel
Espacio, consiguen que la respuesta real del diplexor con tornillos sea muy parecida a la que
proporciona su simulador electromagnético, y que por tanto se aproxima mucho también a
la simulación del método hı́brido 2-D.
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Figura 4.34: Factor de reflexión en la puerta común del diplexor sin tornillos de sintonı́a.
Comparación entre medidas y simulación (esquinas rectas)

En la figura 4.34 se muestra de nuevo el factor de reflexión en la puerta común del
diplexor, pero en este caso las medidas se han tomado sobre el diplexor sin tornillos de
sintonı́a. Más exactamente, los tornillos de sintonı́a siguen presentes, pero se ha modificado
la posición de todos ellos para que su penetración dentro del diplexor sea nula. Se observa
en este caso la diferencia entre la respuesta que predice un simulador electromagnético y la
respuesta real del mismo una vez fabricado.

Esta diferencia se debe fundamentalmente a los errores de mecanizado producidos por la
técnica de fabricación. En este caso la técnica utilizada es el corte en plano H ,que como se ha
comentado anteriormente produce esquinas redondeadas como las mostradas en el esquema
de la figura 4.13. En la figura 4.35 se muestra un detalle de la unión T del diplexor en la
que se puede apreciar la existencia de esquinas redondeadas como las mostradas en la figura
4.13. Se ha medido el radio de curvatura de las esquinas redondeadas del diplexor, y éste ha
resultado ser de aproximadamente 3 mm.
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Figura 4.35: Detalle de las esquinas redondeadas existentes en la union T de la maqueta del
diplexor a bordo del satélite Hispasat 1-C

Como el método hı́brido 2-D permite analizar cualquier estructura en plano H en guı́a
rectangular, se ha simulado la respuesta del diplexor con esquinas redondeadas con radio
de curvatura 3 mm. La simulación se ha realizado con el mismo valor de los parámetros de
control que ya se han expuesto para el caso del diplexor con esquinas rectas, y el tiempo
de computación consumido por la simulación ha resultado de 55 segundos por punto en
frecuencia, ligeramente superior al del diplexor con esquinas rectas debido a la presencia
de esquinas redondeadas que implica mayores dimensiones eléctricas de las subestructuras
(estrechamientos entre cavidades) que se han de analizar.

En la figura 4.36 se muestra de nuevo el factor de reflexión en la puerta común del
diplexor. Esta vez se comparan las medidas sobre el diplexor sin tornillos de sintonı́a con la
respuesta proporcionada por el método hı́brido considerando esquinas redondeadas.

Como se puede apreciar en la figura, al tener en cuenta las esquinas redondeadas el
método hı́brido es capaz de predecir correctamente la posición en frecuencia de la respuesta
del diplexor. No obstante, en las dos bandas de paso, el número de polos, su posición, y la
altura de los lóbulos no es coincidente entre las medidas y la simulación.

Estas diferencias pueden ser debidas a varias causas. En primer lugar, el simulador no
considera la existencia de tornillos de sintonı́a, y sin embargo en el diplexor sı́ existen tornil-
los. Aunque se ha ajustado manualmente la penetración de los tornillos para que queden
a ras de la pared superior de los filtros, es difı́cil realizar estos ajustes a ojo, y las pene-
traciones pueden no ser adecuadas (pueden penetrar un poco o retirarse hacia atrás liger-
amente). Además la terminación de los tornillos no es completamente plana. Todas estas
imperfecciones pueden afectar en gran medida a los resultados, ya que los tornillos se hallan
en el centro de la guı́a, donde el flujo de potencia electromagnética es máximo. Por otro lado,
la medida del radio de curvatura de las esquinas redondeadas del diplexor no pudo realizarse
con exactitud, ya que para ello hubiera sido necesario retirar la tapa superior del diplexor, y
no se disponı́a del equipo necesario para volver a colocar de nuevo la tapa correctamente.
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Figura 4.36: Factor de reflexión en la puerta común del diplexor sin tornillos de sintonı́a.
Comparación entre medidas y simulación con esquinas redondeadas (R=3 mm)

En las figuras 4.37, 4.38 y 4.39 se muestran el resto de los parámetros de dispersión del
diplexor. En la figura 4.37 se muestran S

(2,1)
11 , y S

(3,1)
11 . Se trata de la transmisión desde el

puerto común a las salidas de los filtros 1 y 2.
En la figura 4.38 se representan los parámetros S

(2,2)
11 , S

(1,2)
11 , y S

(3,2)
11 . Se trata, respectiva-

mente, del factor de reflexión en el puerto 2 (la salida del filtro 1), y la transmisión desde el
filtro 1 a las salidas del puerto común y del filtro 2.

Finalmente, en la figura 4.39 se representan los parámetros S
(3,3)
11 , S(1,3)

11 , y S
(2,3)
11 . Se trata,

respectivamente, del factor de reflexión en el puerto 3 (la salida del filtro 2), y la transmisión
desde el filtro 2 a las salidas del puerto común y del filtro 1.

Los comentarios respecto a la comparación de las medidas y los resultados de la sim-
ulación con esquinas redondeadas para los parámetros de las figuras 4.37, 4.38 y 4.39 son
los mismos que ya se han hecho para los parámetros de la figura 4.36, añadiendo que en el
caso de los parámetros S

(2,3)
11 y S

(3,2)
11 el nivel de los mismos se encuentra por debajo del fon-

do de ruido del analizador y que por tanto las medidas no son significativas, no pudiéndose
establecer pues una comparación con las simulaciones.
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En conclusión, si en el proceso de diseño de un diplexor se utilizase el método hı́brido
2-D en lugar de un simulador que no considera la existencia de esquinas redondeadas, posi-
blemente no serı́a necesaria la inclusión de tornillos de sintonı́a en el diplexor. De esta forma
se reducirı́a la complejidad en la fabricación del mismo, y no serı́a necesaria la intervención
manual de un operario experto que ajuste la posición de los tornillos. Y en caso de que los
tornillos siguieran siendo necesarios, el ajuste que se habrı́a de conseguir con los tornillos
serı́a de menor magnitud.
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4.4. Conclusiones

En este capı́tulo se ha aplicado el método hı́brido de análisis 2-D junto con la técnica de
acoplo modal a la determinación de los parámetros circuitales de varios problemas de gran
interés práctico.

Utilizando el método para obtener la respuesta en frecuencia de una poste dieléctrico
dentro de una guı́a rectangular, en combinación con medidas realizadas con un analizador
de redes y tras un proceso de optimización, se ha conseguido desarrollar un método muy
preciso y eficiente para la determinación de la propiedades dieléctricas de materiales. La
nueva técnica de medida supera las limitaciones de otras técnicas de medidas anteriores. El
nuevo método puede determinar las propiedades dieléctricas de materiales sólidos y también
de materiales lı́quidos de una forma muy precisa, ya que en el caso de los lı́quidos se los
introduce en una pipeta y la presencia de la pipeta también se ha tenido en cuenta. Otra ven-
taja del método de medida es la sencillez de la forma cilı́ndrica que debe tener la muestra
de material a analizar, aunque se podrı́a utilizar otra forma (por ejemplo, un poste cuadrado)
y se obtendrı́an los mismos resultados. La forma de introducir la muestra evita el inconve-
niente de otros métodos en los que el material dieléctrico tiene que llenar gran parte de la
guı́a, existiendo pues el peligro de que queden huecos de aire entre el dieléctrico y la guı́a
que deterioren las medidas. Esta nueva técnica propuesta se ha aplicado a la medida de la
permitividad eléctrica del etanol, obteniendo unos resultados muy precisos.

También se ha utilizado el método hı́brido para analizar filtros inductivos de cavidades
inductivas con defectos de fabricación. Estos filtros son muy utilizados en el sector de las co-
municaciones espaciales. El hecho de poder analizar las esquinas redondeadas que aparecen
cuando la técnica de fabricación no es muy precisa permite obtener las dimensiones óptimas
del filtro aún con estos defectos, de modo que se pueden obtener las mismas prestaciones
con un menor coste de fabricación. Se ha simulado la respuesta de varios filtros con esquinas
redondeadas producidas por dos técnicas de fabricación distintas, y se ha comprobado el
efecto que dichas esquinas producen en la respuesta de los filtros. Se ha validado la precisión
de los resultados comparando con resultados proporcionados por un programa comercial de
análisis electromagnético.

Finalmente, se ha comprobado la validez del método hı́brido para analizar un dispositivo
de comunicaciones tan complejo como es un diplexor en guı́a rectangular con filtros de cavi-
dades inductivas. Los resultados del método han sido validados con medidas realizadas en el
laboratorio sobre una maqueta de un diplexor actualmente a bordo del satélite Hispasat 1-C.
Se ha analizado el diplexor considerando la presencia de esquinas redondeadas debidas a la
técnica de fabricación por corte en plano H, y se ha comprobado que los resultados se ajustan
bastante bien a las medidas del diplexor sin tornillos de sintonı́a. Esto hace pensar que en
caso de realizar el diseño del diplexor con el método hı́brido, teniendo en cuenta los errores
de mecanizado en la simulación, los tornillos de sintonı́a podrı́an no ser necesarios.

Se ha comprobado que el nuevo método de análisis de problemas inductivos con ge-
ometrı́a arbitraria en guı́a rectangular posee múltiples aplicaciones en el campo de las comu-
nicaciones, y que resulta preciso y razonablemente eficiente para el análisis de estructuras de
gran complejidad.
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Capı́tulo 5

Conclusiones

El primer trabajo realizado en la tesis ha sido el de mejorar las técnicas de análisis de
problemas de dispersión en espacio abierto que ya se habı́an desarrollado con anterioridad en
el Departamento de Comunicaciones de la Universidad Politécnica de Valencia. Con relación
a las capacidades de análisis de objetos dispersores de que se disponı́a [7] (tiras y cilindros
metálicos), se han implementado técnicas que permiten analizar además otros objetos como
son cilindros multicapa con pérdidas eléctricas y magnéticas (solución analı́tica), objetos
dieléctricos inhomogéneos de sección arbitraria, arcos circulares metálicos y objetos cuya
geometrı́a se puede expresar como combinaciones de objetos metálicos sencillos (tiras y
cilindros). Además se ha mejorado el cálculo de los elementos de la diagonal principal de
la matriz de coeficiente resultante de aplicar el método de los momentos al cálculo de la
corriente inducida en la superficie de un objeto metálico 2-D. Esta mejora ha supuesto una
reducción del coste computacional a la cuarta parte sin pérdida de precisión en los resultados.

A continuación se ha desarrollado un nuevo método de análisis del acoplo electromagnético
entre múltiples dispersores con el objeto de superar las limitaciones del método de que
se disponı́a al comenzar la tesis [3], que hacı́an imposible el análisis de estructuras muy
cerradas, como las que son necesarias analizar para obtener los parámetros circuitales de
muchos dispositivos en guı́a de onda rectangular. Con el nuevo método es posible analizar
prácticamente cualquier problema de dispersión múltiple 2-D independientemente de la posi-
ción de los objetos, incluidos muchos dispositivos reales inductivos en guı́a rectangular.

Una vez conseguido un método de análisis de problemas múltiples 2-D eficiente y capaz
de analizar prácticamente cualquier estructura, se ha aplicado al análisis de dispositivos in-
ductivos en guı́a rectangular. Para ello ha sido necesario extraer los parámetros circuitales
de la estructura guiada a partir de la matriz de dispersión de modos cilı́ndricos del problema
2-D equivalente. En primer lugar se ha desarrollado una técnica para la obtención de la ma-
triz de admitancias generalizadas (MAG). Los resultados obtenidos son satisfactorios si se
analiza un único dispositivo, pero la precisión de esta técnica resulta insuficiente si se desea
caracterizar varios dispositivos en guı́a y enlazar sus matrices de parámetros circuitales para
obtener la respuesta global de la red formada por la unión en cascada de varios dispositivos.
Para superar esta limitación se ha desarrollado otra técnica que permite construir la matriz de
dispersión generalizada (MDG). Para desarrollar esta otra técnica ha sido necesario realizar
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un estudio exhaustivo de la cantidad de modos cilı́ndricos que son necesarios para reconstruir
correctamente los modos de una guı́a rectangular estándar a lo largo de una circunferencia.
Los resultados obtenidos con esta técnica son excelentes y se ha analizado con éxito una
gran variedad de dispositivos en guı́a rectangular, y en todos los casos los resultados se han
validado con otros publicados en la bibliografı́a técnica relacionada.

Esta técnica también ha permitido el análisis con éxito de filtros y diplexores inductivos.
Ambos dispositivos están formados por la unión en cascada de varias subredes cada una
de las cuales ha sido caracterizada de forma independiente. Con la formulación que se ha
desarrollado en el apéndice F ha sido posible unir las matrices de dispersión generalizadas
de las subredes con éxito. Además se ha analizado el efecto que produce la presencia de
esquinas redondeadas debidas a defectos en la fabricación en dichos dispositivos, y se ha
validado con éxito la precisión del método comparando sus resultados con medidas de la
respuesta de un diplexor real con esquinas redondeadas debidas a defectos de fabricación.
Hay que destacar que esta última geometrı́a resulta muy costosa computacionalmente uti-
lizando técnicas clásicas de análisis de problemas de geometrı́a arbitraria. En el caso de la
nueva técnica el coste computacional ha resultado ser más de 10 veces inferior al coste com-
putacional de un software comercial de análisis electromagnético de propósito general. El
análisis eficiente de los defectos de mecanizado en dispositivos de comunicaciones en guı́a
rectangular es una muestra de la la gran aplicabilidad práctica de la herramienta desarrollada
en la tesis, ya que permitirá en un futuro el diseño automatizado de estos dispositivos tenien-
do en cuenta los defectos de mecanizado. Por un lado esto garantiza un mejor diseño, en el
que las dimensiones óptimas del dispositivo se calculan teniendo ya en cuenta que se van a
producir defectos al fabricar. Y por otro lado permite relajar las tolerancias de fabricación,
pues aunque los defectos de fabricación sean grandes de igual forma seremos capaces de
encontrar unas dimensiones óptimas de la estructura que satisfagan las especificaciones.

Además de la aplicación al análisis de filtros y diplexores con esquinas redondeadas,
la nueva herramienta de análisis ha sido aplicada con éxito a la determinación precisa de
las propiedades dieléctricas de materiales, aunque éstos sean lı́quidos. Y con ello se han
conseguido superar algunas limitaciones (poder analizar sólo materiales con bajas pérdidas
y en un margen de frecuencia estrecho) de otros métodos que se han utilizado recientemente
para el mismo propósito. Para esta aplicación ha sido necesario implementar un algoritmo
de optimización de funciones N-dimensionales (método de descenso del simplex).

Como valoración final del trabajo realizado en la tesis se puede afirmar que se ha con-
seguido un método eficaz y muy eficiente de análisis de problemas arbitrarios 2-D en es-
pacio abierto y de problemas inductivos de geometrı́a arbitraria en guı́a rectangular. Las
primeras aplicaciones de esta nueva herramienta han resultado de un gran interés práctico,
y son muchas las aplicaciones que aún quedan por explotar, como por ejemplo el análisis
de cristales fotónicos que cada vez está recibiendo más interés por parte de la comunidad
cientı́fica, la combinación con métodos de optimización para diseñar dispositivos de comu-
nicaciones teniendo en cuenta defectos de fabricación, el diseño de nuevos dispositivos tales
como filtros con postes dieléctricos, etc.

El interés cientı́fico de la tesis queda justificado por las publicaciones de tipo cientı́fico
a que ha dado lugar (ver apéndice G): 2 artı́culos publicados y uno en revisión en revistas
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de ámbito internacional, 4 ponencias en congresos nacionales, y 14 ponencias en congresos
internacionales.

Entre las muchas lı́neas futuras de investigación relacionadas con esta nueva herramienta
cabe destacar la extensión del método, primero al análisis de problemas capacitivos (p. ej.
saltos de sección capacitivos, y estructuras en plano E en general), y posteriormente al análi-
sis de estructuras guiadas completamente tridimensionales, tales como tornillos de sintonı́a,
iris elı́pticos, o excitación mediante cable coaxial, etc. Para conseguir este objetivo resulta
necesario extender el método de análisis de problemas de dispersión múltiple en espacio
abierto a tres dimensiones. En caso de lograr una técnica capaz de resolver problemas de
acoplo 3-D, se podrı́a aplicar también al análisis de antenas o a la predicción de la respuesta
electromagnética de cubiertas vegetales o de otro tipo de blancos, también de gran interés
práctico. Otra posible ampliación de la herramienta de análisis desarrollada en la tesis es el
análisis de transiciones entre una estructura guiada (alimentador) y una estructura radiante
(antena), que permitirı́a en un futuro el diseño integrado de sistemas reales de comunicación
considerando a la vez circuitos de alimentación y elementos radiantes.
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Apéndice A

Espectros Cilı́ndrico y Plano de campos
electromagnéticos. Transformaciones de
espectros

En este apéndice se introduce el concepto de espectro de campo electromagnético, y se
describen dos espectros distintos, el cilı́ndrico y el de ondas planas. Finalmente, se explica
cómo transformar un espectro cilı́ndrico en otro de ondas planas.

A.1. Espectro cilı́ndrico

La solución de la ecuación de onda en coordenadas cilı́ndricas son un conjunto infini-
to de modos o funciones cilı́ndricas, como se desarrolla en [29], de forma que los campos
eléctrico y magnético pueden expresarse como una suma infinita de dichas funciones o mod-
os, cada uno ponderado por un peso. Estos pesos constituyen el llamado espectro cil ı́ndrico
de campo. Los modos cilı́ndricos representan ondas cuyo frente de fase es un cilindro con
centro en el origen de coordenadas.

Los modos cilı́ndricos son:

H(1)
n (kρρ) ejnφ e±jkzz y H (2)

n (kρρ) ejnφ e±jkzz

A partir de dichos modos, el campo eléctrico se puede expresar como:

Ez(ρ, φ) =

2∑
i=1

∞∑
n=−∞

∫
kρ

cin(kρ) H(i)
n (kρρ) ejnφ e±jkzz dkρ (A.1)

donde los coeficientes cin(kρ) constituyen el espectro escalar cilı́ndrico del campo eléctrico.
En problemas bidimensionales estos modos son constantes para cualquier valor de z, de

modo que el número de onda no depende de z, y kρ = k = 2π/λ. Por lo tanto, los modos
cilı́ndricos con invarianza en z son:

H(1)
n (kρ) ejnφ y H (2)

n (kρ) ejnφ
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Utilizando los modos anteriores, el campo eléctrico en problemas invariantes en z se
puede expresar como:

Ez(ρ, φ) =

2∑
i=1

∞∑
n=−∞

cin H(i)
n (kρ) ejnφ (A.2)

donde los coeficientes cin constituyen el espectro cilı́ndrico escalar de campo para problemas
bidimensionales, siendo independientes de kρ.

La función de Hankel de segunda especie, H
(2)
n (kρ) es una función emergente desde el

origen de coordenadas hacia el infinito, mientras que la de primera especie H
(1)
n (kρ) repre-

senta una onda que avanza desde el infinito hasta el origen. La parte imaginaria de ambas
funciones es singular en el origen.

Consecuentemente, el campo dispersado producido por unas fuentes situadas en el origen
de coordenadas presenta un espectro cilı́ndrico cuyos coeficientes c1n serán nulos, y por tanto
la expresión del campo se reduce a la siguiente expresión:

Ez(ρ, φ) =
∞∑

n=−∞
c2n H(2)

n (kρ) ejnφ (A.3)

Si en el origen de coordenadas el campo es no singular (porque las fuentes que lo pro-
ducen están lejos del origen), como es el caso del campo incidente a un objeto dispersor,
los coeficientes c1n y c2n son iguales necesariamente para que las partes imaginarias de las
funciones de Hankel de primera y segunda especie se anulen y el campo quede acotado en el
origen. La expresión del campo eléctrico es en este caso:

Ez(ρ, φ) =
∞∑

n=−∞
in Jn(kρ) ejnφ (A.4)

donde in = 2c1n = 2c2n, y Jn(kρ) = (H
(1)
n (kρ) + H

(2)
n (kρ))/2 es la función de Bessel, que

representa una onda que se propaga hacia el origen pero que no es singular en él.
Por lo tanto se puede hablar de un espectro cilı́ndrico para el campo dispersado por

un objeto dispersor (coeficientes cn = c2n cuando c1n = 0), y un espectro cilı́ndrico para
el campo incidente sobre un objeto situado en el origen de coordenadas pero generado en
otro punto, y que viene dado por los coeficientes in.

A.2. Espectro de ondas planas

Resolviendo la ecuación de onda en coordenadas cartesianas se obtienen unas soluciones
que son ondas planas que se propagan cada una con una dirección diferente, como se explica
en [29]. Una onda plana es una onda con un frente de fase plano y que se propaga con una
dirección dada. Estos modos u ondas planas son de la forma:

e−jkxx e−jkyy e±jkzz
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donde:

k =
2π

λ

kx = k cos(β) sin(α)

ky = k sin(β) sin(α)

kz = k cos(α)

kρ = k sin(α) =
√

k2
x + k2

y

x = ρ cos(φ) sin(θ)

y = ρ sin(φ) sin(θ)

z = ρ cos(θ) (A.5)

Los ángulos β y α indican la dirección de avance del frente de fase, tal y como se muestra
en la figura A.1, mientras que ρ, θ y φ son las coordenadas cilı́ndricas del punto donde se
evalúa el campo.

El campo eléctrico se puede expresar como una suma infinita (una integral) de ondas
planas, cada una con una dirección (α, β), es decir, con unos valores distintos de kx y ky. Y
cada onda plana vendrá ponderada por un peso distinto. La función continua que contiene
los pesos para cada onda es el espectro de ondas planas del campo, que se representa como
p(kx, ky), o como p(kρ, β). Y el campo se expresa en función de dicho espectro como:

Ez(x, y, z) =

∫
kx

∫
ky

p(kx, ky) e−jkxx e−jkyy e±jkzz dkx dky (A.6)

Si se desea utilizar coordenadas cilı́ndricas, se deben tener en cuenta las siguientes equiv-
alencias:

kxx + kyy = kρ ρ sin(θ) cos(φ − β)

dkx dky =

∣∣∣∣∣∣
∂kx

∂kρ

∂kx

∂β

∂ky

∂kρ

∂ky

∂β

∣∣∣∣∣∣ dkρ dβ = kρ dkρ dβ

Las relaciones anteriores permiten particularizar la expresión en A.6 del campo eléctrico
en función de su espectro de ondas planas para el caso de utilizar coordenadas cilı́ndricas,
obteniéndose la siguiente expresión:

Ez(ρ, θ, φ) =

∫
kρ

∫
β

p(kρ, β) e−jkρρ sin(θ) cos(φ−β) e±jkzz kρ dkρ dβ (A.7)
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Figura A.1: Diagrama de avance de una onda plana

En el caso de problemas invariantes en z, bidimensionales, la dirección de estas ondas
planas estará contenida en el plano XY , de modo que α = 90◦ y θ = 90◦, y kρ = k =
2π/λ. Por lo tanto en dos dimensiones las expresiones en A.5 se simplifican, quedando de la
siguiente forma:

kx = k cos(β)

ky = k sin(β)

kz = 0

kρ = k

x = ρ cos(φ)

y = ρ sin(φ)

(A.8)

Y la onda plana en dos dimensiones queda como:

e−jkxx e−jkyy = e−jkρ cos(φ−β)

Finalmente, el campo eléctrico en problemas invariantes en z se reconstruye a partir de
su espectro bidimensional p(β) de ondas planas de acuerdo con la siguiente expresión:

Ez(ρ, φ) = k

∫
β

p(β) e−jkρ cos(φ−β) dβ (A.9)
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A.3. Equivalencia entre espectro plano y cil ı́ndrico

La equivalencia de espectros plano y cilı́ndrico se obtiene a partir de las siguientes rela-
ciones [29]:

cin(kρ) = j−nkρ
1

2

∫ 2π

β=0

p(kρ, β) e−jnβ dβ

p(kρ, β) =
1

πkρ

∞∑
n=−∞

jncin(kρ) ejnβ (A.10)

Para el caso bidimensional estas equivalencias se reducen a:

cin = j−nk

2

∫ 2π

β=0

p(β) e−jnβ dβ

p(β) =
1

πk

∞∑
n=−∞

jncin ejnβ (A.11)

A.4. Espectro cilı́ndrico de una onda incidente plana

Las relaciones de A.3 servirán para obtener el espectro cilı́ndrico del campo incidente
a un objeto dispersor cuando el campo incidente es una onda plana. Con ello se obtiene el
campo dispersado como el producto de la función de transferencia del objeto por el espectro
cilı́ndrico de campo incidente.

Una onda plana que se propague en el plano XY con una dirección de avance φ = β0 es
de la forma:

Ez(ρ, φ) = e−jkρ cos(φ−β0)

El espectro de ondas planas de esta onda es:

p(β) =
1

k

1

2π

∫ 2π

φ=0

Ez(ρ, φ) ejkρ cos(φ−β) dφ

=

{
1
k

si β = β0

0 si β �= β0

=
1

k
δ(β − β0) (A.12)
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Por lo tanto, y usando (A.11), el espectro cilı́ndrico de una onda plana es:

cin = j−n k

2

∫ 2π

β=0

1

k
δ(β − β0) e−jnβ dβ

= j−n e−jnβ0

2
(A.13)

Puesto que c1n = c2n, se puede expresar el campo en función de su espectro cilı́ndrico
incidente (coeficientes in), de modo que in = 2c1n = 2c2n = (jejβ0)−n.

En resumen:

Ez(ρ, φ) = e−jkρ cos(φ−β0)

=
∞∑

n=−∞

(
jejβ0

)−n
Jn(kρ) ejnφ (A.14)



Apéndice B

Matrices de Traslación de espectros

B.1. Introducción

En la resolución de problemas electromagnéticos con múltiples objetos dispersores es
necesario obtener el espectro de un campo electromagnético referido a un origen a partir del
espectro de dicho campo referido a otro origen. En este apéndice se obtienen unas matrices
llamadas matrices de traslación de espectros [29, 6, 8] que permiten obtener el espectro de
un campo referido a otros puntos a partir del espectro de dicho campo referido a un punto
concreto.

Un tipo de matrices de traslación proporciona el espectro de campo incidente centrado en
un origen a partir del espectro de dicho campo emergente desde otro origen. A estas matrices
se las denomina matrices de traslación de espectro emergente a incidente.

Otro tipo de matrices de traslación proporciona el espectro de campo incidente centrado
en un origen a partir del espectro de dicho campo incidente centrado en otro origen. Estas
son las matrices de traslación de espectro incidente a incidente.

B.2. Traslación de espectro emergente a incidente

Supongamos la situación de la figura B.1, en la que hay dos objetos dispersores O1 y O2.
El objeto O1 dispersa un campo:

Ez(�ρ1) =

Nd1∑
q=−Nd1

cq H(2)
q (Kρ1) ejqφ1 (B.1)

donde �ρ1 está referido a un sistema de coordenadas local a O1 (x1 e y1 en la figura B.1).

El campo Ez dispersado por O1 se propaga e incide sobre O2. Para conocer la respuesta
de O2 ante dicha incidencia nos interesa expresar el campo Ez en el sistema local de coorde-
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Figura B.1: Ubicación de los objetos O1 y O2. El campo dispersado por O1 incide en O2

nadas a O2 como:

Ez(�ρ2) =

Ni2∑
p=−Ni2

ip Jp(Kρ2) ejpφ2 (B.2)

donde �ρ2 está referido al sistema de coordenadas local a O2 (x2 e y2 en la figura B.1).
Para poder realizar esta traslación de un espectro emergente a otro incidente, debemos

expresar los modos cilı́ndricos H
(2)
q (kρ1) ejqφ1 emergentes de O1 como sumatorio de modos

cilı́ndricos Jp(kρ2) ejpφ2 incidentes a O2. Esta relación viene recogida en [8, 87, 88] y se
expresa de la siguiente manera:

H(2)
q (kρ1) ejqφ1 =

∞∑
p=−∞

H
(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21 Jp(kρ2) ejpφ2 ρ2 ≤ d21 (B.3)

donde d21 es la distancia entre los centros de los sistemas de coordenadas de O1 y O2, y
φ21 es la coordenada φ del origen del sistema de coordenadas de O1 referido al sistema de
coordenadas de O2. La expresión anterior es válida en la circunferencia centrada en el objeto
O2 y de radio d21. Los parámetros d21 y φ21 se ilustran en la figura B.2, y se pueden obtener
como:

d21 =
√

(xc1 − xc2)
2 + (yc1 − yc2)

2

tanφ21 =
yc1 − yc2

xc1 − xc2

(B.4)

donde �ρc1 = (xc1, yc1) son las coordenadas del origen del sistema de coordenadas local a
O1 en un sistema de coordenadas global a O1 y a O2, como se ilustra en la figura B.2. Y
consecuentemente �ρc2 = (xc2, yc2) son las coordenadas del origen del sistema local a O2.

La relación entre el espectro [cq] dispersado por O1 y el incidente [ip] a O2 se puede
establecer utilizando las expresiones anteriores:
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Figura B.2: Diagrama explicativo de los parámetros d21 y φ21

Ez =

Nd1∑
q=−Nd1

cq H(2)
q (kρ1) ejqφ1

=

Nd1∑
q=−Nd1

cq

∞∑
p=−∞

H
(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21 Jp(kρ2) ejpφ2

=

∞∑
p=−∞


 Nd1∑

q=−Nd1

cq H
(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21


 Jp(kρ2) ejpφ2

=

∞∑
p=−∞

ip Jp(kρ2) ejpφ2

�
Ni2∑

p=−Ni2

ip Jp(kρ2) ejpφ2 (B.5)

A partir de estas expresiones se puede construir ya la matriz T21 de traslación de espec-
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tro emergente desde O1 a incidente sobre O2:




i−Ni2

i−Ni2
+1

...
iNi2


 =

−Ni2

↓
p

↓
Ni2

−Nd1
−→q−→Nd1︷ ︸︸ ︷



 H

(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21


 ·




c−Nd1

c−Nd1
+1

...
cNd1


 (B.6)

La expresión del campo dispersado por el objeto O1 tan sólo es válida en la región libre
de fuentes, es decir, fuera de la circunferencia que circunscribe al objeto O1. Por lo tanto, la
expresión del campo Ez a partir de modos cilı́ndricos emergentes de O1

Nd1∑
q=−Nd1

cq H(2)
q (kρ1) ejqφ1

es tan sólo válida en el exterior de la circunferencia que contiene al objeto O1. La expresión
del campo incidente a O2 con infinitos modos

∞∑
p=−∞


 Nd1∑

q=−Nd1

cq H
(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21


 Jp(kρ2) ejpφ2

es válida dentro de la circunferencia centrada en el objeto O2 y de radio d21, pero fuera de la
circunferencia que circunscribe a O1.

Si en lugar de tomar infinitos modos cilı́ndricos incidentes a O2, (p variando desde −∞
a ∞), tomamos 2 Ni2 + 1 modos, la expresión

Ni2∑
p=−Ni2


 Nd1∑

q=−Nd1

cq H
(2)
p−q(kd21) e−j(p−q)φ21


 Jp(kρ2) ejpφ2

es válida en la región externa a la circunferencia que contiene a O1 e interna a la circun-
ferencia de radio Ni2/k centrada en O2, como se ilustra en la figura B.3.

En las figuras B.4, B.5 y B.6 se ilustra un ejemplo de traslación de espectro emergente a
incidente. La figura B.4 presenta la amplitud y la fase del campo dispersado por un cilindro
metálico de radio 2λ ante la incidencia de una onda plana que avanza paralela al eje X , hacia
valores crecientes de la coordenada x (es decir, β = 0). El cilindro se halla centrado en el
punto (−4, 0).

El campo dispersado por el cilindro y en general todos los campos serán representados
en una rejilla bidimensional para apreciar las zonas donde la reconstrucción de los campos es
correcta. En el caso del campo dispersado por el cilindro, éste se reconstruye correctamente a
partir de su espectro emergente [cq] en la zona externa a la circunferencia que lo circunscribe.
El campo que proporciona dicho espectro dentro de la circunferencia que circuncribe al
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Figura B.3: Regiones de validez de los distintos desarrollos modales en la traslación de
espectro emergente a incidente

objeto no ha sido representado ya que éste es singular, y carece de interés. El campo real
dentro del cilindro es nulo, y este es el valor que se ha tomado para dicha zona.

Se ha dibujado una circunferencia con lı́nea discontinua cuyo centro es el punto (3, 0) y
con radio 4λ. Dicha circunferencia representa la zona donde queremos reconstruir el campo
dispersado con el cilindro a partir de un espectro incidente centrado en el punto (3, 0). Uti-
lizando la matriz de traslación de coordenadas de espectro emergente de (−4, 0) a espectro
incidente en el punto (3, 0), se obtiene el espectro de campo incidente centrado en dicho
punto.

La amplitud y la fase de la reconstrucción del campo dispersado por el cilindro a partir
del espectro incidente centrado en (3, 0) se representa en la figura B.5. Para reconstruir el
campo se han utilizado 2Ni2 + 1 modos, donde Ni2 = k 4λ.

Se observa en la reconstrucción del campo a partir del espectro incidente que tanto la
amplitud como la fase coinciden con las del campo proporcionado por el espectro emergente
dentro de la circunferencia de trazo discontinuo. Dicha circunferencia corresponde con la
zona donde se reconstruye correctamente el campo incidente con 2Ni2 +1 modos para Ni2 =
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Figura B.4: Amplitud y fase del campo dispersado por un cilindro infinito de radio 2λ cen-
trado en (−4, 0) ante una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro emergente
de (−4, 0)
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Figura B.5: Amplitud y fase del campo dispersado por un cilindro infinito de radio 2λ cen-
trado en (−4, 0) ante una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro incidente
a (3, 0) con Ni2 = k 4λ

k 4λ. Para reconstruir el campo correctamente en una zona más amplia se deberı́a tomar un
valor de Ni2 mayor.

En la figura B.6 se representa la amplitud y la fase del campo dispersado por el cilindro
a lo largo del eje X . Se ha representado la reconstrucción del campo a partir del espectro
emergente (reconstrucción total) y a partir del incidente (reconstrucción parcial). Se observa
cómo el espectro incidente proporciona un campo dispersado que se ajusta bastante bien,
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especialmente la fase, en la zona interna a la circunferencia de radio 4λ centrada en (3, 0),
pero que difiere totalmente fuera de dicha zona.
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Figura B.6: Amplitud y fase del campo dispersado por un cilindro infinito de radio 2λ cen-
trado en (−4, 0) ante una onda plana (β = 0). Reconstrucciones total y parcial (Ni2 = k 4λ).

La reconstrucción del campo dispersado por el cilindro como campo incidente centrado
en (3, 0) con un número mayor de modos se representa en la figura B.7. En este caso se ha
escogido un valor de Ni2 = k 8λ. Dicho valor de Ni2 supone que, en principio, el campo se
deberı́a reconstruir correctamente en un radio de 8λ alrededor del punto (3, 0). No obstante,
la reconstrucción del campo a partir del espectro incidente obtenido por medio de la matriz
de traslación de espectro emergente a incidente es tan sólo válida dentro de la circunferencia
centrada en (3, 0) y de radio d21. Dicho parámetro es la distancia entre los centros de los
espectros emergente e incidente, y en este caso concreto dicha distancia es de valor d21 = 7λ.
Por lo tanto, según el criterio Ni2 = ka, el número de modos tomado para recontruir el
campo incidente permitirı́a la reconstrucción correcta en un radio de 8λ, pero como dicho
radio excede el valor de d21, el campo, como se aprecia en la amplitud y la fase de la figura
B.7, se reconstruye correctamente en un radio de valor d21 = 7λ, que es la zona más amplia
en la que podemos reconstruir el campo a partir de un espectro incidente centrado en (3, 0).
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Figura B.7: Amplitud y fase del campo dispersado por un cilindro infinito de radio 2λ cen-
trado en (−4, 0) ante una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro incidente
a (3, 0) con Ni2 = k 8λ

De la circunferencia centrada en (3, 0) y de radio d21 se debe excluir lógicamente la parte
de la circunferencia que circunscribe al cilindro y que entra dentro de aquélla. En dicha zona
ni siquiera el espectro emergente de (−4, 0) proporciona una reconstrucción correcta del
campo, y por tanto tampoco lo hace el espectro incidente obtenido a partir del emergente.

En la figura B.8 se comparan la amplitud y la fase del campo dispersado por el cilindro a
lo largo del eje X , reconstruyéndolo a partir del espectro emergente (reconstrucción total) y a
partir del incidente (reconstrucción parcial) con Ni2 = k 8λ. Como se aprecia en las gráficas
la reconstrucción es buena en un cı́rculo centrado en (3, 0) de radio aproximadamente 7λ.
Fuera de dicha zona la reconstrucción del campo a partir del espectro incidente proporciona
un campo cuya amplitud es muy elevada, mucho más que en la reconstrucción parcial de la
figura B.6 con un número menor de modos.

El hecho de que al reconstruir el campo incidente con mayor número de modos aumenten
considerablemente los valores de campo fuera de la zona de interés viene acompañado por el
fenómeno de que algunos de los elementos de la matriz de traslación de espectro emergente
a incidente son cada vez de mayor tamaño. Dicho fenómeno no afecta a la reconstrucción del
campo en la zona de interés, pues en dicha zona el campo incidente se reconstruye correc-
tamente. Sin embargo, en los problemas de acoplo electromagnético o realimentación entre
varios dispersores, es preciso resolver sistemas matriciales. En estos casos la utilización de
matrices de traslación con elementos muy elevados puede provocar que los sistemas matri-
ciales que se deben resolver estén mal condicionados y no se pueda obtener una solución.

La tabla B.1 muestra la evolución de la matriz de traslación de espectro emergente a in-
cidente conforme reconstruimos el campo incidente con mayor número de modos. En dicha
tabla se muestra el radio de la zona donde supuestamente se reconstruirı́a correctamente el
campo Ni2/k. En otra columna se ha incluido el margen entre dicho radio y el valor del
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Figura B.8: Amplitud y fase del campo dispersado por un cilindro infinito de radio 2λ cen-
trado en (−4, 0) ante una onda plana (β = 0). Reconstrucciones total y parcial (Ni2 = k 8λ).

parámetro d21, que en este ejemplo vale 7λ. Y en la tercera columna se representa la am-
plitud del elemento de la matriz de traslación que mayor amplitud presenta. Se aprecia un
aumento de la amplitud del mayor elemento de la matriz de traslación conforme el margen
con d21 disminuye. Mientras dicho margen es positivo la matriz de traslación no presenta
elementos muy singulares, pero valores negativos para el margen con d21 supone que quere-
mos reconstruir el campo dispersado por el cilindro en una zona que incluye el punto interior
al cilindro donde está centrado el espectro emergente. En dicho punto el espectro emergente
es singular, y por tanto la pretensión de reconstruir el campo incluso en ese punto es lo que
provoca la aparición de elementos en la matriz de traslación que son cada vez más singulares
cuanto más negativo es el margen respecto a d21.

La conclusión de esta discusión es que no debe tomarse un margen sobre d21 negativo,
ya que eso puede provocar problemas de singularidades en la resolución de sistemas de
ecuaciones en problemas de acoplo electromagnético, y además esta decisión se refuerza por
el hecho de que escoger un número de modos Ni2 tan elevado que haga que el margen con
d21 sea negativo no amplı́a la zona donde se reconstruye correctamente el campo a partir del
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espectro incidente, como ya se ha comentado anteriormente.

Radio (Ni2/k) Margen con d21 Elemento de mayor amplitud
2 5 0.1451

2.5 4.5 0.1543

3 4 0.1685

3.5 3.5 0.1941

4 3 0.2941

4.5 2.5 0.6190

5 2 2.2402

5.5 1.5 12.5295

6 1 96.8612

6.5 0.5 977.2143

7 0 1,2428 104

7.5 -0.5 5,0738 105

8 -1 1,0168 107

8.5 -1.5 2,4133 108

Tabla B.1: Evolución del elemento más singular de la matriz de traslación de espectro emer-
gente a incidente al disminuir el margen con d21

B.3. Traslación de espectro incidente a incidente

Supongamos la situación de la figura B.9, en la que un campo Ez incidente está expresado
como una suma de modos cilı́ndricos centrados en el punto (xc1 , yc1), origen del sistema de
coordenadas formado por los ejes X1, Y1:

Ez(�ρ1) =

Ni1∑
p=−Ni1

ip Jp(kρ1) ejpφ1 (B.7)

donde �ρ1 está referido al sistema de coordenadas definido por los ejes X1, Y1.
Se desea expresar el campo Ez como una suma de modos cilı́ndricos centrados en el

punto (xc2, yc2), origen del sistema de coordenadas formado por los ejes X2, Y2:

Ez(�ρ2) =

Ni2∑
r=−Ni2

i′r Jr(kρ2) ejrφ2 (B.8)

donde �ρ2 está referido al sistema de coordenadas definido por los ejes X2, Y2.
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Figura B.9: Posición de los ejes X1, Y1 y X2, Y2.

Para poder realizar esta traslación de un espectro incidente centrado en (xc1 , yc1) a otro in-
cidente centrado en (xc2, yc2), debemos expresar los modos cilı́ndricos Jp(kρ1) ejpφ1 centra-
dos en (xc1 , yc1) como sumatorio de modos cilı́ndricos Jr(kρ2) ejrφ2 centrados en (xc2 , yc2).
Esta relación la proporciona la siguiente expresión [8]:

Jp(kρ1) ejpφ1 =
∞∑

r=−∞
Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21 Jr(kρ2) ejrφ2 (B.9)

donde d21 es la distancia entre los puntos (xc1 , yc1) y (xc2 , yc2) y φ21 es la coordenada φ del
punto (xc1 , yc1) en el sistema de coordenadas definido por los ejes X2, Y2. Ambos parámetros
d21 y φ21 se ilustran en la figura B.2, y pueden obtenerse como:

d21 =
√

(xc1 − xc2)
2 + (yc1 − yc2)

2

tanφ21 =
yc1 − yc2

xc1 − xc2

(B.10)

La expresión anterior permite obtener la relación entre el espectro [ip] centrado en (xc1 , yc1)
y el espectro [i′r] centrado en (xc2 , yc2):
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Ez =

Ni1∑
p=−Ni1

ip Jp(kρ1) ejpφ1

=

Ni1∑
p=−Ni1

ip

∞∑
r=−∞

Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21 Jr(kρ2) ejrφ2

=

∞∑
r=−∞


 Ni1∑

p=−Ni1

ip Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21


 Jr(kρ2) ejrφ2

=
∞∑

r=−∞
i′r Jr(kρ2) ejrφ2

�
Ni2∑

r=−Ni2

i′r Jr(kρ2) ejrφ2 (B.11)

A partir de estas expresiones se puede construir ya la matriz TJ21 de traslación de es-
pectro incidente centrado en (xc1 , yc1) a incidente centrado en (xc2 , yc2):




i−Ni2

i−Ni2
+1

...
iNi2


 =

−Ni2

↓
r

↓
Ni2

−Ni1
−→p−→Ni1︷ ︸︸ ︷



 Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21






c−Ni1

c−Ni1
+1

...
cNi1


 (B.12)

La siguiente expresión del campo reconstruido a partir de su espectro centrado en el
punto (xc1, yc1) con 2 Ni1 + 1 modos

Ni1∑
p=−Ni1

ip Jp(kρ1) ejpφ1

tan sólo es válida dentro de la circunferencia de radio Ni1/k y centrada en el punto (xc1 , yc1),
como se muestra en la figura B.10.

La reconstrucción del campo a partir de su espectro centrado en el punto (xc2 , yc2) uti-
lizando infinitos modos

∞∑
r=−∞


 Ni1∑

p=−Ni1

ip Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21


 Jr(kρ2) ejrφ2
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Figura B.10: Regiones de validez de los distintos desarrollos modales en la traslación de
espectro incidente a incidente

es también sólo válida en la misma región.
Si en lugar de tomar infinitos modos cilı́ndricos centrados en (xc2, yc2), (r variando desde

−∞ a ∞), tomamos 2 Ni2 + 1 modos, la reconstrucción del campo mediante la siguiente
expresión:

Ni2∑
r=−Ni2


 Ni1∑

p=−Ni1

ip Jr−p(kd21) e−j(r−p)φ21


 Jr(kρ2) ejrφ2

es válida en la región interna a la circunferencia de radio Ni1/k y centrada en el punto
(xc1, yc1), e interna a la circunferencia de radio Ni2/k y centrada en el punto (xc2 , yc2),
como se ilustra en la figura B.10.

En las figuras B.11, B.12 y B.13 se ilustra un ejemplo de traslación de espectro incidente
centrado en un punto a incidente centrado en otro. La figura B.11 presenta la amplitud y la
fase de una onda plana que avanza paralela al eje X , hacia valores crecientes de la coordena-
da x (es decir, β = 0). Dicha onda plana ha sido reconstruida a partir de su espectro cilı́ndrico
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Figura B.11: Amplitud y fase una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro
cilı́ndrico centrado en (0, 0) (Ni1 = k 5λ)
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Figura B.12: Amplitud y fase una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro
cilı́ndrico centrado en (2, 0) (Ni2 = k 2λ)

(ver apéndice A) con 2 Ni1 + 1 modos centrados en el punto (0, 0), siendo Ni1 = k 5λ.
Se aprecia como la amplitud de la reconstrucción de la onda plana es constante en ampli-

tud y por tanto correcta en la circunferencia centrada en (0, 0) y de radio 5λ. La fase se corre-
sponde correctamente a la de una onda plana en la misma zona. Esta región es la zona donde
el campo se reconstruye correctamente para el número de modos utilizados (Ni1 = k 5λ).

Se ha dibujado una circunferencia con lı́nea discontinua con centro en el punto (2, 0) y
radio 2λ. Dicha circunferencia representa la zona donde queremos reconstruir la onda plana
a partir de un espectro incidente centrado en el punto (2, 0). Utilizando la matriz de traslación
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Figura B.13: Amplitud y fase una onda plana (β = 0). Reconstrucciones total (Ni1 = k 5λ)
y parcial (Ni2 = k 2λ).

de coordenadas de espectro incidente centrado en (0, 0) a espectro incidente centrado en el
punto (2, 0), se obtiene el espectro de campo incidente centrado en el nuevo origen (2, 0).

La amplitud y la fase de la reconstrucción de la onda plana a partir del espectro incidente
centrado en (2, 0) se representa en la figura B.12. Para reconstruir el campo se han utilizado
2Ni2 + 1 modos, donde Ni2 = k 2λ.

La reconstrucción de la onda plana con 2 Ni2 + 1 modos centrados en (2, 0) coincide
como se esperaba con la de la figura B.11 dentro de la circunferencia de lı́nea discontinua,
que es una circunferencia de radio 2λ, correspondiente a la zona teórica de reconstrucción
correcta para el número de modos utilizados. Para reconstruir el campo correctamente en una
zona más amplia se debe escoger un valor de Ni2 mayor.

En la figura B.13 se representan la amplitud y la fase de la misma onda plana a lo largo
del eje X . Se ha representado la reconstrucción del campo a partir del espectro centrado en
(0, 0) (reconstrucción total) y a partir del espectro centrado en (2, 0) (reconstrucción parcial).
Ambas reconstrucciones son muy semejantes dentro del intervalo x ∈ [0, 4], de modo que el
espectro centrado en (2, 0) obtenido mediante la matriz de traslación permite reconstruir un
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Figura B.14: Amplitud y fase una onda plana (β = 0). Reconstrucción a partir del espectro
cilı́ndrico centrado en (4,5, 0) (Ni2 = k 2λ)

campo que se ajusta bien en esa zona al campo original centrado en (0, 0).
En la figura B.14 se presenta la amplitud y la fase de la onda plana reconstruida con un

espectro centrado en (4,5, 0) con Ni2 = k 2λ. Se ha tomado el mismo número de modos que
antes, pero el espectro se ha centrado en (4,5, 0) y no en (2, 0). Esto nos permite comprobar
cómo la nueva reconstrucción se ajusta bien a la original en toda la circunferencia centrada en
(4,5, 0) y de radio 2λ. Sin embargo la reconstrucción original, con Ni1 = k 5λ, proporciona
una amplitud y fase correspondientes a una onda plana tan sólo en un radio de 5λ desde (0, 0).
Por este motivo el espectro centrado en (4,5, 0) no reconstruye una onda plana correctamente
dentro de la toda la circunferencia de radio 2λ centrada en (4,5, 0), sino tan sólo en la parte
de dicha circunferencia contenida dentro de la circunferencia de radio 5λ centrada en (0, 0).

En la figura B.15 se presenta el mismo resultado que en la figura B.14 pero a lo largo
del eje X . Se aprecia con mayor precisión en esta figura cómo se ajusta la reconstrucción
proporcionada por el espectro centrado en (4,5, 0) al original en el intervalo x ∈ [2,5, 6,5].
Sin embargo, tan sólo se reconstruye correctamente una onda plana en el intervalo x ∈
[2,5, 5].
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Figura B.15: Amplitud y fase una onda plana (β = 0). Reconstrucciones total (Ni1 = k 5λ)
y parcial (Ni2 = k 2λ).
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Apéndice C

Número de modos cilı́ndricos para el
acoplo con modos guiados

Al forzar la igualdad de campos transversales expresados como suma de los modos guia-
dos y de modos cilı́ndricos, resulta necesario realizar la DTFT inversa sobre las expresiones
de modos guiados. Esta operación nos proporcionará los coeficientes de la serie en modos
cilı́ndricos que corresponde a los campos guiados. En realidad lo que estamos haciendo es
expresar cada modo guiado como suma de modos cilı́ndricos, para ası́ poder comparar las
expresiones de los campos transversales guiados con las de espacio abierto. El resultado de
dicha DTFT inversa se trunca de modo que tan sólo se toman 2N + 1 términos. Pero para
asegurarnos de que al truncar no estamos perdiendo información es necesario realizar un
estudio previo que determine el mı́nimo valor de N que permite truncar la serie de modos
cilı́ndricos sin perder información.

La expresión del campo eléctrico en la circunferencia de radio R como suma de modos
guiados es:

�Eg
t (ρ = R, φ) =

J∑
i=1

�E
(i)
t (R, φ) (C.1)

donde �E
(i)
t es el campo eléctrico transversal en el acceso i, el cual se pueden expresar como

suma de modos incidentes y reflejados en dicho acceso de la siguiente manera:

�E
(i)
t (R, φ) =

Mi∑
m=1

a(i)
m e(i)′′

m (xi) e−γ
(i)
m zi ẑ +

Mi∑
m=1

b(i)
m e(i)′′

m (xi) eγ
(i)
m zi ẑ (C.2)

De todos los modos en el acceso i, el más crı́tico (el que más variaciones tiene entre
xi = 0 y xi = ai), y por tanto mayor número de modos cilı́ndricos requiere para reconstruirlo
correctamente es el modo de mayor orden, el Mi, tanto si se trata del modo progresivo como
del regresivo. Llamaremos F +(φ) y F−(φ) a las distribuciones de campo de estos modos
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a lo largo de la circunferencia de radio R, y estudiaremos el número de modos cilı́ndricos
necesario para reconstruirlos correctamente.

F+(φ) = a
(i)
Mi

e
(i)′′
Mi

(xi) e
−γ

(i)
Mi

zi (C.3)

F−(φ) = b
(i)
Mi

e
(i)′′
Mi

(xi) e
γ
(i)
Mi

zi (C.4)

Teniendo en cuenta que

e
(i)′′
Mi

(xi) =


−

√
2 Z

(i)
0m

aibi
sin

(
Mi π

ai
xi

)
φ ∈ [φim, φiM ]

0 resto

= −
√

2 Z
(i)
0m

aibi

sin

(
Mi π

ai

xi

) ∏(
φ − φ0i

φdi

) (C.5)

donde:

φ0i =
φiM + φim

2
(C.6)

φdi = φiM − φim (C.7)

Las expresiones anteriores quedan pues de la siguiente manera:

F+(φ) = −a
(i)
Mi

√
2 Z

(i)
0m

aibi
sin

(
Miπ

ai
xi

) ∏(
φ − φ0i

φdi

)
e
−γ

(i)
Mi

zi

= C+ sin

(
Miπ

ai

xi

) ∏(
φ − φ0i

φdi

)
e−γ

(i)
Mi

zi (C.8)

F−(φ) = −b
(i)
Mi

√
2 Z

(i)
0m

aibi

sin

(
Miπ

ai

xi

) ∏(
φ − φ0i

φdi

)
eγ

(i)
Mi

zi

= C− sin

(
Miπ

ai
xi

) ∏(
φ − φ0i

φdi

)
e

γ
(i)
Mi

zi (C.9)

Para simplificar el cálculo del número de modos cilı́ndricos necesario para reconstruir
F±(φ), y sin pérdida de generalidad, consideraremos un caso sencillo en el que el acceso i
esté situado paralelo al eje x y acceda a la circunferencia de radio R por φ = 0 (ver figura
C.1). En este caso:
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Figura C.1: Caso sencillo de acceso situado en φ = 0

x̂i = −ŷ (C.10)

ẑi = −x̂ (C.11)

xi = −R sin (φ) +
ai

2
(C.12)

zi = −R cos (φ) + ‖Pi‖ (C.13)

φim = − arcsin
( ai

2R

)
(C.14)

φiM = arcsin
( ai

2R

)
(C.15)

φ0i = 0 (C.16)

φdi = 2 arcsin
( ai

2R

)
(C.17)

Podemos expresar F±(φ) como el producto de dos funciones diferentes:

F±(φ) = C± F1(φ) F2(φ) (C.18)
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donde

F1(φ) = sin

(
Miπ

ai

(
−R sin (φ) +

ai

2

))

F2(φ) =
∏(

φ

2 arcsin
(

ai

2R

)) e
±γ

(i)
Mi

R cos(φ)
e
∓γ

(i)
Mi

‖Pi‖ (C.19)

Los coeficientes de la serie de modos cilı́ndricos que reconstruye F ±(φ) se obtienen a
partir de la DTFT inversa de la siguiente manera:

F±(φ) =

∞∑
n=−∞

[f ′[n] Jn(KR)] ejnφ =

∞∑
n=−∞

f±[n] ejnφ �
N∑

n=−N

f±[n] ejnφ (C.20)

f±[n] =
1

2π

∫ π

−π

F±(φ) e−jnφ (C.21)

O lo que es lo mismo:

f±[−n] = DTFT(−1)
{
F±(φ)

}
(C.22)

Por tanto el valor de N (número mı́nimo de modos cilı́ndricos de dicha serie) nos lo
proporcionará la duración de dicha DTFT inversa f±[−n]. Como hemos expresado F±(φ)
como el producto de dos funciones, la DTFT inversa será la convolución de la DTFT inversa
de esas dos funciones:

f±[−n] = C± f1[−n] ∗ f2[−n] (C.23)

Y la duración será:

Dur
{
f±[−n]

}
= Dur {f1[−n]} + Dur {f2[−n]} − 1 (C.24)

Para calcular la DTFT inversa de F1(φ), aproximaremos la función sin(φ) por su serie
de Taylor en torno a φ = 0. Esta aproximación será bastante exacta ya que, como se puede
apreciar en la figura C.1, el valor de φ estará próximo a 0 dentro de la guı́a, y en el peor de
los casos llegará a valer π/2, pero no más. Por tanto:

sin(φ) � sin(0) + cos(0) φ − sin(0)
φ2

2!
+ · · · � φ (C.25)

Sustituyendo la aproximación del seno en (C.19), se obtiene

F1(φ) � sin

(
Miπ

ai

(
−R φ +

ai

2

))
(C.26)
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Ahora la transformada inversa de F1(φ) es inmediata:

f1[−n] � 1

2j

(
ejMi

π
2 δ

[
n − MiπR

ai

]
− e−jMi

π
2 δ

[
n +

MiπR

ai

])
(C.27)

Vemos que la señal f1[−n] es aproximadamente un par de deltas centradas en n = MiπR
ai

y n = −MiπR
ai

. Por lo tanto su duración será:

Dur {f1[−n]} = 2

[
MiπR

ai

]
+ 1 (C.28)

Para hallar la duración de f2[−n], debemos primero hallar la transformada inversa de
F2(φ). De forma analı́tica no es posible hallar f2[−n], ya que el pulso de F2(φ) sı́ tiene
transforma inversa analı́tica, pero no ası́ la exponencial del coseno. Ası́ que deberemos uti-
lizar algún tipo de aproximación para la exponencial del coseno. No sirve de nada aproximar
el coseno por su serie de Taylor, porque nos quedarı́an exponenciales reales de potencias de
φ, y eso tampoco tiene transformada inversa analı́tica. Una posible solución es plantear la
ecuación de la transformada inversa y aproximar el integrando por su serie de Taylor en el
entorno de φ = 0.

Por tanto, comenzaremos por plantear la ecuación de la transformada inversa:

f2[−n] =
1

2π

∫ π

−π

F2(φ) ejnφ dφ

=
1

2π

∫ π

−π

∏(
φ

2 arcsin
(

ai

2R

)) e
±γ

(i)
Mi

R cos(φ)
e
∓γ

(i)
Mi

‖Pi‖ ejnφ dφ

=
1

2π

∫ arcsin( ai
2R)

− arcsin( ai
2R)

e
∓γ

(i)
Mi

‖Pi‖ e
±γ

(i)
Mi

R cos(φ)
ejnφ dφ (C.29)

Por simplicidad, utilizaremos la siguiente notación:

L = 2 arcsin
( ai

2R

)
K = γ

(i)
Mi

R (C.30)

P = e
∓γ

(i)
Mi

‖Pi‖ (C.31)

Sustituyendo en (C.29) obtenemos:

f2[−n] =
1

2π

∫ L
2

−L
2

P e±K cos(φ) ejnφ dφ (C.32)
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Vemos que la exponencial real puede tener argumento positivo o negativo. El caso peor,
puesto que el coseno es una función decreciente en el entorno de φ = 0 es cuando la expo-
nencial es negativa, y por tanto creciente. En ese caso la duración de f2[−n] será mayor. Por
tanto, analizaremos ese caso:

f2[−n] =
1

2π

∫ L
2

−L
2

P e−K cos(φ) ejnφ dφ (C.33)

Esta integral no tiene solución analı́tica. Lo que haremos, como se ha sugerido con ante-
rioridad, será aproximar la exponencial real por su serie de Taylor en el entorno de φ = 0,
tomando hasta la décima potencia, ya que deseamos que la aproximación sea buena en todo
el intervalo φ = [−π

2
, π

2
], pues el valor máximo de L es π. Además, interesa tomar muchas

potencias dado que la señal, para valores grandes de K, variará de forma rápida y se nece-
sitará de un polinomio de grado elevado para seguir esa variación. Por otro lado, como la
exponencial considerada es una función par, sus derivadas impares en el origen serán nulas,
de modo que la serie de Taylor hasta la décima potencia se reduce a lo siguiente:

G(φ) = e−K cos(φ)

� G(0) + G′′(0)
φ2

2!
+ G(4)(0)

φ4

4!

+G(6)(0)
φ6

6!
+ G(8)(0)

φ8

8!
+ G(10)(0)

φ10

10!
(C.34)

A continuación resolveremos analı́ticamente la integral de (C.33) sustituyendo el inte-
grando por su desarrollo en serie de Taylor hasta la décima potencia:

f2[−n] =
1

2π

∫ L
2

−L
2

G(φ) ejnφ dφ

� A1(K, L, n)

A2(K, L, n)
cos

(
Ln

2

)
+

B1(K, L, n)

B2(K, L, n)
sinc

(
Ln

2π

)
(C.35)

donde A2, B1 y B2 son polinomios en n de orden 10, y A1 es un polinomio de orden 8. Los
coeficientes de los polinomios son función de las constantes K y L. Las expresiones de A1,
A2, B1 y B2 no se reproducen por su elevada longitud.

Como se puede apreciar en (C.35), la duración de f2[−n] es infinita, lo cual indica que
deberı́amos utilizar un número infinito de modos cilı́ndricos para reconstruir de forma total-
mente correcta el campo a partir de su espectro. Como esto no es posible, debemos truncar
por algún sitio y quedarnos con un número finito de modos cilı́ndricos. En este caso eso se
podrá hacer sin gran pérdida de precisión, puesto que la señal f2[−n], aunque es de duración
infinita, es decreciente, y por tanto podemos despreciar las colas a partir de un cierto momen-
to. La solución que se ha adoptado es la de tomar como duración de la señal f2[−n] desde su
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valor máximo (en n = 0) hasta el momento (en n = n0) en que su amplitud se reduzca a su
valor inicial dividido por un factor al que llamaremos RAB:

Dur {f2[−n]} � 2 n0 + 1 (C.36)

donde n0 es un valor de n que cumple lo siguiente:

|f2[−n]| <
1

RAB
f2[0] ∀n, |n| ≥ n0 (C.37)

y f2[0] se obtiene resolviendo la expresión (C.33) para n = 0:

f2[0] =
1

2π

∫ L
2

−L
2

e−K cos(φ) dφ = D(K, L) (C.38)

Cuanto mayor sea RAB mayor será la duración estimada de f2[−n], y por tanto con más
exactitud reconstruiremos el campo a partir del espectro de modos cilı́ndricos. Sin embargo,
cuanto mayor sea RAB , mayor será el esfuerzo computacional requerido. Se deberá buscar
una solución de compromiso en la que la exactitud con que se reconstruya el campo sea
suficiente y el esfuerzo computacional no sea excesivo. Para la mayorı́a de problemas en guı́a
rectangular analizados se ha comprobado que ese valor de compromiso es aproximadamente
RAB = 3.

Por otro lado, aún nos queda por determinar el valor de n0. Para ello, hemos de determinar
a partir de qué valor de n la señal ya no supera nunca el valor máximo multiplicado por el
factor RAB . Para simplificar este cálculo, podemos utilizar el hecho de que el polinomio A1

es de orden 8, mientras que A2 es de orden 10. Eso quiere decir que para valores grandes
de n, el cociente de polinomios A1/A2 tiende a cero, y podemos despreciar el coseno de
la expresión (C.35). Además, como B1 y B2 son polinomios del mismo orden, el cociente
B1/B2 tiende a una constante cuando n aumenta.

ĺım
n→∞

A1(K, L, n)

A2(K, L, n)
= 0

ĺım
n→∞

B1(K, L, n)

B2(K, L, n)
= C(K, L) (C.39)

Por tanto, para valores grandes de n podremos afirmar lo siguiente:

f2[−n] � C(K, L) sinc

(
Ln

2π

)
, n � 0 (C.40)

Se observa que para valores grandes de n, la señal f2[−n] se comporta como una sinc,
tal y como se muestra en la figura C.2.

La envolvente de la sinc es C(K, L) 2
L|n| , como se muestra en la figura C.2. De manera

que lo que debemos asegurar es que a partir de cierto valor n0 la envolvente sea menor que
el 10 % de f2[0]:

C(K, L)
2

L|n| <
f2[0]

10
=

D(K, L)

10
∀n, n ≥ n0 (C.41)
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Figura C.2: Aspecto de la señal f2[−n] para n � 0

Despejando se obtiene:

|n| >
C(K, L)

D(K, L)

20

L
∀n, n ≥ n0 (C.42)

Por tanto n0 es el primer número entero por encima de C(K,L)
D(K,L)

20
L

. Es decir:

n0 = ceil

(
20

L

C(K, L)

D(K, L)

)
(C.43)

siendo ceil la función que obtiene un número entero a partir de uno real redondeando hacia
arriba, y donde las expresiones de C(K, L) y D(K, L), son:

C(K, L) = C0

(
945 K5L10 + 3150 K4L8(12 − L2)

+315 K3L6(7 L4 − 240 L2 + 160 · 4!)

−15 K2L4(17 L6 − 1512 L4 + 2 · 8! L2 − 48 · 8!)

+KL2(L8 − 360 L6 + 2 · 8! L4 − 240 · 8! L2 + 128 · 10!)

+1024 · 10!) (C.44)

D(K, L) = D0

(
945 K5L10 + 1050 K4L8(44 − 3 L2)

+15 K3L6(147 L4 − 6160 L2 + 176 · 6!)

−15 K2L4(17 L6 − 1848 L4 + 176 · 6! L2 − 528 · 8!/5)

+KL2(L8 − 440 L6 + 176 · 6! L4 − 528 · 8! L2 + 42240 · 8!)

+11264 · 10!) (C.45)

con:

C0 =
L e−K

2048 · 10! π

D0 =
L e−K

22528 · 10! π
(C.46)
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Finalmente, la duración de la señal f±[−n] será:

Dur
{
f±[−n]

}
= Dur {f1[−n]} + Dur {f2[−n]} − 1

= 2

[
MiπR

ai

]
+ 1 + 2 n0 + 1 − 1

= 2

[
MiπR

ai

+ n0

]
+ 1 (C.47)

Como la duración de f±[−n] es de n = −N a n = N :

Dur
{
f±[−n]

}
= 2N + 1 � 2

[
MiπR

ai
+ n0

]
+ 1 (C.48)

de donde se despeja finalmente que el valor de N :

N � MiπR

ai

+ n0 (C.49)

Tomaremos este valor de forma aproximada como el valor mı́nimo que le podemos asig-
nar a N para truncar la serie con garantı́as de no estar perdiendo información. Y como N
debe ser un número entero:

N = ceil

(
MiπR

ai

+ n0

)
(C.50)

Como se ha visto, para reconstruir las distribuciones de campo F +(φ) y F−(φ) de forma
totalmente correcta a partir de suma de modos cilı́ndricos necesitarı́amos un número infinito
de términos. El valor que hemos obtenido para N nos permite truncar la serie con garantı́as
de cometer un error muy pequeño, prácticamente despreciable, ya que casi toda la energı́a de
la señal f±[−n] está contenida entre −N y N . No obstante, siguen existiendo colas que no
consideramos por ser pequeñas, pero que pueden traer problemas si aproximamos la DTFT
inversa mediante la fft de tamaño 2N + 1. Esto se debe a que al realizar la fft, calculamos
f±[−n] tan sólo a partir de la información de 2N + 1 muestras de F ±(φ). Y este proced-
imiento tan sólo proporciona un resultado correcto en caso de que la duración de f±[−n]
sea 2N + 1 o inferior, cosa que no sucede en este caso, pues su duración es infinita. Si real-
izamos la fft de tamaño 2N +1, el resultado será que se repetirá la señal f±[−n] cada 2N +1
posiciones, y como su duración es infinita, se producirán solapamientos.

Este fenómeno se puede minimizar si realizamos una fft tomando muchas más muestras,
aunque luego nos quedemos sólo con las 2N + 1 centrales. De este modo se seguirá pro-
duciendo solapamiento, pero como se repetirá la señal con mucha más distancia, y las co-
las de la señal son decrecientes, al haber más distancia entre las réplicas el solapamiento
será mucho menor. En nuestro caso, todas las fft se han realizado de tamaño Rfft(2N + 1).
Es decir, se han tomado Rfft veces más muestras con lo que las réplicas están Rfft veces
más separadas, minimizando en gran medida el solapamiento temporal. El valor adecuado
del parámetro Rfft depende de lo rápidamente que decrezca la señal, lo cual varı́a según el
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problema que se desee analizar. Por ello se deja que sea el usuario quien determine el valor
que desea que tome Rfft.



Apéndice D

Sistemas de coordenadas local y global en
una guı́a rectangular

Para poder forzar la continuidad de los campos transversales en la circunferencia de ra-
dio R entre las expresiones de campos guiados y en espacio abierto, es necesario relacionar
los sistemas de coordenadas en que están expresados estos campos. Las expresiones de los
campos como sumas de modos cilı́ndricos en espacio abierto se definen ambas en coorde-
nadas (x, y). No obstante, las expresiones del campo como suma de modos guiados utilizan
un sistema de coordenadas (xi, yi) en cada acceso i. En la figura D.1 se muestra la disposi-
ción del sistema de coordenadas global utilizado para los modos cilı́ndricos, y del sistema de
coordenadas de un acceso cualquiera i-ésimo.

Las caracterı́sticas del acceso i vienen definidas por el punto Pi, el vector ẑi y la an-
chura ai. Como se puede apreciar en la figura D.1, los vectores unitarios en el sistema de
coordenadas del acceso i se relacionan con los vectores unitarios del sistema de coordenadas
”global” de la siguiente manera:

ŷi = ẑ

x̂i = ŷi × ẑi = ẑ × ẑi (D.1)

Por otro lado, las coordenadas (xi, zi) de un punto P cualquiera de la circunferencia de
radio R se pueden hallar obteniendo el punto Q, resultado de la intersección de las rectas r1

y r2:

r1 ≡ Q = Pi − ai

2
x̂i + ziẑi

r2 ≡ Q = P − xix̂i (D.2)

Igualando la expresión de las dos rectas se obtiene que:

Pi − ai

2
x̂i + ziẑi = P − xix̂i

ziẑi + xix̂i =
(
P − Pi +

ai

2
x̂i

)
(D.3)
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Figura D.1: Sistemas de coordenadas local al acceso y global

Para poder despejar los valores de xi y zi, descompondremos los vectores x̂i y ẑi en sus
componentes (x, y) del sistema de referencia global:

x̂i = xix x̂ + xiy ŷ =

[
xix

xiy

]

ẑi = zix x̂ + ziy ŷ =

[
zix

ziy

]

Utilizando la descomposición de los vectores unitarios x̂i y ẑi, la expresión D.3 se puede
reescribir de la siguiente forma:

[
zix xix

ziy xiy

]
·
[

zi

xi

]
=

([
Px

Py

]
−
[

Pix

Piy

]
+

ai

2

[
xix

xiy

])
(D.4)

Despejando, y teniendo en cuenta que P es un punto de la circunferencia de radio R
(P = R [cos φ sin φ]T ), obtenemos la relación entre las coordenadas locales (xi, zi) y las
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coordenadas globales (ρ = R, φ).

[
zi

xi

]
=

[
zix xix

ziy xiy

](−1)

·
(

R

[
cos φ
sin φ

]
−
[

Pix

Piy

]
+

ai

2

[
xix

xiy

])
(D.5)
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Figura D.2: Lı́mites inferior y superior de la inserción del acceso i en la circunferencia de
radio R

Por otro lado, nos resultará necesario conocer entre qué valores de φ, dentro de la circun-
ferencia de radio R, se inserta el acceso i. A estos lı́mites se les ha llamado, respectivamente,
φim y φiM (ver figura D.2). El valor de φim y φiM lo obtendremos hallando la intersección
de las rectas s1 y s2 con la circunferencia de radio R (puntos Qm y QM ):

s1 ≡ QM = Pi − ai

2
x̂i + λM ẑi = R

[
cos φiM

sin φiM

]

s2 ≡ Qm = Pi +
ai

2
x̂i + λmẑi = R

[
cos φim

sin φim

]
(D.6)

Para poder despejar de las ecuaciones anteriores el valor de λM , expresaremos el punto
Pi y los vectores unitarios x̂i y ẑi como vectores de dos componentes (x, y) en el sistema de
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coordenadas global:

[
Pix

Piy

]
− ai

2

[
xix

xiy

]
+ λM

[
zix

ziy

]
= R

[
cos φiM

sin φiM

]
(D.7)

Igualando las componentes en x y en y en ambos lados de la expresión anterior, se ob-
tiene:

R cos φiM = Pix −
ai

2
xix + λM zix

R sin φiM = Piy −
ai

2
xiy + λM ziy (D.8)

Operando con las dos ecuaciones anteriores:

R2 = (R cos φiM)2 + (R sin φiM)2

=
(
Pix −

ai

2
xix + λM zix

)2

+
(
Piy −

ai

2
xiy + λM ziy

)2

=
(
Pix −

ai

2
xix

)2

+ λ2
M z2

ix + 2
(
Pix −

ai

2
xix

)
λM zix

+
(
Piy −

ai

2
xiy

)2

+ λ2
M z2

iy + 2
(
Piy −

ai

2
xiy

)
λM ziy

=
(
z2

ix + z2
iy

)
λ2

M + 2
[(

Pix −
ai

2
xix

)
zix +

(
Piy −

ai

2
xiy

)
ziy

]
λM

+

[(
Pix −

ai

2
xix

)2

+
(
Piy −

ai

2
xiy

)2
]2

= |ẑi|2 λ2
M + 2

(
Pi − ai

2
x̂i

)T

· ẑi λM +
∣∣∣Pi − ai

2
x̂i

∣∣∣2 (D.9)

A la vista de este resultado, λm y λM son la solución de las siguientes dos ecuaciones de
segundo orden:

|ẑi|2 λ2
M + 2

(
Pi − ai

2
x̂i

)T

· ẑi λM +
∣∣∣Pi − ai

2
x̂i

∣∣∣2 − R2 = 0

|ẑi|2 λ2
m + 2

(
Pi +

ai

2
x̂i

)T

· ẑi λm +
∣∣∣Pi +

ai

2
x̂i

∣∣∣2 − R2 = 0 (D.10)

Como ẑi es un vector unitario, |ẑi| = 1. Cada una de las ecuaciones anteriores tiene dos
soluciones, ya que las rectas s1 y s2 cortan a la circunferencia en dos puntos (al entrar y al
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salir). Esas soluciones son las siguientes:

λM =
−2

(
Pi − ai

2
x̂i

)T · ẑi

2

±

√(
2
(
Pi − ai

2
x̂i

)T · ẑi

)2

− 4
(∣∣Pi − ai

2
x̂i

∣∣2 − R2
)

2

λm =
−2

(
Pi + ai

2
x̂i

)T · ẑi

2

±

√(
2
(
Pi + ai

2
x̂i

)T · ẑi

)2

− 4
(∣∣Pi + ai

2
x̂i

∣∣2 − R2
)

2

(D.11)

A nosotros nos interesa el punto por donde las rectas entran a la circunferencia, y por
tanto de las dos soluciones tomaremos la menor tanto para λm como para λM .

λM =
−2

(
Pi − ai

2
x̂i

)T · ẑi

2

−

√(
2
(
Pi − ai

2
x̂i

)T · ẑi

)2

− 4
(∣∣Pi − ai

2
x̂i

∣∣2 − R2
)

2

λm =
−2

(
Pi + ai

2
x̂i

)T · ẑi

2

−

√(
2
(
Pi + ai

2
x̂i

)T · ẑi

)2

− 4
(∣∣Pi + ai

2
x̂i

∣∣2 − R2
)

2

(D.12)

Una vez obtenidas λm y λM , los puntos Qm y QM son:

QM = Pi − ai

2
x̂i + λM ẑi

Qm = Pi +
ai

2
x̂i + λmẑi (D.13)

Y, finalmente, los ángulos φim y φiM en los que empieza y acaba la inserción del acceso
i son:

φim = arctan

(
Qmy

Qmx

)

φiM = arctan

(
QMy

QMx

)
(D.14)
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También nos interesará conocer las coordenadas del punto Q0 (ver figura D.2). Ese punto
es la intersección de la recta s con la circunferencia de radio R:

s ≡ Q0 = Pi + λ0ẑi = R

[
cos φ0

sin φ0

]

siendo φ0 la posición angular en la que la recta s intersecta con la circunferencia de radio
R. Despejando:

λ0 =
−2 PT

i · ẑi −
√

(2 PT
i · ẑi)

2 − 4
(|Pi|2 − R2

)
2

Una vez obtenida λ0, Q0 se obtiene fácilmente como:

Q0 = Pi + λ0ẑi



Apéndice E

Método de descenso del simplex

El método de descenso del simplex está basado en un algoritmo desarrollado por Nelder
y Mead [89]. Un simplex es una figura geométrica N-dimensional, donde N es el número
de variables independientes. El simplex consta de N+1 vértices, no necesariamente equidis-
tantes, con sus correspondientes caras y aristas. Por ejemplo, si la función depende de 2
variables, tendremos una figura de 2 dimensiones y 3 vértices, es decir, un triángulo; si son
3 las variables, estaremos en 3 dimensiones y el simplex consistirá en un tetraedro.

Para comenzar, el algoritmo necesita de un simplex inicial. En el método de Nelder y
Mead, para obtener el simplex inicial, se parte de un vértice que se toma como punto de
origen (P0). A partir del vértice inicial, los N restantes vértices del simplex se obtienen
desplazándose una longitud λ en cada una de las N direcciones del espacio (ver figura E.1):

Pi = P0 + λ êi ∀i ∈ [1, N ]

donde

• P0: Vértice inicial

• Pi: Resto de vértices del simplex

• λ: Longitud de las aristas

• êi: Vectores unitarios ortogonales que definen una base en el espacio N-dimensional

Esta forma de calcular el simplex inicial no tiene en cuenta las magnitudes de las vari-
ables de la función a optimizar. De modo que el tamaño del simplex inicial es siempre el
mismo tanto si los valores iniciales de las variables (parte real e imaginaria de la permitivi-
dad en nuestro caso) están alrededor de 1 como si están alrededor de 100.

Para subsanar esta circunstancia, en nuestro caso también se ha obtenido el simplex ini-
cial a partir de un vértice inicial P0, pero el resto de vértices se obtienen en cada dimensión
sumando una cantidad proporcional al valor de P0 en esa dimensión. Esta estrategia falla
en aquellas dimensiones en las que el valor de P0 sea nulo. En esos casos, no queda más
remedio que desplazarnos una cantidad siempre fija para crear la nueva arista del simplex en
esa dirección:
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Figura E.1: Simplex inicial

Pi =

{
P0 + λ0 êi si P0(i) = 0
P0 + λN P0(i) êi si P0(i) �= 0

, ∀i ∈ [1, N ]

donde λ0 y λN son parámetros de control que suelen tomar el valor de 0.00025 y 0.05 re-
spectivamente. Y P0(i) es el valor de la coordenada i-ésima del punto inicial P0, o, lo que es
lo mismo, el valor inicial de la variable i-ésima de la función de error (en nuestro caso parte
real o imaginaria de la permitividad).

	
	

	
	

	
	

	
	




















P3

P2

P1

P0

�����
P0(3)λN

�
�

���

P0(1)λN

�
�

�
�� 

P0(2)λN

Figura E.2: Simplex inicial. Cálculo mejorado

Una vez obtenido el simplex inicial, se evalúa la función en los N+1 vértices, y éstos
se ordenan y nombran de menor a mayor según el valor de la función en cada vértice. Tras
la ordenación, el valor de la función en P0 (F (P0)) será menor que el valor de la función
en cualquier otro vértice. Y F (PN) será mayor que el valor de la función en cualquier otro
vértice.

A continuación se procede a efectuar movimientos en el simplex de forma iterativa, de
manera que a cada iteración se elimina un vértice y se sustituye por otro. Los movimientos
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se realizan con la intención de que poco a poco el simplex se desplace hasta alcanzar el
mı́nimo de la función. Como se busca el valor mı́nimo de la función, se desecha el vértice
que se corresponda con el valor mayor, y se sustituye por otro en el que el valor de la función
sea menor. Nótese que con este procedimiento no se pretende llegar demasiado rápido al
mı́nimo, pues en lugar de intentar mover el simplex en la dirección del vértice con un valor
menor de la función, lo que se hace es eliminar el peor vértice. De esta forma se evita quedar
atrapados en mı́nimos locales, y el método resulta más robusto, con mayores garantı́as de
convergencia hacia el mı́nimo absoluto de la función.

Los posibles movimientos del simplex consisten básicamente en sustituir el peor vértice
(PN ) por otro punto. Los movimientos posibles, en función del punto que sustituya a PN ,
son:

• Reflexión

• Expansión

• Contracción externa

• Contracción interna

• Contracción multidimensional

A continuación se describe el procedimiento por el que se decide qué tipo de movimiento
se va a realizar.

El primer paso consiste en buscar el nuevo punto que sustituya a PN en la recta que une
el peor punto con el punto medio (Pm) del resto de puntos del simplex (ver figura E.3.a):

Pm =

N−1∑
i=0

Pi

N

El motivo de buscar el nuevo punto en la recta que une PN con Pm es que deseamos que
el simplex se aleje del peor punto, de forma que al final se llegará al mı́nimo de la función.
Como ya se ha dicho, no se pretende que el simplex se acerque de la forma más rápida
posible al mı́nimo, lo que se harı́a buscando el nuevo punto en la dirección marcada por P0.

Una vez hemos decidido buscar el nuevo punto a lo largo de la recta que une PN con Pm,
el primer intento será el que llamaremos punto reflejado o Pr. Este punto se llama ası́ porque
es el punto reflejado de PN con respecto a la figura formada por todos los vértices del simplex
excepto el PN (ver figura E.3.a):

Pr = Pm + ρ
−−−−→
PN Pm

Obsérvese que si la distancia de PN a Pm es d =
−−−−→
PN Pm, el punto reflejado se halla a una

distancia ρ d del punto Pm (ver figura E.3.a). Si ρ = 1, PN y el punto reflejado se hallan a la
misma distancia de Pm. ρ es un parámetro de control del algoritmo, que puede ajustarse en
cada aplicación.
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Figura E.3: Movimientos de reflexión y de expansión

Una vez calculado el punto reflejado, se obtiene el valor de la función en dicho punto
F (Pr). Si el punto es mejor que todos los que hay en el simplex (si F (Pr) < F (P0)), eso
quiere decir que estamos avanzando en una dirección y un sentido correctos. Por tanto lo
que se hace a continuación es comprobar si avanzando más aún en esa dirección seguimos
mejorando. Para comprobar esto se obtiene el que llamaremos punto de expansión, que es un
punto que se halla a Ψ veces más distancia de Pm que el punto reflejado (ver figura E.3.b):

Pe = Pm + Ψ ρ
−−−−→
PN Pm

donde Ψ es un número mayor que 1.
Si el punto de expansión es mejor que el de reflexión (F (Pe) < F (Pr)), se sustituye el

punto PN por el punto Pe y se consuma un movimiento de expansión del simplex. En cambio,
si el punto de expansión es peor que el reflejado, es el punto reflejado el que se incorpora al
simplex en el lugar de PN , consumando un movimiento de reflexión.

En el caso de que el punto reflejado no sea mejor que todos los vértices del simplex
(F (Pr) > F (P0)), se compara con el penúltimo mejor punto (PN−1). Si F (Pr) < F (PN−1),
se acepta el punto reflejado y se completa el movimiento de reflexión. En caso contrario,
es decir, si el punto reflejado es peor que el penúltimo punto del simplex, debemos suponer
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que nos hemos ido demasiado lejos a lo largo de la lı́nea que une PN con Pm. Por tanto, el
punto que buscamos que sustituya a PN debe estar entre PN y Pr. Comparando F (PN) y
F (Pr) decidiremos si el nuevo punto lo buscamos más cerca de PN o de Pr. Si F (Pr) <
F (PN), buscaremos el nuevo punto más cerca de Pr. A este punto le llamaremos punto de
contracción externa (ver figura E.4.a):

Pce = Pm + φ ρ
−−−−→
PN Pm

donde φ es un número menor que 1.
Si el punto de contracción externa es mejor o igual que Pr (F (Pce) ≤ F (Pr)), aceptamos

el punto y realizamos un movimiento de contracción externa. En caso contrario, parece ya
improbable que encontremos un punto a lo largo de la recta que une PN con Pm que sea mejor
que Pr. Y aunque Pr es mejor que PN , al no ser mejor que PN−1 aceptar un movimiento de
reflexión no supone una gran mejora. De modo que llegados a este punto consideraremos que
no hemos podido encontrar un nuevo punto porque estamos ya muy cerca del mı́nimo, y lo
que haremos será un movimiento de contracción multidimensional en torno al mejor punto
del simplex P0. Este movimiento se explicará más adelante.
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Figura E.4: Movimientos de contracción externa e interna

Si F (Pr) > F (PN), buscaremos el nuevo punto más cerca de PN . A este punto le lla-
maremos punto de contracción interna (ver figura E.4.b):

Pci
= Pm − φ

−−−−→
PN Pm

donde φ es un número menor que 1.
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Figura E.5: Movimiento de contracción multidimensional

Si el punto de contracción interna es mejor que PN (F (Pci
) < F (PN)), aceptamos el

punto y realizamos un movimiento de contracción interna. En caso contrario, ya parece poco
probable que podamos encontrar un punto a lo largo de la lı́nea de PN a Pm que sea mejor
que PN . De modo que realizaremos una contracción del simplex en torno al punto mejor del
simplex P0. Realizaremos un movimiento de contracción multidimensional, en el que todos
los vértices del simplex excepto P0 se modifican de la siguiente manera (ver figura E.5):

Pi = P0 + σ
−−→
P0 Pi i ∈ [1, . . . , N ]

En la figura E.6 se muestra un diagrama de flujo donde se esquematizan los pasos a seguir
para completar un movimiento del simplex.

Como ya se ha explicado con anterioridad, una vez realizado un movimiento, los vértices
del simplex se renombran de menor a mayor según el valor de la función en cada vértice. A
continuación se comprueba si el simplex es de un tamaño muy reducido (menor que un cierto
umbral), y si es ası́ interpretamos que ya hemos alcanzado el mı́nimo de la función y que por
tanto la función tiene su mı́nimo en el punto P0, que es el mejor del simplex que hemos
obtenido al final de la optimización. Si por el contrario el tamaño del simplex aún es grande,
se continúa realizando más movimientos hasta que se consiga la convergencia o hasta que
se exceda un determinado número de evaluaciones de la función o un determinado número
de movimientos del simplex. Si terminamos por alguna de estas dos últimas razones, no
podemos asegurar que el algoritmo haya convergido correctamente al mı́nimo de la función.
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Cálculo de Pm

Cálculo de Pr

F(P ) < F(P )r 0

Cálculo de Pe

F(P ) < F(P )r 0

F(P ) < F(P )e r

Expansión Reflexión

F(P ) < F(P )r N-1

F(P ) < F(P )r N

Cálculo de Pci

F(P ) < F(P )ci N

Contracción
interna

Contracción
multidimensional

Cálculo de Pce

F(P ) <= F(P )ce r

Contracción
externa

NoSí

Sí No

Sí
No

SíNo

Sí
Sí

No No

Fin

Figura E.6: Diagrama de flujo del algoritmo de descenso del simplex
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Apéndice F

MDG conjunta de una conexión de dos
redes

F.1. Conexión de dos accesos cualesquiera de dos redes

En esta sección se aborda el problema de conectar dos accesos cualesquiera de dos redes.
En la figura F.1 se muestra la conexión del acceso n-ésimo de la primera red con el acceso
m-ésimo de la segunda red.

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

��
��
��
��

Red 1

MN 11

2

n m

Red 2

Figura F.1: Unión de dos redes en cascada

Al conectar las dos redes se obtiene una única red de Q = N + M − 2 accesos, tal y
como se muestra en la figura F.2. Los accesos de la red conjunta se numerarán siguiendo la
siguiente convención:

• El acceso i de la red global se corresponde con el acceso i de la primera red para i ∈
[1, . . . , n − 1].

• El acceso i de la red global se corresponde con el acceso i + 1 de la primera red para i
∈ [n, . . . , N − 1].

• El acceso i de la red global se corresponde con el acceso i − N + 1 de la segunda red
para i ∈ [N, . . . , N + m − 2].
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• El acceso i de la red global se corresponde con el acceso i − N + 2 de la segunda red
para i ∈ [N + m − 1, . . . , Q].

��

��
��
···

��

��
��
··· ��

��
��

···

��

��
��

···
2

N-1

n-1

n N+m-2

N+m-1

Q-1

Q

N

Red Global

11

1N

n+1

2

m-1

m+1

M-1

M

n-1

Figura F.2: Red global. Correspondencia con los accesos de la primera (izquierda) y segunda
red (derecha)

En la figura F.2 se ha representado dentro de la red global la numeración de los accesos
en dicha red, y fuera de la misma se ha representado la correspondencia con los accesos de
la primera red (izquierda) y la segunda (derecha).

Para conseguir el objetivo de obtener la matriz de dispersión generalizada (MDG) de la
red global (a la que llamaremos S), es necesario relacionar las ondas de tensión emergentes
de los Q accesos de la red global (bi, i ∈ [1, . . . , Q]) con las ondas de tensión incidentes (ai,
i ∈ [1, . . . , Q]). Dicha relación se puede expresar matricialmente de la siguiente forma:


b1

b2

...

bQ


 =




S11 S12 · · · S1Q

S21 S22 · · · S2Q

...
...

. . .
...

SQ1 SQ2 · · · SQQ


 ·




a1

a2

...

aQ


 (F.1)

De acuerdo con la definición de la MDG de la expresión anterior, podemos expresar cada
onda de tensión emergente del acceso i como una combinación lineal de las ondas incidentes
a los Q accesos:

bi =

Q∑
j=1

Sij aj , i ∈ [1, . . . , Q] (F.2)

Para obtener los valores de los elementos Sij, debemos hacer uso del conocimiento de
las MDGs de las dos subredes. Si denominamos S1 a la MDG de la primera red, y S2 a la
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MDG de la segunda red, la relación entre ondas de tensión incidentes y dispersadas en los
accesos de las dos redes será:

b1
i =

N∑
j=1

S1
ij a1

j , i ∈ [1, . . . , N ] (F.3)

b2
i =

M∑
j=1

S2
ij a2

j , i ∈ [1, . . . , M ] (F.4)

donde S1
ij y S2

ij son conocidos.
Teniendo en cuenta cómo se han numerado los accesos de la red global (ver figura F.2),

y su correspondencia con los accesos de las dos subredes, podemos establecer las siguientes
relaciones entre ondas de tensión de la red global y de las subredes:

bi =




b1
i i ∈ [1, . . . , n − 1]

b1
i+1 i ∈ [n, . . . , N − 1]

b2
i−N+1 i ∈ [N, . . . , N + m − 2]

b2
i−N+2 i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]

(F.5)

ai =




a1
i i ∈ [1, . . . , n − 1]

a1
i+1 i ∈ [n, . . . , N − 1]

a2
i−N+1 i ∈ [N, . . . , N + m − 2]

a2
i−N+2 i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]

(F.6)
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Figura F.3: Relación entre las ondas de tensión de los accesos conectados
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Además, existen las siguientes relaciones entre las ondas de tensión de los accesos de las
subredes que se han conectado (ver figura F.3):

a1
n = b2

m (F.7)

b1
n = a2

m (F.8)

Con el objetivo de relacionar las ondas de tensión emergentes e incidentes de la red
global, utilizaremos las expresiones (F.3) - (F.6). Para las ondas de tensión reflejadas en los
n − 1 primeros accesos podemos escribir:

bi = b1
i =

N∑
j=1

S1
ij a1

j

=

n−1∑
j=1

S1
ij a1

j + S1
in a1

n +

N∑
j=n+1

S1
ij a1

j

=

n−1∑
j=1

S1
ij aj +

N∑
j=n+1

S1
ij aj−1 + S1

in a1
n

, i ∈ [1, . . . , n − 1] (F.9)

Para el resto de accesos procedentes de la red primera (del acceso n hasta el N − 1):

bi = b1
i+1 =

N∑
j=1

S1
i+1,j a1

j

=

n−1∑
j=1

S1
i+1,j a1

j + S1
i+1,n a1

n +

N∑
j=n+1

S1
i+1,j a1

j

=

n−1∑
j=1

S1
i+1,j aj +

N∑
j=n+1

S1
i+1,j aj−1 + S1

i+1,n a1
n

, i ∈ [n, . . . , N − 1] (F.10)

Para los accesos desde el N hasta el N + m − 2 (primeros m − 1 accesos de la red 2):

bi = b2
i−N+1 =

M∑
j=1

S2
i−N+1,j a2

j

=

m−1∑
j=1

S2
i−N+1,j a2

j + S2
i−N+1,m a2

m +

M∑
j=m+1

S2
i−N+1,j a2

j

=

m−1∑
j=1

S2
i−N+1,j aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
i−N+1,j aj+N−2

+ S2
i−N+1,m a2

m

, i ∈ [N, . . . , N + m − 2]

(F.11)
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Finalmente, las ondas de tensión emergentes de los últimos accesos, desde el N + m− 1
hasta el Q (accesos del m + 1 al M de la red 2):

bi = b2
i−N+2 =

M∑
j=1

S2
i−N+2,j a2

j

=

m−1∑
j=1

S2
i−N+2,j a2

j + S2
i−N+2,m a2

m +

M∑
j=m+1

S2
i−N+2,j a2

j

=
m−1∑
j=1

S2
i−N+2,j aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
i−N+2,j aj+N−2

+ S2
i−N+2,m a2

m

, i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]

(F.12)

Las expresiones (F.9) - (F.12) expresan las ondas de tensión emergentes en los accesos de
la red global en función de las ondas de tensión incidentes, con la excepción de los términos
a1

n y a2
m. Necesitamos por tanto expresar a1

n y a2
m en función de las ondas de tensión inci-

dentes ai de la red global para cumplir con nuestro objetivo. Para establecer esta relación nos
valdremos de (F.3) y (F.4):

b1
n =

N∑
j=1

S1
nj a1

j =

n−1∑
j=1

S1
nj a1

j + S1
nn a1

n +

N∑
j=n+1

S1
nj a1

j

=

n−1∑
j=1

S1
nj aj +

N∑
j=n+1

S1
nj aj−1 + S1

nn a1
n (F.13)

b2
m =

M∑
j=1

S2
mj a2

j =
m−1∑
j=1

S2
mj a2

j + S2
mm a2

m +
M∑

j=m+1

S2
mj a2

j

=

m−1∑
j=1

S2
mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
mj aj+N−2 + S2

mm a2
m (F.14)

Teniendo en cuenta que b1
n = a2

m y b2
m = a1

n,

a2
m =

n−1∑
j=1

S1
nj aj +

N∑
j=n+1

S1
nj aj−1 + S1

nn a1
n (F.15)

a1
n =

m−1∑
j=1

S2
mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
mj aj+N−2 + S2

mm a2
m (F.16)
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Obtenemos un sistema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas. Para resolverlo despejaremos
primero a2

m:

a2
m =

n−1∑
j=1

S1
nj aj +

N∑
j=n+1

S1
nj aj−1

+ S1
nn

(
m−1∑
j=1

S2
mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
mj aj+N−2 + S2

mm a2
m

) (F.17)

(
I − S1

nn S2
mm

)
a2

m =

n−1∑
j=1

S1
nj aj +

N∑
j=n+1

S1
nj aj−1

+
m−1∑
j=1

S1
nn S2

mj aj+N−1 +
M∑

j=m+1

S1
nn S2

mj aj+N−2

(F.18)

Finalmente,

a2
m =

n−1∑
j=1

E S1
nj aj +

N∑
j=n+1

E S1
nj aj−1

+

m−1∑
j=1

E S1
nn S2

mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

E S1
nn S2

mj aj+N−2

(F.19)

donde,

E =
(
I − S1

nn S2
mm

)−1
(F.20)

Sustituyendo (F.19) en (F.16) obtendremos ahora a1
n:

a1
n =

m−1∑
j=1

S2
mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
mj aj+N−2

+
n−1∑
j=1

S2
mm E S1

nj aj +
N∑

j=n+1

S2
mm E S1

nj aj−1

+

m−1∑
j=1

S2
mm E S1

nn S2
mj aj+N−1 +

M∑
j=m+1

S2
mm E S1

nn S2
mj aj+N−2

(F.21)
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Agrupando términos:

a1
n =

n−1∑
j=1

S2
mm E S1

nj aj +

N∑
j=n+1

S2
mm E S1

nj aj−1

+

m−1∑
j=1

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−1

+

M∑
j=m+1

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−2

(F.22)

Una vez determinados a1
n y a2

m, podemos sustituir en (F.9):

bi =
n−1∑
j=1

S1
ij aj +

N∑
j=n+1

S1
ij aj−1

+
n−1∑
j=1

S1
in S2

mm E S1
nj aj +

N∑
j=n+1

S1
in S2

mm E S1
nj aj−1

+
m−1∑
j=1

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−1

+
M∑

j=m+1

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−2

, i ∈ [1, . . . , n − 1] (F.23)

Agrupando los sumatorios:

bi =

n−1∑
j=1

(
S1

ij + S1
in S2

mm E S1
nj

)
aj

+
N∑

j=n+1

(
S1

ij + S1
in S2

mm E S1
nj

)
aj−1

+

m−1∑
j=1

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−1

+
M∑

j=m+1

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

mj aj+N−2

, i ∈ [1, . . . , n − 1] (F.24)

Realizando cambios en los ı́ndices de los sumatorios de manera que éstos recorran los
accesos según la numeración de la red global, y no la numeración local de las dos redes (ver



246 MDG conjunta de una conexión de dos redes

figura F.2):

bi =

n−1∑
j=1

(
S1

ij + S1
in S2

mm E S1
nj

)
aj

+
N−1∑
j=n

(
S1

i,j+1 + S1
in S2

mm E S1
n,j+1

)
aj

+
N+m−2∑

j=N

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

m,j−N+1 aj

+

Q∑
j=N+m−1

S1
in

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

m,j−N+2 aj

, i ∈ [1, . . . , n − 1] (F.25)

Sustituyendo (F.22) en (F.10), agrupando términos y cambiando los ı́ndices de los suma-
torios, obtenemos para i ∈ [n, . . . , N − 1]:

bi =
n−1∑
j=1

(
S1

i+1,j + S1
i+1,n S2

mm E S1
nj

)
aj

+
N−1∑
j=n

(
S1

i+1,j+1 + S1
i+1,n S2

mm E S1
n,j+1

)
aj

+

N+m−2∑
j=N

S1
i+1,n

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

m,j−N+1 aj

+

Q∑
j=N+m−1

S1
i+1,n

(
I + S2

mm E S1
nn

)
S2

m,j−N+2 aj

, i ∈ [n, . . . , N − 1] (F.26)

Sustituyendo (F.19) en (F.11), agrupando términos y cambiando los ı́ndices de los suma-
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torios, obtenemos para i ∈ [N, . . . , N + m − 2]:

bi =
n−1∑
j=1

S2
i−N+1,m E S1

nj aj

+

N−1∑
j=n

S2
i−N+1,m E S1

n,j+1 aj

+

N+m−2∑
j=N

(
S2

i−N+1,j−N+1 + S2
i−N+1,m E S1

nn S2
m,j−N+1

)
aj

+

Q∑
j=N+m−1

(
S2

i−N+1,j−N+2 + S2
i−N+1,m E S1

nn S2
m,j−N+2

)
aj

, i ∈ [N, . . . , N + m − 2]

(F.27)

Sustituyendo (F.19) en (F.12), agrupando términos y cambiando los ı́ndices de los suma-
torios, obtenemos para i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]:

bi =
n−1∑
j=1

S2
i−N+2,m E S1

nj aj

+
N−1∑
j=n

S2
i−N+2,m E S1

n,j+1 aj

+

N+m−2∑
j=N

(
S2

i−N+2,j−N+1 + S2
i−N+2,m E S1

nn S2
m,j−N+1

)
aj

+

Q∑
j=N+m−1

(
S2

i−N+2,j−N+2 + S2
i−N+2,m E S1

nn S2
m,j−N+2

)
aj

, i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]

(F.28)

Las expresiones (F.25), (F.26), (F.27) y (F.28) nos permiten relacionar las ondas de ten-
sión emergentes de cada uno de los accesos de la red global con las ondas de tensión inci-
dentes. Por tanto podemos ya construir la matriz de dispersión generalizada (MDG) de la
red conjunta, fruto de la conexión de las dos subredes. Comparando (F.2) con (F.25), (F.26),
(F.27) y (F.28), podemos identificar directamente los elementos Sij de la matriz global.
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Para i ∈ [1, . . . , n − 1]:

Sij =




S1
ij + S1

in S2
mm E S1

nj j ≤ n − 1

S1
i,j+1 + S1

in S2
mm E S1

n,j+1 n ≤ j ≤ N − 1

S1
in (I + S2

mm E S1
nn) S2

m,j−N+1 N ≤ j ≤ N + m − 2

S1
in (I + S2

mm E S1
nn) S2

m,j−N+2 N + m − 1 ≤ j ≤ Q

(F.29)

Para i ∈ [n, . . . , N − 1]:

Sij =




S1
i+1,j + S1

i+1,n S2
mm E S1

nj j ≤ n − 1

S1
i+1,j+1 + S1

i+1,n S2
mm E S1

n,j+1 n ≤ j ≤ N − 1

S1
i+1,n (I + S2

mm E S1
nn) S2

m,j−N+1 N ≤ j ≤ N + m − 2

S1
i+1,n (I + S2

mm E S1
nn) S2

m,j−N+2 N + m − 1 ≤ j ≤ Q

(F.30)

Para i ∈ [N, . . . , N + m − 2]:

Sij =




S2
i−N+1,m E S1

nj j ≤ n − 1

S2
i−N+1,m E S1

n,j+1 n ≤ j ≤ N − 1

S2
i−N+1,j−N+1

+ S2
i−N+1,m E S1

nn S2
m,j−N+1

N ≤ j ≤ N + m − 2

S2
i−N+1,j−N+2

+ S2
i−N+1,m E S1

nn S2
m,j−N+2

N + m − 1 ≤ j ≤ Q

(F.31)

Para i ∈ [N + m − 1, . . . , Q]:

Sij =




S2
i−N+2,m E S1

nj j ≤ n − 1

S2
i−N+2,m E S1

n,j+1 n ≤ j ≤ N − 1

S2
i−N+2,j−N+1

+ S2
i−N+2,m E S1

nn S2
m,j−N+1

N ≤ j ≤ N + m − 2

S2
i−N+2,j−N+2

+ S2
i−N+2,m E S1

nn S2
m,j−N+2

N + m − 1 ≤ j ≤ Q

(F.32)

Cada elemento Sij es una submatriz de tamaño Mi ×Mj , donde Mi y Mj son el número
de modos guiados que se han considerado para el acceso i y j, respectivamente.
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Sub-bloque Filas Columnas

G1
11 n − 1 n − 1

G1
12 n − 1 N − n

G1
21 N − n n − 1

G1
22 N − n N − n

C1
1 n − 1 1

C1
2 N − n 1

F 1
1 1 n − 1

F 1
2 1 N − n

G2
11 m − 1 m − 1

G2
12 m − 1 M − m

G2
21 M − m m − 1

G2
22 M − m M − m

C2
1 m − 1 1

C2
2 M − m 1

F 2
1 1 m − 1

F 2
2 1 M − m

El cálculo de la matriz S se puede simplificar si descomponemos las matrices MDG de
las dos redes (S1 y S2) en los siguientes sub-bloques:

S1 =




G1
11 C1

1 G1
12

F 1
1 S1

nn F 1
2

G1
21 C1

2 G1
22




N×N

(F.33)

S2 =




G2
11 C2

1 G2
12

F 2
1 S2

mm F 2
2

G2
21 C2

2 G2
22




M×M

(F.34)

A continuación se detalla en una tabla el tamaño de cada uno de los sub-bloques en los
que se han descompuesto las matrices S1 y S2.

Como ya se ha indicado con anterioridad, cada uno de los sub-bloques A son matrices
con elementos Aij que son a su vez matrices de tamaño Mi×Mj , siendo Mi y Mj el número
de modos guiados en el acceso i y j, respectivamente.
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A continuación definimos las siguientes matrices:

G1 =

[
G1

11 G1
12

G1
21 G1

22

]
(F.35)

C1 =

[
C1

1

C1
2

]
(F.36)

F 1 =
[
F 1

1 F 1
2

]
(F.37)

G2 =

[
G2

11 G2
12

G2
21 G2

22

]
(F.38)

C2 =

[
C2

1

C2
2

]
(F.39)

F 2 =
[
F 2

1 F 2
2

]
(F.40)

Utilizando las matrices que acabamos de definir, la MDG de la red total se puede calcular
de la siguiente forma:

S =

[
A11 A12

A21 A22

]
=




G1 + C1 S2
mm E F 1 C1 (I +S2

mm E S1
nn) F 2

C2 E F 1 G2 + C2 E S1
nn F 2




(F.41)

donde A11 es un sub-bloque de (N − 1) × (N − 1) elementos, A12 de (N − 1) × (M − 1)
elementos, A21 de (M − 1) × (N − 1) elementos, y A22 de (M − 1) × (M − 1) elementos.

F.2. Cambio de accesos

Una vez se han enlazado dos redes y se ha obtenido la MDG conjunta, la numeración
de los accesos de la red queda tal y como se muestra en la figura F.2. Es posible que que se
desee que la numeración de los accesos sea distinta. Para ello es preciso intercambiar unos o
más accesos.

En esta sección se aborda el problema de intercambiar dos accesos cualesquiera en una
red, tal y como se muestra en la figura F.4, donde se ha denominado S a la red original y S ′

a la red resultante de intercambiar los accesos i-ésimo y j -ésimo de la red S.
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Figura F.4: Cambio del acceso i por el acceso j en una red de N accesos

La relación entre las ondas de tensión incidentes y reflejadas en cada uno de los N acce-
sos de la red S viene dada por su matriz de dispersión generalizada S de la siguiente forma:




b1
...
bi
...
bj
...

bN




= S ·




a1
...
ai
...
aj
...

aN




(F.42)

donde los elementos bn y an son a su vez vectores, de Mn elementos, que contienen las
amplitudes de los Mn modos incidentes y reflejados en el acceso n.

Expandiendo la matriz S en submatrices Smn de tamaño Mm×Mn, con m, n ∈ [1, . . . , N ]:




b1
...
bi
...
bj
...

bN




=




S11 · · · S1i · · · S1j · · · S1N
...

...
...

...
...

...
...

Si1 · · · Sii · · · Sij · · · SiN
...

...
...

...
...

...
...

Sj1 · · · Sji · · · Sjj · · · SjN
...

...
...

...
...

...
...

SN1 · · · SNi · · · SNj · · · SNN



·




a1
...
ai
...
aj
...

aN




(F.43)

En el caso de la red S ′, también se pueden relacionar las amplitudes de las ondas de
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tensión normalizadas a′
n y b′n mediante la matriz de dispersión generalizada de la red:



b′1
...
b′i
...
b′j
...

b′N




=




S ′
11 · · · S ′

1i · · · S ′
1j · · · S ′

1N
...

...
...

...
...

...
...

S ′
i1 · · · S ′

ii · · · S ′
ij · · · S ′

iN
...

...
...

...
...

...
...

S ′
j1 · · · S ′

ji · · · S ′
jj · · · S ′

jN
...

...
...

...
...

...
...

S ′
N1 · · · S ′

Ni · · · S ′
Nj · · · S ′

NN



·




a′
1
...
a′

i
...
a′

j
...

a′
N




(F.44)

Si cambiamos los accesos i y j el uno por el otro, se cumplirán las siguientes relaciones:

a′
i = aj

b′i = bj

a′
j = ai

b′j = bi

a′
n = an n �= i, j

b′n = bn n �= i, j (F.45)

Utilizando las expresiones anteriores y sustituyendo en (F.43) podemos establecer una
relación entre las ondas reflejadas b′n y las incidentes a′

n en los accesos de la red S ′, en
función de la matriz S de la red original:



b′1
...
b′i
...
b′j
...

b′N




=




S11 · · · S1j · · · S1i · · · S1N
...

...
...

...
...

...
...

Sj1 · · · Sjj · · · Sji · · · SjN
...

...
...

...
...

...
...

Si1 · · · Sij · · · Sii · · · SiN
...

...
...

...
...

...
...

SN1 · · · SNj · · · SNi · · · SNN



·




a′
1
...
a′

i
...
a′

j
...

a′
N




(F.46)

De las expresiones (F.43) y (F.46) se desprende que la matriz S ′ de la red con los accesos
cambiados es la misma que la matriz S de la red original, con la salvedad de que se han
intercambiado las posiciones de las filas i y j, y posteriormente las de las columnas i y j.
Este intercambio de posiciones en las filas y las columnas se puede conseguir pre y post
multiplicando S por unas matrices adecuadas:

S ′ = F · S · C (F.47)

donde F y C son matrices de N × N elementos, cada uno de tamaño Mm × Mn (m, n ∈
[1, . . . , N ]).
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Para obtener F y C, partiremos de una matriz diagonal A de N × N elementos.

A =




I1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · Ii · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · Ij · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · IN




(F.48)

donde In es la una matriz identidad de tamaño Mn × Mn (n ∈ [1, . . . , N ]).
La matriz F se obtiene cambiando las filas i y j de la matriz A:

F =




I1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · Ij · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · Ii · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · IN




(F.49)

Y la matriz C se obtiene cambiando las columnas i y j de A:

C =




I1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · Ii · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · Ij · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 · · · 0 · · · IN




(F.50)
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Apéndice G

Publicaciones

En este apéndice se proporciona una relación de las publicaciones cientı́ficas realizadas
como fruto del trabajo de la tesis. Se trata de 2 artı́culos publicados y uno en revisión en
revistas de ámbito internacional, 4 ponencias en congresos nacionales, y 14 ponencias en
congresos internacionales.

G.1. Artı́culos en revistas de ámbito internacional
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ISSN 1051-8207
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ISBN 0018-9480/02
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Fecha En revisión Páginas 8
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260 Publicaciones

Autores H. Esteban, V.E. Boria, S. Cogollos, y M. Ferrando

Tı́tulo
Analysis of 2-D scattering problems in open-space and waveguide
systems using hybrid numerical-modal techniques

Congreso AP2000, Millenium Conference on Antennas and Propagation

Publicación Abstracts of Millenium Conference on Antennas and Propagation

ISBN 92-9092-776-3 Lugar Davos, Suiza

Fecha 9-14 Abril, 2000 Páginas 625
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Autores
H. Esteban, S. Cogollos, C. Bachiller, A. A. San Blas y V. E.
Boria

Tı́tulo
A new analytical method for the analysis of multiple scattering
problems using spectral techniques

Congreso IEEE Antennas and Propagation Society International Sympo-
sium 2002

Publicación 2002 Digest. Volumen II

ISBN 0-7803-7330-8 Lugar
San Antonio (Texas,
Estados Unidos)

Fecha 16-21 de Junio de 2002 Páginas 82-85
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