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Análisis E�iente de Cavidades Plano E 1Objetivos � Los objetivos del trabajo realizado se entran en el desarrollo de un al-goritmo de análisis eletromagnétio e�iente para avidades resonantes en on�guraiónplano E, que araterie dihas estruturas a través de su matriz de admitanias genera-lizada (GAM). Las avidades bajo estudio pueden tener una seión plano E totalmentearbitraria, ompuesta por segmentos tanto retos omo irulares y elíptios. Asimismo,la exitaión de la avidad se realiza a través un número arbitrario de guías de ondaretangulares en las que se onsidera solo las familias de modos TE1m y TM1m (puestoque son las familias de modos que se exitan uando se alimenta un dispositivo plano Ea través del modo fundamental TE10 de una guía retangular). Además el algoritmo debeser suseptible de integrarse dentro de programas de análisis eletromagnétio basadosen ténias modales, permitiendo de este modo el análisis de dispositivos ompletos queontengan avidades en plano E.Metodología � La ténia utilizada para el análisis eletromagnétio de este tipo deestruturas ombina el método Boundary Integral - Resonant Mode Expansion (BI-RME)en su versión bidimensional, on una ténia de euaión integral que permite reduir almínimo el número de modos resonantes a alular. De esta manera se pretende aumentarde forma onsiderable la e�ienia numéria del algoritmo.Desarrollos teórios realizados � En la seión segunda de esta memoria, se inluyeel desarrollo teório realizado, expliando los pasos seguidos por el algoritmo para a-raterizar las avidades plano E. La GAM de una avidad se puede expresar omo unaexpansión en serie de polos en el dominio de la freuenia que depende de los oe�ientesde aoplo entre los modos de la avidad y los modos de las guías de entrada. El álulode la parte independiente de la freuenia de esta serie se realiza en dos pasos. Por unaparte se utiliza el método BI-RME para obtener los modos solenoidales magnétios de laavidad on los que se alula uno de los términos de la serie. Al mismo tiempo, se puedeutilizar la ténia de la euaión integral para plantear un problema eletromagnétiouya soluión (mediante el Método de los Momentos) proporiona los otros dos términosde la serie de la GAM. Una vez obtenidos estos tres términos, se ombinan para obtenerla matriz de admitanias de la estrutura ompleta.A la hora de integrar este algoritmo on otros métodos de análisis modal, apareeuna uestión teória adiional a onsiderar y resolver. La teoría desarrollada asume, pormotivos de e�ienia omputaional, que los modos de aeso a la avidad son modoshíbridos LSE1m (que no son más que una ombinaión lineal de modos TE1m y TM1m). Sinembargo, para obtener la respuesta de un dispositivo ompleto, es neesario que la GAMde la avidad proporione la relaión entre tensiones y orrientes de los distintos modosTE y TM de forma independiente, por tanto es neesario desaoplar la ontribuión deunos y otros. Utilizando propiedades de ortogonalidad de los modos TE y TM, es posiblerealizar este ambio de base proyetando las ontribuiones de los modos LSE en funiónde modos TE y TM.Resultados � En la terera seión de la memoria se presentan una serie de ejemplosprátios de análisis de avidades plano E. En ada aso se ompara la respuesta obtenida



Análisis E�iente de Cavidades Plano E 2on las de prototipos analizados y publiados en distintos artíulos de investigaión. Comose verá, los resultados son altamente satisfatorios, no solo por la preisión que ofree elalgoritmo implementado, sino también por su e�ienia omputaional y versatilidad a lahora de analizar estruturas on geometrías muy diversas.Líneas futuras � El trabajo presentado se enmara dentro de un proyeto más ampliouyo objetivo es analizar avidades (uya estrutura geométria sea tipo plano E o planoH) pero exitadas por ualquier familia de modos TE y TM. Este algoritmo extendidopermitirá introduir las avidades dentro del análisis de dispositivos más omplejos, enlos que se exite ualquier familia de modos, ampliando así el número de estruturas quese pueden analizar on los programas desarrollados en el instituto de investigaión.Además de araterizar estas avidades mediante su GAM, también está ontempladala posibilidad de alular los ampos eletromagnétios dentro de diha avidad. Estopermitirá realizar futuros análisis de alta potenia sobre estas estruturas, para determinarde este modo en qué rango de potenias la avidad puede trabajar sin sufrir efetosindeseados de alta potenia, tales omo Multipator o desarga Corona.Publiaiones � P. Soto, V.E. Boria, C. Careller, C.P. Viente, J. Gil, B. Gimeno."EM-Based Synthesis and Design of Bandpass Waveguide Filters Inluding ManufaturingE�ets with FEST 3D", International Journal of RF and Mirowave Computer Aided-Engineering (ISSN: 1096-4290), Volumen 22, número 1, pp. 93-103, Jan. 2012.C. Careller, M. Brumos, S. Cogollos, P. Soto, J. Gil, V. E. Boria, C. Viente yV. Gimeno, "Análisis Modal de Componentes Pasivos Basados en Guías Cirulares onContornos Arbitrarios", XXVI Simposium Naional de la URSI, 4 pp., (ISSN: 978-84-933934-5-8), Leganés (Madrid), España, Septiembre 2011.Abstrat � The e�ient and aurate analysis of E-plane avity resonators with ar-bitrary ross setion is onsidered in this work. Combining the well-known 2D BI-RMEmethod with the solution of an additional integral equation problem, the Generalized Ad-mittane Matrix of this avity is omputed very e�iently. The BI-RME method is usedto ompute the rapidly-onverging series of oupling oe�ients present in the expressionof the GAM. However, the series of oupling oe�ients related to irrotational modes aremore e�iently omputed as the solution of an integral equation eletromagneti problem.This doument ontains all the theoretial details behind the implementation. After in-tegrating this algorithm inside other available modal methods, a series of strutures havebeen analyzed in order to hek the auray and numerial e�ieny of the implementa-tion. The results, inluded in the third setion of this doument, are suessfully omparedwith data obtained from the tehnial literature.Autor: Carlos Careller Candau, email: arar2�upvnet.upv.esDiretor 1: Dr. Viente E. Boria Esbert, email: vboria�dom.upv.esDiretor 2: Dr. Jordi Gil Raga, email: jordi.gil�aurorasat.esFeha de entrega: 17-07-12
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Análisis E�iente de Cavidades Plano E 41. IntroduiónUna avidad resonante es un volumen enerrado por paredes, normalmente metálias,dentro del ual pueden existir modos de osilaión en un número in�nito y disreto defreuenias. En tenología de guíaonda, la forma más habitual de onstruir una avidadresonante es mediante un tramo de guía en el que se ortoiruitan, on una pared elétria,sus dos extremos. De esta manera se onsigue generar una onda estaionaria dentro de laestrutura que, idealmente y si no hubiera pérdidas, quedaría almaenada in�nitamentedentro del resonador.El primer análisis modal estrito de avidades resonantes, presentado por Kurokawa[14℄, demostró que el ampo tanto elétrio omo magnétio en el interior de una avidadse puede expandir en serie de modos irrotaionales (uyo rotaional es nulo) y solenoidales(uya divergenia es nula). Si la avidad onsiste en un tramo de guía ortoiruitada porambos extremos, los modos solenoidales e irrotaionales de la avidad se pueden derivar,de forma senilla, a partir de los modos transversales elétrios y magnétios de la propiaguía. Una vez obtenidos los modos de la avidad, se pueden alular los oe�ientes dela expansión modal mediante la proyeión de los modos de las guías de aeso sobre losdistintos modos de la avidad.El trabajo presentado en esta Tesina se basa en la araterizaión modal de Kurokawapara, mediante el uso de una ténia de análisis de guías de seión transversal arbitraria(basada en el método Boundary Integral - Resonant Mode Expansion, referido a partir deahora omo BI-RME), desarrollar una herramienta que permita analizar avidades ons-truidas a partir de guías arbitrarias ortoiruitadas. La primera implementaión de estaherramienta que se realizó en el maro de esta Tesina, utilizaba toda la arta modal pro-porionada por el método BI-RME para onstruir la matriz de admitanias de la avidad.Los resultados que se obtuvieron demostraron que algunas de las series utilizadas en estaaraterizaión modal tenían una onvergenia lenta, por lo que se optó por una formula-ión alternativa que mejorara la e�ienia omputaional del método. La implementaión�nal de esta herramienta de análisis, basada en el desarrollo de [2℄, permite la arate-rizaión e�iente de avidades uya seión está formada por ualquier ombinaión desegmentos retos, irulares y elíptios, alimentadas por un número ilimitado de guíasretangulares en on�guraión plano E. Esta herramienta, además, se ha integrado dentrode programas propios de análisis modal, de forma que permite analizar omponentes queposean ualquier tipo de disontinuidad que pueda onsiderarse una avidad plano E, yasean odos, postes apaitivos, aopladores direionales, uniones en T, et.En las siguientes seiones se presentará toda la teoría relaionada on la herramientaimplementada, desde el álulo de las distintas omponentes de la matriz de admitaniashasta el ambio de base de la misma para adaptarla a las de�niiones modales que requie-ren otros programas propios de análisis. Asimismo se presentarán una serie de ejemplosde análisis de omponentes reales que permitirán la validaión la herramienta implemen-tada, demostrando la versatilidad y e�ienia de la misma para analizar geometrías muydiversas.



Teoría 52. TeoríaEl presente trabajo trata de analizar e�ientemente avidades plano E, araterizán-dolas a través de su matriz de admitanias generalizada (GAM, por sus siglas en inglés).Las avidades bajo estudio se araterizan por ser prismas de base arbitraria, la ual sepuede de�nir omo ualquier ombinaión de segmentos retos, irulares y elíptios siem-pre que éstos de�nan una, o varias, líneas erradas. La alimentaión de estas avidadesse puede realizar a través de un número arbitrario de guías de onda retangulares. Éstasdeben estar oloadas en las paredes laterales del prisma, de manera que el plano E de lasguías retangulares (plano formado por la direión de propagaión y el vetor de ampoelétrio del modo fundamental exitado) sea paralelo a las bases arbitrarias de la avidad(ver Fig. 1).
E

E

ẑ

ẑ

Figura 1: Ejemplo de avidad plano E (odo). La interseión de este plano on la avidadse enuentra resaltada en azul.2.1. Cálulo de la matriz de admitaniasLa matriz de admitanias Y (pq)
mn de una avidad, por de�niión, relaiona la orrientemodal (I(p)m ) que se indue sobre el modo p del puerto m al exitar la estrutura on unatensión modal (V (q)

n ) del modo q en el puerto n, estando ortoiruitados todos los puertossalvo el n:
Y (pq)
mn =

I
(p)
m

V
(q)
n

∀V (ξ)
i = 0 on ξ 6= q, i 6= n (1)La de�niión de las orrientes y tensiones modales se �ja de manera que las orrientessean siempre entrantes a la red, para permitir una orreta interonexión entre distintasavidades. Exitando on una tensión modal unidad en el puerto n, neesitamos alularla orriente induida en el puerto m por diha exitaión para obtener la matriz de admi-tanias de la estrutura. En el aso onreto de una avidad, para onoer esta orrientemodal se proede de la siguiente manera: se exita la estrutura on el modo q en el puerto

n estando el resto de puertos ortoiruitados, y se alula el ampo magnétio que se



2.1 Cálulo de la matriz de admitanias 6genera sobre el puerto m. A ontinuaión, se debe proyetar este ampo magnétio trans-versal al puerto m sobre las funiones vetoriales modales de ampo magnétio de dihopuerto. Aprovehando las propiedades de ortogonalidad de los modos es posible obtenerla amplitud de esta proyeión, que oinide on la orriente modal busada.
bm

a

x̂g (= ẑ)

ŷg (= x̂m)

êy

ĥx

ẑg

(a)
Sm

bm

a

x̂m

ẑ

n̂m

Puerto nPuerto m

(b)Figura 2: (a): Sistema de referenia de la guía retangular del puerto m junto on lasomponentes transversales del modo LSE1p. (b): Cavidad arbitraria bajo estudioon el sistema de referenia situado sobre el puerto m.Veamos ahora este proedimiento de análisis en detalle. Por una parte, podemos llamar
H

(q)
n al ampo magnétio dentro de la avidad generado por una tensión modal unidaddel modo q en el puerto n. Por otra parte, el ampo magnétio transversal a la direiónde propagaión en una guía se puede expandir en funión del ampo magnétio de losmodos que ésta soporta omo:

Ht =

∞∑

i=1

I(i)m h(i)
m (2)En este trabajo se onsidera que las guías retangulares solo soportan las familias demodos que se exitan en una estrutura plano E al alimentarla on el modo fundamentalTE10. Puesto que la estrutura es invariante en la direión x̂g de las guías retangulares(ver Fig. 2), al exitarla on el modo TE10 solo se exitarán dentro de la avidad los modosque mantengan la simetría en la direión invariante. Como H

(q)
n solo tendrá una úniavariaión en la direión x̂g, solo podrá exitar en las guías de los puertos modos on lamisma simetría, por tanto en las guías solo existirán las familia de modos TE1p y TM1p.En lugar de onsiderar estas dos familias de modos por separado, se puede ompatar lanotaión y simpli�ar el desarrollo si se agrupan en lo que se onoe omo modos LSEx

1p(Longitudinal Setion Eletri [11℄ también llamados modos TEx
1p por otros autores).Retomando la formulaión, en el interfaz entre la avidad y la guía del puerto m sepuede igualar (2) on las omponentes transversales de H(q)

n . Multipliando a ambos lados



2.1 Cálulo de la matriz de admitanias 7por h(p)
m e integrando sobre la super�ie del puerto m se obtiene:

∫

Sm

H(q)
n ·h(p)

m dS =
∞∑

i=1

I(i)m

∫

Sm

h(i)
m ·h(p)

m dS (3)Si en la guía solo se onsideran modos LSE se pueden aprovehar las ondiiones deortogonalidad de éstos para despejar la orriente modal. Como se puede ver en [9℄, losmodos LSE solo aoplan on modos LSE y LSM del mismo índie modal, esto es:
∫

S

h
(p)
LSE ·h(i)

LSEdS =
(
1 +Q2

)
δpi (4)

∫

S

h
(p)
LSE ·h(i)

LSMdS = Q2δpi (5)donde Q = kx ky/(k
2 − k2x) siendo k = ω

√
µǫ, kx = π/a, ky = p π/bm.Por ello, el sumatorio de (3) solo tendrá términos distintos de 0 uando i = p. Engeneral, esto se produe en dos asos, uando se onsidera un modo LSE on i = p yuando se onsidera un modo LSM on i = p. En este trabajo solo se onsideran modosLSE debido a la simetría plano E, por lo que en lugar de dos términos distintos de 0, solohabrá uno, así que (3) se redue a:

∫

Sm

H(q)
n ·h(p)

m dS = I(p)m

∫

Sm

h(p)
m ·h(p)

m dS (6)Sustituyendo (4) en (6) se puede despejar I(p)m omo sigue,
I(p)m =

1

1 +Q2

∫

Sm

H(q)
n ·h(p)

m dS (7)Haer esta proyeión sobre ambas omponentes (x̂g e ŷg) del ampo modal obliga aalular las mismas dos omponentes del ampo magnétio H
(q)
n . Sin embargo, se puedesimpli�ar el álulo de la orriente proyetando el ampo magnétio de la avidad sobreuna únia omponente del ampo magnétio de la guía. En vez de multipliar por h(p)

m eintegrar, se puede multipliar solo por la omponente x̂g del mismo e integrar. Al �n y alabo, la orriente modal relaiona las dos omponentes por separado. Por tanto, en lugarde (3), tenemos:
∫

Sm

H(q)
n ·

(
h(p)xm x̂g

) dS =

∞∑

i=1

I(i)m

∫

Sm

h(i)
m ·

(
h(p)xm x̂g

) dS (8)Se puede demostrar que para modos LSE
∫

Sm

h(p)xm · h(i)xm dS = δpi (9)Por tanto, la orriente modal simplemente queda:
I(p)m =

∫

Sm

H(q)
n ·

(
h(p)xm x̂g

) dS (10)



2.1 Cálulo de la matriz de admitanias 8Y onsiderando una tensión modal unidad en (1), la expresión de la matriz de admi-tanias es:
Y (pq)
mn =

∫

Sm

H(q)
n ·

(
h(p)xm x̂g

) dS (11)Resumiendo, para alular la matriz de admitanias es neesario obtener, por unaparte, H(q)
n del ual solo es impresindible la omponente x̂g (o en oordenadas del dispo-sitivo, la omponente ẑ de la Fig. 2b). Por otra parte, se debe de�nir orretamente losvetores modales de ampo elétrio y magnétio en las guías de forma que la orrientemodal sea entrante a la estrutura. Para que esto ourra los vetores deben tener unasdireiones tales que

ê(p)m × ĥ(p)
m = ẑg (12)Como ya se ha omentado, en este trabajo los modos onsiderados son del tipo LSE1p,uyas expresiones umplen (12):

e(p)ym =

√
2ǫp
a bm

sin
(π
a
xg

)
cos

(
pπ

bm
yg

) (13a)
h(p)xm = −

√
2ǫp
a bm

sin
(π
a
xg

)
cos

(
pπ

bm
yg

) (13b)donde
ǫp =

{
1, p = 0
2, p 6= 0

(14)Sustituyendo (13b) en (11) y utilizando el sistema de oordenadas sobre el puerto mde la avidad (Fig. 2b), la matriz de admitanias queda:
Y (pq)
mn = −

√
2ǫp
a bm

∫ a

0

∫ bm

0

(
H(q)

n · ẑ
)
sin

(π z
a

)
cos

(
pπ xm
bm

) dz dxm (15)Utilizando la expresión del ampo magnétio dentro de una avidad en funión de losmodos resonantes de la misma [9℄, se puede expresar la matriz de admitanias omo:
Y (pq)
mn (ω) =

A
(pq)
mn

jkη
+
jk

η
B(p,q)

mn +
jk3

η

∑

i

C
(pi)
m C

(qi)
n

k2i − k2
(16)donde A(pq)

mn , B(p,q)
mn y C(pi)

m son oe�ientes independientes de la freuenia de�nidos me-diante series que involuran los aoplos entre los modos de las guías y los modos solenoi-



2.1 Cálulo de la matriz de admitanias 9dales (Hi, H
0
i ) e irrotaionales (gi) de la avidad:
A(pq)

mn =

∞∑

i=1

∫

Sm

gi ·
(
h(p)xm x̂g

) dSm

∫

Sn

gi ·
(
h(p)xm x̂g

) dSn

+
N−1∑

i=1

∫

Sm

H0
i ·

(
h(p)xm x̂g

) dSm

∫

Sn

H0
i ·

(
h(p)xm x̂g

) dSn

︸ ︷︷ ︸en el aso de un volumen onetado N vees (17a)
b(pi)m = −

∫

Sm

Hi ·
(
h(p)xm x̂g

) dSm (17b)
B(pq)

mn =
∞∑

i=1

b
(pi)
m b

(qi)
n

k2i
(17)

C(pi)
m =

b
(pi)
m

ki
(17d)La opión más direta para alular la matriz Y (p,q)

mn onsistiría en alular un númerosu�ientemente alto de modos solenoidales e irrotaionales de diha avidad para quelas series que omponen los tres tipos de oe�ientes (A(pq)
mn , B(p,q)

mn y C(pi)
m ) onvergieran.Dentro del maro de este proyeto, ésta fue la primera implementaión que se realizó,alulando mediante el método BI-RME todos los modos (TE, TM y TEM) de la basearbitraria para, on ellos, onstruir los modos solenoidales e irrotaionales de la avidad.Después de implementar esta vía, se analizó la e�ienia y preisión del algoritmo, lo quellevó a su desarte por el alto esfuerzo omputaional que requería. En su lugar, se optópor implementar una ténia alternativa [2℄ uyos pasos se resumen a ontinuaión.En primer lugar, abe destaar que el álulo de los tres oe�ientes (A(pq)

mn , B(p,q)
mny C

(pi)
m de (16)) se realiza de forma separada. Por una parte, se alulan mediante elmétodo BI-RME la únia familia de modos de la base arbitraria neesaria para onstruirlos oe�ientes C(pi)

m . Este álulo de modos es, generalmente, el proedimiento que másreursos y tiempo onsume del algoritmo, por tanto, uantos menos modos sean neesariosalular más rápido será éste. Puesto que la serie que involura los oe�ientes C(pi)
monverge muho más rápidamente que aquellas de los términos A(pq)

mn y B
(p,q)
mn , solo sonneesarios unos poos términos para obtener una araterizaión preisa de la estrutura.Por otra parte, el álulo de los oe�ientes A(pq)

mn y B(p,q)
mn requiere resolver un problemade euaión integral mediante el Método de los Momentos [10℄ para evitar onsiderar unaserie lentamente onvergente. Este proedimiento se ha omprobado que onsume muypoos reursos de tiempo y CPU si lo omparamos on el álulo de los modos neesariospara obtener resultados onvergentes en las series a sumar para obtener A(pq)

mn y B(p,q)
mn . Deaquí que el algoritmo implementado en este trabajo resulta muho más e�iente que elmétodo direto.



2.2 Cálulo de los oe�ientes C(pi)
m de la matriz de admitanias 102.2. Cálulo de los oe�ientes C(pi)

m de la matriz de admitaniasLos oe�ientes C(pi)
m tienen la siguiente expresión:

C(pi)
m =

−1

ki

∫

Sm

Hi ·
(
h(p)xg ẑ

) dS (18)donde Hi es el ampo magnétio del modo solenoidal magnétio i-ésimo de la avidaderrada, uyo número de onda es ki. Por su parte, h(p)xg es la omponente x̂g (= ẑ) delampo magnétio del modo LSE1p del puerto m.2.2.1. Modos en la avidad erradaComo ya se ha omentado en la Introduión, una avidad omo la que se onsideraen este trabajo se puede entender omo una guía de seión transversal arbitraria erradaen ambos extremos por sendas paredes elétrias. Por tanto, es fáil entender que losmodos de estas avidades pueden onstruirse a partir de los modos de la guía arbitraria,dotándolos de la orrespondiente variaión sinusoidal en la direión ẑ que imponen lasondiiones de ontorno de las paredes elétrias de ambos extremos.En general, los modos solenoidales magnétios se onstruyen a partir de las soluionesmodales TE, TM y TEM de la guía. Sin embargo, las soluiones que derivan de los modosTM y TEM no poseen omponentes en direión ẑ, por tanto no es neesario onsiderarlaspara obtener los oe�ientes C(pi)
m . Como la exitaión se realiza a través de modos LSE1pon una sola variaión en la direión ẑ, solo se aoplarán modos de la avidad on unaúnia variaión en altura. Utilizando el sistema de ejes oordenados de la Fig. 2b, el ampode los modos solenoidales magnétios a onsiderar se puede expresar omo:

HTE
i1 =

1√
χ2
i +

(π
a

)2

√
2/a

χi

∇×
[
(ẑ×∇tψi) sin

(π z
a

)] (19)donde a es la anhura de la avidad (dimensión onstante), ψi es el potenial esalar onel que se onstruye el i-ésimo modo TE de la base, siendo χi su número de onda de orte,y ∇t el gradiente respeto de las oordenadas transversales de la base arbitraria. Por suparte, el número de onda de orte del modo de la avidad HTE
i1 es:

ki =

√
χ2
i +

(π
a

)2 (20)Desarrollando la expresión del rotor que aparee en (19) se obtiene:
∇×

[
(ẑ×∇tψi) sin

(π z
a

)]
= − ∂ψi

∂nm

π

a
cos

(π z
a

)
n̂m − ∂ψi

∂xm

π

a
cos

(π z
a

)
x̂m

+

(
∂2ψi

∂n2
m

+
∂2ψi

∂x2m

)
sin

(π z
a

)
ẑ (21)



2.2 Cálulo de los oe�ientes C(pi)
m de la matriz de admitanias 11De las tres omponentes en (21), solo la dirigida según la direión ẑ ontribuirá alálulo de los oe�ientes C(pi)

m . Además, el álulo de ambas derivadas pariales puedeevitarse sabiendo que el potenial ψi umple la euaión de Helmholtz:
∂2ψi

∂n2
m

+
∂2ψi

∂x2m
= −χ2

iψi (22)Substituyendo (22) en (21) resulta que la omponente ẑ del ampo magnétio tiene lasiguiente expresión:
HTE

i1z

∣∣∣∣
Sm

=
−χi

√
2/a√

χ2
i +

(π
a

)2
sin

(π z
a

)
ψi (23)Dada la seión arbitraria de la avidad, se aplia sobre ella el método BI-RME 2Ddesrito en [7℄ y on ello se obtienen tanto los números de onda χi omo la orrientesuper�ial Jt(l) tangente al ontorno arbitrario. La orriente super�ial tangente puederelaionarse on el potenial ψi busado omo:

Jit = −j V χi

ηχ
ψi (24)donde V se obtiene relaionando las omponentes normalizadas y no normalizadas deampo elétrio del i-ésimo modo TE y evaluando en χ = χi. De aquí se onluye que

ψi = −Jit = −
M∑

k=1

Bk uk(l) (25)donde uk son funiones base parabólias de�nidas a trozos para expandir la inógnita delproblema que resuelve el método BI-RME, y Bk son los pesos de éstas obtenidos tras laresoluión del problema de autovalores de los modos TE.2.2.2. Cálulo del oe�iente C(pi)
mSustituyendo (23) y (25) en (18) y resolviendo la integral sobre la oordenada ẑ, laexpresión del oe�iente C(pi)

m queda omo sigue:
C(pi)

m =
χi

k2i

√
4ǫp
a2 bm

a

2

l∑

k=j

Bk

[∫

∆k

uk(xm) cos

(
p π xm
bm

) dxm] (26)donde se ha supuesto que las funiones base que están de�nidas sobre el puerto m vannumeradas desde el índie j al l. De esta manera, ya solo queda resolver la integral quellamaremos Ik, de�nida del siguiente modo:
Ik =

∫

∆k

uk(xm) cos

(
p π xm
bm

) dxm (27)
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mn de la matriz de admitanias 12Las funiones base que utiliza el método BI-RME están de�nidas según una variablenormalizada t ∈ [−1/2, 1/2], por tanto es neesario parametrizar la variable a integrar

xm según el mismo parámetro t. De esta forma la integral sobre el puerto se onvierte enun sumatorio de integrales entre [−1/2, 1/2]. Esta parametrizaión es:
xm = x0k + δk (t + 0,5) −→ dxm = δk dt (28)donde x0k es el punto iniial del segmento sobre el que está de�nida la funión base,utilizando omo punto de origen para medir esta distania el punto de iniio del primersegmento del puerto (i.e. xm = 0). Por su parte, δk es la longitud del mismo. De estaforma, la integral Ik se transforma en

Ik =

∫ 0,5

−0,5

(
c1k t

2 + c2k t+ c3k
)
cos

[
pπ

bm
δk t+

pπ

bm
(x0k + 0,5δ)

]
δkdt (29)donde c1k, c2k y c3k son los oe�ientes de la funión base k-ésima.Se resuelve (29) para p 6= 0 de forma que los oe�ientes C(pi)

m quedan:
C(pi)

m =
χi

k2i

√
ǫp
bm

l∑

k=j

Bk δk

{
sin (0,5αk + βk)

[
c1k

(
0,52

αk

− 2

α3
k

)
+ c2k

0,5

αk

+
c3k
αk

]

+ sin (−0,5αk + βk)

[
−c1k

(
0,52

αk

− 2

α3
k

)
+ c2k

0,5

αk

− c3k
αk

]

+ cos (0,5αk + βk)

[
c1k
α2
k

+
c2k
α2
k

]
+ cos (−0,5αk + βk)

[
c1k
α2
k

− c2k
α2
k

]} (30)donde
αk =

pπδk
bm

(31)
βk =

pπ

bm
(x0k + 0,5δk) (32)Por su parte uando p = 0 los oe�ientes C(pi)

m son:
C(0i)

m =
χi

k2i

1√
bm

l∑

k=j

Bk δk

[
0,25c1k

3
+ c3k

] (33)2.3. Cálulo de los oe�ientes A(pq)
mn y B(pq)

mn de la matriz de admi-taniasIndependientemente del álulo de los oe�ientes C(pi)
m , el proedimiento seguido paraalular los oe�ientes A(pq)

mn y B(pq)
mn , sin alular los modos resonantes de la avidad, sepuede resumir brevemente de la forma siguiente. Primero se expresa el ampo magnétiodentro de la avidad en funión de un potenial auxiliar de�nido sobre la base arbitraria
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mn de la matriz de admitanias 13de la avidad. A ontinuaión, se expande este potenial en serie de potenias de formaque al introduir el ampo magnétio en la expresión de la GAM, se puedan igualar losdiferentes términos de la expansión on los oe�ientes A(pq)

mn y B(pq)
mn . Los oe�ientes queonforman la expansión en serie del potenial se alularán mediante la resoluión de unproblema de euaión integral que se resolverá por el Método de los Momentos (MoM).Finalmente los oe�ientes A(pq)

mn y B(pq)
mn se expresarán en funión de esta soluión.2.3.1. Cálulo del ampo magnétio a partir de un potenial auxiliarUtilizando la teoría de poteniales auxiliares que se puede enontrar en [8℄, es posibleexpresar el ampo magnétio H

(q)
n dentro de la avidad en funión de un potenial vetorauxiliar:

H(q)
n = jωǫF(q)

n − 1

jωµ
∇∇ ·F(q)

n =
−1

jωµ

(
k2F(q)

n +∇∇ ·F(q)
n

) (34)donde
F(q)

n = ϕ(q)
n sin

(π z
a

)
ẑ (35)para una avidad plano E, siendo ϕ(q)

n un potenial esalar de�nido sobre la base arbitraria.Como se vio en (15), para alular la matriz de admitanias de la avidad bajo estudiosolo es neesaria la omponente ẑ de H
(q)
n :

H(q)
n · ẑ =

−1

jωµ

{
k2ϕ(q)

n sin
(π z
a

)
+

∂2

∂ z2

[
ϕ(q)
n sin

(π z
a

)]}

=
−1

jωµ

[
k2 − (π/a)2

]
ϕ(q)
n sin

(π z
a

) (36)De esta manera, sustituyendo (36) en (15), la matriz de adminanias queda:
Y (pq)
mn =

∫ a

0

∫ bm

0

1

jωµ

[
k2 − (π/a)2

]
ϕ(q)
n sin

(π z
a

)√
2ǫp
a bm

sin
(π z
a

)
cos

(
p π xm
bm

) dxm dz
=

1

jη k

√
aǫp
2 bm

[
k2 − (π/a)2

] ∫ bm

0

ϕ(q)
n cos

(
p π xm
bm

) dxm (37)Ahora se expande el potenial auxiliar ϕ(q)
n en serie de potenias de k, de forma quese puedan reuperar los oe�ientes A(pq)

mn y B
(pq)
mn en funión de las omponentes de laexpansión.

ϕ(q)
n = α(q)

n + k2β(q)
n +O(k4) (38)Sustituyendo (38) en (37) y desarrollando se llega a:

Y (pq)
mn =

1

jη k

[
−
√

aǫp
2 bm

(π
a

)2
∫ bm

0

α(q)
n cos

(
p π xm
bm

) dxm]
+

j k

η

{
−
√

aǫp
2 bm

∫ bm

0

[
α(q)
n −

(π
a

)2

β(q)
n

]
cos

(
p π xm
bm

) dxm}
+

j k3

η

[
−
√

aǫp
2 bm

∫ bm

0

β(q)
n cos

(
p π xm
bm

) dxm] (39)
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mn de la matriz de admitanias 14Comparando (39) on (16), se pueden identi�ar los oe�ientes A(pq)

mn y B(pq)
mn omosigue:

A(pq)
mn = −

√
aǫp
2 bm

(π
a

)2
∫ bm

0

α(q)
n cos

(
p π xm
bm

) dxm (40a)
B(pq)

mn = −
√

aǫp
2 bm

∫ bm

0

[
α(q)
n −

(π
a

)2

β(q)
n

]
cos

(
p π xm
bm

) dxm (40b)2.3.2. Desarrollo de la euaión integral que umple ϕ(q)
nPara obtener los oe�ientes α(q)

n y β
(q)
n de la expansión del potenial ϕ(q)

n se va aplantear una euaión integral que debe umplir este potenial, siguiendo para ello elproedimiento desrito en [16℄. Se parte del esenario representado en la Fig. 3: la avidadse enuentra ortoiruitada en todos los puertos salvo el puerto n, en el ual se estáexitando on el modo LSE1q.
bn

a

x̂n

ẑ

n̂n

Puerto n

Puerto m

Figura 3: Vista de la estrutura para el álulo de ϕ(q)
n .La euaión integral a plantear está basada en la soluión de la euaión de ondapropuesta por Weber para ondas ilíndrias [6℄. Se puede demostrar que si ϕ(q)

n es unafunión bidimensional que umpla
∂2ϕ

(q)
n

∂2 x2
+
∂2ϕ

(q)
n

∂2 y2
+ k20ϕ

(q)
n = 0 (41)on primera y segunda derivadas ontinuas dentro de un ontorno errado ∂S en el planode la base arbitraria, entones se puede alular el valor de diha funión en un punto
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(x, y) dentro del área que de�ne el ontorno ∂S (Fig. 4) omo:
ϕ(q)
n (x, y) =

1

4

∮

∂S

[
ϕ(q)
n (s′)

∂φ(k0R)

∂n′
− φ(k0R)

∂ϕ
(q)
n (s′)

∂n′

] ds′ (42)donde R es la distania entre el punto (x, y) y los puntos s′ del ontorno, n′ es la direiónnormal al mismo apuntando haia fuera de éste, y φ es una funión que también umple(41), on omportamiento del tipo ( 2

π
log t

) era de t = 0. La euaión (42) está basadaen la segunda identidad de Green para el aso bidimensional.Se elige omo funión de Green φ = jH
(2)
0 (k0R) (donde H(2)

0 es la funión de Hankelde segunda espeie y orden 0) que umple las ondiiones anteriormente espei�adas, yrepresenta una onda ilíndria divergente. Con esta eleión, la euaión (42) queda omosigue:
ϕ(q)
n (x, y) =

1

4j

∮

∂S

[
H

(2)
0 (k0R)

∂ϕ
(q)
n (s′)

∂n′
− ϕ(q)

n (s′)
∂H

(2)
0 (k0R)

∂n′

] ds′ (43)
x̂n

b

b

R̂

n̂′

θ s′
s

R

∂S
Puerto nFigura 4: Vista en planta de la base arbitraria on las variables utilizadas en la euaiónintegral para ϕ(q)

n .Si en lugar de neesitar alular el valor de ϕ(q)
n en puntos (x, y) dentro de la zonaque de�ne el ontorno ∂S, se desea alular este potenial en puntos s que se enuentrensituados sobre el propio ontorno, la euaión integral [17℄ se transforma en:

ϕ
(q)
n (s)

2
=

∮

∂S

[
G(k0R)

∂ϕ
(q)
n (s′)

∂n′
− ϕ(q)

n (s′)
∂G(k0R)

∂n′

] ds′ (44)donde
G(k0R) =

H
(2)
0 (k0R)

4j
(45)Ahora vamos a alular ∂ϕ(q)

n

∂n′
sobre el ontorno ∂S, donde t̂ y n̂′ son los vetorestangente y normal a éste en ada punto. Del mismo modo que el ampo magnétio, se
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mn de la matriz de admitanias 16puede expresar el ampo elétrio en funión de un potenial vetor auxiliar omo:

E(q)
n = ∇× F(q)

n =
∂Fz

∂t
n̂′ − ∂Fz

∂n′
t̂ (46)Sobre las paredes laterales de la avidad y los puertos que están ortoruitados, sedebe umplir la ondiión de pared elétria:

n̂′ × E(q)
n = 0 =⇒ −Ez t̂+ Et ẑ = 0 (47)Lo que implia que

Ez = 0 −→ ya se umple viendo que la omponente ẑ de (46) es nula.
Et = −∂Fz

∂n′
= 0Por tanto, sobre las paredes laterales y puertos ortoiruitados

∂Fz

∂n′
= sin(π z/a)

∂ϕ
(q)
n

∂n′
=⇒ ∂ϕ

(q)
n

∂n′

∣∣∣∣∣
PEC

= 0 (48)Por su parte, uando nos enontremos sobre el puerto por el que se exita la estrutura(esto es, el puerto n), el término ∂Fz

∂n′
orresponderá a la omponente de ampo elétriotransversal al puerto, vista la estrutura desde arriba (Fig. 4). Como es onoido, en elinterfaz entre dos medios las omponentes de ampo elétrio y magnétio transversalesal interfaz deben ser ontinuas:

n̂′ ×E(q)
n

∣∣Puerto n
= n̂′ × e(q)n (49)Desarrollando los produtos vetoriales y utilizando la expresión del ampo para laguía (13a) podemos despejar la derivada busada sobre el puerto n:

∂ϕ
(q)
n

∂n′

∣∣∣∣∣Puerto n

= −
√

2 ǫq
a bn

cos

(
q π xn
bn

) (50)Resumiendo, tenemos que ∂ϕ
(q)
n (s)
∂n′

es:
∂ϕ

(q)
n (s)

∂n′
=





−
√

2 ǫq
a bn

cos

(
q π xn
bn

)
s ∈ Puerto n

0 resto s (51)Introduiendo (51) en (44) la euaión integral se simpli�a:
ϕ
(q)
n (s)

2
= −

√
2 ǫq
a bn

∫ bn

0

G(k0R) cos

(
q π xn
bn

) dxn − ∮

∂S

ϕ(q)
n (s′)

∂G(k0R)

∂n′
ds′ (52)
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mn de la matriz de admitanias 17Además, el término ∂G/∂n′ se puede transformar en una derivada parial respetode R

∂G(k0R)

∂n′
=
∂G(k0R)

∂R
· ∂R
∂n′

=
∂G(k0R)

∂R
cos θ (53)donde θ, tal y omo se muestra en la Fig. 4 es el ángulo que forman R̂ y n̂′. De esta formala euaión integral a resolver �nalmente es:

ϕ
(q)
n (s)

2
+

∮

∂S

cos θ
∂G(k0R)

∂R
ϕ(q)
n (s′)ds′ = −

√
2 ǫq
a bn

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
G(k0R) dxn (54)2.3.3. Construión del par de euaiones aopladasPara alular la matriz de admintaias no es neesario obtener la expresión exata de

ϕ
(q)
n , sino los oe�ientes α(q)

n y β(q)
n de su expansión resonante. Por ello no se va a resolverdiretamente (54), sino que se va a expandir la funión de Green G(k0R) de la mismamanera que ϕ(q)

n , se sustituirán ambas expansiones en (54) e igualando términos on lasmismas potenias de k se obtendrán dos euaiones integrales. La resoluión de estas doseuaiones integrales proporionará los oe�ientes α(q)
n y β(q)

n busados.Realizando un desarrollo en serie de Taylor, y utilizando diversas propiedades de lasfuniones de Hankel que podemos enontrar en [1℄, el desarrollo en serie de potenias dela funión de Green se puede expresar omo:
G̃ =

1

2π
K0

(π
a
R
)
+ k2

aR

4π2
K1

(π
a
R
) (55)donde K0 y K1 son las funiones de Bessel modi�adas de segunda espeie y órdenes 0 y1, respetivamente.Por su parte, el desarrollo en serie de ∂G̃

∂R
es:

∂G̃

∂R
=

−1

2a
K1

(π
a
R
)
− k2

R

4π
K0

(π
a
R
) (56)Introduiendo (38), (55) y (56) en (54) tenemos la euaión integral desarrollada enserie de potenias de k:

α
(q)
n (s) + k2 β

(q)
n (s)

2
−

∮

∂S

cos θ

[
1

2a
K1

(
πR

a

)
+ k2

R

4π
K0

(
πR

a

)] [
α(q)
n (s) + k2 β(q)

n (s)
] ds′

= − 1

2π

√
2 ǫq
a bn

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)[
K0

(
πR

a

)
+ k2

aR

2π
K1

(
πR

a

)]dxn(57)Igualando términos on la misma potenia de k obtenemos dos euaiones integrales.Para los términos sin potenia de k tenemos:
α
(q)
n (s)

2
− 1

2a

∮

∂S

cos θ α(q)
n (s′)K1

(
π R

a

) ds′ = − 1

2π

√
2 ǫq
a bn

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
K0

(
π R

a

) dxn(58)
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β
(q)
n (s)

2
− 1

2a

∮

∂S

cos θ β(q)
n (s′)K1

(
π R

a

) ds′
=

1

4π

∮

∂S

cos θ α(q)
n (s′)RK0

(
π R

a

) ds′
− a

4π2

√
2 ǫq
a bn

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
RK1

(
π R

a

) dxn (59)2.3.4. Resoluión mediante el Método de los MomentosEn este punto se aplia el Método de los Momentos (MoM) en su versión de Galerkinsobre las euaiones (58) y (59) para reuperar el valor de las inógnitas α(q)
n y β(q)

n en elontorno. Se expresan las inógnitas omo un sumatorio de funiones base fk, uyos pesosse obtendrán al resolver sendos sistemas de euaiones. Así pues:
α(q)
n (s) =

K∑

k=1

w
(q)
nk fk(s) (60a)

β(q)
n (s) =

K∑

k=1

v
(q)
nk fk(s) (60b)Las funiones base a utilizar son las mismas que se han empleado para el álulode los oe�ientes C(pi)

m . Se trata de funiones parabólias de�nidas a trozos, y on áreanormalizada a 1. Tras la apliaión del MoM en su versión de Galerkin, el primer sistemade euaiones a resolver es: (
L+M

)
·W = G (61)donde las omponentes de las distintas matries son

Lij =
1

2

∮

∂S

fi(s) fj(s) ds (62a)
Mij =

−1

2a

∮

∂S

∮

∂S

cos θ K1

(
π R

a

)
fi(s) fj(s

′) ds ds′ (62b)
Gq[n]i =

−1

2π

√
2 ǫq
a bn

∮

∂S

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
K0

(
π R

a

)
fi(s) ds dxn (62)

Wq[n]i = w
(q)
[n]i (62d)Por otra parte, la euaión integral (59) da lugar al siguiente sistema de euaiones:

(
L +M

)
·V = N ·W +T (63)
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Nij =
1

4π

∮

∂S

∮

∂S

cos θ R K0

(
π R

a

)
fi(s) fj(s

′) ds ds′ (64a)
Tq[n]i =

−a
4π2

√
2 ǫq
a bn

∮

∂S

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
R K1

(
π R

a

)
fi(s) ds dxn (64b)

Vq[n]i = v
(q)
[n]i (64)2.3.5. Expresiones �nales de A(pq)

mn y B
(pq)
mnUna vez se hayan obtenido los pesos que aompañan a las funiones base que re-presentan α

(q)
n y β(q)

n , haiendo uso de (40) podemos expresar A(pq)
mn y B(pq)

mn omo sigue:
A(pq)

mn = −
√

aǫp
2 bm

(π
a

)2
l∑

k=j

w
(q)
nk

∫

∆k

fk(xm) cos

(
p π xm
bm

) dxm (65a)
B(pq)

mn = −
√

aǫp
2 bm

l∑

k=j

[
w

(q)
nk −

(π
a

)2

v
(q)
nk

] ∫

∆k

fk(xm) cos

(
p π xm
bm

) dxm (65b)Para alular las matries ompletas A y B para todos los modos partiendo de lasmatries L,M,G,N yT ya aluladas, falta por alular una matrizF uyas omponentesson:
Fp[m]k = −

√
aǫp
2 bm

∫

∆k

fk(xm) cos

(
p π xm
bm

) dxm (66)La integral que aparee en (66) es idéntia a (27), por tanto la onstruión de lamatriz F no supone una arga omputaional adiional, puesto que sus omponentes yaha sido alulada durante el obtenión de los oe�ientes C(pi)
m . Una vez onstruida lamatriz F, se pueden obtener las matries globales A y B omo:

A =
(π
a

)2 [
F ·

(
L+M

)−1 ·G
] (67a)

B = F ·
{(

L+M
)−1 ·G−

(π
a

)2 (
L +M

)−1 ·
[
N ·

(
L +M

)−1
+T

]} (67b)A la hora de onstruir las matries neesarias para resolver el problema, es neesarioalular una serie de integrales en las que intervienen las funiones de Bessel modi�adas
K0 y K1, las uales son singulares al evaluarlas en 0. Las ténias de integraión estándarfallan al intentar evaluar ambas funiones en este punto, por tanto es neesario realizar untratamiento adiional de las expresiones de las distintas matries para evitar el problemade su evaluaión numéria. En las siguientes subseiones se estudia el tratamiento que seda a ada matriz dependiendo del tipo de segmento involurado en la integral.



2.3 Cálulo de los oe�ientes A(pq)
mn y B

(pq)
mn de la matriz de admitanias 202.3.6. Resoluión de la integral singular de la matriz MLa primera integral on problemas de singularidad on la que nos enontramos apareeal alular la matrizM. Reordemos la expresión onreta de los elementos de esta matriz:

Mij =
−1

2a

∮

∂S

∮

∂S

cos θ K1

(
π R

a

)
fi(s) fj(s

′) ds ds′ (68)Cuando s → s′ (ie. R → 0) la funión de Bessel modi�ada K1 tiende a +∞, on loual, la evaluaión numéria en este punto es inviable. Para evitar este problema vamosa agrupar la funión de Bessel K1 on la funión trigonométria cos θ, y alularemos ellímite de esta expresión para ada tipo de tramo onsiderado (lineal, irular y elíptio).Llamamos:
IM = cos θ K1

(
π R

a

) (69)El término cos θ se puede relaionar on los vetores R y n̂′ (ver Fig. 4) omo:
cos θ =

R · n̂′

R
(70)Cera del origen, podemos aproximar K1 por el primer término de su desarrollo enserie [3℄:

K1(
π R

a
) ≈ a

π R
+O(R2) (71)Combinando (70) y (71), el límite a alular queda:

ĺım
R→0

IM =
a

π
ĺım
R→0

R · n̂′

R2
(72)Ahora proedemos a evaluar este límite para ada tipo de tramo. Para ello se para-metrizarán los distintos tipos de segmentos en funión de una variable t ∈ [−1/2, 1/2],Tramo linealEn la Fig. 5 podemos ver representado un tramo lineal. Como es obvio, uando s y s′pertenezan al mismo tramo, cos θ = 0 puesto que R⊥ n̂′, por tanto,

ĺım
R→0

IM = 0 (73)Tramo irularPara los tramos irulares (ver Fig. 6) la parametrizaión es de la forma:
x = x0 + r cosϕ(t)

y = y0 + r senϕ(t) (74)on
ϕ(t) = ϕ1 +∆ϕ (t+ 0,5)

∆ϕ = ϕ2 − ϕ1 (75)
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R̂

ϑ

s′

s

n̂′

x̂

ŷ

Figura 5: Tramo lineal.donde el diferenial de longitud esds = r dϕ = r∆ϕ dt (76)Los vetores R y n̂′ son
R = s′ − s = r [(cosϕ′ − cosϕ) x̂+ (sinϕ′ − sinϕ) ŷ] (77)
n̂′ = cosϕ′ x̂+ sinϕ′ ŷ (78)uyo produto esalar es:
R · n̂′ = r [1− cos (ϕ− ϕ′)] = r {1− cos [∆ϕ (t− t′)]} (79)Por su parte R2 tiene la siguiente expresión:

R2 = r2
[
(cosϕ′ − cosϕ)

2
+ (senϕ′ − senϕ)

2
] (80)

ϕ1

r Δϕ

x

y

( )x , y0 0

ϕ2
r

Figura 6: Tramo irular de radio r entrado en (x0, y0) de�nido entre los ángulos ϕ1 y
ϕ2.



2.3 Cálulo de los oe�ientes A(pq)
mn y B

(pq)
mn de la matriz de admitanias 22Agrupando todas estas expresiones, el límite busado queda:

ĺım
R→0

IM =
a

2π r
(81)

η1

α

x

y

( )x , y0 0

η2 u

v

b a
ee

Figura 7: Tramo elíptio de semieje mayor ae y semieje menor be.Tramo elíptioEn el aso de tramos elíptios, la parametrizaión utiliza un sistema de oordenadasloales (u, v) rotado α (radianes) respeto del sistema de oordenadas artesiano tal yomo se puede ver en la Fig. 7 donde:
u = ae cos η(t)

v = be sen η(t) (82)siendo
η(t) = η1 +∆η(t+ 0,5)

∆η = η2 − η1 (83)mientras que ae y be se orresponden on los semiejes mayor y menor de la elipse, respe-tivamente.Estas oordenadas loales están relaionadas on las oordenadas artesianas según lasiguiente relaión:
(
x
y

)
=

(
x0
y0

)
+

(
cosα − senα
senα cosα

)
·
(
u
v

) (84)En este aso la expresión del diferenial de longitud es más ompliada que en losasos anteriores: ds′ = ae∆η
√

1− e2 cos2 η′ dt′ (85)
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mn de la matriz de admitanias 23donde e es la exentriidad de la elipse.Por su parte, el vetor unitario normal al segmento elíptio y el vetor R tienen lassiguientes expresiones:

n̂′ =
−ae senα sen η′ + be cosα cos η′

ae
√
1− e2 cos2 η′

x̂+
ae cosα sen η′ + be senα cos η′

ae
√
1− e2 cos2 η′

ŷ (86)
R = [ae cosα (cos η′ − cos η)− be sinα (sin η′ − sin η)] x̂

+ [ae sinα (cos η′ − cos η) + be cosα (sin η′ − sin η)] ŷ (87)mientras que el produto esalar entre ambos es:
R · n̂′ =

be [1− cos (η − η′)]√
1− e2 cos2 η′

=
be {1− cos [∆η (t− t′)]}√

1− e2 cos2 η′
(88)y distania entre punto de fuente y de observaión para este tipo de segmentos se expresaomo:

R2 = a2e (cos η
′ − cos η)

2
+ b2e (sen η

′ − sen η)
2 (89)Sustituyendo (88) y (89) en (72) el límite queda:

ĺım
R→0

IM =
a be

2π
√

1− e2 cos2 η′
(
a2e sin

2 η′ + b2e cos
2 η′

) (90)2.3.7. Resoluión de la integral singular de la matriz GLa segunda integral on problemas de singularidad se enuentra en el álulo de lamatriz G uando se toma el diferenial de longitud sobre el puerto por el que se exita laestrutura. Reordemos la expresión que tienen las omponentes de esta matriz:
Gq[n]i =

−1

2π

√
2 ǫq
a bn

∮

∂S

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
K0

(
π R

a

)
fi(s) ds dxn (91)El problema singular se debe a que

ĺım
R→0

K0

(
π R

a

)
= +∞ (92)Para soluionar este problema se va a apliar el proedimiento siguiente. La integraldoble que aparee en (91) se separará en dos integrales de línea: la interna (on diferenialds) se integrará analítiamente, y la externa mediante ténias numérias de uadratura.Desarrollando en serie la funión de Bessel alrededor de 0 tenemos:

K0

(
π R

a

)
≈ − ln

(
π R

a

)
− γ + ln(2) +R2 π2

4 a2

[
− ln

(
π R

a

)
− γ + 1 + ln(2)

]

+ R4 π4

128 a4

[
−2 ln

(
π R

a

)
− 2γ + 3 + 2 ln(2)

]

+ R6 π6

13824 a6

[
−6 ln

(
π R

a

)
− 6γ + 11 + 6 ln(2)

]
+O

[
(πR/a)8

] (93)
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mn de la matriz de admitanias 24donde γ = 0,57721566490153286 es la onstante de Euler-Masheroni [19℄. Llamamos Iga la integral a alular analítiamente:

Ig(xn) =

∫

∆S

K0

[π
a
R (xn, s)

]
fi(s) ds = ∫ 0,5

−0,5

K0

[π
a
R (tn, t)

] (
c1 t

2 + c2 t + c3
) dt (94)donde ∆S es un segmento retilíneo sobre el puerto n. Utilizando el desarrollo en seriede K0 (y asumiendo que es válido en todo el segmento) podemos separar la integral enuna parte regular Irg y otra singular Isg

Ig = Irg + Isg (95)donde
Irg =

∫ 0,5

−0,5

{
ln(2)− γ − ln(π/a) +R2 π

2

4 a2
[1− γ + ln 2− ln(π/a)]

+ R4 π
4

4 a4
[3− 2γ + 2 ln 2− ln(π/a)]

+ R6 π6

13824 a6
[11− 6γ − 6 ln 2− ln(π/a)]

} (
c1 t

2 + c2 t+ c3
)
∆l dt (96a)

Isg = −1

2

∫ 0,5

−0,5

lnR2

(
1 +R2 π

2

4 a2
+R4 π4

128 a4
+R6 π6

13824 a6

) (
c1 t

2 + c2 t + c3
)
∆l dt(96b)La parte regular Irg se puede inluir en el álulo numério de la integral. Por su parte,la integral singular se integrará analítiamente. Para ello separamos Isg en uatro integralesdiferentes:

Isg =
−∆l

2

(
Is0g + Is2g + Is4g + Is6g

) (97)Parametrizando el segmento reto según t, las uatro integrales pueden resolverse analí-tiamente. La primera de ellas es:
Is0g =

∫ 0,5

−0,5

ln
[
∆l2 (tn − t)2

] [
c1 t

2 + c2 t+ c3
] dt

=

{
1

12

[
8 c1 t

3
n + 12 c2 t

2
n + 24 c3 tn + c1 − 3 (c2 − 4 c3)

]
ln |2tn + 1|

− 1

12

[
8 c1 t

3
n + 12 c2 t

2
n + 24 c3 tn − c1 − 3 (c2 + 4 c3)

]
ln |2tn − 1|

+
(c1
6
+ 2 c3

)
ln

∣∣∣∣
∆l

2

∣∣∣∣−
1

18

(
12 c1 t

2
n + 18 c2 tn + c1 + 36 c3

)} (98)
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Is2g =
π2∆l2

4 a2

∫ 0,5

−0,5

ln
[
∆l2 (tn − t)2

]
(tn − t)2

[
c1 t

2 + c2 t+ c3
] dt

=
π2∆l2

4 a2
1

1800

{
(0,5− tn)

3
[
−112,5c2 − 400c3 − 175c2 tn − 36c1 − 81 c1 tn − 94 c1 t

2
n

+ 2 ln [∆l(0,5− tn)] (90 c1 + 225c2 + 600c3 + 150c2 tn + 90 c1 tn + 60 c1 t
2
n)
]

+ (0,5 + tn)
3
[
112,5c2 − 400c3 − 175c2 tn − 36 c1 + 81 c1 tn − 94 c1 t

2
n

+ 2 ln [∆l(0,5 + tn)] (90 c1 − 225c2 + 600c3 + 150c2 tn − 90 c1 tn + 60 c1 t
2
n)
]} (99)Por su parte, la terera integral es:

Is4g =
π4∆l4

128 a4

∫ 0,5

−0,5

ln
[
∆l2 (tn − t)2

]
(tn − t)4

[
c1 t

2 + c2 t+ c3
] dt

=
π4∆l4

128 a4
1

22050
·

{
(0,5− tn)

5
[
−612,5 c2 − 1764 c3 − 539 c2 tn − 225 c1 − 325 c1 tn − 214 c1 t

2
n

+ (0,5 + tn)
5
[
612,5 c2 − 1764 c3 − 539 c2 tn − 225 c1 + 325 c1 tn − 214 c1 t

2
n

+ 2 ln [∆l(0,5− tn)] (1837,5 c2 + 4410 c3 + 735 c2 tn

+ 787,5 c1 + 525 c1 tn + 210 c1 t
2
n)
]

+ 2 ln [∆l(0,5 + tn)] (−1837,5 c2 + 4410 c3 + 735 c2 tn

+ 787,5 c1 − 525 c1 tn + 210 c1 t
2
n)
]} (100)Finalmente, la uarta integral es:

Is6g =
π6∆l6

13824 a6

∫ 0,5

−0,5

ln
[
∆l2 (tn − t)2

]
(tn − t)6

[
c1 t

2 + c2 t+ c3
] dt

=
π6∆l6

13824 a6
1

127008
·

{
(0,5− tn)

7
[
−1984,5 c2 − 5184 c3 − 1215 c2 tn − 784 c1 − 833 c1 tn − 382 c1 t

2
n

+ (0,5 + tn)
7
[
1984,5 c2 − 5184 c3 − 1215 c2 tn − 784 c1 + 833 c1 tn − 382 c1 t

2
n

+ 2 ln [∆l(0,5− tn)] (7938 c2 + 18144 c3 + 2268 c2 tn

+ 3528c1 + 1764c1 tn + 504 c1 t
2
n)
]

+ 2 ln [∆l(0,5 + tn)] (−7938 c2 + 18144 c3 + 2268 c2 tn

+ 3528c1 − 1764c1 tn + 504 c1 t
2
n)
]} (101)
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mn de la matriz de admitanias 262.3.8. Resoluión de la integral singular de la matriz NLa terera integral singular a tratar surge del álulo de la matriz N:

Nij =
1

4π

∮

∂S

fi(s)

[∮

∂S

cos θ R K0

(
π R

a

)
fj(s

′) ds′] ds (102)Como se va a demostrar, para todos los tipos de tramos, el integrando posee unadisontinuidad evitable, por tanto la integral se podrá resolver numériamente sin másque sustituir la evaluaión del integrando en 0 por su límite. En onreto se trata dealular, para los distintos tipos de tramos
IN = ĺım

t→t′

{
cos θ(t, t′)R(t, t′)K0

[
π R(t, t′)

a

]}
= ĺım

t→t′

{
R · n̂′ K0

[
π R(t, t′)

a

]} (103)Para alular diho límite vamos a utilizar el desarrollo en serie de Taylor de la funiónmodi�ada de Bessel K0 que hemos visto en el apartado anterior. En lugar de utilizar estedesarrollo hasta grado 6, nos vamos a quedar on el primer término, ya que es el quepredomina uando el argumento de la funión es erano a 0:
K0

(
π R

a

)
≈ −1

2
ln
(
R2

)
+ χ (104)donde χ es una onstante.Tramo linealEn el aso de un tramo lineal, los vetores R y n̂′ son perpendiulares, por tanto:

I Ret
N = 0 (105)Tramo irularPor una parte onsideramos la expresión del produto esalar de R y n̂′ para tramosirulares vista en (79). Por otra parte, en [15℄ se demuestra que R2 se puede aproximarpor

R2 ≈ r2∆ϕ2 (t− t′)
2 (106)lo que indue a esribir lnR2 omo suma de dos términos, uno regular 1 y otro singular

lnR2 = ln

[
(x− x′)2 + (y − y′)2

∆ϕ2 (t− t′)2

]
+ ln

[
∆ϕ2(t− t′)2

] (107)Puesto que el primer término es regular, al multipliarlo porR · n̂′ este término se anulará.1La parte regular tiene el siguiente límite para tramos irulares:
ĺım

(x,y)→(x′,y′)
ln

[
(x − x′)2 + (y − y′)2

∆ϕ2 (t− t′)2

]
= ln r2
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IN = −r ĺım
t→t′

{1− cos [∆ϕ |t− t′|]} ln [∆ϕ |t− t′|] (108)Llamamos ξ = ∆ϕ |t− t′|, de forma que el límite a alular es:
IN = ĺım

ξ→0
[1− cos (ξ)] ln (ξ) (109)Apliamos la regla de L'Hopital suesivamente hasta obtener el límite:

IN = −r ĺım
ξ→0

2
(
cos ξ − cos2 ξ + sin2 ξ

)

− (2 cos ξ − ξ sin ξ)
= 0 (110)Por tanto también se umple que para los tramos irulares:

I Cir
N = 0 (111)Tramo elíptioPor un lado se utiliza el produto esalar entre los vetores R y n̂′ de�nido en (88). Porotro lado, siguiendo un proedimiento similar al de los tramos irulares, se puede separarel logaritmo del uadrado de la distania en una parte regular2 y otra singular:

lnR2 = ln

[
(x− x′)2 + (y − y′)2

∆η2 (t− t′)2

]
+ ln

[
∆η2(t− t′)2

] (112)Del mismo modo que hemos visto para los tramos irulares, el límite de la parteregular se anulará al multipliarlo por el produto esalar entre los vetores R y n̂′, porlo que solo es neesario onsiderar el término singular:
IN =

2be√
1− e2 cos2 η′

ĺım
t→t′

{1− cos [∆η (t− t′)]} ln [∆η |t− t′|] (113)Y omo ya se ha demostrado en (110) este límite es nulo, por lo que también se umplepara los aros elíptios que:
I Elip
N = 0 (114)2La parte regular tiene el siguiente límite para tramos elíptios:

ĺım
(x,y)→(x′,y′)

ln
(x− x′)2 + (y − y′)2

∆η2 (t− t′)2
= ln

[
a2
e
sen2 η′ + b2

e
cos2 η′

]



2.4 Cambio de base de la matriz de admitanias 282.3.9. Resoluión de la integral singular de la matriz TLa última integral on problemas de singularidades surge del álulo de la matriz T,uya expresión, reordemos, es:
Tq[n]i =

−a
4π2

√
2 ǫq
a bn

∮

∂S

∫ bn

0

cos

(
qπ xn
bn

)
R K1

(
π R

a

)
fi(s) ds dxn (115)Agrupamos la funión de Bessel modi�adaK1 on el término R y alulamos el límitede esta funión uando R→ 0. Llamamos

IT = R K1

(
π R

a

) (116)Utilizando la expansión de K1 era del origen (71) el límite de IT queda simplementeomo sigue:
ĺım
R→0

IT = R
a

π R
=
a

π
(117)2.4. Cambio de base de la matriz de admitaniasIndependientemente de ómo se haya alulado la matriz de admitanias, en esta se-ión vamos a desarrollar el proeso que permite transformar la matriz (Y L) que relaionaamplitudes de los modos LSE y LSM on la matriz (Y T ) que relaiona las amplitudes delos modos TE y TM. La matriz Y L relaiona orrientes (iL) y tensiones (vL) modalesLSE y LSM omo:

iL = YL ·vL (118)donde iL =
[
iL1 , i

L
2 , . . . , i

L
P

]t es el vetor de orrientes y vL =
[
v L
1 , v

L
2 , . . . , v

L
P

]t es el detensiones.Dihas tensiones y orrientes modales se obtienen al expandir el ampo elétrio ymagnétio total omo sumatorio de funiones modales LSE y LSM:
E =

P∑

p=1

v L
p eLp (119a)

H =

P∑

p=1

iLp hL
p (119b)Del mismo modo, este ampo elétrio y magnétio en los puertos se puede expandir enfunión de modos TE y TM, obteniéndose on ello otros oe�ientes de tensión y orrientemodal:

E =

Q∑

q=1

v T
q eTq (120a)

H =

Q∑

q=1

iTq hT
q (120b)



2.4 Cambio de base de la matriz de admitanias 29Con esta expansión las orrientes y tensiones de modos TE y TM (iT ,vT ) se relaionanentre sí a través de la matriz Y T omo:
iT = YT ·vT (121)donde iT =

[
iT1 , i

T
2 , . . . , i

T
P

]t el el vetor olumna de orrientes de modos TE/TM mientrasque vT =
[
v T
1 , v

T
2 , . . . , v

T
P

]t es el de tensiones.Para enontrar la relaión entre las matries YL e YT empezamos igualando las ex-pansiones de ampo magnétio (120b) y (119b):
P∑

p=1

iLp hL
p =

Q∑

q=1

iTq hT
q (122)Multipliamos a ambos lados por hT

n e integramos sobre el puerto
P∑

p=1

iLp

∫

S

hL
p ·hT

ndS =

Q∑

q=1

iTq

∫

S

hT
q ·hT

ndS (123)Utilizando las propiedades de ortogonalidad de los modos TE y TM podemos despejar iTn .
iTn =

P∑

p=1

iLp

∫

S

hL
p ·hT

ndS (124)Haiendo esto para n = 1, · · · , Q podemos expresar matriialmente la relaión entreorrientes omo:
A · iL = iT (125)donde la matriz A ontiene las integrales de aoplo de ampo magnétio entre los modosLSE/LSM y TE/TM:

Aij =

∫

S

hT
i ·hL

j dS (126)Por otra parte vamos a igualar las expansiones del ampo elétrio (120a) y (119a)para enontrar una relaión entre las tensiones modales:
P∑

p=1

v L
p eLp =

Q∑

q=1

v T
q eTq (127)Multipliamos a ambos lados por eTn e integramos sobre el puerto

P∑

p=1

v L
p

∫

S

eLp · eTndS =

Q∑

q=1

v T
q

∫

S

eTq · eTndS (128)



2.4 Cambio de base de la matriz de admitanias 30Utilizando las propiedades de ortogonalidad de modos TE y TM, podemos despejar
vTn omo

vTn =
P∑

p=1

v L
p

∫

S

eL
p · eTndS (129)Haiendo esto para n = 1, . . . , Q tenemos el siguiente sistema:

B ·vL = vT (130)donde la matriz B ontiene las integrales de aoplo de ampo elétrio entre modosLSE/LSM y TE/TM:
Bij =

∫

S

eTi · eLj dS (131)Sustituyendo (125) y (130) en (121) y desarrollando se llega a:
iL = A−1 ·YT ·B ·vL (132)Comparando (132) on (118) podemos identi�ar la matriz YL:
YL = A−1 ·YT ·B (133)y despejar YT :
YT = A ·YL ·B−1 (134)Si utilizamos (134) para obtener la matriz YT busada deberíamos alular dos ma-tries (A y B) e invertir una de ellas. Podemos haer este álulo de forma más e�ienterelaionando B on A. Para ello partimos de (127), multipliamos vetorialmente por laizquierda por el vetor ẑ y esalarmente por hL

n :
P∑

p=1

v L
p

∫

S

(
ẑ× eLp

)
·hL

n dS =

Q∑

q=1

v T
q

∫

S

(
ẑ× eTq

)
·hL

n dS (135)Sabiendo que para la base TE/TM elegida se umple que ẑ× eTq = hT
q , y onoiendolas propiedades de ortogonalidad de modos LSE y LSM, podemos despejar vLn omo:

vLn =

Q∑

q=1

v T
q

∫

S

hT
q ·hL

n dS (136)Haiendo esto para todos los modos n = 1, . . . , P se llega a la onlusión que lastensiones se pueden relaionar mediante la transpuesta de la matriz A:
vL = At ·vT (137)Comparando (137) on (130) llegamos a la onlusión que
B−1 = At (138)Por tanto la matriz YT se puede alular más e�ientemente omo:

YT = A ·YL ·At (139)



Resultados 313. ResultadosDespués de desarrollar la parte teória del trabajo, se van a presentar una serie deejemplos que servirán para validar la herramienta implementada. Entre los ejemplos seinluyen omponentes pasivos empleados habitualmente en los sistemas de omuniaiónpor satélite, tales omo odos, divisores de potenia, aopladores direionales y �ltros.De esta manera se pretende mostrar la versatilidad de la herramienta implementada paratrabajar on ualquier estrutura de forma e�az, obteniendo respuestas prátiamenteidéntias a las de otros simuladores de propósito más general en una fraión del tiempoque invierten éstos.3.1. Codo de 90o biseladoEl primer ejemplo onsiste en el análisis de una estrutura bastante simple, un odo de90o biselado en guía WR-62 omo puede verse en la Fig. 8a. Primero se analizó la estrutu-
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(a) (b)Figura 8: Codo biselado de 90o en guía WR-62 (15,799× 7,899 mm2) on b′ = 0,87b. Elanálisis de esta estrutura se ompara on los resultados publiados en [18℄ y onel simulador omerial CST Mirowave StudioR©. La respuesta on línea disonti-nua orresponde a la simulaión on preisión baja, mientras que la línea ontinuaorresponde a la respuesta onvergente.ra on preisión baja (número de modos aesibles en las guías retangulares de entradasy modos resonantes reduido), y se omparó la respuesta obtenida on la publiada en[18℄. Como puede verse en la Fig. 8b, la respuesta simulada (etiquetada omo Cav2D*)oinidía plenamente on la referenia, sin embargo un estudio de onvergenia posteriormostró que a medida que subía la preisión del análisis, la respuesta se iba desplazandohaia freuenias superiores (respuesta etiquetada omo Cav2D). Para omprobar si este



3.2 Divisor de potenia en guía retangular basado en uniones en T 32omportamiento se debía a un error de implementaión o orrespondía realmente a unarespuesta más preisa, se deidió analizar el odo biselado on el software omerial CSTMirowave StudioR©. Como se puede ver en la Fig. 8b, el análisis on este software arrojóresultados muy positivos, ya que la respuesta simulada on éste oinidía plenamente onla respuesta onvergente de la nueva herramienta implementada. Por lo que respeta altiempo de álulo, la respuesta onvergente mostrada se obtuvo en tan solo 8,7 s utilizandopara ello un PC estándar on un proesador Intel Core 2 Quad a 2.83 GHz.3.2. Divisor de potenia en guía retangular basado en unionesen TEl segundo ejemplo, extraido de [4℄, onsidera el análisis de un divisor de potenia de5 puertos basados en la onatenaión de uniones en T, tal y omo puede verse en la Fig.9a. La misión de este dispositivo es distribuir la potenia que entra por el puerto 1 deforma equitativa entre los otro uatro puertos, a pesar de que ada uno de éstos puertostenga unas dimensiones diferentes. En la Fig. 9b se puede ver la respuesta del dispositivo
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ió
n
(d
B
)

S11

S21

S31

S41

S51

Ref.

(a) (b)Figura 9: Divisor de potenia de 5 puertos basado en uniones en T. Dimensiones: a =
2b = 15,799 mm, b2 = 3,41 mm, b3 = 3,67 mm, l2 = 7,94 mm, bl2 = 3,96 mm, ,
b4 = 2,67 mm, l1 = 7,95 mm, bl1 = 7,39 mm, b5 = 2,65 mm. Comparaión de losparámetros S simulados (línea ontinua) on la referenia [4℄ (puntos).para todos los puertos, omparada satisfatoriamente on la respuesta ontenida en [4℄.Ya sea dividiendo el dispositivo en tres uniones en T unidas por guías, o onsiderando eldispositivo omo un únio bloque la respuesta es prátiamente idéntia a la mostrada enla referenia, por tanto queda demostrada la �exibilidad y �abilidad de la herramientaimplementada para analizar todo tipo de estruturas de forma e�iente. Por lo que respetaal tiempo de álulo, se han invertido 22 s en obtener la respuesta onvergente mostrada



3.3 Aoplador direional en guía retangular on postes ilíndrios 33en la Fig. 9b on la herramienta implementada. Si se simula esta misma estrutura onotros módulos de análisis propios del grupo de investigaión, el tiempo de álulo varíadesde los 6 s de los módulos que implementan las respuestas analítias de uniones en T yguías retangulares (muy rápidas y e�ientes) hasta los 25.9 s de los módulos que analizanomponentes de propósito más general.3.3. Aoplador direional en guía retangular on postes ilín-driosEl terer ejemplo orresponde a un aoplador direional realizado on una avidaden forma de ruz y postes ilíndrios, tal y omo puede verse en la Fig. 10a. Estos postesumplen dos funiones. Por una parte, los que se enuentran situados en la diagonal de laavidad entral tienen la misión de guiar la señal que entra por el puerto 1 a los puertosde salida (3 y 4), aislando el puerto 2. Por otra parte, los que se enuentran en las guíaslaterales umplen la funión de adaptaión a la salida.
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(a) (b)Figura 10: (a) Aoplador direional de dimensiones W = 10,2 mm, d = 22,9 mm,
a = 20,31 mm, c = 6,04 mm, r = 2,65 mm, rm = 1,92 mm, u = 6,39 mm, v = 8 mm.(b) Comparaión de la respuesta simulada on la referenia [13℄ y CST MirowaveStudioR©.Para realizar un análisis e�iente de la estrutura, ésta se ha segmentado en distintosbloques. Por una parte se ha analizado la avidad entral on los dos postes diagonales,y por otra las uatro seiones de guía que ontienen los postes de adaptaión. Unavez resueltos todos los bloques, se han unido de forma adeuada las distintas matriesde admitanias para obtener la respuesta �nal del dispositivo ompleto. Esta respuestapuede enontrarse en la Fig. 10b omparada on los datos obtenidos de la referenia[13℄, así omo on el simulador omerial CST Mirowave StudioR©. Como puede verse, la



3.4 Divisor de potenia tipo �rat-rae� 34respuesta es altamente oinidente on los resultados publiados, pero al mismo tiempo seenuentra desplazada muy ligeramente respeto de la obtenida on el simulador omerial.En ualquier aso se puede aeptar este nivel de disrepania, por lo que se onsideraexitosa la omparaión. Por tanto, on este ejemplo se ha validado, no solo el métodopresentado, sino también la unión de varios de elementos del tipo Cav2D que forman unomponente más omplejo. Por lo que respeta al tiempo total empleado, en este aso hasido de 32 s.3.4. Divisor de potenia tipo �rat-rae�El uarto ejemplo onsiste en el análisis de un divisor de potenia on una estruturaonoida omo �rat-rae�. Este divisor se realiza utilizando una avidad oaxial uyasdimensiones, extraidas de [12℄, pueden verse en la Fig. 11a. Esta estrutura representa unejemplo de omponente que hasta ahora no era posible analizar de forma preisa on losprogramas propios disponibles.
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(a) (b)Figura 11: Divisor de potenia tipo �rat-rae� on aesos por guía WR-10 (a =
2,54 mm, b = 1,27 mm). Dimensiones: Ri = 0,513 mm, Re = 1,411 mm, ϕ1 = 60◦,
ϕ2 = 120◦. Los resultados de la simulaión on la herramienta Cav2D implementadahan sido omparados on los obtenidos mediante la simulaión on CST MirowaveStudioR©.Tras simular el divisor �rat-rae� on la herramienta Cav2D implementada (tiempo desimulaión: 17,1 s), se han omparado los resultados on CST Mirowave StudioR© onel objetivo de validarlos. Representada en la Fig. 11b se enuentra la omparaión entreambas respuestas. Como se puede ver, la herramienta implementada obtiene una respues-ta totalmente equivalente a la simulada mediante CST Mirowave StudioR©, de formaque también se valida satisfatoriamente el análisis de estruturas basadas en avidades



3.5 Filtro paso-bajo para apliaiones de alta potenia 35irulares (a diferenia de los anteriores ejemplos que se adaptaban mejor a avidadesretangulares).3.5. Filtro paso-bajo para apliaiones de alta poteniaEl último ejemplo que se onsidera trata de llevar la herramienta implementada a loslímites de su apaidad. Se trata de analizar el �ltro paso-bajo para apliaiones de altapotenia extraido de [5℄, y uya estrutura puede verse representada en la Fig. 12. Estaestrutura se basa en un onepto ampliamente utilizado en el ampo de la óptia omoes la longitud de onda de Bragg. Utilizando un per�l de guía on variaión sinusoidalenventanada (uya longitud de onda oinide on la de Bragg), se onsigue un �ltro onuna banda de rehazo muy amplia, pudiendo llegar hasta el terer armónio on niveleselevados de pérdidas de inserión.
Figura 12: Filtro paso-bajo para apliaiones de alta potenia.El análisis de esta estrutura mediante la herramienta implementada podría realizarseonsiderando el �ltro en su totalidad, sin embargo esto reduiría la e�ienia del análisisde forma muy importante, puesto que impliaría operar on matries de tamaño exesiva-mente elevado. Para inrementar la e�ienia del análisis se puede segmentar el �ltro enseiones más pequeñas y analizar ada una de ellas de forma independiente, ombinando�nalmente las matries de admitanias de todas las seiones para obtener la respuesta del�ltro ompleto. En este aso se ha optado por segmentar el �ltro en 10 seiones, en adauna de las uales se han onsiderado una media de 200 segmentos para desribir el per�l dela guía. Se ha analizado esta estrutura on la herramienta implementada y los resultados(ver Fig. 13) se han omparado satisfatoriamente on CST Mirowave StudioR© y onmedidas reales del dispositivo onstruido mediante la ténia de eletroformado. Dentrode la banda de paso (a freuenias bajas) la respuesta que proporiona la herramientaCav2D es equivalente a las medidas, mientras que en la banda de rehazo los niveles di-�eren algo más. Esto puede deberse, por una parte, a que el número de modos resonantesonsiderados en ada seión de avidad no son su�ientes para representar la respuestadel dispositivo en un rango de freuenias que se extiende más allá de dos otavas, perosí para representarlo a freuenias bajas. Por otra parte, en la banda de rehazo el aoploentre la entrada y la salida del �ltro es muy bajo, por lo que los niveles representadosorresponden on el ruido numério de ada herramienta y on la preisión del instru-mento de medida, el ual probablemente no es apaz de representar niveles inferiores alos mostrados. Por lo que respeta al tiempo de álulo, la herramienta implementada hainvertido 2700 s en obtener la herramienta mostrada, un tiempo muy inferior a las másde 4 h que invirtió el simulador CST Mirowave StudioR©.



Conlusiones 36

8 9 10 11 12 13
−40

−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

5

S
1
1
(d
B
)

Banda de Paso

Cav2D

CST

Medida

10 15 20 25 30 35 40
Frecuencia (GHz)

−400

−300

−200

−100

0

100

S
2
1
(d
B
)

Banda Rechazada

Cav2D

CST

Medida

Figura 13: Respuesta del �ltro paso-bajo para apliaiones de alta potenia omparadaon medidas reales y simulaión on CST Mirowave StudioR©.4. ConlusionesEn este trabajo se ha presentado la implementaión de una herramienta para el aná-lisis eletromagnétio e�iente de avidades en on�guraión plano E. Esta herramientaarateriza las avidades en términos de su matriz de admitanias generalizada, la ualrelaiona orrientes y tensiones modales de los distintos modos de los puertos de aeso.Para implementar esta herramienta se ha ombinado la teoría de avidades on el méto-do BI-RME para la obtenión de los modos resonantes de guías on seión arbitraria,además de una ténia de euaión integral que ha permitido mejorar la e�ienia delanálisis evitando el álulo de series lentamente onvergentes. Una vez implementada, laherramienta se ha integrado on otros programas propios de análisis basados en métodosmodales, para lo ual se ha tenido que desarrollar un ambio de base de la matriz de ad-mitanias, puesto que los modos onsiderados por la herramienta (modos híbridos LSE)no eran ompatibles on la de�niión de modos que utilizan los otros programas propiosde análisis.
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