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Introduccion

Dada una matriz A € C"*" (o A € R™"), el problema (estindar) de valores propios
(0 autovalores) busca los valores A € C y x € C"\{0} que verifican la ecuacién

Az = Az (1)

Este problema se corresponde con un caso particular del conocido como problema
generalizado de valores propios, que busca las soluciones no triviales de la ecuacién

Az = \Bz, (2)

donde B es una matriz compleja (o real) de orden n.

Hay muchos ejemplos de aplicaciones en la ingenieria y en la ciencia en general, en
los que el modelo matemaético asociado plantea la resolucion de un problema de valores
propios, tanto en la forma estdndar (1), como generalizada (2). En fisica, por ejemplo, los
autovalores suelen estar conectados con frecuencias de vibracién de objetos (por ejemplo
puentes, ondas o particulas). En disciplinas como el anélisis dindmico de estructuras de
edificacion, toma especial relevancia determinar dichas frecuencias de vibracion. Los valo-
res propios estan presentes en conceptos matriciales, como los valores singulares, la norma,
el nimero de condicién y la potencia de una matriz. El problema de valores propios se
plantea también en la resolucion de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales una vez
han sido éstos discretizados.

El interés en este tipo de problemas ha dado lugar al desarrollo de diversos métodos
de resolucién, algunos de los cuales han sido implementados en distintas librerias compu-
tacionales para su utilizacién en la resolucién de problemas en ingenieria. La eleccion de
un método u otro vendréa determinado por las caracteristicas del problema.

Un primer aspecto a considerar a la hora de escoger un método (y posiblemente una
librerfa que lo implemente), es el tamano del problema a resolver y la posible dispersién
de la matriz que lo define. La dimensién de la matriz A puede determinar la utilizacién
de una libreria con un enfoque secuencial o paralelo. Con respecto a la dispersién, hay
una divisién bastante clara entre los métodos que se suelen utilizar, dependiendo de si
la matriz asociada es densa o dispersa (esta ultima normalmente asociada a problemas
de gran tamano). Los algoritmos utilizados en este dltimo caso son algoritmos que bus-
can no modificar la matriz inicial con el fin de no perder la dispersion, y estan basados,
principalmente, en operaciones como la multiplicacién matriz-vector que son ficilmente
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paralelizables. Ademas, estos métodos permiten el cdlculo de unos pocos autovalores si-
tuados en una determinada regién del plano complejo. Por el contrario, los algoritmos mas
utilizados para matrices densas se basan en transformaciones de semejanza unitarias y des-
composiciones matriciales ortogonales, y en la mayoria de casos, estos métodos calculan
el espectro completo de la matriz.

Otro aspecto a tener en cuenta a la hora de abordar el problema es la posible simetria
de la matriz, o si ésta es (semi)definida positiva o no. Para estos casos hay métodos
especificos que sacan partido de estas caracteristicas especiales.

A la hora de escoger el método de resolucién, es importante determinar qué parte del
espectro se desea calcular y si se requieren o no los vectores propios asociados, ya que
hay métodos que calculan eficientemente todos los valores propios del problema, mientras
que otros tienen la posibilidad de calcular s6lo una parte del espectro. En determinados
problemas fisicos que se modelan mediante un problema de valores propios, sélo unos
cuantos valores y vectores propios tienen correspondencia con magnitudes reales, y no
hay interés en el calculo del espectro completo. En problemas de gran dimensién tiene
especial importancia ajustar, tanto como sea posible, la cantidad de valores a calcular, para
reducir por un lado el tiempo de computacion necesario, y por otro la cantidad de memoria
requerida para almacenar los vectores calculados. Aunque en estos problemas la matriz
asociada es dispersa, los vectores propios, en general, seran densos y su almacenamiento
puede suponer un problema.

En la préctica la mayoria de los problemas reales de gran dimensién que se presentan,
tan sélo requieren el calculo de una minima parte del espectro de la matriz que define el
problema, y dicha parte debe ser convenientemente especificada para seleccionar la técnica
més adecuada. Los valores de interés podrian ser, por ejemplo, los mayores o menores (en
mdédulo), los més cercanos a un valor dado p, o en el caso de tratarse de un problema
hermitiano definido, todos los comprendidos en un determinado intervalo.

En definitiva, en el ambito del calculo de valores propios, surgen distintos tipos de
problemas para los que se disenian distintas soluciones que buscan aumentar la eficiencia
aprovechando las caracteristicas del problema concreto. En particular, este proyecto se
centra en el problema generalizado simétrico definido de valores propios, es decir, en resol-
ver la ecuacién (2) para matrices A y B que son simétricas, B es semidefinida positiva y
existe una combinacion lineal de ambas que es definida positiva (el par (A,B) es simétrico
definido). En este tipo de problemas, como se comprobard en la seccién §1.1, todos los
valores propios son reales por lo que podria cobrar sentido obtener todos los autovalores
comprendidos en un determinado intervalo.

En este trabajo se plantean dos objetivos principales. En primer lugar, se pretende
disenar un método para la resolucién, en entornos paralelos de memoria distribuida, del
problema generalizado simétrico definido, de forma que permita calcular todos los autova-
lores solucién del problema que estén contenidos en un determinado intervalo, asi como un
sistema de autovectores del subespacio invariante asociado a estos autovalores. El segundo
objetivo de este trabajo es realizar una implementacion paralela del método disenado, para
ser incluida en la libreria SLEPc (Scalable Library for Eigenvalue Problem Computations).
Esta librerfa, de cédigo abierto, estd especializada en la resolucién, en sistema de memoria
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distribuida, de problemas de valores propios de gran tamaio.
La implementacién del método disenado debe cumplir con dos caracteristicas funda-
mentales:

1. Eficiencia en entornos paralelos de memoria distribuida.

2. Robustez y flexibilidad para ser utilizado en situaciones generales sin restricciones
asociadas a aplicaciones concretas.

Durante la elaboracién del proyecto se han estudiado varios trabajos relacionados,
entre los que cabe destacar [8], en el que se hace un extenso estudio de un problema
similar al planteado en este trabajo (para entornos secuenciales). La solucién propuesta
por [8] utiliza una técnica conocida como spectrum slicing (diseccién del espectro), en la
que los autovalores se calculan por grupos, utilizando una secuencia de puntos (shifts), en
el interior del intervalo, en torno a los cuales se obtienen los autovalores. Este enfoque se ha
considerado adecuado para nuestro método ya que no impone limitaciones en el niimero de
autovalores que se pueden calcular (aparte del espacio de almacenamiento), al contrario de
lo que ocurre con otras técnicas en las que el niimero de autovalores que se puede obtener se
ve limitado por el aumento del coste a medida que lo hace el niimero de valores calculados.
El trabajo [8] se escoge como punto de partida, y es revisado en profundidad proponiendo
tanto actualizaciones que incorporen nuevas técnicas existentes en los métodos de valores
propios, como modificaciones con las que obtener mayor rendimiento en el entorno paralelo
para el que se disenia. Otros trabajos que se han considerado en este estudio son [7], estudio
anterior a [8], donde ya se utiliza la técnica de diseccién del espectro y algunas de las ideas
béasicas que aparecen en [8]. Un tercer trabajo revisado es [23], que presenta un diseno
paralelo y busca solucién para una aplicacién concreta basdndose en el trabajo realizado
por [8]. Finalmente se ha considerado el trabajo [16], donde se propone un método basado
en una adaptacién del descrito en [18].

Estructura de la memoria

Esta memoria se estructura de la forma siguiente: En el primer capitulo se dan algu-
nos conceptos tedricos relativos a valores propios y se presenta una visiéon general de los
principales métodos de resolucién, haciendo especial hincapié en las caracteristicas de los
métodos mas adecuados para el caso que nos interesa. En el capitulo 2 se tratan todos
los aspectos relativos al diseno del método descrito en la memoria. En primer lugar se
hace una descripcion y valoracién de las técnicas utilizadas en los trabajos indicados an-
teriormente y que, de alguna manera, han sido tenidos en cuenta en nuestro estudio. En
segundo lugar se especifica el entorno paralelo en el que estard encuadrado nuestro método,
asi como las implicaciones que ésto conlleva para el diseio del mismo. En tercer lugar, se
describen los elementos principales del enfoque que presentamos, se detallan cudles de las
ideas estudiadas en otros trabajos han sido incluidas, y qué alternativas se han propuesto
para dar solucién a los problemas planteados. En definitiva, se justifican las decisiones de
disefio tomadas y se proponen diversas opciones con el fin de comprobar cudles de ellas
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son mas adecuadas para nuestro problema concreto. Finalmente, se dan detalles del al-
goritmo que describe el método disenado. En el capitulo 3 se tratan temas relativos a la
implementacion del método. En primer lugar, se hace una revisién del software de valores
propios utilizado en la actualidad. En segundo lugar, y para situar el marco sobre el que
se realiza la implementacién, se describen las librerias SLEPc, y PETSc (Portable, Ez-
tensible Toolkit for Scientific Computation), especializadas en problemas algebraicos para
matrices dispersas de gran tamaifio, diseniadas para ser utilizadas en entornos paralelos de
memoria distribuida. Finalmente y como parte fundamental de este capitulo, se tratan
detalles concretos relativos a la implementacién del método realizada. En el capitulo 4, se
presentan dos grupos de resultados numéricos. En primer lugar, las medidas de los tiempos
obtenidos con las distintas opciones implementadas, con el fin de decidir cuales de ellas son
las mas favorables y deben por tanto ser incluidas en el cédigo final. En segundo lugar, se
exponen los resultados de la evaluacién de las prestaciones y del comportamiento paralelo
de la implementacién realizada. También se incluyen en este capitulo, a modo ilustrativo,
los tiempos de ejecucion de un problema concreto de cierta complejidad. Finalmente, en el
capitulo 5, se presentan las conclusiones extraidas a lo largo de la elaboracién del proyecto
y se plantea una linea futura de ampliacién.



Capitulo 1

Consideraciones teoricas previas

En este capitulo se muestran resultados tedricos relativos al concepto de valor propioy a
los métodos de calculo de autovalores, que se consideran importantes para la comprension
de las caracteristicas especiales del problema que se quiere resolver, y de los métodos
utilizados para ello.

En la exposicién de las siguientes secciones, se supone que se trabaja con matrices
reales o complejas. Cuando no se quiere hacer una referencia especial al espacio vectorial
en el que se trabaja, se utiliza el simbolo K para representar tanto el cuerpo de los nimeros
complejos, como el de los reales.

1.1. Valores propios

En esta seccién se da una definicién formal de los conceptos de valor y vector propio,
y se exponen algunas propiedades relevantes de los mismos.

1.1.1. Definicién. Primeras propiedades

Definicién 1. Dada una matriz A € K"*™ un escalar A € C se dice valor propio (o
autovalor) de A, si 3z € C"\{0} tal que,

Az = \x. (1.1)

Todo vector no nulo, x, verificando (1.1) se denomina vector propio o autovector (por la
derecha) de A asociado a A. El conjunto de autovalores de A se llama espectro de A y se
denota A(A).

Observacion. A € C es un valor propio de A € C"*" si y sélo si (A — Al)x = 0 tiene
solucién no trivial, lo que se cumple sii la matriz A — Al es singular, o equivalentemente
si det(A — AI) = 0. Como consecuencia, los valores propios de A se corresponden con las
raices de su polinomio caracteristico pa

pa(N) 1= det(AT — A) = (A= A1)™ (A — Xg)™ -+ (A — A\,)™. (1.2)
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Las multiplicidades, m;, como raices del polinomio caracteristico, reciben el nombre de
multiplicidades algebraicas de los autovalores. Un valor propio con multiplicidad algebraica
uno se dice simple, y maultiple en otro caso.

De la expresién (1.2) se siguen las siguientes consecuencias:

» Una matriz de dimensién n tiene n = mj + ... + m, valores propios (contando las
multiplicidades).

= Matrices reales pueden tener autovalores complejos, aunque éstos siempre aparecen
en pares conjugados (raices complejas de un polinomio real). Por ejemplo, la matriz
(% j) tiene como autovalores A\ = ¢y Ao = —1¢

= Cualquier polinomio ménico de grado n,
pN) =co+ a4 ... F e AT EAR

puede ser visto como el polinomio caracteristico de una matriz (matriz companion).
El teorema de Abel-Ruffini, que afirma que si n > 4, en general, no es posible
encontrar las soluciones de la ecuacién p(A) = 0 utilizando un ndmero finito de
operaciones aritméticas elementales, nos advierte de que los algoritmos para cédlculo
de valores propios no seran directos sino iterativos.

El polinomio caracteristico no se utiliza como herramienta para el calculo de valores
propios. Para ello se necesitaria, por un lado, calcular los coeficientes del mismo, y por otro,
utilizar algiin método iterativo (por ejemplo métodos de Newton o Laguerre) para buscar
sus raices. Dado que el célculo de dichos coeficientes es un problema mal condicionado, el
polinomio caracteristico sélo tiene utilidad tedrica.

Definicién 2. Sea (.,.): K" x K" — K un producto escalar definido en K" (K = C o
R). Una matriz A € K"*" se dice autoadjunta si Vx,y € C" se cumple

(Az,y) = (z, Ay). (1.3)

Observacion. Las matrices reales simétricas (A € R™™ con AT = A) se corresponden con
las matrices autoadjuntas para el producto escalar (z,y) = ¥’ z, en R”, mientras que las
matrices complejas hermitianas (A € C"*™ con A* = A) se corresponden con las matrices
autoadjuntas para el producto escalar (z,y) = y*z, en C".

Teorema 1. Si A € K" es autoadjunta entonces todos sus autovalores son reales.

Demostracion. Sea X\ un valor propio de A, entonces 3z € C"\{0} , tal que Az = A\x.
Para x € K", sea ||z|| = (z, ), la norma inducida por el producto escalar definido
en K". Podemos suponer que x, vector propio asociado a A, tiene norma 1 (en otro caso
trabajariamos con ”—zH)
Se tiene

A= Az]| = Mz, z) = Az, x) = (Az,x) = (z, Az) =
(Az,2) = Az, 2) = Mz, 2) = A||z|| = \.
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Observacion. Se ha utilizado la linealidad por la izquierda y la hermiticidad del producto
escalar. La ultima igualdad se sigue de que ||z|| # 0 siempre que = # 0.

O]

Este teorema demuestra que si la matriz que define un problema de valores propios
estdndar es hermitiana (simétrica en el caso real), entonces los valores propios que resuel-
ven el problema serdn reales. Para el problema generalizado, veremos que, exigiendo la
condicion de que el par sea definido, se tiene un resultado similar.

1.1.2. Transformaciones de semejanza. Descomposiciones matriciales

Definicién 3. Dos matrices A,C € K"*™ son semejantes, si existe una matriz regular
X € K™, de forma que A = XCX 1.

Teorema 2. Sea A, X € K™*", con X no singular, y B = XAX ™! una matriz semejante
a A. Entonces, A y B tienen los mismos valores propios, con la misma multiplicidad.
Ademds, si (\,y) € C x C" es un par propio de A entonces, el par (A, Xy) lo es de B.

Demostracion. Para el primero de los resultados, veamos que las dos matrices tienen el
mismo polinomio caracteristico

det(M — B) = det(X 1)det(\ — B)det(X) = det(X (A — B)X)
=det(\ — X 'BX) = det(\ — A)

Por otro lado, si (A, y) € C x C" es un par propio de A se tiene que Ay = Ay, de donde
se sigue, XAX 1 Xy = AXy, y por tanto BXy = AXy. Asi, x = Xy, es un vector propio
de B. O

Definicion 4. Una matriz de dice diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal.

Observacion. Por el Teorema 2, si una matriz es diagonalizable, sus valores propios coin-
ciden con los elementos diagonales de la matriz diagonal a la que es semejante.

Proposiciéon 3. Una matriz A € C"*", es diagonalizable sii existe una base de C" for-
mada con vectores propios de A.

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable, entonces 3X, D € C"™*" con X
regular y D = (d;;) diagonal, tal que X 'AX = D, de donde se sigue AX = XD. Sea z;
la j-ésima columna de X, para j = 1,...,n se tiene, Azx; = x;d;;, es decir, z; es un vector
propio. Por otro lado, dado que X es regular, sus columnas forman una base de C"*".

El reciproco es inmediato tomando como X la matriz formada por los vectores propios.
O

No todas la matrices son diagonalizables, por lo que, en general, no siempre existe una
forma diagonal semejante de donde obtener los autovalores. Por otro lado, errores en la
matriz inicial pueden ser considerablemente amplificados si se realizan transformaciones
de semejanza utilizando alguna matriz que aun siendo regular, podria estar cerca de ser
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singular (ntimero de condicién elevado). Para evitar éste tiltimo problema, los algoritmos
para calculo de valores propios trabajan con matrices unitarias (ortogonales en el caso
real). En la siguiente proposicién se resumen algunas de las propiedades de las matrices
unitarias.

Proposicion 4. Dada U € C"*" | equivalen:

(a) UU* =U*U =1 (Unitaria)

(b) Las columnas de U forman una base ortonormal de C"
(c) U es una isometria (i.e. Vo € C", ||[Ux|2 = ||z||2)

Definicion 5. Dos matrices son unitariamente semejantes si son semejantes y la matriz
de la Definicion 3 es unitaria.

Nota. Sea A = A+ E la perturbacién de una matriz A, y U una matriz unitaria, entonces,
al considerar la transformacién de semejanza B = U*AU = U*AU + U*EU = B+ F, se
tiene ||F|| = || F||. Es decir, las transformaciones de semejanza unitarias no amplifican los
errores iniciales, motivo por el cual son utilizadas en los algoritmos de célculo de valores
propios.

Teorema 5 (Schur). Dada A € C"*™ existe una matriz unitaria U, de forma que T :=
UAU* es triangular superior.

Nota. La matriz T del enunciado recibe el nombre de forma de Schur de la matriz A.

Demostracion. En la demostracién, se procede por induccién sobre el orden de A. El
proceso se inicia contando con la existencia de un par propio arbitrario de A con el que
reducir el problema a otro de una unidad menor. El método no es constructivo y no
puede ser utilizado para obtener la forma de Schur de una matriz, hecho que confirma la
observacién anterior de que los algoritmos de cédlculo de valores propios son iterativos. Por
este motivo, y aunque se trata de una demostracion sencilla, no consideramos necesario
dar mas detalle sobre ella. La demostracion de este importante teorema puede encontrarse,
por ejemplo, en [20]. O

Dado que siempre existe la forma de Schur de una matriz, que ésta implica una transfor-
macién de semejanza unitaria, y que los valores propios de una matriz triangular coinciden
con los elementos de la diagonal (inmediato a partir del polinomio caracteristico), la for-
ma de Schur de una matriz podria ser una buena opcién a la hora de calcular los valores
propios. Como veremos en la seccién §1.2, la forma de Schur de una matriz es la base de
uno de los algoritmos més importantes para el calculo de autovalores.

La forma de Schur de una matriz real, puede ser compleja (existen matrices reales
con valores propios complejos). Sin embargo, es posible trabajando exclusivamente en
aritmética real, y utilizando una transformacion de semejanza ortogonal, obtener una
matriz cuasitriangular, con bloques en la diagonal de tamarnio maximo igual a dos (teorema
de Schur real).
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Proposicién 6. Si A € C"*™ es hermitiana (ortogonal en el caso real) entonces es uni-
tariamente (ortogonalmente) diagonalizable.

Demostracion. Sea T = U* AU, una forma de Schur de A, entonces
T = (U AU)" =U*A'U =T,

de donde se sigue que T es diagonal y los vectores de Schur (columnas de U) son vectores
propios de A. O

Observacion. Hemos visto que toda matriz hermitiana de orden n tiene n valores propios
reales y un sistema completo de vectores propios ortogonales (que coinciden con los vectores
de Schur).

1.1.3. Transformacién espectral

Cuando no hay interés en calcular el espectro completo de una matriz, tal como se
verd en la secciéon §1.2, existen métodos que permiten el calculo de unos pocos autovalores,
tipicamente los de mayor médulo. Si los valores deseados son otros, es posible utilizar
técnicas de transformaciéon del espectro con las que modificar el problema original de
forma que los valores proporcionados por el método se correspondan con los buscados.

Proposicién 7. Dada A € C"*" y o € C. Si (A\,z) es un par propio de A, entonces

(a) (A4 o,2) es un par propio de la matriz A+ ol.

Nota. Esta propiedad es un caso particular de una mas general que dice que dado un
polinomio p, (p(\),x) es par propio de la matriz p(A).

(b) Si A es invertible, (},) es un par propio de A~1.

(c) Sio ¢ A(A), (15,z) es un par propio de (A —ol)™!
Demostracion. (a) Trivial comprobando (A + ol)x = (A 4+ o)z.
(b) Anélogo al anterior.

(c) Consecuencia inmediata de (a) y (b).
O

Como consecuencia de la Proposicién 7, si se dispone de un método de calculo de
valores propios con el que obtener los autovalores de mayor médulo, {6;}7_,, de la matriz
(A — o)7L, entonces, el conjunto de valores {\; = o + %}?:1 se corresponderd con los
valores propios de A maés préximos a o. Esta transformacién espectral, conocida como
shift and invert (traslacién e inversién), serd utilizada en nuestro método para calcular
grupos de autovalores en torno a desplazamientos seleccionados.

A continuacién introducimos el concepto de inercia y la conocida ley de la inercia de
Sylvester, que nos proporcionara una herramienta con la que validar valores obtenidos.
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Definicién 6. Dada una matriz hermitiana A € C™*", se llama inercia de A, a la terna
(n,p,c) donde n, py ¢ € N son, respectivamente, el nimero de valores propios negativos,
positivos e iguales a cero.

Nota. En lo sucesivo, nos referiremos a la inercia, como al nimero de valores propios
mMenores que Cero.

La inercia se utiliza para conocer el ntimero de valores propios, de una matriz hermi-
tiana, en el interior de un intervalo dado, [a, 3]. La cantidad de autovalores de A (hermi-
tiana) en [a, ] puede obtenerse como la diferencia de la inercias de las matrices (A — 1)
y (A —al).

Lema 8 (ley de la inercia de Sylvester). Establece que la inercia de una matriz es in-
variante bajo transformaciones de congruencia. Es decir, dada A € C"*™, hermitiana y

X € C™"*™ regular, entonces B = X*AX que es hermitiana y tiene la misma inercia que
A.

Nota. Toda matriz hermitiana S, se puede descomponer como S = LDL*, con L triangular
superior unidad y D diagonal. En caso de ser S indefinida el método simple que produce tal
descomposicion es inestable por lo que se suele utilizar el propuesto por Bunch y Kaufman
en el que la matriz D que se obtiene es diagonal a bloques, con tamano maximo de bloque
igual a dos. Tal descomposicién determina una congruencia entre las matrices S'y D que
hace posible conocer la inercia de S a partir de la de D.

1.1.4. Problema generalizado

Definicién 7. Dadas A, B € K"*" X € C es un valor propio generalizado del par (A, B)
si 3z € C™"\{0} (vector propio), de forma que

Az = ABuz. (1.4)

Nota. Dado que en los procedimientos utilizados en el diseno de nuestro método, se trata
el problema generalizado reduciéndolo a uno estdndar, no nos detendremos en detallar
métodos especificos para problemas generalizados. Comentamos, a continuacion, algunas
diferencias entre el problema estandar y el generalizado, que se consideran necesarias para
entender algunos detalles de los métodos de resolucion que se utilizaran.

1. Si 3z € N(A) NN (B)\{0}, donde N'(A) = {z € C" : Az = 0} representa el espacio
nulo de la aplicacién lineal definida por A, se tiene que VA € C, Az = 0 = ABz
por lo que el par (A, z) es un par propio de (A, B). Un par (A4, B) que verifica
N(A)NN(B) = {0} se dice regular. En lo sucesivo, los pares de matrices considerados
se asumen regulares.

2. Dos pares de matrices, (A1, B1) y (Az, B2) se dicen equivalentes si existen matrices
regulares, W y V', de forma que

Ay =WAV vy By=WBV.
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Se tiene para pares de matrices equivalentes resultados analogos a los que se tiene
en el problema estandar para las matrices semejantes, es decir, los pares equivalen-
tes, (A1, B1) y (Ag, Bs), tienen los mismos valores propios, y los vectores propios
(derechos) de (A, By) son los de (Aj, By) multiplicados por V=1, Un par se dice
diagonalizable si es equivalente a un par diagonal (las dos matrices que lo definen
son diagonales).

3. Un par, (A, B) es definido, si las matrices que lo definen son hermitianas (simétricas)
y existe una combinacién lineal de ambas que es definida positiva. Este concepto
generaliza el de matriz hermitiana en el problema estdndar, en el sentido de que
todo par definido es diagonalizable y sus valores propios son todos reales. En este
caso, se tiene ademds que es posible obtener un sistema completo de autovectores,
X, de modo que X*BX = I. Estos resultados se demuestran en el Teorema 10 y la
Proposicién 11.

4. Si (A, z) es un par propio de (A4, B), entonces (%, z) lo es del par (B, A). Los vectores
de N(A) se corresponden con vectores propios asociados al valor propio A = 0,
mientras que los vectores de AN/ (B) se corresponden con vectores propios asociados
a A = 0o. Asi, un problema generalizado puede tener valores propios infinitos.

5. Existe para pares de matrices una adaptacion del teorema de Schur visto para el
problema estandar. Dado que no se hace uso de él, nos limitamos a enunciarlo,
como ejemplo del paralelismo que en muchas ocasiones podemos encontrar entre los
problemas estdndar y generalizado de valores propios.

Teorema 9 (Forma de Schur Generalizada). Dado un par regular (A, B), existen
matrices unitarias, U y V', tales que U*AV y U*BV son triangulares superiores.

En determinados casos, el problema generalizado se puede resolver reduciéndolo a otro
estandar equivalente. Por ejemplo, si B es regular, la ecuacién B~' Az = Az es equivalente
a (1.4). Esta reduccién a un problema estandar puede no ser conveniente si B estd mal
condicionada. Si A es regular, pueden intercambiarse los papeles de A y B, y resolver el
problema A~'Bx = §$

Para un problema generalizado simétrico con B definida positiva, sea B = CC* la

descomposicién de Cholesky de B, entonces, de (1.4) se tiene
(CTYAC™)(C*z) = \(C*x). (1.5)

De este modo, si (), z) es un par propio de Sz = Az con S = C~'AC™*, entonces (\, C~*2)
es un par propio del problema original.

Centréandonos en el problema que pretendemos resolver (generalizado simétrico defini-
do), y dado que estamos interesados en calcular valores en el interior del espectro, serd ne-
cesario hacer uso de alguna transformacion espectral de forma que los valores deseados se
correspondan con los valores extremos del problema modificado. En el trabajo realizado
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en [7] se utiliza la transformacién de traslacién e inversién (shift-invert) sobre el proble-
ma (1.5). Trabajos posteriores, como [17], proponen utilizar el problema transformado

(A—0oB) !Bz =0z (1.6)

Para ver céomo se transforma el espectro en el nuevo problema, restamos o Bz en la ecua-
ci6n (1.4) y obtenemos (A — oB)x = (A — o) Bz, de donde

1

— O

(A—0oB) 'Bzx = x.
A

Es decir, si (A, z) es un par propio de (1.4) entonces (1=, x) lo es de (1.6). Los autova-
lores de (1.4) més préximos a o, se transforman en los de mayor médulo de (1.6). Esta
transformacion permite reducir el problema generalizado original a otro estandar que tie-
ne los mismos vectores propios, y los valores propios se relacionan con los del problema
original mediante una sencilla expresién aritmética. La reduccién (1.6) serd la que utiliza-
remos para calcular grupos de valores propios en torno a shifts seleccionados con los que
completar el intervalo de interés. En este enfoque multishift, como ya se ha introducido
con anterioridad, es muy 1util poder conocer el nimero de autovalores entre dos despla-
zamientos dados (o1 y 02). En la seccién §1.1.3 se vio que para el problema estdndar de
valores propios, la inercia permitia obtener esta informacién. Veamos que en el problema
generalizado definido simétrico tenemos también dicha informacion a partir de la inercia
de la matriz (A — 0B), que coincide con el nimero de autovalores del problema original,
menores que o.

En efecto, si B es definida positiva el problema (1.5) tiene los mismos valores propios
que el problema original. Por otro lado, la matriz que lo define, S = C~'AC™* es her-
mitiana, por lo que el niimero de valores menores que o se puede obtener a partir de la
inercia de la matriz (S — o), que es congruente con la matriz C(S — oI)C* = A — oB.

Si B es semidefinida, el problema original tiene autovalores infinitos, pero en cualquier
caso, podemos obtener el nimero de autovalores en el interior de un intervalo [o7,09],
como la diferencia entre las inercias de (A — 09B) y (A — 01B).

Se hace notar que aunque las matrices A y B sean simétricas, el problema transforma-
do (1.6) no tiene por qué serlo. Sin embargo, como se comprueba en la demostracién del
siguiente teorema, es posible escoger el producto escalar utilizado de forma que la matriz
(A — 0B)™! B sea autoadjunta. Si, por ejemplo, B es definida positiva , se comprueba que
la matriz que define el problema (1.6) es autoadjunta considerando el producto escalar
(z,y) = y*Bz.

Teorema 10. Si A, B € C™*" definen un problema generalizado simétrico definido, en-
tonces

(a) Los valores propios que resuelven el problema son reales.

(b) El par (A, B) tiene un sistema completo de valores propios.



CAPITULO 1. CONSIDERACIONES TEORICAS PREVIAS 15

Demostracion. Para demostrar (a), veamos, de forma equivalente, que son reales las solu-
ciones del problema estdndar (A — cB) ™! Bx = 6z con o ¢ A(A, B).

Dado que el par (A, B) es definido, sabemos que existe una combinacién lineal de A y
B que es definida positiva. Sea H = a A+ B dicha combinacion lineal. Por ser H simétrica
(combinacién lineal de matrices simétricas) y definida positiva, la funcién dada por (z,y) =
y*Hy para x,y € C", define un producto escalar. En efecto, se comprueba de forma
inmediata que la funcién definida es lineal por la izquierda ((z + z,y) = (x,y) + (z,v)),
hermitiana ((z,y) = (y,z) Yo,y € C") y definida positiva ((z,z) > 0 Vo € C"\0).

La matriz que define el problema de valores propios, S = (A—cB) !B, es autoadjunta
respecto al producto escalar definido. Escribiendo

H=a0aA+pB=a(A—-0B)+ (aoc+ )B
se tiene

(A + BB)(A—0oB) 'B=aB+ (ac +B)B(A—0oB)"'B
= B(A—0B) Ya(A - oB) + (ac + B)B)
= B(A—0B) Y aA + B).

Asi, Vo, y € C™ se cumple

(. 8) = (Sy)*He = y* B*(A— 0B) ") Hu
= y*B(A—0oB) YaA+ BBz
= y*(aA+ BB)(A—oB) 'Bx = y*HSx
= (Sz,y).

En virtud del Teorema 1 podemos concluir que los valores propios de S son reales.

Por otro lado, para demostrar (b), considerando H, que es hermitiana definida posi-
tiva, es posible calcular los pares propios de (A, H) utilizando la reduccién a problema
estandar (1.5). Por tanto, el par (A, H) tiene un sistema completo de vectores propios. El
resultado es consecuencia inmediata de que un vector = es autovector de (A, H) sii lo es
del par (A, B).

O

Proposicién 11. Si (A1, 1), (A2, x2) son pares propios del problema generalizado simétri-
co Ax = ABx, y A1 # A2 entonces x7Bxy = 0.

Demostracion. Inmediato observando que

L

" (Azxq1)*x9 = —(Bz1)*xe = —a]Bxa.

x]Bxg = —x]Axg =
A2

Por ser A1 # A2 se sigue que x]Bxy = 0.
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Observacion. Para el problema generalizado simétrico definido, existe un sistema completo
de autovectores X, de forma que X*BX = I. Si B es definida positiva, podemos encontrar
una base de vectores propios B-ortogonales (considerando el producto escalar (z,y) =
y*Bx).

Cuando se considera el problema generalizado simétrico definido de valores propios,
el Teorema 10 nos dice que todos los valores propios que lo resuelven son reales, por lo
que tiene sentido plantear la buisqueda de solucién restringiéndose a un intervalo, [a, f].
Por otro lado, hemos visto que, para este problema, las matrices (A — B) y (A — aB)
son simétricas y es posible conocer el ntimero, m, de autovalores contenidos en el dicho
intervalo restando las inercias de dichas matrices. Finalmente, la Proposicién 11 nos dice
que es posible encontrar un conjunto de autovectores, {z;}!", asociados a los autovalores
contenidos en el intervalo, (A — 8B) v (A — aB), de modo que X*BX = I,,, (X matriz
cuyas columnas son los vectores ;).

1.2. Vision general de métodos de calculo de valores propios

En esta seccion se hace una breve descripcién de los principales métodos existentes para
el célculo de valores propios. No se pretende hacer una revisiéon exhaustiva de todos ellos,
sino que se incluyen tan sélo aquellos que, de alguna forma, son basicos para la comprensién
tanto del problema que se pretende resolver, como de los propios métodos utilizados. En
primer lugar, se describe un método bésico, en el que ya se puede observar la importancia
que tienen para el cdlculo de valores propios las secuencias del tipo {zg, Az, A%xg...},
siendo zg un determinado vector de inicio. Estas secuencias cobraran relevancia en la
seccion §1.2.3 al hablar de los espacios de Krylov. En dicha seccién se describe el método
seleccionado para el calculo de valores propios en torno a los desplazamientos que genera
nuestro algoritmo, el método thick-restart Lanczos. Este método precisa la resolucion de
problemas de valores propios de reducido tamano, para lo que se utiliza el método Iterativo
QR, que se describe en la seccién §1.2.2.

1.2.1. Meétodo de la potencia. Iteraciéon inversa

Dada una matriz A, un método muy simple que permite aproximar un tnico vector
propio de la matriz, es el método de la potencia (ver algoritmo 1). En éste, multiplicando
repetidas veces un vector inicial, por la matriz A, se forma una secuencia de vectores,
{20, Ao, A%x0, ...}, que bajo determinadas condiciones, converge a un autovector corres-
pondiente al valor propio dominante (de mayor médulo).

En caso de haber convergencia, los vectores que se generan van aproximando la direc-
cién del vector dominante. La normalizacion que se introduce en el paso 3 del algoritmo 1
es necesaria para evitar un posible overflow (si ||A|| > 1) o underflow (si ||A]| < 1) en
el computo. Para aproximar el autovalor dominante que se proporciona en el paso 7 del
algoritmo, se utiliza el cociente de Rayleigh del vector x,

z*Ax

x*T

. (1.7)
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Algoritmo 1 Iteracién de la potencia
Entrada: Matriz A, vector inicial zo
Salida: Aproximacién, (A, z), del par propio dominante

1: repetir

2y = Az
: — Yk

TR ]

4: A = xkAiL‘k

5 k=k+1

6: hasta ||Azy — Arzi|| pequetio o k > mawit
7: retornar T =x, vy A= A\

El cociente de Rayleigh proporciona la mejor aproximacién del autovalor correspondiente
a x, es decir, es el valor u que minimiza || Az — pz||, y puede ser obtenido como solucién del
problema de minimos cuadrados de dimension n x 1, zA = Az, cuyas ecuaciones normales
son, en el caso real, 7z = 27 Azx.

Para que el método converja es necesario que la matriz tenga un valor propio domi-
nante, |[A;| > [A2] > ... > |\,|. La idea de por qué el método converge a un autovector
asociado a A1, se ve muy facilmente para el caso en que A es diagonalizable. En este ca-
so, existe una base de C", {v;}' ;, formada con vectores propios de A. Considerando la
expresion del vector inicial como combinacién lineal de los vectores de dicha base, se tiene

n
To = E Q;Vq,
=1

T = Al’k_l = A2xk_2 == Ak:L’o, (1.8)

n n N\ K
Ty = Z )\faivi = )\’f (alvl =+ Z (?) ozin) .
i=1 N1

i=1

Dado que ]/’\\—H < 1; ¥V ¢ > 1, sucesivas potencias hacen que cualquier componente no
asociada a u tienda a cero. La velocidad de convergencia del método viene determinada
por el mayor cociente %

Hay varios factores que pueden afectar a la convergencia del método descrito:

= Cuando el vector inicial no tiene componente en el autovector dominante, al menos
tedricamente, el método descrito no puede converger a dicho vector. Ain en este caso,
en algunas ocasiones, los errores de redondeo pueden hacer que aparezcan valores no
nulos en dicha componente y que la convergencia sea posible.

» En caso de haber mas de un autovalor con el mismo mdédulo (por ejemplo A =1y
A = —1), el método puede converger a una combinacién lineal de los autovectores
correspondientes.

= Si A es real con valores propios complejos, v el vector inicial se elige también real,
la iteracién de la potencia nunca convergerd a un vector complejo.
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do una transformacion espectral (ver seccién §1.1.3) de modo que

El método de la potencia tiene interés por ser, de algin modo, la base del resto de
métodos que se describen. La lenta convergencia de este método hace que no se utilice para
el calculo de autovalores en la forma descrita. Hay sin embargo, otros métodos derivados
directamente de éste, y que se describen a continuacién, que si tienen un uso més real.

La velocidad de convergencia en el método de la potencia puede ser mejorado utilizan-

% < |§—f\, donde A
representa los autovalores del problema transformado. Por otro lado, al utilizar el méto-
do de la potencia junto con la transformacion espectral de desplazamiento e inversién,
(A — oI)™!, es posible aproximar el autovalor méas cercano a un punto dado, o, ya que
dicho valor propio se corresponde con el de mayor médulo del problema transformado.
La velocidad de convergencia sera mayor cuanto mas cercano esté el desplazamiento o
del autovalor que se quiere aproximar. A la hora de aplicar el método de la potencia a la
matriz (A —oI)~!, ésta no se calcula explicitamente sino que se sustituye la multiplicacién
del paso 2 del algoritmo 1 por la resolucién del sistema (A — o)z, = x_1. Dicho paso
requiere la factorizaciéon (una tnica vez) de la matriz (A — o). Cuando el método de la
potencia se aplica a la matriz A~! (o (A — ¢I)~!), para obtener el valor propio de menor
modulo (o més cercano a o), el método se conoce como Iteracion inversa.

Dado que el método de la potencia utiliza principalmente la operacion de multiplicacién
matiz-vector, si se dispone de una implementacién eficiente de dicha operacién, este método
serd facilmente paralelizable. El método de la iteracién inversa, sin embargo, necesita una
factorizacién inicial y la resolucién de un sistema triangular en cada iteracion. Esto hace
que este ultimo método obtenga menor eficiencia en paralelo que el primero.

El método conocido como Iteracion del cociente de Rayleigh, es una modificacion del
método de la iteracién inversa, que consigue acelerar la convergencia, introduciendo en
cada iteracién un desplazamiento adecuado. El desplazamiento que utiliza es el cociente
de Rayleigh de la tltima aproximacién obtenida del autovector que busca. El coste por ite-
racion de este método es alto, ya que utiliza en cada iteracion un desplazamiento diferente
y por tanto una factorizacién necesaria para resolver el sistema de ecuaciones asociado.

Deflacién

Los métodos descritos en el apartado anterior permiten aproximar un tnico vector
propio. Una vez obtenido un vector propio, con la técnica de la deflacion es posible eliminar
del célculo las componentes en dicho vector, de forma que el método converja a un nuevo
vector.

Suponiendo que ha sido calculado un par propio (A1, z1) de A, considerando una matriz
de Householder de forma que Hz; = ae; (con a = 1 si ||x1]] = 1), y siendo e; el primer
vector de la base candnica, se tiene que

HAH ! = [Al bT]

0 B

donde la matriz B tiene los mismos valores propios que A salvo \i. Esta transformacion
permite trabajar con B para calcular Ao.
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Otro enfoque alternativo, mas préximo al que se emplea en los métodos de célculo de
valores propios que utilizaremos en nuestro trabajo, parte de un vector wi, de forma que
xiwy = A1. En caso de ser A hermitiana, tomariamos w = Az (considerando |z = 1),
y en general, w; puede escogerse como un autovector izquierdo asociado a A; (conve-
nientemente normalizado). De esta forma, la matriz (A — wix7) tendrd como autovalores
0, Ao, ..., Ay, con lo que Ay pasara a ser dominante.

Suponiendo que A es hermitiana, cuando en el método de la potencia aplicamos la
matriz (A — A\jz127) a un vector v, se tiene

(A — Mz2])v = Av — 21(Ax1) v = Av — 2127 (Av) = (I — z127) Av.

Es decir, para que el método converja al vector propio asociado a Ao, se elimina de Av
la componente en x1 y se trabaja en el complemento ortogonal de x1. Esta idea apare-
cerd también en el método de Lanczos con reinicio (ver seccién §1.3.2), que es el que
utilizaremos en nuestro método, para el calculo de valores en torno a desplazamientos
seleccionados.

Iteracién simultanea

El método de la iteracion simultinea generaliza el método de la potencia, y permi-
te calcular varios pares propios aplicando el método de la potencia simultaneamente, a
un conjunto, Xy de vectores de inicio. Los vectores que se obtienen en cada iteracién,
Xp11 = AXp, generan un subespacio que converge al subespacio invariante asociado a los
autovalores de mayor modulo. Al igual que en el método de la potencia, las columnas de
X}, deben ser normalizadas para evitar overflow (o underflow). Por otro lado, el condicio-
namiento de la matriz X; empeora a cada iteracion, ya que las columnas van tomando
progresivamente la direcciéon del autovector dominante. Estos problemas pueden solucio-
narse si a cada iteracién se sustituye el sistema de vectores obtenido por otro que genere el
mismo subespacio y que sea ortonormal. Asi, se obtiene el algoritmo de la iteracidén orto-
gonal en el que, a cada iteracién se sustituye el conjunto de vectores X por i, obtenida
en la descomposicion QR de X = Qi Ry.

1.2.2. Métodos para matrices densas. Iterativo QR

El problema que se plantea en este trabajo se centra en matrices dispersas de gran
tamano. Para resolverlo, se utilizan métodos de proyeccién (ver seccién §1.2.3) para el
calculo de valores propios. Estos métodos buscan aproximaciones a la solucién resolviendo
un problema (proyectado) de dimensién reducida. Estos problemas pequenos se resuelven
utilizando métodos especificos para matrices densas. La Iteracion QR es uno de los métodos
mas generales e importantes para el calculo de valores propios de matrices densas de
tamano medio, y es el que utilizamos cada vez que se necesita resolver un problema de
dimensién reducida.

La iteracion QR permite el calculo de todos los valores propios de una matriz con coste
O(n?), obteniendo la descomposicién de Schur (ver teorema 5) de dicha matriz. A partir
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de la matriz del problema, genera una sucesién de matrices unitariamente semejantes que
convergen a una forma triangular.

Algoritmo 2 Iterativo QR con multiple desplazamiento explicito
Entrada: matriz A
Salida: aproximacién a la forma de Schur de A

1: Ay = H reduccién de A a forma condensada

2: para k=1,2,...,maxit hacer

3:  seleccionar desplazamientos {o;}

4: formar P(Ak):(Ak—O'lf)(Ak—O'QI)---

5. calculo descomposicién QR: QxRr = P(A)

6 App1 = QF ArQx

7. si elementos subdiagonales de Aiy1 pequenios entonces
8: terminar retornando Agy1

9: fin si

10: fin para

Para acelerar la convergencia del método, y al igual que se hacia en el método del
cociente de Rayleigh, en cada iteracién se trabaja con un problema desplazado utilizando
un conjunto apropiado de desplazamientos. Hay varias estrategias a la hora de determinar
dicho conjunto de desplazamientos.

Con el fin de reducir el coste por iteracién del método (ver algoritmo 2), la matriz
inicial se reduce a forma condensada (matriz Hessenberg o tridiagonal si hay simetria). De
esta forma se reduce el coste de cada factorizaciéon QR (paso 5 del algoritmo 2). Ademaés,
se realiza un desplazamiento implicito con el que se consigue dicha factorizacién evitando
formar explicitamente la matriz P(A) (paso 4 del algoritmo 2).

Una de las principales limitaciones de la iteracion QR es que ya en la primera fase,
en la que se hace una reduccién a forma condensada, se produce llenado de las matrices
dispersas. Ademas, esta reduccién no es eficiente en paralelo. Por otro lado, este método
calcula el espectro completo, lo que es muy inusual en problemas de gran dimensiéon que
trabajan con matrices dispersas.

Para la resolucion del problema de valores propios simétrico existen, ademas, méto-
dos especificos como por ejemplo, los métodos de Biseccion, Divide y vencerds o MRRR
(maltiple representacion relativamente robusta). Algunos de ellos ofrecen la posibilidad
de calcular sélo parte del espectro. Entre los métodos citados, destacamos el método de
biseccién, por la similitud existente entre el enfoque presentado en dicho método y el es-
quema de diseccion del espectro descrito en este trabajo. El método de biseccién utiliza
la inercia para obtener, para cada autovalor que se desea obtener, una secuencia de inter-
valos encajados de modo que el autovalor esta contenido en todos ellos y el didmetro se
va reduciendo hasta la tolerancia deseada. El método proporciona sélo autovalores, y si se
desean también los vectores propios asociados, se recurre al método de la iteracion inversa
utilizando los autovalores calculados como shift. En caso de valores multiples o clusters de
autovalores, precisa reortogonalizacion para asegurar la ortogonalidad de los vectores que
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proporciona.

1.2.3. Métodos para matrices dispersas

En esta seccién se describen métodos adecuados para la resolucién de problemas de
valores propios de gran tamano, en los que la matriz asociada es dispersa. En estos pro-
blemas, en los que la dimensién de la matriz puede ser del orden de millones, se requieren
métodos que mantengan la dispersiéon de las matrices, para evitar posibles problemas de
capacidad de almacenamiento. Por otro lado, dichos métodos deben también ser capaces
de proporcionar solo una parte del enorme espectro asociado a estos problemas.

Métodos de proyecciéon. Subespacios de Krylov

Los métodos de proyeccién resuelven el problema de valores propios buscando apro-
ximaciones a vectores propios en subespacios de dimensién reducida. Estos subespacios
deben ser convenientemente seleccionados, para asegurar que contienen buenas aproxima-
ciones de los autovectores asociados a los valores propios de interés.

Dada una matriz A € C™*™, y un subespacio K, de dimensién m, un método de
proyeccién ortogonal, busca una aproximacion, (X, #) € Cx K, a un par propio, imponiendo
la conocida como condicion de Galerkin,

AF — M LK, (1.9)

o equivalentemente,

v (A — \E) =0, Vv e K. (1.10)

El conocido como procedimiento de Rayleigh-Ritz, detallado en el algoritmo 3, proporciona
un mecanismo para obtener las aproximaciones buscadas.

Algoritmo 3 Procedimiento de Rayleight-Ritz

: obtener, {v;}",, base ortonormal de K

: calcular By, = V*AV /*las columnas de V son los vectores {v;}*/

: obtener autovalores de B,,, y seleccionar los valores {S\Z}le de interés

. calcular los autovectores, {y;}, de By, asociados a {\;}_,

: retornar valores y vectores de Ritz, {(:\Z,n?:Z = Vyi)},’f:l, como aproximaciones de los

pares propios de A.

Ot o W N

Los métodos de Arnoldi y Lanczos, detallados en las siguientes secciones, son méto-
dos de proyeccién ortogonal sobre espacios de Krylov. Estos subespacios estan generados
por secuencias de vectores de la forma, x, Az, A%z, ..., siendo = un determinado vector.
Escribiremos

Kri1(A, 2) = span(z, Az, A%z, . .. ,Akx), (1.11)

para denotar el espacio de Krylov de orden k + 1, generado a partir de =x.
Tal como se vio en la descripcién del método de la potencia (apartado §1.2.1), a partir
de un vector inicial, z, este método genera una secuencia de vectores x, Az, A%z, ..., de
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forma que en el paso k, el vector A¥z aproxima la direccién del vector propio dominante.
Esto nos da una idea de que los espacios de Krylov son ricos en direcciones de autovectores
dominantes. El método de la potencia genera una secuencia que define un espacio de
Krylov, pero a cada iteracién se queda con la tltima direccién obtenida, descartando las
previas, mientras que los métodos de proyeccion sobre espacios de Krylov, mantienen toda
la informacién contenida en el subespacio generado, obteniendo mejores resultados en el
calculo de los autovalores.

Método de Arnoldi

La iteraciéon de Arnoldi (ver algoritmo 4) construye una base ortonormal del espacio
de Krylov.
Considerando
K = [1‘0 Azxg - Ak_1$0],

entonces K, 'AK, = C, con C,, Hessenberg superior (matriz companion). Calculando la
factorizaciéon QR de K}, para tener una base mejor condicionada de span(K,,), Qn,R, =
K, se tiene

Q:;AQTL = RnCnR;1 =: H,

con H Hessenberg superior. Igualando la columna k-ésima de AQ,, = Q,H, y despejando,
se obtiene la recurrencia

Ryt k@1 = Aqe — hagqr — -+ — hgr Q. (1.12)

utilizada en la iteracion de Arnoldi.

Tras calcular cada uno de los vectores de la secuencia de Krylov (paso 3 del algorit-
mo 4), el proceso de Arnoldi utiliza el procedimiento de Gram-Schmidt para mantener la
ortonormalidad en el conjunto de vectores que generan el subespacio de Krylov calculado
(pasos 4-7 del algoritmo 4). Este proceso de ortogonalizacién es sensible a errores de re-
dondeo, por lo que, normalmente, se opta por repetirlo dos veces para evitar la pérdida
de ortogonalidad en los vectores que se obtienen a medida que el proceso avanza.

Si uno de los vectores generados en la iteraciéon de Arnoldi es combinacién lineal de
los previos, tras el proceso de ortogonalizacién la norma del vector resultante (paso 8 del
algoritmo 4) serd cero. En este caso el proceso debe parar, ya que la secuencia de Krylov
que se produce ya no podra contener nuevos vectores linealmente independientes. Cuando
esto ocurre los vectores calculados generan un subespacio invariante de A (subespacio
generado por un conjunto de vectores propios de A).

En caso de tomar k = n, la iteracién de Arnoldi produciria la reduccién de A a
forma Hessenberg superior, utilizando sélo operaciones de multiplicacién matriz-vector y
producto escalar de vectores.

El método de Arnoldi para el cdlculo de valores propios combina, por un lado, el proceso
de Arnoldi, con el que se construye una base ortonormal del espacio de Krylov, I\, (A, ),
y por otro, el procedimiento de Rayleigh-Ritz para extraer, del subespacio creado, las
aproximaciones de los pares propios buscados.
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Algoritmo 4 Iteracién de Arnoldi

Entrada: matriz A € K"*", vector de inicio v € K", dimensién m
Salida: matrices @ tal que Q*Q = I,,,, y H Hessenberg superior, con Q*AQ = H
Sy — U
RARLCLE
2: para k=1,2,...,m hacer
3 up = Agg
4 para j=1,...,k hacer
5 hjk = qjug
6 up = ug — hjrq;
7. fin para
8 hpi1k = [Jukllz
9 si hiy1,, = 0 entonces

10: parar

11:  fin si

12: Qk+1 = hkuflk
13: fin para

Considerando la relacién AQy = QrHy + hk+1’qu+1e£ (ex, k-ésimo vector canénico),
obtenida en el proceso de Arnoldi (inmediata a partir de (1.12)), y un par de Ritz, (A, =
Qry), calculado aplicando el procedimiento de Rayleigh-Ritz sobre las matrices Qr y Hy
se tiene,

1Az — 27| = [|AQry — AQuyll = [[AQky — QrHyyl| = ||(AQk — QrHy)y- (1.13)

De la ecuacién (1.13) se sigue que la expresion hy1 k|ef y| proporciona una estimacién de
la norma del residuo asociado a cada par de Ritz, con la que poder decidir si éste es o
no aceptado como convergido. Cuando en la iteracién de Arnoldi se genera un subespacio
invariante de A (hp41% = 0 en linea 8 del algoritmo 4), el procedimiento de Rayleigh-Ritz
produce pares propios exactos. Si se quieren obtener nuevos autovalores se debe seleccionar
un nuevo vector de inicio.

El método de Arnoldi descrito obtiene aproximaciones a pares propios resolviendo
problemas de dimensién reducida, y estd basado principalmente en operaciones de mul-
tiplicacién matriz-vector. Esto dota al método de algunas caracteristicas que lo hacen
adecuado para ser utilizado en problemas dispersos de gran dimensién que se resuelven
en paralelo sobre memoria distribuida. En primer lugar, no realiza operaciones que pro-
duzcan el llenado de la matriz dispersa del problema, en segundo lugar, permite el calculo
de una pequena porcién del espectro y finalmente, si se dispone de una implementacion
paralela eficiente de la operacién de multiplicacion matriz-vector, se podra obtener un
buen rendimiento en el cdlculo de los valores de interés.

Cuando la matriz que define el problema de valores propios es hermitiana, la matriz
Hessenberg del problema proyectado obtenida en la iteracion de Arnoldi, se mantiene
también hermitiana, por lo que pasa a ser una matriz tridiagonal. El método de Arnoldi
adquiere asi una forma mas simple que da lugar al método de Lanczos que es estudiado
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en la seccién siguiente.

1.3. Meétodo de Lanczos para el calculo de valores propios

En esta seccién nos centramos en describir el método de Lanczos. Este método sera el
que utilizaremos para el cdlculo de autovalores en torno a los desplazamientos generados
por la técnica de diseccion del espectro en la que se basa el método disenado en este
trabajo.

El método de Lanczos, al igual que el método de Arnoldi, es un método de proyeccién
ortogonal sobre espacios de Krylov. Cuando la matriz del problema, A, es hermitiana
(simétrica en el caso real), el método de Arnoldi produce, para el problema proyectado,
una matriz que es tridiagonal simétrica (Hessenberg y hermitiana), es decir, produce la
relacion

AQy, = QiTk, + Brarr1€t » (1.14)

que expresamos de forma equivalente como

T,
AQr = [Qr  qrt1] [/3 k*] : (1.15)
k€
La matriz T}, asociada es tridiagonal simétrica y real;

a1 B

=P 2 . (1.16)

Br—1

Br—1 g

El hecho de ser real, se debe a que los elementos (; se obtienen como normas de vectores,
v a que los elementos diagonales, oy, de una matriz hermitiana son siempre reales.

En el caso simétrico, la relacién (1.14) produce una recurrencia de tres términos por
lo que el bucle de ortogonalizacién del algoritmo de Arnoldi (linea 4 del algoritmo 4),
se reduce a restar al nuevo vector generado, una adecuada combinacién lineal de los dos
ultimos vectores de la base computados;

Brr+1 = Aqr — 0, — Br—1qk—1,

donde
ar = A Y Br = [|Agk — akqr — Br—1qk—1]-

Como consecuencia, si sélo se desean los valores propios, en principio no deberia ser nece-
sario almacenar todos los vectores de la base, sino sélo lo dos ultimos para poder continuar
con la iteracion y obtener T} del tamano deseado, a partir de la cual obtener los valores de
Ritz. El problema de este planteamiento es que los errores de redondeo que se producen
al trabajar en precision finita, hacen que gradualmente se pierda la ortogonalidad de los
vectores de Lanczos calculados.
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1.3.1. Reortogonalizacion

Hay dos tipos de pérdida de ortogonalidad en el procedimiento de Lanczos. Por un lado,
se produce una falta de ortogonalidad similar a la descrita en el método de Arnoldi, que se
soluciona repitiendo dos veces el proceso de ortogonalizacién de cada nuevo vector ¢ = Aqg,
contra los precedentes, g v qx—1. Por otro lado, la utilizacién de una recurrencia corta como
la de Lanczos (de tres términos), conlleva la pérdida de ortogonalidad gradual de ¢ respecto
a Q. Esta iltima falta de ortogonalidad puede provocar incluso que los vectores de Lanczos
formen un sistema linealmente dependiente y que el algoritmo genere duplicados espurios.
Para dar solucion a este problema existen varias estrategias de reortogonalizaciéon que dan
lugar a diversas variantes del método de Lanczos.

Sin reortogonalizacién. El vector g calculado en cada iteracién es almacenado sin reor-
togonalizar contra los vectores de Lanczos previos, QJ;. El método precisa meca-
nismos que le permitan distinguir los autovalores genuinos y descartar los falsos
replicados.

Reortogonalizacion periddica. En este caso, si falla determinado test de ortogonali-
dad, en el que se hace una estimacioén de ||Q;Qx — I||, ¢ se ortogonaliza contra todos
los vectores de Lanczos calculados.

Reortogonalizacion parcial. Cuando falla el test de ortogonalidad, ¢ se ortogonaliza
contra un subconjunto de vectores de Lanczos.

Reortogonalizacion selectiva. Utiliza para la reortogonalizacion vectores de Ritz.

Reortogonalizacion completa. El nuevo vector generado, ¢, se ortogonaliza contra to-
dos los vectores de Lanczos calculados hasta el momento.

En la ortogonalizacion de cada vector contra los previos, los métodos de Arnoldi y
Lanczos utilizan el proceso de Gram-Schmidt. Existen dos versiones de dicho proce-
so: la primera se denomina Gram-Schmidt cldsico y se ha incluido en el algoritmo 5
(algoritmo de Lanczos). La segunda se conoce como Gram-Schmidt modificado y
puede verse en el algoritmo 4 (iteracién de Arnoldi). Aunque mateméticamente las
dos versiones son equivalentes (realizan las mismas operaciones globales), numéri-
camente, el método de Gram-Schmidt modificado es mas estable que el clasico. No
obstante, hay trabajos [9] que muestran que cuando la versién clasica del método
es utilizada dos veces, se consiguen mejores resultados tanto en estabilidad como en
eficiencia. La mayor eficiencia de la version clasica frente a la modificada se debe a
que la primera puede llevarse a cabo utilizando operaciones matriciales en lugar de
vectoriales.

Por lo general, las técnicas de reortogonalizacion descritas pueden hacen que la matriz
del problema proyectado, T}, pierda, en parte, su simetria y derive en una matriz Hessen-
berg superior. Sin embargo, con la técnica de reortogonalizacién completa, los elementos
por encima de las tres diagonales principales son suficientemente pequenos y pueden ser
descartados.
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La variante de Lanczos utilizada en nuestro método (ver algoritmo 5), incluye reor-
togonalizacién completa. Esta variante reduce considerablemente las diferencias entre los
métodos de Arnoldi y Lanczos, ya que en ambos métodos todos los vectores generados en
la iteracion necesitan ser almacenados y son utilizados para la ortogonalizacién, que por
otro lado, se repite en los dos métodos. Sin embargo, el hecho de que la matriz del pro-
blema proyectado se mantenga simétrica, en el caso de la iteracién de Lanczos simplifica
la utilizacién de las distintas técnicas de reinicio.

Algoritmo 5 Iteracién de Lanczos con ortogonalizacién completa

Entrada: matriz A € F**", vector de inicio v € F", dimensién m
Salida: matrices Q,T € R™"™ con Q*AQ = T, Q*Q = I,, y T tridiagonal simétri-
ca definida por las diagonales {a;}I"; y {Bz‘}?;l: Bm ¥ Gm+1 verificando la relacién
AQm = QT + ﬁQO+1e%
L g =pp
2: para k=1,2,...,m hacer
3 up = Agy
4 ap = qpug
5 up =up — QrQrur [ ortogonalizacion®/
6:  repetir ortogonalizacion
7
8
9

Br = |lull
si i = 0 entonces
: parar
10:  fin si
1I: g1 = %
12: fin para

1.3.2. Técnicas de reinicio

Cuando se resuelven problemas de gran tamano, se tiene interés en el calculo de una
reducida parte del espectro que se corresponde con los autovalores de una determinada
parte escogida del plano complejo. Tanto el método de Lanczos como el de Arnoldi son
adecuados para estos problemas, aunque no es posible conocer de antemano el nimero de
iteraciones que seran necesarias hasta encontrar los valores buscados. Pretender continuar
con la iteracién de Lanczos hasta tener todos los valores deseados puede suponer varios
problemas. En primer lugar, si la matriz, A, es grande, el almacenamiento de los vectores
de la base del espacio de Krylov que se van generando, puede ser inviable. En segundo
lugar, cada nuevo vector generado debe ser ortogonalizado contra un mayor nimero de
vectores, por lo que se incrementa el tiempo necesario para ampliar la base del espacio de
Krylov a medida que ésta crece. En tercer lugar, el tamano del problema proyectado y por
tanto el tiempo necesario para resolverlo aumenta con el niimero de iteraciones. Més aun,
aunque pudiera resolverse un problema proyectado de superior tamaifio, no habria garantia
de que los valores que se obtengan sean los buscados. Estas consideraciones hacen que sea
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conveniente, una vez que la base calculada ha alcanzado un determinado tamano, reiniciar
el proceso con un nuevo vector de inicio rico en las direcciones de interés que pueda
producir de una forma ma&s rapida, mejores aproximaciones. Para determinar el nuevo
vector de inicio se utiliza la informacién proporcionada por las aproximaciones obtenidas
tras una ejecucién de Lanczos (o Arnoldi) de un determinado niimero de pasos. Cada
vez que se reinicia el proceso, se evita la reaparicién de vectores de Ritz previamente
convergidos, utilizando deflacién (ver §1.2.1).

Existen diversas técnicas de reinicio, aplicables al método de Lanczos y al de Arnoldi.
Estas se describen a continuacién, centrandonos en su aplicacién al método de Lanczos.

Tras una ejecucion de k pasos del método de Lanczos, se dispone de un conjunto de
valores de Ritz que separamos en dos subconjuntos, A y AT formados respectivamente, por
valores de Ritz que serdn o no aceptados.

Reinicio explicito

Este esquema, busca la formaciéon de un vector de inicio que contenga direcciones
favorables para la convergencia de los valores de interés. Para ello, utiliza un polinomio,
p, de modo que p(S\) < 1sixeAly p(S\) > 1si A € A, y toma como vector de
inicio p(A)qk+1, siendo gxy1 el ultimo vector de Lanczos calculado. Al aplicar la matriz
p(A) sobre gi41, se genera un vector de inicio con el que las direcciones de interés se
veran potenciadas mientras que se reduce la posibilidad de que aparezcan las no deseadas.
Aunque la formacién de la matriz p(A) no es necesaria para el célculo del nuevo vector de
inicio, el cédlculo de p(A)gr+1 por medio de sucesivas operaciones de multiplicacién matriz
vector, con una matriz generalmente de gran tamano, tiene un sobrecoste importante,
por ello, se recurre a técnicas de reinicio implicito que consiguen los efectos buscados sin
incurrir en dicho sobrecoste.

Reinicio implicito

Con esta técnica desarrollada por [6], se consigue reiniciar el proceso desde p(A)gxi1,
como el caso del reinicio explicito, pero sin efectuar operaciones de multiplicacién matriz-
vector que involucren a la matriz de gran dimensiéon del problema original.

Tras efectuar m pasos de la iteracién de Lanczos (o Arnoldi), se han generado la matriz
T vy los vectores, V11, de la base del espacio de Krylov, K,,(v), verificando la relacién,

AVyy = VinTon + frmels. (1.17)

Seleccionando un conjunto de desplazamientos, {y;}!_;, por ejemplo, como los descritos
en el caso del reinicio explicito (denominados desplazamientos exactos), la relacién (1.17)
puede ser modificada de forma que se corresponda con la asociada al espacio de Krylov
K(p(A)v). Esta transicién se lleva a cabo efectuando ¢ pasos del iterativo QR sobre la
matriz del problema proyectado (ver algoritmo 6, pasos 1-4). Al truncar la igualdad que
aparece en la linea 8 del algoritmo 6, obtenemos una nueva relacién de Lanczos. Esto es
debido al hecho de que el vector ef,Q, tiene distinto de cero Unicamente los (t+1) ultimos

valores, por lo que (fnef,Q@m)(1:m —t) tiene la forma esperada, f,,_cel, ;.
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Mediante la técnica de reinicio descrita, se consigue comprimir la informacion de interés
contenida en el espacio de Krylov generado tras m pasos de la iteracion de Lanczos.
La nueva relacion de Lanczos obtenida tras el proceso de reinicio implicito puede ser
nuevamente extendida hasta un tamano m, utilizando el proceso de Lanczos. De esta forma
se obtienen espacios de Krylov que gradualmente acumulan mejores aproximaciones a las
direcciones de interés, manteniendo un tamano constante.

Algoritmo 6 Reinicio implicito
Entrada: relaciéon de Lanczos AV,, = V,,T,, + fme}, asociada a un vector de inicio v,
desplazamientos {u;}!_,
Salida: relacién de Lanczos AVm_t = Vm_tTm_t + fm_tefn_t asociada al vector de inicio
p(A)v, siendo p(A) = (A —ul)--- (A —pd)
1: parat=1,...,t hacer
2. QiR; =T, — ;I /*descomposicién QR*/
3 To=QTuQi
4: fin para
5 Q= Qe Qo
6
7
8

: ‘{m = Jan

: Tm = Q;knTQO R o _
: eliminar ¢ ultimas columnas de la igualdad AV, =V, 10, + fmen,Qm

Thick-restart

La estrategia de reinicio de Thick-restart descrita en [22], trabaja, al igual que la de
reinicio implicito, con espacios de Krylov, pero no con bases de Krylov (vectores de Lan-
czos). Parte de la idea de que los espacios de Krylov pueden ser también generados por
otras bases distintas de las de Krylov. En concreto, esta técnica utiliza bases de vectores
de Ritz para llevar a cabo el reinicio. Generaliza el concepto de relacién de Arnoldi (o
Lanczos), dando lugar a la relacién de Krylov, que se utiliza para caracterizar espacios de
Krylov. El siguiente teorema, que enunciamos sin demostraciéon, proporciona una carac-
terizacién de los espacios de Krylov. Una demostracion del mismo puede encontrarse en
[19].

Teorema 12. Un subespacio V = span{vi,...,Um,Um+1} es un subespacio de Krylov
(V = Kn(A,q) para algin q) si y sélo si existen By, € C"™*™ b e C™ de forma que

AV = Vip By + Us1b™, con V= [v1, -+, vy, (1.18)
Definicion 8. Una descomposicién del tipo
AV, = Vi By, + Uiy by, (1.19)

se llama descomposicion de Krylov.



CAPITULO 1. CONSIDERACIONES TEORICAS PREVIAS 29

A partir del Teorema 12 se puede deducir que un subespacio que esté generado por
algunos de los vectores de Ritz obtenidos a partir de una relacién de Lanczos (1.14) , es
un espacio de Krylov. Para comprobarlo, consideremos un par de Ritz, (5\, 0) obtenido a
partir de la relacién (1.14) de orden m. El vector v se puede expresar en la forma 0 = Qy,
siendo y un vector propio de T}, asociado al valor de Ritz . El residuo asociado al par de
Ritz verifica,

ri= AD — O\ = Bmlm+1€mY = Gm+17, siendo v = Bpeny.

Es decir, Ao — 9\ € K := span{gm+1}. Considerando ahora un conjunto {(\;,#;)}'_, de
pares de Ritz, obtenidos a partir de la relacién (1.14) de orden m, definiendo el vector b de
forma que en la componente i-ésima toma el valor v; = f,e,v;, siendo y; € C™ el vector
propio tal que v; = Q,,,y;, se tiene

AVi = ViAy = gryabl (1.20)
para V= [v1 - wl,Yi=[y - wly A =diag(\;), y por tanto
AV, = Vihy + gmarb] (1.21)

Utilizando el Teorema 12 se concluye que los vectores de Ritz, {6¢}§:1,junto con el ultimo
vector de la iteraciéon de Lanczos, ¢n41, generan un subespacio de Krylov.

La estrategia de reinicio descrita en esta seccién consigue reiniciar el proceso de Lanczos
a partir de los vectores de Ritz, sin formar los vectores de Lanczos que generan el subespacio
de Krylov correspondiente. Es decir, contintia con la iteracién de Lanczos a partir de la
relacién 1.20, y no a partir de una relacién de Lanczos.

Dado que la variante de Lanczos que utiliza nuestro método incorpora la estrategia de
reinicio que aqui se describe, y con el fin de facilitar la comprensién de determinados as-
pectos tratados en la seccién 3.3, relativa a la implementacion, a continuacion se especifica
el modo en que dicho reinicio es llevado a cabo. Como ya se ha indicado con anterioridad,
se pretende continuar la iteracién de Lanczos partiendo de la relacién (1.20). Para ver
la forma que adquiere la matriz que define dicha iteracién, revisamos en primer lugar el
modo en que se genera la matriz tridiagonal simétrica cuando se parte de una relaciéon de
Lanczos (1.17). Para extender la base asociada a dicha relacién se crea el vector Agp,+1
que se ortogonaliza contra los vectores de la base, dando lugar a los coeficientes de la
columna (m + 1) de la matriz del problema proyectado,

m+2Bm+1 = AQerl - QinnAQm+1 - Qerlqr*n-ﬁ-lAQerl
= Agmi1 — Qm(AQm) Gm+1 — Gm+10m+1
= Agmi1 — Qm(Qme + Qm+1/8m€:n)*Qm+1 — gm+10m+41 (1'22)
= Agmi1 — QulmQpdm+1 — Qmemﬁmqrn-HQm—i-l — dm+10m+1

= AQM—H - Qmﬁm — gm+10m+41-

Despejando Agm+1 se obtiene la recurrencia de tres términos esperada.
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Procedemos ahora de forma andloga, para extender la base asociada a la relacién (1.20),

Vir2Bir1 = Admir — ViV AGmi1 — Gm1@m 1 Adms1
= A¢mi1 — Vi(AV) " ms1 — Gmy10us1
= Agms1 — Vi(Vidi + @m4158) g1 — Gmt10041

* * 1.23
= Agm+1 — Vil Vi @1 — Vb 1 1@m+1 — Gma1041 (1.23)

t
= Agmy1 — Z VEYi — G4 10m 1
i=1

Se ha utilizado el hecho de que V,*¢p41 = i@}, ¢m+1 = 0. En el desarrollo de la ecua-
cién (1.23) se ha mantenido la notacién ¢m4+1 para marcar la diferencia entre el ultimo
vector generado en la iteracién de Lanczos anterior y los vectores de Ritz que intervie-
nen en el reinicio. Este vector se corresponderia con el vector vy41 en la nueva base del
subespacio de Krylov, R(V,,) (subespacio generado por los vectores columna de V;;,). A
partir de ahora, el proceso continiia tal como se describe en la ecuacién (1.22), generando
la recurrencia de tres términos.

La matriz que se genera tras el reinicio (matriz B, en el algoritmo 7) tiene forma
tridiagonal flecha simétrica,

A1 it
A
By = L : (1.24)
Yoo Yt Ol
5771—1

Brm-1 Qo

En el algoritmo 7 se detalla el proceso a seguir para reiniciar la iteracién de Lanczos a partir
de un conjunto de vectores de Ritz. Si ¢ = 0, este algoritmo coincide con el algoritmo 5.
Al aplicar el procedimiento de Rayleigh-Ritz tras una iteracion de Lanczos (de orden
m), sin necesidad de formar los vectores de Ritz, se dispone, por un lado, de los valores de
Ritz (valores propios del problema proyectado), y por otro, de la estimacién del residuo
correspondiente a cada par de Ritz: ||7;]| = Bm|el,y:|, siendo y; el correspondiente autovec-
tor del problema proyectado. Esos datos son suficientes para ordenar y evaluar qué pares
han convergido, y cudles de los no convergidos son los més adecuados para el siguiente
reinicio. Los vectores de Ritz (que pueden no haber sido formados) quedan asi divididos en
tres grupos: [Y. Y, Yy, que se corresponden con las categorias de convergidos, aceptados
para reinicio 'y descartados, respectivamente. En este momento, la iteracion de Lanczos
puede reiniciarse descartando parte de los vectores obtenidos en la iteracién anterior (Yy)
y manteniendo los mds adecuados produciendo la matriz en forma de flecha (1.24), B.
Los pares de Ritz convergidos se corresponden con valores v; & 0, por lo que la matriz se

descompone como
c 0
B= < 0 B) (1.25)
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Algoritmo 7 Thick-Restart

Entrada: relacién de Krylov AV, = V,B; + qm+41bf con b = [v1, -+, %), llgm+1l] = 1,
dimension m.

Salida: relacién de Krylov AV, = V,;, By, + Um+18me;, extension de la inicial.

1 V41 = Gm+1

2 w1 = Avgg

3 Qi1 = Vpy U1

4 U1 = Up41 — 0441041 — Zgzl Yivi
5: Big1 = [lua|

6: parak=t+1,2,...,m hacer

T Vg1 = %:

8: uy, = Avg,

9: Qg = viuy

10 up = up — ViV up  /*ortogonalizacién™®/
11:  repetir ortogonalizacion

122 B = [lug|

13:  si B = 0 entonces

14: parar

15:  fin si

16: fin para

La matriz C', que se corresponde con los pares convergidos, ya estd en forma diagonal,
por lo que es suficiente continuar el calculo de los nuevos pares de Ritz con la matriz B.
De este modo, cuando se dispone de pares convergidos, éstos no se incluyen en el conjunto
de vectores para reinicio, sino que quedan blogqueados, de forma que no son ya modificados.
Estos vectores si continian interviniendo en el proceso de Lanczos cuando al extender la
base, el nuevo vector es ortogonalizado contra los anteriores. Al utilizar estos vectores en
la ortogonalizacién, se estd llevando a cabo la deflacién de los mismos (ver seccién §1.2.1).

Dadas las caracteristicas del problema que se pretende resolver en este trabajo, el
método de Lanczos con Thick-Restart es el que se ha considerado mas adecuado para la
resolucién de los problemas locales que van asociados a la técnica de diseccién del espectro
que utilizamos. En el algoritmo 8 se detalla, de forma concisa, el proceso que se sigue
en dicho método. A continuacién se dan detalles de cada uno de los pasos del algoritmo,
indicando el nimero de la linea a la que hacen referencia:

= 1: Se obtiene una relacién de Lanczos AQu = QmTm + Bmgmriel, utilizando la
iteracion descrita en el algoritmo 5.

= 3: Los valores de Ritz {/\Nz}fil son los valores propios de la matriz proyectada B, (o
Ty). La estimacién del residuo se obtiene a partir de la expresion ||r;|| = Bilel vil,
donde y; representan los vectores propios del problema proyectado.

= 4: La ordenacién, en el caso del problema simétrico, es muy sencilla. Una vez se
ha reducido la matriz B,, a su forma diagonal, se ordenan los valores propios de la



CAPITULO 1. CONSIDERACIONES TEORICAS PREVIAS 32

diagonal segun el criterio de interés (normalmente por orden decreciente segin el
moédulo). Los vectores propios {y; }, deben ser ordenados segiin la misma ordenacién
que los valores de Ritz. Los vectores de Ritz quedaran ordenados convenientemente
cuando se formen, multiplicando @,, por los vectores del problema proyectado (ya
ordenados). Para comprobar la calidad de las aproximaciones obtenidas se utiliza la
estimacién del residuo calculada en el paso previo. En la ordenacion final suponemos
que los pares convergidos quedan a la izquierda del resto.

= 5: Se descartan los vectores del conjunto Yj.

= 6: Se forman, con la relaciéon ¥; = Q,,y;, Unicamente los vectores que seran poste-
riormente utilizados.

= 8: Segin se describe en el algoritmo 7

Algoritmo 8 Procedimiento Thick-Restart Lanczos
Entrada: matriz A hermitiana, m tamano problema proyectado, v vector inicio
1: calcular descomposicién de Krylov inicial de orden m
2: repetir
3:  obtener valores de Ritz y estimaciones de los residuos asociados a los pares de Ritz
comprobar convergencia y ordenar
truncar la descomposicion de Krylov
formar vectores de Ritz no descartados
bloquear pares convergidos
extender a una nueva descomposiciéon de Krylov de orden m
. hasta ntmero suficiente de convergidos o niimero de iteraciones maximas alcanzado

Cuando se utiliza el algoritmo de Lanczos descrito, para la resoluciéon del problema
generalizado simétrico, es necesario tener presentes algunas consideraciones que se tratan
en la seccién siguiente.

1.3.3. Problema generalizado simétrico definido. B-Lanczos

Cuando se quiere resolver el problema generalizado simétrico definido de valores pro-
pios, utilizando la transformacién espectral de desplazamiento e inversién (1.6), la matriz
del problema transformado S = (A — o B) !B deja, por lo general, de ser hermitiana. Sin
embargo, tal como se vio en la demostracion del Teorema 10, esta matriz si es simétrica
considerando el producto escalar asociado a B (en caso de ser B definida positiva).

En este caso, si se sustituye el producto escalar estdndar (x,y) = y*z, por el producto
escalar definido por B, (z,y)p = y*Bx, el método de Lanczos puede ser aplicado a S,
obteniendo la relacién de Lanczos (1.14) y la matriz tridiagonal simétrica tipica de esta
relacién. Hay que tener en cuenta que las condiciones de ortogonalidad que se cumplen
entre los vectores de Lanczos, son respecto al nuevo producto escalar introducido. Esta
variante del método de Lanczos se conoce como B-Lanczos.
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Al aplicar B-Lanczos sobre S se obtiene la relacion:

A partir de esta relaciéon se obtienen los pares de Ritz de la forma habitual. Con B-
Lanczos se puede utilizar sin cambios aparentes la técnica de reinicio thick-restart descrita
(ver seccion §1.3.2).

B singular.

En caso de ser B singular, dado que (A, B) es un par definido, sabemos que existe una
combinacién lineal de ambas matrices, H, que es definida positiva, por lo que el proceso
de Lanczos podria llevarse a cabo utilizando el producto escalar definido por H. Este
planteamiento falla si no es posible conocer tal combinacién lineal.

Atn siendo B semidefinida, podemos utilizar el método B-Lanczos teniendo en cuenta
las siguientes consideraciones: Al trabajar con la seminorma definida por B, las compo-
nentes en el espacio nulo de B pasan desapercibidas. Como consecuencia, al utilizar el
B-producto, la iteraciéon de Lanczos no se ve afectada, pero los vectores de Ritz obtenidos
tienen acumuladas componentes en el espacio nulo de B que no han podido ser eliminadas
durante el proceso. Por tanto, al utilizar B-Lanczos con B singular es necesario realizar
algin tipo de postproceso que purifique los vectores contaminados.

Si consideramos un vector propio v calculado con el método B-Lanczos, con B singular,
dicho vector estard contaminado con componentes en el espacio nulo de B, es decir v =
v + ¢, siendo v el vector propio genuino y ¢ € N(B). Dado que la matriz (A — 0B)
es invertible, las matrices B y S tienen el mismo espacio nulo (MV(B) = N(S)). Como
consecuencia, cuando multiplicamos el vector ¢ por S, las componentes en el espacio nulo
de B se anulan, mientras que las componentes en la direccién de un vector propio de S
mantienen dicha direccién sin cambios:

Sv=8Sv+ Sc=0v+0,

donde @ es el autovalor de S asociado a v. Una vez se han eliminado las componentes no
deseadas, el vector puede ser normalizado.

Esta purificacion explicita, requiere la multiplicacion de cada vector calculado por la
matriz 5, lo que implica la resolucion de los correspondientes sistemas de ecuaciones trian-
gulares. Cuando se ha calculado una cantidad considerable de vectores (como ocurre, por
ejemplo, cuando se estan buscando todos los autovalores en un intervalo), y especialmen-
te cuando se trabaja en paralelo con memoria distribuida, esta operacién de purificacion
puede suponer un porcentaje considerable del tiempo total de ejecucion.

En [17] se describe el modo de hacer esta purificaciéon de forma implicita, evitando
asi el sobrecoste que conlleva la purificacién explicita.

Considerando la relacién (1.26), dado un vector propio de T),, y, asociado al valor de
ritz 0, sea ¥ = Qmy el vector de Ritz asociado. Entonces se tiene

ST = SQmy = QmTimy + fminy = Qumy0 + fmeiy = 00+ fmepy  (1.27)
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y normalizando

SO =10+ =fmeny (1.28)

|
|

La ecuacién (1.28) proporciona un modo de efectuar el producto So de forma implici-
ta, anadiendo a cada vector de Ritz obtenido una porcién del dltimo vector de Lanczos
calculado. Esta operacién se lleva a cabo antes de cada reinicio, con los vectores que se
consideran convergidos y van a ser bloqueados.

1.4. Rational Krylov

Al utilizar el método thick-restart Lanczos junto con la transformacién espectral de
desplazamiento e inversién con un desplazamiento o1, es posible, utilizando un esquema
similar al descrito en (1.3.2), reiniciar el proceso de Lanczos de modo que éste pueda ser
visto como si hubiese sido iniciado utilizando otro desplazamiento, os.

Tal como se muestra en [15], es posible transformar la base del subespacio de Krylov
obtenida durante el cémputo desde un desplazamiento o1, en otra que genera el mismo
subespacio y que puede ser vista como obtenida utilizando otro desplazamiento oy. Vere-
mos como, partiendo de una relacién de Krylov obtenida en el transcurso del algoritmo 7
aplicado a Sy = (A — 01B) !B,

1V = Vi |57 (1.29)
m
donde Vm+1 = [f/m vm+1], es posible derivar otra equivalente para Sy = (A — 02B) !B,
asociada al mismo subespacio R(Vm) (espacio generado por los vectores columna de f/m)
En efecto, de la ecuacién (1.29) se sigue

S)

BV = (A= 01B)Vimp1 [é*m] : (1.30)

Restando el término ang/mH [@m] en ambos lados de la igualdad (1.30) y reordenando

b
obtenemos
- - O
BVipit1Lm = (A — 02B) Vit [5* } , (1.31)
con _
1 Om
L, = [(T] + (01 — 02) |:Z~):n,:| . (1.32)
Asi, la relacion de Krylov buscada,
Gm
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puede obtenerse, utilizando la factorizacion QR de L., Ly, = Qm+1 { Om] , para actualizar
la base W41 = Vm+1Qm+1 del subespacio de Krylov y la matriz proyectada,

Gm et ém -1 _ 1 * R;11

O] g [Bl e L (g [F]). s

Notese que la matriz resultante G, no tiene ninguna estructura particular de no ceros.

Con este procedimiento es posible reiniciar el algoritmo 7 desde un nuevo shift, sin
descartar la informacion del espacio de Krylov obtenida en una ejecucién anterior con otro
shift. Se hace notar que todos los cdlculos necesarios para realizar el cambio de base se
hacen sin necesidad de operar con las matrices A y B.



Capitulo 2

Diseno del método

En este capitulo, se tratan aspectos relativos al diseno del método presentado en este
trabajo y se hace una descripcién detallada del mismo. Comenzamos especificando el
problema que se pretende resolver.

Entrada:

1. Matrices cuadradas A y B, verificando

Complejas hermitianas o reales simétricas,
N(A)NN(B) = {0} (par regular),

B semidefinida positiva,

existe alguna combinacién de A y B que es definida positiva.

2. Valores «, f € RU {400}, con a 0 S finito, que definen el intervalo de interés.

Salida:

1. Conjunto de autovalores del par (A, B) contenidos en [a, ],

A={)€a,B]: Jx € R" con Ax = ABz}.

2. Un conjunto de autovectores, {z;};_; C R" asociados a los autovalores A, de forma
que XTBX = I, siendo X una matriz que tiene por columnas los vectores ;.

2.1. Analisis del problema: Trabajos previos

Como parte inicial de nuestro estudio se revisan trabajos en los que se tratan problemas
similares al nuestro. Este estudio inicial permite extraer las ideas principales de cémo
abordar el problema y pone de manifiesto algunas de las dificultades del mismo. Los

36
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trabajos considerados son [7], [8], [23] y [16], a los que nos referiremos, partir de ahora,
con las siglas ER, GLS, SIPS, y EA16, respectivamente.

Nos vamos a centrar en los tres primeros trabajos indicados, ya que abordan el pro-
blema utilizando, al igual que nosotros, la estrategia de diseccién del espectro. Todos
ellos hacen uso de alguna de las variantes del algoritmo de Lanczos (ver §1.3), junto con
la transformacién espectral de traslacién e inversién (ver §1.1.3), para obtener grupos de
autovalores, en torno a shifts escogidos, con los que completar el intervalo requerido. Tam-
bién coinciden en la utilizacién de la informacion proporcionada por la inercia para validar
subintervalos. Esta informacion se obtiene de la matriz diagonal D de la factorizacién

(A—oB)=LDL". (2.1)

En todos los trabajos estudiados surge la cuestién de cuantos shifts y cuantos valores
propios en torno a éstos deben ser calculados. Dado que la convergencia se hace mas lenta
a medida que los autovalores obtenidos estan mas retirados del shift, interesa, por un lado,
reducir el nimero de autovalores a calcular desde cada shift, mientras que por otro lado,
interesa minimizar el nimero de factorizaciones, es decir, el nimero de shifts empleados.
Cada método intenta alcanzar un compromiso entre ambos factores contrapuestos por
medio de distintas heuristicas, que seran explicadas en la descripcién de cada uno de ellos.

En la técnica de diseccién del espectro, el hecho de que los autovalores se obtienen
por grupos, plantea dos dificultades a tener en cuenta. Por un lado, en determinadas
ocasiones, no es posible decidir si algunos de los valores obtenidos son duplicidades, mul-
tiplicidades o valores muy préximos, de otro autovalor calculado previamente desde otro
punto. Por otro lado, el conjunto de vectores calculados debe cumplir determinadas con-
diciones de ortogonalidad. Cuando se calculan valores bien separados, estas condiciones
se consiguen sin necesidad de realizar ningiin trabajo extra. Sin embargo, es necesario
establecer procedimientos que aseguren la ortogonalidad cuando autovalores miultiples o
en cluster (agrupaciones de valores propios muy préximos entre si), son calculados desde
distintos shifts. Cada uno de los trabajos revisados utiliza enfoques diferentes para resol-
ver las dificultades descritas. La fiabilidad de las medidas adoptadas para abordar estos
problemas determinaran en gran medida la robustez del método y la flexibilidad para ser
utilizado en cualquier escenario.

Los trabajos considerados se describen a continuacion, ordenados por fecha de publi-
cacién:

ER Considera que la matriz B, de la ecuacién Az = ABx que define el problema, es
definida positiva, y utiliza la reformulacién a problema estdndar (ver (1.5)).

Utiliza una versiéon del método de Lanczos con ortogonalizacién selectiva en la que
no incluye ninguna técnica de reinicio para, en cada shift o, resolver el problema (D —
ol)~'y = 0y donde D = C~LACT, con C de la descomposicién de Cholesky de B. Los
pares propios del problema original son (A, z) con A = o + %, x = C~Ty. Las matrices D
y (D — oI)~! no se forman explicitamente, sino que se utiliza la expresién (D — ol)~! =
CT(A—0oB)~'C y la factorizacién (2.1), de modo que aplicar la matriz (A — o B)~! sobre
un vector, se traduce en la resolucién de dos sistemas triangulares de ecuaciones.
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Calcula el nimero 6ptimo de valores propios, nev, que deben ser computados desde
cada shift, minimizando el tiempo necesario para el cdlculo de cada autovalor. Ese tiempo
se obtiene estimando tanto el tiempo necesario para ejecutar un nimero determinado de
iteraciones del algoritmo de Lanczos, como la cantidad de valores que convergeran en dicha
ejecucion.

Una ejecucion de Lanczos se detiene si han convergido nev autovalores o se ha alcanzado
el nimero méximo de iteraciones permitidas (necesario para limitar los requerimientos de
memoria del método).

La secuencia de shifts se inicia escogiendo el primero de ellos en el extremo izquierdo
del intervalo, y se continta seleccionando el resto hacia la derecha. Cuando se han ob-
tenido todos los autovalores entre dos shifts consecutivos, o;_1 y o5, se calcula un nuevo
desplazamiento desde donde continuar, o;4+1 = o0; + 2(\, — 03), siendo A, el autovalor
més a la derecha calculado desde o;. Si no se dispone de ningtin autovalor a la derecha
de 0;_1, calcula 0;41 = o0; + 9% siendo 6; el mayor autovalor positivo de la matriz del
problema proyectado en Lanczos (T'). Si tampoco se dispone de ningin autovalor positivo
de T, entonces se detiene la ejecucién. Si tras hacer la factorizacién de (A — 0;41B) se
comprueba que quedan entre o; y ;41 demasiados autovalores para ser calculados desde
oi+1, se escoge otro desplazamiento entre ellos.

En cada ejecucion del método de Lanczos, se escoge un vector aleatorio de inicio. Se
evita la convergencia a vectores obtenidos previamente ortogonalizando el vector inicial
contra los calculados en [o;_1,0;]. Los nuevos vectores calculados pasan un test para
determinar si son o no duplicados.

En el caso en que se compruebe (con la inercia) que faltan por calcular autovalores
en [0;_1,0;], se repite una nueva ejecucién de Lanczos desde el ltimo shift considerado,
ortogonalizando el vector de inicio contra todos los calculados previamente. Podria ser
necesario repetir este proceso varias veces en presencia de valores multiples.

En el trabajo de ER se describe la estrategia basica de diseccién del espectro que se-
guiremos en nuestro método. Sin embargo, encontramos deficiente el enfoque que presenta
para detectar duplicidades, o para asegurar las condiciones de ortogonalidad que deben
verificar los autovectores. El trabajo que se describe a continuacion, trata estos aspectos
con mayor profundidad, y es el que tomaremos como base para nuestro estudio.

GLS En este trabajo se hace una descripcion muy detallada del método de Lanczos
que emplea. La variante utilizada, es una versién a bloques en la que se hace uso de
varios esquemas de reortogonalizacién y que no incorpora ninguna estrategia de reinicio.
El estudio incluye medidas de error para el algoritmo de Lanczos propuesto, asi como
un extenso andlisis de las estrategias de reortogonalizacion que utiliza. Dado que nuestro
método no utilizara esa variante del método Lanczos, no entramos en el estudio detallado
de esta parte, y nos centraremos exclusivamente en los aspectos que podrian ser de interés
para nuestro estudio.

Para el célculo de cada grupo de autovalores utiliza la transformacién espectral (A —
0B)"!Bx = 0z, descrita en (1.6). Dado que esta reformulacién a problema estdndar es la
que nosotros utilizaremos, se hace un breve resumen de las caracteristicas de la misma:
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Los autovalores se modifican segin la expresion 0 = ﬁ, mientras que los autovectores
no se modifican. Tal como se vio en §1.1.4, la matriz S = (A — 0B) !B es simétrica
considerando el producto escalar definido por B. Este hecho, permite que para la resolucion
del problema transformado, se puedan utilizar métodos especificos para matrices simétricas
(como Lanczos), con la tnica salvedad de sustituir el producto escalar ordinario por el B-
producto escalar (ver §1.3.3).

La estrategia general de seleccion de shifts es similar a la propuesta en RE. Partiendo
del extremo izquierdo del intervalo, se crea un subintervalo confiable inicial, en el que no
falta ningin autovalor por encontrar, y se extiende hasta que el subintervalo confiable
coincide con el intervalo completo.

Una ejecucién de Lanczos termina cuando continuar calculando autovalores resulta
ineficiente. En cada iteracién se monitoriza la convergencia con el fin de estimar su velo-
cidad y determinar cuéndo el coste de calcular nuevos valores, que aumenta al hacerlo el
coste por iteracion y al disminuir la velocidad de convergencia, es tal que resulta rentable
realizar una nueva factorizacién.

En cada nueva ejecucién, utiliza como vectores de inicio aproximaciones obtenidas en la
ejecucién previa. La finalidad es iniciar la iteracion de Lanczos con vectores que contienen
direcciones favorables, aunque también advierte que no se consigue un efecto claro con
ello.

En la estrategia de seleccién de shifts utiliza varios criterios: Cuando se quiere extender
un intervalo confiable [0, 0;], utiliza el conjunto de valores aproximados (no convergidos
para una determinada tolerancia) obtenidos en la tltima ejecucién. Si han convergido p
autovalores a la derecha de o;, considera que convergera la misma cantidad de valores a la
izquierda del nuevo shift y sitia éste entre dos valores aproximados consecutivos, dejando
a su izquierda p aproximados. Si no dispone de suficientes valores aproximados utiliza un
criterio similar al utilizado en el enfoque de ER, y da un salto duplicando la distancia entre
el ultimo shift y el mayor valor obtenido. Si no han convergido valores a la derecha de o;,
asume que hay un hueco en el espectro y utiliza la maxima distancia de salto utilizada
hasta el momento, y la multiplica por diez.

Asume que el algoritmo de Lanczos que utiliza proporciona la multiplicidad completa
de los autovalores si el tamafio de bloque escogido es superior a la maxima multiplicidad
posible, aunque no debe ser mayor de 10 por limitaciones del algoritmo.

Utiliza la deflaciéon como estrategia para tratar las dificultades asociadas a la técnica de
diseccién del espectro. Esta consiste en forzar la ortogonalidad de los vectores de Lanczos
contra un grupo seleccionado de vectores. Con ella se busca en primer lugar mantener la
ortogonalidad entre vectores calculados desde distintos shifts, en segundo lugar, facilitar
la deteccion de duplicidades y en tercer lugar evitar que algunos valores sean recalculados.
No nos extendemos en este punto ya que en la seccién §2.3.2 se tratan estos aspectos en
detalle.

Tras detener la ejecucién en oy, pueden faltar valores por encontrar en [o;_1,0;]. Si se
sospecha que dichos valores se corresponden con multiplicidades incompletas (tamano de
bloque deficiente), se repite la ejecucion desde el mismo shift, haciendo deflacién con todos
los vectores obtenidos en la ejecucién anterior. En otro caso, sitiia un nuevo shift entre los
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dos ultimos para buscar los valores desaparecidos.

Tras estudiar las caracteristicas descritas, este trabajo se ha considerado un buen punto
de partida. No obstante, a nuestro entender, plantea algunas deficiencias que se pretenden
subsanar. En primer lugar, proponemos la utilizacién de una versién de Lanczos con reini-
cio (thick-restart) para evitar las limitaciones que conlleva trabajar con métodos que no
incorporan técnicas de reinicio. En segundo lugar, buscaremos nuevos enfoques que permi-
tan una aplicacién més general del método, sin restricciones en cuanto a la multiplicidad
de los autovalores y que no presuponga conocimiento alguno de dichas multiplicidades. Fi-
nalmente, estudiaremos posibles adaptaciones para que sea eficiente en entornos paralelos
de memoria distribuida.

SIPs Se centra en un tipo de problema concreto, por lo que determinadas decisiones
de diseno estan motivadas por caracteristicas especificas de dicho problema, donde se
pretende aplicar. Presenta un enfoque no apropiado para dar solucién genérica que pueda
ser utilizado en cualquier otro escenario.

Utiliza una tolerancia para detectar clusters de autovalores y forzar que el calculo de
cada uno de ellos sea desde un unico shift. No utiliza deflacién por lo que la solucién que
da al problema de la duplicidad y ortogonalidad no es la méas adecuada. Tiene un enfoque
multishift paralelo interesante para ser utilizado como paralelismo de segundo nivel con el
que se puede obtener muy buena escalabilidad en problemas en los que se busquen gran
cantidad de valores propios.

EA16 En este trabajo se describe el disefio de un método implementado en la libreria
comercial HSL 2000, para resolver un problema mas general que el que nosotros plan-
teamos. Se basa en una variante del método rational Krylov descrito en [18]. Dado que
plantea un enfoque diferente al que nosotros seguimos, no entramos en detalles del mismo.
Si se quiere hacer notar que utiliza actualizaciones de la relacién de Krylov similares a las
descritas en la seccién §1.4.

2.2. Entorno paralelo

La Computacidn Paralela, entendida como la utilizacién de varios computadores para la
realizacién de una determinada tarea comun, tiene interés siempre que con ella se obtenga
cierta ventaja frente a su ejecucién en un tnico procesador. Las ventajas fundamentales
serian: reducir el tiempo de cémputo necesario, o la posibilidad de abordar problemas
de gran tamaio, los cuales no podria ser considerados sin la computacién paralela. La
computacion paralela precisa comunicacion entre los procesadores que intervienen, tanto
para intercambiar datos como para coordinar sus acciones. La forma en que se lleva a cabo
esta comunicacién determina en gran medida la forma en que se disenan los métodos que
seran utilizados.

Dentro de las méquinas MIMD (Multiple Instruccién sobre Multiples Datos), en las que
nos centramos, existen dos tipos principales de arquitecturas para procesamiento paralelo:
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Sistemas de memoria compartida: Formados por un conjunto de procesadores que
acceden a una memoria comun utilizando el mismo espacio de direcciones. Tiene la ventaja
de que los procesadores pueden comunicarse leyendo y escribiendo en esta memoria comun.
Este acceso concurrente a la memoria debe ser sincronizado (por ejemplo mediante cerro-
jos), lo que puede suponer una importante limitacién en el nimero de procesadores que
acceden a la memoria. Utilizando el soporte de un software apropiado, como por ejemplo,
OpenMP, o hilos POSIX, estos sistemas son relativamente faciles de programar.

Sistemas de memoria distribuida: En estos sistemas cada procesador tiene su pro-
pia memoria, y la comunicaciéon entre los distintos procesadores se hace mediante paso
de mensajes a través de una red de comunicacion. En este tipo de sistemas, conocidos
también como Sistemas de paso de mensajes, los datos se mantienen distribuidos entre los
distintos procesadores por lo que son apropiados para aplicaciones de gran tamano, que re-
quieren mantener gran cantidad de datos en memoria. Los mensajes se utilizan tanto para
sincronizar la computaciéon como para intercambiar datos, y la latencia en el intercambio
de los mismos supone una importante limitacién en el tipo de aplicaciones que pueden ser
paralelizadas en estos sistemas. Aunque existen APIs estandarizadas, como por ejemplo,
MPI (Message Passing Interface), que facilitan las operaciones de comunicacién y permi-
ten hacer codigo portable en sistemas de memoria distribuida, en general estos sistemas
son dificiles de programar, debido, en gran parte, a la importancia y dificultad de una
adecuada distribucién y gestion de los datos.

Aunque, en general, los entornos paralelos son maés dificiles de programar, podemos
encontrar librerias especificas de cada arquitectura, especializadas en determinadas areas,
como por ejemplo el algebra lineal, que proporcionan implementaciones eficientes de ope-
raciones basicas. Estas librerias anaden una capa de homogeneidad a la posible diversidad
de los sistemas que se utilizan y facilitan el trabajo del programador que puede abstraerse,
al menos en parte, del paralelismo subyacente.

En nuestro caso, pretendemos hacer un diseno para sistemas de memoria distribuida
y la implementacién se hard en el marco de la libreria SLEPc, que es una extensién de
la libreria PETSc, de las que se hace una descripcién en detalle en el apartado §3.2.2.
La libreria PETSc proporciona herramientas basicas de algebra lineal para utilizar en la
resolucién, sobre memoria distribuida, de problemas que utilizan matrices dispersas. El
hecho de utilizar la libreria PETSc tiene varias implicaciones en el diseno el método. En
primer lugar, no serd necesario entrar en determinados aspectos como el reparto de las ma-
trices entre los distintos procesadores, en segundo lugar, se dispone de tiles herramientas
que simplifican las operaciones de comunicacion mas habituales en este tipo de proble-
mas. Por otro lado, contamos con operaciones matriciales basicas como por ejemplo, la
multiplicacién matriz-vector, entre otras. Ademas, podemos también asumir que dispone-
mos de métodos que proporcionan resultados més especificos de valores propios, incluidos
en la libreria SLEPc. Estos detalles se tratardn con mas profundidad en el apartado de
implementacién (ver §3.3). En la descripcién del método suponemos que contamos con
determinados elementos proporcionados por el entorno del que se parte y nos centramos
en los aspectos mas especificos de mismo.
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2.3. Descripciéon del método

Sobre la base de la informacién obtenida de los trabajos previos considerados, se di-
sefiaron unas primeras pruebas de implementacién utilizando Matlab, que sirvieron para
poner de manifiesto las dificultades que conlleva utilizar un enfoque de diseccién del es-
pectro (descritas en la seccién §2.1), y para detectar posibles puntos débiles en los plan-
teamientos de los trabajos estudiados.

Nuestro enfoque, del cual se han comentando ya algunos aspectos a lo largo de la
memoria, y que se explica detalladamente en esta seccidn, surge inicialmente como forma
de asegurar el correcto funcionamiento del método en problemas de espectro complicado,
con autovalores de elevada multiplicidad o formando grandes clusters. En un primer pa-
so se plantearon soluciones relativamente simples, que resultaron no ser adecuadas para
abordar casos de cierta complejidad. Sin embargo, y dado que el método debia ser lo mas
genérico posible, en una segunda fase, se buscaron ejemplos de problemas desfavorables
y se replanted el enfoque para dar solucién a los mismos. Una vez que el método dispu-
so de los elementos necesarios para resolver problemas genéricos sin necesidad de asumir
restricciones sobre los mismos, se tuvieron en cuenta otros aspectos como la mejora de la
eficiencia del método en el entorno paralelo para el que se disena.

La descripcion del método se divide en varios apartados. En primer lugar mostramos
el planteamiento bésico del que se parte. En segundo lugar se describe la estrategia de
seleccién de shifts. A continuacién introducimos el uso de la deflacién como herramienta
para conseguir robustez y se plantean diversas opciones para la utilizacién de la misma,
que deberan ser evaluadas para comprobar cual de ellas presenta mejores prestaciones.
Por tdltimo, estudiamos la posibilidad de reutilizar informaciéon de la iteraciéon de Lanczos
de una ejecucion a otra.

La estrategia basica de la que partimos consiste en utilizar el algoritmo de Lanczos con
reinicio descrito en §1.3.2, para resolver el problema transformado (A — ocB) !Bz = 0z
(ver (1.6) en seccién §1.1.4), obtener los autovalores extremos de la matriz S = (A4 —
oB)7!B, y, a partir de éstos, los autovalores del par (A, B) préximos a o. Los valores
buscados en el interior de un intervalo dado, [« 8], se consiguen escogiendo una secuencia
adecuada de desplazamientos con los que hacer un barrido de dicho intervalo. En cada shift
0;, se calcula una cantidad fija de autovalores (nev), permitiendo para ello una cantidad
limitada de reinicios del método de Lanczos (maxit).

2.3.1. Seleccién de desplazamientos

El calculo de autovalores se inicia siempre en uno de los extremos del intervalo. Ge-
neralmente, el primer desplazamiento, o1, coincide con el extremo izquierdo del intervalo,
y el proceso de selecciéon de nuevos desplazamientos contintia hacia la derecha. En caso
de tratarse de un intervalo no acotado inferiormente, se inicia en el extremo derecho y
el avance es hacia la izquierda. Para situar cada nuevo desplazamiento, ;41 (supuestos
obtenidos todos los valores entre el extremo inicial y o;), se hace uso de informacién del
espectro obtenida hasta el momento. Se considera la separaciéon media de los autovalores
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contenidos entre los dos ultimos shifts,

0; — 04—1
S| ]
1
siendo n; la cantidad de autovalores entre o;_1 y o; (diferencia de las inercias), y se calcula

el nuevo desplazamiento como
nev

Oiv1 = A+ 575, (2.2)
donde X es el autovalor calculado més alejado de o7, nev es la cantidad de autovalores que
se pretende calcular desde o;, y el valor £ es 1 o —1 dependiendo del extremo inicial, e
indica la direccién en la que se avanza. Para simplificar la descripcién, a partir de ahora,
asumimos que £ = 1, es decir que el proceso se ha iniciado en el extremo izquierdo del
intervalo.

Tras la realizacién de pruebas con el fin de valorar los criterios propuestos en los
trabajos estudiados, la expresién para el célculo del nuevo shift (2.2) se ha determinado
en base a las siguientes consideraciones:

= Uno de los criterios utilizados en GLS se basa en la utilizacién de valores apro-
rimados obtenidos al ejecutar desde el dltimo shift o;. Al utilizar un método con
reinicio, en la mayoria de los casos no hay suficientes valores aproximados. Ademas,
en presencia de multiplicidades elevadas los valores aproximados obtenidos pueden
no ser representativos de los valores propios que realmente hay, por lo que basar la
localizacién de o471 en este criterio, puede hacer que queden demasiados autovalores
por calcular entre o; y 0j41.

= Utilizando tanto el criterio de los valores aproximados como el de duplicar la distancia
al ultimo autovalor calculado, en caso de que hayan convergido pocos valores a la
derecha de oy, el nuevo shift, o;+1, quedard demasiado cerca del ultimo, con lo que
aumenta la probabilidad de recalcular valores ya obtenidos con anterioridad. Esto nos
da la idea de que el nuevo desplazamiento debe escogerse suficientemente alejado de
o; para facilitar la obtencién de valores nuevos, y ademas de modo que el subintervalo
[0i,0i+1] pueda ser completado.

= Utilizar la separaciéon media entre los autovalores calculados a la derecha de o; podria
no ser representativa en caso de que hubiesen quedado sin determinar la correcta
multiplicidad de los valores calculados. Esto no ocurre al considerar la separacién
media en [0;_1,0;], intervalo muy préximo donde se tiene un conocimiento real de
los valores que contiene.

Una distribucién irregular del espectro puede hacer que el criterio (2.2) sitie el nuevo
shift demasiado lejos, de forma que el subintervalo [o;_1, ;] no pueda ser completado desde
éste. Incluso en el caso de que el shift quede a una distancia adecuada, puede ocurrir que
la informacién de la inercia indique que falta algin autovalor por calcular en [o;_1, 0],
probablemente debido a alguna multiplicidad incompleta. En cualquiera de los dos casos, se
utiliza un nuevo desplazamiento entre o; y 041 para buscar los autovalores desaparecidos.
Este proceso se repetira siempre que sea necesario completar algin subintervalo.
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2.3.2. Deflacion

En este apartado se introduce la deflacion como herramienta para solucionar los pro-
blemas inherentes a la técnica de diseccion del espectro. Estos son, por un lado, poder
distinguir cuando un valor es un duplicado o un valor multiple de otro previamente calcu-
lado, y por otro, asegurar la ortogonalidad de los vectores calculados desde varios shifts. La
deflacion consiste en hacer que el método de Lanczos trabaje en el complemento ortogonal
(B-ortogonal) de un conjunto seleccionado de vectores. Esto se consigue ortogonalizando
cada vector generado en la iteracién de Lanczos contra dicho conjunto de vectores. Con
esta técnica logramos, en primer lugar, que los autovectores calculados se mantengan orto-
gonales a los del conjunto seleccionado, y en segundo lugar, que los autovalores asociados
a autovectores del conjunto no sean calculados.

La deflacién conlleva un coste adicional (por la ortogonalizacién extra necesaria en
cada iteracién). Por otro lado, ésta puede tener un efecto positivo en el coste, dado que
reduce la posibilidad de recalcular autovalores ya obtenidos.

En este trabajo se pretende evaluar el efecto que presentan distintos esquemas de
deflacién sobre el rendimiento del método. Para ello, se consideran tres estrategias dife-
rentes a la hora de seleccionar el conjunto de vectores para deflacién. Estas se detallan a
continuacién.

Estrategia de deflacién basica

Con ella se pretende evaluar el caso en el que la deflacién considerada es la minima
posible. Es decir, la minima que asegura la ortogonalidad entre los autovectores calculados
desde distintos shifts (la iteracién de Lanczos asegura la ortogonalidad del conjunto de au-
tovectores obtenidos en una ejecucién de la misma). Al tratarse de un problema simétrico,
s6lo es necesario considerar autovectores asociados a autovalores multiples o muy proximos
entre si (en cluster). Asi, en esta estrategia, el conjunto de vectores seleccionados para de-
flacién se forma con los autovectores asociados al mayor autovalor calculado, y a partir de
éste, todos los autovalores menores hasta que la distancia entre dos consecutivos sea mayor
que £ (tolerancia que determina cudndo dos autovalores pertenecen a un mismo cluster).
Con este criterio se asegura la ortogonalidad en caso de haber un cluster de autovalores
en el extremo derecho de los valores calculados. Este esquema requiere que la tolerancia
€ sea previamente determinada, lo que puede hacerse a partir de las caracteristicas del
espectro, si se tiene algiin conocimiento sobre él, o a partir de la tolerancia, €, utilizada
para el criterio de parada en el algoritmo de Lanczos, por ejemplo tomando € = y/e. Para
que no exista ambigiiedad a la hora de decidir sobre la duplicidad de los nuevos valores
obtenidos, al utilizar esta estrategia, cualquier autovalor obtenido a la izquierda de los
considerados para deflacién serd descartado.

Estrategia de deflacion GLS

Tras una ejecuciéon de Lanczos, puede haber valores de Ritz no convergidos, situados
a la izquierda de otros aceptados. Estos valores aproximados declaran la existencia de
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autovalores no calculados entre el correspondiente shift, o;, y el mayor autovalor obtenido.
Si en un caso como éste se utiliza la estrategia de deflacién previa, estos valores no podran
ser obtenidos desde un nuevo shift, ya que, en caso de ser calculados en la ejecucion,
después serian descartados. El objetivo de esta segunda estrategia de deflacién es posibilitar
la computaciéon de estos valores desde el nuevo shift, evitando asi la utilizacién de un
desplazamiento adicional para calcularlos. En este esquema, que es el utilizado en el trabajo
GLS (ver §2.1), el conjunto de vectores seleccionados para deflacién se forma con los
autovectores asociados al mayor autovalor convergido, AT, que queda a la izquierda de
cualquier valor de Ritz no convergido, junto con todos los valores convergidos a su derecha.
Al igual que en la estrategia béasica, es necesario tener en cuenta posibles clusters de
autovalores alrededor de AT (utilizando una tolerancia &). También en este caso, cualquier
autovalor que se calcule a la izquierda del menor autovalor considerado para deflacién,
serd descartado.

Estrategia de deflacion aumentada

En ocasiones, el valor \f (descrito en la estrategia GLS) puede quedar a la derecha de
autovalores aun no calculados (si éstos no tienen correspondencia con valores de Ritz no
convergidos). Esto ocurre con frecuencia, por ejemplo, en presencia de valores multiples.
En estos casos, si se utiliza cualquiera de las estrategias descritas con anterioridad, las
multiplicidades incompletas no podran ya ser computadas desde el nuevo shift (se des-
cartarian). Asi, con este tercer criterio se quiere evitar que autovalores pendientes de ser
calculados puedan ser descartados. Para determinar el conjunto de vectores para deflacién
utilizado en esta estrategia se precisa la definicién de vecinos izquierdo y derecho de un
shift. Definimos el vecino izquierdo, oy, de un shift dado o;, como el mayor shift utilizado,
menor que o; (no necesariamente el iltimo utilizado o;_1). De forma equivalente, se define
el vecino derecho o,, como el menor shift utilizado mayor que o;. En general, un shift sélo
tendra vecino izquierdo, a no ser que se haya creado retrocediendo, para buscar valores
desaparecidos. Asi, con esta estrategia, se considera para deflacion el conjunto de autovec-
tores asociados a autovalores previamente calculados, que estén comprendidos entre oy y
o; (o entre oy y o, si este tltimo existe). De este modo, cualquier valor obtenido entre o,
y o0; serd aceptado y tinicamente se rechazaran valores en el caso improbable de que éstos
sean menores que oy, valores que, por otro lado, seran duplicados de valores ya calculados,
o fuera del intervalo de interés.

Aunque este esquema hace posible la obtencién desde el nuevo shift de cualquier valor,
situado en [0y, 0;], no calculado previamente, atin en este caso pueden quedar valores no
obtenidos en dicho intervalo. Esto puede deberse, por una parte, a que una inadecuada
seleccién del desplazamiento ha dejado demasiados autovalores para ser calculados utili-
zando un unico desplazamiento, o bien, simplemente, porque la iteracién de Lanczos se ha
detenido tras calcular nev autovalores, sin haber completado el subintervalo [0/, 0;]. En
este tltimo caso, y con el fin de evitar una nueva factorizacién (nuevo shift) para el calculo
de unos pocos valores, nos planteamos la posible conveniencia de continuar la ejecucion
desde el mismo desplazamiento, al menos unos pocos reinicios mas. Esta posible optimi-
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zacion cuya evaluacion se presenta en el capitulo §4, tiene sentido sélo para la estrategia
de deflacion aumentada, y no para las otras. Para las pruebas de test, nos referiremos a
esta opcion como completitud.

El uso de esta estrategia de deflacién, cuando se ha creado un shift, o;, retrocediendo
para buscar valores desaparecidos, tiene el efecto de purgar de [0y, 0, valores ya calculados
(supuestamente de convergencia mas favorable), facilitando la aparicién del resto. De esta
forma, aun en el caso de que falten por calcular autovalores de dificil convergencia, éstos
seran finalmente calculados, acotandolos si es necesario mediante la utilizacién de varios
shifts, y evitando su reaparicién a medida que convergen. En definitiva, con esta técnica
de deflacién podemos asegurar que siempre que falten autovalores por calcular en un
subintervalo, éste podrd ser completado. Por otra parte, se hace notar que dado que
esta estrategia permite que el conjunto seleccionado para deflacién contenga autovectores
obtenidos desde mas de un shift, con ella siempre se asegura la ortogonalidad entre los
vectores propios que se obtienen. Es decir, se asegura la obtencién de una base ortogonal del
espacio invariante asociado a un valor propio (o cluster), aunque una elevada multiplicidad
de éste (o del cluster), haga que para ello sea necesario utilizar mas de dos shifts.

Las consideraciones anteriores nos muestran la necesidad de utilizar la estrategia de
deflaciéon aumentada siempre que se necesite cerrar un subintervalo incompleto, ya que es
la dnica que asegura que todos los valores serdn obtenidos y que los autovectores cum-
pliran con las condiciones de ortogonalidad requeridas. Sin embargo, cuando no se buscan
valores desaparecidos, sino que en el desarrollo de la técnica de diseccion del espectro se
ha completado un subintervalo y se pretende extender, estableciendo un nuevo shift, nos
podemos plantear cudl de las estrategias descritas es mas conveniente en términos de ren-
dimiento. Para ello, se realiza la implementacion de las tres opciones descritas, con el fin
de evaluar las prestaciones que se obtienen utilizando cada una de ellas. Los resultados
obtenidos se muestran en el capitulo 4.

2.3.3. Reinicio desplazado en Lanczos

Tanto en el trabajo de ER como GLS se plantea la utilizacion de un adecuado vector
de inicio en la iteracién de Lanczos, de modo que se mejore la convergencia del algoritmo.
En un principio, ER considera como vector de inicio una combinacién lineal de vectores
de Ritz no convergidos de la iteraciéon anterior, aunque finalmente opta por utilizar un
vector aleatorio. GLS utiliza para iniciar la iteracion de Lanczos a bloques, un conjunto de
vectores de Ritz (no convergidos), de la ejecucién anterior, aunque no indica que se consiga
ninguna mejora con ello. Nosotros, sin embargo, planteamos una estrategia que combina
el mecanismo descrito en 1.4 junto con técnicas de reinicio (descritas en seccién §1.3.2), de
modo que parte del espacio de Krylov creado desde un shift pueda ser reutilizado para el
siguiente, evitando asi que el espacio asociado al nuevo desplazamiento deba ser calculado
de nuevo desde cero. Un esquema similar a éste se utiliza en el trabajo EA16 descrito en
la seccion §2.1.

Cuando se detiene una ejecucion de Lanczos, se dispone de valores de Ritz no aceptados
como convergidos, junto con los vectores de Ritz asociados a ellos. Estos vectores contienen
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informacién espectral de interés que seria desaprovechada al continuar el computo desde
otro shift. Por otro lado, tal como se muestra en la seccién §1.4, al ejecutar desde un
shift, o, es posible reiniciar la iteraciéon de Lanczos con un nuevo origen, o;11. Es decir,
es posible transformar una relacién de Krylov asociada a S; = (A — 0;B) !B, producida
al iterar desde o;, '
i _ i O
Ssz m+1 [(b;n)*:| )
en una relacién de Krylov,

S Wit — it @ﬁl
+1Vm m—+1 (bi,‘fl)* )

asociada a Sj11 = (A — Ji+1B)*1B, con la que reiniciar la iteracion de Lanczos desde
el nuevo shift, o;1. Por ello, nos planteamos investigar si puede ser interesante, para
mejorar el rendimiento de nuestro método, iniciar el cémputo de autovalores desde un
nuevo shift, 0,41, reutilizando parte de la relacién de Krylov obtenida en el shift previo,
o;. En concreto, la estrategia que se pretende evaluar consiste en actualizar la relacion de
Krylov obtenida en o; asociada a vectores de Ritz no convergidos, que se corresponden
con valores que se encuentran en el subintervalo de interés. Esta actualizacién se realizaria
siempre que el subespacio de Krylov disponible del shift previo sea util para el nuevo,
es decir, cuando el shift previo sea vecino del nuevo. No obstante, cuando se utilizan las
estrategia de deflacién minima o GLS, en caso de que el nuevo shift haya sido creado para
completar un subintervalo, no sera posible utilizar esta optimizacion ya que, en otro caso,
se podria presentar una situacién en la que se utilizan para el reinicio vectores de Ritz que
son duplicados de algunos de los vectores escogidos para deflacion.

El algoritmo 9 muestra el modo en que se actualiza una base de vectores de Ritz
obtenidos desde un shift, o;, de forma que pueda ser reutilizada desde otro, o4 1.

Algoritmo 9 Reinicio desplazado en Lanczos

— . — . Z
Entrada: relacion S;W), = W} H}, con H}, = [(S";*} y T4y Oig1
m
, o . i+1
Salida: relacién S; Wit = Wit HEFL con HEH [(l?fl)*]
m

I .
1: Ly, < |: 6”:| + (UZ' — O'i+1)H7Zn

2: Qi1 [Rom] = L,, [*factorizacién QR*/

s [5)
CoTm 0i—0it1 m+1 0

. +1 i
4. Wm+1 < Wm+1Qm+1

Con el fin de evaluar la estrategia descrita, ésta se incluye como opcién en la imple-
mentacion de nuestro método y se realizan pruebas cuyos resultados se muestran en el
capitulo 4.
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2.3.4. Algoritmo

Algoritmo 10 Diseccién del espectro para calculo de autovalores en un intervalo

Entrada: Matrices A y B, intervalo [«, ], pardmetros para Lanczos {nev, tol, max_it}
Salida: {(\;,z;)}!_; pares propios de (4, B) en |«, ]

1: si a # —o0 entonces

2:  int0 = a; dir =1 /*int0, extremo donde se inicia el proceso™®/
si no

int0 = B; dir = —1
fin si
P = @ /*inicializar estructura de shifts pendientes*/
P + o(int0) /*crea un shift en int0, sin vecinos, se almacena como pendiente*/
m =v(f) — v(a) /*nimero de autovalores en [a, (], v inercia*/
inicializar V[m] y A[m] /*arrays para almacenar los pares propios*/
10: mientras P # & hacer
11: o < extraer shift de P /*shift para procesar*/
12:  factorizar (A — o B), obtener inercia v(o)
13: D <{vectores para deflacién seleccionados}
14:  {(0;,7;)} < Thick-Restart-Lanczos en (A — 0B)~!'B restringido a D', con B-
producto
15: {( i, x)} < {(o + 9%, x;)}, descartar no vélidos y guardar en Ay V
/*o¢ y o, vecinos de o por ambos lados (pueden ser a 0 5)*/

16:  si [0y, o] incompleto entonces

17: determinar nuevo shift entre oy y o y almacenar como pendiente
18:  fin si

19:  si [0, 0,] incompleto entonces

20: determinar nuevo shift entre o y o, y almacenar como pendiente
21: fin si

22: fin mientras
23: retornar Ay V

En esta seccion se detalla el proceso seguido al aplicar la técnica de diseccién del
espectro en el método diseiado. En el algoritmo 10 se da una visiéon global del proceso,
del cual se especifican algunos pasos en las anotaciones siguientes:

= 8: El calculo de la inercia en a y [ requiere sendas factorizaciones. Una de ellas
serd ademas utilizada para el calculo de autovalores en el extremo inicial.

= 10: Bucle principal que se repite mientras quedan shifts por computar.

= 13: La seleccién del conjunto de autovectores para deflacion se hace en funcién de la
estrategia de deflacién utilizada. A partir de las inercias y de la cantidad de vectores
seleccionados para deflacion que estan asociados a autovalores entre o, y o, es posible
conocer el niimero de autovalores a buscar en dicho subintervalo.
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= 14: El proceso en el que se resuelve el subproblema de valores propios asociado a un
shift se detalla en algoritmo 11.

= 15: La estrategia de deflaciéon utilizada determina el criterio a seguir para decidir
qué valores se descartan.

Algoritmo 11 Thick-Restart-Lanczos adaptado a la técnica de diseccién del espectro

Entrada: Matrices A y B, D conjunto de vectores para deflacién, pardmetros {nev, tol,
max_it}, shifts actual y vecinos (o, oy y o), mg y m, (cantidad de autovalores a
calcular en [0y, 0] v [0, 0/]).

Salida: {(Oj,xj)}}n:l, conjunto de m pares propios de (A — ocB)~!B, con {xj};»”:l B-
ortogonal a D.

1: obtener vector de inicio, o actualizar espacio de Krylov del shift previo

2: repetir

3:  generar relacién de Krylov de orden m /*Lanczos™/

4 {(0j,7;)}jL, < solucién problema proyectado

5 comprobar convergencia, ordenar y truncar descomposicién

6:  formar vectores de Ritz

7 purificaciéon de vectores convergidos

8  calcular ¢; y ¢, /*ntimero de valores A = o + % convergidos en [0y, 0] y [0, 0,]*/
9: hasta (cy = my y ¢, = m,) o (convergidos>nev) o (iteraciones=max_it)

En el proceso descrito en el algoritmo 10 se genera una secuencia de subproblemas,
que son transformaciones espectrales del problema original. Para la resolucién de dichos
problemas se utiliza el método thick-restart Lanczos (ver seccién §1.3.2), por ser el que
mejor se adapta a las caracteristicas de dichos problemas. En la aplicacién de este método
incluimos algunas adaptaciones ttiles para nuestro propésito. Estas son, por ejemplo, las
actualizaciones descritas en §2.3.3, que permiten reiniciar desde un shift con vectores de
Ritz obtenidos desde otro shift vecino. En el algoritmo 11, se detalla la versién adaptada
del método thick-restart Lanczos que empleamos, y del que se especifican algunos detalles
que nos parecen de interés en las siguientes notas:

= 1: Si el shift previo es uno de los vecinos del shift actual, se utilizan un conjunto de
los vectores de Ritz obtenidos en la ejecucién de Lanczos desde el previo, para iniciar
el céalculo desde el actual, tal como se describe en el algoritmo 9. Si se utilizan las
estrategias de deflacion minima o la de GLS, este proceso no se utiliza en caso de
que el nuevo shift haya sido creado para completar un intervalo.

= 3: En este paso se utiliza la versiéon del método de Lanczos descrito en el algoritmo 7.
= 5,6: Estos pasos se han detallado en la descripcion del algoritmo 8.

= 7. La purificacién de los vectores convergidos se lleva a cabo mediante la aplica-
cién, de forma implicita, del operador (A — cB)™!'B, tal como se describe en la
seccién§l.3.3.
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= 8: Se calcula el nimero de valores obtenidos es cada subintervalo para comprobar
si ya se ha obtenido la cantidad buscada. La cantidad de valores que se buscan
en cada subintervalo (parametro de entrada de este método), ha sido determinada
previamente con la informacion proporcionada por la inercia y con el nimero de
vectores que se deflactan en cada subintervalo.



Capitulo 3

Implementacion en SLEPc

3.1. Librerias numéricas

3.1.1. Librerias para calculo de valores propios

Existen varias librerias numéricas disponibles para el cdlculo de valores propios que
presentan un enfoque paralelo. En esta seccién se hace una recopilacién de aquellas que
son adecuadas para la resolucion de problemas dispersos de gran tamano, centrandonos
en las que incorporan métodos de resolucion para el problema generalizado simétrico.

Algunas de las librerias que se describen utilizan un esquema de comunicacién inverso,
de modo que los métodos de estas librerias no operan directamente con las matrices del
problema, sino que el usuario proporciona una funcién con la que realizar la multiplicacién
matriz-vector. Con este esquema se consigue la independencia entre el cédigo asociado
al método de resolucion, y el formato de los datos que se utilizan. Por otro lado, esta
metodologia hace que el programador no pueda abstraerse del proceso de resolucion.

ARPACK (ARnoldi PACKage) [13]. En ella se incluyen implementaciones en Fortran
77 de los métodos de Arnoldi y Lanczos con reinicio implicito y reortogonalizacién com-
pleta. Admite versiones en simple y doble precisiéon de aritmética real y compleja, y da
soluciéon tanto del problema estdndar como del generalizado, utilizando un esquema de
comunicacion inversa. La tltima version es la 2.1 (desde 1995). La versién paralela utiliza
las librerfas BLACS y MPI.

BLZPACK (Block LancZos PACKage) [14]. Proporciona una implementacién en Fortran
77 de una version a bloques del método de Lanczos sin reinicio, para la resolucién del
problema real simétrico de valores propios, tanto en la forma estandar como generalizada.
Permite también el cdlculo de todos los valores propios asociados a un intervalo. El enfoque
de diseno que presenta, tanto para el método de Lanczos que incorpora como para la
estrategia de diseccién del espectro que utiliza es del trabajo [8], descrito en la seccién 2.1.
Utiliza comunicacion inversa. La version paralela estd implementada sobre MPI. La tdltima
versién es la 4.0 (desde 2000).

51
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TRLAN [21] Proporciona una implementaciones secuencial y paralela del método thick-
restart Lanczos [22]. Escrito en Fortran 90. Resuelve el problema estdndar de valores
propios. La versién actual es la 1.0 (desde 2006).

IRBLEIGS Cddigo escrito para la resolucién en MATLAB de una variante a bloques del
método de Lanczos con reinicio implicito. Aunque el enfoque que presenta es para matrices
dispersas, el tamafio de los problemas que resuelve es limitado (no paralelo).

El método implementado por la funcién eigs de MATLAB utiliza el método de Arnoldi
con reinicio implicito (similar a ARPACK).

3.1.2. Librerias utilizadas

PETSc Acrénimo de Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation [4, 5]. En-
globa un conjunto de estructuras de datos y rutinas para la resolucion numérica en para-
lelo, de ecuaciones en derivadas parciales. Utiliza MPI estandar para las operaciones de
comunicacién por paso de mensajes.

» Requiere las librerfas LAPACK, BLAS, y alguna implementacién de MPI (no necesario
si se configura sin MPI). Ademds, PETSc puede ser configurado para utilizar nume-
rosas librerias externas, para las que ofrece interfaces de forma que éstas puedan ser
utilizadas desde las funciones propias de PETSc. Uno de estos paquetes externos es
MUMPS, que sera requerido para la ejecucién en paralelo del método implementado
en el presente trabajo.

» La versién actual es la 3.2 (desde septiembre de 2011).

Se dan maés detalles de esta libreria en la seccién 3.2.1

SLEPc Acrénimo de Scalable Library for Figenvalue Problem Computations [11, 10].
Extiende la funcionalidad de PETSc proporcionando los elementos necesarios para la re-
solucion en paralelo de problemas de valores propios de gran tamano.

= Se basa en la libreria PETSc, de la que es una extensiéon. Ademéds de las interfaces
a librerias externas proporcionadas por PETSc, SLEPc, a su vez, ofrece interfaces
a librerfas externas especificas de valores propios, como por ejemplo ARPACK o
BLZPACK entre otras.

» La versién actual es la 3.2 (desde noviembre de 2011).
Se dan mas detalles de esta libreria en la seccién 3.2.2
MUMPS Acrénimo de a MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver [1]. Libreria

numérica especializada en la resolucién paralela de sistemas de ecuaciones lineales por
métodos directos.
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= Realiza la resolucién del sistema de ecuaciones disperso en tres fases: En primer
lugar, se lleva a cabo la fase de andlisis, en la que la matriz es procesada para
mejorar sus caracteristicas estructurales. En segundo lugar, la matriz A se factoriza
como A = LU, 0 A= LDL" en caso de ser A simétrica. Finalmente se calcula la
solucién mediante sustituciones hacia atras y hacia adelante.

= Para la fase de anélisis en la que se lleva a cabo la reordenaciéon de la matriz, MUMPS
ofrece la posibilidad de utilizar librerias externas especializadas, para las que ofrece
interfaz. En nuestro caso, al configurar PETSc con MUMPS, se ha escogido la libreria
PARMETIS para la ordenacién.

= La versién secuencial requiere la libreria BLAS, mientras que la versiéon paralela
utiliza, ademas, las librerias SCALAPACK, BLACS, y MPL.

= Admite aritmética real y compleja.

» Versién actual: 4.10.0 ( desde mayo de 2011).

PARMETIS [12]. Versién paralela sobre MPI de la libreria METIS. Ambas librerfas estan
especializadas en métodos para particionado de grafos, particionado de mallas de elementos
finitos, y ordenacién de matrices dispersas para reducir el llenado en las factorizaciones.
En las pruebas de escalabilidad descritas en la seccion 4.3 se utilizé la libreria MUMPS
configurada para la utilizacion de la libreria PARMETIS para la ordenacion que se lleva a
cabo en la fase de analisis.

LAPACK (Linear Algebra PACKage) [2]. Librerfa que se ha convertido en un estdndar
de facto para la resolucion en secuencial de los problemas maés habituales del algebra lineal.
En la implementacién realizada en este trabajo, se utilizan métodos proporcionados por
esta libreria para la resolucién de cualquier problema algebraico asociado al problema
proyectado (de dimensién reducida).

3.2. Las librerias SLEPc y PETSc

El método descrito en este trabajo se ha implementado en el marco de la libreria SLEPc
y estd incluido en la versién 3.2 de la misma.

En esta seccién se describen algunos aspectos sobre las librerias SLEPc y PETSc que
son las que dan soporte al método implementado. Nos detendremos en aquellos aspectos
de ambas librerias que estén directamente relacionados con la implementacion realizada.

3.2.1. PETSc

Conjunto de herramientas software disenadas para ser ejecutadas en paralelo, para la
resolucién numérica de ecuaciones en derivadas parciales que requieren la resolucién de
sistemas de ecuaciones dispersos de gran tamano.
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PETSc SLEPc

Nonlinear Systems Time Steppers SVD Solvers Quadratic

R T + I’SjCUCIO R R R i ]

Line rus Other | | Euler Backward Time Other Cross Cychlc Lanczos Thick R. I._me.ar Q-Arnoldi
Search | Region Euler Stenpi Product| Matrix Lanczos| |ization

epping
Krylov Subspace Methods Eigensolvers

GMRES| CG | CGS |Bi-CGStab| TFQMR |Richardson| Chebychev| Other |  |Krylov-Schur| Arnoldi | Lanczos| GD | JD | Other

Preconditioners Spectral Transformation
Additive | Block | b | 1LU | 1cC | LU | Other | | Shift |Shift-and-invert | Cayley | Fold | Preconditioner
Schwarz Jacobi
Matrices
(S:gg:sge;s:\s Bclg(';k é{:;?ectsné Dense | CUSP | Other

Vectors Index Sets

Standard CUSP Indices | Block | Stride | Other

Figura 3.1: Estructura de clases de PETSc y SLEPc.

PETSc incluye entre sus caracteristicas mas destacadas la de ser portable a un amplio
rango de plataformas paralelas, escalable a un elevado ntimero de procesadores y flexible
a la hora de especificar parametros relevantes en tiempo de ejecucién.

PETSc puede ser compilado para simple y doble precisiéon tanto para aritmética real
como compleja.

La filosofia de programacién que ofrece PETSc es la de producir cédigos para la reso-
lucién de problemas complejos, juntando la funcionalidad de varios paquetes de software
especializados. Presenta asi un disenio orientado a objetos de modo que toda la funcionali-
dad que ofrece queda encapsulada en objetos abstractos con los que el programador puede
trabajar directamente, a través de las interfaces que cada uno de ellos ofrece, sin necesi-
dad de conocer las estructuras de datos subyacentes. Presenta una estructura jerarquica
de modo que partiendo de objetos més bésicos como los vectores o matrices, se crean
otros més complejos, como objetos solver (abstraccién de resolucién de problemas) que se
apoyan en los primeros. En la parte izquierda de la figura 3.1 se muestra la jerarquia de
clases en que se estructura la libreria PETSc.

Herencia y polimorfismo

PETSc da soporte a gran variedad de formatos de almacenamiento para matrices dis-
persas. Cada tipo de formato soportado da lugar a una subclase con métodos especificos
para cada operacién. Sin embargo, esta variedad de métodos no se ve reflejada en la in-
terfaz de usuario. La clase Matriz (y cualquier otra asociada a los objetos principales de
PETSc) es una clase polimérfica, de modo que la llamada a una determinada operacién de
la interfaz dard lugar a la ejecucion de la rutina correspondiente al tipo de la matriz que
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se utiliza.

Asi, un objeto en PETSc, como por ejemplo una matriz, contiene ademds otra in-
formacién (metadatos), como por ejemplo el tipo (asociado en este caso al formato de
almacenamiento), que se utiliza para determinar tanto el modo en que se almacenan los
datos, como las rutinas especificas que seran utilizadas en las llamadas a los métodos de
la interfaz. Para otros objetos como por ejemplo un KSP, que ofrece una interfaz para la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales por métodos iterativos basados en subespa-
cios de Krylov, el tipo define el método de resolucién que se emplea (GMRES, CG, CGS,
etc), dando lugar al correspondiente conjunto de subclases. En este caso, durante la ejecu-
cién del método correspondiente, un metadato mantiene informacién, por ejemplo sobre
la convergencia del mismo.

PETSc utiliza este polimorfismo para que sea posible posponer la especificacién del
tipo de objeto a utilizar hasta el momento de la ejecucién. Asi, es posible indicar distintas
opciones como el tipo de formato de matriz, o el método de resolucion que se desea utilizar
mediante opciones por linea de comando, sin modificar ni recompilar el cédigo original.

De la funcionalidad proporcionada por PETSc, hemos utilizado para la implementacién
de nuestro método, principalmente, las librerias para tratamiento paralelo de matrices y
vectores, de las que se dan algunos detalles en el siguiente apartado.

Matrices y Vectores en PETSc

Los Vectores y Matrices de PETSc no son sélo estructuras paralelas de datos. El manejo
de tales objetos se hace siempre a través de las operaciones definidas en las interfaces
asociadas a cada uno de ellos y el programador no trabaja directamente con las estructuras
de datos internas.

Los métodos proporcionados por las interfaces para las clases Vec y Mat hacen que sea
posible trabajar con vectores y matrices abstrayéndose en gran parte de paralelismo sub-
yacente. PETSc facilita la construccién de forma paralela de vectores y matrices, solapando
computo con comunicacion.

Reparto de datos Los datos de una matriz paralela en PETSc, se distribuyen entre
varios procesos mediante bloques consecutivos de filas.

pl pl pl
p2 p2 p2
—| = — 1
4 p4 4
—— ——
Y A T

En (3.1) se muestra el reparto de datos entre 4 procesos, de una matriz y dos vectores
involucrados en un producto matriz-vector.

Operaciones basicas Con el reparto de datos indicado, la operacién de suma tanto de
matrices como de vectores es muy simple y no requiere comunicacién entre los distintos
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procesos (cada uno de ellos realiza la suma con los datos locales). El producto de vectores
se realiza mediante calculos con las partes locales de cada uno de los vectores, mas una
reduccién final con la que todos los procesos obtengan la suma del conjunto de todos los
calculos locales.

Para la operacién de multiplicacién matriz-vector y = Ax, cada proceso realiza el
calculo correspondiente a la parte de y que almacena, utilizando las filas de la matriz A
almacenadas localmente, por lo que requiere comunicaciéon punto a punto con cada uno
de los procesos que contengan elementos del vector x que necesite.

Dado que los algoritmos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
que PETSc utiliza efectiian muchas operaciones de multiplicacién matriz vector en las que
la matriz se mantiene constante (o al menos su estructura), y sélo cambia el vector que
interviene en la multiplicacién, en la creacién de una matriz, PETSc crea también, y de
forma transparente para el usuario, las estructuras de datos de comunicacion necesarias
para que el envio de datos necesario para la multiplicacién sea eficiente.

Al utilizar las operaciones para matrices y vectores ofrecidas por la interfaz, la comu-
nicacién entre los distintos procesos se hace de forma transparente para el usuario, que
puede abstraerse del paralelismo que subyace.

Las operaciones que acabamos de describir son, de las ofrecidas por PETSc, las que
utilizaremos principalmente.

Resoluciéon de sistemas lineales por métodos directos Otra operacién que nos
proporciona esta libreria es la de resolucién de sistemas lineales. Esta operacién la utili-
zamos al aplicar la matriz (A — oB)~! sobre el vector Bz en cada iteracién del método
de Lanczos que utilizamos. Dado que los métodos de resolucién de sistemas lineales que
ofrece PETSc son todos iterativos, en este caso optamos por utilizar una de las interfaces
a paquetes software externos que proporciona. En concreto, utilizamos la libreria MUMPS
para la resolucién de los sistemas requeridos utilizando métodos directos. Esta opcién nos
permite ademds conocer la inercia de la matriz (A — 0 B), a partir de la descomposicién
LDLT de la misma. Para indicar tales opciones, al utilizar el objeto KSP, que ofrece la fun-
cionalidad de la resolucién de los sistemas de ecuaciones lineales, se debe especificar que no
utilice ninglin método iterativo (ksp_type=preonly), y inicamente aplique el precondiciona-
dor que se le indique. Asi, estableciendo que se utilice un precondicionador tipo Cholesky
(pe_type=cholesky), se consigue que se aplique sobre el vector la descomposicién de la ma-
triz realizada (en secuencial no se requiere ningiin paquete externo). Para una ejecucién en
paralelo indicarfamos ademés que utilice la libreria MUMPS (pc_factor-mat_solver_package
mumps) para que se utilice la factorizacién realizada por MUMPS.

3.2.2. SLEPc

SLEPc es una libreria computacional para la resolucién en paralelo, sobre memoria dis-
tribuida, de problemas de valores propios dispersos de gran tamafo. Proporciona soluciéon
a varios problemas relacionados, como son: El problema lineal de valores propios, tanto
en la forma estandar como generalizada, el problema cuadrético de valores propios, y la
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descomposicién en valores singulares.

La libreria SLEPc estd basada en PETSc, que proporciona una infraestructura de clases
adecuada para el tratamiento de los problemas algebraicos a los que SLEPc da solucién.
Tomando como base dicha infraestructura, SLEPc se centra en dar solucién a nuevos pro-
blemas no incluidos en PETSec, extendiendo asi la funcionalidad de ésta, mediante la incor-
poracién de nuevos objetos. En la figura 3.1 se muestra la estructura de clases de PETSc
y la extensién de clases proporcionada por SLEPc.

A continuacién enumeramos los médulos incluidos en SLEPc, describiendo algunas de
las opciones de los dos objetos utilizados en nuestro método.

EPS Objeto para la resolucién de un problema de valores propios. Su interfaz proporciona
todos los métodos necesarios para la especificacién del problema, para la resolucién
mediante algunos de los métodos disponibles, y finalmente para la recuperacién de la
solucién. La especificacion de las caracteristicas del problema a resolver, asi como del
método a utilizar para su resolucién, puede hacerse tanto con llamadas a funciones
especificas dentro del codigo, o mediante opciones desde linea de comando en el
momento de la ejecucién. Algunas de estas opciones (en su forma para linea de
comandos) son, por ejemplo,

-eps_gen_hermitian indica que el problema asociado es generalizado hermitiano.

-eps_type método de resolucion que se desea utilizar. Estos pueden ser, por ejem-
plo, Krylov-Schur (que pasa a ser thick-restart Lanczos si el problema es her-
mitiano), o Arnoldi, entre otros. Si no se especifica, ningin tipo, por defecto se
utiliza Krylov-Schur.

-eps_nev cantidad de valores que requieren.

-eps_interval especifica un intervalo para el cdlculo de todos los autovalores conte-
nidos en él.

-eps_maxit ndmero maximo de iteraciones permitidas para la resolucién.

-eps_tol tolerancia a utilizar en el criterio de parada del método escogido

Internamente, este objeto contiene las estructuras de datos necesarias tanto para
la ejecucion del método de resolucién escogido, como para el almacenamiento de la
solucién final. También mantiene informacién relativa al estado de la ejecucién en
un momento dado.

ST Moédulo para el tratamiento de transformaciones espectrales. En todos los métodos
de resoluciéon implementados en SLEPc es necesaria la aplicacién de un operador
sobre vectores. Este operador puede ser la matriz original u otro definido por una
transformacién espectral. En cualquier caso, todo EPS (asociado a un problema)
tiene asociado un objeto ST, que es el encargado de definir y manejar tal operador.
A veces, aplicar el operador de la transformacién espectral precisa de la resolucién de
sistemas lineales, por lo que todo ST tiene asociado un objeto KSP (proporcionado
por PETSc) para la resolucién de tales sistemas lineales. Las opciones necesarias para
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este ultimo objeto pueden a su vez ser especificadas a través del ST. Algunas de las
opciones para este objeto son,

-st_type tipo de la transformacion espectral que se realiza (ninguna por defecto).
En nuestro caso, utilizamos shift-invert.

-st_shift para indicar el desplazamiento asociado a la trasformacién espectral.

-st_ksp_type especificacién del método de resolucién para los sistemas lineales.
Puede indicarse que no utilice ningiin método iterativo (con la opcién preonly)
para que utilice un método directo.

-st_pc_type especificacién del precondicionador a utilizar (por ejemplo cholesky).
SVD Modulo para el calculo de la descomposicién parcial en valores singulares.
QEP Objeto asociado a la resolucién del problema cuadratico de valores propios.

La ultima versién de la libreria SLEPc incluye una implementacién del método descrito
en este trabajo. El nuevo método anade funcionalidad al objeto EPS, ampliando las posi-
bilidades de especificacién del problema asociado. Asi, a partir de la versién 3.2 de SLEPc,
cuando se pretende resolver un problema simétrico (EPS_.GHEP o EPS_HEP) es posible
especificar un intervalo computacional con el que indicar que se requieren todos los auto-
valores (y autovectores) solucién del problema que estén incluidos en dicho intervalo. A
continuacién se muestra, a modo de ejemplo, la linea de ejecucién de un programa (ex13)
que resuelve el problema generalizado de valores propios Az = Ax, en el que la matriz A es
el operador Laplaciano en 2-D, mientras que B es una matriz diagonal. La especificacion
del problema a resolver (aparte de las matrices que se han generado en el programa), se
efectia, en este caso, mediante opciones desde linea de comandos,

$ ./ex13 -eps_interval 0.4,0.8 -st_ksp_type preonly -st_pc_type cholesky

—eps_gen_hermitian -st_type sinvert

Todas las opciones que se muestran en el ejemplo son necesarias cuando se quiere hacer
uso de la nueva utilidad descrita (denominada spectrum slicing). La opcién st_pc_type
cholesky con la que se indica que utilice una descomposicién LDL” para la resolucién de
los sistemas triangulares, es necesaria ademas para que el método pueda obtener la inercia
de la matriz factorizada. Dado que PETSc no dispone de ningin método paralelo para la
obtencién de dicha factorizacién, cuando este ejemplo se quiere ejecutar en paralelo, es
necesario recurrir a un paquete externo para la realizaciéon de dicha factorizacién, y que
ademds proporcione la inercia asociada. Utilizando MUMPS el ejemplo anterior quedaria
de la siguiente forma:

$ ./ex13 -eps_interval 0.4,0.8 -st_ksp_type preonly -st_pc_type cholesky
-eps_gen_hermitian -st_type sinvert

-st_pc_factor_mat_solver_package mumps -mat_mumps_icntl_13 1

La 1ltima opcion es requerida por MUMPS para el calculo de la inercia.
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Al utilizar la técnica de spectrum slicing, ademas de especificar las opciones indicadas,
que son necesarias cuando se quieren obtener todos los autovalores comprendidos en un
intervalo, es posible también especificar otras opciones incluidas en la interfaz del objeto
EPS. Algunas de estas opciones pueden tener un importante efecto sobre el rendimiento
del método. Este es el caso de la opcién —eps_nev, que cuando se ha indicado un intervalo
computacional, permite especificar el nimero de valores que se buscaran en torno a cada
shift generado al utilizar la técnica de diseccion del espectro. Este pardametro, que por
defecto tiene un valor igual a 40, debe ser cuidadosamente escogido (tipicamente en el
rango 40-120), ya que influird en el rendimiento del método. De forma similar, la opcién
-eps_maxit permite indicar las iteraciones méximas permitidas para la ejecucién en cada
uno de los shifts. Normalmente, conviene que este parametro tenga un valor pequeno
(cuando la convergencia es lenta es preferible cambiar de shift antes que hacer un nimero
excesivo de iteraciones).

3.3. Detalles de implementacién

El proceso que se sigue en el método spectrum slicing implementado incluye la reso-
lucién de un conjunto de subproblemas de valores propios asociados a un secuencia de
desplazamientos seleccionados. El conjunto de autovalores contenido en el intervalo espe-
cificado, solucién del problema, se obtiene a partir de los autovalores proporcionados por
los subproblemas resueltos.

En SLEPc todo problema de valores propios tiene asociado un objeto EPS que man-
tiene la informacién relativa a la especificacién del problema y al estado de ejecucion del
mismo. Ademads, dispone de todas las estructuras de datos necesarias para la resolucién
del problema y para el almacenamiento de la solucion final.

La implementacién realizada utiliza la infraestructura proporcionada por el objeto EPS
asociado al problema, para la resolucion de los subproblemas generados en el método.
Ademsds, se mantiene una estructura de datos paralela para almacenar los autovalores y
autovectores que se van calculando desde distintos shifts. En lo sucesivo, eps denotara el
objeto EPS asociado al problema, V serd un array de vectores (distribuidos) en el que se
almacenan los autovectores a medida que son calculados desde distintos shifts, y A serd un
array para el almacenamiento de los autovalores (este array se encuentra replicado en
todos los procesos que intervienen en el célculo).

Cuando todos los autovalores en el interior del intervalo han sido encontrados, los
arrays globales A y V' contienen la solucién del problema. A partir de entonces ya no se
generan nuevos shifts ni subproblemas de valores propios asociados a ellos que haya que
resolver. En ese momento, los arrays A y V se asocian al objeto EPS; eps, para retornar
la solucién.

El método implementado, tal como se describe en la seccién 2.3, mantiene un array
de shifts pendientes, donde éstos se almacenan a medida que se generan, a la espera
de ser procesados. Un shift, es una estructura que mantiene informacién de utilidad que
esté asociada con uno de los subproblemas que se resuelven. A continuacion se describen
algunos de los datos incluidos en dicha estructura.
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shift = Valor, o, en torno al cual se calculan valores propios al resolver el subproble-
ma asociado al shift (desplazamiento utilizado en la transformacién espectral
asociada).

» Inercia de la matriz (A — 0B), que coincide con el nimero de valores propios
menores que o.

= Punteros a los shifts vecinos, oy o,.

» Numero de valores que se buscan en los subintervalos izquierdo y derecho (my
y m, respectivamente).

= Flags que informan de si se han encontrado los valores buscados en cada subin-
tervalo vecino.

= Numero de autovalores nuevos calculados en la resolucién del subproblema aso-
ciado.

= Indice en el array global a partir del cual se almacenan los valores obtenidos (y
aceptados).

Una vez descrito el proceso general y las estructuras de datos propias del método
implementado, vamos a especificar otros aspectos relativos a la implementacion. Para ello,
vamos a usar como referencia el Algoritmo 10, que describe el método de diseccién del
espectro disenado.

= Al determinar el extremo en el que se inicia el proceso de creacion de shifts, int0,
también se determina el pardmetro dir, que indica el sentido creciente o decreciente
en el que el proceso avanza, desde un extremo del intervalo al otro (de int0 a int1).
Asi, por ejemplo, si dir = —1, significa que se ha iniciado en el extremo derecho del
intervalo y se avanza hacia el izquierdo. La definicién de este parametro, en la forma
indicada, permite realizar un cédigo independiente del extremo inicial, que traba-
ja de un modo uniforme para cualquiera de los sentidos. Todas las comparaciones
numéricas destinadas a determinar un orden entre dos valores tienen este pardmetro
en cuenta. Asi, por ejemplo, la expresién (3.2) caracterizaria un valor A comprendido
entre intO y intl, independientemente de si intO representa el extremo izquierdo
o el derecho del intervalo.

dir* (int0 —\) <0 & dirs*(intl1—X)>0 (3.2)

Aunque por claridad, en la descripcién del método, se habla de lado izquierdo y
derecho, en la implementacién del método no existen tales conceptos en el sentido
de ser el izquierdo menor que el derecho.

= Los autovalores y autovectores se almacenan en los arrays globales a medida que éstos
son calculados. Para mantener una ordenacién de los mismos (creciente o decreciente
en funcién de dir) se utiliza un vector global de indices.

» Al extraer un shift (lineas 11-12 del Algoritmo 10) para ser procesado, se iniciali-
zan todos los valores necesarios del objeto eps, para la resolucién del subproblema
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asociado. Esto incluye la factorizacién de la matriz (A — o B), a partir de la cual se
obtiene la inercia (mediante la funciéon de PETSc correspondiente).

= Una vez inicializada la estructura eps, se resuelve utilizando el método thick-restart
Lanczos implementado en SLEPc que tiene las siguientes caracteristicas:

e En cada iteracion de Lanczos el nuevo vector es explicitamente B-ortogonalizado
contra todos los vectores previos (ortogonalizacién completa), y contra los vec-
tores determinados para deflacion.

e En la ortogonalizacion se utiliza un método iterativo de Gram-Schmidt clasico,
en el que se efectiia reortogonalizacion (hasta tres veces) sélo si es necesario.

e La transformacion espectral de shift and invert utiliza la resolucién de sistemas
triangulares por medio de métodos directos a través de PETSec.

e La resolucion del problema proyectado se realiza de forma secuencial en cada
uno de los procesos, mediante llamadas a las rutinas de LAPACK.

= La actualizacién asociada al reinicio desplazado se lleva a cabo segin el procedi-
miento descrito en el Algoritmo 9. Las operaciones en el espacio proyectado (lineas
1-3) se realizan de forma secuencial en cada proceso mediante rutinas de LAPACK.
La actualizacién de la base en el espacio de Krylov (linea 4 del algoritmo 9) requiere
operaciones en paralelo.

La paralelizacién esta basada, por un lado, en la realizacién de operaciones colecti-
vas con matrices y vectores distribuidos en la ejecucién de Lanczos, y por otro, en las
factorizaciones y resolucién de sistemas de ecuaciones lineales en paralelo realizadas por
MUMPS.



Capitulo 4

Resultados numéricos

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos en las distintas pruebas realiza-
das para la evaluacién del método implementado. En primer lugar se hace una descripcion
del conjunto de matrices problema que han sido utilizadas para las pruebas, asi como del
entorno en el que han sido llevadas a cabo. En segundo lugar, se presentan resultados de
problemas de tamano medio, ejecutados en secuencial, con los que se pretende realizar
un primer analisis de las distintas opciones implementadas. En tercer lugar se muestran
los resultados obtenidos en la ejecucién en paralelo de pruebas que utilizan matrices de
gran tamano que tienen importantes requerimientos tanto de memoria, como de tiempo
de ejecucion. Con dichas pruebas en paralelo se busca, por un lado, determinar cuédles de
las opciones implementadas deben quedar en el cédigo final, y por otro llevar a cabo la
evaluacién de rendimiento del método propuesto. Finalmente se presentan pruebas con
las que se quiere comprobar el correcto funcionamiento de nuestro método en un caso de
especial complejidad.

4.1. Descripciéon de problemas test. Entorno de ejecuciéon

La evaluacién del método implementado se lleva a cabo mediante la resolucién de
un conjunto de problemas de test seleccionados. Con los problemas seleccionados se ha
buscado cubrir la méaxima variabilidad en cuanto a la multiplicidad de los autovalores a
calcular. Asi, se dispone de distintos tipos de problemas, desde unos en los que todos los
valores calculados son simples, hasta otros en los que el conjunto de autovalores calcu-
lados presentan clusters de 200 elementos. También se han considerado para la seleccién
de problemas otras caracteristicas como el tamano y la posible singularidad de las ma-
trices asociadas. La Tabla 4.1 muestra un resumen de las caracteristicas de interés de los
problemas seleccionados.

Los cinco primeros problemas listados en la Tabla 4.1, se refieren al andlisis de estruc-
turas mecdnicas, mientras que el resto de problemas test se refieren a la ciencia de los
materiales. A continuacion se detalla el conjunto de problemas test utilizados, indicando
su procedencia.

62
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Figura 4.1: Modelado del fuselaje de un avién y patrén de la matriz asociada

fuse En este grupo se incluyen los problemas fusesk, fuseim, fuse2m, que han sido pro-
porcionados por la empresa LMS-SAMTECH. Se corresponden con un modelo sim-
plificado, pero realista, de fuselaje, en el que las frecuencias de vibracién de interés
se encuentran en el intervalo de [0-60] Hz. En la figura 4.1 se muestra una imagen
del fuselaje modelado y de la estructura de la matriz asociada. Las matrices fuse
se corresponden con un modelo paramétrico, que puede ser escalado a cualquier di-
mensién arbitraria. Los casos de mayor tamano de este grupo (fusedk y fuselm)
son los que se han utilizado para los estudios de escalabilidad de nuestro método.
El problema fuselk es un ejemplo de tamano reducido, en el que los autovalores
tienen tipicamente multiplicidad dos. Este ejemplo se utiliza para la evaluacién en
secuencial de la implementacién realizada.

v1v2-31 Proporcionada por la empresa LMS-SAMTECH. Problema de tamarfio similar a
fuselk pero con autovalores simples.

bcsst12 Procedente de la coleccién de matrices de Harwell-Boeing. Es el problema de
menor dimensién utilizado, y todos los autovalores asociados son simples.

graphene_m Proporcionado por los autores de [23]. Este ejemplo, de dimensién similar a
besst12, presenta una distribucién irregular del espectro, con elevada multiplicidad.

bencenes-2592 Generado utilizando el cédigo SIESTA! para célculos DFT autoconsis-
tentes. Este problema, de cierta complejidad, ha sido seleccionado para evaluar la
robustez de la implementacién realizada.

Todas las ejecuciones se han realizado en el supercomputador CaesarAugusta de la
Universidad de Zaragoza, perteneciente a la Red Espanola de Supercomputacion (RES).
Consiste en un cluster IBM BladeCenter que contiene 256 JS20 nodos blade, cada uno
de ellos con dos procesadores PowerPC 970+ de 64 bits, que funcionan a 2.2 GHz de

http://www.icmab.es/siesta
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Tabla 4.1: Lista de problemas utilizados. Se muestra la dimensién de las matrices, el nime-
ro elementos no nulos y si B es singular o no, también el intervalo computacional requerido
con el numero de autovalores que contiene. La tdltima columna muestra la multiplicidad
méxima en el intervalo considerado (*: cluster de radio 107°).

nombre dimensién  no nulos B sing. intervalo # autovals multipl.
fuse5k 5,406 138,477 yes [99,1,5 - 107] 1,145 2
fuselm 1,036,698 ~29 mill.  yes [0,1,4-107] 1,989 2
fuse2m 2,141,646  ~59 mill. yes [0,1,4-10°] 2,039 2
v1v2-81 6,732 177,966 no [0,108] 1,444 1
besst_12 1,473 17,868 no [100, 108] 578 1
graphene_m 1,600 67,200 no [—1,0] 921 12 (%)
benzene-2592 23,328 900,720 no ] — 00, —0,27] 4,536 200 (*)

frecuencia, con una memoria por nodo de 4 GB, e interconectados por medio de una red
Myrinet de baja latencia. Debido a las limitaciones de nuestra cuenta para el uso del
cluster, tan sdlo se ha hecho uso de 128 procesadores como maximo.

En todas las pruebas realizadas, se ha utilizado una tolerancia eps_tol = 10719, para
determinar cuando un autovalor es aceptado como convergido, y se ha fijado en 10, el
nimero méaximo de reinicios permitidos en cada ejecucién de Lanczos (mazit = 10). En
todos los experimentos en los que se ha utilizado deflacién minima o GLS, se ha considerado
una tolerancia de 107° para detectar clusters.

4.2. Pruebas en secuencial. Evaluaciéon de opciones

En esta seccién se muestran los resultados obtenidos en la ejecucion sobre un procesador
de los problemas test de tamafio reducido descritos en la tabla 4.1. Con estas pruebas se
quiere evaluar el comportamiento del método en secuencial, y analizar el efecto que tienen
las distintas opciones implementadas cuando se consideran problemas muy diversos, en
cuanto a la multiplicidad de los autovalores que se obtienen. Las opciones que se analizan
son: La estrategia de deflacion utilizada, la posibilidad de forzar la completitud de un
subintervalo, y la opcién de reinicio desplazado. Los resultados obtenidos se muestran en
la Tabla 4.2.

El hecho més destacable es que en todos los problemas considerados se puede observar
una reduccién significativa en el nimero total de iteraciones de Lanczos (directamente
relacionado con el nimero de sistemas triangulares resueltos) en los casos en que se utiliza
la estrategia de deflacion aumentada, con respecto tanto de la estrategia de deflacion
minima como de la GLS. Esto se debe al hecho de que en el primer caso se ha descartado
un ndmero menor de valores propios duplicados.

En lo que respecta al tiempo de ejecucién, se observa que en el problema graphene_m,
en el que la multiplicidad es elevada, la estrategia de deflacién aumentada obtiene mejores
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Tabla 4.2: Resultados con matrices pequenas: def=estrategia de deflacién (1=Dbdésica,
2=GLS, 3=aumentada), comp= opcién de completitud de intervalo, rd=reinicio desplaza-
do, tiempo=tiempo total de ejecucién en segundos, nshift=ntimero de shifts (en paréntesis
el nimero de retrocesos para completar), res=ntimero de reinicios, its=nimero total de
iteraciones de Lanczos, desc=ntmero de duplicados descartados. Ejecuciones tomando
nev=40.

nombre rd def comp tiempo nshift res its desc

166 86 (40) 141 8276 874

o
—
o

139 66 (20) 118 6602 430
fuse5k 137 60 (16) 115 6128 280
125 51 (8) 116 5548 157
115 52 (8) 111 4867 141
120 23(2) 36 4212 488
117 22(1) 35 4049 429
v1v2-31 120 18 (0) 30 3340 90
121 18 (0) 30 3340 90
114 18 (0) 31 2825 78

36.7 30 (17) 51 3517 392

38.2 30 (17) 50 3464 278

326 27 (13) 46 3157 228

306 22(9) 48 2967 173

240 19(6) 42 2364 158
1

15.6 49 (11) 90 4901 468

170 49 (11) 90 4885 385

157 41(5) 81 4222 119

150 36 (1) 8 4001 73
(2)

graphene_m

besst_12

o o o o o O O O _ o o O O — o O O
LW W wN LW W w N~ W W w N W w w N
_ -0 O O = =0 O O -0 O O _ = O O

13.6 36 80 3307 54
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resultados que las otras. En el resto de problemas considerados, la diferencia de tiempo que
se observa al comparar las tres estrategias de deflacién no es significativa. Sin embargo,
podemos prever que en la ejecucién en paralelo, la reduccién en el niimero de iteraciones
que conlleva el uso de la estrategia aumentada, producird una mayor ganancia de tiempo.

Se observa asimismo que la opcién de forzar la completitud de un intervalo cuando
faltan tan solo unos pocos valores propios permite en algunos casos reducir ain mas el
namero de valores propios descartados, y con ello el tiempo de ejecuciéon. Por otro lado,
el uso de dicha opcién no supone, en ningtin caso, una penalizacion.

Finalmente, los resultados de la tdltima linea de cada grupo de la tabla muestran que
la incorporacién del reinicio desplazado en Lanczos supone una importante mejora. En
algunos casos se observa una reduccién del tiempo de ejecucién de hasta el 20 %.

4.3. Pruebas en paralelo. Evaluacién de prestaciones

En esta seccién se presentan dos tipos de resultados. Por un lado se muestran tiem-
pos asociados a la evaluacién en paralelo de las distintas opciones implementadas, con
el fin de confirmar o refutar las hipétesis planteadas tras la valoraciéon de las pruebas en
secuencial. Por otro lado, y tras haber determinado las opciones que quedaran en la im-
plementacion final, se presentan los tiempos obtenidos en el estudio de escalabilidad de
dicha implementacion final.

Para la evaluacién en paralelo de las opciones consideradas, se han llevado a cabo
experimentos similares a los efectuados en la seccién 4.2, utilizando en este caso el proble-
ma fuselm (ver descripcién en Tabla 4.1). Los requerimientos de memoria del problema
considerado hacen que para la ejecucién del mismo sea necesario un minimo de 16 procesa-
dores. Los resultados obtenidos, que se muestran en la Tabla 4.3, muestran gran similitud
a los de la Tabla 4.2, en lo que se refiere a la reduccién del niimero de iteraciones por efecto
del uso de la estrategia de deflacién aumentada y del reinicio desplazado en Lanczos. En
esta ocasion, tal como se esperaba, la reduccion en el nimero de iteraciones queda reflejada
en una reduccion del tiempo total de ejecucién. En la Tabla 4.3 se ha incluido también, el
desglose de tiempos para las principales operaciones que intervienen, lo que nos permite
observar que el tiempo empleado en las factorizaciones numéricas y en la resolucién de
sistemas triangulares son proporcionales, respectivamente, al nimero de shifts utilizados
y al nimero de iteraciones efectuadas. En lo que respecta al tiempo empleado para la
ortogonalizacién, y aunque en principio cabria esperar un incremento del mismo para el
caso de la deflacién aumentada, se observa, sin embargo, que las diferencias obtenidas son
poco marcadas. Esto se debe al hecho de que la mayor parte de dicho tiempo esta asociado
a la ortogonalizacién completa y al bloqueo dentro de una ejecucién de Lanczos, y no a la
deflacién contra vectores de otros shifts.

La evaluaciéon de las opciones consideradas nos permite decidir que la implementacién
final (incluida en SLEPc) utilizara la estrategia de deflacién aumentada junto con la opcién
de forzar la completitud de los subintervalos, e incorporard ademés la técnica del reinicio
desplazado.

Para el estudio de escalabilidad de la implementacion final se utilizan los problemas de
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Tabla 4.3: Resultados para el problema fuselm, con 16 procesos, utiliza nev=80: [rt, def,
comp, tiempo, nshift, res, its|=con igual significado que en Tabla 4.2, tNF=tiempo de
factorizacién numérica, tTS=tiempo de resolucién de sistemas triangulares, tOrt=tiempo
de ortogonalizacion.

rt def comp tiempo wnshift res its tNF tTS tOrt

0 1 0 12286 34 (14) 51 6149 4012 5656 2179
0 2 0 10778 29 (9) 45 5283 3475 4863 2012
0 3 0 10339 27 (7) 43 4989 3181 4594 2144
0 3 1 9928 25 (6) 47 4892 2937 4508 2071
1 3 1 8691 24 (4) 39 3876 2841 3572 1830

Tabla 4.4: Resultados paralelos variando nimero de procesos (np) con fuselm (nev=_80) y
fuse2m (nev=120). Estas pruebas se han ejecutado con estrategia de deflacién aumentada,
opcién de completar intervalo y actualizacién de reinicio desplazado.

name np time nshift rest its tNF tTS tOrt

16 8691 24 (4) 39 3876 2841 3572 1830
fuselm 32 5181 24 (4) 42 4046 1147 2757 845
64 3951 25(6) 48 4340 725 2430 376
128 3333 25(5) 41 4084 524 2228 166

(4)

(4)

(4)

32 11744 17 27 4080 2378 5323 2872
fuseZm 64 8060 18 25 4111 1275 4423 1211
128 6931 18 26 4228 981 4407 535
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test de gran tamano fuseIm y fuse2m. En la tabla 4.4 se presentan los resultados obtenidos
para ejecuciones efectuadas con distintos niimeros de procesadores, comenzando con 16
para fuselm y 32 para fuse2m (minimo requerido para cada uno de los problemas). Se
puede apreciar una disminucién continuada en los tiempos de ejecucién, hasta 128 proce-
sadores (nimero méximo de procesos considerado). El andlisis de los tiempos desglosados
por operaciones revela que, tal como era de esperar, la parte de la computacion que mas
contribuye a entorpecer la escalabilidad es la aplicacién de (A —oB)~!, es decir, la resolu-
ci6én de sistemas triangulares (hechos por MUMPS). Este hecho es el que ha motivado que
en el diseno del método propuesto se haya intentado minimizar esta operacion reduciendo
el nimero de iteraciones de Lanczos tanto como sea posible.

El tiempo residual (tiempo total menos los tres tiempos de operaciones mostrados en
la tabla), se corresponde con la factorizacién simbdlica, la cual es reutilizada desde un
shift al siguiente. Dicha factorizacién se ha llevado a cabo de forma secuencial (ya que la
opcion de hacerlo en paralelo daba como resultado mayores tiempos para estas matrices
en particular), por lo que el tiempo es constante, independientemente del nimero de
procesadores utilizados: alrededor de 400 segundos para fuselm y 1000 segundos para
fuseZm.

4.4. Ejemplo de aplicacion

Para completar nuestro analisis, se muestran asimismo los tiempos de ejecucién en
paralelo para un problema de prueba que tiene clusters de valores propios de gran tamano,
el mayor de los cuales contiene 200 valores propios (considerando un radio de 1076).
En tales casos, la necesidad de garantizar la ortogonalidad de los vectores propios en
los clusters hace que para cualquiera de las estrategias de deflacién consideradas precise
efectuar ortogonalizaciones contra numerosos vectores. Sin embargo, en el caso de las
estrategias de deflacion minima y GLS nos encontramos con una dificultad anadida para
seleccionar un valor adecuado para la tolerancia € (necesaria para detectar clusters), ya
que una mala eleccién puede suponer una deflacién innecesaria (por ejemplo, & = 1075
darfa lugar a clusters de 400 valores propios). La tabla 4.5 muestra las ejecuciones con la
deflacion aumentada, utilizando un valor de nev igual a 100.

Este problema concreto constituye un ejemplo claro en el que la ejecucion en paralelo
es muy favorable, debido a que la factorizacién es extremadamente barata (la distribucién
de no-ceros se concentra en una banda muy estrecha en torno a la diagonal principal), y
por lo tanto la mayor parte del tiempo consumido se debe a la ortogonalizacién, la cual
presenta buena escalabilidad.
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Tabla 4.5: Resultados paralelos variando nimero de procesos (np) con benzene-2592,
nev=100, estrategia de deflacién aumentada, opcién para completar intervalo y actua-
lizacién de reinicio desplazado.

np time nshift rest its tNF tTS tOrt
2 3328 51 (31) 301 33978 15.6 641 2433
4 1720 52 (28) 302 34292 9.1 493 1093
8 1038 54 (30) 305 34679 6.0 408 551
16 698 52 (28) 304 34412 3.8 360 291




Capitulo 5

Conclusiones

Se ha desarrollado un método de diseccién del espectro en paralelo, que si bien esta ins-
pirado en el trabajo publicado por Grimes et al., incorpora, por un lado, técnicas algoritmi-
cas recientes, como el thick-restart Lanczos y el reinicio desplazado, mientras que por otro
incorpora modificaciones destinadas a mejorar la implementacién en paralelo.

Se ha disenado una estrategia de deflacion destinada a proporcionar la robustez nece-
saria para asegurar el correcto funcionamiento del método en cualquier contexto. Ademas
esta estrategia permite reducir el nimero de factorizaciones y de sistemas triangulares a
resolver, alin a costa de ortogonalizar més, consiguiendo con ello mejorar sustancialmente
la escalabilidad de la implementacién realizada.

Esta estrategia proporciona por tanto la robustez y flexibilidad necesarias para que
pueda ser usado en situaciones generales, sin restricciones asociadas a problemas concretos
que limiten su validez. Por ello, este método puede ser utilizado en problemas que posean
una elevada multiplicidad de valores propios o incluso con grandes clusters de los mismos.

Los experimentos llevados a cabo demuestran que el cédigo desarrollado es capaz de
resolver problemas con millones de incégnitas, mostrando un buen comportamiento en
paralelo hasta con 128 procesadores. Asimismo, se ha comprobado que la estrategia de
deflaciéon propuesta combinada con la completitud del intervalo y la actualizacién del
reinicio desplazado, proporciona una reduccién significativa del tiempo en todos los casos.

Como continuacion de este estudio, nos proponemos explorar en el futuro estrategias
con dos niveles de paralelismo, en el que el intervalo se divida en varios subintervalos, cada
uno de ellos asignado a un subgrupo distinto de procesos, de forma similar a la estrategia
a la seguida por [23].
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