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1 Resumen de las ideas clave

El Principio de las Fuerzas Virtuales permite resolver estdticamente una estructura
hiperestdtica. En este articulo docente se explicard el procedimiento a seguir
mediante un ejemplo prdctico.

2 Introduccidn

Las estructuras de edificacion son habitualmente hiperestaticas, por lo que para
resolverlas estdticamente, es decir, determinar el valor de las reacciones en los
apoyos y de los esfuerzos en las barras, debe utilizarse un método adecuado.

Uno de estos métodos es el Principio de las Fuerzas Virtuales. El grado de
hiperestaticidad de la estructura determinard el nimero de estados virtuales de
fuerza que deben aplicarse. Cada estado virtual de fuerzas consistird en la
aplicacioén, sobre la estructura real hiperestatica, de un conjunto de fuerzas virtuales
en equilibrio. Al desplazarse estas fuerzas generardn un trabajo virtual externo e
interno. Para cada estado virtual se planteard una ecuacidn de balance
energético llegando a obtener un sistema de ecuaciones de compatibilidad cuyas
incognitas son las fuerzas redundantes (incdgnitas estaticas principales). A partir de
ellas se obtiene, directamente por equiliorio, el resto de incodgnitas estdticas,
quedando resuelta la estructura.

3 Objetivos

EL alumno, tras la lectura de este documento, serd capaz de:

« Plantear los estados virtuales de fuerza necesarios a partir del grado de
hiperestaticidad de la estructura y de la seleccion de la(s) fuerza(s)
redundante(s).

» Plantear las ecuaciones de balance energético.

» Obtener el valor de las fuerzas redundantes y resolver estdticamente, a partir
de ellas, la estructura completa.

4 Aplicacion del Principio de las Fuerzas Virtuales a la
resolucion estatica de estructuras hiperestaticas

4.1 Datosy esquema del proceso de calculo

La estructura de la figura 1, con comportamiento eldstico vy lineal, estd formada
por una viga continua (barras 1 y 2) y un soporte biarficulado (barra 3). Los
apoyos de la viga son una articulacién fija (nudo A) y un apoyo deslizante (nudo
D). La estructura es hiperestatica y se considera despreciable la energia de
deformacion por cortante.

Datos de las barras: barras 1y 2: HEB 200: A =78.1 cm? | =5696 cm*
barra 3: HEB 120: A =34.0 cm? | =864 cm4
E =210000 N/mm?2
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Figural. Esquema de la estructura

El proceso de cdlculo que se seguird es el siguiente:

e Obtencién del grado de indeterminacidén estdtica y selecciéon de laf(s)
redundante(s).

e Planteamiento del equiliorio en la estructura real, obteniendo reacciones vy
leyes de esfuerzos en funciéon de la(s) redundantes.

e Planteamiento del (de los) estado(s) virtual(es) de fuerzas, obteniendo
reacciones y leyes de esfuerzos.

e Obtencién de la(s) redundante(s) a partir de la(s) ecuacion(es) de balance
energético (ecuaciones de compatibilidad).

e A partir de la(s) redundante(s), obtencién de todas las incognitas estdticas y de
las leyes de esfuerzos.

4.2 Obtencioén del grado de indeterminacion estatica y

seleccion de redundante(s)

El grado de indeterminaciéon estdtica de esta estructura puede deducirse muy
faciimente ya que, por ser el soporte biarticulado y no estar cargado
perpendicularmente a su directriz, solamente trabajard a axil, fransmitiendo una
Unica componente de fuerza incodgnita a la subestructura superior.

La estructura propuesta es, por tanto, hiperestdtica de grado 1, es decir, hay una
Unica fuerza redundante. Una vez seleccionada ésta, habrd que plantear un
Unico estado de fuerzas virtuales para determinar su valor.

Las fuerzas redundantes son fuerzas incognitas externas o internas,
independientes entre si. En este caso concreto se elige como fuerza redundante
la reaccidn inclinada en el apoyo B, Rs.
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4.3 Planteamiento del equilibrio en la estructura real

Se plantea el equilibrio en la estructura real expresando todas las incégnitas
estdticas asi como las leyes de esfuerzos en funcién de la incégnita principal que es
la fuerza redundante elegida (figura 2).

Y F=0 Rxa-0.35Rs =0 (1)
>Fy=0 Rya + Ryp + 0.936 Rs = 240 (2)
2M2=0 Ryp 12+ 0.936Rs - 10.5=0.35Rs -4+ 240 -6 (3)

Proyectamos Rs en ejes globales:
Rxs = 0.35 Rs Rys = 0.936 Rs (4)

Expresamos las reacciones en funcién de la redundante elegida:

Rxa =0.35Rs (5)

Rya = 120-0.233 Re (6)

Ryp = 120 - 0.702 Re (7)
> 20 kKN/m
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Figura 2. Esquema del equilibrio en la estructura real

Leyes de esfuerzos

Barra 1: Ny =-Rxa=-0.35Rs (
Mi(x) = Rya x-10x2=(120-0.233 Rg) x - 10 x2 (

Barra 2: N2=0 (10)
Mz2(x) = Ryp x-10x2 = (120 - 0.702 Rs) x - 10 x2 (

Barra 3: N3 =-Rs (
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4.4 Planteamiento del estado virtual

En el estado virtual aplicaremos una fuerza virtual de valor unidad en el apoyo B,
en la direccion de la redundante Re (figura 3).

Para tener una configuracion estdtica admisible, anularemos la redundante
virfual coincidente con la redundante real, es decir 8Rs (= 0).

El estado virtual quedard resuelto estdticamente al aplicar las condiciones de
equilibrio.

Equilibrio en el estado virtual

ZF:=0

2F=0 ORyA =-0.233

>M=0 5Ryo = -0.702

Leyes de esfuerzos en el estado virtual

Barra 1: 8N; =-0.35 (13)
SM1(x) = - 0.233 x (14)
Barra 2: 8N2=0 (15)
dM2(x) =-0.702 x (16)
Barra 3: N3 =-1 (17)
X
) N
77ESNI 1 C
—> M1 (x)
SRxa TSRyA

Figura 3. Esquema del equilibrio en la estructura virtual
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45 Obtencion de la fuerza redundante

Las fuerzas virtuales externas realizardn un trabajo virtual complementario (SW*) y
las fuerzas internas un frabajo virtual complementario inferno que expresaremos
como energia virtual complementaria (§U*).

La ecuacién de balance energético del principio de las Fuerzas Virtuales se
expresa como:

SW* = 5U* (18)

- Trabajo virtual complementario (producido por las fuerzas exteriores virtuales y
los desplazamientos reales de su punto de aplicacion):

W =10=0 (19)

- Energia virtual complementaria (suma de la energia virtual complementaria por
axil y por flector de las borros)

SU" = 8U., +8U%, +8U;, + U, = j 1(") 8M, (x) ox + [ ME(X) M, () dx +

_(-035R,) (- 0.35)- N [(120—0.233 Ry) X —10 X2 ](—0.233x) e
[}

Ny SN, L,
"EA, 1640100 11961.6
T [120-0.702 R,) x—10x*|-0.702x) o CR (14272 L 0l oo
0 11961.6 714000 8
(20)
Siendo:

8U;,. la energia virtual de deformacion por axil de la barra 1
8U;,. la energia virtual de deformacion por flexién de la barra 1
3U;,, la energia virtual de deformacion por flexion de la barra 2
8V, . la energia virtual de deformacién por axil de la barra 3

Las barras 2 y 3 no deforman por axil y flector respectivamente.

- Sustituyendo en la ecuacidon de balance energético se obtiene la fuerza
redundante:

1.48:108Rs-0.296 =0 = Re = 200 kN

4.6 Obtencion de las incognitas estaticas a partir de la
fuerza redundante

A partir de la fuerza redundante se obtienen todas las incognitas estdticas, asi
como las leyes de esfuerzos, sustituyendo en las ecuaciones (4), (5). (6) vy (7). (8),

(9). (10), (1) y (12):
El equilibrio final se representa en la figura 4.
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Reacciones:
(4) Rxs = 0.35 Rs = Rxg = 70 kN
Rys = 0.936 Rs = Rys = 187 kN

(5) Rxa = 0.35 Rs = Rxa = 70 kN
(6) Rya = 120-0.233 Rs =
(7) Ryo =120-0.702 Rs = Ryp = -20.4 kN
Leyes de esfuerzos:
(8) Barra 1: N1 =-Rxa=-0.35Rs=-70
(?) Mi(x) =Ryax-10x2=(120-0.233 Rg) x - 10 x2=73.4 x - 10 x2
(10) Barra 2: N2=0
(11) Ma2(x) = Ryp x- 10x2=(120-0.702 Rg) x - 10 x2= -20.4 x - 10 x2
(12) Barra 3: N3 = - Rs =-200

— 20 kN/m <X
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Figura 4. Equilibrio final de la estructura real

5 Cierre

A lo largo de este tema se ha resuelto estaticamente una estructura hiperestdtica
de grado 1 mediante el Principio de las Fuerzas virtuales.

Como ejercicio de aplicacién se propone resolver estadticamente la estructura de
la figura 5.
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Figura 5. Estructura propuesta

Datos de las barras: barras 1y 3: IPE300: A =53.8cm?
barra 2: ® 100.5: A=1492cm?
E = 210000 N/mm?2

(Resultado: Rya=-33.63 kN, RMa=-46.52 kNm, Ryp=83.63kN))
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