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Resumen

En el campo de la foténica, los elementos opticos difractivos han encontrado
un gran nimero de nuevas aplicaciones en muchas dreas diferentes, que cu-
bren todo el espectro electromagnético desde la microscopia de rayos X, hasta
la formacién de imdgenes con THz. Lentes difractivas convencionales, como
las placas zonales de Fresnel, son esenciales en muchos de estos sistemas
de focalizacion y formacién de imédgenes, pero tienen limitaciones inherentes
principalmente bajo iluminacion policromadtica. Para superar algunas de estas
limitaciones, se ha propuesto un nuevo tipo de lentes difractivas multifocales
basadas en estructuras aperiddicas, las placas zonales fractales.

En esta tesis se presentan las propiedades de focalizacion de nuevas lentes
difractivas disefiadas a partir de otras secuencias aperidédicas que mejoran el
rendimiento de las placas zonales fractales ya conocidas. Las propiedades de
focalizacién se han analizado tedrica y experimentalmente. Para este dltimo
fin, se ha desarrollado expresamente un dispositivo experimental basado en
un modulador espacial de luz de cristal liquido (SLM). Ademds, se discuten
nuevas aplicaciones para estas lentes difractivas aperiddicas en el campo de la
oftalmologia como las lentes intraoculares y en el campo de la manipulacién
de objetos a escala nanométrica como las pinzas dpticas.
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Resum

En el camp de la fotonica, els elements optics difractius han trobat un gran
nombre de noves aplicacions en moltes arees diferents, que cobreixen tot
I’espectre electromagnetic des de la microscopia de raigs X, fins a la for-
macié d’imatges amb THz. Lents difractives convencionals, com les plaques
zonals de Fresnel, sén essencials en molts d’aquests sistemes de focalitza-
ci6 i formacié d’imatges, perd tenen limitacions inherents principalment sota
il-luminacié policromatica. Per superar algunes d’aquestes limitacions, s’ha
proposat un nou tipus de lents difractives multifocals basades en estructures
aperiodiques, les plaques zonals fractals.

En aquesta tesi es presenten les propietats de focalitzacié de noves lents
difractives dissenyades a partir d’altres seqiiencies aperiodiques que milloren
el rendiment de les plaques zonals fractals ja conegudes. Les propietats de fo-
calitzacid s han analitzat teorica i experimentalment. Per a aquest dltim fi, s’ha
desenvolupat expressament un dispositiu experimental basat en un modulador
espacial de llum de cristall liquid (SLM). A més, es discuteixen noves aplica-
cions per aquestes lents difractives aperiodiques en el camp de 1’oftalmologia
com les lents intraoculars i en el camp de la manipulacié d’objectes a escala
nanometrica com les pinces optiques.
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Abstract

In photonics technology, Diffractive Optical Elements have found a large
number of new applications in many different areas, covering the whole elec-
tromagnetic spectrum from X-ray Microscopy, to THz Imaging. Diffractive
lenses such as the conventional Fresnel zone plates are essential in many fo-
cusing and image forming systems but they have inherent limitations mainly
under polychromatic illumination. Fractal zone plates are a new type of multi-
focal diffractive lenses which have been proposed to overcome some of these
limitations, .

In this PhD Thesis the design and the properties of new diffractive lenses
based on different aperiodic structures are presented. These lenses improve
the performance of conventional Fresnel zone plates and fractal lenses. Their
focusing properties have been analyzed theoretically and have been verified
experimentally using a dedicated setup based on the use of a liquid crystal
spatial light modulator. New applications for these diffractive aperiodic lenses
in the field of ophthalmology as intraocular lenses and in optical trapping are
discussed.
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Abreviatura utilizada

LD (DL) Lente del Diablo (Devil’s lenses)

LDG Lente del Diablo Generalizada
LDP Lente del Diablo Poliadica
LIO Lente Intraocular

LIOM Lente Intraocular Multifocal
LKF Lente Kinoform de Fibonacci
LVD Lente-Vortice del Diablo

LVF Lente-Vortice de Fibonacci
PZ (ZP) Placa Zonal (Zone Plate)
PZCu Placa Zonal Cuadrada

PZF (FZP) Placa Zonal Fractal (Fractal Zone Plate)
PZFCu Placa Zonal Fractal Cuadrada

PZFi Placa Zonal de Fibonacci

PZL Placa Zonal Lineal

PZMF Placa Zonal Multifractal

SLM Spatial Light Modulator (Modulador Espacial de Luz)



ABREVIATURA UTILIZADA



Chapter 1

Introduction

In recent decades there has been a renewed interest in studying the focusing
properties of Fresnel zone plates (ZPs) [Ojeda-Castaneda96] because, as they
uses diffraction to focus the light, have found new fields of application, espe-
cially outside of visible range of the electromagnetic spectrum where refrac-
tive optics is too expensive or even inexistent. In fact, currently ZPs are par-
ticularly useful in X-ray microscopy, where they are used for the observation
of nanostructures in Biology and Materials Science [Di Fabrizio99, Wang03]
and, at the other side of the visible in the electromagnetic spectrum, in the
range of THz’s frequencies, where it has been shown that ZP can have excel-
lent performance in tomographic imaging [Wang02].

As it is well known, conventional Fresnel ZP consists of alternate transpar-
ent and opaque concentric rings, the radii of which are proportional to the
square root of natural numbers. Thus, the radial transmittance of a Fresnel ZP
can be expressed as a one-dimensional (1D) binary periodic function g(r?),
where r is the radial variable. i.e.; conventional ZPs are periodic structures
along the square radial coordinate. A period consists of two zones, being
the area of each period constant over the entire ZP. When illuminated by a
monochromatic plane wave of wavelength A a Fresnel ZP having a radius a
and M zones produces spherical waves that converge or diverge from different
points n, located at distances f,, = a?/nAM from the lens. Thus, it behaves as
a multifocal lens having a symmetrical distribution of real (f;, > 0) and virtual
(fn < 0) equi-energetic foci. The main drawbacks of amplitude Fresnel ZPs

3
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are their low light throughput and their low efficiency.

Improvements in these senses have been proposed, ranging from pure phase
elements and sophisticated diffractive amplitude lenses. Photon Sieves are
an example of this last group. Initially designed for its application in X-ray
microscopy [Kipp01] a photon sieve is a ZP in which the clear zones are re-
placed by a set of non-overlapping holes of different sizes. These lenses offer
the advantages of low background signal and effective reduction of unwanted
diffraction orders. Recently, photon sieves have been proposed as light-weight
objective lenses for space telescopes [Andersen05].

Among pure phase ZP, perhaps the most representative ones are kinoform
lenses with which it is possible to focus the light in only one diffraction or-
der, and therefore a kinoform behaves like conventional spherical lens for the
design wavelength [Miyamoto61].

Another example of sophisticated ZPs are vortex lenses. An optical vortex is a
beam of light whose phase varies in a corkscrew-like manner along the beam
direction of propagation and therefore has a helical wavefront. In fact vortex
lenses are the combination of conventional diffractive lenses and a helical-
shaped phase masks. [Turnbull96]. Optical vortex beams are used in opti-
cal trapping systems with new applications in biotechnology, nanotechnology,
and communications [Roux04, Wang12]

On the other hand, it has been demonstrated that the combination of refractive
and diffractive optics in the same element extends the capabilities of purely
refractive elements, since the diffractive structure can transform the distribu-
tion of light into almost any desired shape. In fact, this type of hybrid element
is present in a diversity of optical systems, such as those employed in DVD
players [MaruyamaO3], in optical fiber couplers [Sheard97] and, especially
related with the content of this Thesis, ophthalmic lenses [Charman94]. In
particular, diffractive multifocal ophthalmic lenses, in the form of intraocular
lenses for aphakic patients (after cataract surgery) have been proposed, being
this area of great interest and importance in ophthalmology [Davison(06].

As mentioned above, conventional ZPs are periodic structures in the squared
radial coordinate. In this work I propose new kinds ZPs that exploits the
unique properties of different aperiodic structures. In order to understand
the concepts of periodic and aperiodic order it is instructive to revise some
concepts of crystallography [Macia06].



Crystals are defined as materials presenting a distribution of atoms with trans-
lational symmetry 3D, ie; they are spatially ordered. At the other end, the
amorphous materials have a completely disordered distribution. The periodic
order of the crystals causes discrete diffraction patterns, it means that when il-
luminated by a beam of X-rays, the diffracted beam, which is provided by the
Fourier transform of the structure, presents maxima of intensity called Bragg
peaks. The position of these peaks reproduce the symmetries properties of
the crystal. According to the classical crystallographic restriction theorem,
crystals can possess only two, three, four, and six-fold rotational symmetries.
It is easy to demonstrate that a pentagon, with five-fold rotational symmetry
cannot be used as a unit cell to create long-range order in a plane or in three-
dimensions. However, Shechtman [Shechtman84] found Al-Mn alloy produce
discrete diffraction patterns that are characteristic of the five and ten-fold rota-
tional symmetry axes, which demonstrated that some kind of aperiodic order
could exist although the system does not have perfect translational symmetry.
Schetman discovery revealed that between the perfect order of crystals and
the disorder of amorphous materials there are structures that, although not be-
ing perfectly periodic, also have discrete diffraction patterns. This is the case
of fractals, structures that repeat themselves within a smaller scale generated
by a recursive or iterative process. The term fractal was proposed by Benoit
Mandelbrot in 1975 and fractals have been studied by many researchers at-
tracted by the fact that many phenomena and natural structures (clouds, coast-
lines, turbulence, ...) can be analyzed in this context [Mandelbrot77]. Besides
fractals, there are other aperiodic structures based on mathematical sequences
such as Fibonacci, Thue Morse, etc. whose diffraction patterns are essentially
discrete.

Thus, in the same way that a given (periodic) crystal has a characteristic dis-
crete diffraction pattern, a periodic ZP is characterized by the axial distri-
bution of its foci, i.e.: the diffraction pattern it produces along the optical
axis. The existence of aperiodic structures producing discrete diffraction or-
ders leads us to think, by analogy, on the existence of aperiodic zone plates
with a discrete distribution of foci. Therefore, if we modify the distribution of
the zones of a ZP, in a way that it follows an aperiodic sequence, it is possi-
ble to establish a simple methodology for the design of new diffractive lenses
with novel and unique focusing properties.
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The first zone plate with a distribution of zones that follows a fractal struc-
ture, in this case generated by a triadic Cantor set, was introduced more than
ten years ago [Saavedra0O3]. These Fractal zone plates (FZPs) are multifocal
diffractive lenses characterized by a fractal focal structure along the optical
axis. Under white-light illumination, this property optimizes their perfor-
mance as image forming devices, because it makes them with an extended
depth of field and a reduced chromatic aberration [Furlan07].

FZPs were later generalized using in their design polyadic Cantor sets and
introducing the lacunarity as design parameter [Monsoriu04]. It was demon-
strated that this parameter adds versatility to the design process because it
controls both, the number of foci of the FZP and also their relative ampli-
tudes.

Inspired in Photon Sieves [KippO1], Fractal Photon Sieves were proposed to
improve the performance of FZPs. In a fractal photon sieve the clear zones of
the FZP were replaced by great number of non-overlapping holes of different
sizes. This diffractive element apodizes the high diffraction orders of a con-
ventional FZP providing a much sharper focus and improving the contrast of
the images obtained with it. [Giménez06, Giménez(7].

Searching for a high efficient FZP the Devil’s Lenses (DL) [Monsoriu07]
were designed as pure-phase elements. This is a new type of kinoform lenses
in which the surface relief is constructed using the devil’s staircase function
which is also based on the triadic Cantor set. It has been shown that DLs drive
most of the incoming light into one single fractal focus, improving in this
way the efficiency of FZPs. The multifocal characteristic and the improved
imaging capability of this new phase-type fractal lens were also demonstrated
experimental with of a multilevel phase version of a DL [Wu08].

The motivation of this work is to develop and study the properties of new
diffractive lenses based on aperiodic structures. To this end, from the theo-
retical point of view, new diffractive optical elements of amplitude and phase
are proposed. Experiments are designed for the implementation and measure-
ment of the focusing and imaging properties of the new designs of diffractive
lenses. New fields of applicability for these diffractive aperiodic lenses are
investigated.

To present all of these goals, this Ph.D. Thesis is organized as follows. In
Chapter 2, ZP concepts are discussed. They are first introduced from an in-



tuitive point of view and then the related formalism is presented in detail. In
the next chapter, new aperiodic binary diffractive lenses are introduced. Ad-
ditionally I extend the study of circular aperiodic ZPs to other geometries.
In this chapter the experimental device used to characterize the new designs
is described in detail. In Chapter 4, the new aperiodic designs with kino-
form profile are presented, concretely, the first kinoform lens based on the
Fibonacci sequence. This section also discusses an application of kinoform
fractal lenses in the design of new multifocal intraocular lenses. In Chapter 5
a new family of lenses to produce optical vortices from aperiodic structures is
presented. These novel elements can generate a focal volume containing a de-
limited chain of vortices that are axially distributed according to the aperiodic
sequence in which the lens is based. Finally, in Chapter 6, I discuss how this
contribution fits into the current trends of Optics and I conclude this work by
mentioning some directions for future work.
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Capitulo 2

Placas Zonales

En este capitulo se resumen las principales propiedades de las placas zonales.
Desde un punto de vista intuitivo se explicard a qué se debe su capacidad
de focalizacién y se presentardn las ecuaciones y parametros que rigen este
tipo de lentes. Posteriormente se estudiardn las placas zonales méds conocidas
en la literatura, haciendo hincapié en cémo su perfil periddico determina la
distribucién de energia entre los distintos focos u 6rdenes de difraccién de
la lente. En la tltima parte del capitulo introduciremos una nueva familia de
placas zonales basadas en estructuras fractales que se caracterizan por su perfil
de irradiancia a lo largo del eje dptico autosimilar.

2.1 Difraccion. Zonas de Fresnel

La difraccién es junto con la interferencia un fendmeno tipicamente ondula-
torio y se observa cuando en su propagacién una onda se distorsiona al incidir
en un obsticulo cuyas dimensiones son comparables a la longitud de onda
de la radiacion incidente. Este fenémeno tiene su explicacion en el principio
de Huygens, el cual dice que cada punto de un frente de onda primario sirve
como fuente de ondas esféricas secundarias de la misma frecuencia, tales que
el frente de onda primario un tiempo mads tarde es la envolvente de estas on-
das secundarias. Ademas, estas ondas secundarias avanzan con una velocidad
igual a la de la onda primaria en cada punto del espacio.

9
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Figura 2.1: Zonas de Fresnel en una onda esférica emergiendo de una abertura circular.

En 1818 Agustin Fresnel present6 a la Academia Francesa de Ciencias una
version heuristica de la construccion de Huygens que correspondia con la ob-
servacion experimental. Fresnel proporcioné una técnica para describir la di-
fraccion de la luz a través de distintas aberturas la cual nos permite analizar
el caso especial de las aberturas circulares de forma sencilla. Su método fue
tratar la contribucién de las diversas partes del frente de onda, dividiendo la
abertura en zonas de igual drea con simetria circular sobre el eje axial. Esta
configuracion, que se puede ver en la Fig. 2.1, muestra un frente de onda emer-
gente esférico de longitud de onda A centrado en S. Las zonas, llamadas zonas
de Fresnel, son definidas por circulos sobre el frente de onda, espaciadas de
tal modo que cada zona estd, por regla general, A /2 mds lejos del punto P que
la zona precedente; rj =ro+A/2, ra =ro+A,..., ryy = ro+MA /2. Esto sig-
nifica que la contribucién de cada zona sucesiva estd en oposicion de fase con
la de la precedente, es decir, cada zona sucesiva interfiere destructivamente
con la precedente en el punto P. Bajo esta premisa las contribuciones de las
distintas zonas de Fresnel en el punto P puede ser expresado como [Pedrot-
ti06]

A=a,+ae’™ +aye’™ +ase + ...

A=a1—ay+az—as+.... 2.1)

donde q; es la contribucién de cada una de las zonas de Fresnel. La Ec. (2.1)
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Figura 2.2: Placa zonal de Fresnel.

sugiere que si bien los términos positivos o negativos son eliminados de la
suma, o lo que es lo mismo si las zonas de Fresnel pares o impares son cu-
biertas con un material opaco (véase Fig. 2.2), la amplitud resultante abarca
todos los rayos de luz constructivos y por tanto la luz incidente focaliza en el
punto P de una forma similar a como lo haria una lente convencional. A una
estructura de este tipo se le suele llamar en la literatura placa zonal de Fresnel
o simplemente placa zonal (PZ).

De acuerdo con Wood [Wood34], la primera PZ fue construida por Lord Ray-
leigh en 1871, aunque los resultados de este trabajo no fueron publicados.
Fue Soret quien la describié en 1875 [Soret75] como un conjunto de anillos
transparentes y opacos de dreas iguales, cuyos radios siguen una ley de pro-
porcionalidad respecto a la raiz cuadrada de los ntimeros naturales. Este tipo
de estructura actda como una lente que tiene un conjunto infinito de focos a lo
largo del eje 6ptico, cada uno de los cuales contiene una fraccién de la energia
incidente.

Desde hace mas de un siglo las PZs han sido utilizadas con éxito en multi-
ples aplicaciones, destacdndose sobre todo en aquellas que utilizan fuentes de
radiacién que emiten fuera del rango visible del espectro electromagnético,
puesto que en muchos de estos casos la Optica refractiva es muy costosa o di-
rectamente es inexistente. A continuacién vamos a hacer un breve resumen de
la teoria escalar de la difraccién que nos servird para entender de una forma
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sencilla las principales propiedades de focalizacién de las PZs.

2.2 Difraccion de Fresnel

De acuerdo con el principio de Huygens [Goodman08], 1a amplitud del campo
difractado por una abertura finita en el punto P cuando es iluminada con una
onda monocromatica (de longitud de onda A) puede expresarse matemética-
mente de la siguiente manera:

e—jkr

1
U(P):_M//ZU(PO) . cos ads 2.2)

donde U(P) es la amplitud del campo 6ptico en la abertura 'y k = 27/ la
constante de propagacion. Se ha considerado una dependencia temporal del
tipo e/, La ecuacién (2.2) se puede interpretar como la superposicién de
ondas esféricas secundarias que se originan en fuentes secundarias virtuales
sobre el plano de la abertura. La amplitud de estas ondas secundarias se ve
afectada por el factor de oblicuidad cos &, que describe la direccion de las
mismas y que estd representado por el coseno del dngulo entre el vector nor-
mal a la abertura 7 y el vector de posicién 7.

Analiticamente la difraccién de Fresnel o campo cercano es un caso especial
de la solucién general obtenida por Sommerfeld. En la aproximacion de Fres-
nel se supone que la distancia desde el punto en el plano de la abertura de
difraccidn al punto en el plano de observacion es mucho mayor que el tamafo
de la abertura, entonces

1
-~—- y coso~1.
roz

Hacemos notar que la magnitud r que se encuentra en el exponente no se pue-
de aproximar de la misma manera, como en el denominador de la integral,
ya que con variaciones pequefas de fase el exponente cambia considerable-
mente [Goodman08]. En este caso hace falta hacer una aproximacién de la
magnitud » hasta un segundo término usando el teorema del binomio. Con
estas aproximaciones, de la ecuacion (2.2) se puede obtener la amplitud del
campo en el plano de observacién como:
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oo =ik 2,02
ejkzez—z(xm //m Uo(xo,yo)e%(’%ﬂ%)e%(xxoﬂ’y())dxodyo,
(2.3)
donde los limites de la integracion corresponden a la abertura. La expresién
deducida es conocida como la integral de difraccion de Fresnel y representa
una superposiciéon de ondas esféricas en la aproximacion paraxial. Cuando
esta aproximacion es vélida, se dice que el observador estd en la regién de la
difraccion de Fresnel o, de manera equivalente, en la regién de campo cercano
de la abertura. La expresion anterior se puede escribir en coordenadas polares
con el siguiente cambio de variables:

U(x,y,2) = — e

Xo =rgcosBy yo=rgsinfy x=rcos@ y=rsinf.

Sustituyendo en la expresion (2.3) obtenemos la integral de difraccion de
Fresnel en coordenadas polares:

. —jk 2
e_JkZeszr

a ram —k,2 Lkrrocos(efeo)
U(r,0,z) =— /0 A Up(ro, 6p)e 2 e rodrod 6y,

2.4)
donde a es la extensién radial mdxima de la pupila. El hecho de que la trans-
mitancia de la PZ sea una funcién con simetria radial, Uy(ro,60) = p(ro),
simplifica enormemente la integral de Fresnel. Sustituyendo la amplitud de la
abertura en la expresion (2.4) por una pupila igual a p(ry) nos permite integrar
primero la parte correspondiente a la componente azimutal:

JjAz

2z k
/ etrocos(6=60) yg0 — 210 (S ), (2.5)
0 Z

siendo Jy la funcion de Bessel de orden 0. Teniendo en cuenta el resultado
anterior, la ecuacion (2.4) se reduce a

e HkeeEr ra k k2
U(r,0,z) = _2nﬂZ/0 p(ro)Jo(Erro)eTerrodro. (2.6)
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La transmitancia de una PZ, ademas de ser una funcion con simetria radial,
es periédica en 2. Por este motivo, para nuestros propésitos serd mas conve-
niente expresar la pupila en términos de una nueva variable

_ oy
g—(a), 2.7)

de tal manera que p(ro) = ¢(g). Finalmente, la distribucién de irradiancia
viene dada por:

I(r,2) = <a;;t>2

Mediante el uso de la coordenada axial normalizada u = a*/2Az y transversal
normalizada v = r/a llegamos a la siguiente expresion:

2
(2.8)

1 i )
/ a(Q)e =gy ( “Laryz ) dg
0 Az

2

1 Iy
I(u,v) = 4m’u® / q(5)Jo (4muv\/g) e 1*™S dg (2.9
0

Si ahora centramos nuestra atencién sobre el eje dptico (v = 0) la irradiancia
se simplifica a:

2

1 .
I(u) = 4m*u? /O q(g)e 2™ dc (2.10)

Por lo tanto, aparte de los factores multiplicativos que preceden a la integral,
la irradiancia axial a lo largo del eje 6ptico de una PZ viene dada por la trans-
formada de Fourier de la funcién pupila ¢(g).

2.3 Placas zonales periddicas
Segtin lo que hemos visto hasta ahora, una PZ es un elemento 6ptico difractivo

que se caracteriza porque su transmitancia es una funcién con simetria radial
y periédica en 7. Asi pues, podemos representar su transmitancia por

1(r2) = [1(r2) ], 2.11)
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en donde ¢ (7?) representa las variaciones de fase introducidas por la PZ. Te-
niendo en cuenta que cualquier funcién f(x) de periodo p, puede desarrollarse
en serie de Fourier [Brown06],

) =Y G, 2.12)
donde
1 Xotp —j2nlx
C,= p/ f(x)e " rtdx. (2.13)
Xo

La ecuacién (2.12) no es mds que una transformada de Fourier discreta inversa
y ahora la ecuacion (2.11) se puede escribir como

n=oo -
(i)=Y Coe?™5" . (2.14)

n—=—oo

Este punto de vista nos permite dar facilmente el significado fisico a la ecua-
cién anterior si realizamos una analogia con una onda esférica. Asumiendo
una dependencia temporal del tipo ¢/ =% la aproximacién cuadrética de
una onda esférica divergente que proviene de un punto situado a una distan-
cia z del plano de observacién considerado es e /(/ 2)r | Si empledsemos la
notacién e/* =) para representar el mismo tipo de onda, entonces una onda
divergente vendria representada por e/(K/ 2)r, Comparando una funcién del
tipo (2.14) con la aproximacién cuadritica de una onda esférica resulta que
la primera representa una onda esférica convergente o divergente a un punto
situado a una distancia

4

2An°
Por lo tanto, una PZ periédica en 72, al iluminarla con una onda plana mono-
cromdtica dard lugar a un serie de ondas esféricas que convergeran o divergi-
rdn de puntos f, tales que

Z

_ P
fﬂ - 2”), I

donde para n = %1 se obtiene la denominadas distancias focales principales

de la PZ y para n # £1 las distancias focales secundarias. La ecuacién (2.15)

(2.15)



16 CAPITULO 2. PLACAS ZONALES

nos indica directamente que una PZ es un elemento con cromatismo pronun-
ciado ya que su distancia focal es inversamente proporcional a la longitud de
onda con la que se ilumine, siempre y cuando el periodo no varie con A. Este
formalismo nos permite evidenciar la analogia existente entre las PZs y las
redes de difraccidén unidimensionales convencionales. Si la transmitancia en
amplitud de una red de difraccion tiene el mismo perfil que el de una PZ,
expresada en r2, ambas aceptarfan el mismo desarrollo en serie de Fourier y
cuando se iluminen con una onda plana las dos redistribuirdn la energfa inci-
dente de un modo similar. La diferencia esta en el hecho que la PZ lo hard en
forma de ondas esféricas convergentes y divergentes, que formaran los focos
de la lente, y la red unidimensional en forma de ondas planas, que emergen
formando con el eje ptico del sistema un dngulo 8 [Goodman08] tal que

sinf = nh ,
p
constituyendo los llamados 6rdenes de difraccién que se encuentran sobre una
recta perpendicular al eje dptico del sistema cuando se focalizan en el plano
focal imagen de una lente convergente. Por lo tanto, cuando se ilumina la red
unidimensional con luz blanca, de (2.16) resulta que el rojo serd el que mds
se separe del eje optico del mismo modo que en la PZ la distancia focal para
el rojo es siempre mds corta que para el azul (ver Fig. 2.3).

(2.16)

Figura 2.3: Analogia entre una red de difraccién y una placa zonal.

Asi pues, de forma similar a como se define la eficiencia (') de una red
unidimensional como el cociente entre la energia difractada en el orden +1 y
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la energia incidente, también se puede definir la eficiencia de una PZ como el
cociente entre la energia de un foco principal y la energia incidente. Teniendo
en cuenta (2.14), la intensidad, es decir el flujo total de energia por unidad de
tiempo del foco principal serd proporcional a |C; |?. Por lo tanto, si iluminamos
la placa con un haz monocromatico de intensidad unidad y teniendo en cuenta
que la energia absorbida por la placa viene dada por

p

E.ps = Ilj/zp(l — ‘l(r2>‘2)dr27 (2.17)

2

siempre se cumplird que

n=oo
Y Cul* +Ews = 1. (2.18)
n——oo
Con este formalismo vamos a repasar las propiedades de focalizacion de las
PZs periédicas mds conocidas. La primera clase de PZ que vamos a estudiar
son las PZ binarias.

2.3.1 Placa zonal binaria

El concepto de PZ de Fresnel es bien conocido desde el siglo XIX. Sus pro-
piedades (focalizacion, cromatismo, formacién de imdgenes, poder de resolu-
cidn, etc.) han sido ampliamente descritas en la bibliografia [Myers51, Suss-
man60,Shulman70,Waldman66, Young72]. Como hemos explicado en la parte
inicial de este capitulo, su poder de focalizacién se debe a que esta construi-
da de tal forma que para un determinado punto de su eje intercepta las zonas
de Fresnel pares o impares. Su transmitancia, ¢(g), es por tanto una funcién
binaria de salto unidad cuya andloga en las redes unidimensionales serfa la
denominada red cuadrada o de Ronchi (vedse Fig. 2.4). El primer anillo pue-
de ser transparente (placa positiva), u opaco (placa negativa) o puede no estar
completo. Las distribuciones de energia sobre los diferentes focos es indepen-
diente de este hecho ya que desplazar la funcién equivale a multiplicar por un
factor de fase las coeficientes C,, de la expresién (2.12). Su desarrollo en serie

de Fourier [Andrés83] se puede escribir como
tr(r?) = iw ! sine(2)e/>™5" (2.19)

2 2

n—=—oo
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Figura 2.4: Diversos ejemplos de funciones generatriz ¢(¢) para una PZ de Fresnel de M zonas
(izquierda). Placa zonal de Fresnel con M = 27 zonas (derecha).

y por lo tanto segun (2.12) los coeficientes C,, se pueden expresar como

C, = %sinc(g) (2.20)

donde sinc(x) es la funcién seno cociente de x. De (2.20) se pueden deducir
dos propiedades muy interesantes, la primera es que este tipo de red solo ten-
dré focos en los 6rdenes impares ya que todos los 6rdenes pares son iguales a
cero y la segunda que presentard una simetria en la reparticion de la energia
entre los focos reales y virtuales. De hecho, esta segunda propiedad se cum-
plird para todas las PZs con una transmitancia pura de amplitud, ya que de
la expresion (2.13), si f(x) es real se cumple que C_, = C;. Iluminando la
placa con un haz monocromatico de intensidad unidad, la energia absorbida
dada por la Ec. (2.17) es igual a 1/2, mientras la energia de los infinitos fo-
cos de la placa serd proporcional a |C,|. De (2.20) resulta que un 1/4 de la
energia incidente va al orden cero y los distintos focos reales tienen la misma
energia, 1/(n?n*) que sus correspondientes virtuales. De esta forma, la ener-
gia que contiene el foco principal, es decir la eficiencia de la PZ, serd igual
n’ = 1/7? ~ 0.10. Por tanto solo un 10% de la energia incidente focaliza en
el foco principal de la PZ.
La energia del foco principal se puede aumentar utilizando la PZ de Wood
[Wo0d98]. Esta es una placa pura de fase que esta constituida por un conjunto
de anillos concéntricos de las mismas caracteristicas que los de una placa de
Fresnel pero con la diferencia de que ahora, en lugar de ser transparentes y
opacos, avanzan o retardan la fase de la radiacion incidente en 7. Su transmi-
tancia ty (), es evidente si observamos que:
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Figura 2.5: Mapa de irradiancia axial de una PZ binaria con M = 10 zonas en funcién de la
coordenadas normalizada u y v (superior). Irradiancia axial normalizada vs coordenada axial
normalizada obtenida para la misma PZ (inferior).

tw(r?) =2t (r?) — 1 (2.21)

en donde 7 (r?) representa la PZ de Fresnel y viene definida por la ecuacién
(2.19). Haciendo uso de estas expresiones, su desarrollo en serie de Fourier es
inmediato:

n,2

(i)=Y, sinc(g)e-’z”ﬁ’ ~1 (2.22)

La energia absorbida por esta placa es nula por ser pura de fase. Ademads,
el término del sumatorio de (2.22) correspondiente a n = 0 se anula con el
término constante, siendo por tanto nula la energia no difractada por esta PZ.
Al no existir absorcién ni energia no difractada, toda la energia incidente se
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distribuye entre todas las ondas convergentes y divergentes a las que da lugar
la PZ, resultando que cada una de ellas es cuatro veces mds intensa que en la
correspondiente placa de amplitud. Por ello, la eficiencia 1’ serd cuatro veces
mayor.

En la Fig. 2.5 se muestra el mapa de irradiancias y la irradiancia axial de una
PZ binaria con M = 10 zonas en funcién de las coordenadas normalizadas
u y v calculados utilizando la Ec. (2.9) y la Ec. (2.10) respectivamente. Al
estar en los dos casos la irradiancia normalizada, el resultado obtenido puede
corresponder indistintamente a una PZ de Fresnel o de Wood con periodo nor-
malizado = p/a® = 2/M. En el rango axial mostrado, se pueden observar
tres focos de la misma intensidad axial que corresponden al primer, tercer y
quinto orden de difraccion de la lente ya que este tipo de lentes solo tiene Or-
denes impares. El primer foco estd situado en la posicion u; = 1/p, mientras
que los 6rdenes superiores los encontramos en u,, = n/ p con n impar. Aunque
la intensidad axial de los tres focos es idéntica la anchura transversal de los
focos de alto orden es menor y por consiguiente la energia también es menor.
Por tanto este resultado concuerda con el anélisis energético que hemos rea-
lizado anteriormente de este tipo de placa cuya energia de los focos impares
era proporcional a 1/(7%n?).

2.3.2 Lente kinoform

Tanto la PZ de Fresnel como la PZ de Wood presentan una simetria en la
reparticion de energia entre los focos reales y virtuales debido al perfil par-
ticular que poseen. En este apartado nos interesamos por encontrar una PZ
con asimetria en la reparticién de energia, y mds concretamente por una que
solamente posea un foco y sin absorcién ni energia no difractada. Es decir,
por una red que focalice en un punto toda la energia incidente. Esta PZ, que
podemos denominar de asimetria maxima, seria aquella que, segin (2.14), ad-
mitiese un desarrollo de Fourier tal que C,, = 1 para n = —1 (lente divergente)
o para n = 1 (lente convergente) y C, = 0 para todos los demaés.

La transmitancia en amplitud de esta PZ podria ser la correspondiente a una
lente esférica, pero como veremos a continuacién no podemos entender este
elemento como una PZ. El espesor de una lente esférica delgada de focal en
aire f, indice de refraccién ny, sumergida en un medio con indice de refrac-
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Figura 2.6: (a) Espesor y (b) el médulo 27 de la fase de una lente esférica delgada.

cidén n, y espesor maximo ey es [Goodman08]

2

e(r?) = eg — <2f(an_1)> (2.23)

y el retardo de fase total sufrido por un frente de onda al pasar a través de la
lente se puede escribir como

O (r?) = —k((n; — 1)e(r*) — ep) (2.24)

por lo que su transmitancia vale
. P T2
1(r?) = e el (2.25)

que, excepto el término constante, coincide con una onda esférica en la apro-
ximacioén paraxial que converge a una distancia f. En la Fig. 2.6 se representa
grificamente la ecuacion (2.23) y el médulo 27 de la fase de (2.25). Se obser-
va que el espesor disminuye linealmente con 2, es decir parabdlicamente con
r. En cambio la fase aumenta linealmente con r* debido al signo menos de la
Ec. (2.24). El médulo 27 de la fase resultante de la Ec. (2.24) es un funcién
periédica en r* con periodo

p=2fA. (2.26)

Estamos ante un posible caso de PZ, donde su desarrollo en serie de Fourier
es evidente: G, = 1 paran =1y C, = 0 para n # 1. Ahora bien, veamos qué
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ocurre cuando iluminamos esta lente con dos longitudes de onda Ay y A;. Para
A = Ay, de (2.26) resulta que el periodo de la funcién de transmitancia de la
lente es po = 2fAp mientras que para A = A; el periodo es p; = 2fA; y las
2 longitudes de onda focalizaran en el mismo punto y por tanto no presentara
el cromatismo pronunciado caracteristico de una PZ. Podemos concluir defi-
niendo una PZ como aquel elemento éptico cuya transmitancia sea periddica
en r2 y cuyo periodo sea invariante bajo A.

Por lo tanto, la dnica solucién posible para encontrar una lente difractiva con
asimetria mixima en la reparticién de la energia serd realizar una PZ cuya
transmitancia sea (2.25) pero debida a una variacién de camino Optico distin-
ta de la correspondiente a la lente esférica. Es decir, la fase de un elemento
optico siempre estd modulada a 27 (su valor mdximo es 27) pero, por su-
puesto, no asi su camino 6ptico. Por ello, puede ocurrir que dos funciones que
representen una variacién de camino Optico distinta den lugar a una misma
variacion de fase. Podemos preguntarnos entonces cudnto debe variar el espe-
sor de una lente esférica en aire para que la fase varfe en 27. Denominemos a
esta variacion de espesor d. De (2.24) resulta:

A

d= .
I’lL—l

(2.27)

Por supuesto, d depende de A; por lo tanto como hemos visto anteriormente
el periodo de lente esférica varia también con ella. Puesto que un incremento
de espesor igual a d provoca una variacién de fase igual a 27, un elemento
Optico cuya variacion de espesor sea

e(r*) = mody [eo - (Zf(n’f—l)>] (2.28)

en donde mod,(x) es la funcion médulo de d de x, dard lugar a una variacion
de fase andloga a la de una lente esférica para la longitud de onda de disefio,
que definiremos a partir de ahora por Ap. En la Fig. 2.7 se muestra un ejemplo
de espesor que sique la ecuacion (2.28) y la lente esférica que se ha utilizado
para su obtencién. Debido a que hemos utilizado la aproximacién cuadratica
de una onda esférica, la superficie esférica de la lente se ha transformado
en ramas de pardbola. Los puntos ry para los que ey — e = Nd, que son los
mismos para los que la fase es un multiplo de 27, satisfacen la ecuacion:



2.3. PLACAS ZONALES PERIODICAS 23

Figura 2.7: Lente kinoform y la lente esférica que se ha utilizado para su obtencion.

2
-
Nd=—"_  N=1,2.3,..
2f(np—1)
ry =N2fAp. (2.29)

Ahora, el espesor también es una funcién periédica en 2. Este elemento 6p-
tico se le conoce como lente kinoform [Jordan70]. La red unidimensional co-
rrespondiente a esta placa es la denominada red "blazé" [Ditchburn61]. Se
puede establecer la misma analogia entre un prisma delgado y una red blazé
que entre una lente esférica delgada y una lente kinoform. Para comprender-
lo, es suficiente representar graficamente el espesor de un prisma y su fase,
la cual coincide con la red blazé. Se constatard inmediatamente que son la
versién unidimensional de la Fig. 2.6.

Dar una lente kinoform es dar un elemento éptico cuyo espesor varia segin
la Fig. 2.7, y por tanto es conocer su espesor mdximo d y su periodo p. De
(2.27), esa red zonal desfasard 27 para la longitud de onda de disefio Ap tal
que su transmitancia en amplitud serd ¢(r?) = e i por lo que su desarrollo
en serie de Fourier es C,, =1 paran =1y C, = 0 para el resto y por tanto
seguin (2.15) focalizara a una distancia f tal que

14

f=5 (2.30)



24 CAPITULO 2. PLACAS ZONALES

0.8

0.6

P S R E R R R R

0.2f

Irradiancia axial normalizada: /

0.0}

0 5 10 15 20 25
Coordenada axial normalizada:

Figura 2.8: Irradiancia axial normalizada vs coordenada axial obtenida para una lente kinoform
de M=5 zonas.

Si cambiamos la longitud de onda de la radiacién incidente, debido a que su
espesor es peridédico siempre podremos tomar como origen de fases los puntos
ry dados por (2.28), y por tanto el periodo de la lente kinoform serd invariante
y focalizara a una distancia f igual a

p Ap

fl_ﬁ_Tf, (2.31)
Hemos conseguido, gracias a las caracteristicas geométricas de este elemento
optico, fijar el periodo de su transmitancia en amplitud, que serd el mismo que
el de (2.26), por lo que una lente kinoform es realmente una PZ. Hay que tener
en cuenta otro efecto al cambiar la longitud de onda de la radiacién incidente.
Para otra A, con un material no dispersivo como el que se ha supuesto en todos
los casos anteriores, la variacion de fase para d serd %2717 y por consiguiente la
transmitancia de la lente no se asemejara a la de una lente esférica. Por tanto,
aparte del cromatismo caracteristico de las PZs, la distribucién de energia
de las diferentes ondas esféricas difractadas serd distinta para cada A. Asi,
mientras que para Ap la eficiencia de la red serd 1’ = 1, para una longitud de
onda A, la eficiencia serd menor.
Finalmente en la Fig. 2.8 se muestra la irradiancia axial normalizada de una
lente kinoform con M = 5 zonas en funcién de la coordenada u calculada
utilizando la Ec. (2.10). Nétese que aunque tenga la mitad de zonas que la
representada en la Fig. 2.5, esta lente tiene la misma distancia focal debido
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a que el periodo equivalente es el mismo. En el rango axial mostrado, esta
vez solo se observa un foco situado en la posicién u; = 1/M = p, mientras
que los 6rdenes superiores han desaparecido. El resultado obtenido en la Fig.
2.8 demuestra que una lente kinoform solo tiene un foco difractivo y tiene por
tanto un comportamiento idéntico a una lente esférica para la longitud de onda
de disefio.

2.4 Placas zonales fractales

En el apartado anterior hemos definido las PZs como estructuras periddicas a
lo largo de la coordenada radial elevada al cuadrado. Hemos demostrado que
esta configuracién presenta un patrén de difraccion discreto en el eje dptico
donde cada pico de intensidad corresponde con un foco de la lente. En esta
seccién vamos a introducir una nueva familia de PZs basadas en secuencias
aperiddicas, mas concretamente, en secuencias fractales. Veremos que las PZs
basadas en estructuras fractales presentan un patrén de difraccidon discreto
autosimilar que nos proporcionardn interesantes propiedades de focalizacion.
En primer lugar vamos a estudiar las PZs fractales de amplitud.

2.4.1 Placas zonales fractales de amplitud

La primera PZ fractal cuya distribucién de zonas estd basada en una estructura
fractal fue propuesta en el afio 2003 [Saavedra03]. Para entender este tipo de
PZ, consideremos en primer lugar la irradiancia producida en un punto del
eje Optico por un sistema éptico con una pupila con simetria de revolucion.
Como hemos visto anteriormente, si expresamos la pupila en coordenadas
normalizadas ¢(¢), la irradiancia axial expresada en funcién de la coordenada
axial normalizada u se obtiene en términos de la transformada de Fourier de
q(¢). Si ahora suponemos la pupila tiene una estructura fractal, como es bien
conocido de las propiedades de los fractales, la transformada de Fourier de
q(¢), es decir la irradiancia axial, también tendra propiedades de fractalidad.
Este tipo de pupilas fueron denominadas Placas Zonales Fractales (PZFs)
porque como veremos a continuacién pueden ser construidas a partir de PZs
convencionales.
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Figura 2.9: Esquema de generacién de la funcién binaria ¢(g) de una PZF triadica (izquierda)
y la correspondiente PZF para el caso S = 3 (derecha).

Como hemos visto en la Fig. 2.4 la funcion ¢(g) para una PZ de Fresnel
es una funcién binaria tipo red Ronchi de periodo normalizado p que puede
expresarse de la siguiente manera:

mod;(g+p/2— 1)) 2.32)

qrz(g,p) = rect(¢ —0.5)rect (
p

donde rect(x) es la funcién rectangulo de x. De forma similar, las PZFs se
construyen reemplazando la funcién periddica anterior por una funcién bina-
ria fractal.

Consideremos, por ejemplo, el caso particular conjunto fractal de Cantor regu-
lar, cuya generacion se muestra en la Fig. 2.9 (izquierda). En la primera etapa
(§ =1) el segmento inicial se divide en un nimero impar de segmentos 2N — 1
y los segmentos de las posiciones pares se eliminan (en la figura se ha consi-
derado un conjunto triadico de Cantor, por lo tanto 2N — 1 = 3). Para el resto
de los N segmentos de la primera etapa, este proceso de corte y eliminacién se
repite, y se procede asi sucesivamente en las siguientes etapas S =2,3,.... De
este modo, en términos matematicos, la funcién de transmitancia de una PZF,
desarrollada hasta un cierta etapa S de crecimiento, se puede expresar como
el producto de funciones periddicas ¢(¢) de (2.32) como

2

S
q(s) = qprzr(g,N,S) = gqu (g, (2N_1)> (2.33)

Finalmente, realizando el cambio de variable inverso a (2.7) y rotando la es-
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Figura 2.10: Irradiancia axial normalizada vs. coordenada axial normalizada obtenida para
PZFs para distintos érdenes S.

tructura unidimensional resultante alrededor de uno de sus extremos genera-
mos la PZF. Un ejemplo para un conjunto fractal de Cantor triadico se muestra
en la Fig. 2.9 (derecha) donde la transmitancia de la PZF puede entenderse co-
mo una PZ de Fresnel con periodo p(N,S) =2/(2N — 1)3, pero a la que se le
han quitado algunas zonas.

La irradiancia axial para diferentes etapas de desarrollo S del fractal se mues-
tra en la Fig. 2.10. Nétese que en cada paso la escala para la coordenada axial
es una version escalada de la anterior en un factor 2N — 1 = 3. De hecho, los
patrones de la Fig. 2.10 son autosimilares. De este modo, es posible sinteti-
zar perfiles de irradiancia a lo largo del eje Optico que tengan una estructura
fractal. Ademads, es posible demostrar que la posicién de los 16bulos centrales
de los focos coincide con los de la PZ convencional de M = 35 zonas. Esta
propiedad de focalizacién fractal mejora las prestaciones de las lentes difrac-
tivas convencionales aumentando la profundidad de campo y disminuyendo
la aberracién cromdtica. La aberracidon cromatica de la lente fractal es menor
debido a que cada foco principal exhibe una mayor extension axial gracias a la
presencia de los focos secundarios, dando lugar ademds a una superposicion
parcial entre los mismos para las diferentes longitudes de onda [Furlan07].
En el caso mds general en el que N > 2, conocido también como conjunto de
Cantor poliddico, podemos incluir un nuevo pardmetro de disefio en el fractal,
la lacunaridad (€). Este pardmetro nos fija la distancia entre las zonas trans-
parentes, a excepcion de las dos centrales, tal y como se muestra en la Fig.
2.11 (a). Las PZF poliddicas también presentan multiples focos subsidiarios
cuya distribucién de energia puede ser controlada con el pardmetro € [Mon-
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Figura 2.11: Esquema de generacién de la funcién binaria de una PZF con N = 4 (izquierda).
Representacion en escala de grises de la irradiancia axial (en dB) en funcién de la coordenada
axial normalizada y de la lacunaridad con y = 4/19 (derecha).

soriu04]. La influencia de este pardmetro se puede observar claramente en la
Fig. 2.11 (b).

2.4.2 Lente del Diablo

Las PZFs de amplitud presentan infinitos focos a lo largo del eje 6ptico y por
tanto la proporcién de la energia del foco principal es muy baja. Para mejorar
la eficiencia de estas lentes, se puede combinar el concepto de lente kinoform
con el de lente fractal. Distribuir los dientes de sierra de una lente kinoform
de forma fractal permite mantener las interesantes propiedades de focaliza-
cién estudiadas en la seccidn anterior al mismo tiempo que concentramos la
mayor parte de la energia incidente en el primer orden de difraccién de la len-
te. Este nuevo tipo de lente kinoform fractal se denomind Lente del Diablo
(LD) [Monsoriu07] ya que el perfil de fase que definen estas lentes se puede
determinar a través de un fractal conocido en matematicas como escalera del
diablo [Chalice91].

Como hemos visto anteriormente, el conjunto triadico de Cantor en la etapa S
consta de 25 segmentos de longitud 375 con 25 — 1 intervalos vacios disjuntos
[ps..qs,.], siendo [ =1,... ,25 — 1. Sobre la base de esta estructura fractal se
puede generar facilmente la escalera del diablo o funcién de Cantor Fg(x).
Esta funcioén real se define en el intervalo [0 1] y se expresa matemdaticamente
como
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Figura 2.12: (a) Conjunto de Cantor trfadico para S =1, § =2 y § = 3. La funcién de Cantor o

escalera del Diablo, F3(x), se muestra en la parte inferior. (b) LD convergente para S =3y su
equivalente lente kinoform.

l )

> S1ps; <x<gsy

Fy(x) = Lo Xasi 1 G <x<p (2.34)
25 psiy1—qs; | 25 Sl = S,1+1

donde F5(0) =0y Fs(1) = 1. En la Fig. 2.12 (a) se representa el conjunto de
Cantor para S = 3 y la correspondiente funcién de Cantor F3(x). Se observa
que la escalera del diablo es monétonamente creciente en los 25 segmentos y
constante entre dichos segmentos. A partir de la funcién de Cantor Fg(x) po-
demos definir la LD como un elemento 6ptico difractivo con simetria circular
cuya transmitancia viene dada por

api(¢,S) = exp[j25T nFs(g)] (2.35)

donde ¢ es la variable radial cuadritica normalizada definida anteriormente.
El cambio de fase que se produce entre las zonas constantes del conjunto de

Cantor es igual a 27. El perfil radial de la lente A(r) puede ser obtenido a partir
de la siguiente relacién

2 A
hrp(r) = modyy [—25+17rFS <;2)} WD—I) (2.36)

donde n; es el indice de refraccién del material utilizado para construir la
lente, y Ap es la longitud de onda de disefio. En la parte superior de la Fig.
2.12 (b) se muestra el perfil de una LD para S = 3, que se obtiene a partir
de la Ec. (2.36). Se ha eliminado el material de la lente que proporciona un
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Figura 2.13: Irradiancia normalizada en funcién de la coordenada axial normalizada u de una
Lente del Diablo para S = 1,2,3.

cambio de fase 27 para Ap y que por lo tanto no afecta a la trayectoria de
la luz, quedando finalmente las regiones de la funcidén de Cantor que crecen
linealmente en 2. Por comparacién en la parte inferior de la misma figura se
muestra el perfil correspondiente a una lente kinoform de la misma distancia
focal.

En la Fig. 2.13 se muestra la irradiancia axial de la LD para diferentes etapas
de crecimiento S computada utilizando la Ec. (2.10). Se puede observar que la
posicién axial del 16bulo central de 1a LD esta situado en la distancia normali-
zada u = 3% que coincide con la posicién del tnico foco de una lente kinoform
de 35 zonas. Por lo tanto, la distancia focal proporcionada por el LD se puede
expresar como

a?

T3S

Como se esperaba, la LD exhibe un solo foco principal rodeado por un con-
junto de focos subsidiarios de manera que el conjunto produce un volumen
focal con un perfil caracteristico fractal. De hecho, los tres patrones en la par-
te superior de la Fig. 2.13 son autosimilares, es decir, la irradiancia axial de
un orden inferior forma la envolvente de los de orden superior con un factor
magnificacion igual a 3. Al igual que sucede con las PZF respecto a la PZ de
Fresnel, esta propiedad de focalizacion fractal de las LDs mejora las presta-
ciones de las lentes kinoform convencionales aumentando la profundidad de
campo y disminuyendo la aberracién cromadtica, pero con la LD, ademds con-
seguimos apodizar los 6rdenes superiores de la PZF y por tanto mejoramos

fs (2.37)
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Figura 2.14: Mapa de irradiancias (a) numérica y (b) experimental en funcién de las coordena-
das transversal y axial para una LD de orden S = 3 y a=1.1 mm, iluminada por un haz plano mo-
nocromdtico de A=633 nm. Nétese que el foco estd situado en la posicion fs = 5755 = 3.54cm.

también su eficiencia [Monsoriu07].

Las propiedades de focalizacién de las LDs se han analizado experimental-
mente [Calatayud12], para ello se ha utilizado un dispositivo automatizado,
donde las lentes han sido implementadas en un modulador espacial de luz.
La captura del campo difractado de la LD cuando es iluminada por un haz
plano monocromdtico (He-Ne A = 633nm) se realiza con una cdmara CCD
colocada en un motor paso a paso, que nos permite un movimiento axial de
alta precision. Este dispositivo de caracterizacion es rapido, versatil y permite
conocer el comportamiento de una determinada lente difractiva sin necesidad
de fabricarla [Calatayud12]. En la Fig. 2.14 se muestra el resultado experi-
mental obtenido para una LD de orden S = 3 y radio pupilar a = 1.1mm junto
al campo difractado obtenido numéricamente a partir de la Ec. (2.9). Como
puede verse, los resultados experimentales estdn en buena concordancia con
las predicciones tedricas calculadas y se observa lo comentado anteriormente,
la LD posee un foco principal y focos secundarios a lo largo del eje 6ptico con
caracteristicas autosimilares.
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Capitulo 3

Lentes difractivas aperiodicas
binarias

En el capitulo anterior se ha introducido una nueva familia de PZs basadas en
estructuras aperiddicas. En este capitulo se van a mostrar las nuevas aporta-
ciones realizadas durante mi tesis doctoral en el campo de las lentes difrac-
tivas aperiddicas binarias. Para ello, en primer lugar se presentardn las PZs
multifractales [Giménez10]. Esta nueva lente, formada por la combinacién de
dos PZFs consigue mejorar las prestaciones de las lentes difractivas fracta-
les explicadas en el capitulo anterior. Posteriormente, se mostrard como las
distribuciones fractales se han usado para disefar nuevas PZs cuadradas que
presentan una mayor profundidad de foco que las lentes peridédicas del mismo
tipo [Calatayud13a, Ferrando13]. Finalmente, en la parte final del capitulo se
presentard una nueva familia de lentes aperi6dicas basadas en la secuencia de
Fibonacci [Monsoriul3].

3.1 Lentes multifractales

Es bien conocido que la resolucién espacial lograda con una PZ de Fresnel es
aproximadamente la anchura de la zona mds externa [Attwood99] y por tanto
estd limitada por la estructura méas pequeiia que se puede fabricar. Dado que en
algunas ocasiones técnicamente es complicado lograr anillos exteriores muy

33
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Figura 3.1: (a) Multifractal de Cantor formado por la composicién de dos fractales. Nétese que
el M={3,2} estd formado por los fractales S = 3 y S = 2 escalados 1/3 y situados en el primer
y tercer tercio de la estructura. (b) PZMF generado con M = {3,2} y (c) su equivalente PZ
compuesta.

estrechos, con el fin de aumentar la resolucién de estas lentes se han propuesto
las PZs compuestas [Simpson84, Cao03]. Una PZ compuesta estd constituida
por una PZ central con periodo p, rodeada por una exterior cuyo periodo es
tres veces el periodo de la central. De esta forma se consigue aumentar la
energia enfocada, ya que el tercer orden de difraccién de la placa exterior
focaliza en la mismo punto que la focal principal de la placa central {véase
Ec. (2.15)}.

Con este tipo de estructuras ademds de aumentar la energia focalizada, se in-
crementa la apertura numérica del sistema y por tanto se produce una mejora
en la resolucién de la lente sin aumentar el limite de fabricacién impuesto por
la tecnologfia utilizada. Como las PZFs pueden ser producidas por las mismas
técnicas utilizadas para la fabricacion de PZ convencionales, estas mejoras
pueden adaptarse a los disefios de PZF. Dentro de este marco, hemos propues-
to un nuevo tipo de lente difractiva llamada placa zonal multifractal (PZMF)
cuya estructura es basicamente un compuesto de dos PZF diferentes [Gimé-
nez10].

En la Fig. 3.1 se muestra el conjunto de Cantor triadico en el que se basa las
PZFs. Téngase en cuenta que el conjunto de Cantor en una etapa S dada estéd
construido por dos copias de la etapa anterior, S — 1, con una escala 1/3, y
situados en los extremos del mismo. Por ejemplo, el conjunto de Cantor S =4
presenta dos copias a escala del conjunto S = 3. De acuerdo con esta idea
se han definido los multifractales "multiorden”" de Cantor M = {S,,S,} para
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Figura 3.2: (a) Irradiancias axiales proporcionadas por diferentes PZMF mostradas a la izquier-
da. Nétese que (c) es una composicion de (a) {3,0} y (b) {0,2}.

el compuesto de dos fractales diferentes de 6rdenes S; y S, escalados 1/3 y
situados en el primer y tercer tercio de la estructura. La Fig. 3.1 (a) muestra
dos ejemplos de multifractales multiordenes M = {2,1} y M = {3,2}.

De una manera similar a las PZFs, las PZMFs se pueden generar realizan-
do el cambio de variable inverso a (2.7) y rotando la estructura multifractal
unidimensional resultante alrededor de uno de sus extremos. La Fig. 3.1 (b)
muestra un ejemplo de una PZMF con M = {3,2} y la Fig. 3.1 (c) muestra una
placa de zona compuesta de Fresnel con la misma distancia focal y resolucion.
Noétese que una PZMF se construye como una PZF central con longitud focal
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principal f rodeada por una PZF de orden inferior a la central, de manera que
la distancia focal del orden superior de la PZF externa coincide con la central.

La irradiancia axial de estos nuevos elementos se ha analizado tedricamente
utilizando la ecuacién (2.10). La Fig. 3.2 (a) muestra la irradiancia axial pro-
ducida por la PZF central de orden S} = 3 alrededor del foco principal situado
a una distancia normalizada ug = 357! /2 = 40.5. La respuesta axial para la
PZF central exhibe un solo foco, rodeado por un nimero de focos subsidiarios,
produciendo una zona de enfoque con un perfil fractal caracteristico [Saave-
dra03]. La Fig. 3.2 (b) muestra la irradiancia producida por la PZF exterior
del orden S, = 2. En este caso hay tres focos en el mismo intervalo axial, que
corresponden al primer, tercer y quinto orden de difraccién de la lente. Sin
embargo, en comparacién con el caso anterior, la intensidad en cada foco se
ha reducido en un 75 %. La irradiancia axial para un PZMF con M = {3,2} se
muestra en la Fig. 3.2 (c) y obviamente, es el resultado de la interferencia entre
los campos difractados por la PZF central de orden S; = 3 y la PZF exterior de
orden S = 2. Noétese que la combinacion de las dos PZF aumenta y concentra
la energia enfocada, produciendo una mejora en la resolucién axial de la lente.
El foco principal de un PZMF est4 situado a una distancia normalizada dada
por uy = 3" S182)+1 /2 “es decir, ug = 35111 /2 para S, = §; — 1.

Curiosamente, PZMFs preserva la propiedad de auto-similitud de la irradian-
cia axial atribuido a PZF. Para apoyar esta afirmacién, hemos calculado en la
Fig. 3.3 la irradiancia axial producido por PZMFs de multiérdenes M = {4,3}
y M = {3,2} alrededor de su foco principal. Se puede observar que la distri-
bucién de la irradiancia axial correspondiente a una PZMFs de nivel inferior
forma la envolvente de las superiores. Se ha encontrado que el mismo com-
portamiento se observa también en general para PZMFs, M = {S},S,}, con
S2 < 81— 1. En estos casos, la focal principal de la PZF central coincide con
el foco de orden n de la PZF exterior, a condicion de que S, = S — (n—1)/2,
donde n es un nimero entero impar. Por otra parte, cuando se ilumina una
PZMF con luz policromdtica, los multiples focos subsidiarios alrededor del
foco principal se solapan para diferentes A haciendo que este tipo de PZ sea
menos sensible a la aberracién cromdtica que la PZ compuesta equivalen-
te [Giménez10].
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Figura 3.3: Comportamiento autosimilar de las irradiancias axiales proporcionadas por dos
PZMFs alrededor del foco principal.

3.2 Lentes con otras geometrias

El concepto de PZ de Fresnel como conjunto de anillos transparentes y opacos
de 4reas iguales se puede generalizar a otras geometrias dando lugar a las de-
nominadas placas zonales lineales (PZL) [Hart66], cuadradas (PZCu) [Janici-
jevic82], elipticas e hiperbdlicas [Gomez-Reino80], entre otros. Las PZL son
capaces de producir focos lineales y las cuadradas dos focos lineales perpen-
diculares entre si situados en el mismo plano transversal. En cierto modo, las
placas zonales cuadradas pueden entenderse como la combinacién de dos PZL
y una de sus aplicaciones mds interesantes es utilizar su focalizacién caracte-
ristica en forma de cruz para sistemas de alineamiento 6ptico. Basdndonos en
la estructura de una PZCu hemos propuesto un nuevo tipo de lente difracti-
va llamada PZ fractal cuadrada (PZFCu) cuya distribucién de zonas sigue el
conjunto de Cantor [Calatayud13a]. Para explicar la generacion de este nuevo
elemento difractivo es interesante tener en cuenta que el conjunto de Cantor
triddico establecido en la Fig. 2.9 también puede ser codificado utilizando un
vector de elementos binarios. En este caso el vector generador para S = 1
es {101}, donde “1” representan un segmento de blanco y “0”, un segmento
negro en la Fig. 2.9. Los siguientes 6rdenes se generan de forma recursiva
mediante la sustitucion de {1} por {101} y {0} por {000} en cada etapa de
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(b)

Figura 3.4: (a) Pupila de una PZFCu para S=3 y (b) su equivalente periddica.

la construccién de la estructura fractal. Entonces, el vector correspondiente a
S =2serd {101000101} y el vector equivalente periddico serd{101010101}.
Bajo esta consideracién, la funcién pupila de una PZFCu puede ser escrita
como:

N, x y _
plx,y) =Lt {re“ <a\/t/Tv> rect (a\/z/TV) 3.1)

X Yy
rect <a (il)/N> rect (a (il)/Nﬂ

donde N es el nimero total de zonas, #; son los componentes del vector que
definen el conjunto de Cantor y 2a el tamaiio del lado exterior de la PZ. Nétese
que con esta notacién la pupila viene representada por diferentes anillos rec-
tangulares de la misma 4rea cuya semianchura viene dada por x; = Wa y
donde la transmitancia de cada uno de ellos viene determinada por ¢; (ver Fig.
3.4). Por tanto la Ec. (3.1) es una expresion general que se puede utilizar para
generar otras distribuciones, ya sean periddicas o aperiddicas, representadas
por su vector ¢ correspondiente.

Bajo iluminacién de una onda plana monocromética la irradiancia de una
PZFCu puede obtenerse analiticamente aplicando la aproximacién de Fresnel.
De (2.3) se obtiene facilmente la distribucion de irradiancias en coordenadas
cartesianas como

2

1 o o A
I(x,y,2) = 122 // p(xo,yo)eszk(’“‘z)ﬂ’(z))e%(""Oﬂy‘))dxodyo . (32
Z —o0
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Si expresamos la transmitancia de la pupila en términos de las coordenadas
normalizadas {%o,yo} = {x0/a,yo/a}, la irradiancia puede ser rescrita como

2

I(az,y‘,u>=4u2/ q (%o, 3o ) e/ 2T ) 2T+ 30) gy | (3.3)

donde g(Xo, o) = p(a¥o,ayp), u es la coordenada axial normalizada y {x,y} =
{x/a,y/a} son las coordenadas transversales normalizadas. Si consideramos
la apertura cuadrada dada por (3.1) en la ecuacién anterior obtenemos la solu-
cién analitica de la irradiancia:

I(%,5,1) = 16| Ty te{ (erf[(1 + j) v/mu(/i/N + %)] +
erf[(1+ j)v/mu(/i/N — D)) (erf[(1+ j)v/Au(+/i/N + 7))+
erf[(1+ /) v/mu(y/i/N = 3)]) = (erf[(1 + j)v/mu(\/(i = 1) /N +5)]+
erf[(1+ j)v/au(/(— 1) /N — ) (ert[(1+ ))v/@u(y/(— 1) /N +3)]+
erf((1+ j)v/mu(+/(i—1)/N =5}, 6

donde erf[x] es la Funcién Error de x. Si centramos nuestra atencién en los
valores de la irradiancia a lo largo de la coordenada axial, la ecuacién anterior
se simplifica a

2

u) = gti{erfz[(l—i—j)\/m]—erfz[(l+j)\/m]} . (3.5)

La irradiancia axial de la PZFCu calculada para el orden S = 3 se muestra en
la Fig. 3.5. La posicién del 16bulo mds intenso (¥ = 13.40) coincide con el
de la PZCu convencional pero de manera similar a lo que ocurre en las lentes
fractales estudiadas hasta el momento, aparecen 16bulos subsidiarios alrede-
dor del 16bulo principal (u = 12.20 y u = 9.05) aumentando la profundidad de
foco de la lente. De hecho este tipo de PZ también es autosimilar, y por tanto
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Figura 3.5: Irradiancia axial de una PZFCu para el orden S = 3 y las irradiancias transversales
en sus principales focos.

las irradiancias axiales de los 6rdenes superiores estin moduladas por las de
los 6rdenes inferiores [Calatayud13a]. Los patrones transversales calculados
con la Ec. (3.4) de los focos principales también se muestran en la Fig. 3.5,
obteniéndose un volumen focal caracteristico en forma de cruz. Las PZCu
periddicas también generan patrones focales en forma de cruz, sin embargo
este patrén solo se mantiene en un intervalo axial reducido mientras que en
la PZFCu atn se mantiene para la posiciones de los focos secundarios. Esta
propiedad aumenta las prestaciones de las PZCu convencionales en su utilidad
para dispositivos de alineamiento dptico en tres dimensiones.

Aunque no se observa en la Fig. 3.5, una parte de la energia incidente es di-
fractada a focos de orden superior. Para mejorar la eficiencia de las PZFCu,
recientemente hemos propuesto un nuevo tipo de PZs basadas en el fractal
polvo de Cantor que pueden considerarse como ““ Photon sieves” rectangu-
lares [Ferrando13]. En este caso, los anillos rectangulares de la PZFCu se
sustituyen por un conjunto disjunto de rectangulos distribuidos en un fractal
2D {véase Fig. 3.6 (a)}. De este modo, como se muestra en la Fig. 3.6, se con-
sigue un efecto de apodizacion en los altos 6rdenes y la consecuente mejora
en las prestaciones de la lente.
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Figura 3.6: (a) Irradiancia axial de un CRFF para el orden § = 3 y (b) su equivalente PZFCu.

3.3 Placa zonal de Fibonacci

Todas las lentes aperiédicas que hemos presentado hasta el momento estdn
basadas en estructuras fractales. En esta secciéon vamos a introducir un nuevo
tipo de lente difractiva basada en la secuencia aperiddica de Fibonacci. En
matemadticas, la serie de Fibonacci es una sucesiéon de nimeros enteros que
fue descrita por primera vez por Leonardo de Pisa (1170 - 1250), también
conocido como Fibonacci [Gies00]. Esta secuencia, F; con i =0,1,2,..., se
obtiene a partir de la siguiente funcién recursiva, F; 1 = F;+ F;_j, con Fy =0
y Fy =1, por lo que F ={0,1,1,2,3,5,8,13,21,...}. La razén o cociente
entre un término y el inmediatamente anterior varia continuamente, pero se
estabiliza en un numero irracional conocido como razén aurea, nimero aureo,
@, que es la solucién positiva de la ecuacién ¢> — ¢ — 1 = 0 dada por:

¢ =limF/F = (1+\f5) /2. (3.6)

Podemos encontrar en la naturaleza y en el arte muchos elementos relacio-
nados con la sucesién de Fibonacci y el nimero ¢. En el mundo animal, la
secuencia determina la poblacién de conejos después de que una primera pa-
reja comience a reproducirse (tal y como describe el propio Leonardo de Pisa
en su libro Liber Abaci), la relacion entre la cantidad de abejas macho y abe-
jas hembra en un panal o la relacién entre la distancia entre las espiras del
interior de un caracol. En la vegetacion, la sucesién de Fibonacci determina
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Figura 3.7: Primeros 6rdenes de la cadena de Fibonacci.

la disposicion de los pétalos de las flores o la distancia entre las espirales de
una pifia [Klar02]. También se ha utilizado para definir la proporcién perfecta
entre muchas partes corporales de los humanos y los animales, como puede
ser, la relacidn entre la altura de un ser humano y la altura de su ombligo, la
relacién entre la distancia del hombro a los dedos y la distancia del codo a
los dedos, la relacion entre la altura de la cadera y la altura de la rodilla, etc.
En el hombre de Vitrubio y en otras obras de Leonardo da Vinci o de Miguel
Angel se pueden comprobar estas relaciones. Finalmente en la arquitectura
también podemos encontrar esta proporcién por ejemplo en el Partenén, en
la Torre Eiffel o en la catedral de Notre Dame, donde diversos componentes
estructurales se distribuyen segin la razén aurea.

La cadena de Fibonacci (Fig. 3.7) formada por dos elementos A y B se pue-
de generar a partir de la secuencia de ntimeros de Fibonacci con un pro-
cedimiento recursivo similar dado por D;y; = {D;,D;_} para i > 1, con
Do ={B} y D1 ={A}, porlo que D, = {AB}, D3 = {ABA}, D4 = {ABAAB},
Ds = {ABAABABA} y asi sucesivamente hasta el orden S deseado (Fig. 3.7).
Noétese que para un determinado orden S, la secuencia tendrd un total Fg;
elementos repartidos en Fg veces ‘A’ y Fs_; veces ‘B’ de forma que el nimero
total de elementos es Fg | = Fs+ Fs_1.

En la dltima década podemos encontrar multitud de trabajos cientificos en los
que la secuencia de Fibonacci se ha empleado en diversas aplicaciones. Por
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ejemplo se han estudiado las propiedades de transmisién de las denominadas
superredes de Fibonacci, es decir, sistemas dieléctricos multicapa en el que
se van alternando ldminas de material ‘A’ y ‘B’ en una cadena de Fibonac-
ci (véase por ejemplo las Refs. [Yang99] y [Zhu97]). Se ha podido verificar
tanto tedrica como experimentalmente que el espectro de transmision de estas
estructuras, ademads de ser autosimilar, presenta determinados rangos de fre-
cuencia en los que la propagacion estd prohibida, de forma similar a lo que
sucede en un cristal foténico.

Por otra parte, los patrones de difraccién generados por una cadena de Fi-
bonacci 1D formada por capas GaAs y AlAs se obtuvieron por primera vez
en 1985 en la longitud de onda de los rayos X [Merlin85]. Al igual que los
espectros de transmision, los patrones de difraccion mostraron propiedades
autosimilitud. En el campo de la foténica podemos encontrar también diver-
sos dispositivos disefiados y construidos utilizando la secuencia de Fibonac-
ci [Macid06] tales como redes difraccion lineales multicapas [Sah95] y redes
de difraccién circulares [Gaoll]. Dos ejemplos recientes de impacto signifi-
cativo son la fabricacién de ldseres de cascada cudntica con retroalimentacién
distribuida, y matrices de Fibonacci de nanoparticulas que producen una dis-
tribucién cuasi-periédica de modos plasménicos [Dallapiccola08, Mahler10].
Nosotros hemos utilizado la secuencia de Fibonacci para disefiar lentes difrac-
tivas [Monsoriul3] que como veremos a continuacidon presentan interesantes
propiedades de focalizacion. El disefio de un PZ de Fibonacci (PZFi) de orden
S se hace de manera similar a como se ha realizado en las PZFs. En este caso,
la funcién generatriz ¢({), definida en el en el intervalo [0, 1] se construye a
partir de la cadena Dy de la secuencia de Fibonacci (ver Fig. 3.7). En primer
lugar se divide un segmento de tamafio unidad en Fs| subelementos de lon-
gitud d = 1/Fs;1, y el valor que tiene el k-ésimo subelemento del segmento
inicial se asocia al valor k-ésimo de la cadena, Dy, siendo 1 o 0 cuando Dy
es “A” o “B”, respectivamente. Matematicamente, esta condicion se expresa
en una forma general como

_ [ U si(lle)-1)d<C{<l|lpld
"“)‘{ 0 si(lio+1)-Nd<¢<ilprnla P

donde / = {1,2,...,F;}, |x] es la funcion suelo de x y denota el mayor entero
menor o igual a x. En la Fig. 3.8 se muestra una PZFi de orden S = 8 junto
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Figura 3.8: (a) PZ de Fibonacci generada a partir de la cadena Dg y (b) PZ de Fresnel con el
mismo numero de zonas. (c) Irradiancia axial de ambas lentes en funcién de la coordenada
axial normalizada.

con una PZ de Fresnel con el mismo nimero de zonas. Téngase en cuenta
que la PZ de Fresnel se puede obtener usando el mismo método que en la
PZFi, pero sustituyendo la secuencia de Fibonacci por una periddica, es decir,
una secuencia de Fgsy; elementos que alterna cuadros blancos y negros. En
cierta manera, una PZFi se puede entender como una PZ de Fresnel conven-
cional con periodo p = 2d, donde las posiciones de algunas zonas han sido
intercambiadas.

Las irradiancias axiales de la PZFi de orden S = 8 y su PZ de Fresnel equiva-
lente se muestra en la Fig. 3.8 (c) en funcién de la coordenada axial normaliza-
da. Se puede observar que la reordenacidn de las zonas de una lente de Fresnel
de acuerdo con la secuencia de Fibonacci produce una divisién simétrica del
foco de primer orden. Curiosamente, la posicién del primer foco de la PZFi
se encuentraen u; = 13 = F; = Fy_; y el otro foco en u, =21 = Fg = Fs. Por
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consiguiente, la relacion de las distancias focales satisface uy /u; =~ ¢. El mis-
mo efecto de division focal se produce en los érdenes superiores de difraccion,
replicando la distribucién de irradiancias axiales a lo largo de la coordenada u
con un periodo Fgi.

Se puede demostrar facilmente, calculando las irradiancias axiales de la PZFi
para otros érdenes, que la bifurcacion de los focos no se produce tinicamente
para el orden S = 8 sino que es una propiedad intrinseca de la secuencia de
Fibonacci. Por tanto, para cualquier PZFi de orden S se producird una divisién
simétrica en la coordenada u de los 6rdenes de difraccién de la PZ de Fresnel
equivalente, siendo la posicién de los dos focos principales dada por los nt-
meros de Fibonacci Fs_; y Fs. Para entender este comportamiento intrinseco
a la secuencia de Fibonacci hay que recordar que una funcién cuasiperiédi-
ca puede ser considerada como una superposicién de funciones periddicas
cuyos periodos son inconmensurables uno con respecto al otro [Macid06].
Mas concretamente, la secuencia de Fibonacci es una funcion aperiédica con
dos periodos donde la relacién entre ellos es la proporcién durea. De acuer-
do con nuestra nomenclatura, en una PZFi estos periodos vienen dados por
p1=1/Fs_1=05(p+1)py p»=1/Fs~0,5¢ p. Por lo tanto, una PZFi se
puede entender como dos PZs de Fresnel entrelazadas con periodos normali-
zados p; y po. Estos periodos rigen la posicién de los focos principales de la
PZFi de una manera similar a un PZ convencional.

Es obvio que este tipo de PZ absorbe una parte de la energia incidente debido
a los anillos opacos. Para evitar esta pérdida de energia se pueden substituir
estos anillos con un material transparente de cierto grosor 6ptico que introduz-
ca un desfase 7 en el campo incidente. De esta manera la energia absorbida
por esta placa es nula por ser pura de fase. Sin embargo, al no tener el mis-
mo nimero de anillos de fase @ que de fase nula la energia no difractada no
se puede considerar cero como si sucede en la PZ de Wood estudiada en el
capitulo 2, pero aun asi se produce una disminucién considerablemente de
la misma. Al no existir absorcién y al ser menor la energia no difractada, la
energia incidente resultante se distribuye entre todas las ondas convergentes y
divergentes a las que da lugar la PZ, de modo que cada una de ellas es cuatro
veces mds intensa que en la correspondiente placa de amplitud andlogamente
a lo que ocurre entre la PZ de Fresnel y la de Wood.

Para la caracterizacion experimental de las PZ de Fibonacci de fase se ha
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Figura 3.9: Esquema del montaje experimental utilizado para la caracterizacién experimental
de lentes difractivas.

Figura 3.10: Fotografia del montaje experimental

utilizado el montaje experimental que se muestra en la Fig. 3.9. La imple-
mentacién de la lente se ha realizado en un modulador espacial de luz (LCoS-
SLM; Holoeye PLUTO, con 255 niveles de gris, 8 um tamafio del pixel y
1920x1080 pixels) calibrado para una diferencia de fase 27 para A = 633 nm
con modulacién solo de fase. Para evitar el ruido provocado por la reflexién
especular (orden cero de difraccién) y los altos 6rdenes de difraccién debi-
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dos al pixelado de la estructura, se aflade al SLM una fase lineal que actia
como portadora. De esta manera, la lente difractiva deseada es guiada dentro
del primer orden de difraccién y por tanto es ficilmente aislada colocando
un pin-hole en el plano focal L2. La lente L2 y L3 forman un sistema 4-f de
aumento 0.5 que conjuga 6pticamente el plano del SLM con el de la pupila de
salida. Para compensar el efecto de las distorsiones del modulador y los otros
elementos Opticos del montaje, se han medido las aberraciones del frente de
onda de la pupila de salida del sistema con un sensor Hartmann-Shack (HS).
El complejo conjugado de la fase medida con el sensor es finalmente afiadido
al SLM para evitar el efecto de dichas distorsiones.

Las propiedades de focalizacién de este tipo de lentes difractivas aperiddicas
se verifican experimentalmente capturando con una cdmara CCD el campo
difractado por la lente para diferentes posiciones axiales cuando es ilumina-
da por un haz plano monocromadtico (He-Ne A=633 nm). Para una correcta
captura del campo difractado la cdmara CCD se coloca sobre un motor paso a
paso (Thorlabs LTS 300, Rango: 300 mm y Precisién: 5 gm), con un objetivo
de microscopio (10X Zeiss(©) Plan-Apo). El control del SLM, el movimiento
del motor y la captura de las imdgenes fue automatizado con un programa
desarrollado con LabVIEW®). En la Fig. 3.11 se muestra el resultado obteni-
do con el dispositivo experimental para un PZ de Fibonacci de fase de orden
S =8 con a = 1.1mm. La discrepancia entre los valores tedricos y experi-
mentales es inferior al 7% lo que demuestra el correcto funcionamiento del
sistema tanto en la implementacion de la lente como en su posterior caracte-
rizacion.

Como se ha explicado anteriormente, la representacion de la irradiancia axial
en funcidén de la coordenada u, nos ha resultado 1til para explicar el mecanis-
mo fisico responsable de la divisién focal y es bastante ilustrativa debido a que
las posiciones de los focos principales de una PZFi de orden S viene dada por
los ntimeros de Fibonacci Fs_; y Fs. Sin embargo para el andlisis de las pro-
piedades de focalizacion, es también interesante estudiar la irradiancia axial
en funcién de la coordenada z. Para no entrar en confusién entre las dos con-
figuraciones, hay que tener en cuenta que la posicion relativa de los focos se
ha intercambiado debido a que las dos coordenadas axiales, z y u, son inversa-
mente proporcionales una con respecto a la otra. Por este motivo, siempre que
no se diga lo contrario, cuando nos refiramos al orden de los focos seguiremos
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Figura 3.11: (a) Mapa de irradiancias generado por una PZ de Fibonacci de fase en funcién de
las coordenadas transversal y axial. (b) Comparacién de la irradiancia axial tedrica y experi-
mental.

la nomenclatura utilizada en la coordenada u.

Lo primero que llama la atencién en el mapa de irradiancias de la Fig. 3.11,
es que aunque la intensidad méaxima en el eje axial es la misma para los dos
focos, el segundo I6bulo de la figura presenta un contenido energético mayor.
Justamente el hecho que las intensidades axiales maximas de estos focos sean
iguales, nos dice que la eficiencia de difraccion del primer foco, 1, es mayor
que en el segundo, 1, , satisfaciendo 1y /1, = (u2 /u1)* =~ @*. Nétese que esto
también pasaba entre los diferentes érdenes de una PZ de Fresnel, donde todos
los focos tienen la misma intensidad axial mdxima (véase la seccién 2.3.1) y
su relacién energética viene dada por la misma expresion 1y /1, = (u,/u1)* =
n’.

En lo referente a las resoluciones transversales y axiales, el segundo l6bulo
es @’-veces mas ancho axialmente que el primero y por otra parte la anchu-
ra transversal del segundo 16bulo es @-veces mayor, por lo que su resolu-
cién es menor. Finalmente, segtin lo predicho por el andlisis tedrico, la lo-
calizacion axial de los puntos focales depende de los nimeros de Fibonacci,
fi=a*/2AF; =7.35cmy f» = a®/2AFg = 4.55cm y esas distancias focales
satisfacen la siguiente relacién: f/f, = Fs/Fs—1 =~ @.



Capitulo 4

Lentes aperiodicas kinoform

En este capitulo vamos a presentar los nuevos disefios de lentes kinoform
basadas en secuencias aperiddicas. En primer lugar realizaremos una doble
generalizacién a la LD presentada en el Capitulo 2; por una parte se variard
la proporcién entre las zonas de la Escalera del Diablo o funcién de Can-
tor [Casanovall] y por otra se utilizardn conjuntos poliddicos introduciendo
la lacunaridad como pardmetro de disefio [Calatayud09]. A continuacion, es-
tudiaremos un nuevo tipo de lentes que se caracterizan por tener una distri-
bucién de los dientes de sierra que sigue la secuencia de Fibonacci [Monso-
riu]. Finalmente, en la parte final del capitulo se explicard de forma breve una
posible aplicacién de la LD en oftalmologia para el disefio de nuevas lentes
intraoculares multifocales [Furlan13a].

4.1 Lente del Diablo Generalizada

En la Capitulo 2 se ha introducido la LD como un tipo de lente kinoform en la
cual la distribucion de fase estd caracterizada por la funcion fractal Escalera
del Diablo [Monsoriu07]. Se ha demostrado que este tipo de lente mejora
las prestaciones de las lentes kinoform convencionales, al tener una mayor
profundidad de foco y menor aberracion cromatica. Se ha mostrado que a
través de la etapa de crecimiento S del fractal se puede controlar la distancia
focal y aumentar el niimero de focos subsidiarios alrededor del foco principal.

49
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Sin embargo, para algunas aplicaciones se pueden necesitar mayores grados
de libertad en el disefio, por este motivo se van a presentar dos nuevos tipos de
LD que introducen pardmetros de disefio adicionales que nos van a permitir
un ajuste mas fino en las propiedades de focalizacién sin perder la fractalidad
caracteristica de este tipo de lente.

En primer lugar, introducimos las Lentes del Diablo Generalizadas (LDG),
que se construyen a partir del conjunto de Cantor triadico generalizado [Ca-
sanovall]. Recordemos que el conjunto de Cantor convencional, se puede
obtener a partir de una distribucién periddica finita de segmentos de la cual se
han eliminado algunos de ellos. En la etapa de crecimiento S, la distribucién
periédica equivalente tiene (3% + 1) /2 segmentos de longitud d = 375, sepa-
rados por intervalos vacios de la misma longitud por lo que el periodo de esta
estructura finita es igual a p = 2/3% (véase la seccién 2.4.1).

Ast, el conjunto de Cantor generalizado se puede obtener dividiendo un seg-
mento inicial de tamafo unidad en (T + 1) partes y eliminando los (T - 1)
segmentos centrales. Para los dos segmentos restantes repetimos esta opera-
cién, y asi sucesivamente.

Siguiendo el razonamiento anterior se puede definir un conjunto de Cantor
mas general en el que la relacién entre las longitudes del periodo equivalen-
te y el de los segmentos es un nimero entero positivo T = p/d [Mendoza-
Yero(09a]. Llamaremos a este parametro el factor de generalizacién del con-
junto de Cantor. De acuerdo con la definicién anterior, un conjunto de Cantor
convencional es un caso particular con 7 = 2 [véase en la Fig. 4.1 (a)]. Basado
en este nuevo fractal, la funcién de Cantor Generalizada, Fg(x), se define co-
mo una funcién monétonamente creciente en los segmentos del conjunto de
Cantor Generalizado y constante en los gaps de dicho conjunto. Esta nueva
funcién generalizada se puede utilizar para determinar el perfil cuadrético de
las LDs eligiendo adecuadamente la altura de los escalones de forma que el
cambio de fase que introducen en cada peldafio es de 27. El perfil radial de
la LDG resultante se muestra en la Fig. 4.1 (b) para S=2y 7 =3. En la
misma figura se muestra su correspondiente lente kinoform de la misma dis-
tancia focal. Las LDGs también pueden ser entendidas como lentes kinoform
de (74 1)5 zonas donde algunas de esta zonas han sido eliminadas.

La irradiancia axial de la LDG para diferentes valores de S'y 7 se muestra en
la Fig. 4.2. Se puede observar que la posicidn axial del 16bulo central de la
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Figura 4.1: (a) Conjunto de Cantor generalizado para diferentes valores de S'y 7. (b) Escalera
del diablo generalizada para S =2y 7 = 3, en la parte inferior se muestra el perfil de una Lente
del Diablo Generalizada para S = 2 y su correspondiente lente kinoform de la misma distancia
focal.

LD est4 situado en la distancia normalizada u = (7 + 1)% que coincide con la
posicion del dnico foco la lente kinoform equivalente. Por tanto, mediante el
uso de la coordenada axial z = a®/2Au, la distancia focal proporcionada por
el LDG se puede expresar como

a?

fst= m 4.1)

Como en las LD, la LDG presenta un dnico foco principal y multiples fo-
cos subsidiarios con perfil autosimilar. Esta autosimilitud se puede observar
claramente en la Fig. 4.2 donde las irradiancias axiales de un orden inferior
forman la envolvente de la superior con un factor de magnificacién igual a
T+ 1. El nimero de focos subsidiarios es mas alto segiin vamos aumentando
T, incrementando por tanto la profundidad de foco de la lente.

Esta forma de generalizar el conjunto de Cantor ya habia sido utilizada pre-
viamente con PZ fractales binarias de amplitud [Mendoza-Yero09b], con las
que se consiguié demostrar experimentalmente la equivalencia en una PZ en-
tre la irradiancia axial generada con una onda monocromadtica y la intensidad
espectral en un punto fijo en el eje bajo iluminacién de banda ancha. Esta
interesante propiedad aplicada a PZ fractales permitiria el disefio de nuevos
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Figura 4.2: Irradiancia normalizada en funcién de la coordenada axial u para diversos casos de
Lentes del Diablo Generalizadas.

filtros con un espectro de transmisién con estructura fractal. Con las LDG se
conseguiria ademds aumentar la eficiencia en difraccion de estos filtros.

4.2 Lente del Diablo Poliadica

En esta seccién vamos a incrementar los grados de libertad en el disefio de la
LD, para ello vamos a generalizar totalmente la LD ya existente para cualquier
conjunto fractal (N > 2), introduciendo la lacunaridad como un pardmetro de
disefio. Este nuevo tipo de LD la denominaremos Lente del Diablo Poliddica
(LDP).

EL conjunto de Cantor poliddico se ha introducido ya en el Capitulo 2. Los
fractales poliddicos de Cantor con lacunaridad variable, que se introdujeron
ya en la seccién 2.4.1, se caracterizan por tres parametros de construccion:
el nimero de copias autosimilares, N, el factor de escala, v , y la lacunari-
dad, €. Con estos tres pardmetros es posible llevar a término una caracteri-
zacion completa del fractal [Monsoriu04] y determinar los intervalos de los
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Figura 4.3: (a) Funcién de Cantor poliddica o escalera del diablo poliddica para S =2, N =4,
y=1/7y & =1/7. (b) LDP convergente para los mismos pardmetros y su lente kinoform
equivalente.

gaps [ps., gs,] que definen la escalera del diablo. Basado en esta generaliza-
cién del conjunto fractal, la funcién de Cantor poliddica Fg(x) se muestra en
la Fig. 4.1 (a) paraS=2, N =4, y=1/7y € = 1/7. Como hicimos en la
seccidn anterior, podemos utilizar esta nueva funcién poliddica para definir el
perfil cuadratico de la lente eligiendo el cambio de fase que se introduce en
cada peldafio igual a 2. La LDP resultante se muestra en la Fig. 4.3 (b) junto
a su correspondiente lente kinoform equivalente de la misma distancia focal.

Para demostrar que la irradiancia axial de las LDP continua teniendo compor-
tamiento autosimilar, incluso cuando se varia la lacunaridad, utilizamos los
mapas de irradiancias bidimensionales. En estas gréficas, la irradiancia axial
dada por la Ec. (2.10) se representa en niveles de gris en funcién de la distan-
cia axial normalizada u y del pardmetro de lacunaridad €. La Fig. 4.4 muestra
los mapas de irradiancias de LDPs con N = 4 en la fase de crecimiento S = 1
(a) y S =2 (b). Las regiones donde la irradiancia axial en la Fig. 4.4 es nula
se puede entender como el cruce de multiples interferencias de los campos
difractados por las zonas de fase de la lente. La caracteristica mds notable que
se puede observar entre las graficas correspondientes a S=1y S=2es la
autosimilitud existente entre ellas. De hecho, la respuesta para S = 1 forma la
envolvente sobre la de S = 2, y ambas estructuras son autosimilares para cual-
quier valor de €. Este resultado muestra que la irradiancia axial proporcionada
por una LDP tiene propiedades autosimilares, como las PZF lacunares mostra-
das en la Fig. 2.11. Sin embargo, las PZF lacunares producen multiples focos
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Figura 4.4: Representacion en escala de grises de la respuesta axial en funcion de la distancia
axial normalizada y la lacunardad para una LDP (N=4 , y=1/7) con: (a) S=1, (b) §=2

fractales a lo largo del eje Optico, mientras que la irradiancia axial producida
por una LDP se disipa fuera de los intervalos que se muestran a la Fig. 4.4.
Por lo tanto, la eficiencia de difracciéon de LDP mejora significativamente la
de PZFs.

Cuando se utiliza una iluminacién policromética, la irradiancia proporcionada
por las lentes difractivas consideradas hasta ahora se ve afectada por la dis-
persion cromdtica. Como se ha demostrado anteriormente, una de las carac-
teristicas principales de la LD es su gran profundidad de campo y una menor
aberracion cromdtica respecto la lente kinoform convencional. Este compor-
tamiento se puede mejorar todavia mds con una LDP mediante una seleccién
adecuada del valor de la lacunaridad. Siguiendo el enfoque convencional, el
comportamiento de una LDP bajo la iluminacién de banda ancha puede ser
evaluado en términos de los valores triestimulo [Yzuel75] calculados a lo lar-
go del eje optico:

A A
X={ 10r=0,20)SA)FdA ; Y :/ “I(r=0,2,1)S()5dA;
ll l1
“4.2)

A
Z= [ 1r=0,2,2)S(A)7dA,
M

donde S(A) es la distribucién espectral de la fuente, (1;,4,) representa el
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Figura 4.5: (a) [luminacidn axial policromadtica calculada para una LD convencional (linea a
trazos) y una LDP con los pardmetros estructurales S=1, N=4 , y= 1/7, y €= 0,1215 (linea
continua). La cromaticidad de las dos curvas se muestra en (b).

intervalo de longitud de onda considerado y (X,y,z) son las tres funciones
de sensibilidad cromadtica del detector que en particular en la evaluacién de
los sistemas visuales, son las funciones de sensibilidad del ojo humano (CIE
1931). La respuesta axial se puede expresar en términos de la iluminancia
axial Y y las coordenadas cromaticas axiales x, y:

X Y

Xm o Y= (4.3)
X+Y+Z X+Y+Z

Para mostrar la mejora en el comportamiento de una LDP con iluminacién po-
licromética hemos calculado las ecuaciones (4.2) y (4.3) para la LD conven-
cional y para una LDP con los pardmetros estructurales, S=1,N=4,y=1/7,
y €=0,1215. La longitud de onda de disefio para ambos elementos es Ap= 550
nm. El célculo se ha realizado para 41 longitudes de onda equidistantes que
van desde 380 nm a 780 nm, y como distribucién espectral de la fuente se ha
utilizado el iluminante C. La Fig 4.5 (a) muestra como la iluminacién axial
para el LDP es mds uniforme y tiene una profundidad de foco mayor en com-
paracién con el LD convencionales. La Fig 4.5 (b) la curva de cromaticidad
de los puntos axiales alrededor del foco principal, 0.9 < z/f < 1.1 donde los
tridngulos y cuadrados representan z/f = 0.9 y z/f = 1.1, respectivamente,
mientras que los circulos representan z = f para la longitud de onda de disefio.
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Se puede observar que la LDP presenta una variacién menor de cromaticidad
respeto a la LD convencional. De hecho, las coordenadas crométicas del foco
estdn muy proximas al punto que representa la fuente luminosa blanca.

4.3 Lente kinoform de Fibonacci

A continuacién, vamos a analizar un nuevo tipo de lente kinoform aperidédica
basado en la secuencia de Fibonacci [Monsoriu]. El disefio de una Lente ki-
noform de Fibonacci (LKF) de orden S se hace de manera similar a como se
ha realizado en las PZ Fibonacci estudiadas en el capitulo anterior. También
en este caso, la LKF se construye a partir de la cadena Dy de la secuencia de
Fibonacci (ver Fig. 3.7). Como ya hemos visto, en una cadena de este tipo se
alternan los elementos de una manera cuasi periédica. Otra interpretacion de
la cadena de Fibonacci es considerarla una red periddica a la que se le han
colocado defectos de medio periodo en algunas zonas de la red. Este hecho se
puede observar facilmente en la parte superior de la Fig. 4.6, donde se muestra
la cadena D¢ de Fibonacci. Sobre esta cadena se pueden diferenciar diversas
pares de celdas unidad *AB’ (subrayadas en rojo) separadas en algunos casos
por cuadros blancos *A’ desemparejados que actian como defectos en la red.
La interpretacion anterior nos sirve para explicar el disefio de la LKF de forma
sencilla. Partiendo del perfil de una PZFi la construccién del perfil que da lu-
gar a la LKF consiste en detectar las celdas que se repiten dentro de la cadena
Dy, para posteriormente sustituirlas por una zona con perfil blaze o diente de
sierra. Para ello, se sustituye cada par de elementos *AB’ por dientes de sie-
rra. Los cuadros blancos *A’ restantes, representan los defectos anteriormente
mencionados de fase nula (véase Fig. 4.6). Finalmente, para un determinado
orden S, la LKF consta de Fg_; dientes de anchura 2d con Fs_, defectos de
anchura d. La fase ®({) de la LKF, definida en el en el intervalo [0,1], se
puede expresar matematicamente como:

¢ (llg+1)]~2)d
2
o0~ 2

0 encualquierotro valorde §

si([l(e+1)]—2)d << |l(p+1)]d

4.4)
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Figura 4.6: (a) Cadena de Fibonacci para S = 6. La funcién de fase expresada en funcién de ¢
para LKF y PZFi de fase de la misma distancia focal se muestran en la parte inferior. (b) LKF
convergente en la etapa de crecimiento S = 6 y su equivalente PZFi de fase.

donde I = {1,2,...,Fs_;}. De forma similar a la LD, el perfil radial de la
superficie de la lente i(r) puede ser obtenido a partir de la siguiente relacién

2
hixr (r) = 27:(;11)—1) modaz [27: —® <22>] . (4.5)
En la parte inferior de la Fig. 4.6 (b) se muestra el perfil de una LKF para § =
6, que se obtiene a partir de la Ec. (2.35). En cierto modo podemos entender la
LKF como una lente kinoform periddica a la que se le han colocado defectos
en forma de regiones de fase nula, siendo la longitud de estas regiones igual
a medio periodo. Por comparacién en la parte superior de la misma figura se
muestra el perfil correspondiente a una PZFi de la misma distancia focal.

Las irradiancias axiales de las LKFs de orden S =8 y § = 10 y las de PZFis
con la misma distancia focal se muestran en la Fig. 4.7. Se puede observar que,
de forma similar a la PZFi, la LKF produce una division simétrica del foco de
primer orden, siendo la posicién de los dos focos en u; = Fs_1 y en up = Fg,
respectivamente. Sin embargo, las PZFi produce multiples focos a lo largo del
eje Optico, mientras la irradiancia axial producida por una LKF los focos de
alto orden desaparecen. Es evidente por tanto que la eficiencia en difraccion
de la LKF es mayor y como sus dos focos tienen la misma intensidad axial
su relacién energética viene dada por la misma relacién que hemos obtenido
en la PZFi. Por consiguiente, con este nuevo elemento difractivo conseguimos
una lente difractiva absolutamente bifocal donde la relacién de las distancias
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focales sigue satisfaciendo u; /u; =~ @ y el balance energético entre los focos
satisface la relacion 1, /M2 = (u2/u1)? ~ @2

1
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Figura 4.7: Irradiancias normalizadas en funcién de la coordenada axial u# de una Lente kino-
form de Fibonacci (parte inferior) para S = 8 y S = 10 junto con las irradiancias normalizadas
de la PZ de Fibonacci de la mismas distancias focales (parte superior).

4.4 Aplicaciones en oftalmologia

Uno de los campos de aplicacién de los nuevos disefios presentados de LD
es la oftalmologfa. Concretamente en la forma de lentes intraoculares (LIO)
y lentes de contacto. Las LIOs son el dnico tratamiento que existe actualmen-
te para solucionar una afeccién de cataratas. La catarata es una opacificacion
del cristalino del ojo que afecta a la funcién visual, reduciendo la agudeza
visual y la sensibilidad al contraste como consecuencia de la dispersion (scat-
tering). Para solucionar esta afeccién hay que extraer el cristalino cataratoso
y sustituirlo por una LIO que permita restablecer la visién. En la Fig. 4.8 se
muestran diversos ejemplos de LIOs comerciales. La extraccién del cristalino
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Figura 4.8: Ejemplos de diversos modelos de lentes intraoculares.

tiene dos consecuencias: el ojo queda altamente hipermétrope y la capacidad
de acomodacion se pierde. Se puede recurrir a dos tipos de soluciones: la im-
plantacién de LIOs monofocales calculadas para compensar sélo la visién de
lejos del paciente o bien la implantacién de lentes intraoculares multifoca-
les (LIOMs) que proporcionan la posibilidad de buena vision, tanto de lejos,
como de cerca.

Como hemos visto anteriormente, las LD tienen la propiedad de ser intrinse-
camente multifocales por su estructura fractal, de manera que permiten ex-
tender la regién del espacio en la que se obtienen imdgenes aceptablemente
nitidas. La LIO fractal que hemos propuesto combina las propiedades de mul-
tifocalidad caracteristica de los disefios fractales con una base refractiva que
compensa la alta hipermetropia del ojo al extraer el cristalino [Furlan13a].
Para la fabricaciéon de LIOs monofocales una de las técnicas que se utilizan
son micro-tornos de precisiéon que permiten una remocion directa del mate-
rial 6ptico de una manera controlada sin el uso de procesos intermedios. Sin
embargo las caracteristicas del tamafio o de la zona mds pequeia que pueda
fabricarse estan limitadas por la herramienta del torno (punta de diamante),
Con esta tecnologia utilizada no es posible tallar perfiles tipo kinoform como
el representado en la Fig. 2.7. Por este motivo, a diferencia de las LD, en
las LIOMs propuestas [Furlan13a] no se elimina el material de la lente que
proporciona un cambio de fase 27 para la longitud de onda de disefio. De
esta manera conseguimos un perfil continuo de fase que el torno es capaz de
reproducir. Las LIOMs fractales propuestas estdn basadas en la escalera del
diablo definida a partir de la funcién Cantor con la Ec. (2.34). Para el disefio
de LIOMs se ha considerado el conjunto de Cantor S = 2. En este caso, existen
4 segmentos de longitud d = 375 = 1/9 y 3 huecos situados en los intervalos
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Figura 4.9: Grifica que representa el perfil de la lente de acuerdo a la funcién de Cantor.

[1/9,2/9], [3/9, 6/9] y [7/9, 8/9] (véase Fig. 2.12). Este perfil se puede expresar
de la siguiente manera:

2
hrio(r) = —2Kn25F (r2> 171). (4.6)
a* ) 2x(ng —n,)

donde 7, el indice de refraccién del medio que envuelve la lente y K es un nu-
mero natural (K =1,2,...), siendo ahora el cambio de fase entre cada peldafio
de la funcién Cantor igual a K27x. Finalmente, para simular la potencia del
cristalino es necesario afiadir al perfil definido en (4.6) una lente base refracti-
va hp, siendo por tanto el espesor final de lente igual a e(r) = hg(r) + hrio(r).
La lente asi generada se comporta como una lente hibrida de caracter difractivo-
refractivo en la que se alternan zonas anulares con dos radios de curvatura
diferentes que dan lugar a los focos principales de la lente. La difraccién pro-
ducida por los diferentes anillos distribuidos fractalmente proporciona la es-
tructura interna de cada uno de estos focos. En la Fig. 4.9 se muestra la gréfica
que representa el perfil de la LIOM de acuerdo a la funcién de Cantor. La cur-
va escalonada muestra la diferencia (aumentada un factor 6) entre la superficie
disefiada (curva superior) y la superficie refractiva de base (curva inferior) que
corresponde a una lente monofocal, es decir, representa directamente la fun-
cién de Cantor distribuida cuadrédticamente. En las zonas en las que la funcién
aperiddica toma un valor constante las dos superficies comparten los mismos
radios de curvatura y por lo tanto la misma potencia, que corresponderia a la
potencia de lejos. En las zonas crecientes de la funcién de Cantor, la superfi-
cie disefiada presenta un radio de curvatura menor por lo que la lente tendra
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Figura 4.10: Irradiancia axial para una LIOM fractal en funcién de coordenada axial Py las
imagenes transversales obtenidas experimentalmente en los focos de la lente.

una mayor potencia que proporcionara la visién cercana. El control de la di-
ferencia de potencias entre las zonas destinadas a vision de lejos y de cerca,
es decir, la adicién de la lente, se controla con el parametro K a través de la
siguiente expresion [Remén12]

_ 2Apk3S
==
donde b es el radio de la lente intraocular donde se construye el perfil difrac-
tivo. En la Fig. 4.10 se muestra la irradiancia axial para una LIOM fractal en
funcién de la inversa de la distancia z, es decir, en dioptrias. Para este ejemplo
se ha supuesto que el indice de refraccidn de la lente es PMMA (n;, =1.493) y
se encuentra sumergida en humor acuoso (n,=1.336). La potencia de lejos de
la lente se ha considerado igual a P,=19.5 D, con una adicién Ad=3.5 D. Para
este valor de adicidn, de (4.7) se obtiene un valor de K = 3, si la distribucion
del perfil fractal se encuentra en una superficie Optica igual b=2.92 mm.

De forma similar a la LD, en los resultados mostrados en la Fig. 4.10 se ob-
servan dos focos principales situados en las potencias diseiadas, rodeados de
miuiltiples focos secundarios. Estos focos subsidiarios proporcionan una mayor
profundidad de foco, que permite lograr una menor dependencia del tamafo
pupilar caracteristicos de las lentes multizona. Ademads, gracias a la presen-
cia de estos focos secundarios se obtiene una lente con menores aberraciones
cromadticas, ya que al utilizar luz policromatica se produce una superposicion

Ad 4.7)



62 CAPITULO 4. LENTES APERIODICAS KINOFORM

parcial entre los mismos para las diferentes longitudes de onda. Sobre cada
uno de los focos principales de la Fig. 4.10 también se muestran las imdgenes
policromaéticas del foco de lejos y el foco de cerca obtenidas de forma experi-
mental para una lente de las mismas caracteristicas. Estos resultados verifican
lo expuesto anteriormente, ya que la lente proporciona imagenes nitidas “cua-
si blancas” tanto para visién de lejos como de cerca.

Finalmente, quisiera destacar que la contribucién de mi trabajo de Tesis Do-
cotoral en el campo de la oftalmologia se enmarca en la propuesta tedrica
de los disefios de lentes oftdlmicas fractales reflejadas en las patentes [Fur-
lan13a, Furlan13b] de las que soy coinventor. Los resultados obtenidos se han
comparado con nuestros prototipos desarrollados en colaboracién con la em-
presa AJL Ophthalmic SA, demostrando que las LIOM fractales presentan
una mayor profundidad de campo y una menor aberracién cromadtica. Todos
estos resultados se discuten en mds profundidad en [Remén12].



Capitulo 5

Lentes vortice

El problema de formacién de los vértices 6pticos ha sido de gran interés en
los tltimos 25 afios, debido a su amplia perspectiva tecnolégica. Una de las
principales aplicaciones es su utilizacién como trampas 6pticas. Este método
de micromanipulacién, también conocido como pinzas pticas, es actualmen-
te una herramienta usada principalmente en investigacion biolégica y médica,
donde es posible atrapar y mover objetos microscopicos con un haz luz fuerte-
mente enfocada, sin necesidad de tener contacto mecdnico con ellos. La gran
ventaja de los vortices Opticos con respecto a otros métodos, es que ademads de
atrapar microparticulas son capaces de provocar una rotacion en estas particu-
las debido a su inherente momento angular orbital [Roux04]. Esta propiedad
también puede ser usada para transmitir informacién, permitiendo portar mas
informacién en una sola sefial 6ptica, e incrementando la capacidad de los
enlaces de comunicaciones 6pticas [Wang12]. También se pueden encontrar
aplicaciones de vdrtices dpticos en astronomia, donde en ocasiones se requie-
re visualizar regiones de alta intensidad que saturan el ojo del observador. Para
esto, se condiciona al telescopio con un dispositivo necesario para ubicar un
vértice Optico en el centro del objeto a observar y asi visualizar su contorno.
Gracias esta técnica se pueden observar planetas extrasolares directamente sin
que el brillo de su estrella mds préxima nos lo impida [Foo05].

Entre la multitud de métodos que se han propuesto para la formacién de vor-
tices dpticos, el que mds destaca es la PZ en forma de espiral, a causa, princi-
palmente, de su alta eficiencia energética [Lee04]. Este tipo de lente combina

63
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una lente difractiva convencional con una méscara en forma helicoidal cuya
geometria recuerda a la de una rampa en espiral. Estos sistemas focalizan la
luz en un vértice Optico, que en intensidad tiene forma toroidal, algo seme-
jante a un “donut” de luz. De esta manera, la luz focalizada de la PZ espiral
puede ser utilizada para atraer particulas de alto indice de refraccién (indice
de refraccién superior al del medio circundante) de forma similar a un pinza
Optica convencional, y también para atrapar particulas de bajo indice en las
zonas de intensidad nula del donut.

En este capitulo vamos a presentar una nueva familia de lentes difractivas
aperiddicas para generar vortices Opticos o singularidades 6pticas donde la
amplitud compleja el campo electromagnético es nula en un punto y la fa-
se presenta una indeterminacién. Alrededor de esta singularidad, la fase del
campo presenta una forma helicoidal con una dependencia igual a m27, donde
m es la carga topoldgica del vortice [Gbur06]. La idea consiste en combinar
los conceptos de PZ espiral con las lentes difractivas aperiddicas estudiadas
en los capitulos anteriores. En primer lugar estudiaremos la combinacién de
una mdscara de fase helicoidal con una Lente de Diablo, que denominaremos
Lente-Vortice del Diablo.

5.1 Lente-Vortice del Diablo

El principal inconveniente que presenta la PZ espiral, es que su volumen focal
es muy reducido lo que dificulta su aplicabilidad en el campo de las pinzas
Opticas. Para mejorar este efecto, las mascaras de fase helicoidal han sido
recientemente combinadas con otro elemento 6ptico difractivo, las PZF bina-
rias [Tao06]. La PZ espiral fractal resultante es capaz de focalizar la luz en
una secuencia de vortices opticos a lo largo del eje 6ptico, aumentando por lo
tanto la region de influencia del primer orden de difraccién.

A diferencia de las PZ espiral fractal, las Lentes-Vértices del Diablo (LVD)
son LD que son moduladas por una estructura de fase helicoidal [Furlan09].
La principal ventaja de las LVD respecto a las PZ espiral fractal, es que la
primera apodiza los focos de orden superior mejorando significativamente la
eficiencia en difraccion.

Asi, las LVD se construyen a partir de las LD estudiadas en el Capitulo 2, a la
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Figura 5.1: Variacion de fase para lentes vortice con diferentes valores de carga topoldgica.
Lentes-Vortices kinoform (Fila superior). Lentes-Vortice del Diablo (Fila inferior).

que se le aflade una variacion de fase azimutal, @y =m0, donde m es un ente-
ro que representa la carga topoldgicay 0 es el dngulo azimutal. De esta mane-
ra, la distribucién de fase de la LVD viene representada por ®;yp = Prp+ Dy,
donde ®;p es la distribucién de fase de una LD convencional. En la Fig. 5.1
se muestran diferentes disefios de LVD para S = 3 y cargas topoldgicas m =
0,1,2 donde los niveles de gris representan la variacién de fase continua. Por
comparacion, la correspondiente lente-vortice kinoform se muestra en la mis-
ma figura. Es interesante destacar, que las LVD pueden entenderse como una
generalizacion de las LD ya que el resultado para m=0 se corresponde con
la LD convencional. Teniendo en cuenta que la transmitancia de una LD la
hemos definido en (2.35), podemos expresar la transmitancia de la LVD como

qpL(g,S) = exp[j2S+17rF5(g)] X exp[jm0]. 5.1

Esta ecuacion asi expresada, el primer factor estd asociado a la LD y sélo tie-
ne una dependencia radial. El segundo, tiene una dependencia lineal con el
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dngulo azimutal y corresponde a la méscara de fase helicoidal. De esta forma
a diferencia de todas las lentes que habiamos estudiado hasta ahora, las LVD
no presentan simetria de rotacién. Para poder determinar las propiedades de
focalizacidn de este nuevo elemento difractivo es necesario por tanto reformu-
lar las expresiones del Capitulo 2 teniendo en cuenta la dependencia azimutal
de la nueva funcién pupila, Uy(ro, 60) = p(ro)e/™®. Sustituyendo esta fun-
cién pupila en la integral de Fresnel en coordenadas polares definida en (2.4)
resulta:

—jkz, P a pom ; .
e e mey k2 ik _
— . / / p(ro)e]mgoe 2% 0 rrocos(6 90)’,0drode07
jAz 0 Jo
5.2)
De nuevo, podemos integrar primero la parte correspondiente a la componente
azimutal;

U(r,0,z) =

2 .
/ nejm@()e%'”rocos(efeo)deo — 27rejm<9+%)]m(ljrro), (53)
0 Z

donde J,, es la funcién de Bessel de orden m. Teniendo en cuenta el resultado
anterior la ecuacion (5.2) se reduce a

ejm(9+%)e—jkze%kr2

a k _j
U(r,0,z) = —2n / p(ro)Jm(grro)eT?l-krgrodro. (5.4)
0

JAz
Hemos visto, que para nuestros propdsitos, es conveniente expresar la pupila
en términos de la variable ¢ = (“2)2, de tal manera que p(r) = ¢(¢). Final-

a
mente, la distribucién de irradiancia y fase de una LVD viene dado por:

2 —jx 2 2
I(r,z) = <77LTZ> /0 q(g)e: T <7L7;ar\@> dg| , (5.5)
n\ 2t w? m
(P(rae)Z)—m(e‘FE)—TZ—TZ—E. (5.6)

Si comparamos el resultado obtenido en (5.5) con el desarrollo tedrico del Ca-
pitulo 2, es evidente, que esta ecuacién es una generalizacién que se reduce
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Figura 5.2: Mapa de irradiancias numérico (columna de la izquierda) y experimental (columna
de la derecha) obtenidos con LVDs con diferentes cargas topoldgicas.

a (2.9) para m = 0. En la Fig. 5.2 (columna de la izquierda) se muestra los
resultados numéricos obtenidos para LVDs con distintas cargas topolégicas.
Se ha considerado que estdn iluminadas por un haz plano monocromético de
longitud de onda A = 633nm, que todas tienen la misma etapa de crecimiento
S = 3 y tamafio pupilar a = 1.1mm. Como era de esperar, las LVDs presentan
un foco principal en fs = a*>/2A3% y un niimero de focos secundarios alrede-
dor de él, produciendo un volumen focal con un perfil fractal. Para valores no
nulos de la carga topoldgica, estos focos son vortices Opticos en forma de “do-
nuts” cuyo didmetro se puede ajustar segun el disefio de la lente [Furlan10].
Las Fig. 5.2(c) y 5.2(e) muestran el volumen focal asociado para las LVD con
m=2y m=5, respectivamente. Hemos realizado el célculo para diferentes car-
gas topoldgicas y hemos verificado que el didmetro del “donut” aumenta con
la carga topoldgica tal y como pasa en las lentes vortices convencionales [Cur-
tisO3].

En la columna derecha de la Fig. 5.2 se muestran lo resultados experimentales
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Figura 5.3: Patrones de difraccion transversales medidos en distintas distancias de propagacion,
correspondientes a LVD con carga topoldgica m=2 y m=5.

obtenidos con lentes de la mismas caracteristicas [Calatayud12]. Para ello se
ha utilizado un dispositivo idéntico al explicado en la seccién 3.3. También
en este caso hemos implementado las lentes en un modulador espacial de luz
y sus propiedades de focalizacién se han determinado capturando el campo
difractado con una CCD cuando la LVD es iluminada por un haz plano mono-
cromético (He-Ne A = 633nm). Como se puede ver, los resultados experimen-
tales estan en buena concordancia con las predicciones tedricas a excepcion
de pequefias desviaciones cerca del foco principal, causadas por el astigma-
tismo residual y el coma del SLM, asi como otras aberraciones derivadas de
objetivo del microscopio [SinghO8]. No obstante, como se puede observar en
la Fig. 5.3 se obtiene una estructura de vortice bien definido.

Para finalizar el estudio de las LVD analizaremos de forma teérica utilizando
la Ec. (5.6) la dependencia transversal de la fase de los campos difractados a
lo largo de la direccién de propagacion. La Fig. 5.4 muestra esta dependencia
para LVD representada en la Fig. 5.1 (§=3 y m=2) alrededor de sus principales
vortices. Cada imagen de la Fig. 5.4 representa la forma del campo transversal
como un producto de la intensidad y la fase del frente de ondas donde la
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N=0 = N=2

Figura 5.4: Representacion de los campos transversales como producto de la irradiancia por la
faseen (a) z/f =2, (b) z/f =1y (c) z/f = 2/3, calculados para LVD mostrada en la Fig. 5.1
con m = 2. En esta figura se observa la evolucion transversal del vortice en un intervalo axial
de NA donde A = 10nm.

intensidad estd normalizada al valor mdximo en cada plano transversal. En
la figura se observa la forma anular de la intensidad transversal junto con la
rotacion de la fase a lo largo de la direccion de propagacion. Hay que tener en
cuenta que, debido a la forma de la representacién, sélo el cambio de fase es
relevante puesto que la intensidad no varia en el rango considerado. A partir de
la Ec. (5.6) la velocidad de giro del vértice en funcién de z viene determinada
por

2
o _ 2w (5.7)

dz A AZ?
Esta expresion predice diferentes velocidades de giro en funcién de z, cosa
que en la Fig. 5.4 no se puede apreciar debido a los valores de los pardme-
tros utilizados en el cdlculo de esta figura. De hecho, para este conjunto de
pardmetros (r << z) el segundo término es despreciable frente al primero y
por tanto la velocidad de giro se mantiene cuasi constante segliin nos vamos
trasladando entre los distintos planos transversales. Ademds, la Fig. 5.4 po-
ne de manifiesto la existencia de un momento angular orbital inherente a los
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vortices Opticos generados con las LVD, por lo que podrian ser utilizadas co-
mo pinzas Opticas para provocar rotaciones en las microparticulas al mismo
tiempo que la atrapan.

5.2 Lente-Vortice de Fibonacci

Las LVDs estudiadas en la seccién anterior han demostrado ser un elemento
optico con perspectivas de ampliar el rango de aplicaciones de las lentes vor-
tices. En esta segunda seccién del capitulo abordaremos un nuevo disefio de
lente-vortice basada en la secuencia de Fibonacci. Este nuevo elemento 6pti-
co difractivo que denominaremos Lente-Vortice de Fibonacci (LVF), combina
las caracteristicas de las PZFi de fase estudiada en el Capitulo 3 con méscaras
de fase helicoidales.

La LVF se construye de una manera similar a la LVD donde la fase de un PZFi
de fase, ®pzF;, se le afiade la dependencia de una méscara de fase helicoidal,
dy =m0, de carga topoldgica m. De esta forma, la distribucién de fase de la
LVF viene representada por ®;yr = Ppzr; + Py. En la Fig. 5.5 se muestran
diferentes disenos de LVF para S = 8 y cargas topoldgicas m = 0,3,6 donde

3
Il
o

Periddica

U=
aemW

i)
i)
,/

Fibonacci

i
=y

)
)

Figura 5.5: Variacién de fase en escala de grises para lentes vortice con diferentes valores de
carga topoldgica. Lentes Periddicas (Fila superior). Lentes Vértice de Fibonacci (Fila inferior).
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los niveles de gris representan la variacion de fase continua. Por comparacion,
la correspondiente lente periddica binaria de fase se muestra en la misma fi-
gura. Nétese que la diferencia de fase entre los distintos anillos de la PZFi con
m = 0y su equivalente periddica es igual a 7, correspondiente a un nivel de
gris en la Fig. 5.5.

Las propiedades de focalizacion de las LVFs también se han analizado tan-
to tedrica como experimentalmente [Calatayud13b]. Para su caracterizacién
se ha utilizado el mismo dispositivo usado con las PZFi del Capitulo 3. En
la Fig. 5.6 se muestra el resultado obtenido para una LVF de orden S = 8,
m=6 y tamafio pupilar a = 1.1mm cuando es iluminada con un haz plano
monocromético (He-Ne A = 633nm). Como se esperaba, para valores no nu-
los de la carga topoldgica cada foco de la PZFi se convierte en un vortice
optico donde la posicién axial de la pareja de “donut” resultante viene de-
terminada por los ndmeros de Fibonacci Fs y Fs_i, satisfaciendo la relacién
fi/fa = Fs/Fs_1 = ¢. Adicionalmente, el didmetro de los anillos focales, A,
que también dependen de la carga topoldgica de la LVEF, satisfacen una re-
gla similar es decir, A; /A, ~ ¢@. Estas propiedades también se han verificado
teéricamente (ver Fig. 5.6) sustituyendo la dependencia radial de la PZFi de
fase en la Ec. (5.5). En resumen, las LVFs son capaces de generar una pareja
de vortices perfectamente establecidos donde su posicién y didmetros vienen
relacionados con la proporcién aurea. Estos vortices, de una manera similar
a los vértices generados por las LVDs, podrian ser utilizados para el disefio
de nuevas pinzas dpticas incrementado de esta forma el intervalo axial de las
pinzas 6pticas convencionales.
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MAPA DE IRRADIANCIAS TEORICO
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Figura 5.6: Mapa de irradiancias numérico y experimental a lo largo del eje 6ptico obtenido
para una LVF con S=8, m=6 y a=1.1mm. En la parte inferior se muestras los patrones transver-

sales en los planos focales obtenidos experimentalmente con la misma lente.



Chapter 6

Conclusions

In this PhD Thesis new diffractive lenses whose design is based on aperiodic
structures are presented. Their focusing and imaging properties have been
analyzed theoretically and experimentally. The new designs have been tested
experimentally using a dedicated setup based on the use of a liquid crystal
spatial light modulator (SLM). I have shown that these lenses improve the
performance of Fresnel zone plates and fractal lenses already known.
Concretely multifractal zone plates have been proposed to increase the axial
resolution of the FZP. These lenses, that are composition of two FZPs, com-
bine the advantages of fractal and composite zone plates. It has been shown
that the composite of a central FZP of focal length f with an outer FZP with
the same third-order focal length improve the axial resolution and the diffrac-
tion efficiency with respect to a classical FZP. Additionally, multifractal zone
plates produce a series of multiple fractal foci that are useful when dealing
with broadband sources. In fact, it has been also shown that in imaging under
these light conditions, multifractal zone plates provide an increase in the depth
of focus and a reduction in the chromaticity in comparison with the equivalent
composite zone plate.

It was demonstrated that not only circularly symmetric lenses are possible, but
also others based in different geometries. This is the case of fractal square ZP
which under monochromatic illumination produces a focal volume containing
a delimited sequence of two-arms-cross pattern that are axially distributed
according to the self-similarity of the lens. One potential application of these

73



74 CHAPTER 6. CONCLUSIONS

new designs of square lenses with increased depth of focus is its integration in
three-dimensional optical alignment systems. Additionally, Cantor Dust ZP
has been proposed to improve the efficiency of the fractal square ZP. It was
shown that Cantor Dust ZP apodizes the higher order foci of the fractal square
ZP preserving the characteristic self-similarity in the axial response.

The Generalized Devil’s Lenses have been introduced as a new family of
diffractive kinoform whose structure is based on the generalized Cantor set.
The focusing properties of these lenses were analyzed and it was shown that
the total number of subsidiary foci was higher than the number of foci corre-
sponding to conventional DL; however, the self-similar behavior of the axial
irradiance was preserved to some extent. DL based on the polyadic Cantor set
has been proposed. To construct these lenses, coined polyadic devil’s lenses,
an additional design parameter called the lacunarity is used. The axial irra-
diance of the polyadic devil’s lenses was analyzed and it was shown that the
lacunarity parameter affects drastically the irradiance profile along the optical
axis, apodizing higher-order foci, and these features are proved to improve the
behavior of conventional DLs under polychromatic illumination.

A new kind of vortex lenses in which the radial phase distribution is character-
ized by the “devil’s staircase” function have been presented. It was found that
under monochromatic illumination these fractal DOEs coined Devil’s vortex-
lenses give rise a focal volume containing a delimited chain of vortices that
are axially distributed according to the self-similarity of the lens. The trans-
verse patterns appearing along the propagation distance present several con-
catenated doughnut modes. The particular focal volume provided by Devil’s
vortex-lenses could be profited as versatile and very efficient optical tweezers
since in optical trapping applications, in addition to rotate the trapped high
index particles, the low-index particles can be trapped in the zero intensity
region of the doughnut. The relative angular velocity of the particles at the
different traps can be modified by the topological charge of the vortex.

The focusing properties of binary diffractive lenses designed using the Fi-
bonacci sequence were studied. It was demonstrated that these lenses, coined
Fibonacci Zone Plates (FiZPs), present two foci of equal intensity. These foci
are located at certain axial positions given by the Fibonacci numbers situated
symmetrically, one at each side of the focus of an equivalent Fresnel zone
plate of the same number of zones, and being the golden mean the ratio of
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the two FiZP focal distances. Moreover, we found that the golden mean is
also the responsible of the energetic balance of both foci and also of their ax-
ial and transverse resolution. The combination of helical-shaped phase masks
and FiZP produce a new type of bifocal vortex lenses called Fibonacci Vor-
tex Lens (FVL). It was found that these lenses generate twin optical vortices
along the axial coordinate. The radii of these twin vortices increase with the
topological charge of the vortex lens, but always their ratio approaches the
golden mean. This distinctive optical characteristic was experimentally con-
firmed. It was shown that higher diffraction orders of the FiZP also appear due
to the binary nature of the structure, therefore the two foci characteristic of
the FiZP are periodically replicated along axial coordinate u. To improve the
diffraction efficiency of these aperiodic lenses a new type of kinoform lenses
in which the surface relief is constructed using the Fibonacci sequence have
been proposed. We believe that this new type of diffractive lenses could be of
benefit across a broad range of applications where conventional zone plate are
currently applied, such as X-ray microscopy, THz imaging, and Ophthalmol-
ogy (in the form of bifocal intraocular or contact lenses for the correction of
presbyopia).

A promising application of aperiodic designs was found in ophthalmology
field. Concretely, we demonstrated that designs of multifocal intraocular
lenses based DLs compare favorably with some commercial designs, with
an increase of the depth focus and a reduction of the chromatic aberration.
Some directions for future work are: 1) To continue with the development of
new theoretical diffractive optical elements based on aperiodic structures. In
fact, we are currently expanding our study to other aperiodic structures such
as Thue-Morse. 2) From the point of view of applications, we maintain an ac-
tive cooperation with the company AJL Ophthalmic with the aim to improve
the performance of fractal intraocular lenses. We plan to make some modifi-
cations to design the parameters that will allow a reduction in the size of the
zones and the compensation of spherical aberration of the cornea by includ-
ing aspherical surfaces in the design. 3) Finally we are planning to extend our
design, developed for intraocular lenses, to contact lenses. A contact lenses
manufacturer company, Lenticon SA (www.lenticon.mx), has shown interest
in making some prototypes to test of the designs presented here with fractal
geometry.
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