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Introduccion

En todas las ramas de la ingenieria no pasan inadvertidos dos nombres propios
como Newton y Gauss. Ambos matemadticos han hecho grandes contribuciones a la
ciencia reduciendo la complejidad de muchos problemas mateméticos y fisicos con
algoritmos y métodos de facil aplicacion que se siguen utilizando en la actualidad.

Es erréneo pensar que una vez se han pasado los primeros afios de ingenieria y
se dejan de resolver sistemas de ecuaciones con el método de Gauss, que hemos
utilizado todos los aspirantes a ingeniero en nuestro primer afio de universidad, los
unicos perfiles profesionales que aprovechan sus aportaciones son los matemati-
cos puros o fisicos. Los ingenieros agrénomos siguen apoyandose en el método de
los minimos cuadrados que cité Gauss en “Theoria Motus Corporum Coelestium
in sectionibus conicis solem ambientium”, para desarrollar muchas de sus tesis e
investigaciones basadas en el tratamiento de datos. Ademads, cualquier ingeniero
que trabaje con procesos estadisticos conoce la famosa campana de Gauss. Proba-
blemente, Newton no era consciente del impacto que iban a tener sus leyes fun-
damentales. Nos aparece relacionado con la ingenieria alimentaria en el equilibrio
biolégico de los nutrientes y sus calorias con el peso y la masa y la aceleracion
en el desplazamiento de personas obesas y sanas. También podemos encontrarnos
aplicaciones de este genio en la medicion de la desviacion del flujo de aire, basica
en aeronautica.

Por lo que respecta al ingeniero de telecomunicaciones, las aportaciones son ma-
yores si caben. Desde la resolucién de sistemas lineales y no lineales por parte de
Isaac Newton, hasta las aportaciones de Gauss con la resolucién del problema de
dos cuerpos del cual hacemos eco en la actualidad con un alto grado de aplicacio-
nes. Por todo ello, este estudio de investigacién queremos que sea un homenaje a
estos dos genios que han hecho mucho mas sencillo nuestro trabajo durante todos
nuestros afios de ingenieria.
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1.1. Resumen y objetivos

Como no podia ser de otra manera, este proyecto partird de una de las muchas
aportaciones que facilité Karl Friedrich Gauss durante su vida y en la que hizé uso
de las leyes fundamentales de Newton que éste cit 122 afios antes.

A modo introductorio, en el primer capitulo de este trabajo veremos conceptos
numéricos necesarios para la comprension de los capitulos venideros. A continua-
cién, abordaremos la resolucién del problema de dos cuerpos que di6 Gauss a
partir de las aportaciones de Newton y Kepler, para la posterior definicién de los
parametros que caracterizan una dorbita y que seran la base fundamental de nuestro
estudio. En el cuarto capitulo, describiremos la determinacién preliminar de érbitas
que propuso Gauss para la obtencién de la velocidad de un cuerpo en 6rbita a par-
tir de dos observaciones del mismo y en la que hizo uso del método de punto fijo.
Ademds, en este capitulo introduciremos una variante de la determinacién Gaus-
siana que expuso el autor Roy Danchick en el afio 2007 y propondremos nuestro
propio método iterativo del que estudiaremos su convergencia y estabilidad.

En los capitulos siguientes basaremos nuestro estudio en el uso de métodos que
utilizan sistemas de ecuaciones no lineales. En el primero de estos capitulos, ci-
taremos métodos consolidados para la resolucién de sistemas como son Newton,
Jarratt o Traub y aportaremos una nueva familia de métodos con alto orden de
convergencia en la que haremos uso de funciones peso matriciales. Los tdltimos
capitulos estan dedicados a la comparativa de resultados entre métodos, tanto para
la determinacion de érbitas como para la resolucién de ejemplos académicos. En
ellos evaluaremos la precision, eficiencia y velocidad de nuestra familia de méto-
dos frente a métodos consolidados. Estudiaremos la estabilidad mediante la repre-
sentacion de planos dindmicos en una 6rbita de referencia concreta y, por dltimo,
daremos las conclusiones finales y lineas futuras de investigacion que tendran co-
mo punto de partida lo aportado en este proyecto. Por lo tanto, nuestros objetivos
prioritarios en este trabajo van a consistir en:

= Replantear la determinacién preliminar de 6rbitas de Gauss, partiendo del
método de Roy Danchick para, posteriormente, aportar un nuevo método
iterativo.

= Utilizar métodos basados en sistemas de ecuaciones no lineales con alto or-
den de convergencia, estudiando su comportamiento en la obtencién de dis-
tintos parametros que describen las orbitas.

= Aportar una nueva familia de métodos eficientes desde el punto de vista ope-
racional y computacional para la caracterizacién de orbitas, asi como para

11



la resolucién de gran cantidad de sistemas de ecuaciones de una o varias
variables.

» Estudiar tanto la estabilidad como el grado de convergencia de los nuevos
métodos comparandolos con otros que estdn consolidados en la resolucién
de sistemas.
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Conceptos numéricos previos

El objetivo central de este proyecto es la resolucidon aproximada de sistemas de
ecuaciones no lineales con el siguiente aspecto:

fl(:vl,:cg,...,xn) =0
f2($1,3§'2,...,$n) =0

.1
fn(ﬂfl,x%”-axn) = 0

donde f; : R® — R, 7 =1, 2,..., n, son funciones reales cualesquiera.

Si definimos la funcién vectorial F' : R™ — R cuyas funciones coordenadas son
fi»1=1,2,...,n, podemos expresar el sistema (2.1) en la forma F'(z) = 0.

La mayor parte de métodos de resolucién aproximada de sistemas no lineales son
esquemas iterativos que, partiendo de una aproximacién inicial z(?) € R™, generan
mediante una funcién de punto fijo una sucesion de vectores {:c(k)} k>0 que, bajo
ciertas condiciones, converge a una solucion z del sistema F'(z) = 0.

2.1. Condicionamiento de un sistema

En la resolucién de un sistema no lineal de ecuaciones mediante técnicas itera-
tivas, tendremos que resolver en cada paso al menos un sistema lineal, por lo que
es interesante conocer si un sistema estd bien o mal condicionado.

Partiendo de un sistema de ecuaciones lineal que tiene el siguiente aspecto:

Az =1b 2.2)

decimos que el sistema estd bien condicionado cuando los errores cometidos en
los componentes de la matriz A y del vector b producen en la solucién Z un error
de orden similar. Diremos que una matriz estd mal condicionada si el error que
induce en la solucién del sistema es de orden superior, es decir, si introducimos

13



ligeras variaciones en A y nos repercute en que la solucién del sistema (2.2) varia
considerablemente, entonces diremos que el sistema estd mal condicionado y vice-
versa.

|A-All <e ||z —Z||~e€  sistema bien condicionado,

I|b—b|| <e¢ || z — || >> ¢, sistema mal condicionado.

siendo € el error cometido y A, b la matriz y vector modificados, respectivamente.

Definicion 1. Sea A una matriz cuadrada. Definimos el niimero de condicion de
la matriz A como:

K(A) = [|A]l - [|A71]. (2.3)
Con este valor conoceremos el condicionamiento del sistema (2.2).
1
Si ||[I — Al| < 1, entonces existe matriz inversa y ademds || A~Y|| < 1]‘||I||A|]

De este modo, una matriz estard bien condicionada si:

1)
K(A) < ||All -k con k= —7———.
(4) < /4] T

2.2. La matriz Jacobiana

La matriz Jacobiana de la funcién F' es la matriz de tamafio n X n, cuyas
columnas son los gradientes de las funciones componentes de F, es decir, que las
columnas contienen las derivadas parciales de cada funcién en las variables del
sistema. Teniendo en cuenta que:

F(z) = (fi(),..., fal2)),

la forma de denotar la matriz jacobiana sera la siguiente:

oh ... 9h
o1 OTn
Fl(x1,...,20) =V f(z1,...,2,) = : .
Ofn ... Ofn
ox1 Oxn

14



2.3. Métodos iterativos basados en sistemas de
ecuaciones no lineales

Cuando trabajamos con muiltiples variables hacemos uso de vectores y matri-
ces jacobianas para definir F'y F’, respectivamente, para la resolucion del sistema
F(z) = 0. Esto nos lleva a que a la hora de escribir el método en el caso multidi-
mensional, debemos de hacer un estudio de cual sera la forma correcta de reescribir
el método a partir del caso unidimensional para que no varien sus caracteristicas.
No es més que un proceso de ensayo-error teniendo en cuenta los productos matriz-
vector. Veamos un ejemplo para entender este concepto.

De [7] obtenemos el siguiente método escalar:

2 F(xy)
RT3 () o
1 (o) (3F'(20) + F'(wn) 24
x“4:x“‘zwuw<ww%»—P@w>'

En el paso al caso multidimensional, debemos tener en cuenta que los cocientes no
se pueden hacer de forma literal ya que trabajamos con F'(z) que es un vector y F’
que es la matriz jacobiana asociada al sistema que hemos comentado anteriormen-

te. Lo que en una variable es:
F(z®)

F/(z®)’

en el caso multidimensional se reescribe en la forma:
[F®) - Fa®), (2.5)

En el caso del método de Jarratt expuesto en (2.4), no podemos expresar los co-
cientes con la forma (2.5) en el orden que queramos. De hecho de [7] extraemos:

aw:am_gwmwmﬂme, 2.6)
ﬂ“”:ﬂ“—;M%ND—FuWn*w%%MM—FwW»wmﬁm*ﬂﬂ%,
2.7)

Aqui entra la parte de ensayo-error por parte del autor, ya que son necesarias dife-
rentes pruebas hasta que obtenga el orden de convergencia esperado.
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2.4. Orden de convergencia

En célculo numérico, el orden de convergencia es la velocidad con la cual una
sucesion converge a su limite. Es muy util en el uso de métodos iterativos ya que
nos hace ver rdpidamente cual serd la velocidad de nuestro método.

Sea x un cero de la funcién F'y :c(k*2), $(k*1), 2) | 2(+1) son cuatro estimacio-
nes consecutivas de Z, de [1] extraemos una aproximacién del orden de convergen-
cia conocida como ACOC p (approximated computational order of convergence):

_ Inla®) — o®))/|je® — 26D
= in(la® — 2®D|/[[7FT — 202}

PR p (2.8)

2.4.1. Indice de eficiencia

A partir del orden de convergencia podemos definir varios indicadores que nos
permiten medir la eficiencia de nuestro método. El primero es el indice de eficien-
cia, I, el cual extraemos de [2]:

I=p"4 2.9)

donde p es el orden de convergencia y d es el nimero de evaluaciones funcionales
por iteracion requeridas para cada iteracién de nuestro método.

2.4.2. Indice operacional

La eficiencia de un método iterativo viene dada, no sélo por el indice de eficien-
cia, sino también por la complejidad de la férmula iterativa. Esta complejidad la
marca el indice operacional, definido como el orden elevado al inverso del nimero
de productos y cocientes. En [4] se define como:

I, = p/op, (2.10)

donde op es el nimero de productos y cocientes.

2.4.3. Indice de eficiencia aproximado

Podemos dar un nuevo indicador para medir la eficiencia de nuestro método.
Este lo denotaremos como indice de eficiencia aproximado y comparte la misma
estructura que el indice de eficiencia cldsico pero sustituyendo el orden de conver-
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gencia teérico p por el ACOC p.

I=p" (2.11)

2.4.4. Indice operacional aproximado

De forma andloga a lo que hemos explicado en el apartado anterior, podemos
definir un nuevo indicador de la eficiencia operacional que denotaremos como indi-
ce operacional aproximado.

I, = pl/op, (2.12)

2.5. Descripcion de las orbitas bajo estudio

Para mostrar la eficiencia de los métodos que utilizaremos durante este trabajo,
hemos extraido de [5] tres 6rbitas de referencia en las que aumenta progresivamente
la separacion entre observaciones. Utilizaremos las siguientes unidades:

s k=0.07436574 (e.r)®/? /min
= u=10em.
m g.=10er

donde a. es la distancia entre el centro de masas y el foco donde se sitda, en este
caso, la Tierra; e.r. es una unidad de distancia relativa al radio ecuatorial de la
Tierra, 1 e.r =~ 6373.0024 km; e.m. es una unidad de la masa terrestre. También
debemos mencionar que D.J. hace referencia a dias julianos y ¢ es la época de paso
por el perigeo.

& Orbita de referencia I

* Vectores de posicion e instante de observacion

z1 =2.460809 e.r. | 19 =1.988041 e.r. | t =1 Enero 1964
y1 =2.040523 er. | yo =2.503334 er. | At=0.01044412 D.J.
z1 =0.143819 er. | 29 =0.314554 e.r.
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* Parametros orbitales

a=4.0e.r. 7
e=02eur. Q
T =1 Enero 1964 0", 0min (sed |

=15°
=30°
=10°

@ Orbita de referencia III

» Vectores de posicion e instante de observacion

x1=041136¢er. | 29 =097757 er.
y1 =-1.66250 e.r. | yo =-1.64428 e.r.

z1 =0.82272 er. | 29 =-0.042363 e.r.

t = 23 Diciembre 1963
At =0.01316924 D.J.

* Parametros orbitales

a=20er
e=0.05e.r.

1 =60°
Q=120°

T = 23 Diciembre 1963 0", 0™, 0%¢9 | w = 150°

@ Orbita de referencia VI

* Vectores de posicion e instante de observacion

r1 =-2.57823 er. | 90 =3.49838 e.r.
y1 =2.13649 e.r. | yo =-2.94610 e.1.
21 =0.59004 er. | 29 =0.23276 e.1.

t = 30 Enero 1964
At =0.21227310 D.J.

* Parametros orbitales

a=40e.r. 7 = 88°
e=0.15er. 0 =140°
T =30 Enero 1964 0", 0™ (€9 | o = 10°
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Ademas, introducimos dos Orbitas de satélites artificiales comerciales definidas en
[9], para probar los métodos en casos reales. En ambas escogemos dos posiciones
de observacién con una separacion cercana a 7.

@ Orbita Molniya

Este tipo de 6rbita da cobertura completa en regiones polares con el uso de
constelaciones de 3 satélites. El 23 de Agosto de 1965 fue puesto en orbita el
primer satélite, al que le pusieron el nombre de Molniya 1-01 y que fue lan-
zado por la antigua Unién Soviética, URSS. Como podemos ver en la Figura
2.1, la 6rbita Molniya posee una alta excentricidad, e = 0.75, lo que hace
que proporcione mayor cobertura en zonas puntuales. Su periodo es medio
dia sidéreo. También puede llamar la atencidn el valor de su inclinacidn res-
pecto al plano del Ecuador, ¢ = 63.42°, elegido para evitar en lo posible las
perturbaciones de la esfericidad terrestre y reducir el gasto en combustible
para hacer correcciones por este efecto.

Figura 2.1. Representacién aproximada de una 6rbita de tipo Molniya

* Vectores de posicion e instante de observacion

1 =040195er. | 29 =-2.23654 e.r.
y1 =-0.22547 er. | yo =2.36235er. | At =0.196268 D.J.
z1 =-092113 er. | 29 =6.20863 e.r.
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* Parametros orbitales

a=4.12er. | i =63.43°
e=0."75er. | Q=60°
M=144° w =270°

@ Orbita Tundra

En sus inicios, el servicio de espionaje ruso utilizé este tipo de érbitas du-
rante la Guerra Fria. En la actualidad se usa para las comunicaciones por
satélite. Ademas guarda una gran relacion con la 6rbita Molniya ya que tie-
ne la misma inclinacién respecto al Ecuador para evitar perturbaciones y
estd pensada para dar cobertura en zonas polares. Las grandes diferencias
entre ambas residen en el valor de la excentricidad que es menor en ésta, por
lo que Tundra define una trayectoria mds circular y su periodo es el doble
que el de la Molniya, es decir, un dia sidéreo.

Figura 2.2. Representacion aproximada de una érbita de tipo Tundra

* Vectores de posicion e instante de observacion

x1 =-2.02862 e.r. | xo =4.24372 e.r1.
y1 =-0.74638 er. | yo =-1.68938 e.r. | At =0.399753 D.J.
z1=-432222ex. | 29=6.79724 e.r.
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* Parametros orbitales

a=6062er | i=63.43°
e=027er | 2=290.2°
M=144° w =270°

2.6. Criterio de parada

El critero de parada que utilizaremos en nuestros métodos iterativos vendra da-
do por:
|z ® D — 8| 4| P (aE )| < tol, (2.13)

siendo tol una cierta tolerancia.

2.7. Desarollo en serie de Taylor

Para demostrar el orden de convergencia de un método iterativo, haremos uso
del desarrollo en serie de Taylor como veremos a continuacion.

Sea F' : D C R®™ — R” suficientemente diferenciable en D. La derivada q-€si-
made Fenu € R", ¢ >1, es la funcién g-lineal F(Q)(u) R x - x R* - R?
tal que F(9) (u)(vy,...,v,) € R". Es facil observar que:

» F@O)(vy,...,v4-1,-) € L(R")
» F@ () (Vg(1)s - -+ Vo(q)) = F@(u)(vy,...,v,), para toda permutacién o
de {1, 2,...,q}.
A partir de las propiedades anteriores, podemos usar la siguiente notacién:
(@) FD(u)(vy,...,vy) = FD(u)vy,... v,
(b) F(q)(u)vqflp(p)vp = F(q)(u)F(p) (u)vatr—t,

Por otro lado, para & + h € R cercano a la solucién z en F'(x) = 0, podemos
aplicar el desarrollo en serie de Taylor, asumiendo que la matriz Jacobiana F’(Z)
es no singular, de la siguiente forma:

p—1
h+)  Cph*
k=2

F(z +h) = F'(z) +O0(h%), (2.14)

donde C}, = (1/EN[F'(z)]'F®)(z), k > 2 Observamos que Cyh* € R™ ya
que FD(Z) € LIR™ x ... x R",R") y [F'(Z)]"! € L(R"). Ademis, podemos
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expresar F’ como:

p—1
I+ Z k C.hF
k=2

F'(Z+h) = F'(%) + O(h"), (2.15)

donde I es la matriz identidad. Ademés, k Ch* € L(R™). De (2.15), obtenemos

[F'(z+1)] " = {I + Xoe® 4 X3¢ 4 X4’ 4. } [F'(z)] "' +O(hP),
(2.16)
donde

X9 =205,
X3 = 4C3% — 3Cs,
X4 = 803 — 6C2C5 — 6C3C + 4C4,

Denotamos e, =z, — Ty e®) = z(¥) _ 7 al error en la iteracién k-ésima en los
casos escalar y multidimensional, respectivamente. Las ecuaciones

ers1 = Mel +0(eth) (2.17)

ens1 = Le®’ 1 O(e®™™) (2.18)

donde M € Ry L esuna funcién p-lineal L € L(R"x...xR™ R™), son conocidas
como las ecuaciones del error siendo p el orden de convergencia. Obsérvese que
e(F)” es (e(F) (k) etk)).

g ooy

22



El Problema de Dos Cuerpos

3.1. Introduccion

Desde tiempos inmemoriales, la Astronomia siempre ha suscitado interés a lo
largo de la historia de nuestro planeta. Ya en las primeras civilizaciones prehistori-
cas y medievales hicieron uso de ella, inconscientemente, para establecer las fechas
de recogida y siembra de sus cosechas, asi como las festividades de veneracién a
sus dioses. En la antigua Grecia fildsofos como Aristocles Podros, mads conocido
como Platon, heredaron de los pitagéricos la idea de geometria perfecta planeta-
ria y postularon el geocentrismo en el que la esfera hiperuraniana, la luna, el sol
y los planetas giraban alrededor de la Tierra en la disposicién establecida por el
Demiurgo. En el renacimiento, Nicolds Copérnico replanted la teoria de Aristarco
de Samos dando una visidn heliocentrista de la disposicion del sistema solar. Todo
esto nos lleva a pensar que realmente siempre ha habido un cierto conocimiento
de la mecénica celeste aunque no se le llamara como tal o no se hubieran citado
todavia sus leyes y principios bésicos.

Por tanto, es licito preguntarse si realmente alguno de estos investigadores, fil6so-
fos o tedlogos se habia planteado cual era el motivo por el cual un cuerpo gira
alrededor de otro. A este fendmeno fisico que contempla la relacion de fuerzas en
ausencia de fuentes perturbadoras se le conoce como problema de dos cuerpos,
cuya solucién proporciona la posicion de ambos. Es aplicable en multiples ramas
de la fisica. En la mecdnica cudntica podemos determinar el movimiento descrito
por un electrén alrededor de un nicleo atémico. En la mecdnica celeste podemos
determinar el movimiento de los satélites que giran alrededor de Japiter o el de un
satélite artificial orbitando alrededor de la Tierra.

La resolucién del problema de dos cuerpos es compleja pero se reduce hacien-
do uso de las leyes de Newton. En nuestro caso de estudio que se centra en la
caracterizacion de Orbitas, debemos hacer uso también de las leyes de Kepler para
obtener la trayectoria que siguen los cuerpos, es decir, la érbita que describen.
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3.2. Descripcion del problema

Sean m; y meo las masas de dos cuerpos aislados de perturbaciones externas,
siendo 7,,, ¥ Tm, Sus respectivas aceleraciones. En un sistema de referencia iner-

cial (véase Figura 3.1), definimos:
mlﬁml = ﬁlg (31)

MoFm, = Fop (3.2)

que describen la atracciéon mutua de ambos cuerpos.

3§ -
5 \ / m,
m, Vm, V'm,

Figura 3.1. Diagrama de fuerzas de dos cuerpos sin perturbaciones externas

El objetivo es obtener las trayectorias de ambos cuerpos en cualquier instante.
Sumando las ecuaciones (3.1) y (3.2), obtenemos:

ATy + MaTmy, = Fig + Fa = 0 (3.3)

Como podemos observar en (3.3) hemos aplicado la tercera Ley de Newton, tam-
bién conocida como ley de accidn-reaccién

“Para toda accion hay siempre una reaccion opuesta e igual. Las accio-
nes reciprocas de dos cuerpos entre si son siempre iguales y dirigidas
hacia partes contrarias”. Isaac Newton.
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Por tanto, se deduce que la aceleracién del centro de masas es nula, es decir, el
centro de masas de un sistema aislado se mueve con velocidad constante. De ello
se concluye que la cantidad total de movimiento miv; + mave, siendo vy y vg
la velocidad en cada cuerpo, también es constante. De esta forma, al cumplir la
conservacion de la cantidad de movimiento somos capaces de hallar la posicién y
velocidad del centro de masas en cualquier instante, conocidos sus valores en su
posicién inicial ¢ = 0.

Si ahora restamos (3.1) y (3.2):

’f_"ml - FmZ = F12 <’I’)’L1 + T)”I,z) 5 (34)

definimos el vector de posicién de la masa m respecto a la masa ms como
T ="Tm; — Tmas 3.5)

cuyo médulo viene dado por:

De esta forma se define un nuevo sistema inercial centrado en m; ya que podemos
reescribir (3.4) como:
L7=F(r), (3.6)

siendo L una constante dependiente de las masas m; y mo. Particularizando para
nuestro caso practico, renombraremos a m; como el cuerpo primario o el de ma-
yor masa (siendo en nuestro caso la Tierra), que denotaremos como M. Al cuerpo
secundario o satélite, mo, lo denotaremos de ahora en adelante como m.

Aplicando las expresiones de la segunda ley de Newton y la ley de gravitacion
universal, combinadas con lo concluido en (3.5) y (3.6), tenemos:

(M +m)
3

F=—-G 7 (3.7)

siendo G la constante de gravitacién universal dada por G' = 6,67384 Nm?/kg>.
A partir de (3.7) definimos el pardmetro gravitacional estandar de la Tierra como
pw=G(M +m)~ GM = 398598,309 km3/s>.

Finalmente reescribimos (3.7) consiguiendo una ecuacién diferencial que se co-

noce como ecuacion del movimiento relativo:
P+ D=0 3.8)
r

La resolucion de la ecuacion del movimiento relativo la dié Karl Friedrich Gauss
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a los 24 afios en su publicacién “Theoria motus corporum coelestium in sectioni-
bus conicis solem ambientium”, de la cual se extraen las expresiones que resuelven
finalmente el Problema de Dos Cuerpos. A continuacién mostraremos algunos as-
pectos de dicha resolucién.

Integral de las dreas

Si multiplicamos vectorialmente la ecuacién del movimiento relativo de la sec-
cién anterior por 7 tenemos:

es decir p
—(Fx?):?x?+ﬁx% (3.9)

Como el producto vectorial de un vector por si mismo es nulo, es decir, Fxi=0,
podemos decir que el argumento de la derivada de (3.9) debe ser constante del
movimiento. Por lo que tenemos:

dh
an _ 3.10
7 (3.10)

donde h = 7 x 7 es el momento angular. Si tomamos coordenadas polares (p, 6)
y sustituimos en la expresion del momento angular:

h=p>-0k (3.11)
Finalmente, por la definicion de diferencial de 4rea tenemos que:

X d 1
lrx a1,

dA =
2 2

- db. (3.12)

Concluimos que lo obtenido en (3.12) demuestra la segunda ley de Kepler:

“El radio vector que une un planeta y el Sol barre dreas iguales en
tiempos iguales” Johannes Kepler.

Podemos finalizar diciendo que, por tanto, la velocidad areolar del secundario en
su Orbita se mantiene constante.
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Teorema de las fuerzas vivas

Multiplicando escalarmente la expresion del movimiento relativo dada en (3.8),
con el vector velocidad 7 = ¥, tenemos:

R e R 2t L (PR A L 3
r r r
Como )
d |v
=7 3.13
ﬁ[2] ver (3.13)
y, por otro lado,
d 7 [
Sl DU el I 3.14
dt { r} 2" 3.14)
Integrando y sumando las expresiones (3.13) y (3.14), obtenemos:
v
E=2-tic (3.15)
2 T

donde C' es una constante de integracién. De este modo, podemos afirmar que la
energia mecdnica E, es conservativa.

3.2.1. Célculo de la posicion 7

Sea h el momento angular, multiplicindolo vectorialmente con (3.8).

Pxh+ Lt (hxm)=o.

r3

Operando, podemos reescribir la expresion anterior como

d |7 [T
2l =2 (hx 7
por lo que, reformulando:

—

Fxh=ul+ B, (3.16)
T

donde B es una constante de integracién. Multiplicando escalarmente (3.16) por la
posicion 7, tenemos:

—

7 (Fxh)=7 pu—+7-B,

<3y

y operando de nuevo, obtenemos:

(Fx7)-h=p-7+7- B,



W =p-r+r-B-cosv,

h2
o
r= . 3.17
1+ (%) cosv G-A7)
Por lo tanto, si reescribimos la ecuacion (3.17)
r=—r (3.18)

1+ ecosv’

tenemos la ecuacion de una seccién cénica como solucién a la ecuacién del mo-
vimiento relativo donde p = %2 ye= %, que son el semi-latus rectum y la ex-
centricidad, respectivamente. En conclusion, sabemos que las tnicas trayectorias
posibles para resolver el Problema de Dos Cuerpos son las que siguen la ecuacién
de la cénica que hemos dado en (3.18). Por tanto, podemos concluir que la primera
ley de Kepler que cita:

“Todos los planetas se desplazan alrededor del Sol describiendo 6rbi-
tas elipticas. El Sol se encuentra en uno de los focos de la elipse.”
Johannes Kepler.

Es un resultado directo de la ley de gravitacion universal y la segunda ley de
Newton.

3.2.2. Calculo de la velocidad v

Partiendo de la expresién (3.16) y sustituyendo la constante B por € = %,

tenemos: -
o7 rooo4
TXh=pu ( + e) ,
r

siendo € el vector excentricidad. Multiplicando la expresion anterior por h y des-
pejando v
1 -
UT=—--hx-+—--hXxE.
p p
Por lo que podemos concluir que el Problema de Dos cuerpos esté totalmente re-

suelto ya que conocemos la posicion y la velocidad del satélite en cualquier instan-

/N S,
r

te.
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3.3. Calculo de efemérides

3.3.1. Definicion de los parametros orbitales

De la resolucién del Problema de Dos Cuerpos que proporciond Gauss hemos
concluido que seguia la ecuacién de una seccién cénica. A partir de este concepto,
vamos a adoptar que la trayectoria descrita por la 6rbita es una elipse de excen-
tricidad e y semieje mayor a ya que las 6rbitas parabdlicas o hiperbdlicas no son
adecuadas para satélites artificiales, debido a que no son acotadas.

A partir de la Figura 3.2, consideramos la proyeccién en el plano de un satélite P
que orbita alrededor de la Tierra, la cual se encuentra en el foco S. Tomamos la
posicién del punto Aries o vernal, T, como la de referencia fundamental.

De esta figura podemos extraer pardmetros basicos para determinar la posicién del
satélite dentro de la drbita.

v = Anomalia verdadera. Angulo polar ASP que describe el desplazamiento del
secundario por la elipse tomando como origen el perigeo A y centrado en el foco
S.

FE = Anomalia Excéntrica. Angulo ACQ entre el apogeo A y la proyeccién Q de
la posicién P sobre una semicircunferencia de radio el semieje mayor de la drbita.

b = Semieje menor de la érbita dado por CB o CB'.

Figura 3.2. Orbita en el plano



Los elementos orbitales son aquellos que definié Kepler para parametrizar la 6rbi-
ta en cualquier instante. También son conocidos como elementos Keplerianos. A
partir de las Figuras 3.2 y 3.3 obtenemos estos parametros que terminan de carac-
terizar la 6rbita en el espacio.

a = Semieje mayor de la érbita. Longitud del segmento CA o CA'.
. .. CS
e = Excentricidad. Dada por la relacion CA

1 = Inclinacién. Orientacién de la 6rbita respecto al plano del Ecuador.

w = Argumento del perigeo. Describe la ubicacién del perigeo en el plano or-
bital medida desde el punto vernal 7.

) = Ascension recta del nodo ascendente. Define como estd orientada la Orbi-
ta del satélite respecto a la 6rbita de la Tierra.

M = Anomalia Media. Fraccion de un periodo que ha transcurrido desde el tltimo
paso por el perigeo expresado en forma angular.

Plano orbital

N

Plano del ecuador

Figura 3.3. Orbita en el espacio
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Por lo tanto, podemos reescribir (3.18)

_a(l—¢€?)
~ 1+ecos(f —w)’

habiendo sustituido la expresién del semi-latus rectum por p = SQ = a(1 — €2),
que extraemos de la Figura 3.2.

Debemos mencionar que para calcular la Anomalia Excéntrica, ', podemos hacer
uso de la ecuacion de Kepler, la cual relaciona la Anomalia Media y la Excéntrica
de la siguiente manera:

M=FE+sink, (3.19)

o también podemos utilizar la relacién entre la anomalia verdadera y la excéntrica

del siguiente modo:
1 E
tan (5) — T an (). (3.20)
2 1—e 2

Definimos el movimiento medio como la velocidad angular de un cuerpo dentro de
su Orbita suponiendo movimiento circular uniforme. Se expresa:

27
n=—
T )
siendo T el periodo orbital.
De la tercera ley de Kepler, obtenemos:
a= o
%
r

[a3 2
T =971 “:27r<v2—“>.
1 r

Por otro lado, retomando el teorema de las fuerzas vivas (3.15), disponemos de la
relacion que guardan la geometria de la 6rbita y la energia mecénica:

| 2E..h2
e — Hi/ﬂ . (3.21)

Sea 7 la época de paso por el perigeo, el angulo de barrido o anomalia media M
de un radio-vector al girar alrededor de la tierra con una determinada velocidad
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angular, viene dado también por la siguiente expresion:
M =n(t—rT). (3.22)

Ademas, si llamamos ¢ al angulo que forman el vector velocidad y el radio-vector
o vector de posicion, obtenemos:

sin ¢ = (3.23)

Por lo que ya tenemos definidos todos los elementos de la érbita y podemos dar las
expresiones de posicion y velocidad en el plano orbital.

x=rcosv=a-(cosE—e), y=rsinv=a-sinE-1—e?;

. n-a-sin F . n-a-vV1—e2-coskE
:L‘:—i’ = — .
1—e-cosFE 4 1—e-cosFE

Cabe destacar que para definir la drbita en el espacio, trabajaremos con un sistema
de coordenadas distinto al convencional I, J, K. Utilizaremos el sistema de coor-
denadas definido por el plano de la érbita con los vectores unitarios ortogonales P,
Q, W. Realizando las rotaciones pertinentes al sistema de coordenadas cartesiano
por medio de 7, 2 y w, tenemos el siguiente sistema:

P, =coswcos{) —sinwsin{2cos1 ,
P, =coswsin{ + sinwcos Q2 cosi ,

P, =sinwsinzs .

@, = —sinwcos{) — coswsin {2 cos i,
@y = —sinwsin 2 + cosw cos 2 cosi ,
Q), =coswsini .

W, =sinQsini ,

W, = — cossini ,

W, =cosi .

con los siguientes rangos en cada uno de los elementos que definen el sistema:

0<: <,
0< Q< 2,
0 <27
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En la siguiente figura veremos con claridad este cambio de coordenadas:

Figura 3.4. Representacion sistema de coordenadas definido por plano orbital
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Determinacion preliminar de Orbitas con
el método Gaussiano.

4.1. Contexto historico. Gauss y la Astronomia

Cuando leemos sobre la vida y creencias a finales del siglo XVIII, comproba-
mos que la palabra de los filosofos de la Grecia clasica tenia mayor peso que la
de los propios mateméticos de la época. Tiene sentido ya que las herramientas ma-
temadticas que poseian los cientificos por aquel entonces para demostrar sus teorias
eran realmente complejas. Por lo que la gran mayoria de matematicos continua-
ba con la mecdnica celeste descubierta hasta el momento, sujeta a la teoria de los
siete planetas perfectos y Unicos,
que defendieron grandes pensa-
dores como Georg Hegel en su
“Disertacion filosdfica sobre las
orbitas de los planetas”. Con lo
que no contaban filésofos como
Hegel era que empezaba a apa-
recer un movimiento de discon-
formidad entre los matematicos y
fisicos que dominaban con soltu-
ra las distintas ramas cientificas.
Entre ellos destaca Carl Friedich
Gauss, al que le criticaron seve-
ramente su libro “Digquisitiones

Arithmeticae” que escribié con
tan solo 21 afios, en el que duda-

£ S T
ba de la fiabilidad de teorias co- g
mo la de la geometria Euclidea y \E .Y
en el que defini6 leyes que siguen \ > AP

vigentes como la de los minimos

cuadrados o la de los errores de Karl F. Gauss (1777-1855)

observacion.
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Gauss dominaba a la perfeccién ramas de la Matemdtica cldsica como, por
ejemplo, la Aritmética de la que hizo especial uso para la publicacién de su se-
gundo libro “Theoria Motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem
ambientium”. En éste, Gauss resolvié el problema de dos cuerpos haciendo uso
de secciones cdnicas utilizando las observaciones proporcionadas por el astréno-
mo italiano Giussepe Piazzi, el cual también fue duramente criticado por huir de la
idea de perfeccion del nimero siete. Piazzi descubri6 la érbita que describe el pla-
neta menor Ceres a partir de sus observaciones, las cuales Gauss no desaprovechd y
vi6 una oportunidad para aplicar lo que describié en su primera publicacién para,
finalmente, demostrar la veracidad de sus aportaciones. Tras su publicacion, los
astronomos hicieron uso de sus cdlculos obteniendo resultados muy satisfactorios
ya que sirvieron para descubrir asteroides como Pallas, Vesta o Juno.

4.2. Método de determinacion de orbitas a partir de dos
posiciones y su separacion temporal

El estudio preliminar de determinacion de 6rbitas que aporté Gauss tras la re-
solucién del problema de dos cuerpos a través de secciones conicas, parte del cono-
cimiento de dos posiciones del cuerpo dentro de la 6rbita que describe. En nuestro
caso particularizaremos para un satélite artificial. Estas posiciones dentro de la
orbita las denotaremos como 7 y 72, particularizadas en dos instantes de tiempo ¢;
y to respectivamente, asumiendo que ¢ > t1. Una descripcién completa de dicho
método la podemos encontrar en [5]. No vamos a detallar el procedimiento pero
mostraremos las ecuaciones necesarias para llevar a cabo nuestro estudio. Por lo
tanto, vamos a dar las tres ecuaciones con las que trabajaremos para obtener la ve-
locidad del satélite en un punto de la érbita.

= Relacién sector-tridngulo.

VP T _ VI
i — o — Ey—Er1\’
rory sin(ve — vq) 2\/@\ /i3 cos (1/2 . V1> sin < 2 - 1>

4.1)
= Primera Ecuacién de Gauss.
9 m
= . 4.2
Y I+ (4-2)
= Segunda ecuacién de Gauss.
vy —1) = mX, (4.3)
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donde

* y es la relacién sector-tridngulo o también se conoce como parametro de
Gauss.

* pes el semi-latus rectum.

* vy — vy es la diferencia de anomalias verdaderas de las dos posiciones de
observacion.

* 7 es la diferencia de instantes de observacion que definiremos con mayor
detalle mds adelante.

Ademads, Gauss identificé cuatro pardmetros para trabajar de forma mas sencilla
con las expresiones, tanto en la primera como en la segunda ecuacion, facilitando
la construccién del algoritmo a partir del cual se obtiene la velocidad del satélite.
Teniendo en cuenta que r1=+/71 - 1 Y ro=v/T2 - T3, los parametros de la primera
ecuacion son:

@ + 1
o (&) T9 4
= (VQ_m) > (4.4)
4 \/rori cos 5

(b) )

m = all . (4.5)

{2 NZTE (:os(v2 ; u )}

(c)

DN | =

€r =

[1 ~ cos <E2;E1>} 4.6)

y en la segunda ecuacién de Gauss definimos el término:

(d)
_ E2 - E1 - sin(E2 - El)

X —
sin? (E2—El>
2

Notese que en (4.4) y en (4.5) existe una singularidad cuando la diferencia de
anomalias verdaderas toma el valor de 7.

A4.7)
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4.3. El vector velocidad v

Definimos la ecuacién unificada como una combinacion de (4.2) y (4.3), lle-
gando a la siguiente expresion:

y=1+X(I+z). 4.8)

La expresion de la ecuacion unificada hace que reduzcamos el problema a una
variable, como se hizo en la primera formulacién del algoritmo. Por ello, a partir
de (4.2) definimos:

x=——1I. 4.9

A partir de (4.6) podemos obtener la anomalia excéntrica fijando completamente
su cuadrante de la siguiente forma:

FEy— F
cos <221> =1-2x (4.10)

y teniendo en cuenta que la anomalia excéntrica estd definida en el intervalo
0<(E; — E3)/2< 7, tenemos:

sin <E2;El> = +/4z(1 — ). A4.11)

Por lo tanto, una vez obtenido el pardmetro de Gauss y la anomalia excéntrica,
podemos obtener el semieje mayor de la elipse como consecuencia de (4.1) de tal
forma que:

20

" {2y cos (254 sin (B551) )P

Utilizando la forma cerrada de las series f y g, desarrolladas en [5], que se definen

a (4.12)

como:

f =1- Tg [1 — COS(EQ — El)] , (4.13)
1
y
e B sin(By — By (4.14)
g=r1 \//7[ 2 — E1 — sin(Ey — E1)], :

podemos dar finalmente la expresién de la velocidad ya que:

Py = [+ g (4.15)
y por lo tanto
Ro=i o= 7?_9“’%1. (4.16)
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4.4. Algoritmo computacional para la obtencion de la velo-
cidad. Trabajando con Punto Fijo.

El primer método iterativo empleado para la resolucién del problema de la de-
terminacion orbital preliminar fue punto fijo. Vamos a presentar la primera resolu-
cion en la que se utilizé tnicamente una variable, que en este caso fue el parametro

de Gauss y.

1.

. Calculamos cos (o — v1) =

A partir de los instantes de observacion t1 y to, definimos 7 = k(ty — t1),
siendo k = 0,07436574 (e.r)3/? /min, en la Tierra.

Dados los vectores de posicion 71, (z1,y1,21) Y T2(x2, Y2, 22), obtenemos
sus médulos r1=+/T171 Y ra=+/T27.

75 - T

rory

Para definir correctamente el cuadrante de la diferencia de anomalias verda-
deras tenemos:

= Si W, > 0, es decir, si el movimiento es directo o prégrado:

sin (g — 1) = % V1 —cos? (vy — 11).

= Si por el contrario el movimiento es retrégrado:

sin (v, —v1) = —% V1 —cos?(vy —vy).

5. Calculamos [ y m de (4.4) y (4.5), respectivamente.

6. Aplicamos Punto Fijo:

a) Damos estimacion inicial de yo = 1.

b) Calculamos x a partir de (4.9).

¢) Obtenemos la diferencia de anomalias excéntricas de (4.10) y (4.11).
d) Adquirimos el valor de X de la ecuacién (4.7).

e) Calculamos g1 con la ecuacién unificada (4.8).

) Si |yg+1 — yr| > tol, siendo tol la tolerancia, volvemos al paso b).

7. Obtenemos el semieje mayor a a partir de (4.12).

8. Evaluamos las series cerradas f y g con (4.13) y (4.14).

9. Finalmente, calculamos la velocidad ¥ haciendo uso de (4.16)
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A continuacion, en la Figura 4.1, presentamos el flujograma del algoritmo que
acabamos de describir.

11(1).1,(1,) v, =1 x=ﬂ2—l
0
Yy
| |
AN
c.os( > )—1 2
T sin(Eng')=+~/4x(l—x)
V, =V, — l
2 1
_E,-Esin(E, - E))
l,m X= Sin3(E2—El)
2
‘ Viwr =1+ X (1 +x)
/\ Vi = Yin
l | Yo = i ks 10l
a
/.8 b onmfn

v

1

8

Figura 4.1. Diagrama de Flujo para obtencién de la velocidad con Punto Fijo.

De [5] extraemos una de las debilidades de trabajar con la determinacién preliminar
de drbitas Gaussiana iterando sobre el pardmetro de Gauss, la cual consiste en que
no podemos tomar posiciones de observacion mayores a 7/4 ya que el método
diverge. Esto es debido a que la relacidn sector-tridngulo y, explicada con mayor
detalle en [5], se aleja de la unidad ya que el 4rea del sector empieza a no ser
comparable a la del tridngulo. Al trabajar tinicamente con la ecuacion unificada y
una condicion inicial muy estricta, el método sufre de inestabilidad. En la Figura
4.2, podemos observar que el drea del sector ABC no es comparable al drea del
tridngulo ABC.
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Yo

Figura 4.2. Relacién sector-tridngulo con v — vy > 7/4

4.5. Obtencion de los parametros keplerianos a partir de
los vectores posicion 7y velocidad v

Una vez tenemos calculada la velocidad en una de los posiciones de observa-
cién dadas, ya podemos calcular los elementos orbitales.

Previamente al célculo de los elementos keplerianos, vamos a definir una serie
de pardmetros que nos servirdn para simplificar los posteriores célculos:

= Expresamos el modulo del vector velocidad como V' = V P

= Definimos el coseno del 4ngulo que forman el vector de posicién y el vector
velocidad como:

7
= . 4.17
cos ¢ TV ( )
= Las componentes del momento angular h pueden expresarse como:
hy = yz — 2y,
hy = z& — xz, (4.18)
h, = xy — yz.
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4.5.1. Célculo del semieje mayor a y la excentricidad e

Recordando que p es el pardmetro gravitacional estdndar de la tierra, calcula-
mos el semieje mayor de la érbita con la siguiente férmula:
1
5 12 (4.19)

roou

Con este cdlculo podemos definir la excentricidad a partir de:

e— \/(1—2)2+ C}TZ (4.20)

4.5.2. Obtencion de la inclinacion ¢

La expresién del coseno de la inclinacion de la orbita respecto al plano del
ecuador, 7, la obtenemos al combinar la componente W, y la expresion del mo-
mento angular que hemos dado en (4.18). De esta forma,

Ty — YT

COSt = ———o—, (4.21)
Vpa(l —e?)
pudiendo calcular el momento angular a partir de W
h; = hsinQsini,
hy = —hcosQsint, (4.22)

h, = hcosi.

Podemos utilizar (4.22) para definir correctamente el cuadrante al que pertenece.
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4.5.3. Calculo de la ascesion recta del nodo ascendente €2 y del argumento
del perigeo w

Dividiendo las componentes h, y h, del momento angular, definimos la tan-
gente de la ascension recta del nodo ascendente como:

Yz — 2y

tan ) = —= -,
zi — xZ

(4.23)

Para eliminar la indeterminacién de signo que nos introduce la tangente, podemos
combinar (4.22) y (4.23) para calcular la tangente en {2 y {) + 7 y determinar final-
mente el cuadrante.

Para calcular el argumento del perigeo partimos de la componente z de la po-
sicién del satélite dada por:

z = rsin(w + v) sin1,

siendo v la anomalia verdadera del vector de posicion. Por tanto, la expresion sera:

sin(w +v) = (4.24)

rsing’

Como caso particular de la expresion (4.24) tenemos dos singularidades en i = 0
y en ¢ = 7, en ambos casos utilizaremos la siguiente expresion:

Q—xsinQ
sin(w 4+ v) = yeos " TR (4.25)

De forma andloga a (4.25),

Q in (2
cos(w—i—u):xcos + ysin .

r

4.5.4. Calculo de la anomalia media M

Calculamos el movimiento medio:
n — -

Definimos el parametro

Ao e
1+v1—e2’
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y de esta forma podemos calcular la anomalia excéntrica a partir de la verdadera:

v—F Asinv
t = . 4.26
an< 2 ) 1+ Acosv (4-26)

Finalmente, utilizando la ecuacién de Kepler podemos calcular la anomalia media:

M =FE—esink. 4.27)

4.6. Determinacion preliminar de érbitas con Newton-Raphson.
Método Danchick

Hasta ahora, hemos estudiado el método de determinacion preliminar de 6rbi-
tas que aporto Gauss, el cual hace uso de punto fijo para la resolucién del algoritmo.
Como hemos visto, éste presenta un gran inconveniente ya que tenemos una limita-
cién en cuanto a la diferencia de anomalias verdaderas (es decir, entre los instantes
de observacion) que no puede ser superior a /4.

El método de determinacion de drbitas con el que vamos a empezar nuestro es-
tudio es el que proporciond en [6] Roy Danchick ya que da un paso més en el
estudio preliminar de determinacion de 6rbitas que facilité Gauss. En el siguiente
flujograma expuesto en la Figura 6.2, vemos el proceso que sigue R. Danchick para
la obtencién de la velocidad.

6 =arccos(1-2x) = %

v
do_ 1 2 N

& JxG-D) sind’ Z/C:OS(VZ-V.){@—]
20 -sin(26) ~
X(0)=—— 3
sin”(6)
y=1+X(l+x);

Fx)=x-"+1;
7

G(y)=y-1-X(I+x);
dX dy dF dG.

do’dx dx’ dy’

1G(y,
Ve = 3o~ Gly)14C0), X=X~ F(x,)/
ly dx

dF(x,

Figura 4.3. Diagrama de Flujo del método de R.Danchick
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Del flujograma anterior observamos que utiliza el método de Newton para la obten-
cioén de los pardmetros haciendo una distincién segtn sea el valor de la diferencia
de anomalias verdaderas. En la iteracién en x, hace uso de la primera ecuacién de
Gauss:
m
F(z) = — il (4.28)

obteniendo por Newton el nuevo estimado:

F(xg
Th+1 = Tk — dF(i) (4.29)
@ (k)
Y en la iteracidn en y, hace uso de la ecuacion unificada para definir G:
Gy =y—1-X(I+=x). (4.30)
Aplicando nuevamente Newton, obtenemos la siguiente expresion iterativa:
Gy
Ye+1 = Yk — dG(y ) . (4.31)
@(yk)

Con este nuevo método de determinacion de 6rbitas conseguimos, segun el autor:
= Aumentar la diferencia de anomalias verdaderas hasta valores cercanos a 7.

= Estimacion inicial generalizada con cualesquiera que sean los datos de entra-
da. Para la iteracién en x toma xg = % y para la iteracion en y la estimacién
inicial es el valor medio de la primera ecuacién de Gauss en z = 0 y en

x = 1, siendo:
VT /T

o= g (4.32)

= Orden de convergencia mayor que utilizando punto fijo. Aumenta de lineal a
cuadrético.

» Niimero maximo de iteraciones igual a 8 con una tolerancia de 5 x 10711,

4.6.1. Primer estudio. Nuevo método de determinacion preliminar de orbi-
tas. Iteracion en X

Como alternativa al método de Danchick en el que se consigue ampliar la di-
ferencia de anomalias verdaderas a valores cercanos a 7, decidimos iterar sobre
otra de las variables dadas en las ecuaciones de Gauss para comprobar si podiamos
conseguir un método de determinacién preliminar de érbitas que:

= Aumente la diferencia de anomalias verdaderas a valores mayores a 7.
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= No haga uso de sistemas con mds de una variable para mantener las buenas
condiciones de estabilidad.

= Sea Optimo y eficiente en cuanto a numero de operaciones y orden de con-
vergencia.

= No sea tan restrictivo en la eleccién de la estimacion inicial como pasa en el
método de Gauss original.

Decidimos iterar sobre la Unica variable disponible, X, tomando la idea de Dan-
chick, es decir, trabajando sobre las dos ecuaciones de Gauss aplicando Newton-
Raphson.

Reescribiendo las ecuaciones de Gauss en funcion de X nos cercioramos de que
definiendo y a partir de la segunda ecuacién

v’ +y° —mX =0,

tenemos que tener en cuenta las raices del polinomio de grado 3:
1 21/3
3 (2 +2TmX +/—A+ (2+ 27mX)2)

1/3

(2 +27TmX + /4 + 2+ 27mX)2>1/3

+ T , (4.33)
3/2(X):%— L+ivs 1/3
392/ (2 +2TmX +\/—d+ 2+ 27mX)2)
1/3
(1—1iv3) (2 +2TmX + /44 (2+ 27mX)2) /
- o (434)
6 x 21/3
y3(X):%_ 1_7/\/5 1/3
3 92/3 (2 +2TmX 4+ \/—4+ 2+ 27mX)2)
1/3
(1+V3) (24 2TmX + /=4 + 2+ 2TmX ?) !
- . (435)

6 x 21/3

Es muy importante tener esto en cuenta ya que si las raices son imaginarias para
valores concretos de X, esta solucion no seria vélida ya que los valores de todas
los pardmetros deben ser reales y positivos.
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Los sucesivos pasos del algoritmo vendrian dados por las siguientes ecuaciones:

. . . m
a) A partir de la primera ecuacién de Gauss, v = — — [.
Yy

b) Reescribimos tanf = i
4z(1 — x)
¢) Ahora tenemos F'(X) = X — %Ll;l@e)
sin” 6

Dados los problemas de convergencia que pueden surgir al calcular y en funcién
de X, hicimos un estudio previo. Fijindonos en la ecuacion definida en el paso b),
un valor de < 0 nos proporcionaria un valor de ¢ imaginaria puro, lo que no
tiene interés practico. Para estudiar la convergencia del nuevo método, decidimos
hacer uso de la 6rbita de referencia I extraida de [5] para hacer un primer estudio
del comportamiento del método con valores de diferencia de anomalias verdaderas
pequefios ya que, en este caso, v — v << /4.

0.08 -
0.06 -
0.04 -

0.02 -

Figura 4.4. Grafica de x en funcién de y

De la Figura 4.4 extraemos que para que x € ¥ sean positivas, el parametro de
Gauss debe oscilar entre 1 < y < 1,29. Después de esta primera conclusion, re-
presentamos las funciones de las tres raices del poilonomio cibico en y en funcién
de X para ver sus restricciones.
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-200 -100 100 200

Figura 4.5. Primera raiz de y en funcién de X

-04

-05

-0.6

Figura 4.6. Segunda raiz de y en funcién de X

-200 -100 100 200

Figura 4.7. Tercera raiz de y en funcién de X
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Por lo tanto, observando las figuras que acabamos de representar debemos en-
contrar un intervalo para X que tenga las tres posibles raices reales y positivas.
Por lo que afiadiendo las restricciones que tenemos en y que hemos comentado
anteriormente, s6lo nos es vélida la Figura 4.5 restringiendo a X a estar dentro
del intervalo 0 < X < 100. Teniendo en cuenta estas restricciones, debemos ver
en que valores conseguimos F'(X) = 0 para que nuestro nuevo método tenga so-
lucién. En la Figura 4.8 vemos rdpidamente que la funcidn es creciente, es decir,
no podemos obtener las condiciones necesarias para que tengamos solucién real y
positiva con este método. Por lo que concluimos que el método iterativo X diverge.

20 40 60 80 100

Figura 4.8. Grifica de F'(X)

Por tanto, a partir de este punto nos podemos plantear mejorar partiendo de un
método de determinacién preliminar de 6rbitas como el de Danchick y utilizar
métodos de orden superior que sustituyan al de Newton-Raphson o decidirnos por
la resolucién de sistemas de ecuaciones partiendo del método de determinacién
preliminar de Orbitas que proporciond Gauss, que es finalmente la decisién que
hemos adoptado y que a continuacién vamos a desarrollar.
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Meétodos de determinacion de Orbitas con
sistemas de ecuaciones.

5.1. Métodos para sistemas de ecuaciones no lineales

5.1.1. El método de Gauss con 2 variables

Como se establece en la Seccién 4.4, el primer método que se utilizé para la
determinacién de la velocidad a partir de la determinacién preliminar de 6rbitas
que facilité Gauss fue punto fijo, iterando sobre el pardmetro de Gauss y. Como
alternativa para aumentar el rango maximo de separacion de los instantes de obser-
vacién y el orden de convergencia, podemos utilizar el método de Newton-Raphson
iterando sobre dos variables. A partir de las ecuaciones de Gauss definimos las si-
guientes ecuaciones de punto fijo:

2 m

Ye+1 = Y — l—}-SinQ(%)’

dEk — sindEk
sin(42k)

5.1
dEri1 =y (ys — 1) —m

siendo dE}, = (B2 — E4)y, la diferencia de anomalias excéntricas en la iteracion
k-ésima.

Por tanto, si denotamos por x(*) el vector columna siguiente

(k) — [ Yk
v (dEk> ’

aplicando el método de Newton-Raphson, tendremos:
g * D) = 2 (B) _ [ (207 p (), (5.2)

donde F : R? — R? es una funcién vectorial, cuyas funciones coordenadas son
las ecuaciones (5.1). Cuando en secciones posteriores nos refiramos a este método
lo denotaremos como SNR.
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5.2. Métodos de orden superior. Traub y Jarratt

El método de Newton-Raphson que hemos expresado en (5.2) tiene orden de
convergencia cuadritico bajo ciertas condiciones. Para mejorar la eficiencia pode-
mos hacer uso de métodos de orden superior como son los métodos de Traub [8] y
Jarratt [7].

Método de Traub (STR)

Para una variable, el método de Traub es una esquema de 2 pasos, con expresion

iterativa
— o — F(azk)
T Py (5.3)
et =y — L (Yk) '

k+1 k F’(Z’k) )

y si lo generalizamos para mds de una variable, nos queda:
k) = 2®) _ [F (0N (20,
y (/@) F () 5

Método de Jarrat (SJ)

Recordando (2.4), el método de Jarratt para ecuaciones de una variable viene dado

por:
e g 2 (k)
L F(xy) (3F'(zx) + F' () '
T T Y F ) \3F (=) — F'(wy) )

y reescribiendo (5.5) para n variables tenemos:

S(k) — (k) ; [F! (")) LF )],

L) o) L
2
(5.6)
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5.3. Nueva familia de métodos para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales

5.3.1. Segundo Estudio. Métodos iterativos vectoriales para el
célculo de orbitas preliminares de satélites artificiales

En el apartado 4.6.1 demostramos que no podemos plantearnos otro método de
determinacion preliminar de 6rbitas a partir de las dos ecuaciones de Gauss como
ya hizo Danchick en [6]. Por tanto, nos planteamos mejorar la eficiencia del estu-
dio preliminar de Gauss trabajando con sistemas de varias variables. Aqui es donde
empieza nuestro segundo estudio, en el cual proporcionamos una familia de méto-
dos iterativos de resolucién de sistemas no lineales que trabaja con n variables.

Esta familia ha sido obtenida mediante el uso de funciones peso matriciales, con la
siguiente expresion iterativa:

-1
y® =2® — @) FE),

-1
) (k) _ H(M(’C))[F’(y(k))} F(z®), (5.7)

1

2B D) = 20 () [ F/(y<k>)] T FER),

donde p*) = [F'(y*))] 3 (z*)) y las funciones peso H, G : R™™ — R,

En secciones posteriores demostraremos que haciendo uso de (5.7) conseguimos,
bajo ciertas condiciones:

= Orden de convergencia 6.

= Aumentar el rango de diferencia de anomalias verdaderas a valores cercanos
am.

= Mejoramos la eficiencia mediante:

¢ La evaluacion funcional de, inicamente, dos matrices Jacobianas.

* En el esquema (5.7) del primer paso al segundo congelamos F' [a:(k)]
y del segundo al tercero congelamos F’ [y(k’)], para reducir el nimero
de evaluaciones funcionales y el tiempo computacional.
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5.3.2. Demostracion del orden de convergencia

Formulamos el siguiente teorema para la posterior demostracién del orden local
de convergencia de la nueva familia de métodos iterativos de orden 6.

Teorema 1. Sea o € D un cero de una funcion suficientemente diferenciable
F:D CR"™ — R" en un conjunto convexo D tal que su Jacobiana es no singular
en a. Sean H y G cualesquiera funciones, H,G : R"*"™ — R™ " que cumplan
las siguientes condiciones: H(I) = 0, H'(I) = I, H"(I) = 0;y G(I) = I,
G'(I) = 0, G"(I) = LI, siendo I la matriz identidad. Tomando como estimacion
inicial un 9 préximo a la solucion, el esquema definido en (5.7) proporciona
orden de convergencia seis, cuya ecuacion del error viene dada por:

1
elk+l) — [—2030203 + Zc2c§ +6C3C5 — C205C3 + C3C5 — 4025] e®’ 4+ 0™,

donde Cj, = (1/EN)[F'(a)] ' F®)(a) k=2,3,4,..., y e =2k _q

Demostracion. Si expresamos el desarrollo en serie de Taylor de F’ (x(k)) al-
rededor de o con la notacién definida en la Seccién 2.7:

F <a:(k)> = F'(«a) {e(k) + Coe®™ 4 O™’ 4 Cpe® 4 e’ + Cﬁe(k)6}+0(e(k)7)
(5.8)
y, de forma andloga, para el desarrollo de la Jacobiana asociada a F tenemos:

F (x(k)> — F'(«) {I +2C5e®) 4+ 3C5e™” +4C,e™” 4 505" 1 6C5e™’ }+O(e(k)6).

(5.9
Conjeturamos que

[F’ (ZL‘(k)>:| L {I + X0e® . 4 Xge®” 4 X4e®? 4 Xge®' 4 X6e(k)5} [F’(a)]_l—l-O(e(k)G),
(5.10)

Vamos a determinar los X; a partir del hecho de que [F'(z(*))]"1F'(z®)) =

F' () [F'(x*))]~1 = I, obteniendo

Xo =20y, X3=402 -3C3, X4=0603Cy—60C2C5—8C3 —4Cy,
X5 = —5C5+8C5Cy +8C41Cy — 1202203 — 1203022 —12C5C5C, —|—90§ + 160&1,

X = —6Cs +10C5C5 + 10C5Cy — 1602204 — 1604022 —16C5C4Co 4+ 12050,
+12C4C5—18C3C5C5— 18020% — 18C§Cz +24C§Cg+240220302+240203022

+24C5C3 — 32C3.
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Entonces, la expresién de y*) — o vendra dada por:

y®) — o = Coe®™’ 4 (=203 +2C3) e 4 (4C5 — 4C2C3 — 3C3Co + 4C3) '
+ (4C5 — 6C2Cy — 4C4Cy + 8C3C3 + 6C3C3 + 6C5C3Co — 6C3 — 8C3) e’
+0(e®"). (5.11)

Ademas, sabemos:

F(y®) = F){(y® = a) + Caoy® — a)? + G5 (y® — a)* + Cay™ — a)*
+ Cs(y™ — a)®} + 0(e®”)

y si reemplazamos (y(k) — «) por la expresion dada en (5.11), tenemos:

F (y(k)) = F(a){C2e®® 4+ 2(—C2 + C3)e®’ 4 (3Cy — 40503 — 30305 + 5C5)e®’
+ (4C5 — 6CoCy — 4C4Cy + 8C3C3 + 6C3C3 4 6CoC3Cy + 203 C5 + 2C2C3C,
—6C2 — 12CHe®’} + 0(e®)”)

y de forma andloga,

F (y(k)) = F(a){I +202eW* 4 4(CoC5 — C3)e®® 1 (602Cy — 8C2C5 — 6050505
+8C% +3C502)e®™” 4 (8CoC5 — 12020, — 8CHC4Ch + 16C3Cs + 12C5C3C2
+12C2C5C, — 12C5C3 — 12C5,C2 + 6C35C,C5 + 6C2C, — 16C3)e™” + 0(e®)°).

Como hemos hecho en (5.10), ahora expresamos la inversa de F”(y(*)) en términos
del error e(¥)

[F’ (y(’“)ﬂ T {I + Vae®) 4 v3e®? 4 yue®? 4 ype®” 4 Y6€(k)5} [F'()] "+ 0(e®"),
y exigimos [F'(y")] =1/ (y*®)) = F' (y*)[F' (y*))]~1 = I, obteniendo

Yo =0, Y3=-2C2 Y;=4(C5— C2C3),

Y5 = —6C2Cy + 8C3C5 + 6C2C3Cy — 4C5 — 3C5C3,

Y = —8C5C5 4 12C2C, + 8CoC4Cy — 16C3C3 — 12C2C3C2 — 12C205C,

+ 120303 + 80303 + 80203022 + 12020§ — 6C3C,C3 — 60%02.
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Asi que,

-1
F (v™)] F (29) = e 1 e (=263 + C3)e®” 4 (€ + 265 — 4G5 Cy)e™’

+ (C5 + 6C2C5 + 2C5C5Cs — 3C3C2 — 605Cy)e™” + 0(e®").
(5.12)

Por otro lado, podemos expresar el desarrollo en serie de Taylor de u(k) entorno a
« haciendo uso de (5.9) y (5.12):
-1
) = [F’ <y(k))} F <x(k)) = I+ 2C5e® 1+ (=202 4 305)e®® 4 4(Cy — CoC5)e®’
+ (5C5 + 20205 — 2C5C5Cy — 3C3C2 4 4C% — 6CCy)e®)’
+ (6C 4 4C3Cy — 4C2C4Cy 4 4C3C3 + 4C3C3Cy + 8C2C3C3 + 6C3Cs
— 6C3C,C5 — 6C2Cy — 8C3 — 8C3C5)e™’ + 0(e®"), (5.13)

obtenemos que x(*) tiende a la matriz identidad I cuando z(*) e 3(¥) tienden a «,
con ello el polinomio de Taylor de segundo grado asociado a H (,u(k)) es:

H// I 2
H (M’“) = H(I) + H'(I) (,ﬂ“) - I) + 2() (u(’“) - I> . (5.14)
En adelante, consideraremos la siguiente notacién:

H(I)= Hy, H'(I)=Hj, HQ(I) = Ho. (5.15)

De esta forma,

B gy W) g (Mw)) {F/ @(k)ﬂ ' (x(m)

= —Hye®) + (I — Hy — 2H,)C2e®’ + (=21 + 2Hy — 4Hy)C2
(2T — Hy — 3H;)Cs)e®’ + (3T — Hy — 4H,)Cy + (4T — 2Hy + 6Hy + 4H,)C3
(—AI + 4Hy + 2H; — 6H)C5Cs + (—31 — 3H; — 6Hy)C3Cso)e®”
(4] — Ho — 5H;)Cs + (=61 — 8Hy + 6Hy + 4H,)CoCly + (—AI — 8Hy — 4H,)C4Ch
(8T +10Hy — 6 Hy + 8H;)C3C3 + (61 + 3Hy + 9H;)C3C3 + (61 — 2Ho + 2Ho

+ 6H,)CyC3Cy + (—61 — 9Hy — 3H,)CF + (=81 + 12Hy — 12H;)CH]e®’” + 0(e®)).
(5.16)

N
N
4
+
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Por lo que,

F (z(k)> = F'(a){—Hoe®™ + (I — Hy — 2H; + H2)Coe™’

—2I + 2HZ — AH, + 4HoH,)C? + (21 — Hy — 3Hy — HY)C3)e™’

31 — Hy — 4Hy + H3)Cy + (51 + 2H, + 4Hy — 3HZ + 8HoHy + 4H? + 4HoH,)C3
AT + 2H) — 6Ho + 2H2 + 6 HyH,)C,C'3

3] — 3H, — 6H, + 3H2 — 6H2H, — 3HZ)C3Cs)e®)’

(4 — Hy — Hi — 5H,)Cs + (—61 + 4Hy — 8Hy + 2H + 8HoH;)CoCy

+ (—4I — 4Hy — 8Hy — 4H{ + 4Hg + 8HE H1)CyCs + (101 — Ho + Hy + 10H;

+ HoHy +12HoHy — THE + 6H?)C5C3 + (61 + 9Hy + 12HoH, — 12H3 H;

— 12HyH? — 12H2Hy + 3H3)C3C3 + (81 + Hy — Hy + 2Hy + 11HoH,

+12HoHy + HE + 6H3?)C2030 + (—61 + 6HZ — 3HS — 3H, — 9HZ H,

— 9H,)C3 + (—121 — 4H, — 20HoHy + 4Hy + 16 Hy Hy)Cile®)} + 0(e®)°).

(
(

+1
+1
+(
+(
+1

Igual que hicimos en (5.14), el polinomio de Taylor de segundo grado asociado a
G () es

G (1M) = Go+ G1(u® = 1) + Go(u™ — 1?, (5.17)

donde usamos la siguiente notacion:

G// (I)

Go=G(I), Gi=G'(I), Gy= 5

(5.18)

Finalmente, la ecuacién del error se expresa como:

e+ — Ho(I — Go)e™ + [(I — Hy — Go + GoHy + 2G1Hy — GoHZ — 2H,
+ 2GoH,)Cole®) + [(=21 + 2Gy — 2Gy + 2Hy — 2GoHy + 4GoHy — 2Go H2
— 2G1HE + 4G H, — 4AGoHoH, — 4Ho + 4GoH,)C3 + (21 — Hy — 3H; — 2Gy
+ GoHo + 3GoH) + GoH3 + 3G, Hp)Csle®’ + 0(e®)™).

Sielegimos Hy =0, H; = %I, Hs = 0, obtenemos:

et — (=2 + 2G)C2 + (%I - %)Cg) ™’ L 0oee®h.  (5.19)

Por tanto, para alcanzar orden cuatro es necesario que G = I, y la ecuacién del
error es

) = Gy [~Cy +4C3] e 1 O, (5.20)
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Asi, para conseguir orden de convergencia cinco, (G; debe ser nulo. Por lo tanto, la
expresion del error nos quedara:

e(k+1) _ [(I _ 2G2)02203 + (_41 + 8G2)C§1] e(k)5 4 O(e(k)(j). (5.21)

Finalmente, escogiendo Gy = %I , la ecuacion del error nos queda:

1 .
eF ) = —gcgcgcg + 50203 +6C5C3 — C2C3C3 + C5Cs — 4C3 e®® 4+ 0(e®)),
(5.22)
quedando el teorema demostrado. |

Queremos comentar que los cdlculos que hemos realizado en la demostracion tie-
nen una dificultad afiadida ya que no existe ningtin software de calculo simbdlico
que no aplique la propiedad conmutativa, cosa impensable cuando trabajamos con
matrices ya que el producto C;C, en general, no tiene porque ser igual a CyC'y.

5.3.3. Expresiones de las funciones peso H y G

Bajo las hipétesis del Teorema 1, podemos proporcionar ditintas funciones pe-
so que cumplan estas condiciones, lo que da lugar a métodos iterativos diferentes.

NAJC1

Denotaremos con este acronimo al método iterativo resultante de utilizar las fun-
ciones peso:

H) =5 (- 1),

G(t)= [T+t (2 —t+¢%).

NAJC2

Podemos dar otra combinacién de las funciones peso, como:

H(t) =5 (- 1),
G(t):IJr%(t—I)z,

lo que da lugar a otro método de orden 6, que denotaremos en adelante por NAJC2.
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5.3.4. Andlisis de eficiencia de NAJC1 y NAJC2

A partir del orden de convergencia teérico de cada método y de las definiciones
del indice de eficiencia y del indice operacional extraidas de los apartados 2.4.1 y

2.4.2 respectivamente, hacemos la siguiente comparativa:

Método SNR STR SJ NAJC1 NAJC2
D 2 3 4 6 6
I 2winz 35a? 4mron? 6rntzn? 6nt2a?
1 1 - 1 1
I 9-%+n2+nl  3-Rign2pnl 4n2+2(7%+n2+"§) 6-2p+on2+825 o 2misn2i 50

siendo n el nimero de variables del sistema de ecuaciones.

1.4

121

0.4 -

0.2

indice de eficiencia |
o o
o [+ © -
T T T T
o[ — ]
|
L —
sl
~ ]
G [—————— 1]
o]
| | | | |

Figura 5.1. Evolucioén del indice de eficiencia.

Como podemos observar en la Figura 5.1, con n = 2 la relacién entre los diferentes

indices de eficiencia de los métodos es:

Isnr < Istr < Isj <Inajc1 = INajc2-

Para n > 2, el indice de eficiencia de los métodos NAJC1 y NAJC2 mejora con
respecto a los demas llegando a ser los mas eficientes.
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1.4 T

121 il
I NAJCH

0.4

0.2

indice operacional Ic
o o
o o ® -
T T T T T
o—/—/—/—/——/——————/——/——————————— 1

o[ ]
>~ ]
o ]
Sco [ — 1]
~— ]
o ]
o ]
I I I I I

Figura 5.2. Evolucién del indice operacional.

En cuanto al indice operacional, con n = 2 tenemos:

Inajc1 = Inajo2 < Isg < Isnr < IsTg.

A medida que crece n, podemos ver en la Figura 5.2 que los valores del indice
operacional de los distintos métodos se estabiliza.
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Resultados numéricos.

6.1. Eleccion de Wolfram Mathematica

SG.nb
Wolfram ﬁ -
Mathematica STR.nb

‘ NAJC.nb

Matlab
Orbitas bajo estudio
Orbita_1.nb
Orbita_3.nb
Resultados FORA S
numéricos Orbita_6.nb
Representacion Melniya.nb
Plano Dinamico
Tundra.nb

Figura 6.1. Ciclo de trabajo

Aunque durante toda la carrera hemos trabajado con Matlab como software
de célculo para programar diferentes métodos iterativos asi como para diferentes
aplicaciones mds especificas, para este trabajo decidimos utilizar el Wolfram
Mathematica principalmente por dos motivos:

= A la hora del célculo simbdlico, Mathematica es una herramienta muy po-
tente ademads de que, en este aspecto, es mds intuitiva que Matlab.

= La fiabilidad en el cdlculo de tiempos, ya que Matlab no posee un comando
tan fiable como el “AbsolutTiming”de Mathematica.
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Aunque utilizamos Mathematica para los resultados numéricos de los distintos
métodos que compararemos posteriormente, utilizamos Matlab en casos puntua-
les ya que consideramos que éste es mas completo, por ejemplo, en el tratamiento
de imégenes y en la velocidad de célculo a la hora de trazar los planos dindmicos,
es decir, las zonas de estabilidad de cada método para las érbitas bajo estudio.

6.2. Resultados numéricos de las érbitas bajo estudio.

Vamos a proceder a proporcionar las tablas con los resultados que cada método
nos facilita. Como hemos comentado en la Seccién 6.1, el programa que vamos
a utilizar para dar los resultados a partir de los datos de entrada es el Wolfram
Mathematica 8, trabajando con aritmética de precision variable de 250 digitos. Los
criterios que hemos asumido por igual para todos los métodos que vamos a com-
parar son los siguientes:

= Para todos los métodos hemos escogido los siguientes criterios de parada

+ Con una tolerancia de tol = 1071%°, tomamos como criterios de parada
[|F(2)|] + |[a®*+D) — 2®)|| < tol.

= Para todos los métodos hemos escogido una estimacién inicial cercana a la
solucidn.

= Los elementos que conformaran cada tabla comparativa son los siguientes:
* Iter: Numero de iteraciones que realiza el método hasta obtener el re-

sultado final.

* p: Estimacion del orden de convergencia computacional, definido en la
Seccién 2.4.

« I: Indice de eficiencia aproximado, definido en el apartado 2.4.3.
e I, Indice operacional aproximado, definido en el apartado 2.4.4.
* ¢,: Error absoluto cometido en el semieje mayor a.

* &.: Error absoluto cometido en la excentricidad e.

¢ ¢g;: Error absoluto cometido en la inclinacién de la orbita 3.

* &y Error absoluto cometido en el argumento del perigeo w.

¢ ¢q: Error absoluto cometido en la ascension recta del nodo
ascendente ().

* Tiempo (s) : Tiempo computacional en segundos obtenido con el co-
mando “AbsolutTiming” de Mathematica.
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Cuando nos referimos al error absoluto cometido, lo que hacemos para dar cada
uno de los valores es la resta en valor absoluto entre el valor tedrico dado y el
obtenido a partir de la velocidad que nos proporcionan los métodos numéricos
especificados.

£ = ‘Ualorteorico - Ualoraprozimado|-

Por lo tanto, mostraremos dicha informacién en cada una de las tablas a partir de
las 6rbitas de referencia proporcionadas en la Seccién 2.5.

Errores absolutos

Método Iter p I 1. €q €e €; Ew eqn Tiempo (s)
SNR 7 19999 1.1112 1.1112 3.2757e-109 4.8982e-110 7.3653e-109 2.6237e-108 O 0.005049
STR 5 29995 1.1396 1.1102 2.0466e-120 3.0603e-121 4.6017e-120 1.6393e-119 0 0.005463
SJ 4 4.0000 1.1264 1.0771 4.8431e-200 8.8034e-201 3.9324e-200 1.4008e-199 0O 0.005906
NAJC1 3 57569 1.1347 1.0485 3.6731e-148 4.3049e-148 1.5905e-146 5.6659%-146 0 0.009218
NAJC2 3 57821 1.1352 1.0487 3.9057e-149 4.6174e-149 1.7089¢-147 6.0879%e-147 0 0.007306
Tabla 6.1. Resultados Orbita de Referencia 1.
Errores absolutos

Método Iter p I I, c o Ee €; Ew eq Tiempo (s)
SNR 7 2.0025 1.0962 1.0962 1.6280e-132 8.9829¢-132 1.3613e-131 1.2689e-129 0.006094
STR 5 3.0093 1.1188 1.0938 7.1508e-202 2.7325e-202 1.0162e-201 9.4735e-200 0.006825
SJ 4

0.008396

0
0

4.0232 1.1303 1.0795 7.1508e-202 2.7325e-202 1.0162e-201 9.4735e-200 0O 0.006064
NAJC1 3 53699 1.1248 1.0451 2.7711e-140 1.8029e-139 2.7711e-139 2.5831e-137 0
0

NAJC2 3 55364 1.1258 1.0454 7.9126e-142 5.8982e-141 9.1569e-141 8.5355e-139 0.007454

Tabla 6.2. Resultados Orbita de Referencia II1.
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Errores absolutos

Método Iter p I 1. €a Ee €; Ew eqn Tiempo (s)
SNR 7 1.9998 1.1044 1.1044 2.5975e-153 5.7469e-154 6.9779e-156 4.4779¢-153 0 0.006215
STR 5 29998 1.1275 1.1007 1.7359e-202 3.6985e-202 1.2488e-202 8.0140e-200 O 0.006669
SJ 4 39858 1.1399 1.0853 1.7359e-202 3.6985e-202 1.2488e-202 8.0140e-200 0 0.006392
NAJC1 3 57638 1.1319 1.0476 1.0246e-135 2.2937e-136 3.5756e-138 2.2946e-135 0 0.008498
NAJC2 3 57741 1.1322 1.0477 1.8360e-136 4.1009e-137 6.1235e-139 3.9297e-136 0 0.007506

Tabla 6.3. Resultados Orbita de Referencia VI.

Errores absolutos

Método Iter p I 1. €a Ee & Ew eq Tiempo (s)
SNR 7 2.0000 1.0935 1.0935 7.6605e-17 1.1902e-19 2.4595e-16 4.3998e-16 0 0.006084
STR 5 29999 1.1192 1.0942 7.6605e-17 1.1902e-19 2.4595e-16 4.3998e-16 0 0.006522
SJ 4 35191 1.1264 1.0771 7.6605e-17 1.1902e-19 2.4595e-16 4.3998e-16 0 0.004714
NAJC1 3 49478 1.1243 1.0449 7.6605e-17 1.1902e-19 2.4595e-16 4.3998e-16 0 0.008329
NAJC2 3 57930 1.1249 1.0451 7.6605e-17 1.1902e-19 2.4595e-16 4.3998e-16 0 0.007574

Tabla 6.4. Resultados Orbita Molniya.
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Errores absolutos

Método Iter p I 1. €a €e & €w eq Tiempo (s)
SNR 6 20121 1.1041 1.1041 3.1284e-16 1.6038e-17 2.432le-16 6.5148e-15 0.005069
STR 5 29852 1.1331 1.1051 3.1284e-16 1.6038e-17 2.4321e-16 6.5148e-15 0.005493
SJ 3

NAJC1 3 49478 1.1336 1.0482 3.1284e-16 1.6038e-17 2.4321e-16 6.5148e-15

0
0

3.9931 1.1409 1.0859 3.1284e-16 1.6038e-17 2.4321e-16 6.5148e-15 O 0.004457
0 0.009004
0

NAJC2 3 52465 1.1337 1.0482 3.1284e-16 1.6038e-17 2.4321e-16 6.5148e-15 0.007704

Tabla 6.5. Resultados Orbita Tundra.

6.2.1. Conclusiones

= Al trabajar con dos ecuaciones de forma simultdnea, iterando sobre y y dF,
ampliamos el rango de la diferencia de anomalias verdaderas hasta valores
cercanos a 7.

= El que mejor ACOC p presenta es NAJC2. Podemos observar que segtin
los datos de entrada, este indicador varia por encima o por debajo del valor
tedrico p. En el caso de los métodos SJ y NAJCI1 el valor de p desciende
cuanto més separados estdn los instantes de observacion.

= Si nos referimos al indice de eficiencia aproximado y al indice operacional
aproximado, el que mejor comportamiento presenta es SNR debido a que es
el método que menos evaluaciones funcionales realiza. Por esto, es coherente
el resultado de tiempo computacional que obtenemos que, en media, es mas
bajo que el de algunos métodos de orden superior. Por contra, es el método
que peor precision posee y més iteraciones realiza de todos los utilizados
para este trabajo.

= En cuanto a tiempo computacional se refiere, el que mejores valores presenta
es el método SJ. Ademads, en media es el que mejor precision presenta en
cuanto a los errores absolutos cometidos se refiere, teniendo en cuenta que
nos movemos en estimaciones iniciales muy cercanas a la solucién final.

= Tanto en orden de convergencia como en nimero de iteraciones, los méto-
dos que mejor comportamiento presentan son NAJC1 y NAJC2 en todas
las 6rbitas presentadas. Ambos métodos presentan valores similares. Si tu-
viéramos que decantarnos por alguno, el método NAJC2 presenta mayor
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precision que NAJC1, ademds de que emplea menor tiempo para obtener
los resultados, consigue mejores valores de eficiencia y mayor ACOC.

= La precisién de los resultados obtenidos por los diferentes métodos sobre
Orbitas de tipo Molniya y Tundra, decrecen en relacién a otras 6rbitas. Es
coherente con lo que hemos comentado en la explicacion de los datos de en-
trada que hemos utilizado para calcular los pardmetros keplerianos de estas
Orbitas, ya que estamos en valores practicamente extremos en cuanto a dife-
rencia de anomalias verdaderas se refiere, es decir, en distancias cercanas a
.

6.3. Estudio de la estabilidad. Representacion de los planos
dinamicos

Como hemos avanzado al principio de este capitulo, para el estudio de la esta-
bilidad de los métodos hemos utilizado como herramienta de software el programa
Matlab, la versién R2010a. Lo que hemos hecho consiste en representar los planos
dindmicos de cada método definiendo una malla de puntos en un rango determina-
do para estudiar donde se encuentran los mejores puntos de salida, es decir, donde
el método es capaz de llegar a la solucion final a partir de una estimacién inicial
dada por esta malla de puntos. Las zonas donde si converge estdn sombreadas en
naranja, con tonos mas intensos donde realiza menos iteraciones. En las zonas ne-
gras el método no ha sido capaz de dar una solucién cercana a la solucién con el
numero de iteraciones disponible. En estos caso puede pasar que el método diverja
0 que necesite mds iteraciones para aproximarse a la solucion final. Como criterios
de representacién hemos utilizado:

= La Orbita de referencia I.

= En el eje de abcisas tenemos como variable el parametro de Gauss ¥, y en el
eje de ordenadas tenemos la diferencia de anomalias excéntricas denotadas
como dF.

= Representamos en el intervalo [0, 3] x [—1, 1] ya que la solucién es, aproxi-
madamente, el punto (1,0.1).

= En el programa que representa los planos dindmicos, que se encuentra en
el Anexo A y del que nos ayudamos de [11] para programarlo, utilizaremos
2000 puntos con 500 iteraciones en cada uno, suficiente para dar una repre-
sentacion fiable tanto en la zona de estabilidad como en los bordes de la
misma.
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difference eccentric anomalies dE

difference eccentric anomalies dE

0.5 1 1.5 2 25
Parameter of Gauss y

Figura 6.2. Plano dindmico de SNR.

0.5 1 15 2 25
Parameter of Gauss y

Figura 6.3. Plano dindmico de STR.
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difference eccentric anomalies dE

difference eccentric anomalies dE

0.5 1 15 2 25
parameter of Gauss y

Figura 6.4. Plano dindmico de SJ.

0.5 1 15 2 25
Parameter of Gauss y

Figura 6.5. Plano dindmico de NAJC1.
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difference eccentric anomalies dE

) 0.5 1 1.5 2 25 3
Parameter of Gauss y

Figura 6.6. Plano dindmico de NAJC2.

6.3.1. Conclusiones

» El método SJ es el que mejor precision obtiene con un niimero relativamente
bajo de iteraciones realizadas. Viendo su plano dindmico debemos afiadir
que es el que mejor precisién proporciona pero con una estimacién inicial
mads cercana a la solucién. Posee una region central estable pero predominan
las zonas negras donde el método no llega a la solucién con las iteraciones
proporcionadas.

= Tanto NAJC1 y NAJC2 poseen grandes zonas de comportamiento estable,
es decir que dada una estimacién inicial que dista considerablemente de la
solucidn, son los dos métodos que mejor comportamiento poseen para dar
finalmente una solucién final tan préxima a la solucién como se desee.

= En general, es conocido que al crecer el orden de convergencia las zonas
de estabilidad se van haciendo mds reducidas. Si observamos las zonas de
estabilidad de NAJC1 y NAJC2 esto no pasa ya que sus zonas anaranjadas
son comparables a SNR que es el que posee el menor orden de convergencia
y mayor regién de estabilidad.

= NAJC2 es mas estable que NAJC1. Lo podemos observar en sus regiones de
estabilidad ya que a partir del conjunto de puntos iniciales donde el método
converge, NAJC1 tiene sus cuencas de convergencia mds dispersas y deslo-
calizadas.
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6.4. Resultados numéricos sobre problemas académicos

Antes de dar finalmente las conclusiones a las que hemos llegado sobre nuestra
nueva familia de métodos de orden 6, vimos interesante hacer un estudio sobre ca-
sos académicos partiendo de una estimacion inicial alejada de la solucién, ya que
observando los resultados de los planos dindmicos de la seccién anterior, es facil
observar que las regiones de estabilidad de nuestra familia de métodos son bastante
amplias en comparacién a otros métodos descritos. El software que vamos a utili-
zar durante esta seccion sigue siendo Wolfram Mathematica 8 y trabajaremos con
una aritmética de precision variable de 250 digitos. El criterio de parada serd nue-
vamente || F(z)|| + ||z**1 — 2®)|| < tol con una tolerancia de tol = 10100

Los sistemas [15] en los que vamos a aplicar nuestros métodos son los siguien-
tes:

@ Fi(z) = (fi(z), fo(@))T conz = (z1, )T y fi : R2 5 R, i=1,2,
T =~ (3.47063096,-2.47063096).
fi(z) = e**e®® + x; cos x2,

fo(x) =21+ 29 — 1.

(b) Fa(z) = (fi(z), fo(2), f3(x))T con z = (w1,20,23)" y fi : R® = R,
i=1,2,3, 7 ~ (2.14025,-2.09029,-0.223525).
filz) = :13% +9:§ +:1:§ -9,
fo(z) = v1z0m3 — 1,

fa(x) =21 + @9 — :):%

©) Fs3(z) = (fi(x), fax), f3(x), fa(x))" siendo & = (1, 9, x3,24)" y
fi:R* >R i=1,...,4,Z= (ot Tmtgnt ).

)

fi(x) = xoxs + x4 (z2 + x3)
fa(z) = x123 + 4 (21 + 23)
fa(x) = x129 + 24 (21 + 22)
Ja(@) =x

122 + 2123 + T2x3 — 1.

Denotaremos por ¢y, a | fi(z¥+1))], siendo x(**1) la dltima iteracién calculada y
fi cada una de las funciones coordenadas de F'.
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Método Iter  p I I, Ef ey, Tiempo (s)

SNR 8 1.9999 1.1734 1.1078 7.5993e-174 O 0.004658
STR 6 3.0000 1.3841 1.1251 5.8838e-206 O 0.006098
SJ 4 39887 1.1174 1.0715 2.0217e-113 0 0.004620
NAJC1 4 6.0051 1.1259 1.0451 0 0 0.009178
NAJC2 4 6.0028 1.1289 1.0462 0 0 0.008030

Tabla 6.6. Resultados de sistema (a) con (%) = (4, —3)7T.

Método Iter p I 1. £f Efy Efs Tiempo (s)

SNR 13 1.9948 1.0281 1.0201 3.4121e-125 2.7759e-125 1.0794e-125  0.007766
STR - - . - - - -

SJ 8 3.9940 1.0301 1.0158 0 0 0 0.009805
NAJC1 5 49496 1.0646 1.0171 0 0 0 0.013722
NAJC2 6 49329 1.0716 1.0190 0 0 0 0.013029
Tabla 6.7. Resultados de sistema (b) con (9 = (12, -2, —1)7.
Método Iter  p I I. ep Efy Efy €ty Tiempo (s)

SNR 10 2.0244 1.0249 1.0249 6.5830e-102 6.5830e-102 6.5830e-102 2.7466e-103  0.007272

STR 7 3.0909 1.0356 1.0162 2.9862e-145 2.9862e-145 2.9862e-145 7.8319e-147  0.009802
SJ 5 41871 1.0349 1.0141 6.5830e-102 6.5830e-102 6.5830e-102 2.7466e-103  0.007952
NAJC1 5 64193 1.0493 1.0104 0 0 0 0 0.017668
NAJC2 5 6.1729 1.0520 1.0110 0 0 0 0 0.014849

Tabla 6.8. Resultados de sistema (c) con z(*) = (5, 5,5, —1)T.
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6.4.1. Conclusiones

= En cuanto a tiempo computacional, el que mejor comportamiento posee es
el método SJ aun cuando el nimero de iteraciones dista en dos respecto a
otros métodos como NAJC2.

= En general, los dos métodos que presentan mejor precision son NAJC1 y
NAJC2. Esto es importante remarcarlo ya que en la determinacién de Orbitas
habiamos concluido que el mejor en cuanto al error cometido era SJ, el cual
no tiene el mismo comportamiento cuando la estimacion inicial no ronda
proxima a la solucién.

= El método STR en el sistema (b) diverge, por ello no hemos dado resultados.

= En los métodos SNR y STR se dispara el nlimero de iteraciones cuando la
estimacion inicial estd lejos de la solucidn.
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Conclusiones y lineas futuras.

7.1. Reflexiones finales y lineas de investigacion futuras

En este estudio de investigacion empezamos analizando el método de Dan-
chick descrito en [6] para, finalmente, disefiar otro método de determinacion pre-
liminar de drbitas que tenga mejores condiciones en cuanto a eficiencia y tiempo
computacional ampliando a su vez el rango de diferencia de anomalias verdaderas.
Comprobamos que no era posible a partir de las ecuaciones de Gauss modificar el
método de Danchick utilizando otras variables disponibles, que en nuestro caso fue
la variable X . Por ello, pensamos en trabajar con sistemas ya que al utilizar las dos
ecuaciones de Gauss en lugar de la unificada, ampliamos el rango a valores cerca-
nos a m. De esta forma, podemos centrarnos tinicamente en mejorar la eficiencia
y el tiempo computacional del método iterativo. Una posible via de investigacion
consistiria en optimizar el método de Danchick en sus dos ramas de iteracion, x e
1y, con métodos de orden superior que hagan uso de una variable para mantener las
buenas condiciones de estabilidad que se tienen al trabajar con una séla ecuacion.
A continuacién, podriamos seguir mejorando haciendo uso de métodos libres de
derivadas también con alto orden de convergencia.

Para ampliar el rango de diferencia de anomalias verdaderas, quedaria como linea
de investigacion futura replantear el método de Gauss en el que hace uso de la re-
lacién tridngulo-sector para calcular la velocidad. Pensamos en hacer esta relacion
entre dos figuras geométricas que no hagan que la distancia de observacion se li-
mite a /4 cuando trabajamos con una tnica ecuacion.

Seria interesante probar también nuestros métodos en otros estudios preliminares
de determinacion de orbitas extraidos de [5] como iterar sobre el semi-latus rectum
p, sobre las series cerradas f y g o sobre la excentricidad e.

Centrandonos en lo que ha sido nuestro segundo caso de estudio en el que ya tra-

bajabamos con sistemas de ecuaciones no lineales con mds de una variable, los
nuevos métodos NAJC1 y NAJC2 de orden de convergencia 6 que hemos obteni-

71



do a partir del uso de funciones peso matriciales (las cuales no se habian utilizado
anteriormente), son los que mejores condiciones globales consiguen ya que para
estimaciones iniciales que distan considerablemente de la solucién final, hemos
visto en el estudio de la estabilidad que consiguen converger con muy pocas itera-
ciones en comparacion a otros métodos que también son de orden superior. Tanto
uno como otro estdn a la altura de métodos consolidados como Jarrat o Traub ya
que superamos sus ordenes de convergencia haciendo menos iteraciones.

La idea de introducir las 6érbitas comerciales de los tipos Molniya y Tundra fue
para probar nuestros métodos en el calculo de parametros orbitales en érbitas exis-
tentes. Los resultados han sido satisfactorios ya que si tenemos en cuenta los digitos
de precision con los que se trabaja en la realidad, nosotros damos incluso mayor
precision que la requerida. Serfa interesante poder probar nuestra nueva familia de
métodos en casos en los que se tengan en cuenta fuentes perturbadoras ya que las
trayectorias de las orbitas que describen los satélites se ven gravemente alteradas
por fuentes perturbadoras externas como pueden ser el Sol, planetas adyacentes
o distintas condiciones atmosféricas. Para ello deberiamos replantear la ecuacién
del movimiento relativo que resolvié Gauss, introduciendo distintas perturbaciones
externas y resolviendo la ecuacién diferencial que nos quede.
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ANEXOS
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Representacion del plano Dinamico de un
método iterativo

Para representar los planos dindmicos de los métodos iterativos utilizados, de-
finimos una malla de puntos con distintos valores de estimacidn inicial de nuestras
variables y comparamos con la solucién conocida “pa”. A partir de la represen-
tacion, estudiaremos donde hay puntos de divergencia, zonas negras, y donde el
algoritmo llega a la solucién con una precisién determinada, zonas anaranjadas.
Recordemos que esta parte estd implementada en Matlab con la versién R2010a.

function [I,it,s,sant]=Plan_Dinamic(lim,ptos,maxiter,pa,tol,metodo,rl,r2,incrt)

lim: Limites de representacion en cada eje [yini|yfin|dEini|dEfin]

o° o

xini=lim(1l); xfin=1im(2); yini=lim(3); yfin=1im(4);

% Hacemos que la imagen tenga un nmero impar de puntos
if (mod (ptos, 2)==0)

ptos=ptos+1;
end

% Creamos la malla de puntos
dx=xfin-xini; dy=yfin-yini; d=max(dx,dy);
paso=d/ptos;

x=xini:paso:xfin;

y=yini:paso:yfin;

[X,Y]=meshgrid(x,V);

)) i
rla=zeros (size(X));
R=zeros (size (X)); G=zeros(size (X)); B=zeros(size (X));

it=zeros (size (X

[f,col]l=size (X);
for j=1:f
for k=1l:col
s(1)=X(j,k);s(2)=Y(]j,k); raizencontrada=0;s=s(:);it(j,k)=0;
while (raizencontrada==0 && it (j,k)<maxiter)
switch metodo
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case 'SG'
s=SNR(rl,r2,s,incrt,tol, maxiter);
case 'STR'
s=STR(rl,r2,s,incrt,tol, maxiter);
case 'SJ'
s=SJ(rl,r2,s,incrt, tol, maxiter);
case 'NAJCL'
s=NAJC1 (rl, r2,s,incrt,tol, maxiter);
case 'NAJC2'
s=NAJC2 (rl, r2,s,incrt,tol, maxiter);
end
it (j,k) = it (j,k) + 1;
if norm(s)>2000
it (j,k)=maxiter;
R(J,k)=0; G(j,k)=0; B(J, k)=0;
raizencontrada=1;

else
if norm(s'-pa(l,:))<le-2
rla(j,k)=maxiter-1.5%it (J,k);
R(j,k)=rla(]j,k)/maxiter;
G(j,k)=rla(j,k)/maxiter«102/255;
raizencontrada=1;
end
end

end
end
end

I(:,:,1)=R(:,:);

I(:,:,2)=G(:,:);

I(:,:,3)=B(:,:);

imshow (I, 'Xdata', [xini xfin], 'Ydata', [yini yfin])

xlabel ('Parameter of Gauss y'); ylabel ('difference eccentric anomalies dE');
hold on

axis on

axis xy
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MéEtodos iterativos.

Tengamos en cuenta que la programacion de los métodos que expondremos
a continuacion, sélo sirve para sistemas con n = 2. Si quisieramos extrapolarlo a
casos con n. > 2, debemos ajustar tanto F como F’. El software en el que hemos
programado cada uno de los métodos ha sido Wolfram Mathematica 8.

B.1. Método de Danchick DANC.

theta[x_]=ArcTan[l-2*x,2xSqrt [x* (1-x)11;
dtheta[x_]=D[thetal[x],x];
X[x_]=(2+«theta[x]-Sin[2xtheta[x]])/Sin[theta[x]]"3;
dX[x_]=D[X[x],x];

yx[x_]=1+X[x]* (1+x);

dy [x_]=D[yx[x],x];

Flx_]=x-m/yx[x]"2+1;

dF [x_]=D[F[x],x];

If[cosver<o,

x0=1/2;
While[Abs[F[x0]]>=10"-100,
x0=x0-F [x0]/dF [x0];
iterF=iterF+1;];
ysol=yx[x0];
thetasol=theta[x0];

1i

xgly_l=m/y"2-1; «)
thetagly_J]=ArcTan[1-2%xgly],2*Sqrt[xg[y]l+(1-xgly])]1];
Xgly_l=(2+xthetag([y]-Sin[2+thetag([y]])/Sin[thetag([y]] " 3;
Gly_l=y-1-Xglyl=* (1+xglyl);

dGly_1=DI[G[y]l,vy];
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If[cosver>=0,
y0=(Sqgrt [m/ (1+1) ]+Sqrt [m/1]1)/2;
While[Abs[G[y0]]>=10"-100,
y0=y0-G[y0]/dG[y0];
iterG=iterG+1;17;

ysol=yO0;

xsol=xg[ysol];
thetasol=thetag[ysol];

]

B.2. Método de Gauss con dos variables SNR

While[Abs[nf]>10"-100 && Abs[nor]>10"-100,
jsol={{dfly[y0,dEOQ],dfl1dE[y0,dEO]}, {df2y[y0,dEQ],df2dE[y0,dEOQ] }};
fsol={f1l[y0,dEO], £f2[y0,dEO]};
v=v0-LinearSolve[jsol, fsol];
yO0=v[[1,1]];
dEO=v[[2,1]1];
nor=Norm[v-v0];
nf=Abs[f1l[y0,dEO0]-f2[y0,dEO]];
v0=v;
iter=iter+1;

B.3. Método de Traub STR.

While[Abs[nf]>10"-100 && Abs[nor]>10"-100,
jsol={{dfly[y0,dEOQ],dfl1dE[y0,dEO]}, {df2y[y0,dEQ],df2dE[y0,dEOQ] }};
fsol={f1l[y0,dEO], £f2[y0,dEO]};
vy=vO0-LinearSolve[jsol, fsol];
yy=vy[[1,1]];
dEy=vy[[2,1]];
fsoly={fllyy,dEy], £2[yy,dEy]};
v=vy-LinearSolve[jsol, fsoly];
yO=v[[1,111;
dEO=v[[2,1]];
nor=Norm[v-v0];
nf=Sqrt [ (f1[y0,dE0]) "2+ (£f2[y0,dEQ]) "2];
v0=v;
iter=iter+l;
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B.4. Método de Jarrat SJ.

While[Abs[nf]>10"-100 && Abs[nor]>10"-100,
jsol={{dfly[y0,dEO],df1dE[y0,dEO]}, {df2y[y0,dEOQO],df2dE([y0,dEQ]}};
fsol={f1[y0,dEOQO],£f2[y0,dEOQ]};
ls=LinearSolve[jsol, fsol];
vz=v0-(2/3) x1ls;
yvz=vz[[1l,1]1];
dEz=vz[[2,1]];
jsolz={{dflylyz,dEz],dfldE([yz,dEz]}, {df2y[yz,dEz],df2dE[yz,dEz] }};
v=v0-(1/2) *LinearSolve[3*jsolz—-jsol, 3xjsolz+jsol].ls;
yo=v[[1,1]1];
dEO=v[[2,1]];
nor=Norm[v-v0];
nf=Sqrt [ (f1[y0,dE0]) "2+ (f2[y0,dEQ]) "2];
v0=v;
iter=iter+1;

B.5. Nueva familia de métodos de orden seis.

B.5.1. Método NAJC1.

Ident=SetAccuracy[IdentityMatrix[Length[v0]],M];

While[Abs[nf]>10"-100 && Abs[nor]>10"-100,
jsol={{dfly[y0,dEO0],dfl1dE[y0,dEOQ]}, {df2y[y0,dEQ],df2dE[y0,dEOQ] }};
fsol={f1[y0,dEQ],f2[y0,dEOQ]};
vy=v0-LinearSolve[jsol, fsol];
yy=vy[[1,11];
dEy=vy[[2,1]];
jsoly={{dflylyy,dEy],dfldE[yy,dEy]}, {df2ylyy,dEy],df2dE[yy,dEy]}};
mu=LinearSolve[Jjsoly, jsol];

H=(1/2) * (mu—-Ident) ;

vz=vy-H.LinearSolve[Jjsoly, fsol];

yv=vz [[1,1]1];

dEv=vz[[2,1]1];

fsolz={fllyv,dEv],f2[yv,dEV]};

G=LinearSolve [Ident+mu, 2*Ident-mu+MatrixPower [mu,2]];
v=vz-G.LinearSolve[]jsoly, fsolz];

nor=Norm[v-v0];

yO=v[[1,1]1];
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dEO=v[[2,1]];

nf=Sqgrt [ (f1[y0,dEQ]) "2+ (£2[y0,dEOQ]) "2];
v0=v;

iter=iter+1;

B.5.2. Método NAJC2.

Ident=SetAccuracy[IdentityMatrix[Length[v0]],M];

While[Abs[nf]>10"-100 && Abs[nor]>10"-100,
jsol={{dfly[y0,dEOQ],dfl1dE[y0,dEOQ]}, {df2y[y0,dEQ],df2dE[y0,dEOQ] }};
fsol={f1[y0,dEQ],£f2[y0,dEOQ]};
vy=v0-LinearSolve[jsol, fsol];
yy=vy[[1,1]];
dEy=vy[[2,1]];
jsoly={{dflylyy,dEy],dfldE[yy,dEy]}, {df2y[yy,dEy],df2dE[yy,dEy]}};
mu=LinearSolve[jsoly, jsol];
H=(1/2) * (mu—-Ident) ;
vz=vy-H.LinearSolve[jsoly, fsol];
yv=vz[[1,1]];
dEv=vz[[2,1]1];
fsolz={fllyv,dEv],f2[yv,dEV]};
G=Ident+(1/2)*MatrixPower [mu—-Ident,2];
v=vz-G.LinearSolve[jsoly, fsolz];
nor=Norm[v-v0];
yO0=v[[1,1]];
dEO=v[[2,1]1];
nf=Sqrt [ (£1[y0,dEQ]) "2+ (£2[y0,dEQ]) "2];
v0=v;
iter=iter+1;
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Orbitas bajo estudio

Cada una de las orbitas que especificamos en este capitulo estan programadas

con el Wolfram Mathematica 8. Ademads, es el software de célculo que utilizaremos
para el resto de programas a excepcién, como hemos comentado anteriormente, de
la representacion de los planos dindmicos.
En Mathematica no hay una interfaz principal como en Matlab, se ejecutan los
distintos “notebooks” en orden secuencial. El orden de ejecucién que hemos se-
guido consiste en, primeramente, ejecutar el fichero .nb de la érbita que queremos
estudiar. Posteriormente tomamos dos posiciones de observacion, ejecutamos las
condiciones iniciales de la érbita bajo estudio, calculamos los parametros [, m y
V9 — 11y, finalmente, aplicamos el método que deseemos probar.

C.1. Programa para la obtencion de [, m y v5-v

M=250;
k=SetAccuracy[0.07436574,M] ; (xunidades sqgrt (e.r.) " 3/minx)
mhu=SetAccuracy[l,M]; (xunidades e.m.x)
tao=SetAccuracyl[k*incrt,M];
modrl=SetAccuracy[Sqgrt[Dot[rl,r1l]],M];
modr2=SetAccuracy[Sqgrt [Dot[r2,r2]],M];
cosver=SetAccuracy[Dot [r2,rl]/ (modrl+modr2) ,6M];
Wz=SetAccuracy[Norm[Cross[rl,r2]]/
(modrl+modr2+«Norm[Cross([r2,rl]]/ (modrl+«modr2)),bM];
If[Wz>=0,
sinver=
SetAccuracy [ ((rl1[[1]1]*r2[[2]]-r2[[1]]1*r1[[2]])/
(Abs [rl1[[1]1*r2[[2]]1-x2[[1]1*r1[[2]1]))~*
(Sgrt[l-cosver”2]),M];,
sinver=
SetAccuracy [—((r1[[1]]*r2[[2]]-r2[[1]11*rl[[2]1])/
(Rbs[rl1[[1]1+x2[[2]]1-x2[[1]]1*x1[[2]]1]))*
(Sqgrt [l-cosver”2]),M];1;
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AnomVer=SetAccuracy [ArcTan[cosver, sinver],M];

1=SetAccuracy [ ( (modrl+modr2) / (4xSqrt [modrl+modr2] *Cos [AnomVer/2]))—-(1/2),M];
m=SetAccuracy [ (mhustao”2)/ (2*Sgrt [modrl+modr2]«Cos [AnomVer/2]) "3,M];

C.2. Orbitas de referencia.

C.2.1. Programa para el calculo de posiciones en las orbitas de referencia.

tol=SetAccuracy[1l,M];

Omega=SetAccuracy [Omega*2xP1/360,M];
incrt=SetAccuracy[0.01044412x24x60,M];
k=SetAccuracy[0.07436574,M] ; (xunidades sqrt (e.r.) " 3/minx)
mhu=SetAccuracy[l,M]; (*unidades e.m.x)
n=SetAccuracy [ (Sqrt [mhu] xk) / (a” (3/2)),M];
Ml=SetAccuracy[0,M];

M2=SetAccuracy[nxincrt,M];
at=SetAccuracy[ax6378.15,M];
h2=SetAccuracy [mhuxat* (1-ex"2),M];

p=SetAccuracy [h2/mhu, M];

(*M1-—-> posicion inicialx)
Eant=SetAccuracy[M1l,M];

El=SetAccuracy[1l,M];

While[tol>=10"-200,
El=SetAccuracy[Ml+exxSin[Eant],M];
tol=SetAccuracy[Abs[Eant-E1],M];
Eant=SetAccuracy[E1l,M]; ]

rmodl=SetAccuracy[at* (1l-exxCos[El]),M];
vmodl=SetAccuracy [Sqrt [mhux ( (2/rmodl)-(1/at))]1,M];
xrl=SetAccuracyl[at* (Cos[El]-ex), M];
yrl=SetAccuracy[at*Sqrt[l-ex"2]*Sin[E1l],M];
nl=SetAccuracy[Sqgrt [mhu/at”~3],M];
xvl=SetAccuracy[- (nl*at*Sin[E1l]/ (1l-ex*Cos[E1l])),M];
yvl=SetAccuracy|[ ((nlxat*Sqrt[l-ex"2]+«Cos[E1l])/ (l-ex*Cos[ELl])),M];
(*M2--> posicion2x)

Eantl=SetAccuracy[M2,M];

E2=SetAccuracy[1l,M];

tol2=SetAccuracy[1l,M];

While[tol2>=10"-200,
E2=SetAccuracy[M2+ex*Sin[Eantl],M];
tol2=Abs[Eantl-E2];

Eantl=SetAccuracy[E2,M]; ]

rmod2=SetAccuracy[at* (1l-exxCos[E2]),M];
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vmod2=SetAccuracy [Sgrt [mhux ( (2/rmod2)-(1/at))],M];
xr2=SetAccuracy[at* (Cos[E2]-ex), M];
yr2=SetAccuracylat*Sqgrt[l-ex"2]*Sin[E2],M];

n2=SetAccuracy[Sqgrt [mhu/at”~3],M];

xv2=SetAccuracy[- (n2+at*Sin[E2]/ (1l-ex*Cos[E2])),M];
yv2=SetAccuracy[ ( (n2+«at*Sqgrt[l-ex"2]xCos[E2])/ (1l-exxCos[E2])),M];
P={0,0,0};

0={0,0,0};
[1]]1=SetAccuracy[Cos[w]*Cos[Omega]-Sin[w]*Sin[Omega]*Cos[i],M];

P [
P[[2]]=SetAccuracy[Cos[w]*xSin[Omega]+Sin[w] *Cos[Omega] *Cos[i],M];
P[[3]]=SetAccuracy[Sin[w]*Sin[i],M];
Q[[l]]=SetAccuracy[-Sin[w]*Cos[Omega]-Cos[w]*Sin[Omega]*«Cos[i],M];
Q[[2]]=SetAccuracy[-Sin[w]*Sin[Omega]+Cos[w]*Cos[Omega] «Cos[i],M];

Q[[3]]=SetAccuracy[Cos[w]*Sin[i],M];
rll=SetAccuracy[xrl«P+yrlxQ,M];
r2l=SetAccuracy [xr2*«P+yr2+Q,M];
RT=SetAccuracy[6378.15,M];

rl=SetAccuracy[rll/RT,M];
r2=SetAccuracy[r21/RT,M];

C.2.2. Orbita de referencia 1.

Clear["Global +"]

M=250;
i=SetAccuracy[1l5,M];
w=SetAccuracy[10,M];
Omega=SetAccuracy[30,M];
a=SetAccuracy[4,M];
ex=SetAccuracy[0.2,M];

C.2.3. Orbita de referencia III.

Clear["Global x"]

M=250;
incrt=SetAccuracy[0.01316924%24%x60,M];
a=SetAccuracyl[2,M];
ex=SetAccuracy[0.05,M];
i=SetAccuracy[60,M];
Omega=SetAccuracy[120,M];
w=SetAccuracy[150,M];
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C.2.4. Orbita de referencia VI.

Clear["Global +"]*)
M=250;
i=SetAccuracy[88,M];
w=SetAccuracy[10,M];
Omega=SetAccuracy[140,M];
a=SetAccuracy[4,M];
ex=SetAccuracy[0.15,M];

C.2.5. Condiciones iniciales, F'y F’ en 6rbitas de referencia I, Il y VI.

Comentamos con el comando (**) todas la condiciones iniciales expuestas ex-
cepto las de la 6rbita que vayamos a utilizar y las funciones que componen F'y
F,

(xCondiciones iniciales, F y F' orbita de referencia I.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracy[1l,M];

dEO=SetAccuracy[0.1,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xCondiciones iniciales orbita de referencia III.=*)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracy[1l,M];

dEO=SetAccuracy[0.5,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xCondiciones iniciales orbita de referencia VI.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracyl[1l2,M];

dEO=SetAccuracy[2.8,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(#Condiciones iniciales orbita Molniya.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
y0=SetAccuracy[28,M];
dEO=SetAccuracy[2.7,M];

v0={{y0}, {dEO}};
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(xCondiciones iniciales orbita Tundra.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
y0=SetAccuracy[7.1,M];
dEO=SetAccuracy[2.6,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xF y F' comunes x)

flly_,dE_]l=y"2-m/ (1+Sin[dE/4]"2);

f2[y_,dE_]=y 2% (y-1) -m* ( (dE-Sin[dE]) /Sin[dE/2] " 3);
dflyly_,dE_]1=D[fl[y,dE],vy];
df1dE[y_,dE_]=D[fl[y,dE],dE];
df2yly_,dE_]=D[f2[y,dE],y];
df2dE[y_,dE_]=D[f2[y,dE],dE];

C.3. Orbitas de satélites artificiales comerciales.

En esta seccién damos los programas que hemos ejecutado para dar las posi-
ciones dentro de las 6rbitas Molniya y Tundra.

C.3.1. Programa para el cédlculo de posiciones en las Orbitas destinadas a
comunicaciones.

mhu=SetAccuracy[l,M]; (*unidades e.m.x*)
tol=SetAccuracy[1l,M];

Omega=SetAccuracy [Omega*2xP1/360,M];
k=SetAccuracy[0.07436574,M] ; (xunidades sqrt (e.r.) " 3/minx)
n=SetAccuracy[ (Sqrt [mhu] xk) / (a” (3/2)),M];
Ml=SetAccuracy[0,M];
M2=SetAccuracy[nx575.6439,M];
incrt=575.6439;
at=SetAccuracy[ax6378.15,M];
h2=SetAccuracy [mhuxat* (1-ex"2),M];
p=SetAccuracy [h2/mhu, M];

(*M1-—-> posicion inicialx)
Eant=SetAccuracy[M1l,M];
El=SetAccuracy[1l,M];

While[tol>=10"-200,
El=SetAccuracy[Ml+exxSin[Eant],M];
tol=SetAccuracy[Abs[Eant-E1],M];
Eant=SetAccuracy[E1l,M]; ]
rmodl=SetAccuracy[at* (1l-exxCos[El]),M];
vmodl=SetAccuracy [Sqrt [mhux ( (2/rmodl)-(1/at))],M];
xrl=SetAccuracy[at* (Cos[El]-ex), M];
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yrl=SetAccuracyl[at*Sqgrt[l-ex"2]*Sin[E1l],M];

nl=SetAccuracy[Sqgrt [mhu/at”3],M];

xvl=SetAccuracy[- (nl*at*Sin[E1l]/ (l-ex*Cos[E1l])),M];
yvl=SetAccuracy[ ((nl* at*Sqgrt[l-ex"2]xCos[E1l]) /( 1 ex+xCos[E1])),M];
(*M2—--> posicion2x)

Eantl=SetAccuracy[M2,M];

E2=SetAccuracy[1l,M];

tol2=SetAccuracy[1l,M];

While[tol2>=10"-200,

E2=SetAccuracy[M2+ex*Sin[Eantl],M];

tol2=Abs[Eantl1-E2];

Eantl=SetAccuracy[E2,M]; ]

rmod2=SetAccuracy[at* (1l-exxCos[E2]),M];
vmod2=SetAccuracy [Sqrt [mhux ( (2/rmod2)-(1/at))],M];
xr2=SetAccuracy[at* (Cos[E2]-ex),hM];
yr2=SetAccuracyl[at*Sqgrt[l-ex"2]*Sin[E2],M];
n2=SetAccuracy [Sqrt [mhu/at”~3],M];

xv2=SetAccuracy[- (n2+at*Sin[E2]/ (1-ex*Cos[E2])),M];
yv2=SetAccuracy[ ( (n2+«at*Sqgrt[l-ex"2]xCos[E2])/ (1-exxCos[E2])),M];
P={0,0,0};

0={0,0,0};
[1]]1=SetAccuracy[Cos[w]*Cos[Omega]-Sin[w]*Sin[Omega]*Cos[1i],M];

P [
P[[2]]=SetAccuracy[Cos[w]*Sin[Omega]+Sin[w]*Cos[Omega]*«Cos[i],M];
P[[3]]=SetAccuracy[Sin[w]*Sin[i],M];
Q[[1l]]=SetAccuracy[-Sin[w]*Cos[Omega]-Cos[w]*Sin[Omega]*Cos[i],M];
Q[[2]]=SetAccuracy[-Sin[w]*Sin[Omega]+Cos[w]*Cos[Omega]*Cos[i],M];

Q[[3]]=SetAccuracy[Cos[w]*Sin[i],M];
rll=SetAccuracy[xrl*«P+yrlQ,M];
r2l=SetAccuracy [xr2+«P+yr2xQ,M];
RT=SetAccuracy[6378.15,M];

rl=SetAccuracy[rll/RT,M];
r2=SetAccuracy[r21/RT,M];

C.3.2. Orbita Molniya

Clear["Global x"]

M=250;
i=SetAccuracy[63.42,M];
w=SetAccuracy[270,M];
Omega=SetAccuracy[60.71,M];
a=SetAccuracyl[4.12,M];
ex=SetAccuracy[0.75,M];
i=SetAccuracy[1*2+P1i/360,M];
w=SetAccuracy [w*x2xP1i/360,M];
Ml=SetAccuracy[0,M];
M2=SetAccuracy[nx282.6264,M]; (*Dato de entrada en minx)
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C.3.3. Orbita Tundra

Clear["Global +"]

M=250;
i=SetAccuracy[63.43,M];
w=SetAccuracy[270,M];
Omega=SetAccuracy[290.2,M];
a=SetAccuracy[6.62,M];
ex=SetAccuracy[0.27,M];
i=SetAccuracy[i*2+P1/360,M];
w=SetAccuracy [w*x2*Pi/360,M];
Ml=SetAccuracy[0,M];
M2=SetAccuracy[nx575.6439,M]; (xDato de entrada en minx)

C.3.4. Condiciones iniciales, 'y I en 6rbitas comerciales.

(#Condiciones iniciales, F y F' orbita de referencia I.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracy[1l,M];

dEO=SetAccuracy[0.1,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xCondiciones iniciales orbita de referencia III.=*)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracy[1l,M];

dEO=SetAccuracy[0.5,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xCondiciones iniciales orbita de referencia VI.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];

nf=SetAccuracy[1l,M];

y0=SetAccuracyl[1l2,M];

dEO=SetAccuracy[2.8,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(#Condiciones iniciales orbita Molniya.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
y0=SetAccuracy[28,M];
dEO=SetAccuracy[2.7,M];

vO={{y0}, {dEQ}};
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(xCondiciones iniciales orbita Tundra.x)
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
y0=SetAccuracy[7.1,M];
dEO=SetAccuracy[2.6,M];

v0={{y0}, {dEO}};

(xF y F' comunes x)

flly_,dE_]l=y"2-m/ (1+Sin[dE/4]"2);

f2[y_,dE_]=y 2% (y-1) -m* ( (dE-Sin[dE]) /Sin[dE/2] " 3);
dflyly_,dE_]1=D[fl[y,dE],vy];
df1dE[y_,dE_]=D[fl[y,dE],dE];
df2yly_,dE_]=D[f2[y,dE],y];
df2dE[y_,dE_]=D[f2[y,dE],dE];

C.4. Calculo de la velocidad

Después de ejecutar cada método, debemos ejecutar este notebook para calcu-
lar la velocidad.

a=SetAccuracy|[ ( (tao*Sgrt [mhu]) / (2+y0xSqgrt [modrl+modr2]
*Cos [AnomVer/2]*Sin[dE0/2])) "2,M];

f=SetAccuracy[l-(a/modrl) « (1-Cos [dEO]) ,M];
g=SetAccuracy[tao—(Sgrt[a”3]/Sqgrt [mhu]) *x (dE0O-Sin[dEO]) ,M];

velocidad=SetAccuracy|[ (r2-fxrl) /g, M]

C.5. Calculo de los parametros orbitales a partir de la
velocidad y la posicion.

tanresta=SetAccuracyl[l,M];
Omegar=SetAccuracy[0,M];

rcuad=Dot [rl,rl];

modr=Sqgrt [rcuad];

rporr=Dot [rl,velocidad];

Vcuad=Dot [velocidad, velocidad];

modV=Sqgrt [Vcuad];

cosphi=(rporr) / (modr+modV) ;
ar=1/((2/modr) - (Vcuad/mhu) ) ;

er=Sqrt [ (1-modr/ar) "2+ (rporr/Sqrt [ (mhu*ar) "21)1;
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h=Cross|[rl,velocidad];

cosi=(rl[[1l]]x*velocidad[[2]]-rl[[2]]*velocidad[[1]])/ (Sgrt[mhu*xar*(l-er~2)]);
ir=ArcCos[cosi];
Omegar=ArcTan[—(rl[[2]]*velocidad[[3]]-rl[[3]]*velocidad[[2]])/(xr1[[3]]
x*velocidad[[1]]-rl1[[1]]*velocidad [[311]1)];
modh=Sqgrt [Dot [h, h]];
hxl=modh*Sin[Omegar]*Sin[ir];
hx2=modh*Sin[Omegar+Pi]*Sin[ir];
If[ (Abs[ (hx1-h[[1]])]1<=10"-6),
Omegar=Omegar, Omegar=Omegar+Pi];
p=arx* (l-er"2);
cE=(l-modr/ar) /er; sE=(rporr/Sgrt[mhu=*ar])/er; Er=ArcTan|cE,sE]; E2r=El1+Er;
cnu= (ar*Cos [Er]+ar*er) /modr;
snu=ar*Sqrt [l-er"2]*Sin[Er]/modr;
anomVer=ArcTan[cnu, snu];
anomVer2=AnomVer+anomVer;
If[ir==0 || ir==Pi,
sinsuma=(rl[[2]]*Cos[Omegar]-rl[[1l]]*Sin[Omegar]) /modr, sinsuma=rl[[3]]
/ (modr) /Sin[ir]];
cossuma=(rl[[1]]*Cos[Omegar]+rl[[2]]*Sin[Omegar]) /modr;
suma=ArcTan[cossuma, sinsumal ;
wr=suma-anomver;
Mr=Er—-er*Sin[Er];

Mr=Mrx360/2/Pi;

ir=ir*360/2/Pi;

wr=wr+360/2/Pi;

Omegar=Omegar*360/2/Pi;

nr=kxSqrt [mhu/a”3];

t1=0;t2=incrt;

T=(er* (Sin[E2r]+Sin[Er])-E2r-Er)/2/nr+ (t2+tl)/2;
T=T/60/24;
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Ejemplos académicos.

Para los sistemas de ecuaciones con n > 2 debemos cambiar F'y F’ en cada
método por un vector columna n X 1 en el caso de F y por una matriz n x n en el
caso de la jacobiana F’.

D.1. Sistema con n =2

(xS0l1=[3.4706,-2.4706]x*)
M=250;
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
x10=SetAccuracy[4,M];
x20=SetAccuracy[-3,M];

v0={{x10}, {x20}};
flx1l_,x2_]=Exp[xl]*Exp[x2]+x1xCos[x2];
f2[x1_,x2_1=x1+x2-1;
dfly[xl_,x2_1=D[fl[x1l,x2],x1];
dfldE[x1_,x2_]1=D[fl[x1,x2],x2];
df2y[xl_,x2_1=D[f2[x1,x2],x1];

df2dE [x1_,x2_1=D[f2[x1,x2],x2];

jsol={{dfly[x10,x20],df1dE[x10,x20]}, {df2y[x10,x20],df2dE[x10,x20]}};
fsol={f1[x10,x20],£f2[x10,x20]};
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D.2. Sistema conn =3

(x*S0l=[2.1402,-2.0902,-0.2235] %)
M=250;

nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
x10=SetAccuracy[12,M];

-2,M];

-1,M];

x20=SetAccuracy
x30=SetAccuracy

v0={{x10}, {x20}, {x30}}; %)
flx1_,x2_,x3_1=x1"2+x2"2+x372-9;
f2[x1_,x2_,x3_]=x1%x2+x3-1;
f3[x1_,x2_,x3_]1=x1+x2-x3"2;

dflx1[x1_,x2_,x3_]=D[fl[x1,x2,x3],x1];
df2x1[x1_,x2_,x3_]1=D[f2[x1,x2,x3],x1];
df3x1[x1_,x2_,x3_]=D[f3[x1,x2,x3],x1];

dflx2[x1_,x2_,x3_]1=D[fl[x1,x2,x3],x2];
df2x2[x1_,x2_,x3_]1=D[f2[x1,x2,x3],x2];
df3x2[x1_,x2_,x3_]1=D[f3[x1,x2,x3],x2];

df1x3[x1_,x2_,x3_1=D[fl[x1,x2,x3],x3];
df2x3[x1_,x2_,x3_1=D[f2[x1,x2,x3],x3];
df3x3[x1_,x2_,x3_1=D[f3[x1,x2,x3],x3];

jsol={{dflx1[x10,x20,x30],df1x2[x10,x20,x30],df1x3[x10,x20,x30]},
{df2x1[x10,x20,x30],df2x2[x10,x20,x30],df2x3[x10,x20,x30]},
{df3x1[x10,x20,x30],df3x2[x10,x20,x30],df3x3[x10,x20,x30]1}};

fsol={f1[x10,x20,x30],f2[x10,x20,x30],f3[x10,x20,x30]};

D.3. Sistema con n = 4

(*S0l1=[0.5773,0.5773,0.5773,-0.2886]*)
nor=SetAccuracy[1l,M];
nf=SetAccuracy[1l,M];
x10=SetAccuracy[5,M];
x20=SetAccuracy[5,M];
x30=SetAccuracy[5,M];
x40=SetAccuracy[-1,M];
v0={{x10}, {x20}, {x30}, {x40}};~*)
flx1_,x2_,x3_,x4_1=x2+x3+x4% (x2+x3) ;
f2[x1_,x2_,x3_,x4_1=x1%x3+x4* (x1+x3);
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f3[x1_,x2_,x3_,x4_1=x1%x3+x4* (x1+x2);
f4[x1_,x2_,x3_,x4_1=x1#x2+x1*x3+x2*xx3-1;

dflx1[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[fl[x1,x2,x3,x4
df2x1[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[f2[x1,x2,x3,x4
df3x1[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[f3[x1,x2,x3,x4
dfdx1[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[f4d[x1,x2,x3,x4

~

dflx2[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[fl[x1,x2,x3,x4
df2x2[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f2[x1,x2,x3,x4
df3x2[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f3[x1,x2,x3,x4
dfdx2[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f4[x1,x2,x3,x4

df1x3[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[fl[x1,x2,x3,x4]
df2x3[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f2[x1,x2,x3,x4]
df3x3[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f3[x1,x2,x3,x4],x
dfd4x3[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f4[x1,x2,x3,x4]

x1,x2,x3,x4
x1,x2,x3,x4
x1,x2,x3,x4
x1,x2,x3,x4

dflx4[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[f
df2x4[x1_,x2_,x3_,x4_]1=D[f
df3x4[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[£f3

1[
2
[
dfdx4[x1_,x2_,x3_,x4_1=D[f4][

]
]
]
]

jsol={{dflx1[x10,x20,x30,x40],df1x2[x10,x20,x30,x40],df1x3[x10,x20,x30,x40],
df1x4[x10,x20,x30,x40]}, {df2x1[x10,x20,x30,x40],df2x2[x10,x20,x30,x40],
df2x3[x10,x20,x30,x40],df2x4[x10,x20,x30,x401}, {df3x1[x10,x20,x30,x40],
df3x2[x10,x20,x30,x40],df3x3[x10,x20,x30,x40],df3x4[x10,x20,x30,x40]1},
{df4x1[x10,x20,x30,x40],df4x2[x10,x20,x30,x40],df4x3[x10,x20,x30,x40],
dfdx4[x10,x20,x30,x40]}};

fsol={f1[x10,x20,x30,x40],f2[x10,%x20,x30,x40],£3[x10,x20,x30,x40],
4[(x10,x20,x30,x40]};

91



[1]

Bibliografia

A. CORDERO, J.R. TORREGROSA. Variants of Newton’s Method using
fifth-order quadrature formulas. Applied Mathematics and Computation 190,
686-698, 2007.

A.M OSTROWSKI. Solutions of Equations and Systems of Equations. New
Yorx, Academic, 1966.

H.T KUNG, J.F. TRAUB. Optimal order of one-point and multi-point itera-
tion. Applied Mathematics and Computation 21, 643-651, 1974.

N. ROMERO ALVAREZ, J.A. EZQUERRO, M.A HERNANDEZ. Aproxi-
macién de soluciones de algunas ecuaciones integrales de Hammerstein me-
diante métodos iterativos tipo Newton. XXI Congreso de ecuaciones diferen-
ciales y aplicaciones, Universidad Castilla-La Mancha, 2009.

P. R. ESCOBAL. Methods of Orbit Determination. Florida, Robert E. Krieger
Publishing Company, 1965.

R. DANCHICK. Gauss meets Newton again: How to make Gauss orbit deter-
mination from two position vectors more efficient and robust with Newton-
Raphson iterations. Los Angeles, Applied Mathematics and Computation
195, 364-375, 2008.

P. JARRAT. Some fourth order multipoint iterative methods for solving equa-
tions. Math Comput. 20, 434-437, 1966.

J. F. TRAUB. Iterative methods for the solution of equations. New York,
Chelsea Publishing Company, 222-230, 1982.

M. CAPDEROU. Satellites: Orbits ans missions. France, Springer-Verlag,
222-228, 2005.

92



[10] A. CORDERO, M. FARDI, M. GHASEMI, J.R. TORREGROSA. A family
of iterative methods with accelerated eighth-order convergence. Journal of
Applied Mathematics. Volume 2012, Article ID 282561.

[11] FI. CHICHARRO. Dimensién fractal de métodos iterativos de resolucidn de
ecuaciones no lineales. Aplicacion a la determinacién de 6rbitas de satélites
artificiales. Valencia, Proyecto final de carrera por la UPV, Septiembre 2011.

[12] R.D. KORGI. El universo Latex. Bogota, Universidad Nacinal de Colombia,
Unibiblos, 2003.

[13] V. RAMIREZ, P. GONZALEZ, M. PASADAS, D. BARRERA. Introduccién
a Mathematica y primeras aplicaciones. Granada, Proyecto Sur, 1997.

[14] E. T. BELL. Los grandes matemadticos. Buenos Aires, Ed. Losada, 2010.

[15] M. PENKOVA. Métodos iterativos eficientes para la resolucién de sistemas
no lineales. Valencia, Tesis Doctoral por la UPV, 2013.

[16] S. ARTIDIELLO, F. CHICHARRO, A. CORDERO, J.R. TORREGROSA.
Local convergence and dynamical analysis of a new family of optimal fourth-
order iterative methods. London, International Journal of Computer Mathe-
matics, 2012.

[17] A.CORDERO, M.J. MARTINEZ. Mecnica orbital: movimiento de satlites.
Libro CD. Ref.2004.676 Ed. UPV

93



