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Cap��tulo �

Introducci�on

En la f�	sica de los n�ucleos de los reactores nucleares se pueden distinguir dos

objetos de estudio principales ���� De forma simpli�cada �estos se pueden resumir

en� por una parte� saber d�onde se encuentran los neutrones y qu�e est�an haciendo�

y� por otra� determinar si el reactor en estudio es o no cr�	tico� o sea� si es posible

que se mantenga la reacci�on en cadena en su interior� Entre los diversos m�eto�

dos probabilistas y deterministas existentes para el tratamiento de estas cuestiones�

los m�as usuales son los basados en la teor�	a de la difusi�on neutr�onica� que es una

aproximaci�on a la teor�	a del transporte neutr�onico�

El tratamiento riguroso de este problema es completamente an�alogo al que se

utiliza en estudios cl�asicos de difusi�on gaseosa ���� El m�etodo de estudio consiste

en tomar un elemento de volumen de control en cierto punto del reactor� y deducir

expresiones que den cuenta de los diversos modos de entrada y salida al volumen de

control de los neutrones que posean un vector velocidad determinado� introduciendo

secciones e�caces efectivas para no tener que considerar las interacciones espec�	�cas

a las que est�an sometidos los neutrones dentro de este volumen de control� El balance

entre la proporci�on de neutrones que entran y la proporci�on de los que salen� da lugar

a lo que se conoce como la ecuaci�on del transporte de Boltzmann� Con el �n de

simpli�car esta ecuaci�on� se introducen hip�otesis tales como que todos los neutrones

se pueden agrupar en rangos de energ�	a �grupos� y que la distribuci�on de los vectores

de velocidad neutr�onica es independiente de la direcci�on� Con estas condiciones� se

puede obtener la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica como una aproximaci�on de la
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ecuaci�on del transporte�

Principalmente� se realizan dos tipos de c�alculos asociados con la ecuaci�on de

la difusi�on neutr�onica� Un primer tipo de c�alculos est�aticos consistentes en la de�

terminaci�on de los Modos Lambda asociados a la con�guraci�on del reactor en un

instante de tiempo� �Este es un problema de autovalores generalizado asociado a un

operador diferencial� con unas condiciones de contorno dadas� La determinaci�on del

modo fundamental nos permite conocer el comportamiento del reactor en r�egimen

estacionario� Otro tipo de c�alculos� son los que se realizan para la determinaci�on de

un transitorio a partir de una perturbaci�on efectuada sobre una con�guraci�on esta�

cionaria del reactor� haciendo uso para ello de la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica

dependiente del tiempo o de alguna de sus aproximaciones�

La presente memoria est�a dedicada al desarrollo de m�etodos para el tratamiento

de estos dos problemas para reactores con geometr�	as unidimensionales� bidimen�

sionales y tridimensionales� Los m�etodos desarrollados est�an orientados� principal�

mente� a poder utilizar un mallado o discretizaci�on espacial del reactor en nodos

de gran tama�no� Se muestran� a su vez� los resultados num�ericos obtenidos� tanto

en problemas �benchmark� que se encuentran en la literatura� como en problemas

m�as realistas como el reactor de la Central Nuclear de Cofrentes� o el reactor de

Ringhals�I�

La memoria se ha estructurado del modo siguiente� Lo que resta del primer

cap�	tulo se ha dedicado a mostrar los pasos a seguir para deducir la ecuaci�on de la

difusi�on neutr�onica como una aproximaci�on de la ecuaci�on del transporte� A partir

de la ecuaci�on de la difusi�on� se obtiene� a su vez� la ecuaci�on de los Modos Lambda

en la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a y� �nalmente� se analiza el problema

adjunto de los Modos Lambda�

En el segundo cap�	tulo se desarrolla una aproximaci�on anal�	tica para la obtenci�on

de los Modos Lambda de un reactor unidimensional y la generalizaci�on de esta

metodolog�	a para el tratamiento de problemas bidimensionales�

Debido a la imposibilidad de obtener una generalizaci�on e�ciente de este m�etodo

para la resoluci�on de problemas con geometr�	a tridimensional� en el cap�	tulo tercero

se aborda el c�alculo de los Modos Lambda mediante un m�etodo de colocaci�on nodal�

Utilizando este m�etodo� es posible reducir el problema de los Modos Lambda a un
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problema de autovalores algebraico� Por ello� en este cap�	tulo se desarrolla� a su vez�

un m�etodo iterativo que permite obtener los autovalores dominantes de una matriz

real no sim�etrica� basado en el m�etodo de Iteraci�on del Subespacio combinado con

una estrategia de aceleraci�on variacional� Por �ultimo se presentan los distintos

resultados num�ericos obtenidos�

En el cap�	tulo cuarto� se desarrolla un m�etodo nodal modal para la integraci�on de

la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica dependiente del tiempo� basado en la obtenci�on

previa de los Modos Lambda del reactor� y se aplica el m�etodo para la resoluci�on

de tres problemas �benchmark� unidimensionales�

Para el estudio de transitorios en reactores con geometr�	a bidimensional y tridi�

mensional� en el cap�	tulo quinto� se desarrollan m�etodos basados en una discretiza�

ci�on temporal de las ecuaciones� En particular se estudian los m�etodos Backward

en diferencias y una aproximaci�on Cuasi�Est�atica� comparando su funcionamiento

en la resoluci�on de varios problemas�

��� Ecuaci�on de la Difusi�on

El comportamiento de un reactor nuclear viene descrito mediante la distribuci�on

de neutrones en el reactor como una funci�on de la posici�on� la energ�	a y el tiempo�

As�	 pues� uno de los principales problemas de la teor�	a de reactores consiste en

predecir esta distribuci�on� En principio� como ya se ha comentado� esto podr�	a

hacerse resolviendo la ecuaci�on del transporte de neutrones en el reactor� Debido

a la complejidad de esta ecuaci�on� se utiliza como aproximaci�on a la misma� la

ecuaci�on de la difusi�on ��� Procederemos seguidamente� a mostrar el proceso que

se sigue para deducir la ecuaci�on de la difusi�on de neutrones a partir de la ecuaci�on

del transporte�

En la teor�	a del transporte se considera el neutr�on como una part�	cula puntual�

en el sentido de que puede ser descrito completamente conociendo su posici�on y su

velocidad� La interacci�on entre los neutrones y los n�ucleos at�omicos se trata desde

un punto de vista macrosc�opico� ignorando los detalles del proceso de interacci�on

dentro del n�ucleo� Adem�as� se de�nen secciones e�caces asociadas a la probabilidad

de que tenga lugar un determinado tipo de reacci�on �como la captura de neutrones�






la dispersi�on el�astica de los mismos� etc�� y se supone que la interacci�on tiene lugar

instant�aneamente�

La ecuaci�on de balance en un volumen de control se obtiene teniendo en cuenta

que la variaci�on con el tiempo de la densidad de neutrones dentro de un volumen

dV dEd� del espacio de fases� es igual a la proporci�on de neutrones que entran

menos la proporci�on de neutrones que salen del volumen� Para describir la poblaci�on

de neutrones se utiliza la magnitud denominada densidad angular de neutrones�

N��r��� E� t�� de�nida como el n�umero esperado de neutrones en la posici�on �r� con

direcci�on �� y energ�	a E en el tiempo t� por unidad de volumen� unidad de �angulo

s�olido y unidad de energ�	a� Adem�as� si de�nimos el �ujo neutr�onico angular como

���r�E��� t� � vN��r�E��� t�

donde v es el m�odulo de la velocidad� la ecuaci�on de balance en el volumen de control

que da lugar a la ecuaci�on del transporte de neutrones se expresa de la forma ��
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El primer t�ermino de la parte derecha de la ecuaci�on da cuenta de la advecci�on

neta de neutrones fuera del volumen de control� siendo �u� el vector unitario en la

direcci�on especi�cada por �� El segundo t�ermino nos describe la proporci�on a la que

salen los neutrones del volumen de control por procesos de absorci�on o de dispersi�on�

Q denota una posible fuente externa de neutrones� El cuarto t�ermino nos indica la

tasa de neutrones de �si�on que se producen en el volumen� supuesta la distribuci�on

de neutrones de �si�on is�otropa en todas las direcciones� El quinto t�ermino da cuenta

de la tasa de neutrones que se introducen en el volumen por procesos de dispersi�on�

Los neutrones diferidos que aparecen en el volumen al decaer los precursores se

tienen en cuenta mediante el �ultimo t�ermino�

�T y �f denotan la secci�on e�caz total y de �si�on� respectivamente� �p nos indica

el espectro de los neutrones producidos en la �si�on y �k es el espectro de neutrones

�



producidos al decaer los precursores� La probabilidad de que un neutr�on se disperse

de un volumen dV dE�d�� a otro dV dEd�� se representa por �s��r�E���� � E��� t��

La proporci�on de neutrones de �si�on diferidos debidos a la transformaci�on de un

precursor de tipo k� es �k con � �
KX
k��

�k� siendo K el n�umero de precursores que se

consideran� La tasa con la que un precursor de tipo k decae es �kCk�

La concentraci�on de precursores de neutrones diferidos satisface la ecuaci�on de

balance

�Ck
�t

��r� t� � �k

Z �

�
dE

Z
�
d� ��f ��r�E��� t����r�E��� t�� �kCk��r� t� � �����

donde � es el n�umero promedio de neutrones que se producen en una �si�on� y

k � �� � � � �K�

Se supone que la dependencia angular de la dispersi�on de los neutrones es debida

s�olo al �angulo formado entre la direcci�on del neutr�on incidente ��u��� y la direcci�on

del neutr�on emergente ��u��� De�niendo

	� � �u�� � �u� � cos 
�� 	 � cos 
� 	� � cos 
� �

donde 
 y 
� son los �angulos que forman ��u�� y ��u��� con el eje z del sistema de

referencia elegido� podemos desarrollar la secci�on e�caz de dispersi�on de la forma

�s��r�E
���� � E��� t� �

�X
l��

�l � �

��
�sl��r�E

�� E� t�Pl�	
�� �

donde Pl son los polinomios de Legendre�

Con la idea de eliminar la dependencia angular� se realiza un desarrollo en arm�o�

nicos esf�ericos ��� y� en primera aproximaci�on �aproximaci�on P��� se puede expresar

���r�E��� t� de la forma

���r�E��� t� �
�

��
����r�E� t� � �u� � �J��r�E� t�� �

donde ���r�E� t� es el �ujo neutr�onico escalar� de�nido como

���r�E� t� �
Z
�
d����r�E��� t� �
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y �J��r�E� t� es la corriente neutr�onica de�nida como

�J��r�E� t� �
Z
�
d� �u����r�E��� t� �

Utilizando estas aproximaciones� obtenemos la ecuaci�on del transporte en la apro�

ximaci�on P�
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Obtendremos una ecuaci�on para el �ujo neutr�onico escalar� �� integrando esta

ecuaci�on para todas las posibles direcciones �� Para realizar esta integraci�on es �util

tener en cuenta las identidades ��� Z
�
d� � �� �Z

�
�u�d� � � �Z

�
�u���u� � �A� d� �

��


�A �Z

�
��u� � �A���u� � �B� d� �
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que permiten obtenerZ
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Se introduce una fuente de neutrones promedioZ
�
d�Q��r�E��� t� � �Q��r�E� t� �

Para eliminar la dependencia angular se utiliza la f�ormula de adici�on de los

polinomios de Legendre
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donde � es el �angulo azimutal y Pm
l los polinomios asociados de Legendre� Utilizando

las relaciones ������ y las relaciones de ortogonalidad de los polinomios de Legendre

y de los polinomios asociados de Legendre� se llega a que ��Z
�
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores� la ecuaci�on para � queda de la

forma
�
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Es posible obtener una ecuaci�on para �J � multiplicando la ecuaci�on ���� por �u�
e integrando para todas las direcciones posibles� �� Teniendo en cuenta que ��Z
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se obtiene la ecuaci�on para la �J
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Para reducir las ecuaciones ����� y ���
� a la ecuaci�on de la difusi�on usual� se

hace la aproximaci�on
� �J

�t
��r�E� t� � �� �

Adem�as� se supone que la dispersi�on inel�astica de los neutrones es is�otropa� lo que

implica que �s� describe s�olo la dispersi�on el�astica� Se considera que la dispersi�on

el�astica anis�otropa tiene lugar sin cambio en la energ�	a de los neutrones y� por tanto

se puede escribir
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Se de�ne la secci�on e�caz de transporte

�tr��r�E� t� � �T ��r�E� t��  �s���r�E� t� �

y el coe�ciente de difusi�on

D��r�E� t� �
�

�tr��r�E� t�
�

Haciendo uso de estas relaciones� podemos combinar las ecuaciones ����� y ���
�

para llegar a la ecuaci�on de la difusi�on

�

v

��

�t
��r�E� t� � �r � �D��r�E� t��r���r�E� t��� �T ��r�E� t����r�E� t� �

� �Q��r�E� t�� �� � ���p�E�
Z �

�
dE� ��f ��r�E

�� t����r�E�� t� �

�
Z �

�
dE ��s���r�E

� � E� t����r�E �� t� �
KX
k��

�k�k�E�Ck��r� t� ������

Las secciones e�caces� en general� son funciones de la energ�	a de los neutrones y�

para simpli�car la ecuaci�on de la difusi�on� se utiliza una aproximaci�on multigrupo�

Esta aproximaci�on consiste en obtener una ecuaci�on para los neutrones cuya energ�	a

est�e comprendida en cada intervalo �Eg� Eg���� g � �� � � � � G��� siendo G el n�umero

de grupos de energ�	a considerados�

��



Se de�nen las magnitudes asociadas al grupo g

�g��r� t� �
Z Eg��

Eg

dE ���r�E� t� �

�

vg
�

Z Eg��

Eg

dE
�

v

���r�E� t�

�g��r� t�
�

�Tg��r� t� �
Z Eg��

Eg

dE �T ��r�E� t�
���r�E� t�

�g��r� t�
�

��fg��r� t� �
Z Eg��

Eg

dE ��f ��r�E� t�
���r�E� t�

�g��r� t�
�

�Qg��r� t� �
Z Eg��

Eg

dE �Q��r�E� t� �

�pg �
Z Eg��

Eg

dE �p�E� �

�kg �
Z Eg��

Eg

dE �k�E� �

�g�g��r� t� �
Z Eg���

Eg�

dE�

Z Eg��

Eg

dE �s���r�E � E�� t�
���r�E�� t�

�g���r� t�
� �����

y para cada direcci�on espacial� j� se de�ne el coe�ciente de difusi�on del grupo g

como

Dg��r� t� �
Z Eg��

Eg

dE D��r�E� t�
�j���r�E� t�

�j�g��r� t�
�

La secci�on e�caz total se escribe como suma de un t�ermino de absorci�on y t�er�

minos de dispersi�on de la forma

�Tg��r� t� � �ag��r� t� �
GX

g���

�g�g��r� t� �

y se introduce la secci�on e�caz de dispersi�on del grupo g

�sg��r� t� �
GX

g� ��g

�g�g��r� t� �

Integrando la ecuaci�on ����� entre Eg y Eg�� y haciendo uso de las de�niciones

anteriores llegamos a la ecuaci�on de la difusi�on para el grupo g

�r � �Dg��r� t��r�g��r� t��� ��ag��r� t� � �sg��r� t���g��r� t� �

��



�
GX

g� ��g

�g�g��r� t��g���r� t� � ��� ���pg
GX

g���

��fg���r� t��g���r� t� �

�
KX
k��

�k�kgCk��r� t� � �Q��r� t� �
�

vg

��g��r� t�

�t
� �����

Con estas aproximaciones� la ecuaci�on ����� para la concentraci�on de precursores

se escribe de la forma

�Ck��r� t�
�t

� �k
GX
g��

��fg��r� t��g��r� t�� �kCk��r� t� � ������

Hay que hacer notar que al aproximar las ecuaciones ����� y ����� mediante

las ecuaciones ����� y ������� se ha reducido el espacio soporte de los campos� del

espacio caracterizado por las variables ��r�E��� t� al espacio de coordenadas ��r� t��

con la consecuente simpli�caci�on del problema que ello supone�

En adelante� consideraremos la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a� o sea� se

dividir�a el espectro de energ�	a en un grupo r�apido� correspondiente a los neutrones

cuya energ�	a es superior a unas unidades de electr�onvoltios y que denotaremos con

un �� y un grupo t�ermico� correspondiente a los neutrones cuya energ�	a es menor

que esta cantidad y que denotaremos con un �� Adem�as� se supondr�a que no hay

procesos de dispersi�on del grupo t�ermico al r�apido� o sea� que �����r� t� � � y que

no se producen neutrones en el grupo t�ermico� con lo que �p� � � y �k� � ��

Por �ultimo� supondremos que no hay fuente externa de neutrones� y que �p� � � y

�k� � �� Haciendo uso de estas consideraciones� obtenemos un sistema de ecuaciones

en derivadas parciales para los grupos r�apido y t�ermico que� en forma matricial� se

expresa

�v��� !�� L� � ��� ��M��
KX
k��

�kCk� � ������

donde

L �

�
�� ��r � �D�

�r� � �a� � ��� �

���� ��r � �D�
�r� � �a�

�
�� � �v��� �

�
�� �

v�
�

� �
v�

�
�� �

y

M �

�
�� ��f� ��f�

� �

�
�� � � �

�
�� ��

��

�
�� � � �

�
�� �

�

�
�� �

�



La ecuaci�on ������ queda como la ecuaci�on diferencial ordinaria

!Ck � �k���f� ��f���� �kCk � ������

��� Ecuaci�on de los Modos Lambda

Se dice que un reactor es cr�	tico cuando la disposici�on de materiales en su interior

es tal que la proporci�on a la que se producen los neutrones es igual a la proporci�on

de p�erdida de los mismos� En estas condiciones el reactor se encuentra en estado

estacionario� Para estudiar el estado estacionario de un reactor dado� se puede forzar

la criticidad del mismo de un modo arti�cial �
�� multiplicando las secciones e�caces

que dan cuenta de la producci�on de neutrones por procesos de �si�on� por un n�umero

�� De este modo� esperamos que exista un n�umero � que satisfaga las ecuaciones

L� � ��� � ��M��
KX
k��

�kCk� � �����

� � ��k���f� ��f���� �kCk � ������

Sustituyendo la ecuaci�on ������ en ����� y teniendo en cuenta que
KX
k��

�k � ��

obtenemos la ecuaci�on

L� � �M� � ������

que se conoce como la ecuaci�on de los Modos Lambda del reactor y constituye un

problema de valores propios generalizado asociado al operador diferencial L�

Como los autovalores �n asociados a la ecuaci�on ������ se interpretan como fac�

tores multiplicativos de las secciones e�caces de �si�on� van a ser necesariamente

n�umeros reales y por tanto� las autofunciones �n tambi�en ser�an funciones reales�

No se conoce mucho sobre la naturaleza de los Modos Lambda� en particular�

no se sabe �
� si las autofunciones forman un conjunto completo �en el sentido de

que cualquier funci�on que satisfaga unas ciertas condiciones de continuidad y de

contorno� se pueda expresar como combinaci�on lineal de ellas�� A pesar de que

no hay evidencia de ello� se suele suponer que estas funciones forman un conjunto

completo y� por ejemplo� como veremos m�as adelante� en los m�etodos modales para

��



la integraci�on de las ecuaciones din�amicas ������ y ������ se utiliza un desarrollo de

la soluci�on para el �ujo neutr�onico en t�erminos de los Modos Lambda del reactor�

As�	 pues en este sentido� el problema de la determinaci�on de los Modos Lambda de

un reactor dado� se puede considerar como un problema previo para el estudio de

las caracter�	sticas de la ecuaci�on din�amica de la difusi�on�

��� El Problema Adjunto

Dado que el operador matricial L y la matriz M no son sim�etricas� es posible

de�nir el problema adjunto del problema ������� que est�a de�nido por la ecuaci�on

Ly�yn � �ynMy�yn � ����
�

donde

Ly �
�
�� ��r � �D�

�r� � �a� � ��� ����

� ��r � �D�
�r� � �a�

�
��

y

My �

�
�� ��f� �

��f� �

�
�� �

Los modos correspondientes a este problema satisfacen unas relaciones de biorto�

gonalidad con los Modos Lambda� Para deducirlas� se introduce el producto escalar

 ��� ��
Z
R
����x��T���x� dV �

donde la integraci�on se extiende a todo el recinto R que de�ne el reactor�

Suponiendo que el �ujo neutr�onico se anula en la frontera del reactor y utilizando

el Teorema de la Divergencia �
�� se puede obtener la relaci�on

 �yn�L�m �� Ly�yn� �m � � ������

Multiplicando escalarmente la ecuaci�on ������ por �yn se llega a

 �yn�L�m �� �m  �yn�M�m � �

��



y usando ������� obtenemos

��yn � �m�  �yn�M�m �� � �

Si �yn �� �m� se cumple que

 �yn�M�m �� � � n �� m

y adem�as� por razonamientos de tipo f�	sico �
�� se puede justi�car que necesaria�

mente  �yn�M�n ��� � y por tanto� �yn � �n� con lo que se tiene que los auto�

valores correspondientes al problema de los Modos Lambda son los mismos que los

correspondientes al problema adjunto� y las autofunciones satisfacen la relaci�on de

biortogonalidad

 �yn�M�m �� Nn�n�m � ������

donde Nn es la constante de normalizaci�on y �n�m la delta de Kronecker�

�




Cap��tulo �

C�alculo de los Modos Lambda�

Aproximaci�on Anal��tica

En este cap�	tulo nos ocuparemos de la la determinaci�on de los Modos Lambda

para un reactor nuclear� Estos modos vienen determinados por la ecuaci�on

L�n � �nM�n � �����

y las condiciones de contorno�
�� ���� � ��D��n � �r��
���� � ��D��n � �r��

�
��
�������
S

�

�
�� �

�

�
�� � �����

donde �i y �i son coe�cientes que dependen de las condiciones de contorno del

problema en particular a tratar� S es la frontera del recinto que de�ne el reactor y

�n un vector unitario normal a la frontera del mismo en cada punto�

Se ha desarrollado un m�etodo para la resoluci�on de este problema utilizando

una aproximaci�on anal�	tica para el caso de geometr�	as unidimensionales� y se ha

generalizado el mismo para el tratamiento de problemas bidimensionales�

Para comprobar la validez del m�etodo desarrollado� se han comparado los resul�

tados obtenidos con este m�etodo y los proporcionados por otros programas� como el

SIMULATE� y el VENTURE� Adem�as� se han resuelto los problemas �benchmark�

bidimensionales correspondientes al reactor de la IAEA y al reactor BIBLIS�

��



��� Problemas Unidimensionales

Las secciones e�caces Di� ���� �a�� etc�� que intervienen en la ecuaci�on �����

dependen de los distintos materiales de los que est�a formado el reactor a estudiar

y� por tanto� van a ser funciones de la posici�on� Para simpli�car el problema� la

aproximaci�on que se utiliza en los m�etodos nodales consiste en discretizar el reactor

en una serie de celdas o nodos donde estas secciones e�caces se suponen constantes�

As�	� para un reactor unidimensional se realiza una discretizaci�on del mismo en N

nodos o celdas� de la forma

� � 

dz�i�

izi�� zi N

Fig� ����� Nodalizaci�on de un reactor unidimensional�

y se resuelve en cada nodo un problema del tipo

Li �
�i�
n �z� � �nMi �

�i�
n �z� � zi��  z  zi � i � �� �� � � � � N � ����

donde Li es el operador nodal de p�erdidas netas de dos grupos en la celda i� dado

por

Li �

�
�� �D

�i�
�

d�

dz�
� �

�i�
a� � �

�i�
�� �

��
�i�
�� �D�i�

�
d�

dz�
� �

�i�
a�

�
�� �

y Mi es la matriz nodal de producci�on de dos grupos en la celda i

Mi �

�
�� ���i�

f� ���i�
f�

� �

�
�� �

Para construir la soluci�on global sobre todo el reactor se imponen condiciones de

continuidad del �ujo y de la corriente neutr�onica en las caras de las celdas internas

del reactor� as�	 como las condiciones de contorno en los extremos que� en este caso�

se expresan de la forma�
�g��

���
g �z�� �g�D

���
g

d

dz
����g �z�

�
z�z�

� � �

��



�
�gN�

�N�
g �z�� �gND

�N�
g

d

dz
��N�
g �z�

�
z�zN

� � � g � �� � � �����

Es conocido �
� que es posible encontrar soluciones de la ecuaci�on ���� para

cada regi�on i del reactor y para un autovalor � arbitrario� probando como soluciones

funciones ��i�g �z� ��� que satisfacen la condici�on�
�� d�

dz�
�

� d�

dz�

�
��
�
�� �

�i�
� �z� ��

�
�i�
� �z� ��

�
�� �

�
�� ��B�i������ �

� ��B�i������

�
��
�
�� �

�i�
� �z� ��

�
�i�
� �z� ��

�
�� � �����

donde �B�i������ es una constante a determinar�

Haciendo uso de las condiciones ����� en la ecuaci�on ����� se llega al sistema de

ecuaciones homog�eneo�
�� D

�i�
� �B�i������ � ��i�

a� � ��i�
�� � ����i�

f� �����i�
f�

��
�i�
�� D

�i�
� �B�i������ � �

�i�
a�

�
��
�
�� �

�i�
� �z� ��

�
�i�
� �z� ��

�
�� � � �

���
�

Este sistema tendr�a soluci�on no trivial cuando el determinante de la matriz se anule�

Los valores de �B�i������ que satisfacen esta condici�on son

���i������ � �a�i����� ��d�i������ � r�i�������� �

�	�i������ � �a�i���� � ��d�i������ � r�i�������� �

donde

a�i���� �
p�i� � q�i����

�
�

d�i���� �
p�i� � q�i����

�
�

r�i���� �
���

�i�
f��

�i�
��

D
�i�
� D

�i�
�

�

con

p�i� �
��i�
a�

D
�i�
�

�

q�i���� �
�

�i�
a� � �

�i�
�� � ���

�i�
f�

D
�i�
�

�

��



As�	 pues� el �ujo t�ermico ha de satisfacer una de las siguientes relaciones

d�

dz�
�
�i�
� � ���i��������i�� �

d�

dz�
�
�i�
� � �	�i��������i�� �

y por tanto su soluci�on general puede expresarse en el seno de cada celda de la forma

�
�i�
� �z� �� � �i�zi���

sen���i��zi � z��

sen���i�dz�i��
� �i�zi�

sen���i��z � zi����

sen���i�dz�i��
�

� �i�zi���
sen�	�i��zi � z��

sen�	�i�dz�i��
� �i�zi�

sen�	�i��z � zi����

sen�	�i�dz�i��
�

donde �sen� es la funci�on seno en variable compleja y �i�zi���� �i�zi�� �i�zi���� y

�i�zi� son par�ametros que dependen de la zona y el autovalor considerado�

De la ecuaci�on ���
� se obtiene la relaci�on

��i�
���

�i�
� � �D�i�

� �B�i������ � ��i�
a���

�i�
� �

y� si de�nimos

si �
D

�i�
� ���i������ � ��i�

a�

�
�i�
��

�

ti �
D

�i�
� �	�i������ � �

�i�
a�

��i�
��

�

podemos escribir la soluci�on general para el �ujo r�apido en el seno de cada celda de

la forma

�
�i�
� �z� �� � si�i�zi���

sen���i��zi � z��

sen���i�dz�i��
� si�i�zi�

sen���i��z � zi����

sen���i�dz�i��
�

� ti�i�zi���
sen�	�i��zi � z��

sen�	�i�dz�i��
� ti�i�zi�

sen�	�i��z � zi����

sen�	�i�dz�i��
�

As�	� la soluci�on general de la ecuaci�on ���� se puede expresar matricialmente del

modo siguiente�
�� �

�i�
� �z� ��

�
�i�
� �z� ��

�
�� �

�
�� si ti

� �

�
��
�
�� �i�zi���

sen���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

� �i�zi�
sen���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

�i�zi���
sen���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

� �i�zi�
sen���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

�
�� � �����

��



De este modo� para reconstruir los �ujos t�ermico y r�apido en el seno de cada celda

i hay que calcular los coe�cientes �i�zi�� �i�zi�� �i�zi���� �i�zi����

Las corrientes J �i�
g �z� �� � �D�i�

g
d
dz�

�i�
g � g � �� � en la regi�on i� se obtienen a

partir de la ecuaci�on ������
�� J

�i�
� �z� ��

J
�i�
� �z� ��

�
�� �

�
�� �D

�i�
� si �D�i�

� ti

�D�i�
� �D�i�

�

�
��
�
�� �i�zi���

��i cos��i�zi�z��
sen��idz�i��

� �i�zi�
�i cos��i�z�zi����

sen��idz�i��

�i�zi���
��i cos��i�zi�z��

sen��idz�i��
� �i�zi�

�i cos��i�z�zi����
sen��idz�i��

�
�� �

�����

Si de�nimos los vectores

�i�z� �� � col ��
�i�
� �z� ��� �

�i�
� �z� ��� J

�i�
� �z� ��� J

�i�
� �z� ���

y

Ei � col ��i�zi���� �i�zi�� �i�zi���� �i�zi�� �

y las matrices

Mi �

�
��������

si ti � �

� � � �

� � �D�i�
� si �D�i�

� ti

� � �D�i�
� �D�i�

�

�
��������

y

Ui�z� �

�
���������

sen���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

sen���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

� �

� � sen���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

sen���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

���i� cos���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

��i� cos���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

� �

� � ���i� cos���i��zi�z��
sen���i�dz�i��

��i� cos���i��z�zi����
sen���i�dz�i��

�
���������

�

podemos escribir las ecuaciones ����� y ����� en la forma

�i�z� �� � MiUi�z�Ei � �����

Construiremos ahora� la soluci�on global de la ecuaci�on ����� sobre todo el reactor

imponiendo las condiciones de continuidad en las N � � caras de las celdas inter�

nas del mismo y las condiciones de contorno en los dos extremos� Mediante esta

��



formulaci�on� las condiciones de continuidad se pueden expresar como

MiUi�zi�Ei �Mi��Ui���zi�Ei�� i � �� � � � N � � � ������

y las condiciones de contorno

B�M�U��z��E� � � �

BNMNUN �zN�EN � � � ������

donde

B� �

�
�� ��� � ��� �

� ��� � ���

�
�� �

BN �

�
�� ��N � ���N �

� ��N � ���N

�
�� �

Las condiciones ������ y ������ se pueden agrupar en la ecuaci�on matricial

K���E � � � ������

donde E es el vector

E � col �E�� E�� � � � � EN� �

y K��� es una matriz banda real� con la siguiente estructura a bloques

K��� �

�
��������������

B�M�U��z�� � � � � � � �

M�U��z�� �M�U��z�� � � � � � �

� M�U��z�� �M�U��z�� � � � � �
���

� � �
���

� � � � � � MN��UN���zN��� �MNUN �zN���

� � � � � � � BNUN �zN�

�
��������������
�

El sistema homog�eneo ������ tendr�a soluci�on distinta de la trivial si y s�olo si

det �K���� � � � �����

��



que constituye una ecuaci�on no lineal� a partir de la cual� se pueden obtener los

distintos autovalores �n de la ecuaci�on ������

Dado un valor �n que anule el determinante� se garantiza la existencia de in�nitas

soluciones para el sistema ������� Para obtener un representante del subespacio de

soluciones damos� por ejemplo� el valor � a la componente p��esima del vector E y

eliminamos una de las ecuaciones� de este modo� se llega al sistema de q � �N � �

ecuaciones siguientes�

K���n�E
� � S� � ������

donde

S� � col ��K�p��K�p� � � � ��Kqp� �

E� � col �e�� e�� � � � � ep��� ep��� � � � � e	N� �

con e� � ���z��� e� � ���z��� e� � ���z��� e	 � ���z��� e
 � ���z��� etc� Finalmente�

la matriz K���m� tiene la estructura

K���n� �

�
����������������

K�� K�� � � � K�p�� K�p�� � � � K�	N

K�� K�� � � � K�p�� K�p�� � � � K�	N

���
���

���
���

���

Kp� Kp� � � � Kpp�� Kpp�� � � � Kp	N

���
���

���
���

���

Kq� Kq� � � � Kqp�� Kqp�� � � � Kq	N

�
����������������

�

El m�etodo descrito se ha implementado en un programa escrito en lenguaje FOR�

TRAN denominado MOD�G ����� ����� El primer paso del algoritmo desarrollado�

consiste en el c�alculo de los autovalores �n a partir de la ecuaci�on ������ mediante

el m�etodo de la Secante� obteniendo el determinante de K��� mediante una descom�

posici�on LU de la matriz� Una vez se ha calculado un autovalor �n� para calcular

un autovector asociado� se resuelve el sistema ������� obteniendo de este modo las

componentes del vector E��n�� Mediante la ecuaci�on ����� se reconstruyen el �ujo

r�apido� ��i�� � y el �ujo t�ermico� ��i�� � en cada una de las celdas en que se ha discretizado

el reactor�

Como la mayor�	a de los programas existentes calculan el �ujo promedio en cada

celda� se ha incluido en el programa el c�alculo de estos �ujos medios� Integrando

�



el �ujo sobre cada regi�on y dividiendo por la longitud de la misma� obtenemos las

expresiones de los �ujos promedio r�apido y t�ermico asociados al autovalor �n en la

celda i��esima

 ��i�� � si�i�zi���
�� cos���i�dz�i��

��i�dz�i� sen���i�dz�i��
� si�i�zi�

� � cos���i�dz�i��

��i�dz�i� sen���i�dz�i��
�

� ti�i�zi���
� � cos�	�i�dz�i��

	�i�dz�i� sen�	�i�dz�i��
� ti�i�zi�

� � cos�	�i�dz�i��

	�i�dz�i� sen�	�i�dz�i��
�

 �
�i�
� � �i�zi���

�� cos���i�dz�i��

��i�dz�i� sen���i�dz�i��
� �i�zi�

�� cos���i�dz�i��

��i�dz�i� sen���i�dz�i��
�

� �i�zi���
�� cos�	�i�dz�i��

	�i�dz�i� sen�	�i�dz�i��
� �i�zi�

�� cos�	�i�dz�i��

	�i�dz�i� sen�	�i�dz�i��
�

Asimismo� se ha incluido el c�alculo del per�l axial de potencia relativa en cada celda�

a partir de los �ujos r�apido y t�ermico mediante la expresi�on

P �i� �
���i�

f��
�i�
� � ��i�

f��
�i�
� �L

NX
i��

��
�i�
f��

�i�
� � �

�i�
f��

�i�
� �dz�i�

�

donde L es la longitud total del reactor� El per�l de potencia se de�ne de igual forma

para problemas bidimensionales y tridimensionales cambiando la longitud por el �area

o el volumen� seg�un el caso�

Mediante el m�etodo desarrollado� es inmediato resolver el problema adjunto

����
�� Para ello� una vez se ha obtenido el autovalor �n a partir de la ecuaci�on

������ se reconstruye la matriz K���n�� sustituyendo los bloques�
�� si ti

� �

�
�� �

�
�� �D

�i�
� si �D�i�

� ti

�D�i�
� �D�i�

�

�
�� �

en las ecuaciones ����� y ������ por los bloques�
�� � �

sai tai

�
�� �

�
�� �D�i�

� �D�i�
�

�D�i�
� sai �D�i�

� tai

�
�� �

donde

sai �
D

�i�
� ���i������ � �

�i�
a� � �

�i�
�� � ���

�i�
f�

�
�i�
��

� tai �
D

�i�
� ���i������ � �

�i�
a� ��

�i�
�� � ���

�i�
f�

�
�i�
��

�

��



Una vez construida la nueva matriz K���n�� se resuelve el sistema equivalente al

������� que nos proporciona los coe�cientes que nos permiten reconstruir los �ujos

r�apido y t�ermico adjuntos en cada celda�

����� Resultados Num�ericos

Para comprobar el funcionamiento del m�etodo� se han comparado los resultados

del �ujo r�apido� el �ujo t�ermico y del per�l axial de potencia proporcionados por el

programa MOD�G con los proporcionados por el programa SIMULATE�� para el

caso correspondiente al Ciclo � EOFPL de la Central Nuclear de Cofrentes�

Para estudiar este caso� se ha construido un modelo de reactor unidimensional

equivalente al Reactor de Cofrentes� que se ha discretizado en �� nodos del modo

siguiente

�
�
�

�
�
�

� �� �

� �  � �� �
 ��� � � � � �

���	
 cm ���	 cm

Fig� ����� Nodalizaci�on del Reactor de Cofrentes �D�

donde se han distinguido dos tipos de nodos� los nodos correspondientes al re�ector

de ���� cm de longitud y los nodos correspondientes al combustible� de ����� cm��

Las secciones e�caces �D del modelo unidimensional� se han generado de forma

consistente� a partir de las secciones e�caces D suministradas por el programa

SIMULATE�� de forma que se reproduzca la constante efectiva de multiplicaci�on y

el per�l de potencia ���� ���� ���� Los resultados obtenidos para las secciones e�caces

del modelo unidimensional se presentan en la tabla siguiente

��



Tabla ����� Secciones e�caces del Reactor de Cofrentes �D� Ciclo �

Nodo D� D� �a� �a� ��� ��f� ��f�

� �������� �������� �����	�� ����
	�
 ���
���� �������� ��������


 �������� �������� ������
� �������� ���
�	�� ����
	�� ��������

� ���
���� �����	�� �������	 �������� �������� �����
�
 ���	����

� �������� �������� ������	� ������
� �����
�	 ������	� �������


� �������� ����	��� �������� �������� ����		�� �������� ����	

�

� �������� �������� �������	 �����
�� ������
� �������� ����	
��

	 �������� ������	� ������
� �������	 �������� �������� ��������

� �������� ������
� �������� �����	�� �������	 ������

 ��������

� ���
���� �����	�� �������
 ������
� �������� ������
� ���	����

�� �������� ���
	��� ����	��� �����
�	 �������� �������
 ���	�	��

�� ����
��� ����
	�� ����	�
� �������� ����
��	 �������� ���	
���

�
 ��	
���� ����	��� ����	��	 �����	�� �������	 �������
 ���	����

�� ��	��
�� �������� ����	��� ������		 �������� �������� ���	����

�� ��	�	��� ���	�		� ����		�� �������� �������� �������
 ���	����

�� �������� �������� ����		�	 �����
	� �����
�� �������� ���	���


�� �������� ����
��� ����		
� �������� �������� �������� ���	��	�

�	 ���
���� ����	��� ����		�� �������� �������� �������� ���		��	

�� ����	��� �������� ����	��� ������
� �������� �������� ���	����

�� ���	���� �������� ����	�
� �������	 �������� �������� ���	����


� �������� �������� ����	��� ������

 �������� �������� ���	�	��


� �����
�� ���
	��� ����	��
 �������� ������
� ������	� ���	���




 ���
���� �����
�� ����	��� �������	 ������	
 �������	 ��������


� �������� ����
��� ����	�

 �������� �������� ������	
 ��������


� �������� ������	� ����	��� �������
 �������� �������� �����	��


� �����	�� �������� ����	��� �����
�
 ������
� �������
 ��������


� �������� ���		��� �������� �������� �������� ����
��
 ��������


	 
�
��	�� ������
� ����
	
� �������� �������� �������� ��������

Con el programa MOD�G se han calculado el autovalor fundamental y los cua�

tro autovalores subcr�	ticos axiales� En la siguente tabla� se recogen los resultados

�




correspondientes a estos autovalores as�	 como el resultado para el primer autovalor

que proporciona SIMULATE

Tabla ����� Autovalores de los cuatro primeros modos subcr�	ticos�

k��SIMUL�� k� �MODG� k� k� k� k	

��������� ��������
 ����	�	��� ����������	
 �������

��� ��
�����	�

donde ki � ���i�

Seguidamente� presentamos los resultados del �ujo r�apido� del �ujo t�ermico y del

per�l axial de potencia asociados al modo fundamental obtenidos con los programas

SIMULATE y MOD�G�

��



Tabla ����� Comparaci�on de los resultados obtenidos con los programas MOD�G

y SIMULATE� para el modo fundamental�

Nodo �
�i�
� �SIM� �

�i�
� �MOD� �

�i�
� �SIM� �

�i�
� �MOD� P �i� �SIM� P �i� �MOD�

� ����
��� ������		 ���
��
 ������
 ������ ������


 ������� ������� ������� ������� ��
		� ��
	��

� ������� ������� �����
� �����
� �����	 ������

� ���			� ���			� ������� ������� ������ ���
��

� ������� ������� ��
���� ��
���� ������ ����
	

� ������� ������� ��
�	�� ��
�	�� ���
		 ������

	 ��	
		� ��	
		� ��
���� ��
���� ������ ������

� ��		
�� ��		
�� ��
���� ��
���� ����		 ������

� ����	�� ����	�� ��
���� ��
���� ���	�� ���	��

�� ������� ������� ��
���� ��
���� ������ �����	

�� ������� ������� ��
�	�	 ��
�	�	 ��
��� ��
���

�
 �����	� �����	� ��
���
 ��
���
 ��
��� ��
���

�� ����
�� ����
�� ��
�
�� ��
�
�� ��
�	� ��
���

�� �����
� �����
� ����	�� ����	�� ��
��
 ��
���

�� ����	�� ����	�� ����	�� ����	�� ���	�� ���	��

�� ������� ������� ������
 ������
 ���	
� ���	��

�	 ������� ������� ������
 ������
 ����
� �����


�� �����
	 �����
	 ������� ������� ������ ������

�� ���	�
� ���	�
� ������� ������� ���	�� ���	�



� ����	�� ����	�� ������
 ������
 ������ ����	�


� ����	
� ����	
� ������� ������� ������ ������



 ���	��� ���	��� ������� ������� ���
�� ������


� ��	���� ��	���� ���
��	 ���
��	 ���	�� ������


� ���	��� ���	��� ������� ������� ��	�
	 ��	���


� ������� ������� ���	��� ���	��� ������ ����	



� ��
	
�� ��
	
�� ������� ������� ��
��� ��
�		


	 ������� ����
�� ������� ������� ������ ������

La representaci�on gr�a�ca de estos resultados es la siguiente
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En la �gura siguiente se representa la comparaci�on del per�l de potencia� entre

el modo fundamental y el primer modo subcr�	tico�
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Fig� ����� Comparaci�on del per�l de potencia entre el primer y segundo modo�
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Se observa que el acuerdo de los resultados es excelente y tan s�olo hay que desta�

car una peque�na diferencia en la zona del re�ector� Estos errores no son achacables

al m�etodo desarrollado para el c�alculo de los Modos Lambda� si no que son debi�

dos al proceso de s�	ntesis que se ha utilizado para calcular las secciones e�caces del

modelo unidimensional�

Con la metodolog�	a desarrollada� se ha estudiado el suceso de inestabilidad de

Cofrentes� Se han distinguido dos casos� en el primer caso se tienen las barras de

control parcialmente insertadas y corresponde a la situaci�on real de Cofrentes del

�� de Enero de ����� y un segundo caso� �caso hipot�etico�� que corresponde a tener

las barras de control totalmente fuera del reactor�

En la tablas siguientes se representan las constantes ki correspondientes al modo

fundamental y a los modos subcr�	ticos axiales en los dos casos estudiados

Tabla ����� Autovalores del modo fundamental� Cofrentes ciclo 
�

caso k� �SIMULATE� k� �MOD�G� k� �VENTURE�

real ������� ����� �������

hipot�etico �����
� �����
�� �����
�

Tabla ��	�� Autovalores de los modos axiales Cofrentes ciclo 
�

caso k�z �MOD�G� k�z �VENTURE� k�z �MOD�G� k�z �MOD�G�

real ������� ������� ���
���
 �������

hipot�etico ���
��� ���
�����
 ������
��� ������


A efectos de comparaci�on� se han incluido tambi�en los resultados de la k�efectiva

obtenidos con el programa VENTURE�

Tambi�en se han estudiado los modos azimutales correspondientes a estos ca�

sos� Para obtener estos modos azimutales� se han colapsado consistentemente las

secciones e�caces D mediante los �ujos D suministrados por SIMULATE�� obte�

niendo de este modo� un reactor unidimensional equivalente en las direcciones x e

�



y� ����� ����� Ahora bien� debido a la geometr�	a cruciforme del reactor� los autova�

lores asociados a dicha representaci�on unidimensional ser�an s�olo aproximaciones a

los verdaderos autovalores en geometr�	a D� aunque� como veremos m�as adelante�

la precisi�on obtenida es muy buena�

En las �guras siguientes se representa la comparaci�on entre los resultados obte�

nidos con MOD�G y los suministrados por SIMULATE� para el modo fundamental
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En la siguiente �gura� se representan el primer y el segundo modo obtenidos con

MOD�G� al tomar como eje principal el eje x�
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Fig� ���
�� Per�l de potencia en el eje x� Primer y segundo modo�

En la tabla siguiente se representa la separaci�on entre los autovalores correspon�

dientes a los modos subcr�	ticos axiales y azimutales en los dos casos estudiados�

Tabla ����� Separaci�on entre los autovalores �MOD�G��

caso k� � k�x k� � k�z k� � k�x k� � k�z

real ����
��
 �����

� ������� �������

hipot�etico �������� �������� ������� �������

Dado que la �ef para el caso real vale ���������� tendremos que �k�x�k����ef �

������" � En el caso hipot�etico la �ef es igual a ��������
� con lo que tenemos

�k�x � k����ef � �����"�

En ambos casos� los modos axiales son m�as subcr�	ticos que los modos azimutales�

lo que implica que se exciten primero los de tipo azimutal� que son los causantes de

las oscilaciones fuera de fase�

�



Como se puede ver� la separaci�on de autovalores es m�as peque�na en el caso real

que en el hipot�etico� esto nos indica que la inserci�on parcial de barras de control

�per�l m�as picado� acorta la separaci�on entre los autovalores� posibilitando as�	 que

la realimentaci�on termohidr�aulica pueda excitar el modo subcr�	tico�

��� Problemas Bidimensionales

En esta secci�on� generalizaremos el m�etodo expuesto en la secci�on precedente

para el tratamiento de problemas bidimensionales ���� �����

El primer paso consiste en discretizar el reactor en N celdas rectangulares� �i� j��

de la forma

�xi� yj�

�xi� yj���

�xi��� yj�

�xi��� yj���

dy�j�

dx�i�

Fig� ������ Celda gen�erica de un problema bidimensional�

donde se suponen constantes las distintas secciones e�caces que aparecen en la ecua�

ci�on ������

El problema ���� a resolver en cada celda para un autovalor � gen�erico� en este

caso se expresa
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Para construir la soluci�on global sobre todo el reactor� habr�a que imponer con�

diciones de continuidad del �ujo y de la corriente neutr�onicas en las caras de las

celdas internas del reactor� as�	 como las condiciones de contorno en la frontera del

mismo�

De forma an�aloga al caso unidimensional� para cada grupo se buscan soluciones

de la forma

r��
�i�j�
� � ��B�i�j�����i�j�� �

r��
�i�j�
� � ��B�i�j�����i�j�� �

Sustituyendo en ������ e imponiendo que el sistema homog�eneo obtenido tenga

soluci�on no trivial� obtenemos la ecuaci�on�������
D

�i�j�
� �B�i�j��� � �

�i�j�
a� � �

�i�j�
�� � ���

�i�j�
f� �����i�j�

f�

��
�i�j�
�� D

�i�j�
� �B�i�j��� ��

�i�j�
a�

������� � � �

que tiene como posibles soluciones para �B�i�j���

�	�i�j��� � ��
�
�p�i�j� � q�i�j��� �

�
��p�i�j� � q�i�j��� � �r�i�j��

�
� �

���i�j��� � ��
�
�p�i�j� � q�i�j�� � �

�
��p�i�j� � q�i�j��� � �r�i�j��

�
� �

����
�

donde

p�i�j� � ��i�j�
a� �D

�i�j�
� �

q�i�j� � ���i�j�
s�� � ��i�j�

a� � ����i�j�
f� ��D�i�j�

� �

r�i�j� � ���
�i�j�
f� �

�i�j�
�� ��D

�i�j�
� D

�i�j�
� � �

Basta obtener las soluci�on de las ecuaciones

r��
�i�j�
� � �	�i�j�����i�j�� �

r��
�i�j�
� � ���i�j�����i�j�� �

������

para el �ujo t�ermico y� a partir de �este� obtener el �ujo r�apido mediante la relaci�on

�
�i�j�
�� �

�i�j�
� � �D

�i�j�
� �B�i�j��� � �

�i�j�
a� ��

�i�j�
�

donde B�i�j� puede tomar el valor 	�i�j� o ��i�j� �






Para mostrar el procedimiento seguido para obtener la soluci�on de las ecuaciones

������� consideramos� en cada celda� una ecuaci�on gen�erica de la forma

r�� � �B�i�j���� � ������

donde se han abandonadao los super�	ndices �i� j� del campo � para simpli�car la

notaci�on�

Se utiliza el m�etodo de separaci�on de variables y por tanto� se buscan soluciones

del tipo

��x� y� � X �x�Y�y� �

con lo que la ecuaci�on ������ se expresa como

Y�y��
�X
�x�

� X �x�
��Y
�y�

� �B�i�j���X �x�Y�y� � ������

Para eliminar la dependencia en la variable y de esta ecuaci�on� la integramos

entre yj y yj�� para cada �la de celdas j� Si introducimos el ��ujo integrado asociado

a la �la j�

X�x� � X �x�
Z yj��

yj
Y�y� dy �

la ecuaci�on ������ se expresa

��X

�x�
� ��B�i�j��� �

Z yj��

yj

��Y
�y�

dyZ yj��

yj
Y�y� dy

�X � ������

An�alogamente� para eliminar la dependencia en la variable x de la ecuaci�on

������� la integramos entre xi y xi�� para cada columna de celdas i� e introduciendo

el ��ujo integrado asociado a la columna i�

Y �x� � Y�y�
Z xi��

xi
X �x� dx �

obtenemos la ecuaci�on

��Y

�y�
� ��B�i�j��� �

Z xi��

xi

��X
�x�

dxZ xi��

xi
X �x� dx

�Y � ������

�



Una vez se han obtenido los ��ujos integrados� en cada celda� el �ujo real viene

dado por

��x� y� �
X�x�Y �y�R yj��

yj
Y�y� dy R xi��xi

X �x� dx
�

X�x�Y �y�

dx�i� dy�j� ��x� y�
� ������

donde � es el �ujo medio en cada celda�

Las ecuaciones ������ y ������ han de ser compatibles con la separaci�on de va�

riables dada por ������� Si de�nimos

�B�i�j�
x �� �

Z xi��

xi

��X
�x�

�x� dxZ xi��

xi
X �x� dx

�

�B�i�j�
y �� �

Z yj��

yj

��Y
�y�

�y� dyZ yj��

yj
Y�y� dy

�

las ecuaciones ������ y ������ se expresan

��X
�x�

� �B�i�j�
x ��X �

��Y
�y�

� �B�i�j�
y ��Y �

junto con la relaci�on

�B�i�j�
x �� � �B�i�j�

y �� � �B�i�j��� �

De forma totalmente an�aloga al caso unidimensional� hay dos soluciones posibles

para cada uno de los B�i�j�
x � B�i�j�

y � que denotaremos por 	�i�j�x � ��i�j�x � 	�i�j�y � ��i�j�y y�

por tanto� podemos tomar las soluciones para los ��ujos integrados t�ermicos� en el

seno de cada celda como

X
�i�j�
� �x� � a

�i�j�
�

sen�	�i�j�x �x� xi��

sen�	�i�j�x dx�i��
� a

�i�j�
�

sen�	�i�j�x �xi�� � x��

sen�	�i�j�x dx�i��
�

a
�i�j�
�

sen���i�j�x �x� xi��

sen��
�i�j�
x dx�i��

� a
�i�j�
	

sen���i�j�x �xi�� � x��

sen��
�i�j�
x dx�i��

� �����

�



Y
�i�j�
� �y� � b

�i�j�
�

sen�	�i�j�y �y � yj��

sen�	�i�j�y dy�j��
� b

�i�j�
�

sen�	�i�j�y �yj�� � y��

sen�	�i�j�y dy�j��
�

b
�i�j�
�

sen���i�j�y �y � yj��

sen���i�j�y dy�j��
� b

�i�j�
	

sen���i�j�y �yj�� � y��

sen���i�j�y dy�j��
� ������

y para los ��ujos integrados r�apidos�� tendremos

X
�i�j�
� �x� � s�i�j� a

�i�j�
�

sen�	�i�j�x �x� xi��

sen�	�i�j�x dx�i��
� s�i�j� a

�i�j�
�

sen�	�i�j�x �xi�� � x��

sen�	�i�j�x dx�i��
�

t�i�j� a
�i�j�
�

sen���i�j�x �x� xi��

sen��
�i�j�
x dx�i��

� t�i�j� a
�i�j�
	

sen���i�j�x �xi�� � x��

sen��
�i�j�
x dx�i��

�������

Y
�i�j�
� �y� � s�i�j� b

�i�j�
�

sen�	�i�j�y �y � yj��

sen�	
�i�j�
y dy�j��

� s�i�j� b
�i�j�
�

sen�	�i�j�y �yj�� � y��

sen�	
�i�j�
y dy�j��

�

t�i�j� b
�i�j�
�

sen���i�j�y �y � yj��

sen��
�i�j�
y dy�j��

� t�i�j� b
�i�j�
	

sen���i�j�y �yj�� � y��

sen��
�i�j�
y dy�j��

�����
�

donde

s�i�j� �
D

�i�j�
� ���i�j��� � ��i�j�

a�

�
�i�j�
��

� t�i�j� �
D

�i�j�
� �	�i�j��� � ��i�j�

a�

�
�i�j�
��

�

La separaci�on de variables es incompatible con la imposici�on de condiciones de

continuidad para el �ujo real en las caras de las celdas internas del reactor� por tanto�

estas condiciones se impondr�an sobre los ��ujos integrados� que hemos introducido

anteriormente� As�	� imponiendo las condiciones de continuidad en las caras internas

del reactor� las condiciones de contorno en la frontera del mismo� y adoptando una

notaci�on similar a la del caso unidimensional� obtenemos� para cada �la y columna

de celdas en que se ha discretizado el reactor� las ecuaciones

det�K�j��	�i�j�x � ��i�j�x � ��� � �� j � �� � � � � nf �

det�K�i��	�i�j�x � ��i�j�x � ��� � �� i � �� � � � � nc �
������

donde K�j� es la matriz del problema ������ asociado a cada �la o columna de celdas

j� nf es el n�umero de �las de celdas y nc el n�umero de columnas de celdas� Adem�as�

�



hay que tener en cuenta que� en cada celda� se satisfacen las relaciones

�	�i�j�y �� � �	�i�j��� � �	�i�j�x �� �

���i�j�y �� � ���i�j��� � ���i�j�x �� �

y que 	�i�j� y ��i�j� dependen del autovalor� �� seg�un las ecuaciones ����
��

El hecho de utilizar ��ujos integrados� implica que� en cada celda� se satisfaga la

relaci�on Z xi��

xi
X�x� dx �

Z yj��

yj
Y �y� dy � dx�i� dy�j� � � ������

Integrando las ecuaciones ����� y ������� podemos escribir

Z xi��

xi
X��x� dx � f �j�

�
�a

�i�j�
� � a

�i�j�
� �

�

	
�i�j�
x

tan�
	�i�j�x dx�i�

�
��

�a�i�j�� � a
�i�j�
	 �

�

�
�i�j�
x

tan�
��i�j�x dx�i�

�
�

�
� ������

Z yj��

yj
Y��y� dy � c�i�

�
�b

�i�j�
� � b

�i�j�
� �

�

	
�i�j�
y

tan�
	�i�j�y dy�j�

�
��

�b
�i�j�
� � b

�i�j�
	 �

�

�
�i�j�
y

tan�
��i�j�y dy�j�

�
�

�
� �����

y an�alogamente para los ��ujos r�apidos�

Z xi��

xi
X��x� dx � f �j�

�
s�i�j� �a�i�j�� � a

�i�j�
� �

�

	
�i�j�
x

tan�
	�i�j�x dx�i�

�
��

t�i�j� �a�i�j�� � a
�i�j�
	 �

�

�
�i�j�
x

tan�
��i�j�x dx�i�

�
�

�
� �����

Z yj��

yj
Y��y� dy � c�i�

�
s�i�j� �b

�i�j�
� � b

�i�j�
� �

�

	
�i�j�
y

tan�
	�i�j�y dy�j�

�
��

t�i�j� �b�i�j�� � b
�i�j�
	 �

�

�
�i�j�
y

tan�
��i�j�y dy�j�

�
�

�
� �����

��



donde se han introducido las constantes globales indeterminadas f �j� y c�i�� asociadas

a cada �la j y a cada columna i� que provienen de las condiciones ������� y que

aseguran que los sistemas que permiten determinar los coe�cientes a
�i�j�
l y b

�i�j�
l �l �

�� � � � � �� no tengan rango m�aximo�

Igualando el cociente entre las igualdades ������ y ����� al cociente entre las

igualdades ����� y ������ obtenemos� para cada celda� la restricci�on

�a
�i�j�
� � a

�i�j�
� � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� � � �a
�i�j�
� � a

�i�j�
	 � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� �

s�i�j� �a
�i�j�
� � a

�i�j�
� � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� � � t�i�j� �a
�i�j�
� � a

�i�j�
	 � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� �
�

�b
�i�j�
� � b

�i�j�
� � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� � � �b
�i�j�
� � b

�i�j�
	 � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� �

s�i�j� �b
�i�j�
� � b

�i�j�
� � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� � � t�i�j� �b
�i�j�
� � b

�i�j�
	 � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� �
�����

Las restricciones extra� necesarias para determinar el problema� se obtienen igua�

lando la integraci�on ������ de los ��ujos integrados t�ermicos� X e Y para las cuatro

celdas determinadas por los v�ertices �xi� yj�� �xi��� yj�� �xi� yj��� y �xi��� yj��� y eli�

minando entre estas igualdades las constantes indeterminadas f y c� De este modo�

se obtienen las relaciones

R�i�j� R�i���j��� � R�i���j� R�i�j��� �����

donde

R�i�j� �
�a�i�j�� � a

�i�j�
� � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� � � �a�i�j�� � a
�i�j�
	 � �

�
�i�j�
x

tan��
�i�j�
x dx�i�

� �

�b
�i�j�
� � b

�i�j�
� � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� � � �b
�i�j�
� � b

�i�j�
	 � �

�
�i�j�
y

tan�
�
�i�j�
y dy�j�

� �
�

Hemos de destacar que� tanto las relaciones ���� como las relaciones ����� son

independientes de las constantes indeterminadas f �j� y c�i� y� por tanto� no dependen

de las soluciones elegidas para los coe�cientes a
�i�j�
l � b

�i�j�
l �l � �� � � � � ��� As�	 pues�

las ecuaciones ������� ���� y ����� constituyen un sistema de �N � � ecuaciones

no lineales� siendo N el n�umero de celdas en que se ha discretizado el reactor� A

partir de este sistema� podemos obtener los valores de 	�i�j�x � ��i�j�x y �� y con estos

valores� los �ujos integrados en cada celda�

��



En la resoluci�on del sistema de ecuaciones no lineales anterior para un reactor en

concreto� nos encontramos con dos problemas� El primero de ellos� es la elecci�on de

un m�etodo iterativo e�ciente para la b�usqueda de ra�	ces de un sistema de ecuaciones

no lineales y el segundo� consiste en encontrar una soluci�on inicial su�cientemente

cercana a la soluci�on del problema para que el m�etodo iterativo converja� Hay que

destacar que� debido a que se han de satisfacer las relaciones ���� y ������ es

necesario� en cada iteraci�on� resolver los sistemas lineales que nos permiten obtener

los distintos valores de a�i�j�l y b�i�j�l �l � �� � � � � ���

En los procesos de b�usqueda de ra�	ces que se han considerado� hay que calcular

la matriz jacobiana asociada a la funci�on que de�ne el sistema de ecuaciones� En

nuestro problema esta matriz tiene un tama�no considerable y su c�alculo presenta un

alto coste computacional� Es por esto que� como proceso b�asico para la b�usqueda

de ra�	ces� se ha elegido un m�etodo Cuasi�Newton de la familia de los Broyden �����

��
������� Estos m�etodos se basan en la iteraci�on del m�etodo de Newton y utilizan

una aproximaci�on para la matriz inversa de la matriz jacobiana del sistema�

A continuaci�on� describiremos brevemente el m�etodo de Newton� y tomando �este

como partida� expondremos el m�etodo de Broyden utilizado�

Se parte de un sistema de ecuaciones no lineales de la forma

�F ��x� � �� �

Utilizando el desarrollo de Taylor podemos escribir para cada una de las componentes

de la funci�on �F

Fi��x�� � Fi��x� ���x� � Fi��x�� �
nX

j��

�Fi

�xj
�xj �O�x�� � �����

Introduciendo la matriz jacobiana del sistema de ecuaciones

Jij��x�� �
�Fi

�xj

�����
�x�

�

despreciando los t�erminos O�x��� y haciendo �F ��x�� � �� en la relaci�on ������ obten�

dremos la iteraci�on b�asica del m�etodo de Newton

�x� � �x� � J����x���F ��x�� �

��



Este m�etodo� siempre que el punto inicial� �x�� sea lo su�cientemente cercano a la

soluci�on y la matriz J�� exista en cada punto� tiene una convergencia cuadr�atica� o

sea� si �x es la soluci�on del sistema de ecuaciones no lineales y f�xkg�k�� es la sucesi�on

de aproximaciones obtenidas mediante el m�etodo de Newton� se puede a�rmar que

l�	m
k��

jj �x� �xk�� jj
jj �x� �xk jj� � � � ���
�

donde � es una constante positiva�

Para aplicar el m�etodo tal como se ha expuesto� hace falta invertir la matriz J

en cada iteraci�on� En la pr�actica el m�etodo se suele aplicar en dos pasos� Primero�

en cada iteraci�on k se encuentra un vector �yk� que satisfaga

J��xk��yk � �F ��xk� �

y� posteriormente� la nueva aproximaci�on a la ra�	z se obtiene de la forma

�xk�� � �xk � �yk �

Como ya se ha comentado� el hecho de que para aplicar el m�etodo de Newton

sea necesario calcular� en cada iteraci�on� la matriz jacobiana y resolver el sistema

de ecuaciones asociado� hace que el coste computacional del m�etodo al aplicarlo a

un problema de las caracter�	sticas del que nos ocupa� sea muy elevado� Por ello� se

ha optado por utilizar el m�etodo de Broyden ����� ����� que es una generalizaci�on

del m�etodo de la Secante y permite resolver sistemas de ecuaciones no lineales�

En este m�etodo se reemplaza la matriz jacobiana del m�etodo de Newton por una

aproximaci�on de la misma y� por ello� se pasa de la convergencia cuadr�atica del

m�etodo de Newton a una convergencia superlineal ����� ��
�� o sea� ya no exite el

l�	mite ���
�� pero se cumple que

l�	m
k��

jj �x� �xk�� jj
jj �x� �xk jj � � �

Para aplicar el m�etodo de Broyden se parte de una soluci�on inicial del problema�

�x�� y mediante el m�etodo de Newton� se calcula una primera aproximaci�on �x��

Posteriormente� se reemplaza la matriz jacobiana� J��x��� por una matriz A�� que

satisface

A���x� � �x�� � �F ��x��� �F ��x�� �

�



Con esta condici�on no se de�ne de forma un�	voca la matriz A�� por lo que se exige

la condici�on extra

A��z � J��x���z si ��x� � �x���z � � �

Estas dos condiciones de�nen un�	vocamente la matriz A�� como ����

A� � J��x�� �
��F ��x��� �F ��x��� J��x����x� � �x�����x� � �x��T

k �x� � �x� k� �

�Esta es la nueva matriz que se utiliza para calcular �x� en vez de J��x��� mediante la

expresi�on

�x� � �x� �A���
�F ��x�� �

El m�etodo se puede repetir para encontrar �x� usando A� en vez de A� � J��x�� y

�x� y �x� en vez de �x� y �x�� En general� una vez se ha calculado �xi� se calcula �xi��

mediante las relaciones

Ai � Ai�� �
��F ��xi�� �F ��xi����Ai����xi � �xi������xi � �xi���T

k �xi � �xi�� k� � �����

�xi�� � �xi �A��i
�F ��xi� � �����

Con este esquema el m�etodo de Broyden no es muy e�ciente� ya que lo que se

gana al sustituir la matriz jacobiana por la Ai� se pierde al pasar de tener una

convergencia cuadr�atica a una convergencia superlineal� Por esto� para evitar tener

que resolver el sistema de ecuaciones asociado a cada Ai� se utiliza una f�ormula de

inversi�on de Sherman y Morrison ����� Este resultado dice que si A es una matriz

no singular y �x y �y son dos vectores� entonces la matrix A � �x��y�T es no singular

siempre que ��y�TA���x �� ��� Adem�as�

�A� �x��y�T ��� � A�� � A���x��y�TA��

� � ��y�TA���x
� �����

Tomando

A � Ai�� � �x �
��F ��xi�� �F ��xi����Ai����xi � �xi����

k �xi � �xi�� k� � �y � �xi � �xi��

y utilizando ������ podemos expresar

A��i �

	

Ai�� �

��F ��xi�� �F ��xi����Ai����xi � �xi������xi � �xi���
T

k �xi � �xi�� k�
�
A��

��



como ����

A��i � A��i�� �
��xi � �xi�� �A��i����F ��xi�� �F ��xi�������xi � �xi���TA

��
i��

��xi � �xi���A
��
i����F ��xi�� �F ��xi����

� ������

Esta expresi�on nos evita construir la matriz Ai y resolver el sistema de ecuaciones

asociado� en cada iteraci�on� De este modo� el esquema utilizado en el m�etodo de

Broyden viene dado por las ecuaciones ����� y �������

Hay que tener en cuenta que la matriz Ai no es m�as que una aproximaci�on

de la matriz jacobiana y� por tanto� para mejorar la convergencia del m�etodo es

conveniente alternar un cierto n�umero de iteraciones del m�etodo de Broyden con una

iteraci�on del m�etodo de Newton� en donde se vuelve a calcular la matriz jacobiana�

En el programa que se ha realizado para la resoluci�on del sistema de ecuaciones no

lineales se han alternado �� iteraciones del m�etodo de Broyden con una iteraci�on

del m�etodo de Newton�

Es conocido que� en general� el radio de convergencia de los m�etodos de resoluci�on

de sistemas de ecuaciones no lineales es muy peque�no ����� ����� Por ello� es conve�

niente utilizar estos m�etodos tomando como punto de partida un punto cercano a la

soluci�on real del problema� As�	 pues� en el programa realizado �MOD�G�D� se ha

implementado el m�etodo de continuaci�on ��
�� ���� que detallamos a continuaci�on�

Se parte de un sistema de ecuaciones de la forma

�F ��x� � �� ������

y de un punto inicial �x�� Se construye la sucesi�on de problemas no lineales

�G��x� k� � ��� k � N� � � � � � � ������

siendo
�G��x� k� � �F ��x�� k

N
�F ��xi��� �

El proceso de resoluci�on de los sistemas ������ se esquematiza� por etapas� del

modo siguiente

Etapa primera�� Se toma k � N � con lo que �x � �x� es una soluci�on trivial del

sistema�

��



Etapa Segunda�� Se toma k � N � � y se utiliza la soluci�on de la etapa anterior�

�x�� como punto inicial en la resoluci�on del problema

�G��x�N � �� � �F ��x�� N � �

N
�F ��x�� � �� �

para lo que se utiliza el m�etodo de Broyden� La soluci�on obtenida para este

problema la denotamos por �x��

Etapa i��esima�� Se toma k � N � i y se utiliza la soluci�on de la etapa anterior�

�xi��� como punto inicial en la resoluci�on del problema

�G��x�N � i� � �F ��x�� N � i

N
�F ��xi��� � �� �

La soluci�on obtenida para este problema la denotamos por �xi�

Se sigue el proceso de este modo hasta llegar al valor k � � �i � N�� donde el

problema no lineal a resolver coincide con el problema de partida �������

Inicialmente� N es un n�umero entero indeterminado que nos indica el n�umero

de problemas no lineales a resolver en el m�etodo de continuaci�on y se elegir�a mayor

o menor en cada problema concreto dependiendo de lo alejada que est�e la soluci�on

inicial� �x�� de la soluci�on del problema ������� En los problemas que se han resuelto�

se han utilizado valores de N comprendidos entre � y �	� �Hemos de destacar que al

aumentar N aumenta el radio de convergencia del m�etodo� pero� a su vez� aumenta

el n�umero de problemas no lineales a resolver con el consecuente aumento del coste

computacional��

Como ya se ha ido exponiendo� gran parte de la e�ciencia de los m�etodos presen�

tados depende de lo pr�oxima que se encuentre la soluci�on elegida� �x�� a la soluci�on

real del problema� Seguidamente presentamos el proceso que se ha seguido para la

b�usqueda de esta soluci�on inicial� Se ha construido un proceso iterativo que s�olo

tiene en cuenta las ecuaciones ������� y se puede esquematizar en las siguientes

etapas

Etapa primera�� Dado un valor del autovalor �� tenemos determinado el valor de

	�i�j�� ��i�j� en cada celda� por las relaciones ����
��

�




Se resuelve� para cada �la de celdas� un problema unidimensional de b�usqueda

del autovalor �� suponiendo que� como valor inicial� podemos tomar

�	�i�j�x �� � �	�i�j����� � ���i�j�x �� � ���i�j����� �

Etapa segunda�� En esta etapa se resuelve un problema de b�usqueda del autovalor

� para cada una de las columnas de celdas del reactor� teniendo en cuenta que

�	�i�j�y �� � �	�i�j��� � �	�i�j�x ��� ���i�j�y �� � ���i�j��� � ���i�j�x �� �

donde 	�i�j�x y ��i�j�x se obtienen de la etapa anterior�

Etapa tercera�� Se vuelve a resolver un problema de b�usqueda del autovalor �

para cada �la de celdas del reactor� pero a diferencia de la primera etapa�

ahora se utilizan las relaciones

�	�i�j�x �� � �	�i�j��� � �	�i�j�y ��� ���i�j�x �� � ���i�j��� � ���i�j�y �� �

donde 	�i�j�y y ��i�j�y se obtienen de la etapa anterior�

Tras un n�umero peque�no de iteraciones de este tipo� se consigue un valor de

� similar para cada �la y columna de celdas del reactor� Al �nalizar este proceso

habremos obtenido los valores iniciales de �� 	x y �x que satisfacen las relaciones

������ y que se utilizan como punto inicial� �x�� para el proceso de continuaci�on que se

utiliza para resolver el sistema de ecuaciones no lineales formado por ������� ����

y ������

����� Resultados Num�ericos

Para comprobar la validez del m�etodo desarrollado en el caso bidimensional� se

han resuelto dos problemas �benchmark�� el correspondiente al reactor de la IAEA y

el reactor BIBLIS ����� ����� ���� Posteriormente� como caso pr�actico de aplicaci�on�

se ha calculado el autovalor y la distribuci�on de potencia normalizada correspon�

dientes al primer modo y segundo modo de un plano axial del reactor de la Central

Nuclear de Cofrentes�

��



Reactor IAEA

El problema �benchmark� bidimensional de la IAEA corresponde a un reactor

de agua ligera muy simpli�cado� donde se consideran dos grupos de energ�	a� El

reactor est�a formado por ��� nodos de �� cm���� cm�� correspondientes al n�ucleo

del reactor y un re�ector de �� cm� de ancho�

Este problema presenta una perturbaci�on fuerte debida a la presencia de barras

de material absorbente y se dan fuertes variaciones del �ujo t�ermico en las intercaras

correspondientes al re�ector�

El problema tiene simetr�	a �#� y la distribuci�on espacial de los materiales� es de

la forma
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Fig� ������ Reactor IAEA�

Las secciones e�caces asociadas a los distintos materiales vienen dadas en la tabla

��



Tabla ����� Secciones e�caces del reactor IAEA�

Material D� D� �a� �a� ��� ��f� ��f�

N�umero �cm� �cm� �cm��� �cm��� �cm��� �cm��� �cm���

� ��� ��	 ������ ���
��� ��� ��� �����

 ��� ��	 ������ ���
��� ��� ��� �����

� ��� ��	 ������ ������� ��� ��� �����

	 �� ��� ������� ������	 ���	 ��� ���

La constante efectiva� keff � �
�
� obtenida para el primer modo� es keff � �����
�

a comparar con el valor de referencia keff � ��������� La distribuci�on de potencia

normalizada obtenida� viene dada en la tabla

Tabla ���� Potencia normalizada del reactor IAEA�

�l � ������ ��
�� ������ ������

�l  ����
� ������ ��
�� ���	�� ������ ������

�l � ����	� ����� ����� ��
��	 ������ �����	 ������

�l 	 ������ ����� ���	� ���
�� ��	�	� ����
 ������ ������

�l � ����� ��		� ����� ����� �����
 ������ ��	��� ������

�l � ����
� ����	� ���

� ��	��� ������ ����� ����� ���	�� ������

�l � ���	� ����
� ����� ���	�� ���	�
 ��
�� �����
 ������ ������

�l 
 ���
�� ���	� ����
� ����� ������ ����	� ������ ����
� ������

y su representaci�on gr�a�ca es de la forma
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada para el reactor

IAEA� MOD�G��D�

A continuaci�on� se presenta la representaci�on gr�a�ca de la soluci�on de referencia

para la distribuci�on de potencia ����� ����� ����
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada para el reactor

IAEA�Soluci�on de referencia�

Observamos pues� que la soluci�on alcanzada para el sistema de ecuaciones no

��



lineales� nos proporciona un valor bastante bueno para la keff � pero la soluci�on

obtenida para la distribuci�on de potencia normalizada presenta cierto error �hasta

de un ��$ cerca del re�ector�� Como ya se ha comentado� podr�	amos aumentar

la precisi�on de la soluci�on a costa de aumentar el n�umero de problemas no lineales

a resolver� pero con ello� se aumenta de forma prohibitiva el coste computacional�

Otro modo de poder aumentar la efectividad del m�etodo ser�	a buscar otro m�etodo

para inicializar el problema�

Reactor BIBLIS

El problema bidimensional BIBLIS ����� ��� est�a modelizado mediante dos

grupos de energ�	a� y representa un reactor de agua a presi�on �PWR� realista� Se ha

discretizado el n�ucleo en nodos de �����
 cm�������
 cm� y tiene � materiales

diferentes� El n�ucleo del reactor est�a rodeado por un re�ector de �����
 cm� de

ancho� El reactor presenta simetr�	a �#� y la distribuci�on de los materiales en su

interior es de la forma
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Fig� ���	�� Reactor BIBLIS�
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Las secciones e�caces asociadas a los distintos materiales vienen dadas en la tabla

siguiente

Tabla ����� Secciones e�caces del reactor BIBLIS�

Material D� D� �a� �a� ��� ��f� ��f�

N�umero �cm� �cm� �cm��� �cm��� �cm��� �cm��� �cm���

� ��	��� ������ �������	 �������
 �������	 �����
��
 ��������

 ��	��� ������ �������
� ����
	�� ������� ��������
 ������
�

� ����� ���� ������� �������� ������� ��� ���

	 ��	�
� �����
 ��������� �����	�
 �������� �����	�� �������

� ��	�
� ������ ��������� ���
	

 ������� ��������
 ������
�

� ��	�
� ������ �������� ���
���	 ������� �����	
� ��������

� ��	�
� ������ ��������� ���

�	 ������� ��������
 ������
�


 ��	��� ����
� ������	� �������� ������� �����	
� ��������

La constante efectiva obtenida para el primer modo es keff � �������� a compa�

rar con el valor de referencia keff � �������� La distribuci�on de potencia normali�

zada obtenida ha sido

Tabla ���
�� Potencia normalizada del reactor BIBLIS

�l � ���	�� ������ ��
�	� ����� ������

�l  ������ ������ ������ ����	 ��
��� ����� ������

�l � ���
�� ���	�� ������ ������ ������ ������ ����� ������

�l 	 ������ ������ ���	�� ����� ������ ������ ��
�
 ������

�l � ���� ����� ����� ���
�� ������ ����	� ���� ������ ������

�l � ����� ������ ������ ����� ���	�� �����
 ����
� ��
�� ������

�l � ������ ������ ������ ����� ������ ���	�� ������ ���
�� ������

�l 
 ������ ����	� ����� ����� ������ ���

� ����� ����	� ������

y su representaci�on gr�a�ca es de la forma
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada

para el reactor BIBLIS� MOD�G��D�

De igual forma� representamos los valores de referencia ����� ���
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada

para el reactor BIBLIS� Soluci�on de referencia�

Observamos que� en este caso� el acuerdo en la keff y en la ditribuci�on de potencia

es mayor que en caso del reactor IAEA� Ello es debido a que la composici�on de

�



materiales del reactor BIBLIS es m�as homog�enea por corresponder el caso estudiado

a una situaci�on donde las barras de control est�an totalmente extra�	das�

Reactor de COFRENTES

Como caso de aplicaci�on m�as realista del m�etodo desarrollado� se han calculado

el primer y segundo modos correspondientes a un plano axial cercano al centro del

reactor de la Central Nuclear de Cofrentes� en la situaci�on del caso �hipot�etico� que

hemos estudiado en el caso unidimensional� y donde no hay barras insertadas�

El reactor presenta simetr�	a �#� y se ha discretizado por planos en nodos de

����� cm������cm�� seg�un la �gura

�

�

� �

��	�� cm

��	�� cm

Fig� ����� Reactor de COFRENTES

La constante k obtenida a partir del autovalor del primer modo es k� � ������ y

la distribuci�on de potencia normalizada obtenida viene dada en la siguiente gr�a�ca
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada

para el reactor de COFRENTES� Primer modo�

La constante k obtenida para el segundo modo es k� � ����� y la distribuci�on

de potencia neutr�onica normalizada viene dada por
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Fig� ���
�� Distribuci�on de potencia neutr�onica normalizada

para el reactor de COFRENTES� Segundo modo �azimutal��

Tenemos pues� que la separaci�on entre las constantes correspondientes al modo

��



fundamental y al primer modo subcr�	tico es de %k � ������ para el plano elegido�

Para comprobar los resultados obtenidos se ha calculado el autovalor corres�

pondiente al primer modo con el programa VENTURE� basado en un m�etodo de

diferencias �nitas� En la siguiente tabla� presentamos la comparaci�on de los valores

obtenidos con el programa VENTURE y nuestro programa MOD�G�

Tabla ������ Comparaci�on de las k�s obtenidas con MOD�G y VENTURE�

Problema VENTURE MODG

COFRENTES � �����	 �����

COFRENTES  � ������

Observamos pues� que el valor obtenido para la primera constante k� es bastante

bueno� lo que viene a con�rmar la hip�otesis de que el m�etodo desarrollado propor�

ciona buenos resultados cuando la composici�on de materiales del reactor es bastante

homog�enea�

Vistos los resultados num�ericos obtenidos y el elevado tiempo de c�alculo que es

necesario para resolver un problema bidimensional de estas caracter�	sticas� se puede

concluir que una generalizaci�on de este proceso para abordar la resoluci�on de un

problema con geometr�	a tridimensional es inviable� Por lo tanto� habr�a que cambiar

de �losof�	a a la hora de resolver la ecuaci�on de la difusi�on si queremos obtener los

Modos Lambda de este tipo de problemas�

�




Cap��tulo �

C�alculo de los Modos Lambda�

M�etodo de Colocaci�on Nodal

En vista de que el procedimiento empleado en el cap�	tulo precedente no nos

proporciona un m�etodo efectivo para el c�alculo de los Modos Lambda de un reactor

tridimensional� optaremos por cambiar de �losof�	a a la hora de abordar la resoluci�on

de la ecuaci�on de los Modos Lambda para un reactor discretizado en una serie de

nodos de gran tama�no�

Para este �n� se han desarrollado m�etodos ��� en diferencias �nitas� m�etodos de

s�	ntesis� m�etodos nodales� m�etodos basados en elementos �nitos y m�etodos basados

en la teor�	a de las perturbaciones� Nosotros vamos a centrarnos en los m�etodos

nodales ����� Estos m�etodos se adaptan biena la utilizaci�on de un mallado o dis�

cretizaci�on espacial en nodos grandes� lo que permite utilizar las �discretizaciones

naturales� dadas por los elementos de combustible o grupos de combustible o grupos

homog�eneos de estos elementos� En la literatura aparecen� entre otros� los m�etodos

nodales anal�	ticos �ANMs� ��
�� ����� los m�etodos nodales basados en el desarrollo

en serie de la soluci�on �NEMs� ���� y los m�etodos basados en una funci�on de Green

Nodal �NGGNs� ����� ����

En la mayor�	a de estos m�etodos nodales avanzados� se utiliza un procedimiento

de integraci�on transversal que permite reducir la ecuaci�on de la difusi�on multidimen�

sional a un conjunto equivalente de ecuaciones de difusi�on unidimensionales� Ahora

��



bien� esta aproximaci�on da lugar a ciertas limitaciones en la precisi�on del m�etodo� ya

que el t�ermino de escape transversal que aparece debe aproximarse de forma apro�

piada� Este tipo de aproximaci�on se puede mejorar ���� ���� ���� a costa de una

complicaci�on adicional del m�etodo� Otras aproximaciones que no hacen uso de la

integraci�on transversal ����� ��� se basan en el desarrollo del �ujo neutr�onico como

combinaci�on lineal de funciones anal�	ticas cuyos coe�cientes se calculan mediante

una t�ecnica de pesado de residuos�

Actualmente� a medida que van mejorando las prestaciones de los ordenadores�

hay un renovado inter�es en desarrollar programas m�as r�apidos y seguros para la

realizaci�on de estos c�alculos ���� El trabajo desarrollado en esta memoria se podr�	a

encuadrar dentro de esta l�	nea�

As�	 pues� para abordar la resoluci�on de la ecuaci�on de los Modos Lambda� se ha

optado por utilizar un m�etodo de colocaci�on nodal �
� basado en un desarrollo en

polinomios de Legendre de los �ujos neutr�onicos en cada celda� Tras imponer las

condiciones de continuidad y de contorno de los �ujos y las corrientes de forma ade�

cuada� este m�etodo permite transformar el problema de autovalores inicial asociado

a un operador diferencial

L�n �
�

kn
M�n �

en un problema algebraico de autovalores generalizado

L�n �
�

kn
M�n �

donde L y M son matrices �N �dimensionales� con la estructura a bloques N �

dimensionales ��� siguiente�
�� L�� �

�L�� L��

�
��
�
�� ��n

��n

�
�� �

�

kn

�
�� M�� M��

� �

�
��
�
�� ��n

��n

�
�� �

El gran n�umero de nodos� N � en que se discretiza el reactor y el hecho de que

las ecuaciones de la difusi�on en la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a no sean

autoadjuntas� implica que la matriz del problema algebraico resultante� L� sea una

matriz real� de gran tama�no� no sim�etrica y con una estructura dispersa�

Existen gran variedad de m�etodos de b�usqueda de valores propios� pero debido

al car�acter no sim�etrico de la matriz obtenida� la mayor�	a de ellos no pueden ser

��



utilizados e�cientemente� Adem�as� como esta matriz es de gran tama�no� las t�ecnicas

directas no son aconsejables� debido� principalmente� a la gran cantidad de memoria

necesaria para su almacenamiento y a la poca precisi�on de la soluci�on num�erica que

se obtiene�

El algoritmo que se ha desarrollado ���� ���� utiliza la t�ecnica de Iteraci�on

del Subespacio basada en una proyecci�on de Ritz combinada con un proceso de

aceleraci�on obtenido a partir de un principio variacional� Para obtener la soluci�on

de los sistemas de ecuaciones� que es necesario resolver en cada iteraci�on del proceso�

se ha utilizado el m�etodo del gradiente conjugado�

��� M�etodo de Colocaci�on Nodal

Pasaremos seguidamente� a presentar las principales caracter�	sticas del m�etodo

de colocaci�on nodal con la aproximaci�on de �Serendipita� que se ha utilizado �
��

En el caso tridimensional� para un autovalor � dado y un nodo paralelep�	pedo� e�

las ecuaciones ������ se pueden escribir de la forma

��r � �D��e
�r���e � ��a��e � ����e���e � ����f��e��e � ��f��e��e�

��r � �D��e
�r���e � �a��e��e � ����e��e � ����

Para desarrollar el m�etodo de colocaci�on nodal� consideraremos una sola ecuaci�on

gen�erica

�Dx�e
���e
�x�

�Dy�e
���e
�y�

�Dz�e
���e
�z�

� �r�e�e � Se��e� � ����

La generalizaci�on para las ecuaciones ���� es sencilla�

Realizando el cambio de variables �v�ease Fig� ���

u �
�

dxe
�x� �

�
�xm���� � xm������ �

v �
�

dye
�y � �

�
�yn���� � yn������ �

w �
�

dze
�z � �

�
�zp���� � zp������ � ���

��



la ecuaci�on ���� se puede expresar en la forma

� dyedze
dxe

Dx�e
���e
�u�

� dxedze
dye

Dy�e
���e
�v�

� dxedye
dze

Dz�e
���e
�w�

� �r�eVe�e � VeSe ���	�

donde Ve � dxedyedze� es el volumen del nodo e consideredo�

Como funci�on de prueba para la soluci�on en cada elemento e� se utiliza el de�

sarrollo truncado

�e�u� v� w� �
KX

k���

KX
k���

KX
k���

�k� �k��k�e Pk��u�Pk��v�Pk��w� � ����

y para la fuente Se� se toma

Se�u� v� w� �
KX

k���

KX
k���

KX
k���

Sk��k��k�
e Pk��u�Pk��v�Pk��w� � ��
�

donde K es el orden del desarrollo elegido y Pk�u� son los polinomios de Legendre

ortonormales en el intervalo ������ ����� o sea� polinomios de Legendre que satisfacen

la relaci�on Z ���

����
Pn�u�Pm�u� du � �n�m � ����

Estos polinomios son diferentes de los que se utilizan normalmente �polinomios orto�

gonales en el intervalo ���� ���� ya que son ortonormales y su dominio de de�nici�on

es ������ ����� Ello es debido al cambio de variables ��� realizado para disponer

de elementos cuyo volumen sea la unidad�

As�	 pues� utilizaremos los polinomios de Legendre� Pl�u�� de�nidos por �
�

P��u� � � � P��u� � �
p
u � ����

y la relaci�on de recurrencia

Pk���u� � �

s
�k � 

�k � �

�k � �

k � �
uPk�u��

s
�k � 

�k � �

k

k � �
Pk���u� � k � � � ����

Para estos polinomios se satisfacen las igualdades

Pn����� �
p
�n� � � Pn������ � ����n

p
�n � � � �����


�



y

P �n����� � n�n� ��
p
�n � � � P �n������ � ����n��n�n� ��

p
�n � � � �����

Utilizando la integraci�on por partes� las igualdades ����� y ������ y realizando

un desarrollo de f�u� en polinomios de Legendre� f�u� �
�X
l��

FlPl�u�� se obtiene el

resultadoZ ���

����
duPk�u�

d�

du�
f�u� �

p
�k � �

�
����k��

�
k�k � ��f������ �

d

du
f������

�

�
�
k�k � ��f����� � d

du
f�����

�

�
K��X
l��

�� � ����k�l�
p
�l � ��k�k � �� � l�l� ���Fl


������

Introduciendo las expresiones ���� y ��
� en la ecuaci�on ����� multiplicando

esta ecuaci�on por la funci�on de ponderaci�on

Wk��k��k��u� v� w� � Pk��u�Pk��v�Pk��w� �

integrando sobre todo el volumen del elemento e y utilizando la relaci�on de ortonor�

malidad ����� obtenemos la ecuaci�on

� dyedzeF
k��k��k�
e�x � dxedzeF

k��k� �k�
e�y � dxedyeF

k��k��k�
e�z � Ve�re�

k��k��k�
e � VeS

k��k��k�
e �

����

donde

F k��k��k�
e�x �

Dx�e

dxe
Lk�f�k� �k�e�x �u�g �

F k��k��k�
e�y �

Dy�e

dye
Lk�f�k��k�e�y �v�g �

F k��k��k�
e�z �

Dz�e

dze
Lk�f�k��k�e�z �w�g �

las funciones �k��k�e�x �u�� �k��k�e�y �v�� �k��k�e�z �w�� son� respectivamente�

�k��k�e�x �u� �
KX
k��

�k�k� �k�e Pk�u� �


�



�k��k�e�y �v� �
KX
k��

�k��k�k�e Pk�v� �

�k��k�e�z �w� �
KX
k��

�k��k� �ke Pk�w� �

y

Lk�f�u�� �
Z ���

����
duPk�u�

d�

du�
f�u� �

Impondremos ahora� las condiciones de continuidad en las seis celdas vecinas a

la celda e� Para ello� numeramos estos nodos de e� a e�� de la forma

�

�

xm���� xm����

yn����

yn����

ee� e�

e�

e	
y

x
�

�

xm���� xm����

zp����

zp����

ee� e�

e


e�
z

x

Fig� ����� Posici�on de los nodos adyacentes al nodo e�

Si� por ejemplo� consideramos la frontera com�un entre los nodos e y e�� las

condiciones de continuidad para el �ujo y la corriente sobre la cara com�un de estas

celdas� son� respectivamente�

�e��
�

�
� v� w� � �e���

�
� v� w� �

Dx�e�

dxe�

�

�u
�e��

�

�
� v� w� �

Dx�e

dxe

�

�u
�e���

�
� v� w� �

Multiplicando estas igualdades por la funci�on de ponderaci�on Wk��k� � Pk��v�Pk��w�

e integrando sobre la super�cie com�un� obtenemos

�k��k�e��x
�
�

�
� � �k��k�e�x ���

�
� �

Dx�e�

dxe�

d

du
�k��k�e��x

�
�

�
� �

Dx�e

dxe

d

du
�k��k�e�x ���

�
� � �����


�



Condiciones similares pueden obtenerse para las otras caras del elemento e�

Utilizando el resultado ����� y las igualdades ����� y ������ se pueden obtener
los resultados

�k� �k�e�x ���


� �

�

K�K � ��

d

du
�k� �k�e�x ���


� �

K��X
l��

����l
p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�l�k��k�e �

������

�k� �k�e�x �
�


�� �

K�K � ��

d

du
�k��k�e�x �

�


� �

K��X
l��

p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�l�k��k�e �

������

�k� �k�e�y ���


� �

�

K�K � ��

d

dv
�k��k�e�y ���


� �

K��X
l��

����l
p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�k��l�k�e �

������

�k� �k�e�y �
�


�� �

K�K � ��

d

dv
�k��k�e�y �

�


� �

K��X
l��

p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�k��l�k�e �

����
�

�k� �k�e�z ���


� �

�

K�K � ��

d

dw
�k��k�e�z ���


� �

K��X
l��

����l
p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�k��k��le �

������

�k� �k�e�z �
�


�� �

K�K � ��

d

dw
�k��k�e�z �

�


� �

K��X
l��

p
l � �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�k��k��le �

�����

Utilizando ����� y las condiciones ������ podemos expresar

d

du
�k��k�e�x ���


� �

dxeDx�e�

dxe�Dx�e � dxeDx�e�

K��X
l��

p
l� ��K�K����l�l���������l�l�k��k�e ��l�k��k�e� �

�����

y combinando la ecuaci�on ����� y la ecuaci�on ������ obtenemos

Dx�e

dxe
�k�k � ���k��k�e�x ���

�
� �

d

du
�k��k�e�x ���

�
�� �

Dx�ek�k � ��

dxe

K��X
l��

����l
p
�l � �

�
� � l�l� ��

K�K � ��

�
�l�k� �k�e �






dxeDx�e�

dxe�Dx�e � dxeDx�e�

�
�� k�k � ��

K�K � ��

�
�

�
K��X
l��

p
�l � ��K�K � ��� l�l� ��������l�l�k��k�e � �l�k��k�e�

� � �����

De forma totalmete an�aloga� se obtiene que

Dx�e

dxe
�k�k� ���k��k�e�x �

�


�� d

du
�k��k�e�x �

�


�� �

Dx�ek�k � ��

dxe

K��X
l��

p
l� �

�
�� l�l� ��

K�K � ��

�
�l�k��k�e �

� dxeDx�e�

dxe�Dx�e � dxeDx�e�

�
�� k�k � ��

K�K � ��

�
�

�
K��X
l��

p
l � ��K�K � ��� l�l� ��������l�l�k��k�e� � �l�k��k�e � � �����

Utilizando los resultados ����� y ���� se obtiene que

F k�k��k�
e�x � �

p
k � �

K�K � ��

�
Dx�e

dxe
�K�K � ��� k�k � ����

�
k��X
l��

�� � ����k�l�
p
l� � l�l� ���l�k��k�e �

�
Dx�e

dxe
k�k � ��

K��X
l�k

�� � ����k�l�
p
l � ��K�K � ��� l�l� ����l�k��k�e �

��K�K � ��� k�k � ���
K��X
l��

p
l � ��K�K � ��� l�l� ����

�
�
����k Dx�eDx�e�

dxeDx�e� � dxe�Dx�e
�����l�l�k��k�e � �l�k��k�e� ��

� Dx�eDx�e�

dxeDx�e� � dxe�Dx�e
�����l�l�k��k�e� � �l�k��k�e �

�
� ���	�

Esta expresi�on es invariante si se permutan los �	ndices k y l� lo que asegura que

las matrices generadas mediante este m�etodo para una sola ecuaci�on sean sim�etricas�

Del mismo modo que se ha obtenido la relaci�on ����� para F k�k��k�
e�x � se obtienen

expresiones similares para F k��k�k�
e�y y F k��k��k

e�z � que se pueden reescribir de la forma


�



F k�k��k�
e�x �

K��X
l��

�Ak�l�K
e�x �l�k��k�e� �Bk�l�K

e�x �l�k��k�e � Ck�l�K
e�x �l�k��k�e� � �

F k��k�k�
e�y �

K��X
l��

�Ak�l�K
e�y �k� �l�k�e� �Bk�l�K

e�y �k��l�k�e � Ck�l�K
e�y �k��l�k�e	 � �

F k��k��k
e�z �

K��X
l��

�Ak�l�K
e�z �k� �k��le
 �Bk�l�K

e�z �k��k��le � Ck�l�K
e�z �k��k��le� � � �����

con los coe�cientes

Ak�l�K
e�� �

����k
K�K � ��

p
k � �

p
l� ��K�K � ��� k�k � ����K�K � ��� l�l� ���W�

e�� �

Ck�l�K
e�� �

����l
K�K � ��

p
k � �

p
l� ��K�K � ��� k�k � ����K�K � ��� l�l� ���W�

e�� �

Bk�l�K
e�� �

p
k � �

p
l� �

K�K � ��

�
D��e

d�e
�� � ����k�l��K�K � ��� k�k � ���l�l� ���

�
�


�K�K � ��� k�k � ����K�K � ��� l�l� ��������k�lW�

e�� �W�
e���

�
�

si l � k �

y

Bk�l�K
e�� �

p
k � �

p
l� �

K�K � ��

�
D��e

d�e
k�k � ���� � ����k�l��K�K � ��� l�l� ����

�
�


�K�K � ��� k�k� ����K�K � ��� l�l� ��������k�lW�

e�� �W�
e���

�
�

si l � k �

donde � � x� y� z y se han introducido los factores de acoplamiento de diferencias

�nitas centradas� que se de�nen como

W�
e�x � W�

e��x
� �Dx�eDx�e��dxeDx�e� � dxe�Dx�e�

�� �

W�
e�x � W�

e��x
� �Dx�eDx�e��dxeDx�e� � dxe�Dx�e�

�� �

W�
e�y � W�

e��y
� �Dy�eDy�e� �dyeDy�e� � dye�Dy�e�

�� �

W�
e�y � W�

e��y
� �Dy�eDy�e� �dyeDy�e� � dye�Dy�e�

�� �

W�
e�z � W�

e��z
� �Dz�eDz�e� �dzeDz�e� � dze�Dz�e�

�� �

W�
e�z � W�

e
�z
� �Dz�eDz�e
 �dzeDz�e
 � dze
Dz�e�

�� �


�



Estos coe�cientes para los elementos que forman el contorno del reactor tienen

la forma W�
e�� �

�D��e

d�e
� si la super�cie de la izquierda de e es un contorno donde se

anula el �ujo� y W�
e�� �

�D��e

d�e
� si la super�cie de la derecha de e es un contorno de

�ujo cero� De forma an�aloga� W�
e�� � � si la super�cie de la izquierda de e� es una

super�cie de contorno donde se anula la corriente� y W�
e�� � �� si la super�cie de la

derecha de e es de contorno y tiene corriente nula�

Sustituyendo las expresiones ����� en la ecuaci�on de conservaci�on ���� obte�

nemos una nueva ecuaci�on que involucra tan s�olo a los coe�cientes de Legendre del

�ujo neutr�onico� �i�j�ke � Hay que hacer notar que el n�umero de inc�ognitas por ele�

mento es K�� a pesar de usar �K � ��� polinomios de Legendre en la aproximaci�on

realizada�

En el m�etodo de colocaci�on nodal� es posible introducir consistentemente la apro�

ximaci�on de �Serendipita� �
�� Esta aproximaci�on se aplica directamente al m�etodo

reemplazando las ecuaciones ����� por

F k�k��k�
e�x �

K���k��k�X
l��

�Ak�l�K�k��k�
e�x �l�k��k�e� �Bk�l�K�k��k�

e�x �l�k��k�e � Ck�l�K�k��k�
e�x �l�k��k�e� � �

F k��k�k�
e�y �

K���k��k�X
l��

�Ak�l�K�k��k�
e�y �k��l�k�e� �Bk�l�K�k��k�

e�y �k��l�k�e � Ck�l�K�k��k�
e�y �k��l�k�e	 � �

F k��k��k
e�z �

K���k��k�X
l��

�Ak�l�K�k��k�
e�z �k��k��le
 �Bk�l�K�k��k�

e�z �k��k��le � Ck�l�K�k��k�
e�z �k��k��le� � �

���
�

con k� � �� � � � �K � �� k� � �� � � � K � � � k�� k� � �� � � � K � �� k� � k��

As�	 pues� generalizando la ecuaci�on ���� para dos grupos de energ�	a� utilizando

las relaciones ���
� y eligiendo una ordenaci�on adecuada de los �	ndices� a partir

del sistema de ecuaciones diferenciales ���� se llega a un sistema algebraico de de

ecuaciones lineales con la siguiente estructura a bloques�
�� L�� �

�L�� L��

�
��
�
�� ��n

��n

�
�� �

�

kn

�
�� M�� M��

� �

�
��
�
�� ��n

��n

�
�� � �����

donde ��n y ��n son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre del

�ujo neutr�onico r�apido y t�ermico� respectivamente con la ordenaci�on derivada de la







elecci�on de los �	ndices escogida� Si se utiliza el m�etodo de colocaci�on nodal con la

aproximaci�on de �serendipita�� la dimensi�on de estos vectores es �
�
K�K � ��N para

problemas con geometr�	a bidimensional� y �
�
K�K ����K ���N para problemas con

una geometr�	a tridimensional�

El sistema ����� es equivalente a

L����n �
�

kn
�M����n �M����n� �

�L����n � L����n � � � �����

y eliminando ��� obtenemos el problema algebraico de valores propios ���

A��n � kn��n � �����

donde la matriz A viene dada por

A � L���� �M�� �M��L
��
�� L��� � ����

��� C�alculo de los Modos Lambda en geometr��as

�D

El m�etodo de colocaci�on nodal que se ha expuesto en la secci�on precedente

en general� para problemas con geometr�	a tridimensional� es f�acilmente adaptable a

problemas con geometr�	a unidimensional o bidimensional� Para comprobar la validez

del m�etodo� se han calculado los autovalores del reactor de Cofrentes unidimensional

presentado en el Cap�	tulo ��

En primer lugar� hay que tener en cuenta que en este problema la dimensi�on de la

matrizA que se obtiene no es muy grande�� por lo tanto� es posible utilizar un m�etodo

directo para el c�alculo de los autovalores� El m�etodo expuesto se ha implementado

en un programa denominado MOD�D� y para el c�alculo de los autovalores se ha

utilizado la rutina RG de la librer�	a EISPACK� que permite el c�alculo de autovalores

de una matriz real no sim�etrica�

�por ejemplo� para un reactor �D con �� nodos y qued�andonos a orden � en el desarrollo de

Legendre la dimensi�on de A es de ��


�



Por otra parte� hay que destacar que el n�umero de autovalores asociado al pro�

blema de los Modos Lambda es in�nito� pero el hecho de discretizar el problema

mediante el m�etodo de colocaci�on nodal nos impone un l�	mite en el n�umero de au�

tovalores que es posible calcular� que� en principio� viene dado por la dimensi�on de

la matriz A obtenida�

En la tabla siguiente� comparamos los primeros cuatro autovalores obtenidos con

los programas MOD�G y MOD�D para el reactor de Cofrentes �D� utilizando un

desarrollo en polinomios de Legendre de orden � en este �ultimo programa�

Tabla ����� Comparaci�on de los autovalores obtenidos con MOD�G y MOD�D

MOD
G MOD�D

Ciclo � �����
�� ������� ���	�
 ������� �����
�� ������� ���	�
 ������

Ciclo � ������� �������� �����
�
� ���	���� ������� ������� �����
	 ���	��

Ciclo � ����� ����
��
� �������� ������ ����� ����
�
 ������� ������


� enero

En las �guras siguientes se compara el per�l de potencia que se obtiene con

MOD�D y MOD�G para los casos correspondientes al Ciclo 
 y al Ciclo 
 �� de
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Fig� ����� Per�l de potencia� Comparaci�on MOD�D�MOD�G� Caso real�

Como se puede observar� los resultados obtenidos son pr�acticamente coincidentes�

Hay que resaltar que el programa MOD�D es bastante m�as r�apido que MOD�G y

obtiene a la vez un n�umero elevado de autovalores� Con MOD�G se obtiene una

soluci�on anal�	tica para el �ujo neutr�onico� mientras que MOD�D nos proporciona

una aproximaci�on al �ujo� debido al truncamiento en los desarrollos en polinomios

de Legendre que se utilizan en el m�etodo de colocaci�on nodal� pero a medida que

aumenta el orden en el desarrollo de Legendre utilizado� los resultados obtenidos con

MOD�D convergen a los que se obtienen con MOD�G� a costa de un mayor tiempo

de c�alculo�

Al generalizar el m�etodo de colocaci�on para tratar problemas con geometr�	as m�as

complejas� se produce un gran aumento de la dimensi�on de la matriz A� As�	� por

ejemplo� para un problema bidimensional discretizado en ����� nodos y escogiendo

un orden  en el desarrollo de Legendre� se obtiene una matrizA� 
���
��� Esto hace

que sea necesaria la utilizaci�on de un m�etodo iterativo para el c�alculo de autovalores

y sea conveniente aprovechar la estructura dispersa de las matrices L�� y L�� para

su almacenamiento�


�



��� M�etodo de Iteraci�on del Subespacio

Coma ya hemos comentado� cuando se abordan problemas con geometr�	as bi�

dimensionales o tridimensionales la dimensi�on de la matriz A del problema de au�

tovalores es muy grande y no es posible utilizar un m�etodo directo para el c�alculo

de los mismos� A efectos pr�acticos� para resolver el problema de los Modos Lambda

basta con obtener los autovalores dominantes de la matriz A� o sea� los autovaloers

de A con mayor m�odulo� y sus correspondientes autovectores� Para ello� se ha op�

tado por utilizar un m�etodo de Iteraci�on del Subespacio que hace uso de un proceso

de proyecci�on de Rayleigh�Ritz para mejorar su convergencia ���� ����� ����� La

idea b�asica de este m�etodo consiste en repetir reiteradamente multiplicaciones de

la matriz A por p vectores independientes� generando de este modo una sucesi�on

de subespacios p�dimensionales que convergen al subespacio p�dimensional generado

por los p�vectores propios ��� � � � � �p� asociados a los p valores propios dominantes

de la matriz A�

Dada la matriz A� sus p valores propios dominantes y sus correspondientes au�

tovectores� el problema ����� puede reescribirse de la forma

A& � &' � ����

donde ' � diag ���� � � � � �p� es una matriz diagonal cuyos elementos son los p au�

tovalores dominantes de A y & � ���� � � � � �p� otra matriz cuyas columnas son los

correspondientes autovectores�

Los pasos a seguir para resolver ���� mediante el m�etodo de Iteraci�on del

Subespacio que se ha utilizado son los siguientes�

�� X�� Se eligen p vectores linealmente independientes para construir una base del

subespacio inicial que constituyen las columnas de la matrizX�� de dimensi�on

N � p� donde N es la dimensi�on de la matriz A� En la implementaci�on del

algoritmo que hemos realizado� la elecci�on de los p vectores se puede realizar�

bien por conocimiento de casos previos de p vectores linealmente indepen�

dientes que aproximen el subespacio generado por los vectores propios de A�

o bien se generan utilizando n�umeros aleatorios del intervalo ���� ���Una vez

generados los p vectores� �estos se ortonormalizan utilizando el algoritmo de

Gram�Schmidt modi�cado �����

��



�� Z� � AX� �

�� (Ak�� � �Zk���TZk�� � XkTATAXk� �k � �� �� � � � �� Este paso constituye la

proyecci�on de Rayleigh�Ritz� y se ha de destacar que la matriz (Ak�� obtenida

es sim�etrica y de peque�na dimensi�on� p�

�� Resoluci�on del problema de valores propios sim�etrico p�dimensional

(Ak��Qk�� � Qk����k���� �

con ��k���� � diag ����� � � � � �
�
p�

k��� donde ���i �
k�� son los valores propios

de (Ak��� La matriz de vectores propios obtenida� Qk��� ha de ser unitaria

��Qk���TQk�� � Ip��

Se construye la matriz

T k�� � Qk����k����� �

	� Xk�� � Zk��T k���

Los vectores que constituyenXk�� forman un conjunto ortonormal de vectores�

ya que

Xk��TXk�� �
�
Zk��Qk����k�����

�T �
Zk��Qk����k�����

�
�

�
�
��k�����

�T
Qk��TZk��TZk��Qk����k����� �

�
�
��k�����

�T
Qk��T (Ak��Qk����k����� � Ip �

�� Se calcula

Zk�� � AXk �

y se comprueba el criterio de parada� que consiste en ver si se satisface la

relaci�on
jj Zk�� �Xk�k�� jj�

jj Zk�� jj�  Eps� �

donde la norma matricial jj � jj� se de�ne� para una matriz M de dimensi�on

n�m� cuyas componentes son mij� como

jjM jj�� m�ax
j������ �m

nX
i��

j mij j �

��



y la tolerancia Eps� se elige normalmente como ���	�

Hay que hacer notar que para construir �k�� se toma la parte positiva de la

ra�	z cuadrada de los autovalores de ��k����� debido a que� por razones de tipo

f�	sico� se puede asegurar que los autovalores de la matriz A son positivos�

En caso de no satisfacerse este criterio de parada� se hace k � k�� y se vuelve

al paso � del algoritmo�

Debido a la estructura y dimensi�on de nuestro problema� el c�alculo expl�	cito

de la matriz A invirtiendo los bloques L�� y L�� es prohibitivo por el gran coste

computacional y de almacenamiento que supone� Por tanto� el c�alculo del paso �

del algoritmo se realiza mediante el siguiente proceso

I� Se halla Y k � L��X
k�

II� Se resuelven simult�aneamente los p sistemas de ecuaciones lineales

L��W
k � Y k �

III� Se forma Sk � M��X
k �M��W

k

IV� Se obtiene Zk�� resolviendo simult�aneamente los p sistemas lineales

L��Z
k�� � Sk �

Este proceso evita construir expl�	citamente la matriz A y hace uso de resoluci�on

de sistemas� multiplicaci�on matriz�vector y suma de vectores� Las matrices L�� y

L�� tienen una estructura dispersa� y ello posibilita que estas operaciones se realicen

aprovechando esta propiedad� La resoluci�on de los sistemas se lleva a cabo utili�

zando un m�etodo iterativo� ya que la utilizaci�on de un m�etodo directo producir�	a

un relleno de la matriz que har�	a imposible su almacenamiento en la memoria del

ordenador� En concreto se ha utilizado el m�etodo del gradiente conjugado que se

encuentra implementado en la librer�	a ITPACK�� Con esta rutina es posible explotar

la estructura dispersa y la simetr�	a de las matrices L�� y L���

�Tanto la librer��a EISPACK como la librer��a ITPACK forman parte de una colecci�on de librer��as

de subrutinas escritas en FORTRAN� denominada NETLIB�

��



La soluci�on del algoritmo expuesto es una matriz X formada por p vectores

que generan un subespacio que constituye una aproximaci�on al subespacio que ge�

neran los p vectores propios dominantes de la matriz A ���� Aunque existe esta

relaci�on entre los subespacios� las columnas de X no son directamente los autovec�

tores asociados a los autovalores dominantes de A� & � ���� � � � � �p�� Sin embargo�

si X � �x�� � � � � xp� se puede establecer una relaci�on entre & y X de la siguiente

manera

& � XU �

donde la matriz U contiene los coe�cientes de las p combinaciones lineales que ligan

los �i con los xj� Esta matriz se puede calcular haciendo uso de la ecuaci�on ����

A& � AXU � XU' � ����

Multiplicando por la izquierda la ecuaci�on ���� por la matriz XT � obtenemos

XTAXU � U' �

ya que los vectores que forman la matriz X son una base ortonormal�

Si de�nimos (B � XTAX� se obtiene el problema de autovalores p dimensional

(BU � U' � ���

La matriz (B es no sim�etrica y el problema de autovalores se ha de resolver

completamente para obtener la matriz de transformaci�on U � Como el n�umero de p

de autovalores dominantes a calcular generalmente es peque�no� la resoluci�on tanto

de este problema como del problema de autovalores del paso � del algoritmo se

pueden realizar de la forma usual� En la implementaci�on realizada del algoritmo�

para resolver estos problemas se ha utilizado la rutina RG de la librer�	a EISPACK�

De este modo� para la determinaci�on de los vectores propios asociados a los

valores propios dominantes se realizan los siguientes pasos del algoritmo

�� Se calcula Z � AX�

� Posteriormente� se obtiene (B � XTZ�

�



�� Se resuelve el problema de autovalores no�sim�etrico p�dimensional

(BU � U' �

con lo que se obtiene la matriz U �

�
� Con esta matriz� se obtienen los vectores propios mediante el c�alculo de

& � XU �

��� Una vez obtenidos estos autovectores� se tiene que los autovectores asociados

al �ujo r�apido satisfacen &� � &� y los autovectores asociados al �ujo t�ermico

se obtienen resolviendo simult�aneamente los p sistemas de ecuaciones

L��&� � L��&� �

Utilizando el m�etodo de colocaci�on nodal es posible discretizar el problema ad�

junto al problema de los Modos Lambda y llegar al problema de autovalores adjunto

siguiente �
�� LT

�� �LT
��

� LT
��

�
��
�
�� ���

���

�
�� �

�

k

�
�� MT

�� �

MT
�� �

�
��
�
�� ���

���

�
�� � ����

donde ��� y ��� son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre de

los �ujos adjuntos r�apido y t�ermico� respectivamente�

De la segunda �la de la ecuaci�on ���� se obtiene la relaci�on

��� �
�

k
LT
��

��
MT

���
�
� �

y sustituyendo esta expresi�on en la primera �la� se llega a

� � LT
���

�
� �

�

k
LT
��L

T
��

��
MT

���
�
� �

�

k
MT

���
�
� �

y por tanto

LT
��
��
�MT

�� � LT
��L

T
��
��
MT

����
�
� � k��� � ����
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Si se traspone la matriz A de la ecuaci�on ����� se obtiene que los autovalores ��

de AT satisfacen una relaci�on de la forma

�MT
�� � LT

��L
��
��

T
MT

���L
��
��

T
�� � k�� �

Comparando con la ecuaci�on ����� obtenemos que la relaci�on entre los autovectores

�� de AT y los autovectores ��� del problema adjunto es

��� � LT
��

��
�� �

Por otra parte� como los autovectores de A� �i� y los autovectores de AT � ��i�

forman un sistema biortogonal completo ���� se tiene que cada uno de los autovec�

tores dominantes de AT es ortogonal a los autovectores �j� �j � p� �� � � � �N �� Por

lo tanto� ��i� �i � �� � � � � p� han de estar necesariamente contenidos en el subespacio

generado por los vectores ���� � � � � �p�� Por ello� se puede suponer que

&� � XU � �

y de forma similar a como se ha hecho anteriormente� obtener U � resolviendo el

problema de autovalores
(BTU � � U �' �

As�	 pues� para resolver el problema adjunto� el algoritmo sigue realizando los

pasos siguientes�

��� Se resuelve el problema de valores propios no sim�etrico p�dimensional

(BTU � � U �' �

��� Se calculan los vectores propios de AT

&� � XU � �

��� Se resuelven los p sistemas

LT
��&

�
� � L��&

�
� � &� �

�	� y los sistemas

LT
���

�
�i � L���

�
�i �

�

ki
MT

���
�
�i � con i � �� � � � � p �

Tanto en este paso como en el anterior� se hace uso de que L�� y L�� son

matrices sim�etricas�
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��� T�ecnica de Aceleraci�on Variacional

El m�etodo de Iteraci�on del Subespacio desarrollado anteriormente� necesita rea�

lizar muchas iteraciones para obtener una soluci�on precisa� Por ello� se ha utilizado

una estrategia de aceleraci�on que permite reducir el coste computacional del m�etodo�

La t�ecnica de aceleraci�on que usualmente se utiliza para el c�alculo del modo fun�

damental se basa en el uso de polinomios de Chebyshev� En ���� ����� se presenta

una generalizaci�on de estas t�ecnicas para el m�etodo de Iteraci�on del Subespacio� Por

otra parte� en ����� se expone una t�ecnica alternativa� denominada t�ecnica de Acele�

raci�on Variacional� que se aplica al m�etodo de la potencia inversa� A continuaci�on�

desarrollaremos una variaci�on de esta t�ecnica para adaptarla al m�etodo de Iteraci�on

del Subespacio� de forma que se pueda utilizar para acelerar el proceso de c�alculo

de un problema de autovalores de la forma

AX � XK �

donde A es una matriz no sim�etrica de dimensi�on N � K es una matriz diagonal de

dimensi�on p cuyos elementos son los autovalores dominantes de A y X es la matriz

que tiene por columnas los autovectores asociados a los autovalores de A�

La t�ecnica de aceleraci�on se basa en iteraciones de la forma

Xk�� � Xk �
n
Gk �Hk�k

o
�k � ��
�

donde Hk � Xk �Xk��� Xk��� Xk son dos aproximaciones sucesivas de la matriz

X� �k y �k son matrices cuadradas diagonales de dimensi�on p� y Gk es una matriz

N � p� cuyas columnas vienen dadas por

gki �
Axki

xki
T
Axki

� xki � i � �� � � � � p �

La ecuaci�on ��
� puede ser expresada en forma vectorial� identi�cando vectores

columna� como

xk��
i � xki � �kiig

k
i � �kiih

k
i � i � �� � � � � p � ����

La ecuaci�on asociada al autovalor i��esimo se puede expresar de la forma

Axi � kixi � � � ����

�




Simetrizamos esta ecuaci�on multiplic�andola por su traspuesta y obtenemos la ecua�

ci�on para el autovalor ki siguiente

k�i x
T
i xi � �kix

T
i Axi � xTi A

TAxi � � �

Resolviendo esta ecuaci�on de segundo grado llegamos a que

ki �
xTi Axi
xTi xi

� i

	

xTi ATAxi

xTi xi
�
�
xTi A

Txi
xTi xi

���A � ����

Como se sabe que los autovalores ki han de ser reales� se calcular�an los factores de

extrapolaci�on �kii y �
k
ii imponiendo que �estos sean tales que minimicen las expresiones

 Axk��
i � Axk��

i �

 xk��
i � xk��

i �
�
�
 Axk��

i � xk��
i �

 xk��
i � xk��

i �

��
� i � �� � � � � p� �����

donde el producto escalar de dos vectores x� y x� se denota como  x�� x� �� xT� x��

Por tanto� estos factores deben satisfacer las relaciones

d
d�kii

n
 Axk��

i � Axk��
i � xk��

i � xk��
i � �  Axk��

i � xk��
i ��

o
� � �

d
d�kii

n
 Axk��

i � Axk��
i � xk��

i � xk��
i � �  Axk��

i � xk��
i ��

o
� � �

i � �� � � � � p

Se tiene pues� un sistema de �p ecuaciones no lineales de la forma

X k��
i

dYk��
i

d�kii
�
dX k��

i

d�kii
Yk��
i � �

dZk��
i

d�kii
�

X k��
i

dYk��
i

d�kii
�
dX k��

i

d�kii
Yk��
i � �

dZk��
i

d�kii

� i � �� � � � � p �����

donde

X k��
i � Axk��

i � Axk��
i � �

Yk��
i � xk��

i � xk��
i � �

Zk��
i � Axk��

i � xk��
i � �

y las inc�ognitas son �kii y �
k
ii� i � �� � � � � p�

Este sistema puede resolverse e�cientemente� utilizando el m�etodo de Newton�

Raphson� Con vistas a optimizar el proceso� el c�alculo de la matriz inversa de

��



la matriz jacobiana del sistema se ha realizado anal�	ticamente� De esta forma� y

tomando como soluciones iniciales estimadas �kii � � y �kii � �� generalmente� dos o

tres iteraciones son su�cientes para obtener una soluci�on para estos par�ametros de

extrapolaci�on�

De este modo� el algoritmo utilizado para acelerar la convergencia del m�etodo

de Iteraci�on del subespacio se estructura en los siguientes pasos

�� Dadas Xk yXk��� soluciones consecutivas del m�etodo de Iteraci�on del subespacio�

se calculan

Hk � Xk �Xk�� �

y las columnas de Gk� mediante las operaciones

i� yk � Axki �i � �� � � � � p�

ii� zk � xki
T
yk�

iii� gki � yk

zk
� xki �

�� Se determinan las matrices de extrapolaci�on �k y �k� resolviendo� mediante el

m�etodo de Newton�Raphson� las ecuaciones ������

�� Conocidas �k y �k� se construye

Xk�� � Xk �Gk�k �Hk�k �

�� Se comprueba si k es mayor que un n�umero m�aximo de iteraciones de aceleraci�on

que se ha pre�jado anteriormente� Si �este no es el caso� se vuelve al paso ��

Estas iteraciones de aceleraci�on se alternan con un n�umero dado de iteraciones

del m�etodo del Subespacio� El n�umero �optimo de iteraciones de un tipo y del otro

que se han de alternar para resolver el problema� depende del caso concreto que se

est�e tratando de resolver� no obstante� en los casos estudiados ha funcionado bien

una alternancia de cinco iteraciones del m�etodo del subespacio con una iteraci�on

de aceleraci�on� De este modo� cada iteraci�on �variacional� modo�ca el subespacio

original� introduciendo nuevos vectores que reconducen la soluci�on del problema�

��



Por �ultimo� hay que se�nalar que cada vez que se terminan las iteraciones del

m�etodo de aceleraci�on� es necesario ortonormalizar los vectores de la matrix Xk��

resultante� para que no se pierda la independencia lineal de sus columnas y� de este

modo� pueda utilizarse la matriz X resultante como una soluci�on inicial del M�etodo

de Iteraci�on del Subespacio�

��� Resultados Num�ericos

El algoritmo desarrollado ha sido implementado en un programa escrito en

FORTRAN� y se le ha denominado MOD�D o MODD� seg�un la geometr�	a del

problema�

Para comprobar el funcionamiento del m�etodo� en primer lugar se estudiar�a el

modo fundamental de los modelos bidimensionales de reactores IAEA y BIBLIS�

que ya se han estudiado en el Cap�	tulo �� Posteriormente� se calcular�an los modos

fundamentales del reactor de Cofrentes y del reactor propuesto por Langenbuch� que

son reactores en geometr�	a D� A continuaci�on� se estudiar�an los modos subcr�	ticos

de estos reactores� �nalizando con la exposici�on de los resultados obtenidos al aplicar

el m�etodo al reactor de Ringhals�

����� Resultados num�ericos en geometr��a �D� Modo fun�

damental

En las Tablas �� y � se exponen los resultados num�ericos obtenidos con el

m�etodo de colocaci�on nodal para el c�alculo del modo fundamental en los problemas

�benchmark� IAEA y BIBLIS�

��



Tabla ����� Resultados para el reactor IAEA con MOD�D�

Orden del N�umero de N�umero de k
a�
eff 	max �	 Tiempo Iteraciones

polinomio inc�ognitas elem� no nulos CPU ext��acel�

 �� �	� ���
� ���
 ��� ��� s �

� 	�	 �	� ����
 	�� � ��� s �

	 ��� ���� ����	� ��� ��� ��� s �

� ���� ����� ����� ��� �� ��� s �

a La soluci�on de referencia se ha obtenido mediante c�alculos anal��ticos nodales� con ���� inc�ognitas

por grupo de energ��a� El correspondiente factor de multiplicaci�on efectivo es keff � ���
�����

Tabla ����� Resultados para el reactor BIBLIS con MOD�D�

Orden del N�umero de N�umero de k
a�
eff 	max �	 Tiempo Iteraciones

polinomio inc�ognitas elem� no nulos CPU ext��acel�

 �� ���� ������ � ��� ��	 s �

� 	�
 
�	 ������ �	 ��� ��
 s �

	 ��� ���� ������ ���� �� ��� s �

� ���� ����� ����� ��	 ��� � s �

a La soluci�on de referencia ha sido obtenida mediante c�alculos anal��ticos modales con ���� inc�og�

nitas por grupo de energ��a� El factor correspondiente de multiplicaci�on efectivo es keff � ���
�����

Los distintos c�alculos se han realizado variando el n�umero de polinomios de

Legendre utilizado en los desarrollos del m�etodo de colocaci�on nodal� En las tablas

se han recogido� para cada caso� la dimensi�on y el n�umero de elementos no nulos de

la matriz del problema� as�	 como el autovalor obtenido para el modo fundamental�

keff � Tambi�en queda re�ejado el error m�aximo y medio para la distribuci�on de

potencia� que han sido calculados mediante las expresiones

�max � m�ax
i

� j Pi � P �i j
P �i


y  � �

�

Vn�ucleo

X
i

� j Pi � P �i j
P �i


Vi �

donde Pi y P �i son la potencia de referencia y la potencia obtenida con el m�etodo

en cada nodo respectivamente� y Vi es el volumen del nodo�

��



En todos los casos se han alternado cinco iteraciones del m�etodo de Iteraci�on del

Subespacio con una iteraci�on de aceleraci�on� Tambi�en se re�eja el tiempo de CPU

necesario para resolver el problema en un ordenador HP����#���

Como se observa� a medida que aumentamos el orden del desarrollo en polinomios

de la soluci�on� el m�etodo proporciona una soluci�on con mayor precisi�on� a costa de

un coste computacional mayor� Por otra parte� como ocurr�	a con el m�etodo basado

en la aproximaci�on anal�	tica presentado en el Cap�	tulo anterior� los resultados del

problema IAEA tienen un error mayor que los del problema BIBLIS� y ello es debido�

como ya se ha comentado� a que el primer problema presenta un mayor grado de

heterogeneidad en los materiales�

Estos resultados revelan que el m�etodo de colocaci�on nodal es bastante �able y

seguro� con�rmando adem�as la r�apida convergencia de los m�etodos utilizados y la

estabilidad del algoritmo implementado�

����� Resultados num�ericos en geometr��a �D� Modo fun�

damental

En geometr�	a D� se han estudiado el reactor de la Central Nuclear de Cofrentes

en una situaci�on correspondiente al comienzo del ciclo 
 del quemado de combustible�

y el reactor de Langenbuch ����� El primer caso nos servir�a para comprobar la validez

del m�etodo para problemas tridimensionales� y el segundo� por ser un problema

cl�asico y sencillo� para estudiar el comportamiento del programa MODD�

En la tabla �� se exponen los resultados obtenidos en el c�alculo del modo fun�

damental del reactor nuclear de Cofrentes al comienzo del ciclo 
� sin las barras de

control insertadas�

��



Tabla ����� C�alculos de COFRENTES

Orden del N�umero de N�umero de N�umero de k
a�
eff Tiempo

polinomio elementos inc�ognitas elementos no nulos CPU

nodales

 	��� ���
� ��
��� ���	�
 ��� s

� 	��� 	���� 	�	��� ���� 	� s

a El valor de referencia del factor de multiplicaci�on efectivo� keff � �������� ha sido obtenido

mediante el SIMULATE ��

En la �gura siguiente� comparamos los per�les axiales de potencia obtenidos con

MOD�G y SIMULATE utilizando � y  polinomios de Legendre en el m�etodo de

colocaci�on
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Fig� ����� Comparaci�on del per�l de potencia entre SIMULATE y MODD�

A continuaci�on� se estudia el modo fundamental del reactor de Langenbuch �����

��
�� Este problema corresponde a un peque�no reactor de agua ligera �LWR� con

dos tipos de materiales� Se han estudiado dos discretizaciones del mismo� una dis�

cretizaci�on �na con nodos de �� cm����cm����cm�� y una discretizaci�on gruesa en

donde se han considerado nodos de �� cm����cm����cm��

��



El reactor tiene simetr�	a �#� y la disposici�on de los materiales en su interior se

muestra en las �guras siguientes

�
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Re�ector
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y

Fig� ��	�a�� Secci�on transversal del reactor de Langenbuch
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Fig� ��	�b�� Secci�on axial del Reactor de Langenbuch

Las secciones e�caces correspondientes a los distintos materiales del reactor vie�

nen dadas en la tabla ��

�



Tabla ��	�� Secciones e�caces para el Reactor de Langenbuch

Regi�on Grupo Dg�cm� �ag�cm
�� ��fg ���

Combustible � � ��	���� �����	��� �����	����� ����������

 ��������� ���
����� ������


Combustible  � ��	���� ��������� ��������
	 ���������


 �������	� ��������	 �����
��	

Absorbente � ��	���� ��������� �����	����� ����������

 ��������� �����	��� ������


Re�ector � ����	� ���������� ��� ���������

 ���	��� ���	������ ���

En la tabla �
 se expresan los resultados para la keff obtenidos para el modo

fundamental

Tabla ����� Resultados de la keff del reactor de Langenbuch�

Discret� Orden No elementos No inc�ognitas No elementos keff Tiempo

polinomio nodales no nulos CPU �seg


 
��� ���� ����� ������	 

�
�

FINA � 
��� 
���� ��		�� ������ ��

� 
��� ����� �	�
�� ������� 
��


 ��� ���� 	�
� ������� ����

GRUESA � ��� ���� 
���� ������� �

� ��� 	��� �	��� ������ 
����

En las tablas siguientes recogemos la distribuci�on de potencia en el plano axial

medio para las dos discretizaciones consideradas y un orden  en el desarrollo de

polinomios de Legendre�

��



Tabla ����� Mapa de potencia� Plano axial medio� Malla �na�

col � col  col � col 	 col � col � col � col 
 col � col �� col ��

�l � ����� ����� ����� ��	�� ���� ����
 ��
� �
�� ���� ���� ����

�l  ����� ����� ����� ��	�� ����� ����� ���� �
�� ��	� ���� ����

�l � ����� ����� ����� ��	�� ���� ���	� ���
 �
		 ���� ���� ����

�l 	 ��	�� ��	�� ��	�� ����� ��� ����� ��� ���� �	�� ���� ����

�l � ���� ����� ���� ��� ����� ����� �
	� ��
 �		� ���� ����

�l � ����� ����� ���	� ����� ����� ���� �
	
 ���� ���� ���� ����

�l � ��
 ���� ���
 ��� �
	� �
	
 ���� �	�� ��� ���� ����

�l 
 �
�� �
�
 �
		 ���
 ��
 ���� �	�� ���� ���� ���� ����

�l � ����� ���	� ����� ��	�� ��		
 ����� ���� ����� ����� ����� �����

�l �� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

�l �� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

Tabla ���� Mapa de potencia� Plano axial medio� Malla gruesa�

col � col � col  col � col � col 


�l � ����� ��
�� ���� ����� ����� �����

�l � ��
�� ����� ���
 ���� ��
�� �����

�l  ���� ���
 ���� ���
� ��
�� �����

�l � ����� ����� ���
� ���� ����� �����

�l � ����� ��
�� ��
�� ����� ����� �����

�l 
 ����� ����� ����� ����� ����� �����

La representaci�on gr�a�ca del modo fundamental para este reactor es de la forma

��
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Fig� ����� Modo fundamental del reactor de Langenbuch�

Estos mismos c�alculos se han repetido considerando dos situaciones� una en la

que se supone que las barras de control est�an insertadas� y la otra� en la que se

considera que est�an fuera� Los resultados para el autovalor� keff � en ambos casos

han sido ������ y ��������� respectivamente� En las tablas �� y ��� se muestra la

distribuci�on de potencia obtenida para el plano radial medio del reactor utilizando

la discretizaci�on gruesa�

Tabla ����� Distribuci�on de potencia� Caso barras insertadas

col � col � col  col � col � col 


�l � ����� ��

� ����� ���� ��
�� �����

�l � ��

� ��
�� ���� ���
� ��
� �����

�l  ����� ���� ����� ���
 ��
�� �����

�l � ����� ���
� ���� ��� ����� �����

�l � ��
�� ��
� ��
�� ����� ����� �����

�l 
 ���� ���� ���� ���� ���� ����

�




Tabla ���
�� Distribuci�on de potencia� Caso sin barras insertadas

col � col � col  col � col � col 


�l � ��
�� ��
�
 ���� ����� ����� �����

�l � ��
�
 ���
� ���� ���� ��
�� �����

�l  ���� ���� ����
 ���
 ��
�� �����

�l � ���� ����� ���
 ��� ����� �����

�l � ����
 ��
�� ��
�� ����� ����� �����

�l 
 ����� ����� ����� ����� ����� �����

Se puede concluir que� como ya se hab�	a apuntado anteriormente� la precisi�on

de los resultados aumenta a medida que se incrementa el orden del desarrollo en

polinomios de Legendre de la soluci�on� Adem�as� en estos casos bastante homog�eneos�

una discretizaci�on gruesa y orden � en el desarrollo en polinomios de Legendre es

su�ciente para obtener una buena precisi�on en los resultados�

����� Modos Subcr��ticos

Obtendremos ahora� los modos subcr�	ticos de los reactores anteriores� Para simpli�

�car� se ha adoptado la siguiente notaci�on esquem�atica� donde se tienen en cuenta

los signos de la distribuci�on de potencia en las distintas zonas del reactor�

��



Modos �D arm�onicos

Modo Representaci�on esquem�atica Tipo

�D�� � �

��

fundamental

D� � �
� �

azimutal

D�� �
� �
� azimutal

D�	 �
�
��

�
�
��

�
��
�

�rotaci�on� azimutal

D�� �
��

� �rotaci�on� azimutal

D�� �
�
�
�

� �

� �

radial

D�� �
�
��

�
�
��

�� �

�� �

azimutal

��



Modos �D arm�onicos�

Modo Representaci�on esquem�atica Tipo

en el Plano XY en el eje Z

�D�� ��

��
�
�� fundamental

�D� � �
��

�
�� azimutal

�D�� �
� �
�

�
�� azimutal

�D�	 ��

�� �
�
�
�

�

�

axial

�D�� �

��
�

�
�� azimutal

�D�� �
�
�

�
�
�
���
�

�
�� azimutal

�D�� � �
�� �

�
�
�
�

�

azimutal�axial

En la tabla ��� se presentan los autovalores de los modos subcr�	ticos de los

reactores IAEA y BIBLIS� �D�

Tabla ������ Autovalores �D� Casos IAEA y BIBLIS�

Mode IAEA�D BIBLIS�����

D�� ����� �����

D� ����� ����


D�� ����� ����


D�	 ���� ������

D�� ����� �����

D�� ������ ������

D�� ���
�� �����

��



En las �guras siguientes� mostramos la distribuci�on de potencia relativa del cua�

drante inferior derecho del reactor IAEA� para los modos �D��� �D��� �D�
� y �D���
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Fig� ����� Modo IAEA �D��
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Fig� ���� Modo IAEA �D��
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Fig� ����� Modo IAEA �D�
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Fig� ���
�� Modo IAEA �D��

En las tablas siguientes recogemos los modos subcr�	ticos m�as importantes para

los casos del reactor de Langenbuch �D� vistos anteriormente

��



Tabla ������ Autovalores D del problema Langenbuch�

Modo Langenbuch Langenbuch#barras Lanbenbuch#sin barras

D�� ������� ������ ��������

D�� ���


�� ���
��� ���
����

D� ���


�� ���
��� ���
����

D�� ������ ����� �����

D�� ���
 ����� ���
��

D�
 ����� �����
 �����

En las siguientes �guras� se muestra la distribuci�on de potencia para el plano

radial medio asociada a los modos D��� D�� D��� D�� y D�
�
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia relativa para el modo D�� del problema

Langenbuch�
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia relativa para el modo D� del problema

Langenbuch�
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia relativa para el modo D�� del problema

Langenbuch�
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����� Modos Subcr��ticos del reactor de Cofrentes

El programa MODD se ha utilizado para obtener los Modos Lambda D del reactor

de Cofrentes al comienzo del ciclo 
� En la �gura ��
 mostramos el per�l axial de

la potencia relativa correspondiente al primer modo axial

����

��

����

�

���

�

���
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Fig� ������ Per�l de potencia del primer modo axial� Cofrentes�

A continuaci�on� se muestra la distribuci�on de potencia correspondiente al cua�

drante superior derecho del plano radial medio del reactor de Cofrentes para los

modos D��� D�� y D�
�
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Por �ultimo� en la tabla �� se comparan los valores propios �D obtenidos con

los programas VENTURE y MOD�G usando secciones e�caces consistentes� con los

valores propios D obtenidos con el programa MODD

Tabla ������ Modos � del Reactor Nuclear de Cofrentes al comienzo del ciclo C
�

PROG� �D�� �D�
 �D�� �D�� �D�� �D�� �D�	 �D��

SIMULATE�� �������

VENTURE��D �������� ������ ������ �������

MOD
G��D ������	 �����	� ������ �����	�

MOD�D �����	 �����
 ������� ����� ���
���� ���
	�� ���
�� ���
���

Si observamos los resultados� vemos que los autovalores son muy similares para

los modos coincidentes� No obstante� hay que indicar que el programa MOD�G no

puede obtener modos compuestos de segundo orden� como los D��� D�
� �D���

�D��� �D�
� etc� debido a que el proceso de resoluci�on del sistema de ecuaciones

��



no lineales no se obtiene las ra�	ces correspondientes a estos modos de una forma

sencilla�

Todos estos resultados nos con�rman que los autovalores de los modos azimuta�

les en las situaciones estudiadas est�an muy cerca del autovalor fundamental� con el

consiguiente riesgo de que se pueda superar esa separaci�on por mecanismos termo�

hidr�aulicos� dando lugar a oscilaciones de la potencia en el reactor�

����� Reactor de Ringhals

El �ultimo problema que se ha estudiado� corresponde al reactor de agua en ebulli�

ci�on Ringhals�I� que posee 
�� elementos combustibles cuyo quemado corresponde

a los ciclos ����
�

El reactor se ha discretizado en �� planos axiales de ����� cm� �� correspon�

dientes al combustible� y un plano en la parte inferior y otro en la parte superior

correspondientes al re�ector� Cada plano axial� a su vez� se ha discretizado en celdas

de ������ cm��������cm� de la forma indicada en la �gura ����

Reflector

Fuel

Fig� ���
�� Plano del reactor de Ringhals�

En el arranque efectuado en ���� de reactor de Ringhals� se efectuaron medidas

��



de la potencia neutr�onica para varios instantes� correspondientes a distintos valores

de la relaci�on potencia�caudal ����� Se han calculado para este reactor el primer y

segundo modo correspondientes a la con�guraci�on del reactor en el instante D� sin

hacer uso de ning�un tipo de simetr�	a� Los valores obtenidos para los dos primeros

autovalores son

�� � ���������� � �� � ��������� �

En las �guras ��� y ��� se muestran los per�les axiales de potencia correspon�

dientes al primer y segundo modo modo excitado obtenidos�
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Fig� ������ Per�l axial de potencia del primer modo del reactor de Ringhals�
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Fig� ������ Per�l axial de potencia del segundo modo del reactor de Ringhals�

En las �guras �� y ��� se muestra la distribuci�on de potencia correspondiente

al plano medio del reactor para los dos modos calculados�
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Fig� ������ Distribuci�on de potencia para el primer modo del reactor de Ringhals�
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Cap��tulo �

Integraci�on de la ecuaci�on de la

Difusi�on dependiente del tiempo�

M�etodo Nodal Modal

Pasaremos ahora a estudiar la integraci�on de la ecuaci�on de la difusi�on dependiente

del tiempo en la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a� Esto nos permitir�a poder

conocer la evoluci�on en el tiempo de la distribuci�on de �ujo neutr�onico en el reactor

a partir de una distribuci�on inicial dada� Para la integraci�on de esta ecuaci�on� de�

sarrollaremos un m�etodo nodal modal� Este m�etodo est�a basado en la utilizaci�on de

un m�etodo de colocaci�on nodal para discretizar la parte espacial de las ecuaciones

y en la suposici�on de que es posible desarrollar los vectores de los coe�cientes de

Legendre del �ujo neutr�onico en cada instante de tiempo� como una combinaci�on

lineal de los Modos Lambda dominantes de una con�guraci�on determinada del reac�

tor� De este modo� conseguimos un sistema semidiscreto de ecuaciones diferenciales

ordinarias que� una vez integradas� nos permiten conocer la evoluci�on del sistema�

Pasamos pues a desarrollar el m�etodo nodal modal� para ello� se parte de la

ecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo y la ecuaci�on de la concentraci�on de

precursores de neutrones

�v��� !�� L� � ��� ��M��
KX
k��

�kCk� � �����

���



!Ck � �k���f� ��f���� �kCk � k � �� � � � �K � �����

donde� recordemos que K es el n�umero de grupos de neutrones de diferidos�

L �

�
�� ��r � �D�

�r� � �a� � ��� �

���� ��r � �D�
�r� � �a�

�
�� � �v��� �
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�

� �
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�� � � �
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�� ��
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�
�� � � �

�
�� �

�

�
�� �

En primer lugar� se utiliza el m�etodo de colocaci�on nodal expuesto en el cap�	tulo

anterior� para discretizar la parte espacial de las ecuaciones ����� y ����� y reducirlas

a un sistema de la forma

�v��� !� � L� � ��� ��M� �
KX
k��

�kXCk � ����

X !Ck � �kM� � �kXCk � �����

donde � y Ck son vectores cuyas componentes corresponden a los coe�cientes del

desarrollo en polinomios de Legendre de � y Ck en cada nodo� en cada instante de

tiempo� Las matrices L y M son las que se han obtenido en el cap�	tulo anterior� y

tienen la estructura a bloques siguiente

L �

�
�� L�� �

�L�� L��

�
�� � M �

�
�� M�� M��

� �

�
�� �

y se ha introducido una matrix X de la forma

X �

�
�� I

�

�
�� �

Para integrar las ecuaciones ���� y ����� supondremos que � admite un desarrollo

� �
MdX
l��

nl�t��l � �����

��



donde �l �l � �� � � � �Md� son los autovectores asociados a los Md autovalores domi�

nantes de un problema est�atico dado de Modos Lambda

L��l �
�

kl
M��l � ���
�

Se introduce el problema adjunto

Ly��
y
l �

�

kl
My

��
y
l � �����

con el �n de poder hacer uso de las propiedades de biortogonalidad existente entre

los modos de los dos problemas� As�	� lon modos �n y �ym satisfacen la relaci�on

 �ym�M��n �� �yn�M��n � �n�m � �����

donde el producto escalar considerado es el producto escalar eucl�	deo de dos vectores�

Multiplicando escalarmente las ecuaciones ���� y ����� por �ym� escribiendo

L � L� � �L � M � M� � �M �

y haciendo uso del desarrollo ������ se llega al sistema de ecuaciones

MdX
l��

� 
ym� �v
���
l �

d

dt
nl �

MdX
l��

�

kl
� 
ym�M�
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l��
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k��

�k � 
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dt
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ym� XCk �� k
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ym�M�
l � nl � k

MdX
l��

� 
ym� �M
l � nl � �k � 
ym� XCk � �

�	���

Haciendo uso de la relaci�on de biortogonalidad ����� e introduciendo la notaci�on

'ml �
�

 �ym�M��m �
 �ym� �v

����l � �

AL
ml �

�

 �ym�M��m �
 �ym� �L�l � �

AM
ml �

�

 �ym�M��m �
 �ym� �M�l � �

Cmk �
�

 �ym�M��m �
 �ym�XCk � �

���



y la reactividad del modo m� de�nida como

�m �
km � �

km
�

las ecuaciones ����� se expresan

MdX
l��

'ml
d

dt
nl � ��m � ��nm � �� � ��

MdX
l��

AM
mlnl �

MdX
l��

AL
mlnl �

KX
k��

�kCmk �

d

dt
Cmk � �knm � �k

MdX
l��

AM
mlnl � �kCmk � k � �� � � � �K � ������

Haciendo variar el �	ndice m de � a Md� podemos expresar estas ecuaciones en la

forma matricial siguiente

d�n�

dt
� �'������ �I��n� � ��� ���'����AM��n�� �'����AL��n� �

KX
k��

�k�'�
���Ck� �

d�Ck�

dt
� �k�n� � �k�A

M��n�� �k�Ck� � k � �� � � � �K � ������

Considerando expl�	citamente las K ecuaciones para los diferidos� agrupamos las
ecuaciones ������ como el sistema de ecuaciones

d
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Este sistema de ecuaciones diferenciales es de dimensi�on �K � ��Md� as�	� para

un problema t�	pico en el que se utilicen desarrollos en � modos dominantes y se

consideren 
 grupos de precursores� tendr�	amos un sistema de dimensi�on �� Esto

���



permite que para la resoluci�on del sistema se pueda usar el m�etodo de Runge�

Kutta o bien un m�etodo impl�	cito como el implementado en la rutina LSODE ��

Como condici�on inicial para n se toman los valores que se derivan de suponer que

el � inicial es el modo fundamental correspondiente a la con�guraci�on inicial del

reactor� Una vez se han determinado los n iniciales� se calculan los Ck utilizados

como condici�on inicial mediante la ecuaci�on

Ck �
�k
�k

h
I � �AM�

i
�n� �

��� Resultados num�ericos

El m�etodo nodal modal que se ha expuesto� se ha implementado en un programa

escrito en FORTRAN llamado MOD�D�CIN� para la resoluci�on de problemas uni�

dimensionales� tomando como base el programa MOD�D� que nos permite calcular

los Modos Lambda de un reactor dado utilizando el m�etodo de colocaci�on nodal�

Para comprobar el funcionamiento del m�etodo� se han resuelto tres problemas

unidimensionales propuestos por Nigg ����� y denominados Benchmark B� Bench�

mark C y Benchmark E�

����� Benchmark B

El problema denominado Benchmark B� corresponde a un reactor unidimensional

con simetr�	a �#� que se ha discretizado en seis nodos de ���� cm de la forma

siguiente

�La rutina LSODE es una rutina de la librer��a ODEPACK que tambi�en se encuentra en la

colecci�on de librer��as NETLIB

��
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����� cm

� 
 � � � �

Fig� ����� Nodalizaci�on del reactor Benchmark B�

Estos nodos corresponden a un solo material� cuyas secciones e�caces vienen dadas

en la tabla ���

Tabla ����� Secciones e�caces del reactor Benchmark B�

Grupo Dg �cm� �ag �cm��� ��fg ��� ��vg

� ������� ���� ���� ����� �� ����

� ��




� ��� ��� � �� ���


Se consideran adem�as� seis grupos de precursores de neutrones� cuyos par�ametros

vienen dados en la tabla ���

Tabla ����� Par�ametros de los precursores del Benchmark B�

Grupo �i �i �seg���

� �������� ������

� �������� �����

 �������� ������

� ������
� ������

� �������� ������


 ������� �����

Para el estudio de un transitorio con este reactor� se perturban las secciones

e�caces ��f� y ��f� correspondientes al tercer nodo empezando por la izquierda �

���



aument�andolas en un � $� dejando los otros nodos inalterados� Se ha realizado el

c�alculo utilizando los Modos Lambda correspondientes al reactor inicial y utilizando

los Modos Lambda del reactor perturbado� y se han comparado los resultados ob�

tenidos utilizando � y �� modos en el desarrollo del m�etodo nodal modal� con los

resultados que proporciona un m�etodo anal�	tico nodal �����

En las �guras ��� y �� se comparan los resultados obtenidos para la evoluci�on

de la potencia� utilizando un desarrollo en � y �� modos correspondientes al reac�

tor inicial �MRI�� y al reactor perturbado �MRP�� Como referencia� se utilizan los

resultados proporcionados por el m�etodo anal�	tico nodal �AN��
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Fig� ����� Evoluci�on de la potencia con � modos�
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Fig� ����� Evoluci�on de la potencia con �� modos�

Observamos que los resultados obtenidos para la evoluci�on de la potencia son

mejores si se utilizan en los desarrollos del m�etodo nodal modal los modos asociados

a la con�guraci�on perturbada del reactor� Adem�as� si se utilizan este tipo de modos

ser�a su�ciente utilizar � modos en los desarrollos para obtener un resultado con

precisi�on su�ciente�

En las �guras de la ��� a la ��� comparamos� para las posibilidades anteriores� el

per�l de potencia en el reactor en los instantes de tiempo correspondientes a ������

seg�� ����� seg�� ���� seg�� ���� seg�� utilizando desarrollos en � modos�

���
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Fig� ����� Per�l de potencia a los ������ seg�
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Fig� ��	�� Per�l de potencia a los ����� seg�
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Fig� ����� Per�l de potencia a los ���� seg�
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Fig� ����� Per�l de potencia a los ���� seg�

Hay que hacer notar� que la evoluci�on del per�l de potencia� que se muestra en las

�guras anteriores� depende tanto de la evoluci�on de las funciones de ponderaci�on

���



asociadas a los �ujos neutr�onicos r�apido y t�ermico como del tipo de perturbaci�on

realizada sobre el reactor�

Con el objeto de poder hacer un estudio cualitativo de la variaci�on de la evoluci�on

de la potencia� de los �ujos neutr�onicos y de per�l de potencia� se tiene en cuenta

que� en la aproximaci�on de la cin�etica puntual ����� el comportamiento asint�otico en

el tiempo de estas magnitudes se puede suponer exponencial� Bas�andonos en esta

dependencia� de�niremos una serie de par�ametros que cuanti�can la variaci�on de

estas funciones� As�	� para la potencia se de�ne

wn
P � ln

�
P n

P n��

�
�

donde P n es la potencia del reactor en el instante tn y ln es el logaritmo neperiano�

Para el �ujo r�apido y el �ujo t�ermico se de�nen los par�ametros

wn
��

� m�ax
k�����N

�
ln

�
�n��k
�n����k

�
�

wn
��

� m�ax
k�����N

�
ln

�
�n��k
�n����k

�
� �����

donde �n��k y �n��k son el �ujo r�apido y el �ujo t�ermico en el nodo k del reactor en el

instante tn� respectivamente� Y para el per�l de potencia

wn
pe � m�ax

k�����N

�
ln

�
penk
pen��k

�
�

donde penk es el per�l de potencia en el nodo k en el instante tn y N es el n�umero

de nodos en los que se ha discretizado el reactor�

En las �guras ��� y ��� se muestra la evoluci�on con el tiempo de los par�ametros

wn
P � w

n
��
� wn

��
� wn

pe para el Benchmark B
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Fig� ���� Evoluci�on de wP para el Benchmark B�
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Fig� ����� Evoluci�on de w��� w�� y de wpe para el Benchmark B�
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Observamos que se produce un cambio r�apido del par�ametro wP � alcanz�andose

�nalmente un valor asint�otico para el mismo� esto nos indica que llegados a este

punto el comportamiento de la potencia es claramente exponencial� En cuanto a

los �ujos r�apido y t�ermico� el comportamiento es id�entico entre ellos y claramente

diferente del que tiene el per�l de potencia� Para estas funciones el comportamiento

asint�otico exponencial se alcanza mucho m�as r�apidamente que para la potencia�

����� Benchmark C

El siguiente problema que vamos a estudiar lo denominaremos Benchmark C

���� y consiste en un reactor unidimensional discretizado en �� nodos de la forma

� � � ������ cm
� cm

� 
 � � � � 	 � � �� �� �
 �� ��

Fig� ���
�� Nodalizaci�on del reactor del Benchmark C�

donde se tienen �� nodos correspondientes al combustible �nodos del � al �� de

���� cm y dos nodos en los extremos �nodos � y ��� de �� cm� correspondientes al

re�ector�

La disposici�on inicial de los materiales en el reactor es de la siguiente forma

materiales

nodos
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 �

� 
 � � � � 	 � � �� �� �
 �� ��

Fig� ������ Disposici�on inicial de los materiales en el Benchmark C�

donde las secciones e�caces de cada material vienen dadas en la tabla ���

���



Tabla ����� Secciones e�caces del reactor Benchmark C�

Material Grupo Dg �cm� �ag �cm��� ��fg ��� ��vg

� � ��
�� ����������
�� ���� ����� �� ����

 �������� ���������������� ��� � �� ���


 � ��
�� ���� ���� ����� �� ����
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�� ����� � ��� �� ����
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Para estudiar el transitorio asociado a este problema� se perturba el reactor

cambiando la disposici�on de los materiales de la forma siguiente

materiales

nodos
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� 
 � � � � 	 � � �� �� �
 �� ��

Fig� ������ Disposici�on �nal de los materiales en el Benchmark C�

y se deja evolucionar el sistema� Se han estudiado dos posibilidades� una donde no se

tienen en cuenta los precursores de neutrones� y otra en donde se han considerado 


grupos de precursores de neutrones� cuyos par�ametros vienen dados en la tabla ����

En ambos casos� se ha determinado el estado inicial del reactor mediante el m�etodo

de colocaci�on nodal utilizando tres polinomios de Legendre en los desarrollos� La

evoluci�on del reactor se ha calculado mediante el m�etodo nodal modal� considerando

� modos en los desarrollos del m�etodo nodal modal y utilizando los modos asociados

al reactor perturbado para realizar estos desarrollos�

En las �guras de la ��� a la ���� observamos la evoluci�on de la potencia y de

los par�ametros wn
P � w

n
��
� wn

��
� wn

pe para el Benchmark C� sin considerar los neutrones

diferidos
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Fig� ������ Evoluci�on de la potencia en el Benchmark C sin neutrones diferidos�
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Fig� ������ Evoluci�on de wP del Benchmark C sin neutrones diferidos�
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Fig� ���	�� Evoluci�on de w��� w�� y de wpe para el Benchmark C

sin neutrones diferidos�

Se observa que la potencia del reactor baja� al contrario de lo que ocurr�	a en

el Benchmark B� Las variaciones de los par�ametros w�s no es tan brusca en el

Benchmark C como en el B y el comportamiento del per�l de potencia es m�as

parecido al de los �ujos r�apido y t�ermico que en el problema anterior�

En las �guras de la ���
 a la ����� se muestra las mismas gr�a�cas anteriores si se

consideran los neutrones diferidos

���
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Fig� ������ Evoluci�on de la potencia en el Benchmark C con neutrones diferidos�
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Fig� ������ Evoluci�on de wP del Benchmark C con neutrones diferidos�
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Fig� ����� Evoluci�on de w�� � w�� y de wpe para el Benchmark C con neutrones

diferidos�

Se observa claramente que la presencia de los neutrones diferidos hace que el

reactor alcance el comportamiento asint�otico mucho m�as lentamente que si no se

consideran los precursores� Adem�as� el comportamiento de los �ujos neutr�onicos

r�apido y t�ermico se asemeja m�as al comportamiento del per�l de potencia por la

in�uencia de los neutrones diferidos�

����� Benchmark E

Este problema consiste en un reactor unidimensional que se ha discretizado en �

nodos de � cm� de la forma

���



� �
�� cm

� 
 � � � � 	 �

Fig� ������ Nodalizaci�on del reactor Benchmark E�

con la siguiente disposici�on de materiales

nodos
� 
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materiales � 
 � � � � 	 �

Fig� ���
�� Disposici�on de los materiales en el Benchmark E�

Las secciones e�caces asociadas a cada tipo de material vienen dadas en la tabla

���

Tabla ����� Secciones e�caces del reactor Benchmark E�

Material Grupo Dg �cm� �ag �cm��� ��fg ��� ��vg

� � ������� �������� �������� �����				 �

 ��	����
 ����	��� ��	����	 � 	��	�� ����

 � ������� ��������	 ������� �����				 �

 ��	����
 ����	 ��	����	 � 	��	�� ����

� � ������� �������� ������� �����				 �

 ��	����
 ����	��� ��	����	 � 	��	�� ����

Como perturbaci�on del reactor� se sustituyen las secciones e�caces de �si�on

correspondientes al material n�umero � por las siguientes funciones rampa ����

��f��t� � �������
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t
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durante un tiempo de ��� segundos� donde se estudia el comportamiento del reactor�

Al iniciar el estudio del transitorio se modi�can las secciones e�caces de �si�on

de los materiales de forma que el reactor sea cr�	tico� o sea� la keff � ��

A diferencia de los casos estudiados anteriormente� en este problema la pertur�

baci�on no es instant�anea� ya que depende del tiempo seg�un las ecuaciones �������

Esto hace que cada cierto paso de tiempo sea necesario actualizar los modos utili�

zados para hacer los desarrollos en el m�etodo nodal modal� ya que al ir cambiando

la con�guraci�on de los materiales en el reactor ir�a cambiando la forma de los modos

asociados al reactor en los distintos instantes�

Supongamos que se quiere conocer la evoluci�on del reactor en el intervalo �ti��� ti�

y que para ello se utilizan los modos asociados al rector perturbado� �i
m� que satis�

facen la ecuaci�on
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i
m �

donde Li yM i son las matrices asociadas a la con�guraci�on del reactor en el instante
ti� Las ecuaciones diferenciales a integrar son de la forma
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Se plantea ahora la cuesti�on de obtener las condiciones iniciales en el instante

ti�� para poder realizar la integraci�on� Una vez se ha reconstruido el vector ��ti����

podemos obtener la condici�on inicial para nim�ti��� como

nim�ti��� �
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Nos falta por obtener  �i
m
y
�XCk � �ti��� en t�erminos de �i��

m
y
�XCk � �ti����

que son factores conocidos de la integraci�on de las ecuaciones en el intervalo temporal

anterior� Para ello� se supone que podemos escribir
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Tomando como condiciones iniciales ����
� y ������ ya se pueden integrar las

ecuaciones ������ en el intervalo �ti��� ti�� Para extender la integraci�on al intervalo

�ti� ti��� hay que actualizar de nuevo los Modos Lambda y seguir el mismo proceso

que se ha expuesto para calcular las nuevas condiciones iniciales�

En la �gura ���� se presenta la evoluci�on de la potencia obtenida con el m�e�

todo nodal modal �NM� actualizando los Modos Lambda cada ���� segundos� y se

compara con los resultados obtenidos con un m�etodo anal�	tico nodal �AN� ����
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En las �guras de la ���� a la ���� se compara el per�l de potencia en el reactor

obtenidos con el m�etodo nodal modal y el m�etodo anal�	tico nodal
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Fig� ������ Per�l de potencia a los ��� segundos del Benchmark E�

Como se observa� el acuerdo obtenido es excelente� tanto en la evoluci�on de la

potencia como en el per�l de potencia�

En las �guras de la ���� a la ���
 se muestra la evoluci�on de los par�ametros wP �

w��� w�� y wpe
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A diferencia de los casos anteriores� en este problema los par�ametros w�s no

alcanzan un valor asint�otico�

A la vista de los resultados obtenidos en el estudio de todos estos problemas�

podemos concluir que el m�etodo nodal modal proporciona buenos resultados� pero

es un m�etodo costoso desde el punto de vista computacional� ya que es necesario ir

calculando los Modos Lambda asociados a distintas con�guraciones del reactor para

poder realizar la integraci�on� Por tanto� no va a ser viable abordar con este m�etodo

el estudio de problemas bidimensionales y tridimensionales� especialmente en el caso

en que la perturbaci�on realizada sobre el reactor sea dependiente del tiempo�

���



Cap��tulo �

Integraci�on de la ecuaci�on de la

difusi�on dependiente del tiempo�

Discretizaci�on temporal

Como se ha visto en el cap�	tulo anterior� para utilizar el m�etodo nodal modal

para la integraci�on de la ecuaci�on de la difusi�on� es necesario ir calculando los Modos

Lambda asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largo del tiempo� �Este

es un proceso que tiene asociado un gran coste computacional� especialmente� si se

consideran problemas con geometr�	as bidimensionales y tridimensionales y pertur�

baciones del reactor dependientes del tiempo� Por lo tanto� para abordar este tipo

de problemas se han desarrollado otro tipo de m�etodos basados en la discretizaci�on

temporal de las ecuaciones de la difusi�on�

Como en el caso del m�etodo nodal modal� el primer paso para el desarrollo de

estos m�etodos consiste en utilizar el m�etodo de colocaci�on nodal para discretizar

la parte espacial de las ecuaciones y reducir el sistema de ecuaciones en derivadas

parciales inicial� a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de gran dimen�

si�on� Estas ecuaciones diferenciales� presentan problemas de rigidez ����� por lo que�

para la discretizaci�on temporal de estas ecuaciones� es necesario recurrir a m�etodos

Backward en diferencias� que son m�etodos impl�	citos�

En este cap�	tulo� primero se estudiar�a un m�etodo en diferencias hacia atr�as

��




�Backward� de primer orden con paso variable� a continuaci�on� se revisar�an los m�e�

todos en diferencias hacia atr�as de orden superior� desarrollando un algoritmo combi�

nado que permite ir aumentando el paso de tiempo para la integraci�on� Por �ultimo�

se desarrollar�a una modi�caci�on de la aproximaci�on Cuasi�Est�atica ���� adapt�an�

dola a la discretizaci�on espacial realizada mediante el m�etodo de colocaci�on nodal

����� y se estudiar�a el funcionamiento de estos m�etodos resolviendo los problemas

unidimensionales Benchmark B y Benchmark E que se han tratado en el cap�	tulo

anterior� el problema bidimensional correspondiente al reactor de Seed�Blanket y el

reactor tridimensional de Langenbuch�

��� M�etodos en Diferencias Hacia Atr�as

Se parte de las ecuaciones obtenidas tras aplicar el m�etodo de colocaci�on nodal a

las ecuaciones de la difusi�on neutr�onica en la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a�

Estas ecuaciones son de la forma

�v��� !� � L� � ��� ��M� �
KX
k��

�kCkX � �����

!Ck � �k�M��M���� � �kCk � �����

donde � y Ck son vectores cuyas componentes son los coe�cientes de Legendre de

los desarrollos de � y Ck en cada nodo� y recordemos adem�as que L� M � y �v��� son

matrices con la siguiente estructura a bloques
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El m�etodo de colocaci�on nodal utilizado da lugar a bloques L�� y L�� sim�etricos y

diagonal dominantes�

Para integrar la ecuaci�on ����� desde un instante de tiempo tn al instante tn���

suponemos que �M��M���� var�	a linealmente entre estos instantes y la ecuaci�on �����

se aproxima mediante la ecuaci�on

!Ck � ��kCk��k�M��M���
n�n�
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siendo �tn � tn�� � tn�

Integrando la ecuaci�on ����� tenemos que la soluci�on Ck en tn�� se puede expresar

como

Cn��
k � Cn

k e
��k�tn � �k�ak�M��M���

n�n � bk�M��M���
n���n��� � �����

donde Cn
k es el valor de Ck en tn y los coe�cientes ak y bk vienen dados por

ak �
�� � �k�tn��� � e��k�tn�

��k�tn
� �

�k
� bk �

�k�tn � � � e��k�tn

��k�tn
�

Para integrar la ecuaci�on ������ en primer lugar� realizamos una transformaci�on

de frecuencias en cada intervalo temporal� de la forma ����

��t� � ew
n�t�tn���t� �

donde se supone que wn permanece constante en el intervalo �tn� tn���� De este modo�

la ecuaci�on ����� pasa a ser

�v����wnew
n�t�tn���ew

n�t�tn�
d�

dt
��Lew

n�t�tn�� � �����Mew
n�t�tn���

KX
k��

�kCkX �

�����

para t 	 �tn� tn����

Como ya se ha comentado� esta ecuaci�on presenta problemas de rigidez debido

principalmente a que los elementos de la matriz diagonal �v��� son muy peque�nos�

esto hace que para su integraci�on sea necesario recurrir a los m�etodos Backward en

diferencias� Pasaremos seguidamente a describir brevemente en qu�e consisten estos

m�etodos�

Dada una ecuaci�on diferencial ordinaria de primer orden� de la forma

!U�t� � f�t� U�t�� �

un m�etodo en diferencias hacia atr�as �Backward� general de m pasos para la reso�

luci�on de esta ecuaci�on� consiste en una ecuaci�on en diferencias de la forma ����

U�tn������U�tn����U�tn����� � ���mU�tn���m� � h��f�tn��� U�tn���� � ���
�
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donde h � tn�� � tn es el paso de integraci�on� �� � �� y ��� � � � � �m se eligen

de forma que se minimice el error de truncamiento� En la tabla ��� se muestran

posibles elecciones de los par�ametros del m�etodo en diferencias hacia atr�as para

distintos valores de m�

Tabla 	���� Coe�cientes del los m�etodos Backward�
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Con esta elecci�on de los par�ametros� los m�etodos Backward obtenidos son esta�

bles ����� Los m�etodos Backward son m�etodos impl�	citos� y su utilizaci�on para la

integraci�on de un sistema de ecuaciones diferenciales implica la necesidad de resol�

ver un sistema de ecuaciones lineales en cada paso de integraci�on� pero es imposible

construir un m�etodo expl�	cito que funcione bien para el tratamiento de problemas

con rigidez �����

Pasaremos a desarrollar un m�etodo en diferencias hacia atr�as de primer orden

para la integraci�on de la ecuaci�on ������

����� M�etodo en diferencias hacia atr�as de primer orden

Se parte de la ecuaci�on ����� y se discretiza utilizando un m�etodo en diferencias

hacia atr�as de un paso� llegando a

�v���fwn�n���
�

�tn
��n���ewn�tn�n�g�Ln���n�� � �����Mn���n���

KX
k��

�kC
n��
k X �

�����

Considerando la ecuaci�on ����� y la estructura de las matrices L y M � podemos
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expresar ����� como el siguiente sistema de ecuaciones
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El sistema de ecuaciones lineales obtenido� ������ es un sistema cuya dimensi�on

es muy grande y� por tanto� para su resoluci�on ser�a recomendable utilizar un m�e�

todo iterativo� Tan s�olo en problemas cuya geometr�	a es unidimensional es posible

abordar e�cientemente su resoluci�on mediante un m�etodo directo como la descom�

posici�on LU de la matriz del sistema� Adem�as� hemos de destacar que� debido a la

utilizaci�on del m�etodo de colocaci�on nodal para la discretizaci�on de la parte espacial

de las ecuaciones� los bloques T��� T��� T��� T��� R��� R�� y R��� son sim�etricos� en

particular� T�� y T�� son diagonal dominantes y de�nidos positivos� mientras que la

matriz total del sistema� T � no posee ninguna de estas propiedades� De este modo� si

se utilizan los m�etodos iterativos usuales con la matriz T � �estos presentan problemas

de convergencia� por ello� para la resoluci�on del sistema ������ se ha desarrollado el

algoritmo iterativo a bloques que pasamos a describir seguidamente�
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En primer lugar reescribimos el sistema en la forma�
�� T�� T��
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es el vector inc�ognita�

Una vez hecho esto� el algoritmo utilizado para resolver el sistema tiene en cuenta

la estructura a bloques del sistema y consta de los siguientes pasos

��� Resolver el sistema

T���
�
� � E� � T���

�
� �

En este primer paso� tomamos ��
� � �n

� �

��� Resolver el sistema

T���
�
� � E� � T���

�
� �

Una vez se ha terminado esta iteraci�on� se utiliza un proceso de extrapolaci�on�

pasando a

��� Resolver el sistema
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	�� Se comprueba el criterio de parada

jj �l��
� � �l

� jj tol y jj �l��
� � �l

� jj tol

Si no se satisfacen estas condiciones� se hace l � l � � y se repite el proceso

desde el paso ��

Si se satisfacen estas condiciones se hace �n��
� � �l��

� y �n��
� � �l��

� �

Con este m�etodo s�olo es necesario resolver sistemas lineales asociados a las ma�

trices T�� y T��� que son sim�etricas� de�nidas positivas� diagonal dominantes y dis�

persas� por tanto� para la resoluci�on de estos sistemas se puede utilizar de forma

efectiva un m�etodo como el del gradiente conjugado que aproveche la estructura

dispersa de las matrices�

Por otra parte� podr�	a pensarse que se mejorar�	a el proceso si en los pasos � y �

del algoritmo se introdujesen factores de extrapolaci�on generales � y �� pasando a

resolver los sistemas

T���
l��
� � E� � T�����

l
� � ��� ���l��

� � �

T���
l��
� � E� � T�����

l��
� � �� � ���l

�� �

previo c�alculo de los factores � y � imponiendo que se minimice la norma al cuadrado

de los correspondientes residuos� Pero de acuerdo con la pruebas realizadas� se

tiene que el coste adicional que supone el c�alculo de estos factores no justi�ca la

peque�na mejor�	a que se consigue en el n�umero de iteraciones necesarias para obtener

la soluci�on de los sistemas�

Por �ultimo� al �nal de cada paso de tiempo� �tn� se reconstruyen los �ujos

neutr�onicos y se actualiza el par�ametro wn utilizando la expresi�on

wn�� �
�

�tn
ln

�
P �tn���

P �tn�

�
�

donde P �t� es la potencia en el instante t�

El m�etodo en diferencias hacia atr�as de un paso que se ha desarrollado permite

realizar cambios en el paso de integraci�on para cada paso de tiempo� Para actualizar

el paso de tiempo se utiliza la expresi�on

�tn�� � m�	n

�
f�

�wphi
��tus�


�

��



donde f� es una constante elegida normalmente como ���� �tus� es el paso de tiempo

m�aximo permitido por el usuario y wphi viene dado por

wphi � m�ax

�
abs

�
ln

�
 �g�k�tn���
 �g�k�tn�

��
g � �� � � k � �� � � � � N �

donde  �g�k�tn� es el �ujo neutr�onico medio del grupo g en el nodo k en el instante

tn� Esta elecci�on implica que� si se supone un comportamiento exponencial del �ujo�

la componente del �ujo que cambie m�as r�apidamente durante un paso de tiempo� lo

haga en una proporci�on aproximadamente de f���� Al mismo tiempo� el nuevo paso

de tiempo viene restringido por el paso de tiempo m�aximo permitido por el usuario

para garantizar la estabilidad del esquema� Hay que tener en cuenta que� aunque el

m�etodo impl�	cito utilizado sea te�oricamente estable� para hacer uso del mismo hay

que resolver el sistema ����� mediante un m�etodo iterativo� y la soluci�on alcanzada

con el m�etodo iterativo depende del punto inicial de partida y este punto depende� a

su vez� del paso de integraci�on utilizado� As�	� la utilizaci�on de un paso de integraci�on

grande puede dar lugar a que la soluci�on del sistema de ecuaciones lineales alcanzada

venga afectada de un error que� al propagarse� hace que se desestabilice el esquema�

Una vez resuelto el sistema ������ para seguir la integraci�on se actualiza el valor

de Ck mediante la ecuaci�on ����� y se repite todo el proceso para el siguiente paso

de tiempo�

����� M�etodos en diferencias hacia atr�as de orden superior

El m�etodo en diferencias de orden uno tiene asociado un error de truncamiento

proporcional al paso de integraci�on� y esto implica que es necesario utilizar pasos

de integraci�on muy peque�nos para no cometer un error muy grande en la resoluci�on

del problema� Ser�a m�as adecuado pues� utilizar m�etodos en diferencias hacia atr�as

de orden superior para la integraci�on de la ecuaci�on ������ ya que permiten el uso

de pasos de integraci�on mayores� por ser el error de truncamiento de estos m�etodos

proporcional a potencias de del paso de integraci�on ����� que denominaremos h para

diferenciarlo del m�etodo de un paso donde le hemos llamado %tn� ya que mientras

en el m�etodo de un paso es posible ir variando el paso de integraci�on en cada paso de

tiempo� en los m�etodos de orden superior el paso de integraci�on ha de permanecer

constante�

�



En adelante� nos centraremos en el m�etodo en diferencias hacia atr�as de un paso y

los m�etodos de � y � pasos para construir un algoritmo combinado que nos permitir�a

utilizar pasos de integraci�on m�as grandes�

M�etodo en diferencias hacia atr�as de � pasos

Se parte de la ecuaci�on ����� y se discretiza mediante un m�etodo en diferencias

hacia atr�as de dos pasos� obteniendo la ecuaci�on
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h
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que� teniendo en cuenta la ecuaci�on ������ podemos agrupar en el sistema de ecua�
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Para utilizar el m�etodo de orden � hay que resolver el sistema ����� para cada

paso de integraci�on� y es necesario partir del valor de la soluci�on en dos puntos� ��

y ���

M�etodo en diferencias hacia atr�as de � pasos

Realizamos ahora una discretizaci�on� mediante un m�etodo en diferencias hacia

atr�as de orden � de la ecuaci�on ����� y obtenemos la ecuaci�on
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Para utilizar el m�etodo Backward de orden �� se ha de resolver el sistema ������

para cada paso de integraci�on y es necesario partir del valor de la soluci�on en cuatro

puntos� ��� ��� �� y ��� Para resolver los sistemas ����� y ������ es conveniente utili�

zar el algoritmo iterativo a bloques que se ha desarrollado para el m�etodo Backward

de un paso�

Algoritmo Combinado

A continuaci�on� expondremos un algoritmo combinado que hace uso de los

m�etodos Backward de orden �� de orden � y orden � y que permite ir aumentando el

paso de integraci�on hasta un m�aximo impuesto por el usuario� �hmax�� que depender�a

del comportamiento de cada problema en particular�

Para exponer el funcionamiento del algoritmo� nos basaremos en el siguiente

�
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Fig� 	���� Esquema del Algoritmo Combinado�

En primer lugar� se parte del valor de la soluci�on en el instante inicial� ��� y�

mediante el m�etodo Backward de orden �� se calcula la soluci�on en los instantes t�
y t� utilizando un paso de integraci�on h� A continuaci�on� tomando como puntos de

partida los valores de la soluci�on en los instantes t� y t�� se realizan � iteraciones con

el m�etodo Backward de orden � usando un paso de integraci�on �h� Posteriormente�

tomando como puntos de partida los valores de la soluci�on en los instantes t�� t	� t y

t�� se realizan  iteraciones mediante el m�etodo Backward de orden � usando un paso

de integraci�on �h� Una vez se ha hecho esto� es posible utilizar el m�etodo Backward

de orden � tomando como puntos de partida los valores de la soluci�on en los instantes

t�� t� t�� y t�	 con lo que se consigue duplicar el paso de integraci�on ��h�� A partir de

aqu�	� se siguen repitiendo bloques de tres iteraciones utilizando el m�etodo Backward

de orden �� lo cual� permite ir duplicando el paso de integraci�on hasta un m�aximo

hmax� que depender�a de cada problema en concreto� Una vez se alcanza este paso de

integraci�on� se utiliza el m�etodo Backward de orden �� bas�andose en los valores de

la soluci�on en los cuatro instantes anteriores consecutivos� hasta alcanzar el tiempo

�nal�

��� M�etodo Cuasi�Est�atico Mejorado

Para reducir el coste computacional a la hora de integrar la ecuaci�on de la Di�

fusi�on dependiente del tiempo� se ha desarrollado tambi�en una aproximaci�on Cuasi�

��



Est�atica ����� �����

Para el desarrollo de esta aproximaci�on� se parte de las ecuaciones
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y se hace una factorizaci�on de la forma

���r� t� � S��r� t�a�t� � �����

donde a�t� es una funci�on dependiente s�olo del tiempo� que denominaremos funci�on

de amplitud y que var�	a muy r�apidamente con el tiempo durante el transitorio� y

la funci�on de forma� S��r� t�� cuya variaci�on con el tiempo en el transitorio es menor

que la de la funci�on de amplitud�

Utilizando la factorizaci�on ����� en la ecuaci�on ������ evaluada en el instante

tn��� haciendo uso de la ecuaci�on ������ y realizando la aproximaci�on
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Para obtener el valor de la funci�on de forma en cada paso de integraci�on� se

resuelve el sistema ������ utilizando el mismo m�etodo iterativo a bloques que se ha

utilizado en los m�etodos en diferencias hacia atr�as� El sistema depende de los valores

de la funci�on de amplitud y de su derivada en los distintos instantes de tiempo� por

ello� es necesario obtener una ecuaci�on que nos proporcione la evoluci�on de la funci�on

a�t�� Para ello� partimos de la ecuaci�on ������ y la multiplicamos por la transpuesta

de un vector de peso S�� obteniendo
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Normalmente� como vector de peso se elige la funci�on de forma asociada al �ujo

adjunto� que se reconstruye a partir de la funci�on de forma como ����� ���
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Se supone que la funci�on S permanece constante en el intervalo �tn� tn���� to�

mando el valor S�tn�� aunque L y M pueden variar en este intervalo de tiempo�

Si de�nimos
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donde los coe�cientes b� y b� dependen de tiempo al hacerlo L y M �

La ecuaci�on para la amplitud de precursores� �k� se obtiene a partir de la ecuaci�on

����� y tiene la forma
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Las ecuaciones ������ y ������ se resuelven para cada intervalo de tiempo �tn� tn���

utilizando la subrutina LSODE� teniendo en cuenta que los coe�cientes b� y b� se

deben actualizar cada cierto intervalo de tiempo� que hemos denominado �tiempo

de actualizaci�on feedback�� y debe ser mayor o igual que el paso de integraci�on

utilizado por esta subrutina� Una vez se ha obtenido la soluci�on de estas ecuaciones�

se resuelve el sistema ������ y se repite el proceso para el pr�oximo intervalo de

tiempo�

Al igual que el m�etodo Backward de un paso� el m�etodo Cuasi�Est�atico permite

cambios en el paso de tiempo de integraci�on� que hemos denominado �paso de tiempo

de forma�� Para actualizar este paso de tiempo se utiliza la expresi�on
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donde f� es una constante que normalmente se elige como ���� %tforma�us� es el �paso

de tiempo de forma� m�aximo permitido por el usuario� y wforma viene dada por

wforma � m�ax
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siendo  Sg�k la funci�on de forma promediada espacialmente en el nodo k�

��� Resultados Num�ericos

����� Problemas unidimensionales

Para comprobar el funcionamiento de este tipo de m�etodos� utilizaremos el m�etodo

Backward de un paso para resolver los problemas Benchmark B y Benchmark E�

que hemos expuesto en el cap�	tulo anterior�

Benchmark B

En las �guras de la ��� a la ��
 se muestran los resultados obtenidos� mediante

el m�etodo Backward de un paso �Back� ��� para la evoluci�on de la potencia en el

reactor� as�	 como el per�l de potencia en los instantes ������ seg�� ����� seg�� ����

seg�� y ��� seg�� compar�andolos con los resultados obtenidos mediante un m�etodo

Anal�	tico Nodal �AN� ����� Los c�alculos se han realizado utilizando tres polinomios

en los desarrollos del m�etodo de colocaci�on nodal� e imponiendo un paso m�aximo

%tus� � ������ seg�

���
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Fig� 	���� Evoluci�on de la potencia para el Benchmark B�
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Fig� 	���� Per�l de potencia a los ������ segundos para el Benchmark B�
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Fig� 	���� Per�l de potencia a los ����� segundos para el Benchmark B�
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Fig� 	�	�� Per�l de potencia a los ���� segundos para el Benchmark B�
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Fig� 	���� Per�l de potencia a los ��� segundos para el Benchmark B�

Benchmark E

En las �guras de la ��� a la ���� se muestran los resultados obtenidos para

el Benchmark E� de la evoluci�on de la potencia y los per�les de potencia en los

instantes ��� seg�� ��� seg�� ��
 seg�� y ��� seg�� utilizando el m�etodo Backward de

un paso �Back� �� y se comparan con los resultados obtenidos mediante el m�etodo

Anal�	tico Nodal �AN� ����� Al igual que en el problema anterior� los c�alculos se

han realizado utilizando tres polinomios en los desarrollos del m�etodo de colocaci�on

nodal� e imponiendo un paso m�aximo %tus� � ���� seg�

���
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Fig� 	���� Evoluci�on de la potencia para el Benchmark E�
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Fig� 	��� Per�l de potencia a los ��� segundos para el Benchmark E�
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Fig� 	���� Per�l de potencia a los ��� segundos para el Benchmark E�
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Fig� 	����� Per�l de potencia a los ��� segundos para el Benchmark E�

Observamos pues� que se obtienen buenos resultados de forma r�apida utilizando

el m�etodo Backward de un paso� tanto en el problema Benchmark B� donde se

realiza una perturbaci�on instant�anea del reactor� como en el Benchmark E� donde

la perturbaci�on realizada depende del tiempo�

����� Problemas Bidimensionales

Como problema con geometr�	a bidimensional� se abordar�a el estudio de dos tran�

sitorios asociados a un reactor simpli�cado� que hemos denominado reactor Seed�

Blanket� y tiene simetr�	a �#�� En este reactor se distinguen tres tipos de materiales

cuya distribuci�on en su interior viene dada por la �gura ����

���
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Fig� 	����� Cuadrante del reactor Seed�Blanket�

y cuyas secciones e�caces se recogen en la tabla ����

Tabla 	���� Secciones e�caces para el problema Seed�Blanket

Regi�on Grupo Dg�cm� �ag�cm��� ��fg ���

� � ��� ���� ����� ����

� ��� ���� ���

� � ��� ���� ����� ����

� ��� ���� ���

 � �� ����� ���� ����

� ��� ���� ���


�
v�

�
v�

���
 ����

Se ha supuesto adem�as� que hay un grupo de precursores de neutrones cuyos

par�ametros son

�� � ����
� � �� � ���� �

Este problema es similar al reactor TWIGL ����� ����� pero se han cambiado los

par�ametros lambda y beta de los precursores�

Para su estudio� se ha dividido el reactor en ��� nodos de �� cm���� cm�

y se han escogido dos transitorios particulares� El primero es una mezcla de las

���



perturbaciones de salto y de rampa y el segundo es una perturbaci�on en rampa� sin

neutrones diferidos� Ambas perturbaciones se han realizado sobre la secci�on e�caz

de absorci�on del grupo t�ermico asociada al material ��

Para el transitorio � hemos elegido �a� como la siguiente funci�on del tiempo

�a��t� �

������
�����

���� � �����

���

t t � ���

���� � �����

�

t ���  t � ���

���� t � ���

donde el tiempo se mide en segundos�

Para el transitorio � hemos supuesto que �� � �� �� � � y que

�a��t� � ���� � �����

�
t �

Para calcular el valor inicial de las distintas magnitudes asociadas al reactor se

ha utilizado el modo fundamental asociado a la distribuci�on inicial de los materiales

calculado mediante el programa MOD�D� Se ha obtenido para el autovalor un valor

de ������� a comparar con el valor de referencia de ������� �����

En la �gura ��� se muestra el resultado obtenido para la evoluci�on de la potencia

en el transitorio � utilizando el m�etodo Backward de un paso� restringiendo el %tus�
a los valores %tus� � � ���� �DIRECT���� %tus� � � ���� �DIRECT���� %tus� � �

���	 �DIRECT��� %tus� � � ���	 �DIRECT���

���
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Fig� 	����� Evoluci�on de la potencia para el Transitorio � utilizando el m�etodo

Backward de un paso�

En la �gura ���� se muestra el resultado obtenido para la evoluci�on de la potencia

para el transitorio � utilizando el m�etodo Backward de un paso� restringiendo el %tus�
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En ambos casos� se observa que los resultados dependen mucho del %tus� que se

imponga� Este efecto se observa mejor en un transitorio de potencia r�apido como es

el transitorio ��

En la �gura ���� se muestran los resultados obtenidos para la evoluci�on de

la potencia en el transitorio � utilizando el m�etodo Cuasi�Est�atico� restringiendo

el %tforma�us� a %tforma�us�� � ���� �CUASI�ESTATIC �� y %tforma�us�� � ����

�CUASI�ESTATIC ��
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Fig� 	��	�� Evoluci�on de la potencia para el Transitorio � utilizando el m�etodo

Cuasi�Est�atico�

En la �gura ���
 se muestra la evoluci�on de la potencia obtenida mediante el m�e�

todo Cuasi�Est�atico para el transitorio �� restringiendo el %tforma�us� a %tforma�us�� �

���� �CUASI�ESTATIC ��� %tforma�us�� � ���� �CUASI�ESTATIC �� y %tforma�us��

� ���	 �CUASI�ESTATIC �
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Fig� 	����� Evoluci�on de la potencia para el Transitorio � utilizando el m�etodo

Cuasi�Est�atico�

Se observa que los resultados obtenidos con el m�etodo Cuasi�Est�atico son muy

similares a los obtenidos con el m�etodo Backward de un paso restringiendo el %tus�
al valor m�as peque�no� Hay que destacar tambi�en que los resultados dependen poco

de la restricci�on del %tforma�us��

En la tabla �� se muestra la comparaci�on entre el m�etodo Backward de un paso y

el m�etodo Cuasi�Est�atico para la distribuci�on de la potencia a lo largo de la diagonal

del reactor para el transitorio ��
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Tabla 	���� Distribuci�on de potencia para el transitorio ��

Comparaci�on entre el m�etodo Backward y el m�etodo Cuasi�Est�atico�

tiempo Distrib� de potencia nodal
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a m�etodo Backward� b m�etodo Cuasi�Est�atico�

Observamos que los resultados son similares y s�olo es destacable un peque�no

error en los instantes correspondientes a un cambio brusco en las secciones e�caces�

donde el m�etodo Backward proporciona mejores resultados� ya que con este m�etodo

se utiliza un paso de actualizaci�on menor� Esto se puede con�rmar observando las

�guras ���� y ����
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En la �gura ���� mostramos la evoluci�on de la potencia para el transitorio �

calculada con el Algoritmo Combinado en los casos en los que se restringe el paso

m�aximo de integraci�on �hmax�� a � ���� �Comb���� a � ���� �Comb���� y a � ����

�Comb��� y se comparan con los resultados obtenidos con el m�etodo Cuasi�Est�atico

restringiendo el paso %tforma�us� a � �����
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Fig� 	����� Comparaci�on de la evoluci�on de la potencia obtenida con el m�etodo

Combinado y el m�etodo Cuasi�Est�atico�

Los resultados obtenidos son muy similares en todos los casos salvo los obteni�

dos con el Algoritmo Combinado restringiendo hmax a � ���� �Comb��� donde se

aprecian errores mayores�

En la tabla ��� se comparan las diferentes proporciones de tiempo de CPU utili�

zadas para resolver el transitorio � y el transitorio �� con los m�etodos Backward de

un paso y el m�etodo Cuasi�Est�atico�
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Tabla 	���� Proporciones de tiempo de CPU para el m�etodo Backward de un paso

y el m�etodo Cuasi�Est�atico�

Backw� �� transitorio �

caso �tus� Proporc� tiempo CPU

� � ���� 
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Cuasi�Est�atico� transitorio �

caso �tforma�us� Proporc� tiempo CPU
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Observamos que el m�etodo Cuasi�Est�atico es aproximadamente diez veces m�as

r�apido que el m�etodo Backward de un paso� consiguiendo casi la misma precisi�on en

los resultados�

En cuanto al m�etodo Combinado� se ha comparado este m�etodo con el m�etodo

Cuasi�Est�atico para la resoluci�on del transitorio �� Los resultados se recogen en la

tabla ���

Tabla 	�	�� Proporciones de tiempo de CPU para el m�etodo Combinado y el

m�etodo Cuasi�Est�atico�

M�etodo Paso integr� tiempo CPU

Cuasi�Esta� %tforma�us�� � ���� � �ref��

Combin� hmax� � ���� ��

Combin� hmax� � ���� ���

Combin� hmax� � ���� ���

��




A diferencia de lo que podr�	a pensarse� al ir aumentando el hmax en el algoritmo

combinado no se reduce proporcionalmente el tiempo utilizado en la resoluci�on del

problema� Ello es debido a que al aumentar el paso de integraci�on� h el m�etodo

iterativo utilizado en la resoluci�on de los sistemas de ecuaciones lineales que aparecen

en el m�etodo convergen m�as lentamente por ser la soluci�on en el paso de tiempo

anterior una aproximaci�on peor a la soluci�on del sistema a resolver en cada iteraci�on�

y adem�as� esto hace que aumenten los posibles errores en la soluci�on obtenida� como

se pone de mani�esto en la �gura �����

����� Problemas Tridimensionales

Para comprobar los m�etodos desarrollados en geometr�	as D� se ha resuelto el

transitorio tridimensional de Langenbuch� En la �gura ���� se muestra la geometr�	a

del reactor modelizado
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Fig� 	��
�� Geometr�	a del Reactor Langenbuch�

El transitorio que se ha estudiado consiste en el deslizamiento del grupo de barras

de control ��� con el absorbente desde el nivel 
 al nivel ��� y el desplazamiento del

grupo de barras de control ��� desde el nivel �� al nivel �� El desplazamiento de las

barras de control de tipo ��� desde su posici�on inicial a su posici�on �nal tiene lugar

en el intervalo de tiempo de t � � seg� a t � �
�
 seg� y las barras de control de

tipo ��� se mueven desde el tiempo t � ��� seg� a t � ���� seg�

Las secciones e�caces de los materiales y los par�ametros de los precursores de

neutrones para el transitorio se recogen en las tablas ��
 y ���

���



Tabla� 	���� Secciones e�caces de los materiales en el reactor Langenbuch�

Regi�on Grupo Dg�cm� �ag�cm
��� ��fg ���

Fuel � � ��	���� �����	��� �����	����� ����������
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Fuel  � ��	���� ��������� ��������
	 ���������
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 ���	��� ���	������ ���

Tabla� 	���� Par�ametros de los precursores de neutrones en el reactor Langenbuch�

Grupo � Grupo � Grupo  Grupo � Grupo � Grupo 


�i �������� �������� �������� �����
��� ������� ������
�

�i �s��� ������ ����� ����� ���� ��� ���

Todos los c�alculos se han llevado a cabo haciendo uso de la simetr�	a �#� del

reactor y se han utilizado �� nodos� Los c�alculos del estado estacionario se han

realizado con el progrma MODD� obteniendo para el autovalor un valor de �������

En la �gura ���� se muestran los resultados obtenidos para la evoluci�on de po�

tencia con el m�etodo Backward de un paso y con el m�etodo Cuasi�Est�atico� compa�

r�andolos con los valores de referencia obtenidos con el programa CUBBOX usando

un paso de integraci�on de ���� mseg� �����

���
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Fig� 	����� Evoluci�on de la potencia para el problema Langenbuch�

Se observa que el comportamiento de las curvas es bastante similar� y que la

diferencia m�axima es siempre menor que un ��� $� No obstante� hemos de tener

en cuenta que tanto el m�etodo Backward como el m�etodo Cuasi�Est�atico vienen

afectados de lo que se conoce como el efecto c�uspide ��
�� ya que hacen una predicci�on

para la potencia del reactor inferior a la potencia de referencia� Ello es debido a que

la metodolog�	a utilizada requiere que se tengan secciones e�caces constantes en cada

nodo considerado para la discretizaci�on del reactor� As�	 en aquellos nodos ocupados

parcialmente por una barra de control se ha realizado un promedio volum�etrico para

obtener las secciones e�caces del nodo� utilizadas en los distintos c�alculos� �Esta es

la raz�on por la que� tanto el m�etodo Backward como el m�etodo Cuasi�Est�atico

obtengan un valor de la potencia inferior al de referencia� Este error se puede

minimizar utilizando una malla espacial m�as �na� con el consecuente aumento del

coste computacional�

En la �gura ���� se comparan los resultados obtenidos con el m�etodo Cuasi�

Est�atico� tomando en cuenta tres posibilidades diferentes� ST denota el �paso de

tiempo de forma� y UT el �paso de tiempo de actualizaci�on feedback��
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Fig� 	����� Evoluci�on de la potencia para el problema Langenbuch utilizando

distintos pasos de actualizaci�on en el m�etodo Cuasi�Est�atico�

Se observa que los resultados no dependen mucho de estos pasos de tiempo� as�	 es

posible utilizar paso de tiempo grandes en las actualizaciones reduciendo el coste

computacional sin que afecte mucho a la precisi�on de los resultados�

Tras los estudios realizados� podemos concluir que los m�etodos desarrollados� ba�

sados en una discretizaci�on temporal� son e�cientes para la resoluci�on de la ecuaci�on

de la difusi�on neutr�onica dependiente del tiempo en un reactor nuclear con una ge�

ometr�	a unidimensional� bidimensional y tridimensional� incluso cuando se utilizan

mallas espacio�temporales gruesas�

Los m�etodos en diferencias hacia atr�as� si se utiliza un paso de integraci�on pe�

que�no� son precisos pero tienen un coste computacional mayor que la aproximaci�on

Cuasi�Est�atica�
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Cap��tulo �

Conclusiones

El presente trabajo se ha dedicado al desarrollo de m�etodos de integraci�on para

la ecuaci�on de la difusi�on neutr�onica en un reactor nuclear� Estudiando m�etodos

v�alidos al realizar una discretizaci�on del reactor en nodos de gran tama�no�

En primer lugar� se ha abordado el estudio de la ecuaci�on de los Modos Lambda

en la aproximaci�on de dos grupos de energ�	a� Como primer m�etodo para su resolu�

ci�on se ha desarrollado una aproximaci�on anal�	tica que permite� de forma r�apida y

precisa� resolver los problemas unidimensionales�

Posteriormente� se ha generalizado esta metodolog�	a para el tratamiento de pro�

blemas bidimensionales� Para la resoluci�on de este tipo de problemas es necesario

encontrar las ra�	ces de un sistema de ecuaciones no lineales de gran dimensi�on� Por

tanto� ha sido necesario implementar un m�etodo de continuaci�on basado en los m�e�

todos de Newton y Broyden para la resoluci�on de estas ecuaciones� Este m�etodo

consigue una buena precisi�on en la obtenci�on de los autovalores de un reactor bidi�

mensional� pero el error cometido es mayor en la determinaci�on del �ujo r�apido y

el �ujo t�ermico de los distintos modos� Hay que destacar adem�as� que una genera�

lizaci�on de la metodolog�	a para tratar problemas tridimensionales es inviable por el

alto coste computacional que supondr�	a la resoluci�on de este tipo de problemas�

Por lo apuntado anteriormente� se ha cambiado de orientaci�on para el trata�

miento del problema� y se ha hecho uso de un m�etodo de colocaci�on nodal� basado

�
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en el desarrollo en polinomios de Legendre del �ujo neutr�onico en cada nodo� Este

m�etodo permite aproximar el problema de autovalores asociado a un operador di�

ferencial inicial� por un problema de autovalores algebraico� La dimensi�on de este

problema es muy grande y la estructura de la matriz asociada es dispersa� especial�

mente si se consideran problemas con geometr�	a bidimensional o tridimensional� as�	�

para el c�alculo de los autovalores dominantes de la matriz� se ha utilizado el m�etodo

de Iteraci�on del Subespacio combinado con una t�ecnica variacional de aceleraci�on�

Con el algoritmo desarrollado se han resuelto problemas benchmark bidimensiona�

les como los reactores IAEA y BIBLIS y el reactor tridimensional de Langenbuch�

Tambi�en se han obtenido los Modos Lambda dominantes de reactores comerciales

como el de la Central Nuclear de Cofrentes y el reactor de Ringhals�

Posteriormente� se han desarrollado m�etodos para la integraci�on de la ecuaci�on

de la difusi�on neutr�onica dependiente del tiempo� El primer m�etodo estudiado ha

sido un m�etodo nodal modal� Para el desarrollo de este m�etodo se ha discretizado la

parte espacial de las ecuaciones mediante el m�etodo de colocaci�on nodal� y una vez

hecho esto� se ha desarrollado la soluci�on en funci�on de los Modos Lambda dominan�

tes asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largo del tiempo� obteniendo

de este modo un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que es posible inte�

grar mediante un m�etodo de Runge�Kutta o un m�etodo impl�	cito� Con el m�etodo

desarrollado se han resuelto de forma efectiva distintos problemas unidimensionales�

Para la utilizaci�on del m�etodo nodal modal es necesario disponer de los Mo�

dos Lambda dominantes asociados a distintas con�guraciones del reactor a lo largo

del tiempo� El c�alculo de estos modos es un proceso costoso� especialmente� para

problemas con una geometr�	a bidimensional o tridimensional� por lo tanto� para in�

tegrar la ecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo en este tipo de reactores�

se han considerado m�etodos basados en la discretizaci�on de la parte temporal de

las ecuaciones� En particular� se han desarrollado los m�etodos en diferencias hacia

atr�as de un paso� de dos pasos y de cuatro pasos� contruyendo con los mismos un

algoritmo combinado que permite ir variando el paso de integraci�on� Adem�as� se ha

desarrollado una modi�caci�on de la aproximaci�on Cuasi�Est�atica para adaptarla a la

utilizaci�on del m�etodo de colocaci�on nodal� Se ha comparado el funcionamiento de

estos m�etodos resolviendo los problemas benchmark unidimensionales estudiados con

el m�etodo nodal modal� dos transitorios del reactor bidimensional de Seed�Blanket

y un transitorio asociado al reactor de Langenbuch� obteniendo como conclusi�on que
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para obtener soluciones muy precisas es necesario utilizar los m�etodos en diferencias

hacia atr�as con un paso de integraci�on muy peque�no� No obstante� la aproximaci�on

Cuasi�Est�atica proporciona resultados �ables con un coste computacional mucho

menor�

En cuanto al desarrollo futuro de los temas estudiados en la presente memoria�

hay que comentar que se est�a tratando de optimizar el m�etodo de Iteraci�on del

Subespacio para el c�alculo de los autovalores dominantes de una matriz dispersa y no

sim�etrica� as�	 como estudiar las posibilidades del m�etodo para su implementaci�on en

un ordenador con una arquitectura paralela� Tambi�en ser�	a interesante profundizar

en el estudio de las t�ecnicas de aceleraci�on para este tipo de m�etodos de forma que

puedan ser combinadas con el m�etodo de Iteraci�on del subespacio de forma �optima�

Por otra parte� al poder disponer del los Modos Lambda dominantes asociados

a una con�guraci�on dada de un reactor� va a ser posible realizar estudios de la

fenomenolog�	a asociada a estos modos y analizar su relaci�on con las inestabilidades

en fase y fuera de fase de los reactores�

Con los Modos Lambda dominantes se puede obtener una descomposici�on modal

de la se�nal de la potencia neutr�onica procedente de los LPRM�s de un reactor nuclear

y estudiar las se�nales temporales asociadas a los distintos modos�

Por �ultimo� ser�	a interesante acoplar uno de los m�etodos para la integraci�on

de la ecuaci�on de la difusi�on dependiente del tiempo que se han desarrollado� a

un programa que resuelva las ecuaciones del modelo termohidr�aulico del reactor�

como el programa TRAC�BF�� posibilitando de este modo el estudio de transitorios

realistas�
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