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INTRODUCCION Y MOTIVACION



La resolucioén de sistemas de ecuaciones diferenciales
de orden superior suele apoyarse en la consideracion de un
sistema ampliado de primer orden. Este enfoque clasico
presenta dos inconvenientes. El primero de ellos es el
aumento del volumen computacional debido al correspondiente
aumento de la dimension del problema transformado. EIl
segundo inconveniente es la pérdida de explicitez de las

soluciones obtenidas en términos de los datos.

En 1la 1linea de trabajo de nuestro grupo de
investigacién nos proponemos aqui, progresar en el empefio
de obtener soluciones de sistemas de ecuaciones de orden
superior, con la calidad de respuesta del caso escalar.
Recuerdese que el metodo de Frobenius es un método directo
que trata en el caso escalar las ecuaciones de segundo
orden sin considerar el problema equivalente ampliado de

primer orden.

Nos proponemos obtener soluciones explicitas de
sistemas de ecuaciones diferenciales de segundo orden con
coeficientes analiticos sin aumentar 1la dimension del

problema.

Como consecuencia de este estudio surgiran funciones
especiales matriciales de Bessel y polinomios ortogonales

matriciales de tipo Gegenbauer que gozan de propiedades



anélogas a los correspondientes del caso escalar y que
esperamos constituyan el punto de partida para la obtencion
de metodos analitico-numéricos de resolucion de otros tipos
de problemas como la integracién numérico-matricial o la
resolucion de sistemas de ecuaciones en derivadas
parciales, tal como se ha conseguido en [21], [27] y [28]
para el caso de sistemas de ecuaciones en derivadas

parciales con coeficientes constantes.

En el capitulo I, ademas de recordar algunos hechos
fundamentales que se utilizaran en capitulos posteriores,
presentaremos resultados de tipo Frobenius matricial para

ecuaciones de la forma

£2X7 (£)+tA(£)X’ (£)+B(£)X(t) = 0 , O<t<o

Los capitulos II y III estan dedicados a sistemas de

tipo Bessel matricial

20, , 2 2

E7X7(E) + X (t) + (t"I-AT)X(t) = 0, O<t<w,
donde A es una matriz cuadrada {(posiblemente singular), que
permitirén introducir las funciones de Bessel matriciales y

propiedades.

En el capitulo IV estudiaremos la ecuacién de tipo




Legendre matricial
(1-t%)X” (£)+BtX’ (£)+CX(t) = 0 , -1<t<1,

donde B y C son matrices cuadradas reales. Particular
interés tiene la introduccion de los polinomios ortogonales
matriciales de Gegenbauer y sus propiedades, que esperamos
seal el punto de partida de wuna incipiente teoria de

polinomios ortogonales matriciales.

La memoria concluye con 1la necesaria lista de
referencias. La clasificacion tematica de este trabajo de
acuerdo con 1la 1991 AMS Subject Classification es la

siguiente: 33C10, 34A30, 47A60, 15A24.



CAPITULO 1

PRELIMINARES



Comenzaremos este primer capitulo presentando
diversos resultados del calculo funcional matricial asi
como la resolucion de ciertas ecuaciones algebraicas
matriciales de utilidad para los capitulos posteriores.

Trataremos tambien del concepto de conjunto
fundamental de soluciones de ecuaciones diferenciales
matriciales de segundo orden de la forma:

Y7(t) + P(t)Y’(t) + Q(t)Y(t) = 0, donde P(t) y Q(t) son
funciones continuas con valores en C .

Finalmente, pese a que el objetivo de esta tesis se
centra en el estudic de dos ecuaciones diferenciales
particulares, hemos creido conveniente comentar, a modo de
introduccién, algunos resultados generales sobre ecuaciones
diferenciales matriciales con coeficientes analiticos de

segundo orden:

(1.1) £2X7 (£)+tA (L)X’ (£)+B(L)X(t) = 0 , t>0

donde A(t) y B(t) son funciones analiticas matriciales.

En todo 1lco relativo a demostrar la convergencia
absoluta de soluciones matriciales en serie utilizaremos el
concepto de norma-2 o norma espectral de una matriz.

v o s mxn H

Si B es una matriz de C y B es la transpuesta

conjugada de B, la norma espectral de B viene definida por:



IB] = max {V|z| . z € o(BB) } ,

donde para una matriz C € €, ¢(C) es el espectro o

conjunto de todos los valores propios de C.
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1.1. LA FUNCION MATRICIAL GAMMA Y OTRAS PROPIEDADES

DEL CALCULO FUNCIONAL MATRICIAL

A.~- LA FUNCION GAMMA MATRICIAL

La inversa de la funcion Gamma, I *(z) = 1/I'(z), es
una funcion entera de la variable compleja 2z y, por lo
tanto, para toda matriz C € Emm, el calculo funcional de
Riesz-Dunford muestra que r''(C) es una matriz bien
definida, (vease capitulo 7 de [71).

Por [12,p.253], dada una matriz cec™™, se sigue que

Yy

(1.2) C(C+I). ... (C+kDT T (C+(k+1)T1) = I
Por otra parte, r'’(C) es una matriz invertible si, vy

solo si,

(1.3) C + kI es invertible para todo entero kz=0

Asumiendo la condicion (1.3), I'(C) esta bien definida
y es precisamente la matriz inversa de r*(c). Por las
propiedades del calculo funcional r'*(C) conmuta con I'(C) y
por [7,p.5571, ambas son polinomios en C. En particular, si
C es una matriz cuyos valores propios tienen la parte real

estrictamente positiva, tenemos que

11



(1.4) rcy = J exp(-t) exp((C-I)lnt) dt
0

B.- LA FUNCION FACTORIAL MATRICIAL

Si consideramos la funcion factorial (2)n definida
por (z)n = z(z+1)....(z+n-1), n=z1, (z)0=1; entonces por
aplicacién del calculo funcional matricial a esta funcién,
se infiere para toda matriz C de € que
(1.5) (C)n = C(C+I)....(C + (n-1)1) , n=1, (C)O = 1
Bajo la condicion (1.3), de (1.2) y (1.5) se obtiene

(1.6) () = r(c+nI)r-(c), nz1

Aplicando el calculo funcional matricial a 1la

propiedad [37,p.23]:
(1.7) (2z)_ = 2"(z) (z + 1/2) zeC, nzl
2n n n
s s mxm
se sigue para una matriz C € C que

(1.8) (2¢) = 22(C) (Cc + 1) | n=1
2n n 2 'n

12



C.- UNA PROPIEDAD CONMUTATIVA

Si f(z) y g(z) son funciones holomorfas de la
variable compleja z que estan definidas en un abierto Q del

m

plano complejo v si D es una matriz de R™™ tal que o¢(D)cQ,

entonces, por el calculo funcional matricial, se demuestra

la siguiente propiedad conmutativa ,{7,p.558]:

(1.9) f(D)g(D) = g(D)f (D)

13



1.2. ECUACIONES ALGEBRAICAS MATRICIALES

A.- TIPO SYLVESTER

Al construir soluciones en serie de ecuaciones
diferenciales matriciales del tipo (1.1} se obtienen
relaciones algebraicas entre los coeficientes matriciales

que obedecen a ecuaciones de tipo Sylvester de la forma
(1.10) ZP® + QZP + RZ = S

donde la incégnita Z y S son matrices de EnxP, R y Q son de

n

c™ y P e CPP,

El siguiente teorema aporta la solucion unica de este

tipo de ecuaciones algebraicas asumiendo cierta condicion.

TEOREMA 1.1 Yean P e €™, s € c™, y R, Q
!. de Cnxn, }g .g. eCL !. .
eapectnal

(1.11) o(P) no = @

Si pl(z) = E: ajzj ea un polinomic anubadon de H,

Jj=0

14



0 I

_R _..Q
entonces fa  ecuacion (1.10) tiene oofucian anica.

Si M = (MU) eo una matniy iwentible de €7, con

nxn

n Xn
M e C J, 1si=2, 1=jsk, ¢ W=(W )= M', con W e C° ,
i o wn si s1
1=i=2, 1=s=k, Z &C S % de Lornvma que
s
M11 o M1k 11 12
H = diag(Z , ., 2) . .
M M 1 k .
21 "7 T2k W W
ki K2
(1.12)
entonces Lo Gnica ocolucion Z de (1.10) miene dada pon fa
expresion
™ B] k m -1
(1.12) 2z = }i aM Z"'w _sp?™ a P
j 1s s s2 j
=1 h=1 s=1 j=0
Demostracion. Notese que Z es solucion de la

ecuacion (1.10) si, y solo si, Y =[Z§] es solucién de la

ecuacion de Sylvester

(1.14) HY - YP = -

Debido a (1.11), la ecuacién (1.14) tiene solucion

unica ,[41,[41]1; y por el corolario 2 de [4], si Y es dicha

solucion, resulta que

15



H g H o .
(1.15) V = = W W
o P 0 P
1 Y ] o I =Y
W = , W ™=
0 I 0 I

De (1.15) se deduce que

H O .
p(V) =W p W =
0 P

p(H) 0 0 Yp(P)

(1.16)

0 p(P) 0 p(P)

y teniendo en cuenta el calculo polinomial, existe una

2nxp

matriz N € C , tal que
H g p(H) N o N
p(V):p T ES =
0 p 0 p(P) 0 p(P)
(1.17)

De las ecuaciones (1.16) y (1.17) se deduce que la
matriz N = Y p(P) y, por el teorema de la aplicacion
espectral [7,p.569) y la condicion (1.11), la matriz p(P)
es invertible. Entonces tenemos que Y = N[p(P)]-l. Por otra
parte, las potencias Vj, 0=j=m, tlenen sus bloques Vi,z A

vl definidos por
2,2

y

16



0

vl o= mvi? s vitt v =) 1=j=m
1,2 1,2 g 2,2 2,2

Multiplicando la matriz Vi , Por el coeficiente aj

para 0=j=m, y por adicion se obtiene que el bloque (1,2) de

la matriz p(V) viene dado por

] j 0
(1.18) N = Z a gt plP
] s

j=1 h=1

-1
y por (1.18), (1.12) y las relaciones 2=[I,0], Y=N[p(P)] ,

queda demostrado el teorema.

B.~ CO-SOLUCIONES

DEFINICION 1.1 Dadas las matrices A0 y A1 de

c™®, decimos que el par de matrices (X,T) es una (n,q)

co—solucién de la ecuacién
(1.19) 2+ AZ+ A =0,
1 o}

siXeC™, Tec™, 20y

(1.20) XT? + AXT + AX =0

17



Si cada (XJ,TJ) es una (n,mj) co-solucion de (1.19)
para 1sj=<k, diremos que el conjunto {(XJ,TJ); 1sj=k} es un
conjunto completo de k co-soluciones de (1.19) si la matriz

W o= (Wij), con entradas Wij = XjT?d, para 1si=2, 1sjsk, es

. N s 2nx2n
una matriz invertible de C .

El siguiente teorema proporciona un conjunto completo
de k co-soluciones para una ecuacion matricial del tipo
“ (1.19), y su demostracion puede encontrarse en [19].

0 I

TEOREMA 1.2 Bonvidenemaos o matniy C = Yy

~A A
0 1

oea M = (ij) una matnigy  wsentible de c¥2 con ous
nxm

enthados M pentenecientes o C j, 1=j=k, m ote..dm o= 2n,
1]

de modo que

M diag(J ,...,J ) = CM
1 K
m Xm
donde Jj e ¢’ 1. &ntonces el conjunto {(Mlspg); 1=s=k}

es un conjunta completo de k ca-soluciones de (1.19).

NOTA 1.1 Obseérvese que si (X,T) es una (n,p)

co-solucion de la ecuacion (1.19), entonces

X 0 I X

0 1

De esta forma, si v es un vector propio de T asociado

18



se yverifica que

al valor propio A,
0 1 X X X
v = Tv = A v
—AO —Al AT KT XT

y en caso de que el rangl de X se€a psn, S€ deduce que

P4 0 1
v # 0, A EC »Y
"AO —Al

XT
(1.21)
0 1
c(T) ¢ O
-A ~A
0 1
0 1

g1 la matriz c =
-A ~A1

consiguiente,
0

Por

z,W € o(C) y Z#W entonces Z7W no es un entero

(1.22) Si
entonces, para todo entero positivo xz1, de (1.21) V¥ (1.22)
ge sigue que

%]

(1.23)

19
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1.3. CONJUNTO FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES

La préxima definicion generaliza el concepto de par
fundamental de soluciones, introducido en {17], para

ecuaciones diferenciales matriciales de segundo orden del

tipo
(1.24) Y7(t) + POL)Y/ (t) + Q(t)Y(t) = O, ted
DEFINICION 1.2 Dadas las funciones P(t) \Y

Q(t), continuas en un intervalo J y con valores en C“mn
consideremos un conjunto de funciones {Yi(t); 1si=k}
dos veces continuamente diferenciables en J donde cada
Yi(t) toma valores en Enmu y satisface la ecuacion
diferencial (1.24).

Decimos que (Yi(t); 1=si=k} es un conjunto fundamental

de k soluciones de la ecuacion (1.24), si para toda

solucion Y(t) de la misma, definida en J a valores en Cnxn,

n xn
existen matrices Qi e ¢! Unicamente determinadas por
Y(t), tales que n1+...+nk =n,y
(1.25) Y(t) = Yl(t)Q1 + Ya(t)Q2 +,..+Yk(t)Qk , teJ

El siguiente resultado , que puede considerarse como
un analogo a la formula de Liouville para el caso escalar,

proporciona wuna util caracterizacion de los conjuntos

20



fundamentales de k soluciones de la ecuacion (1.24).

LEMA 1.1 Sean Yx(t); 1=i=k,soluciones de la ecuacion
nxni
(1.24) con valores en C y definidas en J, tales que la

suma n1+...+nk = n, y consideremos la matriz W(t) e Camzn
definida por bloques de la forma
Yl(t) Yz(t) cees Yk(t)

(1.26) W(t) =
Y/ (t) Y/ (t) .... Y (X)
1 2 k

Entonces, el conjunto {Yi(t); 1=i=k} es un conjunto
fundamental de k soluciones de (1.24) en J, si existe un
punto tlel para el que w(tl) es una matriz invertible. En

este caso W(t) es invertible para todo telJ.

Demostracién Como Yi(t), con 1=isk, son soluciones
nxn
de (1.24) valuadas en C 1, es obvio que W(t), definida
por (1.26), satisface la ecuacion
0 I

(1.27) Wo(t) = Wwit) , ted
-Q(t) -P(t)

Entonces si G(t,s) es la matriz de transicion de
estados de (1.27) tal que G(t,t) = I, [24,p.598], se deduce
que W(t) = G(t,tl)W(tl), para todo teJ. De este modo queda
demostrado el resultado, pues las matrices Qi, 1=i=k, que

deben verificar (1.25), vienen determinadas por la ecuacion

21



Ql
Q C
2| = (W(tl))"1 °
C
1
- Qk -

donde Co = Y(tl) e ¢ , C1 = Y’(tl) e ™ , son las

condiciones iniciales del problema.

El siguiente resultado es un lema que utilizaremos en

la préxima. seccion. Si Z es una matriz de quq, y t>0,
denotamos por t% a la matriz exp(Z 1nt).
LEMA 1.2 Sea J = (0,a) y consideremos la ecuacion

(1.1). Asumimos que para 1=i=k, las funciones matriciales

z
Y (t) = Ui(t)ti son soluciones de (1.1), donde U (t) son
funciones dos veces continuamente diferenciables en [0,a),
nxni nixni

y tales que Ui(O) = C1 e C , Zi € C y la matriz N
definida por

Cl Cz Ck
(1.28) N =

C Z C 2 C

171 272 k' k

. N . 2nx2n
es una matriz invertible de C .

Entonces {Yi(t); 1=i=k} es un conjunto fundamental de

k soluciones de (1.1) en el intervalo abierto (0,a).

22



rd 7’ d
Demostracion Observese que la funcion matricial

W(t) definida en (1.26) correspondiente a las soluciones
z
Yx(t) = Ui(t)t ! toma la forma

W(t) = diag(I,t™'1) T(t) diag(tzl, tzk) , te(0,a)
(1.29)
donde
. U (t) l U (1) Il u_(t)

€07 (04 U (£)Z, |12 (1) U_(D)Z,_| ... |10 ()40, (0)Z,
(1.30) |

Notese que T(t) es una funcion continua definida en
[0,a) y con valores en génxen y que T(0) es la matriz
invertible N definida por (1.28). En virtud del lema de
perturbacién [35,p.32], existe un intervalo [0,b] con b<a
tal que T(t) es invertible para todo t € [0,b]. De 1la
invertibilidad de T(b) y de la expresion (1.29), se deduce

que W(b) es invertible. Finalmente, utilizando el lema 1.1,

se concluye el resultado.

23



1.4. UN METODO DE FROBENIUS PARA LA RESOLUCION DE

ECUACIONES DIFERENCIALES MATRICIALES CON  COEFICIENTES

ANALITICOS

Sean A(t) v B(t) funciones matriciales analiticas en
|t|<a cuyos desarrollos en serie de potencias de t

. escribimos a continuacion:

A(t) = Z Ajt’ : B(t) = Z Bjtj , |t]<a

jz0 jZ0

nxn

con Aj, B € C Ensayamos soluciones de 1la ecuacion

J
(1.1) de la forma

(1.31)  X(t)= chtj t*,  o<t<a, cjec:“"", 2eC™P, p=n

j=o
Al efectuar derivadas formales en (1.31) se obtiene

Z+{(j~-1)1

X (t) = }: Cj(j1+2)t )
jZ0
(1.32)

X" (t) =Z cj(jnz)(j1+z-1)t2‘*‘j“2”

iz0

Asumiendo la convergencia de las series (1.31) vy

(1.32), y sustituyendolas en (1.1), se sigue que

24



3 3
C (jI+2) (jI+2-1) +ZA C (qi+2) +) B c |t'bht? =0
b} j-qa q j-q q

jzo q=0 q=0

(1.33)
AL igualar a la matriz nula los coeficientes de cada
potencia ¢ que aparecen en (1.33) se obtienen las

siguientes ecuaciones algebraicas

(1.34) Cz®+ (A-1)CZ+BC =0
o) 0 (o] o0
y
2
1.35 C (j1+2 +(A -1)C (jI+2) + BC =D , j=1
( ) j(J ) (0 )j(J ) oC ; J
donde
j-1 j-1
1.36 D = - A C 1+2) - B C , j=1
( ) J Z Ja q(q ) Z Jj-q q J

q:() q:O

Notese que la ecuacion (1.34) da a entender que si
CO¢O, el par (CO,Z) es una (n,p) co-solucion de la ecuacion

algebraica matricial
(1.37) X* + (A-1)X + B, =0

En adelante asumiremos que la matriz C,

(1.38) C =

satisface la condicion espectral (1.22). Entonces tomando

S:Dj, la Unica solucion para CJ en (1.35) viene dada por el

25



teorema 1.1. Notese que la ecuacion (1.35) es de la forma

(1.10) con
P=Z+jl, Q=AO~I, R=BO,
(1.39)
j-1 -1
S=D =- A C (gi+Z) - B C , j=1
J J-q q j-q ¢q
q=0 q=0

m
51 p(z)=§i avzv es un polinomio anulador de la matriz
V=0
C definida en (1.38), entonces bajo la hipétesis (1.22),

tomando una matriz M=(M1J) invertible de C&mZn’ cuyos

nxn

bloques M, G J 1=i=2, 1s=j=k;, y su inversa M’1=w=(wsi),
n xXn

n xXn
con entradas W ie@ s ,1=1i=2, 1sssk; y eligiendo Z €C s ®
S s

de modo que

11 7 Mlk
= diag(Zl, e, 2)
o} o 21 © 7 T2k W
k1 k2
(1.40)

por el teorema 1.1, la unica solucion Cj de (1.35) viene

dada por
m v k : m =1
C = Z Z ZaM 2% p (z+3n)"P Za(2+jl)v
b v 1s s s2 j v
v=1 h=1 s=1 v=0
(1.41) j=1

26



Notese también, que en virtud del teorema 1.2, el
conjunto ((MlS,ZS); 1=ssk}, donde M1s y ZS vienen dados por
(1.40), es un conjunto completo de k co-soluciones de la
ecuacion (1.37). De este modo podemos elegir cada una de
las matrices ZS como Z y los coeficientes CO(S)=M1S como el
primer coeficiente en la solucion ensayada de (1.1)
definida por (1.31). De esta forma obtenemos k soluciones
en serie de la ecuacion (1.1), que denominamos X(t,s),
1=s=k, y vienen dadas por

Z Z
X(t,s) = U(t,s)t © = ch(s)tj t %, O<t<a, 1ss=sk

320

(1.42)

donde los coeficientes de cada serie se definen por

C =
J(s)
(1.43)
m v k m -1
= Z Z ZaM 2" D (s)(z +31)"" Za (z +31)"7
v 1w w we j s v s
v=1 h=1 w=1l v=0
j=1 j-1
. =3 A - C , iz
(1.44) Dj(s) E: j_.qu(s:;)(qI-%ZS) E: Byq q(s) j=1
q:() q:Q

A continuacion nos ocupamos de una cuestion que

quedaba pendiente: la demostracion de la convergencia de la
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solucion en serie (1.31).
Ya que A(t) y B(t) son funciones analiticas, podemos
afirmar, en virtud de las desigualdades de Cauchy, dque

existe una constante L tal que
(1.45) ||Aj|[pJ =L, "Bj"pj =L, O<p<a, Jj=0
Tomando normas en (1.35) y (1.36), se sigue que

o)1 =l - (Ia,1] Jarez) + gl le,) =

(1.46)

={ 7 - (12 pz2sn)  gagrp o v asl) b el

j-1

(1.47) oyl =) [ Ia 0 larezl +iz,_ ) Jic]

q=0

y de (1.45)-(1.47) se deduce que

{7 120 pzezsn) + 1ag1) vz + gl } el -

(1.48)
1

jw
L Z [ [at+z| + 1 ]pq" Ic|

q=0

A continuacion consideramos el primer entero positivo

jo que verifica
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.29 5 - [uz" 23,1 + |A-1] |5 1+2] + "Boﬂ] >0

e introducimos la sucesion de escalares positivos 7) tales

que

7, = ”Cj" , j=0,1, .... ,j-1

y para jajo, los numeros 7j vienen definidos por las

ecuaciones

<2 . s
{7 - (121 122311 + g1y ooz + gl o, =
(1.50)
-1
(Jatezl + 1 ]o™ v

o]

il
—
—

q

£Q
1

Entonces para jzO0 se tiene que

(1.51) 7) = "Cj”

De la definicion de la sucesion {7j} se deduce que

¥ t|j+1

J+1’
J
7 ¢l
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j-1
LZ (Jazsz|+1)p g+ L3142+ 1p "y

q=0

(0% (f2) Jer2 (01 + a1l [asssz] + 5,0},

lt|{j2m("2"u2+2j1” + | -Tf]atsz] + B |) + L("j1+z"+1)},j
2

De (1.51) y (1.52) resulta que

3+
v t
lim ol = 1t

J=00 '{)’j|tlj P

y la serie }i ”Cjtj“ converge para |t|<p<a.
%0

Por los comentarios precedentes y los lemas 1.1 y 1.2

ha quedado demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 1.3 Yean A(t)=z Ajtj y B(t)sz Bjtj doa
J20 FE)

funciones oanalitican en |t|<a 4 con walores en c™,
considenemos o matniyy C definida pon (1.38) y asumamos o
condician espectnal (1.22).
m
$i p(z)=§:avzv eo un polinomic anuladon de C gy

v=0

(MiJ)ZM, w=(wij) ") ZS con matnices que mnenifican (1.40),

entonces fao ocenies de potencias genenaligados X(t,s) dodao
pon (1.42), donde Co(s)=M1S Y Cj(s) nienen detenminados pon

30



(1.43) y (1.44), pona Jjz1, 1isssk, definen un conjunto
fundamental de k ocolucionea de fa ecuacion diferencial
matniciol (1.1) en el dominia 0<t<a.

&n panticulan, lo solucion genenal de (1.1) pana
X(t)eC” en 0<t<a, oe puede exprecan comao

Z n xn

k k
(1.53)  X(t) = ) X(t,s)o, = ) UlLs)TQ Qe

s=1 s=l

NOTA 1.1 El estudio de la ecuacién diferencial de

orden superior con coeficientes analiticos matriclales

(n-1)

con el mismo tratamiento que el dado en esta seccién para

la ecuacién (1.1) y sin aumentar la dimensién del problema,

puede encontrarse en [34].
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CAPITULO I

UN METODO DE FROBENIUS PARA LA RESOLUCION DE
LA ECUACION DIFERENCIAL. MATRICIAL DE BESSEL
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2.1 INTRODUCCION

En el capitulo I hemos comentado algunos resultados
sobre ecuaciones diferenciales matriciales de segundo orden
de la forma t°X“(t) + tA(t)X’(t) + B(t)X(t) = 0, donde A(t)
y B(t) son funciones matriciales analiticas. Una de estas
ecuaciones es la del tipo Bessel de gran aplicacién en
problemas de Quimica , Fisica vy Mecanica, (vease

[251,1[361):

(2.1)  t2X7(t) + tX'(t) + (t°1 - A®)X(t) = 0, O<t<ow

donde A es una matriz cuadrada de c™n,

Obsérvese que la ecuacion (2.1) es un sistema de
ecuaciones escalares de Bessel acopladas que no puede
desacoplarse si la matriz A es no diagonalizable. Las
tecnicas usuales para estudiar problemas relacionados con
(2.1) se basan, como ya indicamos en la introduccién, en
considerar un sistema equivalente de primer orden,
[31,[121, pero este metodo tiene el inconveniente
computacional del aumento de la dimension del problema y
ademés, no aporta una solucion explicita, tal como sucede
en el caso escalar cuando usamos el método de Frobenius.

El presente capitulo esta organizado del siguiente

modo. En la seccion 2, ensayamos soluciones formales en
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serie de (2.1) de la forma:

(2.2) X(t) = ch t* | t%, Ce ¢ 7 e ¢

k=0

y resolvemos la ecuacion matricial algebraica que verifican

los coeficientes Ck, que es del tipo Sylvester:
(2.3) A +BY-YD =0, A,B,D ecC™
1 1 1 1771771

El caso en que la matriz A es invertible tambien se
estudia en la seccion 2. En la seccion 3, estudiamos el
caso en que A es singular y finalmente, en la seccion 4,
obtenemos, bajo hipétesis adecuadas, una expresién para la

solucion general del problema no homogéneo
(2.4)  t37(t) + tX' (1) + (£°T - AD)X(t) = F(t), O<t<w
donde F(t) es una funcion continua con valores en C".

Es de seflalar finalmente que un extracto de este

capitulo se puede consultar en las referencias [23] y [33].
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2.2 EL CASO EN QUE A ES INVERTIBLE Y F(t)=0

Vamos a ensayar soluciones en serie de la forma
indicada en (2.2) para la ecuacion (2.1), donde Ck y Z son
matrices de C™" a determinar. Efectuando las derivadas
formales obtenemos

Z+(k-1)1

X' (t) = Ej Ck(kI+Z) t
k=0
(2.5)

X" (t) = Z C, (k1+2) (k1+2-1) g2 2l

kZ0

Asumiendo por el momento la convergencla de las
series (2.2) y (2.5), vy sustituyendolas en la ecuacion

(2.1), esta queda del siguiente modo:

Z [ck(k1+2)(k1+2—1)+ck(k1+2)—A2ck] t* 4 Z c  t¥[t%=o0
k=0 k=2

(2.6)
Al igualar a cero los coeficientes de cada potencia

k < .
t°, se observa que las matrices Ck deben satisfacer las

ecuaciones
(2.7) cz®- A% =0
0 0
(2.8) cl(zu)z - Azc1 = 0
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(2.9) Ck(kI+Z)2 - AC_=-C__, k=2

Notese que las ecuaciones para los coeficientes Ck
son del tipo 1indicado en (2.3). EL siguiente teorema

proporciona la resolucion de estas ecuaciones.

TEOREMA 2.1. $ean las matnices B y D de ¢V que

satisfacen Lo condicion espectol
(2.10) 0(B1) n @(Dl) = B

y ocea plz) = 2:=oakzk un polinomic anulodon de B1' Entances

La Gnica solucion X de Lo ecuacion (2.3) siene dada pon

n ] n -1

(2.11) X = Z a B"'A D™ Z a D’

171 11 i1

j=1 h=1 j=o
Demostracion. Podemos identificar (2.3) con la
ecuacion (1.14) tomando
0
(2.12) A= , B =H , D =P
1 S 1 1

De esta forma, la hipétesis (2.10) coincide con la

condicion (1.11) y la unica solucion de (2.3) viene dada

por
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-1
(2.13) X = N[p(Dl)]

donde N es, segun (1.18),

3
(2.14) N = Z a B A pi™

De este modo queda demostrado el teorema.

Una vez resuelta la ecuacion (2.3) mediante el
teorema 2.1, estamos en condiciones de determinar los
coeficientes Ck de la serie (2.2) que satisfacen las

relaciones (2.7),(2.8) y (2.9).

Dada la matriz invertible A, y sean 2 y CO matrices

n

invertibles de C™" tales que

(2.15) z=Cl'aAcC
o )

entonces

(2.16) o(A) =c(2), Z2=cCc'A*c , cz2°-A%C =0
o} 0 [0} 0

y la ecuacion (2.7) queda satisfecha.
En orden a determinar el resto de coeficientes,

asumiremos la siguiente condicion:
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CONDICION 2.1 Pana tado nalon propio z € o(A), 2z no
e un entena, 4 ol z, w peuenecen a o(A), Yy z * W,

entonces z £ w no ea un entena.

Entonces, por el teorema 2.1, la Unica solucion de la
ecuacion (2.8) para C1’ es la matriz nula C1 = 0, De (2.9},
se sigue que C2m+1 = 0 para mz0. Para obtener los

coeficientes C2 , tomamos un polinomio anulador de la
m

. 2
matriz A7,

(2.17) p(z) = }: a, 73 , p(AZ) = 0

j=0

Bajo las hipétesis de la condicion 2.1, tenemos que
o~[(k1 ¥ 2)2] no[AZ] =6, k=l

. . ,
y por el teorema 2.1, la unica solucion C2 de la ecuacion
m

(2.18) A°c. - c (2mnl +2)%=cC . m=1
2m 2m 2m-2
viene dada por la expresién
n 3 n -1
C = - Z Z a A2c (omI+z)?0UM Z a (2m1+2)?)
2m 3 2n-2 i
j=1 h=1 j=o

(2.19)
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Calculados los coeficientes de la serie (2.2), en el
siguiente pérrafo nos ocupamos de probar la convergencia de
la misma. Puesto que la solucion en serie hallada X(t) para
la ecuacion (2.1) depende de las matrices invertibles Z vy

Co’ escribimos dicha solucion como sigue

(2.20)  X(t,z,C) = U(t,z,C) t% = [Zc tzm]tz ,  t>0
0 0 2m
mZ0
Tomando normas en (2.18), tenemos para grandes

valores de m, que

2 2
||c2m_2|| = ”sz(ZmHZ) - A c2m|| z
2 2
= |]c2m(2m1+2) | - |A Cgm” S
2 2 2
I, ) (- anjz] - 12°] - 14%)]
Y el cociente
IC,l 181 ]
2m <
2n-2 2 2 2
Ic,, LI 181777 an® —anjz) - J27] - |A7)

por lo que la serie (2.20) es absolutamente convergente

para t>0.
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Con el fin de encontrar un conjunto fundamental de
soluciones, vamos a construir una segunda solucion de (2.1)

de la forma

(2.21) X(t,-2,C ) = U(t,~Z,C)) t7% = Z c: g2

k=0

donde CO es una matriz que satisface (2.15). De forma
anéloga a la construccion de X(t,Z,CO), es facil mostrar
que las matrices Ci , que aparecen en (2.21), con kz0 y CO

#
= C0 , deben verificar las ecuaciones

# 2 *
(2.22) Cl(I—Z) - A C1 =0

Por la condicion 2.1 y el teorema 2.1, a partir de

#* #*
(2.22) se deduce que C1= C2m+1 =0, vy
n j n -1
C = Z Z a AP2C" (2m1-z)20 z a (2mI-z)?)
2m j 2m-2 b
j=1h=1 j=o
(2.23)

La convergencia de la serie (2.21) se demuestra de

modo anélogo a la de la serie (2.20).
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Nos centramos ahora en demostrar que el par de

soluciones halladas {X(t,Z,CO), X(t,—Z,CO)} es un conjunto

fundamental de soluciones de la ecuacion (2.1) bajo las
hipétesis dadas en la condicion 2.1. De acuerdo con el
lema 1.1 para el caso k=2, demostraremos que existe t1>0 de
modo que el operador Wronsky, W(t), es invertible en t=t1.

Teniendo en cuenta (2.20) y (2.21), W(t)=

U(t,Z,CO)tz U(t,~z,co)t"Z

Z

U'(t,z,co)tzm(t,z,co)ZtZ'I U’ (t,-Z,C )t -wU(t,-»-z,cO)Zt‘Z“I

Esta expresion puede escribirse

1 0 % 0
(2.24) W(t) = T(t) y
0 I/t 0 t
donde
U(t,Z,CO) U(t,—Z,CO)
T(t)=

U'(t,Z,CO)t+U(t,Z,CO)Z U'(t,-Z,CO)t "U(t,—Z,CO)Z
(2.25)

De (2.24), se sigue que W(t) es invertible para t>0
si, vy solo si, T(t) es invertible. Por otra parte, T(t) es
una funcion matricial analitica definida para todo t € Ry

tal que

41



(2.26) T(0) =

Notese que, la matriz T(0) es invertible por serlo
las matrices CO y Z. Ahora, debido a la continuidad de T(t)
en t=0, y por el lema de perturbacién ,[35,p.32], existe un
numero positivo t1 tal que T(t) es invertible en [O,til.
Esto prueba la invertibilidad de W(t1) y asi, queda

demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 2.2 $ea A una motniy inuentible de €T
que oatisface Lo condicion 2.1, y dadas unas matnices C 4
Zwmmm(z.ls),mdpmdemm
matniciales de (2.1), X(t,Z,CO) y X(t,wZ,CO),cuuhma pon Lan
ecuaciones (2.20) y (2.21) nespectivamente, eo un conjunto
fundamental de aofuciones de Lo ecuacion (2.1) pana 0.
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2.3 EL CASO EN QUE A ES SINGULAR Y F(t) = 0

Comenzaremos esta seccioén considerando la ecuacion
{2.1) para el caso en que A sea una matriz nilpotente de
indice p>2, es decir, qui Oy AP = 0. Nuestro interés se
centra en obtener un par fundamental de soluciones de (2.1)

para t>0. La primera solucion
(2.27) X (£) = X(£,2,C) = U(t,2,C)) t7

se construye como en el caso escalar tomando una matriz

invertible C_ de €™ vy
(0]
Z=C A CO , c(A) = ¢(2) = {0}

De modo anélogo al caso en que A es invertible se
obtiene que Cam1= 0, m=0. Tomando el polinomio anulador de
A, p(z)=zq, tal que q = E[Bél], la parte entera de E%l,se
sigue que los coeficientes C2m de X1(t) vienen dados,en

virtud del teorema 2.1, por

q
(2.28) C :mz AP2C (omi+z) "R
2m 2m~2
h=

1

Para obtener un par fundamental de soluciones de

(2.1), buscamos una segunda solucion Xz(t) de la forma
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Xz(t) = Xl(t)ln(t) + ¥(t)

(2.29)
¥(t) = Zsk | t*, B ec™, zec™
k=0
donde Z = (ilACO, siendo CO la matriz invertible elegida

para la construccion de la primera solucion Xl(t) y Bk con
k=0, coeficientes matriciales que debemos determinar. Al
exigir que Xz(t) sea solucion de (2.1), tenemos que ¥(t) ha

de verificar
(2.30) 2207 (L) + to’ (1) + (31 - A w(t) + 2tX/(t) = 0

La ecuacion (2.30) implica que los coeficientes Bk

deben satisfacer las ecuaciones

(2.31) B72 + 202 - A°B =0
(0] (4] Q
(2.32) 81(2+I)2 - A281 =0
(2.33) B (kI+Z)2 + 2C (kI+Z) - A°B = -B _, k=2
k k k k-2
Teniendo en cuenta due c(A%) n o((2+1)) = o y el

teorema 2.1, se sigue que B1=O, y por el mismo teorema y la
ecuacion (2.33), los coeficientes Bmuaao para k=z1. Los

coeficientes 82 vienen determinados por la expresion
10
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q
(2.38) B = —}j A”“Z[B +2C (2m1+2)](2m1+2)"2h, m=1
2m 2m-2 2m

h=1

si asumimos por el momento que la ecuacion (2.31) tiene
solucion. En lo que sigue, vamos a probar que, en efecto,

la ecuacion (2.31) es compatible bajo cierta condicion.

Si tomamos la matriz C de modo que Z = C;lAC0 sea la

forma reducida de Jordan de A, tenemos que, por ser A

nilpotente,
l"li)(ni
(2.35) Zﬁdiag(zl,...,zl), ZleC ,  1=i=1, n1+...+n12n
0 1 0 0 ]
0O 0 1 0
(2.36) Z1 =
0O 0 O 0 1
i 0 0 O 0 0 ]
Notese que efectuando el cambio X = C(_)lBO , la
ecuacion (2.31) toma la forma
(2.37) 7°X - X7° = 27

Ahora vamos a construir soluciones X de (2.37) de la

forma
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(2.38) X=diag(X ,...,X), XeC toqsis=1

De este modo, la ecuacion (2.37) se traduce en 1

ecuaciones

(2.39) ZiX - xlz = 221 , 1=i=1

Es facil observar que para r>s las componentes
xi(r,s) de las posibles soluciones de (2.39) se anulan. 5i

r=s las componentes xi(s,s) deben verificar el sistema

algebraico
X1(3'3) - x‘(l,l) =0
X1(4’4) - X1(2’2) =0
(2.40)
= 0

xl(ni,ni) - xi(ni~2,ni—2)

Esto significa que la diagonal principal de X1 posee
dos parametros libres xi(l,l) y x1(2,2) y el resto de
componentes de la diagonal principal viene dado por (2.40).

Si consideramos s=r+l, entonces la consistencia de
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(2.39) requiere que sea compatible el sistema algebraico:

xi(3,2) = 2
xi(4,3) - xi(2,1) = 2
xi(5,4) - x1(3,2) = 2
(2.41)
x (n,n~-1) - x (n-2,n -3) =2
U T i i
= 2

- xi(niwl,niwz)

Es facil demostrar que el sistema (2.41) es
compatible si, vy solo si, n es impar y que en este caso la

solucion unica de (2.41) viene dada por

x (2,1) | [ -n +1 ]
i i
x1(3,2) 2
X (4;3) s §3 +3
i i
xi(5,4) 4
(2.42) . =
x (n -2,n -3) n -3
1 i i
x (n -1,n =2) -2
i i
i xi(ni,ni—l) ] i niwl -

Por ultimo, si s>r+1, la consistencia de la ecuacion

matricial (2.39) implica que
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x1(3,h) - xi(l,h~2) ; x1(4,h+1) - xi(Z,h—l) =0 ;...
(2.43)

Xx(n1-h+3’n1) - xi(ni~h+1,ni~2) =0 , BShsni

El sistema homogéneo (2.43) tiene dos parametros

libres xi(l,h~2) y xi(2,h~1) correspondientes a cada
diagonal superior con 3Sh5ni.

Por otra parte, es facil comprobar que si Zi es un

bloque nilpotente de Jordan de tamafio impar n, definido por

n_xXn

(2.36) vy Xie c’ i, entonces la matriz Zxxx - XiZi es

triangular superior y los elementos de su diagonal

principal tienen los valores

(2.44) [Z X - X2 ] =
17y 174
S,8
( xi(2,1) = *n1+1, si s=1
-x {n ,n -1) = -n +1, si s=n
110 1 1

-n +1, si s es impar, 1<s<n
i
xl(s+1,s) - xi(s,s-l) =

ni+1, si es par, 1<s<ni

Los comentarios anteriores referentes a la ecuacion

(2.31), demuestran el siguiente teorema:

TEOREMA 2.3 Yea Z una matriy diagonal pon tlogues
del tipo (2.35), cuyos bloqueo Z1 de dimensiones n Xn . oon
tados nilpotentes Y ﬁi es un enteno impon pono todo i, con

1=i=1. Entonces fa ecuacion (2.37) eo compotible y un
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conjunta de oaolucionea X niene dada pon (2.41)-(2.43). Pon
otha  pante, pana cada una de eotas ocluciones X, e
especto de ZX-XZ ea

o(ZX - XZ2) = (~n1+1, n1+1, —n2+1, n2+1, ,—nl+1, nl+1}

(2.45)

A continuacion demostraremos la convergencia de la
serie formal Xz(t) definida por (2.29) para el caso en que

BO sea solucion de (2.31). Obsérvese que, dada la matriz

nilpotente A#0, su forma canonica de Jordan Z = CSIAC0
verifica que |Z| = “22" = 1, Definimos por Q. y K_ las
2m 2m
matrices
1 -1
Q =C°C , K =CB R m=1
2m 2m 2m 0 2m

Para valores pares de k, la ecuacion (2.33) se puede

escribir de la forma

(2.46) K (2mI+2)® - 2% + 20, (2mI+2) = K, m=1
2m 2m 2m 2m-2
Tomando normas en (2.46), se sigue que

2
Ik, I = K, [(4n°-4n-2) - 2|q, | (2m+1) , m=1

por lo que
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a2k | = [K, | + 2lo, | (2n+1) , ne3

2m=-2

Escribamos las anteriores desigualdades para

"m"=3,4,5,..,m1,m:

sk = k1 2.7 ]
a2’k | = K]+ 2.9]0,]
G | S I | N Rt O
(2.47) ... e e
am-3)Ik, | = Ik, | +z2@e-Djo, |
am-2)%k, | o=k, |+ 2@erD o, |

Si multiplicamos la primera desigualdad de (2.47) por
2 2 2 .2 .2
1, la segunda por 4.1%, la tercera por 4.17.27, la cuarta
por 4%.12.22.3%, .., y 1la dultima por 4" ((m-3)1)°%, vy
sumamos las desigualdades resultantes, obtenemos

2(m—2)((

2 =
(2.48) 2 m-2) 7K | =

2 ,2
= 1,0 + 2[7l0,] + 9.alo ] + 11.4%.2%0, | +

oo+ (2ne1). 4" (n-3) )70 |q
2m
Por otra parte, por la ecuacion (2.18), tenemos

(2.49) Q, (2ml + )% - ZZQZm = - Q o om=l

2m-2
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. 2
entonces, tomando normas y teniendo en cuenta que |27 =1,

se sigue que

o, .1 = 4m-2%o, | m=3

2m-2
y de aqui,

1
((m=2)1)%

(2.50)

"QZm" = 2 (m-2) "Qz;u ;w3

De las desigualdades (2.48) y (2.50) se tiene que

(2.51) 22" (n-2) 7K | =
2m
2 2
1.1 4%@n 2% 31)
m-3 2
4 (2m+1) 4 ((m~3)!)2
4" ((m-2)1)
(2.52) 22" P ((n-2)0%K | =
1 9 11 2n+1
= "K4" + "-Z_HQ‘;" 7o+ ,___._2. + _—3‘5 oot (m.-2)2 ]

y teniendo en cuenta que
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2m+1 < 1 , S5

(m—2)2 m-5

se sigue que

2(n-2) ((

2 n-2))%[K | =

= |k, + "Q4u(6 + 1+ 1/2 % 1/3 +.. .+ 1/(m“5))
Si 1llamamos Hn =1+ 1/2 + ... + 1/n , entonces de la
anterior desigualdad tenemos la siguiente cota para Hsz"

LR A CIR N
(2.53) Ik, | = — : oo

2(m-2) 2 ! m=3
2= ((m-2)t)

Denominando 32 al segundo miembro de (2.53), y por
m
. . 2m
la convergencia de 1la serie z;>362mt , se concluye la

prueba de la convergencia absoluta de la serie matricial

Como B = CK , queda demostrada la convergencia
2m 0 2m

absoluta de la solucion en serie Xa(t) definida por (2.29).

A continuacion demostraremos que dada una solucion B
de (2.31) del tipo mostrado por el teorema 2.3, entonces el
par de soluciones Xl(t), Xz(t), definidas por (2.27) vy

(2.29), respectivamente, es un conjunto fundamental de
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soluciones de la ecuacion (2.1) para t>0.
L.lamamos V(t,Z,CO) a la funcion analitica matricial

para -w<t<w definida por

o Z—
Xz(t) = X1(t) In(t) + V(t,Z,CO)t =
(2.54)

= U(t,Z,CO)tZln(t) + V(t,Z,CO)tZ

El operador Wronsky asociado al par (Xl(t),XZ(t)}, se

puede escribir como

I 0 t 0
Wit) = H(t) .
0 I/t 0 t
(2.55)
I Iln(t)
H(t) = J(t) , t>0
0 I
donde
(2.56) J(t) =
U(t,Z,CO) V(t,Z,CO)

U’ (t,Z2,C )t+U(t,2,C)Z U(t,Z,C)+V/ (t,Z2,C )t+V(t,Z,C )Z
0 0 ] ] 0

Notese que de (2.55) y (2.56), se deduce que W(t) es
invertible para t>0 si, y solo si, J(t) es invertible. Por
otra parte, ya que J(t) es analitica para toda la recta

real y debido al lema de perturbacién, la invertibilidad de
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J(t) en un intervalo [O,tll se asegura si J(0) es

invertible. Obsérvese que de la definicion de J(t) tenemos

u(0,2,C,) v(0,2,C,)
J(O) = =
U0,2,c )z U(0,Z,C )+V(0,Z,C)Z
0 0 0
CO BO
(2.57) - _
CZ C +BZ
0 0
I o1[ c 0 I ¢ B
= (¢] 0
czct 1 0 C +BZ-C 2C'B 0 I
(¢] 0 0 [¢] 0 (0] (6]

De (2.57), y ya que CO es invertible, se deduce que
J(0) es invertible si, vy so0lo si, la matriz C0+BOZ_C02C;1B0

.
es invertible. Notese que esta matriz se puede escribir

C +BZ - C2zC B =c(1~c"1Bz—zc"1B} =

0 ) 0 0o o 0 0 o 0 0

(2.58)
=c[1+xz—zx), X =C'B
o} 0 0

En virtud del teorema 2.3, tomando X como una
solucion de (2.38) dada por tal teorema, el espectro de
ZX-XZ no contiene el entero 1, por lo que I+XZ-ZX es
invertible, y de (2.58) se sigue que C +B 2Z-C ZC'B  es

_ ‘0 0 o0 00
también invertible. De este modo queda demostrado el

siguiente resultado.

54



TEOREMA 2.4 Conaidenemas fa ecuacion (2.1) donde A
ea una matriy nilpotente de indice p>2, tal que todoa fLoa
blaqueo de Fondan de A tienen dimension impan. Entanceo
tomando una matniy iwentible C, tal que 2=C]'AC, es la
gwmmmmdegwmdeA,ge&Wdasozcox,mx
eo una ocolucion de (2.38) constrwuida oegin el teonema 2.3,
el pan de jfunciones matniciales {Xl(t),Xz(t)) dado pon
(2.28) 4y (2.29) neopectinamente, define un conjunto
tundamental de ocofuciones de (2.1) para 0<t{<w.

Terminaremos esta seccion considerando el caso en que
s ° nxn N o
A es una matriz singular de C que posee las siguientes

propledades espectrales:

CONDICION 2.2 Los kloquea nilpotentes de Jondan de A
san de dimension impan, Yy ol z,w oson doo salones propios
diotintoe 4y no nulos de A, entonces z+w Y zZ-W Nno  oon

entenoa.

Por el 7.2.1 de [1,p.122], dada una matriz singular

n

A, existe una matriz invertible P € €™ tal que
LR o0 R e € invertible
(2.59) A =P P (her) % (ner)
0 N Nec™ ™ "* ™" nilpotente

Ahora consideremos la transformacion
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(2.60) PX =Y

Bajo (2.60), la ecuacion (2.1) se separa en dos:

2 4 ’ 2 - 2 - ja o
(2.61) t YR(t) + tYR(t) + (t71 R )YR(t) o, YREC

n=rxn-r

20, , 2. 2 -
(2.62) t YN(t) + tYN(t) + (t"I-N )YN(t) 0, YNEC

Asumiendo la condicion 2.2 vy por los teoremas 2.2 y
2.4, las ecuaciones (2.61) y (2.62) tienen los conjuntos
fundamentales de soluciones respectivos (YRi(t)’YRz(t)) y
(YNl(t),YNZ(t)}, ambos para t>0.

Entonces el par de soluciones
s nxn .
(2.63) Y () = diag [Ym(t),Ym(t)) LY (8) € €™, i=1,2.
forma un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion

(2.64)  tPX”(t)+tPX’ (t)+(t°I-diag(R® N®)PX(t) = 0, t>0

y Xi(t) Pin(t), i=1,2, es un conjunto fundamental de
soluciones de la ecuacion (2.1). Por consiguiente, ha sido

demostrado el sigulente resultado.

COROLARIO 2.1 Yea A un matriy de CV" que osatisface
o condicion especthal 2.2. Entonces Lo ecuacion (2.1)

admite un pan fundamentol de soluciones pona 1>0.
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2.4 EL PROBLEMA NO HOMOGENEO

En esta seccién, utilizaremos el concepto de conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion (2.1), para
obtener una expresién de la solucion general de la ecuacion
vectorial no homogénea (2.4) para t>0. Notese que en el
intervalo 0<t{<w, la ecuacion (2.4), se puede escribir de la

forma

A
t2

F(t)

t2

(2.65) X7(t) + 7 (t) + [ I - ]X(t) =

Tomemos un conjunto fundamental de soluciones de la
ecuacion (2.1), {X1(t)’X2(t)}’ bajo la condicioén 2.2. Ahora
busquemos un vector solucion particular de (2.65) asumiendo
que F(t) es una funcion continua para t>0. Para ello,
consideremos funciones vectoriales Cl(t) y Cz(t) con
valores en Cn, para las que

C/(t) 0 X1(t) Xa(t)

" ; W(t) =
Cz(t) t F(v) Xl(t) Xz(t)

#

(2.66) W(t)

Entonces la funcion vectorial

(2.67) Z(t) = Xl(t)Cl(t) + Xz(t)Cz(t)

satisface
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z'(t) = X;(t)Cl(t) + X;(t)Cz(t)

27(t) = X" (£)C (£) + X”(£)C_(t) + Lt
1 1 2 2 t2
1 A2
Z0(t) + t7l20 (¢) + [ 1 - A )Z(t) =
tz

2
= [X7(t) + t7IR(t) + [ 1 - A }x (t)]C (t) +
1 1 t2 1 1
-1 A? F(t)
£ xe(e) - TR (E) - [ - ]Xz(t) C,(t) + o =

t t
_ F(t)
t2

Por 1lo tanto, 2(t) definida en (2.67), es una
solucion vectorial particular de (2.65) con valores en c”.
Obsérvese que W(t) es invertible para t>0 ya que
{Xl(t),XZ(t)} es un conjunto fundamental de soluciones de
(2.1). Escribimos a continuacion la inversa de W(t) como
una matriz por bloques de la forma

11

, V() ec™”, 1s=i, j=2

-1 vV (L) Viz(t)
(2.68) [W(t)] -

v_ (t) Vv __(t)
21 22

y resolviendo el sistema algebraico (2.66) para C;(t),

i=1,2, se obtiene
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, - F(t) , - F(t)
(2.69) C1(t) = Vlz(t) — Cz(t) = sz(t) —

t t

Entonces, dado t1>0, un par de funciones Cl(t), Cz(t)

que satisfacen (2.66) es el siguiente

F(s)
2

S

F(s)
2

S

t
(2.70) Ci(t)=J¥ V., (s) ds

t
ds , Cz(t)=JL sz(S)
1

1

De este modo, una solucion particular Z(t) de (2.65)
para t>0, viene definida por (2.67) donde Ci(t), para
i=1,2, estan dadas en (2.70). Debido a la linealidad de la
ecuacion (2.65) y a los comentarios precedentes, ha sido

demostrado el siguiente teorema.

" TEOREMA 2.5 Gonsidenemas el problema (2.4) dande
F(t) es wuna funcion wmectonial continua pana 0 y A
satioface La condicion especthal 2.2. Yea X (£),X (L)} un
conjunto fundamental de soluciones de o ecuacion homogenea
(2.1), entonces La solucion genenal de (2.4) msiene dada pon

(2.71) X(t) = Xl(t)C + Xz(t)D + Z2(t) , 0<t<w

donde C y D son wmectones anbitronics de C°, y Z(t) eo La

aobucion panticuban de (2.4) definida pon (2.67) y (2.70).

59



CAPITULO 1l

FUNCIONES MATRICIALES DE BESSEL
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3.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior propusimos un metodo de
Frobenius para la resolucion de la ecuacion matricial

diferencial de Bessel
(3.1) £2X7 (1) + tX’ (t) + (t2I1-A®)X(t) = 0, O<t<w

donde A es una matriz cuadrada, elemento de c™". Obtuvimos

soluciones en serie de la forma

(3.2) X(t) = E: thk t?

k=0

siendo Ck y 2 matrices de e,

Son varios los motivos por los que hemos estimado
seguir profundizando en la ecuacion (3.1).

Por una parte, para determinar los coeficientes Ck
era necesario resolver ecuaciones algebraicas matriciales
de tipo Lyapunov, A1+ Bly - yD1=O. La solucion exacta de
tales ecuaciones no es materia facil pues requiere
informacion espectral exacta lo que motiva el uso de
métodos iterativos; vease [131,[141,[15]1,[30] y [32].

Por otro lado, el conjunto fundamental de soluciones
{X(t,Z,CO), X(t,wz,CO)} presentado en el teorema 2.2 y

definido por las ecuaciones (2.20),(2.21) del capitulo
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anterior se obtuvo bajo la condicion 2.1:

si zec(A), entonces 2z no es entero;

y si z,w € ¢(A), con z#w, entonces ziw no es entero.

Esta condicion es mas restrictiva que la sencilla
condicion, v no entero, requerida para que el par
{Jv(t),Jwv(t)} sea un conjunto fundamental de soluciones en
el caso escalar. Ademas, ha quedado pendiente el supuesto
en que A posea valores propios enteros distintos de cero.

Finalmente, teniamos la conviccion de que es posible
trasladar al caso matricial ciertas propiedades de las
funciones de Bessel, especialmente, la condicién de
ortogonalidad.

Todo ello nos ha motivado a proponer un diferente

tipo de soluciones en serie:

(3.3) X(t) = t* chtk , ckec""“, t*sexp(A 1nt)

kZ0

A partir de aqui, dos son los objetivos de este
capitulo. Por una parte, encontrar un conjunto fundamental
de soluciones explicitas de la ecuacion (3.1).

El segundo fin de este capitulo es establecer las

bases de una teoria de funciones matriciales de Bessel.
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El capitulo esta organizado del siguiente modo.

En la seccion 2, presentamos algunos resultados del
calculo funcional matricial, que Jjunto al concepto de
funcion Gamma matricial dado en el capitulo I, seran de
utilidad para las secciones posteriores.

En la seccion 3, definimos las funciones matriciales
de Bessel de primera especie que permiten obtener una
expresion explicita de la solucion general de (3.1), cuando
todos los valores propios de A son no enteros.

En la seccion 4, estudiamos una serie de propiedades
de las funciones matriciales de Bessel, principalmente
aquellas referentes a la ortogonalidad.

Por ﬁltimo, en la seccion 5, con la introduccion de
las funciones de las funciones matriciales de Bessel de
segunda especie, proporcionamos la solucion explicita de

(3.1), sin ningﬁn tipo de restriccion para la matriz A.
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3.2 RESULTADOS PREVIOS DEL CALCULO FUNCIONAL MATRICIAL

Presentamos a continuacion algunos conceptos Yy
propiedades del calculo funcional matricial, que

o’
utilizaremos en las proximas secciones.

A.- Sea H un bloque de Jordan de dimension p :
v 1 0 ..., 0
O v 1 ..... 0
(3.4) H=| ! L. L ecc™®
60 0 0...v 1
0 0 0. v

y sea f(z) una funcion analitica definida en un entorno de

v, entonces, de [8;p.99], se demuestra que:

cy ELW) £ P (y)
1! R (p-1)!
0 fv)
(3.5) f(H)=
£ (v)
1!
.0 0 Coe f(v)
B.~ La funcion de Bessel de primera especie de orden

v,viene definida por:
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(3.6) I (1) = (t/2)” Z CL 1) (02)7, 0ctea

m=0

De [26,p.103], JV(t) es una funcion entera del
parémetro v. Entonces, si H es un bloque de Jordan de la

forma (3.2), t>0, podemos escribir JH(t) como indica (3.5):

r~ p_l -
T L w 1 8 5t
v ay “v (p-1)1 apP-1 VY
0 J ) 2w
v v v
JH(t) =
g‘i? J ()
0 0 Lo J (t)
(3.7) L v )

o bien, de un modo mas reducido:

(3.8) J (t) = — J (1)

A partir del teorema 1 de [8,p.113] y (3.6), tenemos

(3.9) 3,0 = (2)" Z CL r )T (1/2)™

m=0

Notese que, si H es un bloque de Jordan definido por
(3.4), entonces -H no es un bloque de Jordan y no es

aplicable la formula (3.5). El siguiente lema nos permite
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el calculo de J"H(t).

LEMA 3.1 Sea H un bloque de Jordan definido por
(3.4), con pzi, y sea Jv(t) la funcion de Bessel de primera
especie de orden v. Entonces, J (t} es 1la matriz

triangular superior:

n
J_(8) = (2™ Z (”;3 I ((m+1) 1-H) (£/2)%"
mZ0

(3.10)

3-1

= = 2w
(j~1)¢ ov 1<y

Demostracion: Notese que -H y su forma de Jordan Q

estan relacionadas por la ecuacion:

(3.11) -H=PQP"!, P= (—1)‘3U
siendo Q:
~» 1 0 ..... 0 ]
O -»r 1 ..... 0
(3.12) Q=

y de (3.8),
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1@t RGO R

— (t)
G=0t 5 av?”

Jo(t)= e =1 G= 1J~v(t)

1<) 1%

Entonces, J_H(t)=P°1JQ(t)P, y el elemento (i-j) de la

matriz PulJQ(t)con i=j es:

}-1

ik 3k
[P_lJQ(t)] - EZ:(~1)‘aik E.E)), & 5 ()=
' JmR)L g ek Ty
k=1
(3.13)
IPRG ETUE QU T Ly e
(0t ED S ] = SO 2w
T v I g

De (3.11) y (3.13) se obtiene:

[P“1J (t)P] = [[P-iJ (t)}P) =
Q i Q i3

(3.14)

J-1
-n* | ot e .1 a8t
- sz (k—-i)! [ g J~v(t) (-1 8kj ERGEE g J~v(t)

De este modo, queda demostrado el lema.

C.- El siguiente lema trata de la invertibilidad de una
matriz compuesta por cuatro bloques cuadrados que conmutan
entre si, y su demostracion puede encontrarse en

[11,problema 6].
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LEMA 3.2 Sean A,B,C,D matrices conmutativas de C"

y sea
A B
C D
Entonces, T € Cam2n es invertible, si, vy solo si,

AD-BC es invertible.
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3.3 FUNCICNES MATRICIALES DE BESSEL DE PRIMERA ESPECIE

’, ’
Comenzamos esta seccion por la obtencion de
soluciones en serie de la ecuacion (3.1), para el caso en

que:

(3.16) todos Loo walones propios de A con no entenos
Ensayamos soluciones de (3.1), de la forma:

X(t) = t chtk, ce €™, t" = exp(A 1nt), t>0
(3.17) k=0

Efectuando las derivadas formales de X(t) definida
por (3.17), obtenemos:

X/ (t) = Z (k1+A) t*P1* ¢
k=0

k

(3.18)

X7 (t) = Z (KI+A) ((k-1)T+A) &2+
k=0

k

Asumimos por el momento la convergencia de la serie

(3.17) y sustituyendo (3.17) y (3.18) en (3.1), obtenemos:

A 2 K k
t [(kI+A) ((k-1)I+A)+(kI-A®)] ©t°C + tC } = Q
{ kZ; k RZ; k-2

(3.19)
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lo que prueba la convergencia de la serie (3.17), para t>0,
donde C0 es una matriz cualquiera de c™. Si elegimos

C0=2-AF“1(A+I), por (1.2) y (3.22), tenemos que:

(A+nD) YA+ (=) D)7 L A+ DT A+ D = A+ (1) T)
(3.25)

y

(3.26)  X(t,A)=(t/2)" Z ("i,) I ar(me1) 1) (£/2)%", >0

m=0

es una solucion de (3.1).
Ensayemos ahora otra solucion de (3.1) de la forma:

v(t) = t™* Bktk, B e C™™ ™A= exp(-A 1nt),  t>0
(3.27) k=0

donde debemos determinar las matrices Bk. Operando del

mismo modo que en la construccion de X(t,A), obtenemos que

las matrices Bk tienen que cumplir:

(3.28) (“2A+I)BI$O, k(kIwZA)Bk + Bk“£= 0, k=2
Tomamos Bmw1:0’ para kz0. Para k=2m, tenemos:

(3.29) 4m(mI-A)B_ - B = 0, mzl
2m 2
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La condicion (3.16) asegura la invertibilidad de

(mI-A), con mzl, y de (3.29) se sigue que:

(3.30) B = U8 (ur-a)y Y ((m-1)1-a)"Y L (1-a) 7B

2m 2m

27 m!

donde BO es una matriz arbitraria de €. La convergencia
de la serie (3.27) se demuestra de la misma manera que la
de la serie (3.17). Elegimos BO:ZArwl(I—A) y de (1.2) vy
(3.30) tenemos que:

-1 ~1

(mI-A) " ((m-1)1-A)"" ... (I-A) (I-A)=T"" ((m+1)I-A)

y la solucion Y(t) se puede escribir de la forma:

Y(t)=X(t,~A)= (t/2) E: (- 1) -1((m+1)I~A) (t/2)2m, t>0
m=0

(3.31)

Notese que si la matriz A es el bloque de Jordan H
definido en (3.4) donde v no es un entero, entonces, las
funciones X(t,H) y X(t,-H) definidas por (3.26) y (3.31},
respectivamente, coinciden con JH(t) y wlﬂ(t), dadas por
{(3.9) y (3.10). Entonces JH(t) y J_H(t) son soluciones de

la ecuacion matricial:

(3.32) £2X7 (1) + tX/ (L) + (£21-H?)X(t)

i

0, O0O<i<w
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Para probar que (JH(t),Jqﬁt)} es un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion (3.32), cuando v
no es un entero, por los lemas 1.1 y 3.2 es suficiente

probar que

(3.33) JH(t) J:H(t) - J_H(t) Jé(t) es invertible para t>0

Notese que, de (3.7),(3.8) y (3.10), la matriz
JH(t) J:H(t)a JmH(t) Jé(t) es triangular superior y los

elementos de su diagonal son

(3.34) J (t) J ()~ J (t) J(t), t>0
v -V -v v

Ya que en el caso escalar, si v no es un entero, el
par {Jv(t),J_v(t)) es un conjunto fundamental de soluciones
de la ecuacion de Bessel de orden v, [43,p.43), la expresién
(3.34) no es nula porque coincide con el wronskiano de
{J (£),J ()},

1% -v
De esta forma, ha sido demostrado el siguiente

resultado:

TEOREMA 3.1 Yeon v un numeno complejo no enteno y H un

bloque de Jondon definido pon (3.4). Entonces el pon
{JH(t),JﬂJt)} definido pon (3.8) y (3.10) eo un conjunio
fundamental de coluciones de Lo ecuacion (3.32) pona >0,

73

[



Consideremos ahora el caso general en que A es una
matriz que satisface la condicion espectral (3.16). Sea
la matriz H = diag(Hl,...,Hk) la forma canonica de A, donde

H es un bloque de Jordan correspondiente al valor propio

v de A:
i
v 1 0 ]
i
0 v 1
. 1. . . P XP,
(3.35) Hiz . LT, . e C , si pi>1
0 .V 1
i
0 v
L i -

y Hi= [viJ si Hi es un bloque de Jordan de orden 1x1, con

I Por la hipotesis (3.16), cada valor propio v,

1

no es entero, con 1=isk. Sea {JH(t),J_H(t)} el conjunto
1 1

fundamental de soluciones de la ecuacion
(3.36)  t2X"(t) + tX'(t) + (t21~Hf)x(t) =0, O<t<w, p =l

dado por el teorema 3.1, y sea el par de funciones

a o nxn
matriciales con valores en C

(3.37) J(t,H)= diag[JH (t)] J(t,~-H)= diag[J . (t)}

1=12k i 1512k i

Obseérvese que por el teorema 3.1, las funciones
{J(t,H),J(t,-H)} definen un par de soluciones de la

ecuacion
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£2X7 (1) + tX’(t) + (t21~diag(Hf,...,Hi))X(t) = 0, O0<t<w
(3.38)
Ahora probaremos que {J(t,H),J(t,-H)} es un conjunto
fundamental de soluciones de (3.38) para t>O0. Notese que

J(t,H) y J(t,-H) conmutan ya que JH y J_H conmutan
1 i

para i=isk. Por otra parte, debido al lema 3.2, la funcion
(3.39) V(t)=J(t,H)J (t,-H)-J(t,-H)J' (t,H), >0

es invertible por ser {JH (t),Jg_H (t)} un conjunto
1 !

fundamental de soluciones de (3.36) vy

(3.40) V(t) = diag[JH(t)JiH(t)— J_H(t)J'H(t))
1Sisk v i i i 1

nxn

Sea P una matriz invertible de C tal que
(3.41) = diag(H ... H) = PAP™
entonces, el par
(3.42) X, (£)=P"'X(t,H)P, X (£)=P7'X(t, ~H)P

define un conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion
(3.1) para t>0. Teniendo en cuenta que para toda funcion

analitica f(z) en un abierto que contiene el o(A), se
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cumple por [8,p.99] que f(H) = PE(A)P ' ,de (3.42),(3.9) y

(3.10) se obtiene que:

X, () = P"l[ diag[JH (t)]} P =

1215k i

H m
= pt diag[(t/Z) ' }: (';3 I |+ (m+1) 1) (t/Z)&{] P =

1215k
mZ0

= (v2)h z: (';3 rhas(me1) 1) (£/2) = X(t,4)

m=0
y Xz(t)zX(t,mA), donde X(t,A) y X(t,-A) vienen dadas en
(3.26) 'y (3.31), respectivamente. Asi pues, queda

demostrado el siguiente resultado.

TEOREMA 3.2 Yea A una matriy de €70 que oatisface
(3.16) y oean fas funciones matniciales X(t,A)y X(t,-A)
delinidos pan (3.26) y (3.31) nespectinamente. Entonces fa
sobucion genenal de fa ecuacion (3.1) en >0 wiene dada pon

(3.43) X(t) = X(t,A)C + X(t,-A)D, c,DecC"

Este teorema sugiere la sliguiente definicion:

DEFINICION 3.1 $i A e € e una matriy que
aatioface (3.16), definimos Lo funcion matniciol de Beosoel
de primena especie de onden A como fa oenie mathiciol dodo

en (3.26).
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Nos ocupamos a continuacion de las propiedades de
ortogonalidad de las funciones matriciales de Bessel de
primera especie. Comenzaremos con la demostracion del

siguiente lema.

LEMA 3.3 Sea H el bloque de Jordan definido por

(3.4), donde v es un numero real que satisface

(3.44) v

v
i

N

Consideremos la sucesion O<tv <tv <...<tV <..., de
i 2 m
las raices positivas de la funcion de Bessel de primera
especie de orden v, Jv. Entonces se cumple la siguiente
relacion de ortogonalidad

n m n

1
(3.45) [0 r JH(rtV ) JH(rtV ) dr =

donde Ji+1(t) es 1la imagen, por el calculo funcional
matricial, de la funcion escalar Ji(t) de parémetro v para

un t>0 fijo, cuando actua sobre la matriz H+I; vy 6nnnl,

S8 =0, si n=m.
nm

Demostracion El elemento (i,3) del producto

de matrices JH(rtv ) JH(rtV ) , para i=j, viene dado por
n m
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[J (rt
H v

n

) J (rt )] =
H v
m “1ij

(3.46)
1

j....
Kk J1-k
= }: %'[ Q_i Jv(rtv )] ('—1-k)' [ : -1~k Jv(rtv )]
— "N av n J ' v’

m
0

Por la formula de Leibnitz para la derivada de un

producto, la expresién (3.46), coincide con

1 gl

(3.47) G-D7T =

{J (rt
voov

n

) JV(rtvm)] . i=]

Si integramos la funcion matricial rJH(rtv ) JH(rtV )

n m

en (0,1) y tenemos en cuenta las propiedades de las
funciones escalares de Bessel de primera especie de orden
v=-1/2, [26,p.129], se obtiene que para is]j

n m

1
(3.48) . J rJ (rt ) J (rt ) dr =
o H OV H v
i)

1 61"i 1
— rJ(rt ) J (rt ) dr] =
(j-1)! gpi™! 0 v oop voop

n m

j-1

1 3] 1 2

(j=i) j=1 [E 6nm JV+1(tv )}
ov n

Como por (3.7), las matrices J (rt ) y J (rt ) son
H o v H v

n m
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triangulares superiores, de (3.48) resulta que

1
(3.49) J‘ rJ{rt ) J(rt ) dr =0, si m#*n,
H v H v
0 n m
Yy
1 j-1
[ ri(re ) dr| = (.“1), g [-;- gz (e )} =
0 n J © o) n

] ij

Ahora consideremos una matriz A de c™", que tiene la
forma canodnica de Jordan HA:diag(Hl,...,H ). Sea P una
q

matriz invertible tal que
(3.51) A = PHP

Sea XA(t)'la funcion matricial de Bessel de primera
especie dada en la definicion 3.1. Como ya hemos comentado,
de las propiedades del calculo funcional matricial, si f(z)
es una funcion analitica en un abierto que contiene todos
los valores propios de A, de (3.51) y [8,p.99], se sigue
que

-1

(3.52) £(A) = P"lf(HA)P = P™ diag(f(H),...,f(H)) P

Por esta razon, dado un numero positivo fijado t, y
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la funcion de variable compleja definida por (3.6), de

(3.52) se deduce que

I R T
(3.53) XA(t) = P Xﬂit)P = P dlag(Jﬂit),...,JH;t)) P,

donde XA(t) viene dada por la definicion 3.2 vy JH(t) por
i

(3.7), al sustituir H por Hi, para 1sisq. El sigulente
teorema contiene las propiedades de ortogonalidad de las

funciones matriciales de Bessel que hemos introducido.

TEOREMA 3.3 Yea A uno mathiy que cumple lo

,

i

Jada salon propio de A, vi,eaunmlnmaweaﬁqviz-%
(3.54)

Fea H=diag(Hl,...,Hq) Lo foruna cananica de A de moda
que pona 1$i$q; H1 ea un bloque de Jondan de tamaiio P,
avociado al salon propia v,, con p1+...+pq=n. Ganaidenemon

Lo ouceaion {t, } de cenoo pasitisos de J (t), para 1sisq
i i

y m=l. 9L X (t) e Lo funcion matnicial de Beooel

inthoducida en Lo definicion 3.2, entonceo oe nenifica

(1) XA(tv m) eo singulan pona 1=isq, m=1.
1
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1
(1i) Jo r XA(rtvim) XA(rtvis) dr

ea alhgulon pona 1si=q, 4§ m#s.

1
(ii1) J r Xi(rtv ) dr ea inmentible pano 1=i=qg, mzl
m
0 1

Demostracion Sea P la matriz invertible de ™" que
satisface A=P"1HP. De este modo tenemos que:

XA(t)anldiag(XH(t),...,XH(t))P es singular en los puntos
1 q

en que alguno de los bloques XH(t) es singular. Por otra
) .

parte por (3.7), la matriz XH(t)=JH(t) es triangular
i 1

superior y los elementos de su diagonal son Jv(t), lo que
1

prueba el apartado (i).

Para demostrar (ii), obsérvese que si A=P"HH%

entonces podemos escribir

1
J rX(rt ) X(rt ) dr =
A Vm A Vs
0 i i
(3.55)

1
' | rX(rt )X(rt_ )drP=
o H Vim H VIS

1

R TN RS

= P~ diag J) r JH(rtv m) JH(rtv S) dr [P =P dlag(Tk)P
13k=q| Jo kK 1 kK 1 1Sk=q

y por el lema 3.3, la matriz T= diag(Tk) que aparece en
1=k=qg
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(3.55), es singular pues su i-ésimo bloque Ti es la matriz
P *p,
nula de C

(iii) De la ecuacion (5.11) de [43,p.135], tenemos
que,
. ! 2 1 v2 2 2
(3.56) r J°(ra) dr = ={(1-=)J%(a) + J' "(a)}
o v 2 az v v

Por la igualdad AZPanP, podemos escribir

1 1
J r X%(rt. ) dr = P*U r X%(rt. ) drlp =
A YV m H Vn
[¢] i 0 i
(3.57)

1
= P! diag { r J2(rt_ ) dr|P
H Vo

15ksq |JoO kK 1

y por (3.56),(3.57),(3.8),se deduce que

oo -1 1 g™ too
r¥2(rt  Jdr= P! diag |—r = | rJ%(rt_ dr|P
o A Vim H v o v V nm

H
. . 1 .k 2 , 2 _
=P ~ diag é{(lp - ]JH (tv m)+JH (tv m)}] P=
k t k i k i
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2
- l{[1— A ]Xz(t )+X 2 (t )}
2 2 A Vm A Vom
t i i

Para concluir la demostracion de (iii), notese que el
segundo miembro de (3.58) es una matriz invertible porque
los bloques de su diagonal son matrices triangulares
superiores cuyos elementos de la diagonal se obtienen

haciendo j=h, y tienen los valores

1
JQ rJ%(rt_ )dr > 0, 1=i,k=q, m=z1
v VYV m
) Kk i
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3.5 FUNCIONES MATRICIALES DE BESSEL DE SEGUNDA ESPECIE

Sea Hv el bloque de Jordan de orden pzil,

vy 1 0 ..... 0 ]
0 1 ..... 0
(3.59) H = : LT : , vecC-Z
0O 0 0...v 1
|0 0 0 |

donde Z es el conjunto de los enteros. Definimos la funcion

matricial de Bessel de segunda especie de orden Hv por:

(3.60) Y (t) = J (t)cotg(mH ) - J (t)cosec(mH ), O<t<w
H, H, v H v

De (3.5}, cotg(nHV) y cosec(nHv) son las matrices

triangulares superiores

1 )=k
cotg(ﬂHv) = 3 cotg(vm)
{(j-k)t v oy
(3.61)
1 a7k
cosec(nHV) = - cosec (vw)
(j-k)t ov

KSj

De (3.60), (3.61) y la formula de Leibniz para la

derivada del producto de funciones escalares, podemos

escribir:
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J-k

Y (t)= ! 9 [J (t)cotglvm) - J (t)cosec(vn)]

H . j-k v -V

v (j-k)! ov <

k=)
{(3.62)
Teniendo en cuenta que
(3.63) Y (t) = J (t)cotglvn) - J (t)cosec(vm)
v v -y

es la funcion escalar de Bessel de segunda especie,

concluimos de (3.62) que

(3.64) Y, (6 = ! 9
v (j-k)! avi” K=

Si n es un entero, de [26,p.105], el limite lim Yv(t)

V-n
j=k

y el de sus derivadas lim

- Yv(t) existen para ks=jsp.
vo>n Ov

Entonces si H es el bloque de Jordan asociado a un valor
n

propio entero,

n 1 0 ..... 0
0 1 . onn. 0
(3.65) H=| ! Lo | e €™
0O 0 0 ...n 1
0 0 0 |

definimos la funcion matricial de Bessel de segunda especie

de orden Hn por

1 -k

(3.66) YH (t)=lim YH(t) = lim -~
n von vV (j-k)! von av? kS j

87



Notese que debido al ‘teorema 3.1, la funcion

matricial YH(t) definida por (3.60) es una solucion de la

v
ecuacion
(3.67) £2X7 (L) + tX’ (L) + (tZI—Hi)X(t) =0, O0<t<ew
es decir,
(3.68) 27 (L) + tY’ (L) + (t°I-H?)Y (t) = 0, O<t<w
H H 1% H

v v v

Tomando " limites en (3.68) cuando v — n para un

t>0 fijado, obtenemos

(3.69) th;(t) B (£) + (tZI—H:)YH(t) =0, 0<t<o

n n n

Como la funcion matricial de Bessel de primera

especie de orden Hn, designada por JH(t), cumple
n

237 (4) + tJ'(t) + (t1-H®)J () = 0, O<t<w
H H n H

n n n

tenemos que el par { JH(t), Yﬁ(t) } satisface (3.67) para
1% v

todo numero complejo v.

Las funciones matriciales JH(t), Jé (t), YH(t) y
v v v
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Y; (t) conmutan dos a dos debido a las propiedades del
v

calculo funcional matricial [7,p.558].

Dado v € C-Z, de (3.60) tenemos que

YHV(t) = Jﬁﬁt)cotg(nHv) - Juﬂét)cosec(nHV), 0<t<w

y por la propiedad de conmutatividad del calculo funcional

sobre Hv’ se obtiene

JH(t) Y; (t) - YH(t) Jé (t)=
v % v 1%

JH(t) Jé(t) cotg(nHV) - JH(t) J:H(t) cosec(nHV)—
v % v v

- JH(t) cotg(nHv) J; (t)y + J”H(t) cosec(nHv) J; (t) =
v % % v

(3.70)

= { JH(t) J:H(t) - JGH(t) J; (t) } Cosec(nHv)
v v v v

Notese que si v € C-Z, por el teorema de mapeo
espectral, [7,p.569], la matriz cosec(nHv) es invertible.

Por otra parte, como { JH(t), J_H(t) } es un conjunto
v v

fundamental de soluciones de (3.67) para t>0, terminamos
concluyendo la matriz que aparece en la ultima expresién de
(3.70) es invertible para t>0. Asi pues, por el lema 3.2,

gi v € C-Z, el par { JH(t), YH(t) } es un conjunto
v v
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fundamental de soluciones de (3.67).
Sea t>0, entonces por (3.8) y (3.66), los elementos

de la diagonal de la matriz triangular superior

JH(t) Y;{ (t) - YH(t) J;{ (t)

n n n n

son de la forma
(3.71) Jn(t) Y;(t) - Yn(t) J;(t)

no nulos para t>0, ya que (Jn(t),Yn(t)} es un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion escalar de Bessel
de orden n, y (3.71) es el wronskiano de {Jn(t),Yn(t)}.

Entonces, queda demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 3.4 Yean v un numenc complejo, 4 HV el bloque de

Jondan dado en (3.59), 4 eea { JH(t), YH(t) } el pan de
v v

funciones motniciales definidas pon (3.8), (3.60) y (3.66).
&ntancesn, { JH(t), YH(t) } ea un conjunte fundamental de
v

v

solucianes de o ecuacion (3.67) pana t>0.

Consideremos la descomposicién (3.41) donde
Hmdiag(Hﬂ,...,Hk) es la forma canonica de Jordan de A, y
1llamemos
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Y(t,H) = diag [ YH(t) ]

1=1=k i

entonces, por el teorema 3.4, el par {X(t,H), Y(t,H)} es un
conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion (3.38)
para una matriz dada A cualquiera de c™™, Si P es una
matriz invertible de €™ que satisface (3.41), entonces
X(t,A) e Y(t,A) = P 'Yy(t,H)P definen un conjunto
fundamental de soluciones de la ecuacion (3.1) para t>0.

Podemos, pues, enunciar el siguiente resultado.

COROLARIO 3.1 Yea A una matriy de €V, y oceon H ou
fonma canonica de Jondan y P una matniy inwsentible que
‘satisface (3.41). $i X(t,A) depinide pon (3.26) y Y(t,A) =
PlY(t,H)P

entonces Lo sobucion genenal de (3.1) wniene dada pon

X(t) = X(t,A) C + P 'Y(t,H)P D,

O<t<w, C.D e C"
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CAPITULO IV

POLINOMIOS MATRICIALES ORTOGONALES Y SISTEMAS
DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN
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4.1 INTRODUCCION

Fn este capitulo trataremos de sistemas de ecuaciones

diferenciales de segundo orden del tipo

(4.1) (1-t%)X”(t) + tDX’' (t) + CX(t) = 0, |t]<1

donde D y C son matrices de R,

Es obvio que si las
matrices D y C no son simultaneamente diagonalizables,
entonces el sistema (4.1) no puede desacoplarse en un
conjunto de ecuaciones escalares independientes.

Fl sistema (4.1) puede transformarse en el sistema

equivalente de primer orden [12]:

2
2, B 0 (1-t7)1 B X(t)
(4.2) (1-t7)z’' (t)= Z(t), Z(t)=
-C -tD X (t)

pero este metodo tiene los inconvenientes ya comentados del
aumento del coste computacional y de no proporcionar una
solucion explicita al problema debido a la relacion X(t) =
[1,0]2(¢).

En el desarrollo del capitulo nos marcamos un doble
objetivo. En primer lugar estamos interesados en construir
soluciones analiticas explicitas de (4.1) sin aumentar la
dimension del problema. Posteriormente proponemos las bases

de una teoria de polinomios matriciales ortogonales

93



relacionados con el sistema diferencial (4.1), de forma
analoga a la teoria clasica de las conocidas familias de
polinomios ortogonales escalares tales como los polinomios
de Legendre o de Gegenbauer, {[2],[37].

A lo largo de este capitulo, entenderemos como
polinomio matricial de grado n toda expresién de la forma

Lix) =Ax" +A x™" % ...+ Ax+A
n n=1 1 (6]

donde x es una variable real y Aj son matrices de R para
O=j=n, con An¢0. Al conjunto de todos los polinomios
matriciales de grado nz0 lo denominaremos ?n(x).

Como referencias digamos que los polinomios
matriciales ortogonales en el circulo wunidad han sido
estudiados en [5],[9] y [40] con un concepto distinto de
ortogonalidad y los polinomios ortogonales en un élgebra no
conmutativa en, [6]. Mas recientemente una clase de
polinomios matriciales ortogonales en la recta real ha sido

propuesta en [29].

El presente capitulo se organiza del sigulente modo.

En la seccion 2 obtenemos una expresién del vector
solucion general de (4.1) en relacion a un par adecuado de
soluciones matriciales en serie.

En la seccion 3 se dan ciertas propiedades del

I'd ’
calculo funcional matricial que se usaran en secclones
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posteriores.

En la seccion 4 introducimos los polinomios
matriciales de Gegenbauer y mostramos su relacion con el
sistema (4.1). Utilizando una funcion generatriz matricial
apropiada, obtenemos la expresién explicita de dichos
polinomios matriciales.

Finalmente, en la seccion 5 probamosv-algunas
propiedades de ortogonalidad relativas a los polinomios
matriciales de Gegenbauer y demostramos la acotacion de los

mismos en funcion de los datos.
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4.2 SOLUCIONES EN SERIE

Comenzamos ensayando soluciones en serle de (4.1) de

la forma

(4.3) X(t) = ZAktk ) A e R™™

donde Ak son matrices por determinar. Las derivadas

formales de (4.3)

X’ (t) = ZkAktk"1 , X" (t) = Zk(k—l)Aktk_z ,

k=1 kZ2

se sustituyen en (4.1) y se obtiene que

Z k(k—l)Aktk_?‘ - Z k(k—l)Aktk + DZ kAktk + CZ Aktk =0

kz2 k=2 k=1 kZ0

(4.4)

Al igualar a la matriz nula los coeficientes de cada
potencia tk que aparecen en (4.4) se deduce que las
matrices Ak deben verificar

(4.5) 20+ CA =10, 3.2 A_ + (C+D)JA, = O
2 0 3 1

(4.6)  (c+2) (kr1IA__ + [kD + C - k(k—l)I]Ak -0, k2
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De (4.5) y (4.6) se sigue que A0 y A1 son matrices

arbitrarias y

2 = - B21 A0 ’
P (zp)t li=p

(4.7) p=1

1 i
A2 +1 = ﬂ B21+1 Al
P (2p+1)! |i=p

donde

(4.8) Bk = (k-2)(k-3)I - (k-2)D -C , k=2

Tomando AO=I, Ale, se obtiene la solucion formal

. 1
_ 2p - 1
(4.9) Xl(t) = 1 + Ei AZpt , A2p .Y 1H 821 , pz1
p=1 pliii=p
y para Ao=0, A1=I, se obtiene esta otra
2p+1 1 !
Xz(t)= th o+ }: A2+1t " A244= — | T Ban& ’ p=l
P P (2p+1)1 Li=p

pZl

(4.10)

A continuacion probamos la convergencia de las
soluciones en serie formales anteriores y demostramos que
el par {X1(t)’xz(t)) define un conjunto fundamental de
soluciones de (4.1).

Al efectuar normas en la expresién (4.6) se obtiene
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G2y e ) = [k« Kio] + el . e
y para |t[<1, tenemos que

k+2
A
L0 L BT (VRS TR N

ko At ke (k+2) (k+1)

De esta forma las soluciones en serie Xl(t) y Xz(t)
definidas en (4.9) y (4.10) respectivamente, son
convergentes en |t|<1 y ademas satisfacen

X (0) XZ(O) 1 0

W) = | ° =
X' (0) X’ (0) 0 I
1 2

Por el lema 1.1, el par {X1(t),X2(t)} es un conjunto
fundamental de soluciones de (4.1). En particular, el
conjunto de todas las soluciones con valores en R' de (4.1)

se puede escribir como

m

(4.11) X(t) = X (t)ec, + X _(tlc_, c eR, i=1,2.
1 1 2 2 1

El siguiente resultado ha sido demostrado por los

comentarios anteriores.

TEOREMA 4.1 Yean C y D matrhices de Ry Bk

matnices definidas pon (4.8). i (Xi(t),Xz(t)} ea e pon
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definido en (4.9) y (4.10), entonces la solucion genenal en
R" de (4.1) miene dada por (4.11), donde c —son wectones

onbithanioa de R" pona i=1,2.

NOTA 4.1 Obsérvese que si las matrices C y D cumplen

la condicion:
Existe un entero nOZZ para el que no(no“l)l = C + noD

entonces, de (4.4) se deduce que An4220 y de este modo,

mxm

una solucion en R de (4.1) es el polinomio matricial de

n
grado n_, X(t) = A +tA + ... + t A , donde A y A son
[¢] [¢] 1 no 0 1

matrices, una arbitraria y la otra nula segun n, sea par o
impar respectivamente, y el resto de coeficientes viene

dado por (4.6).
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4.3 PROPIEDADES DEL CALCULO FUNCIONAL MATRICIAL

En las secciones siguientes de este capitulo haremos
uso de ciertos resultados del calculo funcional matricial.
En particular, emplearemos la funcion factorial matricial y
las funciones Gamma [ y su inversa F_l, que ya fueron
presentadas en el capitulo I. En esta seccion detallamos
otros resultados tales como la descomposicién de Schur de
una matriz e introducimos el concepto de funcion Beta de

Fuler matricial B(A,yI).

A.- Si AeC™™, entonces por [10,p.192], existe
una matriz unitaria Qe@mm tal que QHAQ = D+N, donde QH es
la transpuesta conjugada de Q, D = diag(Al,...,Am) con
Aiew(A), y NeC™™ es una matriz triangular estrictamente
superior y por tanto nilpotente.

Esta representacién se denomina descomposicién de
Schur de la matriz A y Q puede ser elegida de modo que los
valores propios de A aparezcan en un determinado orden a lo
largo de la diagonal de D. En virtud de 1la descomposicién

de Schur se demuestra el siguiente lema [10,p.396].
LEMA 4.1 Dada una matriz AeR que admite la

descomposicién de Schur QHAQ = D+N, y sea a = max {Re z;

zeo (A)}, entonces para todo numero real t, se cumple que
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m-1

k
(4.12) Jexp(at)| = & ZJL:%I.L b

k=0
donde | J|representa la norma espectral definida en el
capitulo I.
B.- Si x e y son numeros complejos con parte real

positiva, Re x >0, Re y >0, entonces la funcion Beta de

Fuler B(x,y) definida por

1
(4.13) B(x,y) =[ C-w)Yt au
0]

es una funcion holomorfa en el semi-plano Re x >0, para un

numero complejo dado y, con Re y >0, vease [42,p.416].

Recordemos la formula, [26,p.14],

(4.14) Bix,y) = EL%%;gé%l , Re x >0, Re y >0

Observese que si definimos h{x) = x+y, entonces
I'(x+y) se puede escribir como la composicion de funciones

escalares, f(x) = I'(x+y) = (I'oh)(x), donde y es un numero

complejo fijo con Re y >0.

Sea A una matriz de c™™ tal que:
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(4.15) Re z >0 para todo valor propio z de A
Si escribimos v(x) = I'(x)T'(y), v r(x) = %%g% , de las

propiedades del calculo funcional matricial se deduce que

=1
r(A) = v(A)[f(A)] = T(A) T(y) I I (A+yl) =
(4.16)

= T(A) T(yI) T (A+yl)

Por (4.14) y (4.16), si A es una matriz que satisface
(4.15), estamos en disposicién de definir la funcion Beta

de Euler matricial B(A,yl) por la expresion
(4.17) B(A,yI) = T(A) T(yI) I (A+yI)

De la propiedad de simetria de la funcion Beta
escalar, B(x,y)=B(y,x), [42,p.416] y de los comentarios
anteriores, se sigue que B{(A,yI)=B(yI,A).

Es bien conocido que, [42,p.417}, la funcion B(x,y)

puede escribirse de la forma

/2
Bix,y) = ZJ sen* g cos® o do |, Re x >0, Re y >0
0

(4.18)
Si A es una matriz de R que cumple la condicion
espectral (4.15), en virtud del calculo funcional matricial

se deduce, a partir de (4.17) y (4.18), que B(A,yI) admite
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la representacion

/2
(4.19) B(A,yl) = ZJ‘ sen®* Yo cos® e do , Re y >0
0

Para mayor claridad en la presentacion de resultados
posteriores, vamos a incluir a continuacion el siguiente

lema.

LEMA 4.2 Sean k un entero k=0, y b un numero real

b>-1. Si denominamos por I(k,b) a la integral

/2 . N
(4.20) I{k,b) = |1n send|” sen'® do ,
0

entonces se demuestra que

]
(4.21) I(k,b) == ——k—m— , si -1<b<0
2 (1+b)
(4.22) 1(k,b) = X k!, si bz0
2
Demostracion. Por la conocida desigualdad de Jordan
(4.23) sen® =z 26/ , 0<0=n/2

se deduce que
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(4.24) 1n¥(sen"t0) = 1nk[§g] , 0<0=m/2

(4.25) sen’0 = (2o/m)° 0<0=m/2, ~-1<b<0

Ya que |In sene|" = n*(sente) , de (4.20), (4.24) y
(4.25) se sigue que
T

/2
(4.26) 1(k,b) sJ 1n“{-2—5] (20/7)° do ~1<b<0
0

Al efectuar el cambio de variable t=ln[§%] en la

integral del segundo miembro de (4.26) se obtiene

[14]
(4.27) I(k,b) = & J g Ot gy ~1<b<0
2 jo

Y por Gltimo se realiza la sustitucion u=(b+1)t, con
la que se obtiene

[s4]
1{k,b) = LN S W e™du =
2 (1+0)*"" Jo

(4.28)
_m 1

= = — k+1) -1<b<0
2 (14b)°"

De esta manera queda demostrada la desigualdad
(4.21). Para obtener (4.22) utilizamos (4.24) y la cota
sen®@ = 1, y al efectuar el citado cambio de variable

m

t=ln(§6], se deduce que
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Y asi queda demostrado el lema.

El siguiente teorema proporciona una cota superior de
la norma de B(A,yl) para matrices A que satisfacen la
condicion espectral (4.15) vy numeros complejos "y" tales
que Re y & 1/2. Posteriormente utilizaremos este resultado

para demostrar la acotacion de ciertos polinomios

matriciales.

TEOREMA 4.2 Yea A una matniy de R™" que oatisfoce
ta condicion (4.15) y Lamemos a=max{Re z; zeo(A)}. ¥i y eo
wmm’une/woomp&a}aoonReyzl/cho[de,e/wmow

descompasicion de $chun de lo matniy 2A-1,
(4.30) *2a-1)Q = A + N,

donde A eo diagonol y N eo nilpotente, entonces oe
demueostna que

k
[B(A,yD)| = Bla,3) + 5= [ﬂﬂﬂ] =y (@), 0<a<
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(4.31)

Yy
m~1 m-1
1 X k 1
|B(A,yI)| = B(a,5) + = IN|® = 7, (a) = nZ N, e
k=1 k=0
(4.32)
Demostracion. Por (4.12), si t es un numero real,

tenemos que

m-1
k
(4.33) Jexp((2a-1)t)| = 2" ZQ—L Kk

k=0

Sea 0<0=n/2, entonces sen”* o = exp[(ZA—I) ln(sene)]
y por (4.33) se obtiene que
1

-
K
(4.34) sen®* Tg| = sen’o INI” In seng|® , b=2a-1
k!
k=

(o}

B(a,%) , de (4.34) se sigue

N | e

/2 b
Como sen 6 do =
0

/2 a1
(4.35) | sen "o de =
0
R
= B(a,%) + ﬂ%#— J |In sené ¥ sen’o de
) 0
k=0
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Ahora tomando normas en (4.19) y utilizando el lema
4.2 y el dato de que Re y = 1/2, vy 0<e=n/2, por lo que
lcoszy49| < 1, queda demostrado el teorema.
C.- Terminamos esta seccion recordando un resultado
referente al orden de los terminos en una serie. Si T(n,k)

o mxm
es una matriz de R para kzo, n=zo, entonces se demuestra

de forma anéloga a la demostracion del lema 11 de [37,p.57]

que
[n/2]

(4.36) }: z: T(k,n) = E: }: T(k,n-2k)} ,
nz0 k=0 n=0 k=0

donde [n/2] representa la parte entera de n/2.
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4.4 POLINOMIOS MATRICIALES DE GEGENBAUER: DEFINICION Y

EXPRESIONES EXPLICITAS

Sea D una matriz de Rmxm, tal que
(4.37) o) n (Nu {~1,0}) =@

Introducimos la funcion generatriz matricial F(x,t) =

1
]—(I+D)

= [1—2xt+t2 2 = exp[ —;—(HD) 1og(1-2xt+t2)]. sir yr

2
son las raices de la ecuacion de segundo grado 1—2xt+t230,
y si r es el minimo del conjunto {]r1|,|r2}}, entonces la
funcion matricial F(x,t), considerada como funcion de t, es
analitica en el disco |t|<r, para todo numero real x tal

que |x!<1. Apoyéndonos en la teoria de variable compleja y

en el calculo funcional matricial [7], podemos escribir

1
. —(I+D)
(4.38)  Flx,t) = (1~2xt+t2]2 = ZPn(x)t" , [t]<r

n=0

Para hacer ver que F(x,t) es derivable téermino a
término con respecto a la variable x, notese que F(x,t),
definida para valores complejos de x dentro del disco

|x|<1, se puede considerar como

(4.39) F(x,t)zexp( %(I+D) log(l-th+t2)]:§Z:Pn(x)tn, |t]<r

nZ0
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donde log representa el argumento principal del logaritmo
que coincide con la funcion real logaritmica 1ln para
valores positivos del argumento, [42,p.72). S1 c>0y |t] es
suficientemente pequefio, la serie (4.39) es absolutamente
convergente en |x|<c. Entonces, aplicando el teorema de

Weierstrass [42,p.116], podemos escribir

a 5 %(D-{)
{(4.40) == F(X,t)=§:f”(X)tn=—(I+D)(“2t)[1—2xt+t]
ox n 2

n=0

Notese que tomando t=0 en (4.38) tenemos que
(4.41) F(x,0) = 1= Po(x)

Al derivar termino a termino con respecto a la

variable t, se obtiene

P 11 2 %‘D‘”
3t Flx,t) = z: nPn(x)tn- = E(I+D)(2t—2x)[1~2xt+t }
n=1
(4.42)
De (4.40) y (4.42) se deduce que
3 PN
(4.43) *afE‘ F(X,t) = (x~t) —a-')z F(X,t)
(4.44) C(x-t) (I+D)F (¢, £) = (1-2xt+t?) 2o Flx,t)
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(4.45) _t(I+D)F(x,t) = (1-2xt+t?) g—x F(x,t)

A partir de (4.40), (4.42) y (4.43) se obtiene que

(4.46) t Z nPn(x)t“"1 = x Z P;(x)t“ - Z P;(x)t“+1

n=1 n=0 nZ0

Al identificar los coeficientes de t" en ambos
miembros de (4.46) se deduce que xPé(x)=0 de acuerdo con

(4.41) y
(4.47) nPn(x) = XP;(X) "P;—1(X) , nz1

De (4.44) se obtiene

E: [(n—l)I—D]Pn(x)t"+1 - X }: [(2n—1)I—D]Pn(x)tn +

n=0 nZ0

(4.48)
+ E P ()t =0
n

n1

Al igualar a cero los coeficientes del primer miembro
de la ecuacion (4.48) se observa que x(I+D)PO(x)+P1(x)=O, 0
de otro modo, Pl(x)2~(1+D)x, y para nzl se obtiene la

relacion de recurrencia con tres terminos matriciales:
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(n+1)Pn+1(x) - x[(2n"1)I—D]Pn(x) + [(n—Z)I~D]Pn_1(x) =0

(4.49) nz1

De la ecuacion (4.45) se sigue que

}: P’ (x)t" —2x2: P'(x)t“*1+§: P'(x)t“*2+(1+n)§: P (x)t""=0
n n n n

n=0 n=0 n=0 n=0

(4.50)

(4.51) P’ (x) - 2xP'(x) + P’ (x) + (I+D)P (x) =0
n+l n n-1 n

Utilizando (4.47) para eliminar P;_l(x) de (4.51) se

llega a la ecuacion

(4.52) P’+1(x) - XP;(X) = [(n—l)I-D]Pn(x)

n

y finalmente, sustituyendo n por n-1 en (4.52), hallamos

que
(4.53) P’ (x) - xP’ (x) = [(n-2)I-DIP (%), n=zl
n n-1 n~1

De la ecuacion resultante al multiplicar (4.47) por X

y de (4.53) se obtiene por adicion que
(4.58)  (1=x)P (%) = [(a-2)I-DIP__ (x) - mxP (x),  n=l

Al derivar respecto a x la ecuacion (4.54) se tiene
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que

(1-x2)P" (x) ~ 2xP’ (x) = [(n-2)I-DIP’ (x) - nxP’(x) - nP(x)
n n n-1 n n

(4.55) nz1

y sustituyendo en (4.55) la expresién de P;ml(x) dada por

(4.47) se encuentra que
(1-x*)P" (x) + DP! () + nl(n-DI-DIP (x) = O

Por lo tanto, la funcion matricial Pn(x) para

nz0, es una solucion de la ecuacion

(1-x2)Y” (x) + xDY’ (x) + nl(n-1)I-D]Y(x) = O

Vamos a concluir esta seccion con la demostracion de
que la funcion matricial Pn(x) es un polinomio de grado n
bajo la condicion (4.37) y con la obtencion de una
expresién explicita del mismo.

Notese que F(x,t) definida por (4.38) se puede

escribir de la forma

1(I+D)
F(x,t) = [(1"xt)2—t2(x2—1))2 =
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1
2 2 —{(I+D)
= {(1~xt)2[1 - 3—55—:1%]}2
(1-xt)

y teniendo en cuenta la propiedad conmutativa (1.9},

1
t2<X2—1)]5‘“D’

(4.57) F(x,t) = (1—xt)‘““’[1 -
(1-xt)?

Al efectuar el desarrollo de Taylor en t=0 del ultimo
factor del segundo miembro de (4.57), y utilizar nuevamente

(1.9), se obtiene

k, 2k (X+D) -2kl

["%(I+D)]k(x2"1) ¥ (1-xt)
(4.58) Flx,t) = :
K!

donde [—%(I-#D)}k es la funcion factorial matricial definida
en (1.5). La matriz (-(I+D))k es invertible para k=0 debido
a la hipétesis (4.37). Ahora, consideramos el desarrollo de

(I+D)-2kI

Taylor de (1-xt) en (4.58) y de este modo

(4.59) F(x,t)

k, n+2k

1 n 2
——(I+D)] {(~(1+D)) % (x°-1)"t -1
[ 2 Kk n+2k [(M(I-#-D)) ]
k! n! 2k
nZ0 k=0

Utilizando las propiedades (1.8) y (4.36) podemos

escribir la expresion anterior de la forma

113



k, n+2k

(-(1+D)) x™ (x%-1)%t -1
Pl - (22 -
277 k! nt
nZ0 k=0

(4.60
[n/2] 2k, 2 K
(-(1+D)) %" " (x°~1) -1
n 1 n
- (2o
2%% k! (n-21)!
n=0 k=0

y al identificar (4.60) con la definicion (4.38),

concluimos que

[nr21]

K2 (121" 1 -1
(4.61) P (x) = (~I-D) [[-—— D] ]
n " 2% 1 (n-2k)t LU 2K

k=0

y de esta forma queda demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA 4.3 $ean D una matriy de RO que msenifica
ta condicion (4.37) y F(x,t) fa funcion genenatniy definida
pon (4.38). &ntonces Pn(x) ea un polinomic matnicial de
gwde n, powa  n=0, cuyo coeficiente  principol s
inuentible.

gL polinomic  matniciok Pn(x) puede  expresanne
explicitamente en tenminoo de D pon medic de (4.61) y
satisface lo ecuacion difenencial (4.56).

$9amanemos pobinomio matnicial n-esino de Gegenbauen

a Pn(x).
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NOTA 4.1 Los polinomios introducidos por el teorema
anterior coinciden para el caso escalar, (m=1), con los

polinomios de Gegenbauer , [37,p.279].
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4.5 ORTOGONALIDAD Y ACOTACION DE LOS POLINOMIOS MATRICIALES

DE GEGENBAUER

La acotacion de la sucesion de los polinomios

matriciales de Gegenbauer {P (x)} es de importancia
n
n=0

relevante a 1la hora de obtener desarrollos en serie
convergentes de funciones en terminos de tales polinomios
matriciales. Para este proposito asumiremos la condicion
espectral:

{(4.62) para todo valor propio zec(D), Re z < -1

Teniendo en cuenta que de (1.7), se sigue que

(2k)! = 22“[ % )kk! ,

(5] = (2], ()

tenemos que

1 _ ”1 mi -1 ml -
[——Z—(HD))R = I"[ ZD + (k 2)1} r ( 2(I-érD)] R k=0,

y de esta forma podemos expresar (4.61) como sigue
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(4.63) Pn(x) =

1 {n/2]
(-I-D) F[——D} 2 . K
= n 2 Z I'(k+1/2) (x7-1) 1.,-1[“_%13] 2K

rei/2) (2k)! (n-2k)!

De (4.17), (4.62) y (4.63) se deduce que

\
(-1-D) r[«%n r"l[—%(nn)}
P (x) = -
" r(1/2)
[n/2}
2 k
_ I'(k+1/2) (x"-1) F[—%(Im)] r-1(k1_%n] R
(2k)t (n-2k)!
k=0
1 1117}
- crm [a(2am. )]
[ns21 1 1
. Bl-=(I+D), (k+3)1
2 2 n-2k 2 k
. b (x°-1) =
(2k)t (n-2k)!
k=0
1 111"
= (MI—D)n[B[_i(I+D)’§I}] .
[n/2] K. 2 K
" (x%-1) /2 oot o
. ZJ sen @ cos” 0 de
(2k)! {(n-2k)! 0
k=0
(4.64)
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-D- k
Ya que [ sen 219 cos® do = 0, para enteros
)

positivos impares k, podemos escribir
1 1117
Pn(x) = (—I~D)n[B["§(I+D),§I)]

xnwk (xz_l )k/2

T
sen"?'g cos®e do =
k! (n-k)i )

-1
1 1
(“I"D)n[B[-z(I+D) ,'2-'1]]

n!

T n
J [x+(x2—1)1/zcose] sen"%g de
0

-
o
o
L

Tomando normas en (4.65) y utilizando que

lx+(x2~1)1/zcose = 1 para -1<x<1, se sigue

| (-1-D)_| ”B"l[—%(I+D),%I]“

T
1P )| = J |sen™"?'0| do
" n! o}

[(-1-D) | UB‘1[~%(1+D),%1]H

/2 Do
5 2 J usen“"' 0| de
0

n!

(4.66)
Obsérvese que si A=~%(I+D), entonces -D-21=2A-1, vy

por el teorema 4.2, tenemos que
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(1 Ly e
(a.67) [P (0] = 7,(a) |B [——2-(I+D),—2-I]U a2
donde
(4.68) a = max{ -%(1 + Re z) ; zeo(D) }

y Wl(a), wz(a), vienen definidos por el segundo miembro de
(4.31) y (4.32), respectivamente, y N es la matriz
nilpotente que aparece en la descomposicién de Schur de

-{D+21),

(4.69) -Q"(D+21)Q = A + N

A continuacion, vamos a introducir algunas
definiciones relacionadas con el concepto de ortogonalidad

de modo analogo a las dadas para el caso escalar en

[2,p.6].

DEFINICION 4.1 Dadas una oucesion de matrices de R

{Qn} Ly L P ) —— R™", definida pon
n=0

2 [x'I] = Q n=0,1,2,...
(4.70)

$[A1Q1(X) + AzQz(X)] = A1$[Q1(x)] + ALI0 0],

donde Aiemmm y Q (0eP (x) pona i=1,2.
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Entonces decimoa que £ ea el funcicnal momento

! . . 2 ! gu -! po/l ea c’ d/e { ! . . g

{Qn} .sdnnﬂe&wnwmamnenmmuauldemdenn.
n=0

DEFINICION 4.2 Sea Pn(x) un polinomic matnicial con

nz0. Decimoo que {Pn(x)} es una oucesion de pobinomios

nZ0
ontogonales motnicioles con nespecto ol funcional momento
matniciol £ oi, pora todos n,s, entenos no negotinoe, oe

cumple que

(1) Pn(x) es un polinamic matrhicial de grado n
con coeficiente principal insentible.

(i1) $[Pn(x)Ps(x)] =0 , pana n#s.

(1i1) $[Pi(x)] en inuentible pana nz0.

EJEMPLO 4.1 Sea D una matriz de R que verifica

la condicion (4.37); definimos la funcion peso matricial

W{x), de la forma
, «%(D+21)
(4.72) Wi{x) = (lmx ] , -1<x<1

Notese que W(x) es integrable en (-1,1) ya que
1 1 Lipean
[ Haee) _pftr -tp) = B[t
j‘ W(x) dx = J [1 X ] dx = B(ZI, ZD] B( 2D,§I]
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Asumiendo la condicion (4.37), definimos el funcional

momento matricial £ mediante

—%(D+21)
] dx = 0 ,

1
(4.73) 21x? ] =‘[ XzW1(1_X2
-1

1

- 1 2 - »%(D+21) 1 n—-é— »%(mzl)
£Ix“"1] =| x “(1-x ) dx = t (1%] dt=
- 0

1

(4.74)

_ 1 1 . 1 l
= B[(n+z)1, -Z‘D] = B[ 2D,(n+2)1]

e 4
A continuacion demostraremos que, bajo la condiclon

(4.37), la sucesion de polinomios matriciales de Gegenbauer

{Pn(x)} es ortogonal con respecto al funcional momento
nZ0

matricial £ definido por (4.73) y (4.74).

Por el teorema 4.3 tenemos que los polinomios P (x)
n

verifican
(4.75) (1-x*)P“(x) + xDP’ (x) + nl(n-1)I-DIP (x) = 0
Consideremos el cambio

(4.76) Pn(X) = Un(x)T(x) , T(x) = (1-x2) @274

Al efectuar las derivadas de T(x) se deduce que
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T (x) = —g(D+21)(1~xz)"1T(x)
(4.77)

T/ (x) = %(D+21)(Dx2/2 - D (1-x3)"?T(x)

Ahora sustituimos (4.76) en la ecuacion (4.75) vy

utilizamos (4.77) para llegar a que

(4.78) [(1-x2)Ug(x) - 2xU;(x) + Un(x)Kn(x)]T(x) = 0
donde

(4.78) K (x) = - %(D+21)(1—x2r* + nl(n-1)1-D]

Postmultiplicando la ecuacion (4.78) por %) y

simplificando la expresién resultante se obtiene
(4.80) [(1*x2)U’(x)] + U (x)K (x) =0
n n n

Postmultiplicando (4.80) por Um(x) y restando la

ecuacion resultante de {[(1~x2)U;(x)]l+ Um(x)Km(x)}Un(x)=0,

se llega a que
(l—xz)[U;(x)Un(x) - U;(X)Um(X)], =
(4.81) |

= —={m~n) [ (m+n-1)I-DJU (xIU (%)
n m

Al efectuar la integral de (4.81) en (-1,1) resulta
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que

1
0 = (m~n)[(m+n*1)I-D]J, Un(x)Um(x) dx
-1

y teniendo en cuenta la transformacién (4.76), la
definicion (4.72) y la condicion espectral (4.37) se

concluye que

1
(4.82) J“ Pn(x)W(x)Pm(x) dx = 0 , m#n.
-1

B 2 ~32-(D+2I)
Notese que por (1.9), W(x)=[1—x ] conmuta con
Pm(x) para mz0 y entonces debido a (4.73) vy (4.74) podemos

escribir (4.82) de la forma

(4.83) Z[Pn(x)Pm(x)] =0 , m#n.

Por ultimo obtendremos la expresién de '$[P2(x)] y
n
comprobaremos que es invertible para nz0.
Sustituyendo n por n-1 en la relacion de recurrencia

(4.49) tenemos dque
nPn(x) - x[(Zn“B)ImD]anl(x) + [(n=3)1=D]an2(x) = 0, nz=2

(4.84)

Al efectuar la diferencia entre el producto de
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[(Zn—l)I—D]Pn(x) por (4.84) y el producto de

[(2n—3)I~D]Pn_1(x) por (4.49), se obtiene que

nl(2n-1)1-DIP?(x) + [(n-3)I-D][(2n-1)I-DIP ()P _(x) +
(4.85) —(n+1)[(2n~3)I—D]Pnﬂ(X)PW4(X) +

- [(n-2)I-D][(2n-3)1-DIP”_(x) = 0, nz2

Si multiplicamos (4.85) por W(x) e Iintegramos en
(-1,1), teniendo en cuenta (1.9) y 1la relacion de

ortogonalidad (4.84), resulta que

1
_ n[(2n—1)I—D]J) Pi(x)W(x) dx =
-1
1

2

= [(n-Z)I-D][(Zn—S)I-D]J Iikl(x)W(x) dx ,

-1

y de este modo, para n=2, se verifica que

=1
217700 = [(n”Z)I—D][(2n—3;I~D][(2n~1)I—D] 21 (0]
o bien, $[Pi(x)] =
= (ImD)("D)(“D+I)‘A;(“D+(n“2)l) [(2nm1)1—D]“1£[Pf(x)]
(4.86) n=2

De la definicion de ¢ dada por (4.73) y (4.74) y

teniendo en cuenta dque Po(x)zl y Pl(x)=_(I+D)x, se tiene
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que
z[Pf(x)] = (1+D)22[x°1] = (I+D)°B(-D/2,31/2) =
(4.87)

va (-1-D) T(-D/2) rl(-(14D)/2) (-D/2 + 1/2)7

H

11

$[P2(x)] = ¢[1] = B(-D/2,1/2) =
(4.88)

Vi (-1-D), T(-D/2) 1 (=(1+D)/2) (-D/2 - 1/2)7"

0!

Notese que podemos afirmar por (4.86), (4.87) vy
(4.88) que $[Pi(x)] es invertible para nz0. Por los
comentarios precedentes queda demostrado el siguiente

teorema.

TEOREMA 4.4 Yea D una matniy de R que nenifica
Lo condicion (4.37). Entonces Lo oucesion de polinomios

mathicioles de Gegenbauen {Pn(x)} definidos en (4.61) eo
0

n=

uno auceaion ontogonal con necpecte of funcional mamento
motricial £ dado en ef ejemplo 4.1 pon law expresiones
(4.73) y (4.74).

Yo expresion explicito de $[Pi(x)] eo Lo siguiente:

D) -1 I+D) (D 1
Vi (-1-D)_ r(mi] r [-«§~} [_é +(nm§)1]

-1

2IPP(x)] =
n

n!

(4.89) nz0.
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