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RESUMEN

En esta tesis se abordan dos problemas fundamentales relacionados con los estudios
de estabilidad y seguridad de reactores nucleares, donde es necesario resolver eficien-
temente sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión. El primero de
ellos está relacionado con el problema de los modos Lambda de la ecuación de difusión
neutrónica aplicada a un caso de estudio (reactor Ringhals–I, tipo agua en ebullición
o BWR), que constituye un problema de valores propios generalizado. El segundo pro-
blema está relacionado con la resolución de un sistema de ecuaciones lineales disperso
de gran dimensión que surge de la discretización temporal de la ecuación de difusión
neutrónica aplicada a otro caso de estudio (reactor Leibstadt, tipo BWR) y que debe
resolverse en distintos pasos de tiempo.

Para la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión
asociados al problema de los modos Lambda, en esta tesis se ha realizado un estudio
numérico del comportamiento secuencial y paralelo de algunos de los métodos que resuel-
ven este tipo de problemas, tales como: métodos directos, métodos iterativos y métodos
basados en subespacios de Krylov. Para realizar el estudio se han utilizando libreŕıas
de libre distribución, tanto secuenciales como paralelas. Con los resultados obtenidos,
se han identificado aquellos métodos y libreŕıas que resuelven más eficientemente los
sistemas lineales para el caso de estudio seleccionado.

Para la resolución de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos del caso dinámico,
en esta tesis se han propuesto métodos iterativos multipaso para la aceleración de su
resolución, los cuales también se han implementado secuencial y paralelamente utili-
zando libreŕıas de libre distribución. En la experimentación de estos métodos iterativos
multipaso propuestos se ha podido comprobar que se ha alcanzado una aceleración con-
siderable y que pueden ser una opción apropiada para llevar a cabo simulaciones más
complejas.

Los algoritmos que resuelven los problemas planteados en esta tesis y sus implementa-
ciones paralelas se han evaluado experimentalmente con respecto a tiempo de ejecución,
aceleración (speedup) y eficiencia en dos plataformas paralelas de memoria distribuida.
Los resultados han mostrado que las implementaciones paralelas disminuyen considera-
blemente los tiempos de ejecución secuenciales, y las aceleraciones y eficiencias han sido
aceptables.





SUMMARY

This thesis addresses two key problems related to stability and security studies of
nuclear reactor cores, where it is necessary to solve very-large sparse linear equations
systems efficiently. The first one is related to Lambda modes equation problem of the
neutron diffusion equation applied to a realistic test case (Ringhals–I nuclear reactor,
which is a boiling water reactor or BWR type), and it constitutes a generalized eigenvalue
problem. The second one is related to the solution of very-large sparse linear equation
systems that arise from the temporal discretization of the neutron diffusion equation
applied to another realistic test case (Leibstadt nuclear reactor, which is a BWR type)
and they must be solved in different time steps.

In order to solve the very–large sparse linear equations systems associated with the
Lambda modes problem, in this thesis we have carried out a numerical study of the
sequential and parallel performance of direct, iterative and Krylov–based iterative met-
hods. This study has been done using sequential and parallel free distribution libraries.
With the numerical results from this study we have identified all those methods and
libraries that solve efficiently the sparse linear equation systems for the test case.

On the other hand, to solve the sparse linear equation systems related to second
problem, in this thesis we have proposed second–degree iterative methods to speedup
their solution. These methods have been implemented using sequential and parallel free
distribution libraries. Several experiments carried out with second–degree iterative met-
hods have showed a significant speedup of the solution process and they can be an option
to carry out more complex simulations.

The algorithms which solve the problems presented in this thesis and their parallel
implementations have been evaluated with respect to execution time, speedup and effi-
ciency in two distributed memory parallel platform. Numerical experiments have showed
that parallel implementations reduce significantly sequential execution times and overall
parallel performance has been satisfactory.





RESUM

En aquesta tesis s’aborden dos problemes fonamentals relacionats amb els estudis
d’estabilitat i seguretat de reactors nuclears, on esdevé necessari resoldre eficientment
sistemes d’equacions linials dispersos de gran dimensió. El primer d’ells està relacionat
amb el problema dels modes Lambda de la equació de difusió neutrònica aplicada a
una cas d’estudi (reactor Ringhals–I tipus aigua en ebullició o BWR), que constitueix
un problema de valors propis generalitzats. El segon problema està relacionat amb la
resolució d’un sistema d’equacions linials disperses de gran dimensió que surt de la dis-
cretizació temporal de la equació de difusión neutrònica aplicada a un altre cas d’estudi
(reactor Leibstadt, tipus BWR) i que ha de resoldres en diferents passos de temps.

Per a la resolució dels sistemes d’equacions linials dispersos de gran dimensió associats
al problema dels modes Lambda, en aquesta tesis s’ha realitzat un estudi numèric del
comportament seqüencial i paral·lel d’alguns dels mètodes que resolen aquests tipus de
problemes, tals com: mètodes directes, mètodes iteratius i mètodes basats en subespais
de Krylov. Per a realitzar aquest estudi s’han emprat llibreries de lliure distribució, tant
seqüencials com paral·leles. Amb els resultats obtesos, s’han identificat aquells mètodes i
llibreries que resolen més eficientment els sistemes linials per al cas d’estudi seleccionat.

Per a la resolució dels sistemes d’equacions linials dispersos del cas dinàmic, en
aquesta tesis s’han propost mètodes iteratius multi–pas per a l’acceleració de la seua
resolució, els quals també s’han implementat sequencialment i paral·lelament utilitzant
llibreries de lliure distribució. En l’experimentació d’aquestos mètodes iteratius multipas
propostos s’ha pogut comprobar que s’ha assolit una acceleració considerable i que poden
ser una opció apropiada per dur a terme simulacions més complexes.

Els algorismes que resolen aquestos problemes plantejats en aquesta tesis juntamente
amb les seues implementacions paral·leles han estat avaluats experimentalment respecte
al temps d’execució, acceleració (speed–up) i eficiència en dues plataformes paral·leles
de memòria distribüıda. Els resultats han mostrat que les implementacions paralel·leles
disminueixen considerablement els temps d’execució seqüencials, i les acceleracions i les
eficiències han estat acceptables.
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las Libreŕıas Hypre y PETSc . . . . . . . . . . . . . . . . 144
5.3.6. Conclusiones del Caso Dinámico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

6. Extensión de los Métodos y Algoritmos con más de
2 Grupos de Enerǵıa 149
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Índice de tablas

4.1. Operaciones de matriz en PETSc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

5.1. Propiedades de los bloques Lii del reactor Ringhals–I . . . . . . . . . . . . 100
5.2. Métodos iterativos utilizados en las libreŕıas SPARSKIT y PETSc . . . . 101
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mo) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
5.36. Tiempos de ejecución (segs) para el método MMGS2 (ω1, ω2 óptimos) . . 132
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5.8. Gráfica de speedup en las libreŕıas de PETSc y pARMS . . . . . . . . . . 122

ix
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5.20. Gráfica de speedup y eficiencia con las libreŕıas de Hypre y PETSc en la
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nativa 2). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

6.3. Distribución de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versión 1 . 165
6.4. Distribución de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versión 2 . 166

x
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22. Método Multipaso Gauss–Seidel con 2 Parámetros de Relajación y Tole-
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Caṕıtulo 1

Introducción

La modelización matemática de muchos fenómenos f́ısicos involucra la utilización de
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales (EDP). Uno de los fenómenos f́ısicos con
más interés actualmente, es la modelización de la difusión de neutrones en el interior
del núcleo de un reactor, especialmente reactores de agua en ebullición o tipo BWR (del
Inglés Boiling Water Reactor) [85] [98], dado su impacto en la mejora de la seguridad en
las centrales nucleares, y donde la resolución numérica rápida y eficiente de la ecuación de
la difusión neutrónica (EDN) constituye una herramienta fundamental para la simulación
y la prevención de desastres nucleares.

En el proceso de la resolución de la EDN pueden identificarse dos cálculos distintos
aunque complementarios. El primero de ellos tiene como objetivo determinar la configu-
ración estática del reactor en un instante de tiempo, y que toma la forma de un problema
de valores propios generalizado. El otro tipo de cálculo se realiza para el estudio de un
transitorio a partir de una perturbación efectuada sobre una configuración estática del
reactor, utilizando para ello la EDN dependiente del tiempo.

La forma común de resolver la EDN es discretizándola, es decir, aproximando las
EDP que la conforman mediante ecuaciones algebraicas que involucran un número finito
de incógnitas. Para realizar estas aproximaciones se pueden utilizar diversos métodos,
como métodos en diferencias finitas [128] [17], métodos nodales [49] [117] [60] y métodos
basados en elementos finitos [59]. Con la discretización es posible reducir el problema
original, al problema de resolver sistemas de ecuaciones lineales cuyas matrices de coe-
ficientes se caracterizan, generalmente, por ser de gran tamaño y dispersas.

Una vez discretizadas las EDP involucradas, se hace necesario resolver numéricamen-
te los sistemas de ecuaciones lineales resultantes. Para la resolución numérica de estos
sistemas existen también diversos métodos, tanto directos [124] [21] [125] [24] (Gauss,
Crout, etc.) como iterativos clásicos [126] [113] (Jacobi, Gauss–Seidel, Sobrerrelajación)
e iterativos basados en subespacios de Krylov [91] [84] [66] (Gradiente Conjugado, Re-
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siduo Mı́nimo Generalizado, entre otros).

Los problemas planteados en párrafos anteriores se caracterizan por ser problemas de
gran dimensión, y la automatización de sus soluciones mediante cómputo secuencial no
es factible con respecto a los tiempos de respuesta ideales para efectos de simulación o
predicción. Aśı pues, para predecir con precisión el comportamiento estático y dinámico
de los reactores BWR, se hace necesario desarrollar, además de métodos computacionales
secuenciales, métodos computacionales paralelos que permitan reducir los costes asocia-
dos a la resolución numérica de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) de
gran dimensión que surgen de la discretización de la EDN en su forma estacionaria y
dinámica. La siguiente sección establece los objetivos principales de la presente memoria.

1.1. Objetivos

Conforme a lo dicho anteriormente, los objetivos principales de este trabajo de in-
vestigación son

F Estudiar, probar y evaluar distintas libreŕıas numéricas de libre distribu-
ción que permitan identificar los métodos más eficientes en la resolución
de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión aso-
ciados con la EDN multigrupo en su forma estacionaria de un caso real,
y

F Diseñar, implementar, evaluar y extender algoritmos secuenciales y pa-
ralelos iterativos multipaso para resolver eficientemente los sistemas de
ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión que surgen en la dis-
cretización de la EDN multigrupo dependiente del tiempo de un caso
real.

Para alcanzar los objetivos de este trabajo de tesis, se han definido los siguientes
objetivos espećıficos:

• Identificar libreŕıas del álgebra lineal numérica, tanto secuenciales como
paralelas, que permitan la representación, la manipulación de operacio-
nes y la resolución de sistemas dispersos de ecuaciones lineales de gran
dimensión.

• Conformar una bateŕıa de matrices prueba, obtenidas de la discretiza-
ción 3D de la EDN multigrupo partiendo de núcleos de reactores de agua
en ebullición (tipo BWR) reales, que aborden tanto el caso estacionario
como el caso dinámico.
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• Realizar un estudio experimental que permita observar el desempeño
ofrecido por métodos directos e iterativos contenidos en libreŕıas numéri-
cas de libre distribución, para la resolución secuencial y paralela de los
SELD asociados a la EDN multigrupo, tanto para el problema estacio-
nario como dinámico de los casos de estudio abordados.

• Con base en el estudio experimental, seleccionar aquellos métodos y
libreŕıas, tanto secuenciales como paralelas, que resulten más eficientes
para resolver los SELD de los casos de estudio abordados.

• Investigar los fundamentos de los métodos iterativos multipaso y su
aplicación, a fin de proponer métodos iterativos multipaso que
busquen resolver eficientemente los sistemas de ecuaciones lineales dis-
persos que surgen de la discretización de la EDN multigrupo en el caso
dinámico.

• Implementar secuencial y paralelamente, utilizando las libreŕıas más
eficientes y adecuadas, los métodos iterativos multipaso propuestos para
resolver los SELD de los casos de estudio.

• Evaluar el desempeño secuencial y paralelo de los métodos iterativos
multipaso propuestos con base en criterios de convergencia y métricas
de paralelismo como tiempo de ejecución, speedup y eficiencia.

1.2. Motivación

Los problemas de estabilidad de los reactores tipo BWR han sido una gran preocupa-
ción desde los primeros experimentos de su diseño alrededor del año 1950. Generalmente
estos reactores producen oscilaciones en la potencia y el caudal, durante su arranque o
parada. Tanto en pruebas de estabilidad como en algunos sucesos de inestabilidad duran-
te la operación comercial de estos reactores se han observado dos tipos de oscilaciones.
En el primer tipo de oscilaciones detectadas la potencia del reactor vaŕıa de la misma
forma con una frecuencia cercana a los 0.5 Hz. y se conoce con el nombre de oscilaciones
en fase. En el otro tipo de oscilaciones se observa que la potencia de una parte del reactor
crece mientras que en la otra parte del reactor decrece manteniéndose la potencia media,
aproximadamente constante y se denominan oscilaciones fuera de fase. La detección y
predicción de estas oscilaciones mediante una correcta modelización del fenómeno f́ısico
es de vital importancia para mejorar la seguridad de los reactores BWR.

En particular se suele utilizar la EDN en la aproximación de dos grupos de enerǵıa:
el rápido y el térmico; y se supone que los neutrones se producen en el grupo rápido
de enerǵıa y no hay procesos de dispersión (o trasvase de enerǵıa) de neutrones del
grupo térmico al rápido. Este modelo consiste en un conjunto de sistemas de ecuaciones
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en derivadas parciales lineales con coeficientes variables que hay que integrar para la
geometŕıa del núcleo del reactor.

Un primer problema asociado con este modelo, es la resolución de la ecuación de los
modos Lambda que es un problema parcial de valores propios generalizado asociado a un
operador diferencial no autoadjunto. La obtención de los valores propios dominantes y las
correspondientes funciones propias asociadas, tanto a este problema como al problema
adjunto, es de interés ya que el valor propio dominante, conocido como constante efectiva
del reactor (keff) [98], proporciona una idea de la distancia de la configuración estudiada
del reactor de una configuración cŕıtica en la que la reacción en cadena se mantiene. La
correspondiente función propia (o modo fundamental), describe el estado estacionario
del reactor para una configuración dada, siendo el punto de partida para cualquier
transitorio que se quiera estudiar, y constituye el segundo problema asociado al modelo
[1]. Este segundo problema, que está relacionado con el estudio de transitorios durante
el funcionamiento del núcleo del reactor, se caracteriza por la necesidad de resolver
eficientemente SELD de gran dimensión durante distintos pasos de tiempo. Sin embargo,
recientemente existe el interés por extender estudios de la EDN utilizando 4, 7 o más
grupos de enerǵıa [23], lo cual hace aun más desafiante los problemas que plantea.

Por tal razón, la resolución rápida y eficiente de los SELD involucrados, el desarrollo
de nuevos algoritmos, aśı como la identificación de todas aquellas herramientas hardware
y software más apropiadas para este propósito, será de gran beneficio cuando se intente
resolver ambos problemas fundamentales.

1.3. Estado del Arte

Dentro de los métodos de discretización que comúnmente se han utilizado para rea-
lizar cálculos estáticos y dinámicos de reactores están los métodos nodales [2], que se
clasifican en métodos nodales avanzados anaĺıticos (ANMs) [105], y los métodos nodales
basados en desarrollos (NEMs) [72]. Otros métodos son los basados en el desarrollo del
flujo neutrónico en polinomios cuyos coeficientes se calculan mediante una técnica de
pesado de residuos [77]. Otra aproximación utilizada en programas comerciales consiste
en resolver la ecuación de la difusión de un grupo modificada dependiente del tiempo
mediante una aproximación cuasi–estática [127].

Se han desarrollado métodos nodales consistentes para el cálculo de transitorios que
hacen uso de desarrollos de los flujos neutrónicos y de los flujos transversales en cada no-
do en términos de polinomios de Legendre [117]. Dentro de las propiedades importantes
de este último, que es un método de colocación nodal lineal, es que es idéntico al método
de diferencias finitas centradas en las caras de la red del proceso de discretización [60].

Terminada la etapa de discretización, se hace necesario resolver numéricamente los
sistemas de ecuaciones lineales resultantes de este proceso. Para la resolución numérica
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de estos sistemas existen métodos directos y métodos iterativos. Los mayoŕıa de los
métodos directos para el caso disperso ejecutan una factorización LU [21] [125] [24]
sobre la matriz original y tratan de reducir el costo mediante la minimización del relleno
(fill-in), es decir, la introducción de elementos diferentes de cero, durante el proceso de
eliminación en posiciones en que inicialmente hab́ıan ceros.

Existen aplicaciones en donde los métodos directos, se han estado utilizando pre-
ferentemente sobre los métodos iterativos debido a su robustez y a la precisión de las
soluciones encontradas. Sin embargo, los métodos iterativos han demostrado buena com-
petencia con la aparición de métodos tipo Gradiente Conjugado (GC), que combinadas
con iteraciones sobre subespacios de Krylov pueden proporcionar procedimientos de
propósito general eficientes y sencillos, alcanzando la calidad de sus contrapartes di-
rectas. Los métodos iterativos también se han caracterizado por su relativa fácilidad
para ser implementados sobre computadoras de alto desempeño, más que los métodos
directos [91]. Dentro del conjunto de métodos iterativos para resolver sistemas lineales
dispersos de gran dimensión, se encuentran:

• Los métodos iterativos clásicos como [126] [113]: Jacobi, Gauss–Seidel
y Sobrerelajación.

• Los métodos iterativos basados en subespacios de Krylov, como: Gra-
diente Conjugado (GC) [66] [76], Residuo Mı́nimo [84] (basado en el
Método de Lanczos), Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) [93] [122]
(basado en el algoritmo de Arnoldi [7] [76] [91] [53]).

• Métodos multinivel, que intentan mejorar la eficiencia de los métodos
iterativos clásicos en función del uso de diferentes tamaños de mallas
en la discretización del problema tratado [12] [58] [73] [86].

• Otros métodos basados en subespacios de Krylov para matrices no
simétricas: Gradiente Biconjugado (BCG) [31], Gradiente Conjugado
Cuadrado (CGS) [107], Residuo Cuasi–Mı́nimo Libre Transpuesto (TFQMR)
[38] [39], Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB) [112] y GM-
RES reiniciado [93].

Se pueden encontrar trabajos de investigación donde se emplean métodos iterativos
para resolver diversos problemas. Por ejemplo, en [82] se propone un algoritmo paralelo
basado en una versión aśıncrona de un esquema iterativo de segundo grado; en [6] se
propone un conjunto de métodos iterativos no estacionarios paralelos para la resolución
de sistemas no lineales; en [16] se pueden encontrar métodos iterativos paralelos basados
en multipartición para resolver sistemas lineales hermı́ticos y definidos positivos.
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El problema estacionario de la EDN ha recibido gran atención por su importancia
como paso previo que hay que resolver, para estudios de estabilidad y seguridad en
reactores nucleares. El problema estacionario, implica en realidad un problema de valores
propios generalizado. Este problema ha dado lugar a estrategias de resolución aplicadas
con éxito en métodos como Jacobi–Davidson [115], técnicas basadas en la Iteración del
Subespacio [120] [119], Arnoldi con reinicio impĺıcito [62] [63] [108] aśı como métodos
basados en Homotoṕıa [65].

Por otro lado, entre los trabajos que intentan resolver la EDN dependiente del tiempo,
usando códigos de dominio público, se encuentran los que usan los códigos DASPK [13]
y FCVODE [67]. Estos códigos han sido utilizados como base en trabajos como [40] [41],
donde se aplican a casos pequeños 2D y 3D; o en trabajos como [42], donde se describen
las actividades que se están llevando a cabo en la Universidad Politécnica de Valencia,
para acelerar y extender códigos para la solución de la EDN modelada con 2 grupos de
enerǵıa en casos 3D grandes de reactores reales.

Es importante mencionar que la técnica de discretización utilizada dicta, muchas
de la veces, los métodos numéricos que serán utilizados para resolver los sistemas de
ecuaciones que surgen. Por ejemplo, en [102] la EDN es discretizada usando un método
de volumen finito mixto de celdas centradas (NEM–M0) en el espacio y un método que
combina Crank-Nicholson aśı como un método de diferencias finitas hacia atrás de dos
pasos (BDF–2) en el tiempo, donde los sistemas de ecuaciones que surgen son resueltos
con técnicas multimalla, aśı como con el método del Gradiente Biconjungado estabilizado
(BICGSTAB) precondicionado.

Sin embargo, un problema latente es que conforme los problemas 2D y 3D de la
EDN se modelan con más de 2 grupos de enerǵıa, los sistemas de ecuaciones dispersos,
como producto de la discretización, son de mayor dimensión, creando nuevos desaf́ıos y
la necesidad de desarrollar e implementar nuevos métodos numéricos. Por esta razón, el
presente trabajo propone la utilización y paralelización de métodos multipaso [126], que
aprovechen las caracteŕısticas de los bloques que conforman los sistemas de ecuaciones
a resolver.

La aplicación de métodos multipaso a problemas relacionados con la resolución de
los sistemas dispersos de la EDN dependiente del tiempo puede encontrarse en trabajos
como [14], donde se exponen los resultados de la aplicación de estos métodos a problemas
dinámicos de pequeños reactores 2D y 3D.

1.4. Metodoloǵıa e Hipótesis

La metodoloǵıa del trabajo ha estado fundamentada especialmente sobre actividades
como: lectura de art́ıculos cient́ıfico–técnicos y tesis de doctorado relacionados con la
EDN y los problemas asociados a ella (problema estacionario y dinámico); investigación
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sobre los fundamentos y caracteŕısticas principales de los métodos de resolución de SELD
(métodos directos e iterativos); investigación, práctica y uso de libreŕıas numéricas se-
cuenciales y paralelas que manipulen matrices dispersas; aplicación y diseño de métodos
iterativos multipaso; aśı como aprendizaje y entrenamiento en el uso de recursos hard-
ware y software disponibles en centros educativos como la Universidad Politécnica de
Valencia y otros centros de investigación como el National Energy Research Scientific
Computing Center (NERSC) en los Estados Unidos de Norteamérica.

1.4.1. Métricas de Evaluación

Para la evaluación secuencial y paralela de los métodos implementados en esta tesis
se han utilizado las siguientes métricas que son [74]:

• Tiempo de ejecución, que en esta tesis se denotará con Ts el tiem-
po de ejecución secuencial mejor y con T1 el tiempo de ejecución del
programa paralelo con p = 1 procesador y, en general, Tp el tiempo de
ejecución paralelo con p procesadores.

• Aceleración de ejecución (Speedup), que mide la ganancia de velo-
cidad de ejecución del algoritmo paralelo con respecto al mejor algorit-
mo secuencial que resuelve el mismo problema. El speedup, por tanto,
está dado por:

Sp =
Ts
Tp

;

idealmente se espera que el Speedup sea igual al número de procesadores
empleados [74].

• Eficiencia, que mide el porcentaje del tiempo de ejecución que los
procesadores se mantienen útilmente empleados. La eficiencia se expresa
como:

Ep =
Sp
p

;

donde la eficiencia ideal es igual a 1 [74].

1.4.2. Hipótesis

La hipótesis planteada en esta tesis es que el uso de métodos iterativos basados
en subespacios de Krylov y métodos iterativos multipaso combinados con el poder que
ofrecen las herramientas de computación de altas prestaciones pueden ayudar a resolver
eficientemente los SELD de gran dimensión que surgen de la discretización de la EDN,
tanto en el caso estacionario como en el dinámico. Aunado a esto, y dada la estructura a
bloques del problema, es posible aprovechar las caracteŕısticas de los métodos iterativos
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multipaso, para realizar simulaciones de este tipo con más de dos grupos de enerǵıa
en un futuro cercano, lo que redundará en simulaciónes más realistas y complejas que
permitirán un mejor conocimiento de los aspectos de seguridad y control en la industria
nuclear.

1.5. Organización de la Tesis

Este documento está organizado como sigue: en el caṕıtulo 2 se plantean los proble-
mas asociados a la resolución de la EDN que se abordan en esta tesis: por una parte, la
resolución de los sistemas de ecuaciones lineales de gran dimensión que aparecen en la
solución de la ecuación de los modos Lambda, resultado de discretizar la EDN con dos
grupos de enerǵıa en estado estacionario; por otra parte, la resolución de un sistema de
ecuaciones lineales disperso (SELD) de gran dimensión para el estudio de transitorios,
resultado de discretizar la EDN en el tiempo.

En el caṕıtulo 3 se presenta una descripción general de los diversos métodos y pre-
condicionadores para la resolución de SELD: métodos directos, métodos iterativos (es-
tacionarios, no estacionarios) aśı como también los métodos multipaso.

En el caṕıtulo 4 se especifican las plataformas computacionales, tanto secuenciales
como paralelas, utilizadas en los experimentos numéricos para resolver los problemas
antes mencionados. Además, se introducen las libreŕıas numéricas de libre distribución,
tanto secuenciales como paralelas, que serán aplicadas y evaluadas a lo largo del presente
trabajo.

La presentación, desempeño y análisis de los distintos experimentos secuenciales y
paralelos realizados con las libreŕıas numéricas para resolver los sistemas de ecuaciones
dispersos asociados a la EDN en su forma estacionaria, aśı como los resultados obtenidos
de la aplicación de los distintos métodos multipaso propuestos por este trabajo de tesis
para el caso dinámico de la EDN multigrupo se muestran en el caṕıtulo 5. Además,
se presentan los coeficientes de desempeño paralelo obtenidos de las diferentes pruebas
aqúı descritas.

El caṕıtulo 6 muestra los resultados de un estudio, basado en ciertas suposiciones
acerca de los flujos neutrónicos, de la estructura que tendŕıan las matrices asociadas
a la EDN, tanto en el caso estacionario como dinámico, utilizando más de dos grupos
de enerǵıa. En particular, se presenta un estudio de las estrategias y algoritmos de
paralelización que pueden utilizarse para el caso hipotético con cuatro grupos de enerǵıa.

Por último, en el caṕıtulo 7 se presentan las conclusiones finales y trabajos futuros
que se derivan de este trabajo de tesis.
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Caṕıtulo 2

Planteamiento de los

Problemas asociados a la

Ecuación de Difusión

Neutrónica

2.1. Introducción

Este caṕıtulo tiene como objetivo presentar la ecuación de difusión neutrónica (EDN)
dependiente del tiempo utilizada para estudiar fenómenos relacionados con la distribu-
ción de neutrones en el interior del núcleo de un reactor. La distribución de neutrones
en un reactor nuclear, es función de la posición, la enerǵıa y el tiempo. La ecuación
constituye un sistema de ecuaciones en derivadas parciales, por lo que su resolución
numérica precisa de métodos de discretización, tanto para la parte espacial como para la
parte temporal. Mucha de la información mostrada en este caṕıtulo puede encontrarse
en forma más detallada en [81] [47] [117] [116].

El presente caṕıtulo se ha organizado de la siguiente manera. La sección 2.2 presenta
los fundamentos de la EDN. En la sección 2.3, se presenta el problema estacionario
relacionado con la EDN, conocido también como el problema de la ecuación de los
modos Lambda. En la sección 2.4, se presenta el problema asociado al caso dinámico de
la EDN y que es fundamental para estudios de estabilidad y seguridad en los reactores
nucleares. Por último, en la sección 2.5 se enuncian algunas conclusiones del caṕıtulo.
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2.2. Ecuación de Difusión Neutrónica

En la teoŕıa del transporte, el neutrón es considerado como una part́ıcula puntual, que
puede describirse completamente conociendo su posición y su velocidad. Desde un punto
de vista macroscópico, se estudia la interacción entre los neutrones y los núcleos atómicos,
ignorando los detalles del proceso de interacción dentro del núcleo y considerando que
ésta se produce instantáneamente. Aunado a esto, se definen secciones eficaces asociadas
a la probabilidad de que tenga lugar un determinado tipo de reacción, tal como: la
captura de neutrones, la dispersión elástica de los mismos, etc.

La ecuación de balance en un volumen de control dV dEdΩ del espacio de fases,
se obtiene considerando cómo vaŕıa la densidad de neutrones dentro del volumen con
respecto al tiempo, la cual está en función de la proporción de neutrones que entran
menos la proporción de neutrones que salen del volumen. Para esto, es necesario describir
la población de neutrones, que se hace mediante la densidad angular de neutrones, que
es una magnitud denotada con N (~r,E,Ω, t) y definida como el número esperado de
neutrones en la posición ~r, con dirección Ω, y enerǵıa E, en el tiempo t, por unidad de
volumen, unidad de ángulo sólido y unidad de enerǵıa. Ahora, en función de la densidad
angular de neutrones, puede definirse el flujo neutrónico angular como:

Φ (~r,E,Ω, t) ≡ vN (~r,E,Ω, t) ,

donde v es el módulo de la velocidad. Aśı, la ecuación de balance en el volumen de
control da lugar a la ecuación de transporte de neutrones que se expresa como:

1
v

∂Φ
∂t

(~r,E,Ω, t) = −~uΩ · ~∇Φ (~r,E,Ω, t)− ΣT (~r,E, t) Φ (~r,E,Ω, t) +Q (~r,E,Ω, t) +

+ (1− β)
χP (E)

4π

∫ ∞
0

dE′νΣF (~r,E′, t)
∫

Ω′
dΩ′Φ (~r,E′,Ω′, t) +

+
∫ ∞

0

dE′
∫

Ω′
dΩ′ΣS (~r;E′,Ω′ → E,Ω; t) Φ (~r,E′,Ω′, t) +

+
K∑
k=1

λk
χk(E)

4π
Ck(~r, t). (2.1)

El primer término de la parte derecha de la ecuación (2.1), representa la advección
neta de neutrones fuera del volumen de control (donde ~uΩ es el vector unitario en la
dirección especificada por Ω); el segundo término describe la proporción a la que salen
los neutrones del volumen de control por procesos de absorción o dispersión; en el tercer
término, Q representa una posible fuente externa de neutrones; en el cuarto término, la
tasa de neutrones de fisión que se producen en el volumen es representada, suponiendo
que la distribución de neutrones de fisión es isótropa en todas direcciones; el quinto

10



Caṕıtulo 2. Planteamiento de los Problemas asociados a la Ecuación de Difusión
Neutrónica

término representa la tasa de neutrones que se introducen en el volumen por procesos
de dispersión; por último, el sexto término da cuenta de los neutrones diferidos que
aparecen en el volumen al decaer los precursores.

En la ecuación (2.1) también se consideran los siguientes parámetros:

ΣT , denota la sección eficaz total,

ΣF , denota la sección eficaz de fisión,

χP , es el espectro de neutrones producidos al decaer

los precursores,

ΣS (~r;E′,Ω′ → E,Ω; t) , es la probabilidad de que un neutrón se disperse

de un volumen dV ′dE′dΩ′ a otro dV dEdΩ,

β =
K∑
k=1

βk , K es el número de precursores considerados y

βk , es la proporción de neutrones de fisión diferidos por

la transformación de un precursor tipo k,

λk , es la tasa con la que un precursor de tipo k decae.

La concentración de precursores de neutrones diferidos satisface la ecuación de ba-
lance:

∂Ck
∂t

(~r, t) = βk

∫ ∞
0

dE

∫
Ω

dΩνΣF (~r,E,Ω, t) Φ (~r,E,Ω, t)− λkCk (~r, t) , (2.2)

donde ν es el número promedio de neutrones que se producen en una fisión, y k = 1, ...,K.
Cabe hacer notar que hay una dependencia angular de la dispersión de neutrones,

la cual se debe al ángulo formado entre la dirección del neutrón incidente (~uΩ′) y del
neutrón emergente (~uΩ). Para eliminar esta dependencia angular:

1. Se desarrolla la sección eficaz de dispersión como:

ΣS (~r;E′,Ω′ → E,Ω; t) =
∞∑
l=0

2l + 1
4π

ΣSl (~r;E′ → E; t)Pl(µ∗), (2.3)

donde µ∗ = ~uΩ′ y Pl son los polinomios de Legendre:

Pl(µ∗) = Pl(µ)Pl(µ′) + 2
l∑

m=1

(l −m)!
(l +m)!

Pml (µ)Pml (µ′)cos(m(γ − γ′)), (2.4)

donde γ es el ángulo azimutal y Pml los polinomios asociados de Legendre.
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2. Se desarrollan armónicos esféricos [114] para expresar Φ (~r,E,Ω, t), en
primera aproximación (aproximación P1) como:

Φ (~r,E,Ω, t) =
1

4π

[
φ (~r,E, t) + 3~uΩ

~J (~r,E, t)
]
, (2.5)

donde φ (~r,E, t) es el flujo neutrónico escalar, definido como:

φ (~r,E, t) =
∫

Ω

dΩΦ (~r,E,Ω, t) , (2.6)

y ~J (~r,E, t) es la corriente neutrónica definida como

~J (~r,E, t) =
∫

Ω

dΩ~uΩΦ (~r,E,Ω, t) . (2.7)

Con las aproximaciones (2.3) y (2.5) se obtiene la ecuación de transporte en la apro-
ximación P1:

1
v

∂

∂t

(
1

4π

[
φ+ 3~uΩ

~J
])

= −
(
~uΩ
~∇
) 1

4π

[
φ+ 3~uΩ

~J
]
− ΣT

1
4π

[
φ+ 3~uΩ

~J
]

+

+ Q+ (1− β)
χP
4π

∫ ∞
0

dE′νΣF
∫

Ω′
dΩ′

1
4π

[
φ+ 3~uΩ′

~J
]

+

+
∫ ∞

0

dE′
∫

Ω′
dΩ′

( ∞∑
l=0

2l + 1
4π

ΣSl (~r,E′ → E, t)Pl(µ∗)

)
1

4π

[
φ+ 3~uΩ′

~J
]

+

+
K∑
k=1

λk
χk
4π
Ck. (2.8)

Ahora, para obtener la ecuación para (2.6), se integra (2.8) para todas las posibles
direcciones de Ω, para esto:

1. Se consideran las identidades [81] [121] [9] [47]:∫
Ω

dΩ = 4π,∫
Ω

~uΩdΩ = 0,∫
Ω

~uΩ

(
~uΩ

~A
)
dΩ =

4π
3
~A,∫

Ω

(
~uΩ

~A
)(

~uΩ
~B
)
dΩ =

4π
3
~A~B;
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Caṕıtulo 2. Planteamiento de los Problemas asociados a la Ecuación de Difusión
Neutrónica

2. Se introduce una fuente de neutrones promedio:

∫
Ω

dΩQ (~r,E,Ω, t) = Q̃ (~r,E, t) ;

3. Y se consideran las relaciones de ortogonalidad de los polinomios y de los
polinomios asociados de Legendre;

llegando aśı a que [81] [121] [47] [123]:

1
v

∂φ

∂t
(~r,E, t) = −~∇ ~J (~r,E, t)− ΣT (~r,E, t)φ (~r,E, t) + Q̃ (~r,E, t) +

+ (1− β)χP (E)
∫ ∞

0

dE′νΣF (~r,E′, t) Φ (~r,E′, t) +

+
∫ ∞

0

dE′ΣS0 (~r,E′ → E, t)φ (~r,E′, t)

+
K∑
k=1

λkχk(E)Ck (~r, t) . (2.9)

Ahora bien, para obtener la ecuación para (2.7), se multiplica (2.8) por ~uΩ y se
integra para toda dirección de Ω, obteniendo aśı [81] [121] [123]:

1
v

∂ ~J

∂t
(~r,E, t) = −1

3
~∇φ (~r,E, t)− ΣT (~r,E, t) ~J (~r,E, t) +

+
∫ ∞

0

dE′ΣS1 (~r,E′ → E, t) ~J (~r,E′, t) . (2.10)

Finalmente, considerando:

1. La aproximación:
∂ ~J

∂t
(~r,E, t) = ~0; y

2. Que la dispersión inelástica de los neutrones es isótropa, es decir que
ΣS1 describe sólamente la dispersión elástica, entonces la dispersión elástica
anisótropa se da sin cambio en la enerǵıa de los neutrones y, por lo tanto, se
puede expresar como:∫ ∞

0

dE′ΣS1 (~r,E′ → E, t) ~J (~r,E′, t) = Σ̃S1 (~r,E, t) ~J (~r,E, t) ;

3. Que la definición de la sección eficaz de transporte es:

Σtr (~r,E, t) = ΣT (~r,E, t)− Σ̃S1 (~r,E, t) ;
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4. Y que el coeficiente de difusión está definido como:

D (~r,E, t) =
1

3Σtr (~r,E, t)
;

las ecuaciones (2.6) y (2.7) se pueden reducir a la EDN:

1
v

∂φg (~r,E, t)
∂t

= −~∇
(
D(~r,E, t)~∇φ(~r,E, t)

)
− ΣT (~r,E, t)φ(~r,E, t) +

+
∫ ∞

0

dE′ΣS0(~r,E′ → E, t)φ(~r,E′, t) +

+ (1− β)χP (E)
∫ ∞

0

dE′νΣF (~r,E′, t)φ(~r,E′, t) +

+
K∑
k=1

λkχk(E)Ck(~r, t) + Q̃ (~r,E, t) . (2.11)

Para simplificar (2.11), se utiliza una aproximación multigrupo [47] [123], que consis-
te en obtener una ecuación para los neutrones cuya enerǵıa esté comprendida en cada
intervalo [Eg, Eg+1], g = 1, ..., G− 1, donde G es el número de grupos de enerǵıa consi-
derados. Esto es posible porque, en general, las secciones eficaces están en función de la
enerǵıa de los neutrones [47].

Antes de simplificar, se definen las magnitudes asociadas al grupo de enerǵıa g:

φg (~r, t) =
∫ Eg+1

Eg

dEφ (~r,E, t) ,

1
vg

=
∫ Eg+1

Eg

dE
1
v

φ (~r,E, t)
φg (~r, t)

,

ΣTg
(~r, t) =

∫ Eg+1

Eg

dEΣT (~r,E, t)
φ (~r,E, t)
φg (~r, t)

,

νΣfg (~r, t) =
∫ Eg+1

Eg

dEνΣF (~r,E, t)
φ (~r,E, t)
φg (~r, t)

,

Q̃g (~r, t) =
∫ Eg+1

Eg

dEQ̃ (~r,E, t) ,

χpg =
∫ Eg+1

Eg

dEχP (E) ,

χkg =
∫ Eg+1

Eg

dEχk (E) ,

Σg′g (~r, t) =
∫ Eg′+1

Eg′

dE′
∫ Eg+1

Eg

dEΣS0 (~r,E → E′, t)
φ (~r,E′, t)
φg′ (~r, t)

;

y el coeficiente de difusión del grupo g por cada dirección espacial j:
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Neutrónica

Dg (~r, t) =
∫ Eg+1

Eg

dED (~r,E, t)
∂jφ (~r,E, t)
∂jφg (~r, t)

.

La sección eficaz total se escribe como suma de un término de absorción y términos
de dispersión como sigue:

ΣTg (~r, t) = Σag (~r, t) +
G∑

g′=1

Σg′g (~r, t) ,

aśı, la sección eficaz de dispersión del grupo g es:

ΣSg (~r, t) =
G∑

g′ 6=g

Σg′g (~r, t) .

Integrando la ecuación (2.11) entre Eg y Eg+1, y utilizando las definiciones anteriores,
se obtiene la EDN para el grupo g, que se expresa como:

1
vg

∂φg (~r, t)
∂t

= ~∇
(
Dg(~r, t)~∇φg(~r, t)

)
− (Σag(~r, t) + ΣSg(~r, t))φg(~r, t) +

+
G∑

g′ 6=g

Σg′g(~r, t)φg′(~r, t) + (1− β)χpg
G∑

g′=1

νΣfg′(~r, t)φg′(~r, t) +

+
K∑
k=1

λkχkgCk(~r, t) + Q̃ (~r, t) ; (2.12)

mientras que la ecuación de la concentración de precursores para el grupo g es:

∂Ck(~r, t)
∂t

= βk

G∑
g=1

νΣfg (~r, t)φg (~r, t)− λkCk (~r, t) . (2.13)

De esta forma, con las ecuaciones (2.12) y (2.13) se aproximan las ecuaciones (2.1)
y (2.2), reduciendo el espacio de trabajo de (~r,E,Ω, t) a (~r, t).

En este trabajo de tesis, se considera el espectro de enerǵıa divido en dos grupos [47]
[48]:

Grupo rápido (grupo 1), representado con φ1 (~r, t),

Grupo térmico (grupo 2), representado con φ2 (~r, t);

aśı, las ecuaciones de difusión neutrónica para estos dos grupos son:
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1
v1

∂φ1 (~r, t)
∂t

− ~∇
(
D1(~r, t)~∇φ1(~r, t)

)
+ (Σa1(~r, t) + Σs1(~r, t))φ1(~r, t) =

= Σ21(~r, t)φ2(~r, t) + (1− β)χp1 (νΣf1(~r, t)φ1(~r, t) + νΣf2(~r, t)φ2(~r, t)) +

+
K∑
k=1

λkχk1Ck(~r, t) + Q̃ (~r, t) (2.14)

y

1
v2

∂φ2 (~r, t)
∂t

− ~∇
(
D2(~r, t)~∇φ2(~r, t)

)
+ (Σa2(~r, t) + Σs2(~r, t))φ2(~r, t) =

= Σ12(~r, t)φ1(~r, t) + (1− β)χp2 (νΣf1(~r, t)φ1(~r, t) + νΣf2(~r, t)φ2(~r, t)) +

+
K∑
k=1

λkχk2Ck(~r, t) + Q̃ (~r, t) . (2.15)

Considerando que no hay fuente externa de neutrones
(
Q̃ (~r, t) = 0

)
en (2.14) y

(2.15), y que no hay procesos de dispersión (o trasvase de enerǵıa) del grupo térmico
(grupo 2) al grupo rápido (grupo 1) (Σ21 (~r, t) = 0 en (2.14)), (2.14) y (2.15) pueden
escribirse vectorialmente como:

[
1
v1

∂φ1(~r,t)
∂t

1
v2

∂φ2(~r,t)
∂t

]
+

 (−~∇D1(~r, t)~∇+ Σa1(~r, t) + Σ12(~r, t)
)
φ1(~r, t)(

−~∇D2(~r, t)~∇+ Σa2(~r, t)
)
φ2(~r, t)− Σ12φ1(~r, t)

 =

=

[
(1− β)χp1 (νΣf1′(~r, t)φ1(~r, t) + νΣf2(~r, t)φ2(~r, t))
(1− β)χp2 (νΣf1′(~r, t)φ1(~r, t) + νΣf2(~r, t)φ2(~r, t))

]
+

+

[ ∑K
k=1 λkχk1Ck(~r, t)∑K
k=1 λkχk2Ck(~r, t)

]
. (2.16)

Considerando también que no se producen neutrones en el grupo térmico (grupo 2)
(χp2 = χk2 = 0), la expresión matricial de (2.16) es:

[
1
v1

0
0 1

v2

][
∂φ1(~r,t)

∂t
∂φ2(~r,t)

∂t

]
+

+

[
−~∇D1(~r, t)~∇+ Σa1(~r, t) + Σ12(~r, t) 0
−Σ12(~r, t) −~∇D2(~r, t)~∇+ Σa2(~r, t)

][
φ1(~r, t)
φ2(~r, t)

]
=

= (1− β)

[
νΣf1(~r, t) νΣf2(~r, t)
0 0

][
φ1(~r, t)
φ2(~r, t)

]
+

K∑
k=1

λkCk

[
1
0

]
,
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que al renombrar términos queda como:

[
v−1

]
Φ̇ + LΦ = (1− β)MΦ +

K∑
k=1

λkCkχ. (2.17)

Por otra parte, la ecuación de la concentración de precursores para dos grupos es:

∂Ck(~r, t)
∂t

= βk (νΣf1 (~r, t)φ1 (~r, t) + νΣf2 (~r, t)φ2 (~r, t))− λkCk (~r, t)

que vectorialmente se expresa como:

∂Ck(~r, t)
∂t

= βk

[
νΣf1 (~r, t) νΣf2 (~r, t)

] [ φ1 (~r, t)
φ2 (~r, t)

]
− λkCk (~r, t)

y renombrando queda como:

Ċk = βk

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ− λkCk. (2.18)

En la integración de las ecuaciones dinámicas representadas en (2.17) y (2.18), se
utiliza un desarrollo de la solución en términos de los modos Lambda del reactor, por lo
que la determinación de estos modos, se considera un problema previo para el estudio
de las caracteŕısticas de la EDN en su forma dinámica. La siguiente sección aborda el
primer problema.

2.3. Ecuación de los Modos Lambda. Problema Esta-

cionario

Ahora bien, resulta fundamental poder estudiar el comportamiento de un reactor
en estado cŕıtico. Se dice que un reactor está en estado cŕıtico cuando la proporción
a la que se producen los neutrones en su interior es igual a la proporción a la que se
pierden [47] [98]. En estas condiciones el reactor se encuentra en estado estacionario.

Aśı pues, para estudiar el estado estacionario de un reactor dado, se puede forzar la
criticidad del mismo de un modo artificial, multiplicando las secciones eficaces, relacio-
nados con la producción de los neutrones por procesos de fisión, por un número λ (o
bien dividiéndolas por un número k, λ=1/k) [47]. De esta forma, se espera que exista un
número λ que satisfaga las ecuaciones (2.17) y (2.18), mismas que pueden reescribirse
de la siguiente manera:

LΦ = λ(1− β)MΦ +
K∑
k=1

λkCkχ (2.19)

0 = λβk

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ− λkCk; (2.20)
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aśı, para el caso de usar G = 2 grupos de enerǵıa, la expresión (2.19) se puede expresar
como: [

−∇D1∇+ Σa1 + Σ12 0
]

Φ = λ(1− β)
[
νΣf1 νΣf2

]
Φ +

+ 1
K∑
k=1

λkCk (2.21)[
−Σ12 −∇D2∇+ Σa2

]
Φ = λ(1− β)

[
0 0

]
Φ +

+ 0
K∑
k=1

λkCk (2.22)

y la expresión en (2.20) como:

λkCk = λβk

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ; (2.23)

sustituyendo (2.23) en (2.21) y (2.22), éstas quedan como:

[
−∇D1∇+ Σa1 + Σ12 0

]
Φ = λ

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ− λβ

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ +

+ 1
K∑
k=1

λβk

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ (2.24)[

−Σ12 −∇D2∇+ Σa2

]
Φ = λ

[
0 0

]
Φ− λβ

[
0 0

]
Φ +

+ 0
K∑
k=1

λβk

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ; (2.25)

las cuales, como β =
∑K
k=1 βk, se expresan como:[

−∇D1∇+ Σa1 + Σ12 0
]

Φ = λ
[
νΣf1 νΣf2

]
Φ− λβ

[
νΣf1 νΣf2

]
Φ +

+ 1λβ
[
νΣf1 νΣf2

]
Φ (2.26)[

−Σ12 −∇D2∇+ Σa2

]
Φ = λ

[
0 0

]
Φ− λβ

[
0 0

]
Φ +

+ 0λβ
[
νΣf1 νΣf2

]
Φ, (2.27)

obteniendo aśı la ecuación de los modos Lambda del reactor:

LΦ = λMΦ, (2.28)

que es un problema de valores propios generalizado, asociado al operador diferencial L,
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Figura 2.1: Posición de los nodos adyascentes al nodo e.

donde

L =

[
−∇D1∇+ Σa1 + Σ12 0
−Σ12 −∇D2∇+ Σa2

]
,

Φ =

[
φ1

φ2

]
,

M =

[
νΣf1 νΣf2

0 0

]
.

Los valores propios λn asociados a esta ecuación se interpretan como factores multipli-
cativos de las secciones eficaces de fisión, lo que significa que son números reales y, por
lo tanto, las funciones propias Φn también son reales.

Por otra parte, existen diversos métodos para discretizar la ecuación (2.28). En [47]
se mencionan varios, entre los que se encuentran: métodos en diferencias finitas, métodos
nodales, métodos basados en elementos finitos, por mencionar algunos. En este trabajo
de tesis, los casos de estudio seleccionados en las pruebas experimentales utilizan métodos
nodales basados en desarrollos de polinomios de Legendre de los flujos neutrónicos en
cada celda en que se ha discretizado el reactor. Esta discretización es como sigue.

En el caso tridimensional, para un autovalor dado λ y un paraleṕıpedo e (o nodo e,
ver Figura 2.1), la ecuación (2.28) es:

−∇D1e∇φ1e + (Σa1,e + Σ12,e)φ1e = λ (νΣf1,eφ1e+ νΣf2,eφ2e)

−∇D2e∇φ2e + Σa2,eφ2e = Σ12,eφ1e (2.29)

Para desarrollar el método nodal se considerará una sóla ecuación genérica:
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−Dx,e
∂2φe
∂x2

−Dy,e
∂2φe
∂y2

−Dx,e
∂2φe
∂z2

+ Σr,eφe = Se(φe) (2.30)

Realizando el cambio de variable

u =
1
dxe

[
x−

xm− 1
2

+ xm+ 1
2

2

]
v =

1
dye

[
y −

yn− 1
2

+ yn+ 1
2

2

]
w =

1
dze

[
z −

zp− 1
2

+ zp+ 1
2

2

]
donde

dxe = xm+ 1
2
− xm− 1

2
,

la ecuación (2.30) se escribe como:

−dyedze
dxe

Dx,e
∂2φe
∂u2
−dxedze

dye
Dy,e

∂2φe
∂v2
−dxedye

dxe
Dz,e

∂2φe
∂w2

+Σr,eVeφe = VeSe(φe). (2.31)

Suponer que la solución en cada celda (o nodo) e utiliza

φe(u, v, w) =
K∑

k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) (2.32)

Se(u, v, w) =
K∑

k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

Sk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w), (2.33)

donde Pk(u) son los polinomios de Legendre ortonormales, es decir, que cumplen

∫ 1
2

− 1
2

Pn(u)Pm(u)du = σn,m = 1, (2.34)

definidos como

P0(u) = 1, (2.35)

P1(u) = 2
√

3u, (2.36)

Pk+1(u) = 2

√
2k + 3
2k + 1

2k + 1
k + 1

uPk(u)−
√

2k + 3
2k − 1

k

k + 1
Pk−1(u), k ≥ 1, (2.37)

que satisfacen:

Pn(
1
2

) =
√

2n+ 1, Pn(−1
2

) = (−1)n
√

2n+ 1, (2.38)

P ′n(
1
2

) = n(n+ 1)
√

2n+ 1, P ′n(−1
2

) = (−1)n+1n(n+ 1)
√

2n+ 1. (2.39)
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Entonces, sustituyendo (2.32) y (2.33) en (2.31), ésta se expresa como:

− dyedze
dxe

Dx,e
∂2

∂u2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)−

− dxedze
dye

Dy,e
∂2

∂v2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)−

− dxedye
dxe

Dz,e
∂2

∂w2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)+

+ Σr,eVe
K∑

k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) =

= Ve

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

Sk1,k2,k3
e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w). (2.40)

Ahora, multiplicando (2.40) porWk1,k2,k3(u, v, w) = Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w), integrando
sobre todo el volumen e y utlizando la relación de ortonormalidad de los Polinomios de
Legendre ya definidos, se tiene que:

−

1
2∫∫∫

− 1
2

dudvdwWk1,k2,k3(u, v, w)
dyedze
dxe

Dx,e
∂2

∂u2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)−

−

1
2∫∫∫

− 1
2

dudvdwWk1,k2,k3(u, v, w)
dxedze
dye

Dy,e
∂2

∂v2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)−

−

1
2∫∫∫

− 1
2

dudvdwWk1,k2,k3(u, v, w)
dxedye
dxe

Dz,e
∂2

∂w2

K∑
k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w)+

+

1
2∫∫∫

− 1
2

dudvdwWk1,k2,k3(u, v, w)Σr,eVe
K∑

k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

φk1,k2,k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w) =

=

1
2∫∫∫

− 1
2

dudvdwWk1,k2,k3(u, v, w)Ve
K∑

k1=0

K∑
k2=0

K∑
k3=0

Sk1,k2,k3e Pk1(u)Pk2(v)Pk3(w),
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que es igual que

−
∫ 1

2

− 1
2

duPk1(u, v, w)
dyedze
dxe

Dx,e
d2

du2

K∑
k1=0

φk1,k2,k3
e Pk1(u)−

−
∫ 1

2

− 1
2

dvPk2(u, v, w)
dxedze
dye

Dy,e
d2

dv2

K∑
k2=0

φk1,k2,k3
e Pk2(v)−

−
∫ 1

2

− 1
2

dwPk3(u, v, w)
dxedye
dze

Dz,e
d2

dw2

K∑
k3=0

φk1,k2,k3
e Pk3(w)+

+ Σr,eVeΦk1,k2,k3
e = VeS

k1,k2,k3
e ;

aśı, esta ecuación se puede reescribir como:

− dyedze
Dx,e

dxe

∫ 1
2

− 1
2

duPk1(u, v, w)
d2

du2

K∑
k=0

φk,k2,k3
e Pk(u)−

− dxedze
Dy,e

dye

∫ 1
2

− 1
2

dvPk2(u, v, w)
d2

dv2

K∑
k=0

φk1,k,k3
e Pk(v)−

− dxedye
Dz,e

dze

∫ 1
2

− 1
2

dwPk3(u, v, w)
d2

dw2

K∑
k=0

φk1,k2,k
e Pk(w)+

+ Σr,eVeφk1,k2,k3
e = VeS

k1,k2,k3
e . (2.41)

Ahora, definiendo:

φk2,k3
ex =

K∑
k=0

φk,k2,k3
e Pk(u),

φk1,k3
ey =

K∑
k=0

φk1,k,k3
e Pk(v),

φk1,k2
ez =

K∑
k=0

φk1,k2,k
e Pk(w),

Lk1 =
∫ 1

2

− 1
2

duPk1(u, v, w)
d2

du2
φk2,k3
ex ,

Lk2 =
∫ 1

2

− 1
2

dvPk2(u, v, w)
d2

dv2
φk1,k3
ey ,

Lk3 =
∫ 1

2

− 1
2

dwPk3(u, v, w)
d2

dw2
φk1,k2
ez ,
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F k1,k2,k3
ex =

Dx,e

dxe
Lk1,

F k1,k2,k3
ey =

Dy,e

dye
Lk2,

F k1,k2,k3
ez =

Dz,e

dxe
Lk3,

la ecuación (2.41) se expresa sintéticamente como:

−dyedzeF k1,k2,k3
ex − dxedzeF k1,k2,k3

ey − dxedyeF k1,k2,k3
ez + Σr,eVeφk1,k2,k3

e = VeS
k1,k2,k3
e .

(2.42)
Por otra parte, las ecuaciones Lk1, Lk2 y Lk3 tienen la forma

∫ 1
2

− 1
2

duPk(u)
d2

du2
f(u),

donde:

f(u) =
∞∑
k=0

FlPl(u),

cuya solución es:

∫ 1
2

− 1
2

duPk(u)
d2

du2
f(u) =

√
2k + 1

{
(−1)k+1

[
k(k + 1)f(

−1
2

) +
d

du
f(
−1
2

)
]
−

−
[
k(k + 1)f(

1
2

)− d

du
f(

1
2

)
]

+
K−2∑
l=0

[
1 + (−1)k+l

]√
2l + 1 [k(k + 1)− l(l + 1)]Fl

}
.

(2.43)

Considerando la celda (o nodo) e1, vecina de e (recordar la Figura 2.1), para la
frontera en común las condiciones de continuidad establecen que:

φe1

(
1
2
, v, w

)
= φe

(
−1

2
, v, w

)
, (2.44)

y para la corriente se tiene que:

Dx,e1

dxe1

∂

∂u
φe1

(
1
2
, v, w

)
=
Dx,e

dxe

∂

∂u
φe

(
−1

2
, v, w

)
. (2.45)

Multiplicando (2.44) y (2.45) por Wk2,k3 = Pk2(v)Pk3(w) e integrando sobre la su-
perficie común:

1
2∫∫

− 1
2

Pk2(v)Pk3(w)φe1

(
1
2
, v, w

)
dvdw =

1
2∫∫

− 1
2

Pk2(v)Pk3(w)φe

(
−1

2
, v, w

)
dvdw
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y

1
2∫∫

− 1
2

Pk2(v)Pk3(w)
Dx,e1

dxe1

∂

∂u
φe1

(
1
2
, v, w

)
dvdw =

1
2∫∫

− 1
2

dvPk2(u, v, w)Pk2(v)Pk3(w)
Dx,e

dxe

∂

∂u
φe

(
−1

2
, v, w

)
dvdw,

entonces,

φk2,k3
e1,x

(
1
2

)
= φk2,k3

e,x

(
−1

2

)
, (2.46)

Dx,e1

dxe1

d

du
φk2,k3
e1,x

(
1
2

)
=

Dx,e

dxe

d

du
φk2,k3
e,x

(
−1

2

)
. (2.47)

De acuerdo a (2.39), (2.43), (2.46) y (2.47) (los detalles pueden verse en [121] [81]),
se sabe que:

F k,k2,k3
ex =

√
2k + 1

K(K + 1)

{
Dxe

dxe
[K(K + 1)− k(k + 1)]×

×
k−1∑
l=0

(
1 + (−1)k+k

)√
2l + 1l(l + 1)φl,k2,k3

2 +

+
Dxe

dxe
k(k + 1)

K−1∑
l=k

(
1 + (−1)k+l

)√
2l + 1 [K(K + 1)− l(l + 1)]φl,k2,k3

e +

+ [K(K + 1)− k(k + 1)]
K−1∑
l=0

√
2l + 1 [K(K + 1)− l(l + 1)]×

×
[
(−1)k

DxeDxe1
dxeDxe1 + dxe1Dxe

[
(−1)lφl,k2,k3

e − φl,k2,k3
e1

]
−

− DxeDxe2
dxeDxe2 + dxe1Dxe

[
(−1)lφl,k2,k3

e2 − φl,k2,k3
e

]]}
; (2.48)

análogamente se obtienen las expresiones correspondientes para F k1,k,k3
ey y F k1,k2,k

ez , en-
tonces, con base en estas expresiones y renombrando términos se tiene que:

F k,k2,k3
ex =

K−1∑
l=0

(
Ak,l;Kex φl,k2,k3

e1 −Bk,l;Kex φl,k2,k3
e + Ck,l;Kex φl,k2,k3

e2

)
(2.49)

F k1,k,k3
ey =

K−1∑
l=0

(
Ak,l;Key φk1,l,k3

e3 −Bk,l;Key φk1,l,k3
e + Ck,l;Key φk1,l,k3

e4

)
(2.50)

F k1,k2,k
ez =

K−1∑
l=0

(
Ak,l;Kez φk1,k2,l

e5 −Bk,l;Kez φk1,k2,l
e + Ck,l;Kez φk1,k2,l

e6

)
. (2.51)
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Sustituyendo (2.49) – (2.51) en (2.42) se obtiene una ecuación que involucra sóla-
mente los coeficientes de Legendre φijke .

Ahora, introduciendo una aproximación “serendib” [60] se tiene que:

F k,k2,k3
ex =

K−1−k2−k3∑
l=0

(
Ak,l;K−k2−k3
ex φl,k2,k3

e1 −Bk,l;K−k2−k3
ex φl,k2,k3

e + Ck,l;K−k2−k3
ex φl,k2,k3

e2

)
(2.52)

F k1,k,k3
ey =

K−1−k1−k3∑
l=0

(
Ak,l;K−k1−k3
ey φk1,l,k3

e3 −Bk,l;K−k1−k3
ey φk1,l,k3

e + Ck,l;K−k1−k3
ey φk1,l,k3

e4

)
(2.53)

F k1,k2,k
ez =

K−1−k1−k2∑
l=0

(
Ak,l;K−k1−k2
ez φk1,k2,l

e5 −Bk,l;K−k1−k2
ez φk1,k2,l

e + Ck,l;K−k1−k2
ez φk1,k2,l

e6

)
.(2.54)

Habiendo visto a qué son iguales los términos F k1,k2,k3
ex , F k1,k2,k3

ey y F k1,k2,k3
ez de la

ecuación (2.42), ésta puede generalizarse para dos grupos de enerǵıa, y ordenando conve-
nientemente los ı́ndices, el sistema de ecuaciones diferenciales (2.29) se puede aproximar
mediante un problema algebraico generalizado de valores propios, que se expresa como:[

L11 0
−L21 L22

][
ψ1n

ψ2n

]
=

1
kn

[
M11 M12

0 0

][
ψ1n

ψ2n

]
, (2.55)

es decir:
Lψn =

1
kn
Mψn.

El problema de valores propios generalizado representado en (2.55) es un problema
fundamental que es necesario resolver para llevar a cabo estudios de estabilidad y se-
guridad en los reactores nucleares [118], pues permite el estudio del problema dinámico
que se expone en el siguiente apartado.

2.4. Estudio de Transitorios. Problema Dinámico

Partiendo de las ecuaciones (2.17) y (2.18), la discretización espacial mediante el
método de colocación nodal visto en la sección anterior da como resultado el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:

[
v−1

]
ψ̇ + Lψ = (1− β)Mψ +X

K∑
k=1

λkCk (2.56)

Ċk = βk

[
M11 M12

]
ψ − λkCk, (2.57)

donde

L =

[
L11 0
−L21 L22

]
,
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M =

[
M11 M22

0 0

]
y

X =

[
I

0

]
.

Se empezará con la discretización de (2.57). Por una parte, se sabe que con la serie
de Taylor de primer grado se puede aproximar una función diferenciable f(t) alrededor
del punto tn como sigue [15]:

f(t) ≈ f(tn) +
f ′(tn)

1!
(t− tn).

Por otra parte, para integrar (2.57) desde el instante tn al instante tn+1, se supone
que

[
M11 M12

]
ψ vaŕıa linealmente entre estos instantes, y por su aproximación por

la serie de Taylor de primer grado, se aproxima como:[
M11 M12

]
ψ ≈

[
M11 M12

]n
ψn +

{[
M11 M12

]
ψ
}′

(t− tn), (2.58)

y aplicando diferencias finitas hacia atrás para aproximar la derivada:

{[
M11 M12

]
ψ
}′
≈

[
M11 M12

]n+1

ψn+1 −
[
M11 M12

]n
ψn

ht
,

donde ht = tn+1 − tn, entonces la ecuación (2.58) queda como:[
M11 M12

]
ψ ≈

[
M11 M12

]n
ψn+

+

[
M11 M12

]n+1

ψn+1 −
[
M11 M12

]n
ψn

ht
(t− tn). (2.59)

Aśı, sustituyendo (2.59) en (2.57) se tiene que:

Ċk = βk

[
M11 M12

]n
ψn+

+
{
βk
ht

[
M11 M12

]n+1

ψn+1 − βk
ht

[
M11 M12

]n
ψn
}

(t− tn)− λkCk,

es decir,

Ċk = βk

[
M11 M12

]n
ψn+

+
βk
ht

(t− tn)
{[

M11 M12

]n+1

ψn+1 −
[
M11 M12

]n
ψn
}
− λkCk,
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que integrando se tiene la solución Ck en tn+1 que se puede expresar como:

Cn+1
k = Cnk e

−λkht+

+ βk

(
ak

[
M11 M12

]n
ψn + bk

[
M11 M12

]n+1

ψn+1

)
, (2.60)

donde M11 y M22 son matrices diagonales y

ak =
(1 + λkht)

(
1− e−λkht

)
λ2
kht

− 1
λk
,

bk =
λkht − 1 + e−λkht

λ2
kht

.

Ahora bien, para discretizar la ecuación (2.56) se aplican diferencias finitas hacia
atrás de un paso al término de la derivada con respecto al tiempo

[
v−1

]
ψ̇, quedando:

[
v−1

] ψn+1 − ψn

ht
+ Ln+1ψn+1 = (1− β)Mn+1ψn+1 +X

K∑
k=1

λkC
n+1
k . (2.61)

Sustituyendo (2.60) en (2.61):

[
v−1

] ψn+1 − ψn

ht
+ Ln+1ψn+1 = (1− β)Mn+1ψn+1+

+X
K∑
k=1

λk

(
Cnk e

−λkht + βk

(
ak

[
M11 M12

]n
ψn + bk

[
M11 M12

]n+1

ψn+1

))
,

que desarrollando queda como:{
1
ht

[
v−1

]
+ Ln+1 − (1− β)Mn+1 −X

K∑
k=1

λkβkbk

[
M11 M12

]n+1
}
ψn+1 ={

1
ht

[
v−1

]
+X

K∑
k=1

λkβkak

[
M11 M12

]n}
ψn +X

K∑
k=1

λkC
n
k e
−λkht,

es decir:{
1
ht

[
v−1

1 0
0 v−1

2

]
+

[
Ln+1

11 0
Ln+1

21 Ln+1
22

]
− (1− β)

[
Mn+1

11 Mn+1
12

0 0

]
−[

I

0

]
K∑
k=1

λkβkbk

[
Mn+1

11 Mn+1
12

]}
ψn+1 ={

1
ht

[
v−1

1 0
0 v−1

2

]
+

[
I

0

]
K∑
k=1

λkβkak

[
Mn

11 Mn
12

]}
ψn+[

I

0

]
K∑
k=1

λkC
n
k e
−λkht,
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es decir:{[
1
ht
v−1

1 0
0 1

ht
v−1

2

]
+

[
Ln+1

11 0
Ln+1

21 Ln+1
22

]
−

[
(1− β)Mn+1

11 (1− β)Mn+1
12

0 0

]
−[ ∑K

k=1 λkβkbkM
n+1
11

∑K
k=1 λkβkbkM

n+1
12

0 0

]}
ψn+1 ={[

1
ht
v−1

1 0
0 1

ht
v−1

2

]
+

[ ∑K
k=1 λkβkakM

n
11

∑K
k=1 λkβkakM

n
12

0 0

]}
ψn+

K∑
k=1

λke
−λkht

[
Cnk
0

]
. (2.62)

De (2.62) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:[
T11 T12

T21 T22

][
ψn+1

1

ψn+1
2

]
=

[
R11 R12

0 R22

][
ψn1
ψn2

]
+

K∑
k=1

λke
−λkht

[
Cnk
0

]
, (2.63)

donde

T11 =
1
ht
v−1

1 + Ln+1
11 − (1− β)Mn+1

11 −
K∑
k=1

λkβkbkM
n+1
11 ,

T12 = −(1− β)Mn+1
12 −

K∑
k=1

λkβkbkM
n+1
12 ,

T21 = Ln+1
21 ,

T22 =
1
ht
v−1

2 + Ln+1
22 ,

R11 =
1
ht
v−1

1 +
K∑
k=1

λkβkakM
n
11,

R12 =
K∑
k=1

λkβkakM
n
12,

R22 =
1
ht
v−1

2 .

Como puede observarse, el sistema de ecuaciones representado por la expresión (2.63)
es un sistema disperso, de gran tamaño y no simétrico, que es necesario resolver para
cada paso de tiempo en la simulación de un transitorio.

2.5. Conclusiones

El estudio del comportamiento de los reactores nucleares, aśı como la descripción de
los distintos procesos que ocurren en su interior pueden describirse mediante la EDN. En
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los estudios de la EDN se pueden distinguir dos problemas: el estacionario y el dinámico.
El problema estacionario, también conocido como problema de los modos Lambda,

adquiere la forma de un problema generalizado de valores propios que puede resolverse
con distintas técnicas. No obstante, muchas de estas técnicas, presentan como operación
principal el producto matriz–vector. Por otro lado, los métodos de discretización nodal
de los casos de estudio abordados por este trabajo, dan origen a que no se disponga de
la matriz L (en la expresión (2.55)) en forma expĺıcita, por lo que es necesario utilizar
estrategias que aprovechen la estructura a bloques del problema planteado por la expre-
sión (2.55). El éxito de estas estrategias, depende en gran medida del nivel de eficiencia
para llevar a cabo este producto matriz–vector, y como se verá más adelante, éste pro-
ducto depende a su vez de la eficiencia con que se resuelvan los sistemas de ecuaciones
lineales dispersos que forman la matriz L, y que a su vez forman una parte principal
de los estudios y experimentos numéricos que aborda el presente trabajo. Otro de los
aspectos fundamentales involucrados en el estudio de la EDN, lo constituye el problema
dinámico que plantea y que es de vital importancia en los estudios de estabilidad de
los reactores nucleares. En este problema es necesario resolver el sistema de ecuaciones
lineales asociado al bloque T (ver expresión en (2.63)), para cada paso de tiempo del
proceso de simulación en un transitorio. Esta matriz T , tiene la particularidad de ser no
simétrica, dispersa de gran dimensión y con estructura a bloques, lo cual puede dificul-
tar su resolución mediante métodos iterativos y precondicionadores estándar [10] [20].
Por tal motivo, en el presente trabajo se aborda el estudio, análisis, prueba y diseño de
métodos (concretamente multipaso) que aprovechen las propiedades estructurales de los
sub–bloques de la matriz T y al mismo tiempo, permitan su eficiente resolución.
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Caṕıtulo 3

Métodos de Resolución de

Sistemas de Ecuaciones

Lineales Dispersos

3.1. Introducción

Los sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) surgen en muchas áreas de apli-
cación, tales como: problemas de difusión acústica, control de tráfico aéreo, dinámica de
fluidos, astrof́ısica, óptica láser, bioqúımica, f́ısica de circuitos, oceanograf́ıa, simulación
por computadora, estudios de demograf́ıa, economı́a, aśı como en todo tipo de proble-
mas de ingenieŕıa nuclear, petroqúımica, eléctrica, estructural, entre otras. Ejemplos de
matrices dispersas que surgen de estas aplicaciones pueden encontrarse en la colección de
matrices dispersas Matrix Market1 (también conocida como colección Harwell–Boeing)
propuesta en sus inicios por I. S. Duff, R. G. Grimes y J. G. Lewis [71] [25] [26].

En esta caṕıtulo se revisan los métodos que resuelven los SELD relacionados con
la discretización de la ecuación de difusión neutrónica (EDN), tanto en su estado es-
tacionario como dinámico, y que se han presentado en el caṕıtulo 2. Estos métodos
están implementados en algunas libreŕıas secuenciales y paralelas, que permiten realizar
operaciones del álgebra lineal numérica dispersa.

Los métodos de resolución que se abordan en las siguientes secciones son:

• Métodos Directos, que encuentran una solución al sistema Ax = b en un número
finito de pasos, donde cada paso en las operaciones intermedias depende de los
pasos previos (sección 3.2).

1http://math.nist.gov/MatrixMarket/
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• Métodos Iterativos, que generan una sucesión de aproximaciones a la solución
de Ax = b. Aqúı pueden encontrarse

• Métodos Iterativos Estacionarios, como Jacobi, Gauss–Seidel,
Sobrerrelajación Sucesiva y Métodos Iterativos Multipaso (sección
3.3).

• Métodos iterativos basados en Subespacios de Krylov, o
Métodos No Estacionarios, como Residuo Mı́nimo Generalizado,
Gradiente Conjugado, Gradiente Biconjugado, Gradiente Biconju-
gado Estabilizado, Residuo Cuasi–mı́nimo Libre Transpuesto. Como
algunos de los métodos iterativos requieren de transformar la matriz
del sistema a resolver en otra equivalente con mejores propiedades
estructurales, se revisan también los siguientes: Método de Ar-
noldi y Método de Lanczos (sección 3.4) .

También se revisan algunos precondicionadores (sección 3.5), como:

• Precondicionadores Basados en Métodos Iterativos, como Jacobi, Gauss–
Seidel y Sobrerelajación Susesiva Simétrica.

• Precondicionadores basados en Factorizaciones Incompletas, como LU
Incompleta en sus variaciones: sin relleno, con K niveles de relleno y con umbral.

Por último, en la sección 3.6 se enuncian conclusiones referentes a este caṕıtulo.

3.2. Métodos Directos

La mayoŕıa de los métodos directos para el caso disperso están basados en la eli-
minación de Gauss. Esto quiere decir, que la mayoŕıa de los algoritmos calculan una
factorización LU de una permutación de los coeficientes de la matriz general A

PAQ = LU,

donde P y Q son matrices de permutación, L y U son matrices triangulares inferior
y superior, respectivamente. L y U son los factores de A y se utilizan para resolver el
sistema Ax = b a través de: resolver Ly = PT b con una sustitución hacia adelante y
enseguida resolver U(QTx) = y con una sustitución hacia atrás. Para el caso en que A
es simétrica y definida positiva la factorización toma la forma PAPT = LLT , también
conocida como factorización de Cholesky.

De acuerdo a lo ya dicho, la solución del sistema de ecuaciones lineales disperso
Ax = b mediante un método directo puede dividirse en varias fases:
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• Fase de Preordenamiento. Con esta fase se persiguen varios objetivos. Uno es
explotar la estructura de la matriz A, por ejemplo haciendo un preordenamiento
a bloques triangular o en forma diagonal a bloques para resolver el sistema efi-
cientemente. Otro objetivo es aplicar una permutación a la matriz A para que los
elementos de la diagonal (o los pivotes) de la matriz permutada tengan valores
grandes en comparación con el resto de los elementos, consiguiendo resolver el
sistema de forma estable. Algunos métodos para el preordenamiento son: Grado
Mı́nimo y Disección Anidada [91] [24] [43] [80].

• Fase de Factorización Simbólica. En esta fase [44] [54] se analiza la matriz
preordenada para pronosticar la estructura dispersa de los factores L y U de la
matriz A, produciendo estructuras adecuadas para su representación.

• Fase de Factorización Numérica. Aqúı es cuando se realizan las operaciones
aritméticas sobre la matriz A para calcular los factores L y U , para ello se utiliza
[50] [24] [22]: la eliminación Gaussiana cuando A es general, y la factorización de
Cholesky cuando A es simétrica y definida positiva.

• Fase de Solución. En esta fase se obtiene la solución del sistema Ax = b, es
decir, del sistema LUx = b, resolviendo Ly = b con sustitución hacia adelante, y
resolviendo Ux = y con sustitución hacia atrás.

En la mayoŕıa de los códigos que implementan un método directo, las fases anteriores
se presentan muchas veces en forma combinada. Por ejemplo, las fases 2 y 3 suelen
combinarse de modo que los valores numéricos están disponibles cuando el ordenamiento
está siendo generado. La fase 3 por lo general, es la parte que consume más tiempo de
computación, a diferencia de la fase de solución la cual es más rápida.

Para el caso donde A es densa y de orden n se requiere un almacenamiento de O(n2)
y de O(n3) operaciones aritméticas en punto flotante. Para el caso de los algoritmos
dispersos, su objetivo es resolver ecuaciones de la forma Ax = b en un espacio y tiempo
proporcional aO(n)+O(NZ) para una matriz de orden n conNZ elementos diferentes de
cero. Es por esta razón que los códigos para el caso disperso suelen ser complicados [22].

3.3. Métodos Iterativos Estacionarios

Los métodos iterativos generan una sucesión de aproximaciones a la solución del siste-
ma lineal Ax = b de n×n, con A = {aij}i,j=1,2,...,n, x = {xi}i=1,2,...,n, b = {bi}i=1,2,...,n,
para ello parten de una aproximación inicial x(0) a la solución x∗ y generan una sucesión
de vectores {x(k)}∞k=0 que converge a x∗. La mayoŕıa de los métodos iterativos involucran
un proceso que convierte el sistema Ax = b en otro equivalente x = Tx+ c para alguna
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T ∈ <n×n y algún c ∈ <n. Entonces, tomando x(0) la sucesión de aproximaciones a la
solución se calcula resolviendo

x(k) = Tx(k−1) + c, (3.1)

para cada k = 1, 2, ..., donde T se llama matriz de iteración. Los métodos iterativos son
muy utilizados para resolver sistemas grandes y dispersos, ya que son eficientes en el
aspecto temporal y espacial cuando se automatizan.

Los métodos que se revisan en esta sección son: Jacobi (J), Gauss–Seidel (GS) y
Sobrerrelajación Sucesiva (SOR).

3.3.1. Método Iterativo de Jacobi (J)

El método de Jacobi (J) [15] (ver algoritmo 1) consiste en resolver la i–ésima ecuación
de Ax = b para xi para obtener, siempre que aii 6= 0, que

xi =
n∑

j=1,j 6=i

(
−aijxj

aii

)
+

bi
aii
, i = 1, 2, ..., n,

y generar cada x(k)
i de las componentes de x(k−1) para k ≥ 1 con

x
(k)
i =

∑n
j=1,j 6=i

(
−aijx(k−1)

j

)
+ bi

aii
, i = 1, 2, ..., n. (3.2)

Este método puede escribirse en la forma x(k) = Tx(k−1) + c, dividiendo A en su
diagonal y los elementos fuera de ésta. Para ello, sea D = diag(A) matriz diagonal de
los elementos diagonales de A, −L la triangular inferior estricta de A y −U la triangular
superior estricta de A, de forma que A = D − L− U (ver figura 3.1). Entonces

Ax = b ⇒ (D − L− U)x = b ⇒ Dx = (L+ U)x+ b ⇒ x = D−1 (L+ U)x+D−1b,

lo que da lugar a la forma matricial del método de Jacobi (J)

x(k) = BJx
(k) + cJ = D−1 (L+ U)x(k−1) +D−1b, k = 1, 2, ... (3.3)

donde la matriz BJ = D−1(L+ U) se le conoce como matriz de iteración de Jacobi.

3.3.2. Método Iterativo de Gauss–Seidel (GS)

En la ecuación (3.2) se observa que para calcular la aproximación x(k) se utilizan
los componentes de x(k−1). El método de Gauss–Seidel (GS) [15] aprovecha el hecho
de que para i > 1, x(k)

j (j = 1, 2, ..., i − 1) ya se han calculado y se supone son una
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Figura 3.1: Partición de la matriz A en dos matrices triangulares L, U y una diagonal D.

Algoritmo 1 Método iterativo de Jacobi (J)

01 X0 = x(0)

02 k = 1

03 Mientras k ≤ maxiter
04 Para i = 1, 2, ..., n

05 xi =
−
Pn

j=1,j 6=i(aijXOj)+bi

aii

06 Si ||x−XO||p < TOL TERMINAR con solución (x1, ..., xn)T

07 k = k + 1

08 XO = x

09 TERMINAR SIN ÉXITO, maxiter excedido

mejor aproximación a la solución, entonces se puede calcular x(k)
i con los valores más

actualizados con los que se cuente, es decir

x
(k)
i =

−
∑i−1
j=1

(
aijx

(k)
j

)
−
∑n
j=i+1

(
aijx

(k−1)
j

)
+ bi

aii
, (3.4)

con aii 6= 0, para i = 1, 2, ..., n. Ahora, multiplicando (3.4) por aii se tiene que

ai1x
(k)
1 + ai2x

(k)
2 + ...+ aiix

(k)
i = −ai,i+1x

(k−1)
i+1 − ...− ainx(k−1)

n + bi,

para i = 1, 2, ..., n, y escribiendo las n ecuaciones se tiene que

a11x
(k)
1 = −a12x

(k−1)
2 − a13x

(k−1)
3 − ...− a1nx

(k−1)
n + b1

a21x
(k)
1 + a

(k)
22 = −a23x

(k−1)
3 − ...− a2nx

(k−1)
n + b2

...

an1x
(k)
1 + an2x

(k)
2 + ...+ annx

(k)
n = bn,
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que en forma matricial puede escribirse como (D − L)x(k) = Ux(k−1) + b, donde D, L
y U están definidos como en Jacobi, con lo que la iteración GS (ver algoritmo 2) es

x(k) = BGSx
(k) + cGS = (D − L)−1

Ux(k−1) + (D − L)−1
b. (3.5)

donde la matriz BGS = (D − L)−1U se le conoce como matriz de iteración de Gauss–
Seidel.

Algoritmo 2 Método iterativo de Gauss–Seidel (GS)

01 X0 = x(0)

02 k = 1

03 Mientras k ≤ maxiter
04 Para i = 1, 2, ..., n

05 xi =
−
Pi−1

j=1 aijxj−
Pn

j=i+1 aijXOj+bi

aii

06 Si ||x−XO||p < TOL TERMINAR con solución (x1, ..., xn)T

07 k = k + 1

08 XO = x

09 TERMINAR SIN ÉXITO, maxiter excedido

3.3.3. Convergencia de las Técnicas Generales Iterativas

En la literatura [91] [126] [15] se ha demostrado que para cualquier x(0) ∈ <n, la
sucesión {x(0)}∞k=0 definida por

x(k) = Tx(k−1) + c, para cada k ≥ 1 y c 6= 0,

converge a la solución única de x = Tx + c si y sólo si el radio espectral de la matriz
de iteración T es menor que 1, lo que se denota como ρ(T ) < 1, y cuanto más próximo
esté ρ(T ) a cero, mayor será la velocidad de convergencia.

También se ha demostrado [91] [126] [15] que si A es estrictamente diagonalmente
dominante, entonces, para cualquier x(0) los métodos de Jacobi y Gauss–Seidel dan lugar
a sucesiones {x(k)}∞k=0 que convergen a la solución de Ax = b.

Con respecto a los criterios de convergencia, se puede utilizar el que aparece en los
algoritmos 1 y 2: ||x(k) − x(k−1)||p < tol, para alguna p–norma, pero también se puede
utilizar uno que involucre al vector residual, que se define a continuación. Si x̃ ∈ <n es
una aproximación a la solución de Ax = b, el vector residual de x̃ con respecto a este
sistema se define como

r = b−Ax̃. (3.6)

Entonces, los algoritmos de Jacobi y Gauss–Seidel pueden utilizar el siguiente criterio
de convergencia

||b−Ax(k)||p < tol, (3.7)
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Caṕıtulo 3. Métodos de Resolución de Sistemas de Ecuaciones Lineales Dispersos

para alguna p–norma, el que se espera tienda a cero conforme el método iterativo calcule
aproximaciones más cercanas a la solución del sistema.

3.3.4. Método Iterativo de Sobrerrelajación Sucesiva (SOR)

Se pueden derivar conexiones entre los vectores residuo de x(k) y el método iterativo

GS. Por una parte, suponiendo que r(k)
i =

(
r

(k)
1i , r

(k)
2i , ..., r

(k)
ni

)T
es el vector residual de

GS de la aproximación
(
x

(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x

(k)
i−1, x

(k−1)
i , ..., x

(k−1)
n

)T
. La i–ésima componente

de r(k)
i es

r
(k)
ii = bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j − aiix(k−1)

i ,

es decir

aiix
(k−1)
i + r

(k)
ii = bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j ,

y como la iteración de Gauss–Seidel tiene la forma (3.4), la ecuación anterior se escribe
como aiix

(k−1)
i + r

(k)
ii = aiix

(k)
i , es decir

x
(k)
i = x

(k−1)
i +

r
(k)
ii

aii
. (3.8)

Por otra parte, la i–ésima componente de r(k)
i+1 es

r
(k)
i,i+1 = bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j − aiix(k)

i ,

que por la iteración de Gauss–Seidel (3.4) implica que r(k)
i,i+1 = 0, es decir, que Gauss–

Seidel está ideado para requerir que la i–ésima componente de r
(k)
i+1 sea cero, lo que

reduce la norma de este vector residual, aunque no necesariamente de forma eficiente.
Por lo anterior, si se modifica Gauss–Seidel en la forma de (3.8) a

x
(k)
i = x

(k−1)
i + ω

r
(k)
ii

aii
, (3.9)

entonces, para cierto ω > 0, la rapidez de convergencia será mayor.

Los métodos iterativos que emplean (3.9) se llaman métodos de relajación. Cuando
0 < ω < 1 los métodos se llaman de subrrelajación, y cuando 1 < ω se llaman de
sobrerrelajación sucesiva o SOR [15]. Los métodos SOR se utilizan para acelerar la
convergencia de Gauss–Seidel.
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Reescribiendo (3.9) en términos de los componentes de A, x(k), x(k−1) y b, la i–ésima
componente de la k–ésima aproximación de SOR es

x
(k)
i = (1− ω)x(k−1)

i +
ω

aii

bi − i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k−1)
j

 , (3.10)

que en forma matricial se escribe como

x(k) = Bωx
(k−1) + cω = (D − ωL)−1 ((1− ω)D + ωU)x(k−1) +ω (D − ωL)−1

b, (3.11)

donde D, L y U están definidos como en Jacobi y Gauss–Seidel.
La selección del valor apropiado para ω también se hace en función del espectro de la

matriz de iteración T . Se sabe que [91] [126] [15] si diag(A) 6= 0, entonces ρ(Tω) ≥ |ω−1|;
esto implica que ρ(Tω) < 1 sólo si 0 < ω < 2. Entonces, si A es definida positiva y
0 < ω < 2, SOR converge para cualquier x(0). El algoritmo 3 da cuenta de la iteración
de SOR, donde la prueba de convergencia de la ĺınea 6 puede sustituirse por la expresión
en (3.7).

Algoritmo 3 Método iterativo de sobrerrelajación sucesiva (SOR)

01 X0 = x(0)

02 k = 1

03 Mientras k ≤ maxiter
04 Para i = 1, 2, ..., n

05 xi = (1− ω)XOi +
ω
“
−
Pi−1

j=1 aijxj−
Pn

j=i+1 aijXOj+bi

”
aii

06 Si ||x−XO||p < TOL TERMINAR con solución (x1, ..., xn)T

07 k = k + 1

08 XO = x

09 TERMINAR SIN ÉXITO, maxiter excedido

3.3.5. Métodos Multipaso

Este apartado tiene por objetivo mostrar algunos fundamentos téoricos acerca de los
métodos iterativos multipaso, también llamados de grado ŝ [126]. También se revisan
dos métodos multipaso de grado ŝ = 2 basados en las particiones aceleradas de Jacobi y
Gauss–Seidel [81], los cuales han sido la base de los métodos propuestos en este trabajo
de tesis (ver caṕıtulo 5).

Los métodos multipaso han sido aplicados con éxito en distintos trabajos de inves-
tigación para la resolución de SELD asociados al problema dinámico de la EDN como
en [14] [48] [81] [49] [117]. En estas mismas fuentes se puede encontrar información más
detallada de lo que se expondrá a continuación.
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3.3.5.1. Métodos Multipaso de Grado ŝ

Supóngase que se quiere resolver el sistema representado por

Tψ = e, (3.12)

donde la matriz T es invertible y está dividida en q × q bloques de la forma

T =


T11 T12 · · · T1q

T21 T22 · · · T2q

...
...

...
Tq1 Tq2 · · · Tqq

 , (3.13)

y se cumple que los bloques diagonales Tii, i = 1, . . . , q, son matrices cuadradas e
invertibles de dimensión ni, i = 1, . . . , q, por lo que la matriz global T es de tamaño∑q
i=1 ni = n.
Representando a la matriz T como la suma de matrices T = D − L − U , donde L

y U son matrices con las partes triangular inferior y superior estrictas a bloques de la
matriz −T , respectivamente, y D es la matriz diagonal de los bloques diagonales de la
matriz T , es decir

T =

266664
T11 0 · · · 0

0 T22 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Tqq

377775 −

266664
0 0 · · · 0

−T21 0 · · · 0
...

. . . 0
...

−Tq1 . . . −Tqq−1 0

377775 −

2666664
0 −T12 · · · −T1q

0 0
. . .

...
...

. . . 0 −Tq−1,q

0 . . . 0 0

3777775 ,

(3.14)

como la matriz T es invertible, D también lo es, y pueden definirse las siguientes matrices
de iteración para los métodos Jacobi(J) y Gauss–Seidel (GS) (vistos en los apartados
3.3.1, 3.3.2 y 3.3.4), aśı como la matriz de iteración de un método Gauss–Seidel acelerado
(AGS) presentado en [14] [81]:

BJ = D−1(L+U), BGS = (D−L)−1U, BAGS = (D− ωL)−1((1− ω)L+U). (3.15)

Un método iterativo para resolver (3.12) se puede definir como un conjunto de fun-
ciones φ0(T, e), φ1(ψ(0);T, e), . . ., φn(ψ(0), . . . , ψ(n−1);T, e), en donde la secuencia de
vectores iterados ψ(0), ψ(1), . . . , ψ(n) se define como

ψ(0) = φ0(T, e)
...

...
...

ψ(n) = φn(ψ(0), ψ(1), . . . , ψ(n−1);T, e).

Se dice que el método iterativo es estacionario de grado ŝ si para algún ŝ > 0,
ocurre que φn es independiente de n, es decir, si para todo n ≥ ŝ, ψ(n) depende de
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ψ(n−1), ψ(n−2), . . . , ψ(n−ŝ), pero no de ψ(k) para k < n − ŝ. Con lo anterior, se puede
representar un método iterativo estacionario lineal multipaso (o multietapa) de grado ŝ
como

ψ(n) =
ŝ∑
i=1

Gŝ−iψ
(n−i) + k, (3.16)

donde Gŝ−i y k son funciones lineales de T y e.
En [126] se establecen las condiciones bajo las cuales un método multipaso de grado

ŝ converge a una solución aproximada de (3.12), por lo que, para estudiar el método
representado en (3.16), es necesario establecer el siguiente sistema de ecuaciones lineales
relacionado con (3.16) (

I −
ŝ∑
i=1

Gŝ−i

)
ψ = (I −H)ψ = k, (3.17)

en donde H =
∑ŝ
i=1Gŝ−i. Ahora, la relación que existe entre el conjunto de soluciones

S(T, e) de la expresión (3.12) con el conjunto de soluciones S(I −H, k) de la expresión
(3.17), está determinada por los siguientes teoremas.

Definición 1 [81, Definición 24] Sea S(T, e) el conjunto de soluciones de (3.12) y sea
S(I − H, k) el conjunto de soluciones de (3.17). El esquema iterativo expresado por
(3.16) se dice que es consistente con (3.12) si S(T, e) ⊆ S(I − h, k), y completamente
consistente si S(T, e) = S(I −H, k).

La definición 1 implica que si un método iterativo es completamente consistente, en
el caso de que converja lo hace a una solución del sistema.

Teorema 1 [81, Teorema 25] Si T en la expresión (3.12) es invertible, entonces el
esquema iterativo representado en la expresión (3.16) es consistente con el sistema (3.12)
si, y sólo si k = (I −H)T−1e.

Teorema 2 [81, Teorema 26] Si T en (3.12) es invertible, entonces el esquema iterativo
en la expresión (3.16) es completamente consistente con el sistema (3.12) si, y sólo si
es consistente y además I −H es invertible.

Usando los teoremas 1 y 2, el método iterativo de grado ŝ dado en la expresión (3.16)
es completamente consistente con (3.12) si se cumple que

k =

(
I −

ŝ∑
i=1

Gŝ−i

)
T−1e,

y la matriz I −
∑ŝ
i=1Gŝ−i es invertible, es decir, 1 6∈ ρ(

∑ŝ
i=1Gŝ−i).
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En los métodos iterativos multipaso es importante garantizar la invertibilidad de la
matriz I −

∑ŝ
i=1Gŝ−i, lo que se hace obteniendo el método de grado ŝ a partir de un

método de 1 paso convergente. Aśı, dada una partición de la matriz T = M −N con M
invertible, se obtiene la matriz G = M−1N asociada a la partición. Por lo que en caso de
que ρ(G) < 1, es decir, se cumpla que la partición es convergente, el siguiente resultado
proporciona una forma de elegir las matrices Gŝ−i para que el esquema iterativo de
grado ŝ en (3.16) sea completamente consistente.

Lema 1 [81, Lema 27] Sea T = M −N una partición de la matriz T del sistema (3.12)
y sea la matriz G = M−1N tal que ρ(G) < 1. Sean las matrices Gŝ−i de la forma

Gŝ−i = GPŝ−i, i = 1, . . . , ŝ, (3.18)

con matrices Pŝ−i tales que
∑ŝ
i=1 Pŝ−i = I. El esquema iterativo de grado ŝ es comple-

tamente consistente con (3.12) si, y sólo si k = M−1e.

La demostración del Lema 1 puede encontrarse en [81], de donde se desprende el
siguiente corolario.

Corolario 1 [Corolario 28 en 81 ] Sea T = M − N una partición de la matriz T

del sistema representado en (3.12), y sea la matriz G = M−1N tal que ρ(G) < 1. Si
k = M−1e y las matrices Pŝ−i representadas en la expresión (3.18) se toman de la
forma Pŝ−i = αŝ−iI, en donde αŝ−i ∈ <, i = 1, . . . , ŝ, y

∑ŝ
i=1 = 1, entonces el esquema

iterativo de grado ŝ en (3.16) es completamente consistente con la expresión (3.12).

Con lo expuesto, un esquema iterativo multipaso de grado ŝ puede obtenerse a partir
de un esquema iterativo de grado ŝ = 1 convergente, como pueden ser los esquemas de
las matrices de iteración definidas para los métodos de Jacobi o Gauss–Seidel.

Por ejemplo, un método iterativo estacionario multipaso de grado ŝ = 2 se define
partiendo de la expresión en (3.16) como

ψn+1 = G1ψ
(n) +G0ψ

(n−1) + k. (3.19)

Ahora, considérese una partición de la matriz T de la forma T = M −N y la matriz de
iteración asociada G = M−1N . Tomando las matrices G0, G1 y k de la forma [14] [81]

G1 = ωG, G0 = (1− ω)G, k = M−1e, (3.20)

se obtiene el método iterativo de segundo grado dado por,

ψn+1 = G(ωψ(n) + (1− ω)ψ(n−1)) + k. (3.21)

Aśı, asumiendo que se cumple ρ(G) < 1, por el corolario 1, este método es completamente
consistente (tomando como valores de P0 = (1 − ω)I y P1 = ωI). Para el estudio de
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los métodos multipaso de grado ŝ = 2 se utiliza el método auxiliar de grado ŝ = 1
siguiente [81], [

ψ(n)

ψ(n+1)

]
=

[
0 I

G0 G1

][
ψ(n−1)

ψ(n)

]
+

[
0
k

]
, (3.22)

en donde el método (3.22) es convergente para todo ψ(0) y ψ(1) si ρ(Ĝω) < 1, donde la
matriz de iteración del esquema (3.22) está representado por la expresión

Ĝω =

[
0 I

G0 GI

]
.

En [81] se puede encontrar en forma detallada la demostración de que el método iterativo
de primer grado (3.22) es convergente para todo ψ(0) y ψ(1), y mediante la relación que
establece entre los valores propios de Ĝω y los valores propios de G, tomando en cuenta
la definición de G0 y G1 dada por (3.20), demuestra que el método iterativo de segundo
grado (3.21) también converge para valores determinados de ω.

En los siguientes apartados se muestran los métodos iterativos multipaso de grado
ŝ = 2 basados en las particiones aceleradas de Jacobi y Gauss–Seidel [14] [81] que
servirán de base de los métodos propuestos en esta tesis.

3.3.5.2. Método Multipaso de Jacobi (MMJ)

Para definir el esquema iterativo multipaso de grado ŝ = 2 basado en la partición
de Jacobi, hay que considerar el sistema de ecuaciones (3.12) dividido en bloques como
sigue [

T11 T12

T21 T22

][
ψ1

ψ2

]
=

[
e1

e2

]
. (3.23)

Dada la partición de la matriz T = M − N , en donde M = D y N = L + U

correspondiente al método iterativo de Jacobi por bloques, es decir,

M =

[
T11 0
0 T22

]
, N =

[
0 −T12

−T21 0

]
.

Entonces, la matriz de iteración del método de Jacobi por bloques viene dada por,

BJ =

[
0 −T−1

11 T12

−T−1
22 T21 0

]
=

[
0 B12

B21 0

]
, (3.24)

por lo que para simplificar se han introducido las matrices B12 = −T−1
11 T12 y B21 =

−T−1
22 T21.
Si se considera el esquema iterativo multipaso de grado ŝ = 2 expuesto en la ecuación

(3.19), con matrices G0 = ωBJ y (1− ω)BJ , en donde ω es un factor de relajación y el
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vector k está representado por k = M−1e =
[
T−1

11 e1 T−1
22 e2

]T
, se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones

T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ωψl2 + (1− ω)ψl−1

2 ,

T22ψ
l+1
2 = e2 − T21(ωψl1 + (1− ω)ψl−1

1 ,

y que corresponde al cuerpo principal del método multipaso de Jacobi (llamado MMJ
en este trabajo de tesis). En este caso, todos los resultados obtenidos para un esque-
ma iterativo de segundo grado genérico (consistencia y convergencia) se aplican a este
esquema particular. En el caṕıtulo 5 se presenta un algoritmo basado en este método,
aśı como las distintas pruebas experimentales realizadas en un entorno paralelo y que se
aplicaron a un problema dinámico de la EDN multigrupo 3D.

3.3.5.3. Método Multipaso de Gauss–Seidel (MMGS)

En el esquema iterativo multipaso basado en Gauss–Seidel acelerado (MMGS) se
pueden identificar las matricesG0,G1 y k que, sustituidas en la ecuación (3.19), permitan
escribirlo como un esquema iterativo multietapa de grado ŝ = 2. Estas matrices son [14]
[81]:

G0 =

[
0 −(1− ω)B12

0 (1− ω)ωB21B12

]
, G1 =

[
0 ωB12

−(1− ω)B21 ω2B21B12

]
, y (3.25)

k =

[
T−1

11 e1

T−1
22 e2 − ωB21T

−1
11 E1

]
, (3.26)

en donde B12 = T−1
11 T12, B21 = T−1

22 T21 son los bloques que están fuera de la diagonal
principal de la matriz de Jacobi por bloques en la ecuación (3.24). Al sustituir en (3.19)
se obtiene el sistema de ecuaciones

T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ωψl2 + (1− ω)ψl−1

2 ),

T22ψ
l+1
2 = e2 − T21(ωψl+1

1 + (1− ω)ψl−1
1 ),

que se corresponden con el método multipaso Gauss–Seidel acelerado, abreviado como
MMGS en este trabajo de tesis. Además, en los trabajos [14] y [81], las matrices G0 y
G1 son factorizadas de la siguiente manera,

G0 =

[
0 −B12

−(1− ω)B21 ωB21B12

][
0 0
0 (1− ω)I

]
= HωP0 (3.27)

G1 =

[
0 −B12

−(1− ω)B21 ωB21B12

][
I 0
0 ωI

]
= HωP1 (3.28)
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por lo que la matriz del método ampliado equivalente (3.22) se puede escribir como

Ĝω =

[
0 I

HωP0 HωP1

]
(3.29)

obteniéndose la relación

HωP0 +HωP1 = Hω(P0 + P1) = Hω.

Ahora, factorizando la matriz Hω como

Hω = M−1N =

[
T−1

11 0
−ωB21T

−1
11 T−1

22

][
0 −T12

−(1− ω)T21 0

]
, (3.30)

se observa que el término k en (3.26) responde a la expresión

k = M−1e =

[
T−1

11 0
−ωB21T

−1
11 T−1

22

][
e1

e2

]
.

Por otro lado, si además el radio espectral de la matriz Hω es menor que 1, por el
Lema 1, el método multipaso MMGS es completamente consistente con el sistema de
ecuaciones en (3.23). Por otro lado, hay que considerar que la matriz Hω se obtiene de
una partición de la matriz T del sistema de ecuaciones mostrado en (3.23), T = Mω−Nω.
En efecto, de la ecuación (3.30) se sigue que,

Mω =

[
T11 0
ωT21 T22

]
, Nω =

[
0 −T12

−(1− ω)T21 0

]
. (3.31)

Ahora, considerando las matrices,

D =

[
T11 0
0 T22

]
, L =

[
0 0
−T21 0

]
, y U =

[
0 −T12

0 0

]
, (3.32)

las matrices T y Hω pueden escribirse como

T = (D − ωL)− ((1− ω)L+ U),

Hω = (D − ωL)−1((1− ω)L+ U).

Hay que notar que la matriz de iteración Hω corresponde al método de Gauss–Seidel
acelerado representado en la ecuación (3.15), aplicado a la matriz T del sistema de
ecuaciones representado en (3.23). En [81] se presentan resultados de convergencia de
este método.

En este trabajo de tesis se han realizado experimentos numéricos con los métodos
multipaso basados en particiones acelerados de Jacobi (MMJ) y Gauss-Seidel acelerado
(MMGS). Los resultados de los experimentos se muestran en el caṕıtulo 5, aśı como las
distintas pruebas realizadas con las modificaciones a este último método propuestas por
esta memoria y que son aporte de la misma.
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3.4. Métodos Iterativos basados en Subespacios de

Krylov

Algunos de los métodos más importantes que utilizan técnicas iterativas basadas en
procesos de proyección para resolver sistemas de ecuaciones lineales de gran dimensión
como el método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) y Gradiente Conjugado
(GC) se revisan en esta sección, ya que éstos y algunas variantes se implementan en las
libreŕıas que se han utilizado en este trabajo para resolver los sistemas de ecuaciones
dispersos asociados a la ecuación de difusión neutrónica (EDN) . También se revisa el
método de Arnoldi, que calcula una aproximación a los valores propios de una matriz
y que puede utilizarse para resolver la ecuación de los modos Lambda (resultado de
la discretización en estado estacionario de la EDN), cuya operación fundamental es la
multiplicación matriz–vector.

Un proceso de proyección [91] representa una forma canónica de extracción de una
aproximación a la solución de un sistema lineal Ax = b, con A ∈ <n×n desde un
subespacio m–dimensional K de <n (K es el subespacio de aproximaciones candidatas
o el subespacio de búsqueda). En un proceso de proyección se restringe al residual
r = b − Ax para que sea ortogonal a m vectores linealmente independientes, lo que
define otro subespacio m–dimensional L llamado subespacio de restricciones, de hecho,
hay otros tipos de restricciones que se verán más adelante. Por cada paso que realiza el
proceso de proyección, la dimensión del subespacio se incrementa en uno. Hay dos tipos
de métodos de proyección: ortogonales (L = K) y obĺıcuos (L 6= K).

Para resolver Ax = b, en esta sección se abordan métodos de resolución basados en
subespacios de Krylov, los cuales tienen la forma

Km(A, r0) ≡ span{r0, Ar0, A
2r0, ..., A

m−1r0} ≡ Km. (3.33)

Aśı, para resolver Ax = b se obtiene una solución aproximada xm desde el subespacio
af́ın m–dimensional x0 + Km (donde x0 es una aproximación inicial arbitraria de la
solución), imponiendo alguna de las siguientes restricciones [22]:

• La aproximación Ritz–Galerkin, que establece que el residual de xm sea ortogonal
al subespacio Km: b−Axm ⊥ Km.

• La aproximación del residual mı́nimo, donde la norma del residual de xm, ||b −
Axm||, debe ser mı́nimo sobre el subespacio Km.

• La aproximación Petrov–Galerkin, donde el residual de xm debe ser ortogonal al
subespacio Lm: b−Axm ⊥ Lm.

• La aproximación del error mı́nimo, que requiere que ||x − xm|| sea mı́nimo sobre
AKm.
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Los métodos de proyección también pueden utilizarse para hallar los valores propios
de una matriz y generar subespacios de Krylov, tales como Arnoldi y Lanczos. Antes
de presentar los métodos que resuelven Ax = b, se revisa el método de Arnoldi, cuya
particularización es el método de Lanczos (que puede verse en [50] [91]).

3.4.1. Método de Arnoldi

El método de Arnoldi [7] [89] [50] se ideó para reducir una matriz densa no hermı́tica
en una matriz de Hessenberg superior, sin embargo con su técnica se pueden calcular
valores propios dominantes de matrices dispersas de gran dimensión.

Para tomar una base adecuada para el subespacio de Krylov (3.33) (ya que no es
numéricamente conveniente tomar como base a A y r0, pues los vectores Ajr0 que
se vayan agregando a (3.33) apuntarán más y más en la dirección del valor propio
dominante, llegando a ser los vectores de la base linealmente dependientes en aritmética
de precisión finita), se utiliza una base ortonormal. El método de Arnoldi realiza esto
partiendo del hecho de que se tiene una base ortonormal v1, v2, ..., vj para Kj(A, r0),
entonces la expande calculando Avj y ortonormalizando este producto con respecto a
v1, v2, ..., vj . Este procedimiento se ve en el algoritmo 4, en el que se detecta que la
operación más costosa es la multiplicación matriz–vector.

Algoritmo 4 Arnoldi básico.

01 Elegir un vector unitario inicial v1

02 Elegir la dimensión del subespacio de krylov m

03 Para j = 1, 2, . . . ,m

04 hi,j = vT
i Avj , i = 1, 2, . . . , j

05 wj = Avj −
Pj

i=1 hi,jvi

06 hj+1,j =‖ wj ‖2, Si hj+1,j = 0 TERMINAR.

07 vj+1 = wj/hj+1,j

El algoritmo 4 tiene dos criterios de parada: o bien cuando se ha construido el subes-
pacio de Krylov de orden m (término del ciclo de la ĺınea 3 del algoritmo), o bien cuando
uno de los vectores se anula (ĺınea 6 del algoritmo). Para entender el segundo criterio
de parada del algoritmo, se introducen las siguientes definiciones y proposiciones que
pueden encontrarse en [91].

Definición 2 El subespacio de Krylov Km(A, v) es el subespacio de todos los vectores x
en <n, los cuales pueden ser expresados como x = p(A)v, donde p es un polinomio de
grado que no excede a m− 1.

Definición 3 El polinomio mı́nimo de un vector v asociado a una matriz A es el poli-
nomio mónico no nulo p de menor grado que verifica que p(A)v = 0.

46
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Proposición 1 Sea µ el grado del polinomio mı́nimo de v asociado a A, entonces
Kµ(A, v) es un subespacio invariante sobre A y Km(A, v) = Kµ(A, v) para todo m ≥ µ.

Proposición 2 El algoritmo de Arnoldi se detiene en el j–ésimo paso (ĺınea 6 del algo-
ritmo 4) si y sólo si el polinomio de v1 asociado a la matriz A es de grado j. Más aún,
en este caso el subespacio Kj es invariante bajo A.

De acuerdo a las definiciones y proposiciones anteriores, la parada del algoritmo 4
por anulación de un vector (ĺınea 6) se debe a que el grado del polinomio mı́nimo del
vector v1 es j, por lo que se ha conseguido el subespacio invariante Kj del que se pueden
obtener j valores propios dominantes exactos de la matriz A.

A partir de la matriz Hessenberg H = [hij ], i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ...,m, obtenida del
algoritmo de Arnoldi se pueden calcular sus valores propios λi (i = 1, 2, ...,m) mediante,
por ejemplo, la iteración QR [50]. Si estos valores propios son buenas aproximaciones
a los valores propios de A, entonces se pueden calcular los vectores propios asociados
ui (i = 1, 2, ...,m) mediante ui = V yi, donde V = [v1, v2, ..., vm] es la matriz formada
por los vectores calculados en el algoritmo de Arnoldi, yi es el i–ésimo vector propio
de H asociado a λi (i = 1, 2, ...,m). Sin embargo, si los valores propios calculados no
son buenas aproximaciones a los valores propios dominantes de A, se puede aumentar
el valor de m, es decir el número de iteraciones del algoritmo 4 en la ĺınea 3, o se puede
incluir un paso de reinicialización tomando un vector inicial v1 con más información
espectral. Este nuevo vector inicial se puede formar, por ejemplo, con una combinación
lineal de la base {v1, v2, ..., vm} [87]; también es posible formarlo con u1, el vector propio
asociado con el valor propio dominante de A [121].

Otro caso a tomar en cuenta es cuando se trabaja con una matriz A con mal compor-
tamiento. Para que el algoritmo de Arnoldi alcance una mejor estabilidad numérica se
utiliza el proceso de Gram Schmidt modificado [91] en el cálculo de la matriz ortogonal
V (ver algoritmo 5).

Algoritmo 5 Arnoldi con Gram Schmidt Modificado.

01 Elegir un vector unitario inicial v1

02 Elegir la dimensión del subespacio de krylov m

03 Para j = 1, 2, . . . ,m

04 w = Avj

05 Para i = 1, 2, . . . , j

06 hi,j = vT
i w

07 w = w − hi,jvi

08 hj+1,j =‖ w ‖2, Si hj+1,j = 0 TERMINAR.

09 vj+1 = w/hj+1,j
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Con base en la Proposición 2 y en la Proposición 3 (que se da en el siguiente párrafo),
está garantizado que el método de Arnoldi construye una base ortonormal del subespacio
de Krylov Km y también aproxima a los valores propios de una matriz dispersa de gran
dimensión.

Proposición 3 [91] Asumiendo que el algoritmo de Arnoldi no se detiene antes de
m iteraciones (ĺınea 3 del algoritmo 5), los vectores v1, v2, ..., vm forman una base
ortonormal del subespacio de Krylov Km = span{v1, Av1, A

2v1, ..., A
m−1v1}.

Se presenta enseguida una proposición (que puede verse en [91]) que será útil para
introducir el método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) en secciones posterio-
res.

Proposición 4 Sea Vm matriz n × m con columnas v1, v2, ..., vm. Sea H̃m la matriz
Hessenberg (m+ 1)×m con elementos hij diferentes de cero calculados por el algoritmo
de Arnoldi. Sea Hm la matriz obtenida de H̃m al eliminar su último renglón (o fila).
Entonces, se cumplen las siguientes relaciones:

AVm = VmHm + wme
T
m = Vm+1H̃m (3.34)

V TmAVm = Hm.

3.4.2. Método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES)

El método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) es un método de proyección
utilizado para resolver sistemas no simétricos de la forma Ax = b, donde A ∈ <n×n y
x, b ∈ <n, y que toma [91] K = Km y L = AKm, siendo Km(A, r0/||r0||2) el subespacio
de Krylov.

Como se ha visto, el método de Arnoldi reduce una matriz no simétrica a Hessenberg
superior. GMRES aprovecha esta transformación para construir soluciones aproximadas
para las cuales la norma del residual sea mı́nima con respecto a x0 + Km (restricción
basada en la aproximación del residual mı́nimo [22]), como se ve a continuación.

Primero, definiendo β = ||r0||2, hay que recordar que

v1 =
r0

||r0||2
⇒ r0 = ||r0||2v1 ⇒ r0 = βv1. (3.35)

Ahora, cualquier vector x en x0 +Km puede escribirse como la siguiente combinación
lineal:

x = x0 + y1v1 + y2v2 + ...+ ymvm ⇒ x = x0 + Vmy. (3.36)

Definiendo
J(y) = ||b−Ax||2 = ||b−A(x0 + Vmy)||2, (3.37)
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y utilizando (3.34) de la Proposición 4 y (3.35) en el residual b−Ax se tiene que

b−Ax = b−A(x0 + Vmy) = r0 −AVmy = βv1 − Vm+1H̃my = Vm+1

(
βe1 − H̃my

)
.

Como las columnas de Vm+1 son ortonormales, se tiene que

J(y) ≡ ||b−A (x0 + Vmy) ||2 = ||βe1 − H̃my||2. (3.38)

Entonces, como el método GMRES busca minimizar la norma residual, una vez resuelto
el problema de mı́nimos cuadrados

min
y∈<n

||βe1 − H̃my||2, (3.39)

con ymin como solución, es posible calcular una aproximación a la solución de Ax = b

con xm = x0 + Vmymin.
Lo que queda por resolver es el problema de Mı́nimos Cuadrados (3.39), que equivale

a resolver un sistema sobredeterminado, en este caso de la forma H̃my = −βe1, donde
H̃m ∈ <(m+1)×m, y ∈ <m y βe1 ∈ <m.

Los problemas de mı́nimos cuadrados suelen resolverse reduciendo la matriz de coefi-
cientes H̃m a alguna forma canónica, v́ıa transformaciones ortogonales. Por ejemplo, apli-
cando rotaciones de Givens [50] [91], se puede obtener la factorización QR de H̃m [50] [91]
H̃m = QR, donde Q ∈ <(m+1)×(m+1) es matriz ortogonal (Q−1 = QT ) y R ∈ <(m+1)×m

es matriz triangular superior. De H̃m = QR se puede obtener QT H̃m = R. Como la
matriz Q es ortogonal y conserva la norma vectorial, se tiene que

||H̃my − βe1||22 = ||QT
(
H̃my − βe1

)
||22 = ||Ry − c||22 = ||R1y − c1||22 + || − c2||22,

donde

QT H̃m = R =

(
R1

0

)
, QT b = c =

(
c1

c2

)
,

con R1 ∈ <m×m, c1 ∈ <m, y c2 ∈ <. Por lo tanto, el mı́nimo de (3.39) se obtiene
resolviendo el sistema triangular R1y = c1 [91], donde

min
y∈<n

||H̃my − βe1||22 = ||c2||22.

Todos los procesos referidos en párrafos anteriores del método GMRES se reúnen en
el algoritmo 6. En este algoritmo, la salida del ciclo (que aplica Arnoldi para formar
las matrices V y H̃m) en la ĺınea 12 indica, como ya se ha visto antes, que no se puede
generar el vector vj+1, pero también indica que al resolver el sistema R1y = c1 y calcular
xm = x0 + V y, se obtiene la solución exacta del sistema Ax = b [91].

Ya se sabe que el manejo de una m grande en la generación de V y H̃m con Arnoldi
es poco práctico. Por ello, GMRES puede modificarse reiniciando la ortogonalización de
Arnoldi, como en el algoritmo 7.
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Algoritmo 6 Método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES).

01 r0 = b−Ax0

02 β = ||r0||2
03 v1 = r0/β

04 Definir H̃ de tamaño (m+ 1)×m y ponerla a 0

05 Para j = 1, 2, . . . ,m

06 w = Avj

07 Para i = 1, 2, . . . , j

08 hi,j = vT
i w

09 w = w − hi,jvi

10 hj+1,j =‖ w ‖2
11 Si hj+1,j = 0

12 m = j, Ir a ĺınea 14.

13 vj+1 = w/hj+1,j

14 Calcular la factorización H̃m = QR

15 c = QT βe1

16 Resolver el sistema triangular R1y = c1

17 Calcular aproximación xm = x0 + V y

Algoritmo 7 Método del Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) con reinicio.

01 r0 = b−Ax0

02 β = ||r0||2
03 v1 = r0/β

04 parar = 0

05 Mientras parar = 0

06 Definir H̃ de tamaño (m+ 1)×m y ponerla a 0

07 Aplicar Arnoldi para calcular H̃m y Vm

08 Resolver el problema de mı́nimos cuadrados (3.39) con solución ym

09 Calcular aproximación xm = x0 + Vmym

10 r0 = b−Axm

11 β = ||r0||2
12 Si β < tol parar = 1(TERMINAR con solución xm)

13 Sino

14 x0 = xm

15 v1 = r0/β

3.4.3. Método Gradiente Conjugado (GC)

El método Gradiente Conjugado (GC) es un método utilizado para resolver sis-
temas lineales simétricos definidos positivos de la forma Ax = b, con A ∈ <n×n,
x, b ∈ <n. El método GC es un método de proyección que toma [91] K = L = Km,
siendo Km(A, r0/||r0||2) subespacio de Krylov. El método GC cumple con la restricción
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Ritz–Galerkin, que establece que el residual de xm sea ortogonal al subespacio Km [22].
Para resolver el sistema simétrico definido positivo Ax = b, el método GC reduce la

matriz A a la forma Hessenberg aplicando el método de Lanczos [91] [50]. Procedien-
do análogamente al método de Arnoldi (ver expresiones (3.36) y (3.35)), una solución
aproximada a Ax = b está dada por

xm = x0 + Vmym, (3.40)

para lo cual hay que calcular ym; como el método GC trata de minimizar la norma del
residual de b−Ax, al igual que Arnoldi (ver expresiones (3.37) y (3.38)), se tiene que

JGC(y) =‖ b−Ax ‖2=‖ βe1 − H̃my ‖2,

pero como A es simétrica, la matriz Hessenberg asociada a A es tridiagonal, denotada
con Tm, por lo que

JGC(y) =‖ βe1 − Tmy ‖2 .

Entonces, como Tm es cuadrada, la minimización de JGC(y) consiste en resolver el
sistema tridiagonal [91]

Tmy = βe1. (3.41)

Para resolver la ecuación (3.41) y calcular xm se puede utilizar la factorización LU
como sigue

xm = x0 + Vmy ⇒ xm = x0 + VmU
−1
m L−1

m (βe1) ⇒ xm = x0 + PmL
−1
m (βe1),

donde
Pm = VmU

−1
m , (3.42)

y Lm y Um tienen la forma

Lm =



1
λ2 1

. . . . . .

λm−1 1
λm 1

 , Um =



η1 β2

η2 β3

. . . . . .

ηm−1 βm

ηm

 .

Resolviendo el sistema triangular inferior Lmz = βe1, la aproximación xm queda
como

xm = x0 + Pmzm. (3.43)

En [91] puede verse que la columna pm de Pm puede calcularse utilizando la columnas
previas y el vector vm, es decir

pm = η−1
m [vm − βmpm−1] . (3.44)
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Ahora hay que observar que el residual rm = b−Axm está en la dirección de vm+1,
pues [91] b−Axm = −βm+1e

T
mymvm+1, por lo que los vectores residuales son ortogonales

entre śı. Lo mismo sucede con los vectores columna pi de Pm (3.42), éstos son A–
ortogonales [91]. Estos resultados se ven en la siguiente proposición [91].

Proposición 5 Sean rm = b−Axm, m = 0, 1, ..., vectores residuales obtenidos después
de calcular un conjunto de aproximaciones xm, m = 0, 1, .... Sean pm, m = 0, 1, ..., los
vectores (3.44). Entonces,

1. Cada vector residual es rm es tal que rm = σmvm+1, donde σm es cierto escalar.
Como resultado, los vectores residuales son ortogonales entre śı.

2. Los vectores pi (3.44) forman un conjunto A–conjugado, es decir: pTj (Api) = 0
para cada i 6= j.

Entonces, imponiendo las condiciones de ortogonalidad y conjugación de la Proposi-
ción 5, para derivar el método GC se parte del hecho de que [91]

xj+1 = xj + αjpj . (3.45)

Entonces, los vectores residuales satisfacen la recurrencia

rj+1 = rj − αjApj . (3.46)

Si las rj son ortogonales, es necesario que rTj (rj − αjApj) = 0, lo que implica que

αj =
rTj rj

rTj (Apj)
. (3.47)

Por la Proposición 5 se sabe que la dirección de búsqueda de pj+1 es una combinación
lineal de rj+1 y pj , y después de reescalar los vectores p apropiadamente, se tiene que

pj+1 = rj+1 + βjpj , (3.48)

lo que tiene como consecuencia que rTj (Apj) = (pj − βj−1pj−1)T (Apj) = pTj (Apj), dado
que Apj es ortogonal a pj−1. Entonces, la ecuación (3.47) puede escribirse como

αj =
rTj rj

pTj (Apj)
.

Además, tomando pj+1 de (3.48), como es ortogonal a Apj , entonces

βj = − (Apj)T rj+1

(Apj)T pj
.
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De (3.46)

Apj = − 1
αj

(rj+1 − rj) (3.49)

y, de esta forma,

βj =
1
αj

(rj+1 − rj)T rj+1

pTj (Apj)
=
rTj+1rj+1

rTj rj
. (3.50)

El procedimiento anterior conforma al método del Gradiente Conjugado y se reúne
en el algoritmo 8.

Algoritmo 8 Método Gradiente Conjugado (GC).

01 r0 = b−Ax0

02 p0 = r0

03 Para j = 0, 1, ... Hasta convergencia

04 αj = rT
j rj/p

T
j (Apj)

05 xj+1 = xj + αjpj

06 rj+1 = rj − αjApj

07 βj = rT
j+1rj+1/r

T
j rj

08 pj+1 = rj+1 + βjpj

3.4.4. Método Gradiente Biconjugado (BCG)

El método Gradiente Biconjugado (BCG) es un método utilizado para resolver siste-
mas lineales no simétricos de la forma Ax = b, con A ∈ <n timesn, b, x,∈ <n. En general,
la matriz de coeficientes de este tipo de sistemas no puede reducirse a una forma tridia-
gonal porque no es posible crear una base ortogonal para el subespacio de Krylov con
relaciones de recurrencia de tres términos [22]. Sin embargo, se puede tratar de obtener
una base no ortogonal adecuada con una recurrencia de tres términos, requiriendo que
esta base sea ortogonal a alguna otra. Es por esto que el método BCG cumple con la
restricción Petrov–Galerkin [22], es decir que busca una solución para Ax = b en el
subespacio de Krylov

K = Km = span{v1, Av1, ..., A
m−1v1},

con v1 = r0/||r0||2, y restringe al residual de xm para que sea ortogonal al subespacio

Lm = span{w1, A
Tw1, ..., (AT )m−1w1},

con un vector arbitrario w1 tal que wT1 v1 6= 0. Impĺıcitamente, BCG resuelve un sistema
dual de la forma ATx∗ = b∗.
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Para resolver el sistema Ax = b, el método BCG reduce la matriz A a una tridiago-
nal aplicando el método de biortogonalización de Lanczos [91], que es el encargado de
construir el par de bases biortogonales para los subespacios Km y Lm.

La matriz tridiagonal que construye la biortogonalización de Lanczos tiene la forma

Tm =



α1 β2

δ2 α2 β3

. . . . . . . . .

δm−1 αm−1 βm

δm αm

 , (3.51)

donde sus componentes δj son positivos y sus componentes βj = ±δj .
De forma análoga al método GC (ver ecuaciones (3.40) a (3.43)), después de reducir

la matriz A a la matriz triangular Tm mediante Lanczos biortogonalizado, el método
Gradiente Biconjugado (BCG) calcula la aproximación a la solución de Ax = b mediante
la expresión

xm = x0 + Vmym, (3.52)

que requiere del cálculo de ym, que es solución del sistema tridiagonal Tmy = βe1; para
esto, se calcula la descomposición LU de Tm, Tm = LmUm, con lo que la expresión (3.52)
queda como xm = x0 + Pmzm, con Pm = VmU

−1
m y zm = L−1

m (βe1). El cálculo de xm se
realiza tomando consideraciones análogas al método GC (ver ecuaciones (3.44) a (3.50)),
como los hechos de que xm es actualizable desde xm−1, y cada vector residual rj (r∗j del
sistema dual) está en la misma dirección que el vector vj+1 (wj+1).

Similarmente, con respecto a la resolución del sistema dual se puede definir la matriz
P ∗m = WmL

−1
m , donde las columnas p∗i de P ∗m y las columnas pi de Pm son A–conjugadas,

ya que [91] (P ∗m)T APm = L−1
m WT

mAVmU
−1
m = L−1

m TmU
−1
m = I.

Todas las operaciones concernientes al método BCG para resolver Ax = b se reúnen
en el algoritmo 9.

3.4.5. Método Gradiente Biconjugado Estabilizado

(BCGSTAB)

Uno de los inconvenientes del método Gradiente Biconjugado (BCG) es que necesita
para operar tanto de la matriz A como de su transpuesta AT . El método Gradiente Con-
jugado Cuadrado (CGS), que puede encontrarse en [91] [107], propone expresar tanto los
residuales rj y r∗j (calculados en las ĺıneas 8 y 9 del algoritmo 9, respectivamente), como
los vectores columna pj y p∗j (llamados vectores de direcciones de búsqueda, calculados
en las ĺıneas 11 y 12 del algoritmo 9, respectivamente) como recurrencias basadas en
polinomios cuadráticos, como por ejemplo

rj = φ2
j (A)r0, pj = π2

j (A)r0,
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Algoritmo 9 Método Gradiente Biconjugado (BCG)

01 r0 = b−Ax0

02 Elegir r∗0 tal que (r∗0)T r0 6= 0

03 p0 = r0;

04 p∗0 = r∗0
05 Para j = 0, 1, ... Hasta convergencia

06 αj = (r∗j )T rj/(p
∗
j )T (Apj)

07 xj+1 = xj + αjpj

08 rj+1 = rj − αjApj

09 r∗j+1 = r∗j − αjA
T p∗j

10 βj = (r∗j+1)T rj+1/(r
∗
j )T rj

11 pj+1 = rj+1 + βjpj

12 p∗j+1 = r∗j+1 + βjp
∗
j

donde φj(A) y πj(A) son polinomios de grado j. Con esto, CGS evita el uso de AT .
Aunque el método CGS trabaja bien en muchos casos, presenta la dificultad de los

errores de redondeo provocados por el uso de polinomios cuadráticos, lo que puede afectar
el desempeño del método.

El método Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB) evita el uso de la matriz
transpuesta AT y de los polinomios cuadráticos propuestos por el método CGS. El
método BCGSTAB calcula una aproximación para un sistema lineal no simétrico Ax = b,
con A ∈ <n×n y b, x ∈ <n, bajo las restricciones Petrov–Galerkin [22]. El método
BCGSTAB propone expresar los residuales y las direcciones de búsqueda como

rj = ψj(A)φj(A)r0, pj = ψj(A)πj(A)r0, (3.53)

en donde φj(A) y πj(A) son polinomios asociados al método BCG definidos por el
método CGS [91] como

φj+1(A) = φj(A)− αjAπj(A), πj+1(A) = φj+1(A) + βjπj(A), (3.54)

y ψj(A) es un nuevo polinomio que se define recursivamente en cada paso del algorit-
mo con el fin de estabilizar el comportamiento de la convergencia del mismo, y que
BCGSTAB define con la siguiente recurrencia

ψj+1(A) = (I − ωjA)ψj(A), (3.55)

donde ωj es un escalar que toma un valor que permita dar un paso descendente en la
dirección del residual.

Para derivar las relaciones de recurrencia de los residuales y las direcciones de búsque-
da a partir de las ecuaciones (3.53), primero se desarrollan los términos ψj(A)φj(A) y
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ψj(A)πj(A), utilizando las expresiones (3.54), como sigue

ψj+1(A)φj+1(A) = (I − ωjA)ψj(A) (φj(A)− αjAπj(A))

= (I − ωjA) (ψj(A)φj(A)− αjAψj(A)πj(A)) , (3.56)

ψj+1(A)πj+1(A) = ψj+1(A) (φj+1(A) + βjπj(A))

= ψj+1(A)φj+1(A) + βjπj+1(A)πj(A)

= ψj+1(A)φj+1(A) + βj (I − ωjA)ψj(A)πj(A). (3.57)

Sustituyendo las ecuaciones (3.56) y (3.57) en las ecuaciones (3.53), se tiene que

rj+1 = (I − ωjA) (ψj(A)φj(A)r0 − αjAψj(A)πj(A)r0)

= (I − ωjA) (rj − αjApj) , (3.58)

pj+1 = ψj+1(A)φj+1(A)r0 + βj (I − ωjA)ψj(A)πj(A)r0

= rj+1 + βj (I − ωjA) pj . (3.59)

Ahora, falta calcular los valores de los escalares βj , αj y ωj (los detalles de estos
cálculos pueden encontrarse en [91]). De acuerdo al método BCG

βj =
(r∗j+1)T rj+1

(r∗j )T rj
,

donde (r∗j )T rj = (φj(AT )r∗0)Tφj(A)r0 = (r∗0)Tφj(A)2r0, que no puede calcularse por
no contar con los vectores φj(AT )r∗0 , φj(A)r0 o φj(A)2r0; por esto, se relaciona con el
siguiente escalar

ρ̃j = (ψj(AT )r∗0)Tφj(A)r0 = (r∗0)T (ψj(AT )φj(A)r0) = (r∗0)T rj .

Desarrollando φj(AT )r∗ con ηj1(AT )jr∗0 + ηj2(AT )j−1r∗0 + ..., incorporando la ortogo-
nalidad de φj(A)r0 respecto de

(
AT
)i
r∗0 , para toda i < j, y tomando en cuenta que

sólo los coeficientes principales de los polinomios son relevantes, suponer que γj1 es el
principal coeficiente del polinomio φj(A), se tiene que

ρ̃j =

(
ηj1
γj1
φj(AT )r∗0

)T
(φj(A)r0) =

ηj1
γj1

(r∗j )T rj .

Examinando las relaciones de recurrencia para φj+1(A) y ψj+1(A), los coeficientes
principales de estos polinomios cumplen que ηj+1

1 = −ωjηj1, γj+1
1 = −αjγj1, con lo que

ρ̃j+1

ρ̃j
=
ωj
αj

(φj+1(AT )r∗0)Tφj+1(A)r0

(φj(AT )r∗0)Tφj(A)r0
, βj =

ρ̃j+1

ρ̃j

αj
ωj
.

De forma similar al cálculo de βj , aplicando una simple fórmula de recurrencia, αj
se pude expresar como

αj =

(
φj(AT )r∗0

)T (φj(A)r0)

(πj(AT )r∗0)T (Aπj(A)r0)
,
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desarrollando φj(AT )r∗0 y πj(AT )r∗0 , tomando los principales coeficientes de sus polino-
mios (que resultan ser los mismos), se tiene que

αj =

(
ψj(AT )r∗0

)T (φj(A)r0)

(ψj(AT )r∗0)T (Aπj(A)r0)
=

(r∗0)T (ψj(A)φj(A)r0)

(r∗0)T (Aψj(A)πj(A)r0)
=

ρ̃j

(r∗0)T (Apj)
.

Ahora, para el cálculo de ωj , a partir de la ecuación (3.58), si se define

sj = rj − αjApj , (3.60)

el valor óptimo de ωj que interviene en la construcción del polinomio reductor ψj(A),
se obtiene de minimizar la norma del residuo rj+1 = sj − ωAsj , para esto

‖ rj+1 ‖2 = sTj sj − 2ωj (Asj)
T
sj + (Asj)

T (Asj)

⇒ ∂ ‖ rj+1 ‖2

∂ωj
= −2 (Asj)

T
sj + 2ωj (Asj)

T (Asj) ,

donde la derivada parcial es cero cuando

ωj =
sTj (Asj)

(Asj)
T (Asj)

. (3.61)

Sustituyendo las expresiones (3.61) y (3.60) en la ecuación (3.58) se tiene que rj+1 =
rj−αjApj−ωjAsj , con lo que se puede calcular la aproximación a la solución del sistema
lineal no simétrico Ax = b

xj+1 = xj + αjpj + ωjsj .

En el algoritmo 10 se puede ver el procedimiento completo de el método BCGSTAB.

Algoritmo 10 Método Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB).

01 r0 = b−Ax0

02 Elegir r∗0 arbitrariamente

03 p0 = r0;

04 Para j = 0, 1, ... Hasta convergencia

05 αj = (r∗0)T rj/(r
∗
0)T (Apj)

07 sj = rj − αjApj

08 ωj = sT
j (Asj)/(Asj)T (Asj)

09 x∗j+1 = xj + αjpj + ωjsj

10 rj+1 = sj − ωjAsj

11 βj =
ˆ
(r∗0)T rj+1/(r

∗
0)T rj

˜
[αj/ωj ]

12 pj+1 = rj+1 + βj (pj − ωjApj)
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3.4.6. Método Residuo Cuasi–mı́nimo Libre Transpuesto

(TFQMR)

El método Residuo Cuasi–mı́nimo Libre Transpuesto (TFQMR) es un método que
resuelve sistemas de ecuaciones no simétricos de la forma Ax = b, con A ∈ <n×n y
x, b ∈ <n, calculando una aproximación en el subespacio de Krylov Km y que cumple
con las restricciones de Petrov–Galerkin y del residuo mı́nimo, por lo que algunos autores
lo consideran un método h́ıbrido [22].

El método TFQMR tiene como base el método CGS y para resolver un sistema lineal
no simétrico Ax = b parte de la recurrencia

xm = xm−1 + αm−1um−1, (3.62)

que equivale a

xm = x0 + Umzm, (3.63)

donde se definen la matriz Um y el vector zm como Um = [u0, u1, ...um−1] y zm =
[α0, α1, ..., αm−1].

Con base en las ecuaciones (3.62) y (3.63), el residual de xm puede expresarse como

rm = r0 −AUmzm (3.64)

= rm−1 − αm−1Aum−1 (3.65)

De acuerdo a la ecuación (3.65) se tiene que Aui = 1
αi

(ri − ri+1), que en forma
matricial se expresa como AUm = Rm+1B̃m, donde Rm+1 = [r0, r1, ..., rm] B̃m es la
matriz de tamaño (m+ 1)×m definida como

B̃m =



1 0 ... 0

−1 1
...

0 −1 1 ...
...

. . . . . .
...

... −1 1
0 ... −1


× diag

{
1
α0
,

1
α1
, ...,

1
αm−1

}
.

Con estas definiciones, la ecuación (3.64) se expresa como

rm = r0−AUmzm = r0−Rm+1B̃mzm = Rm+1e1−Rm+1B̃mzm = Rm+1

(
e1 − B̃mzm

)
.

(3.66)
Para que la 2–norma de cada columna de Rm+1 sea unitaria, se le multiplica por

la derecha por una matriz diagonal adecuada. Sea esa matriz diagonal la inversa de la
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matriz ∆m+1 = diag [δ0, δ1, ..., δm], entonces la ecuación (3.66) queda como

rm = Rm+1∆−1
m+1∆m+1

(
e1 − B̃mzm

)
= Rm+1∆−1

m+1

(
δ0e1 −∆m+1B̃mzm

)
= Rm+1∆−1

m+1

(
δ0e1 − H̃mzm

)
.

Al igual que los métodos vistos en secciones previas, el método TFQMR trata de
reducir el residual. Si se intenta hacer al estilo del método GMRES, es decir, minimi-
zando la 2–norma del residual, se necesita que Rm+1 sea ortogonal para que la 2–norma
puediera expresarse como sigue

‖ rm ‖2=‖ Rm+1∆−1
m+1

(
δ0e1 − H̃mzm

)
‖2=‖

(
δ0e1 − H̃mzm

)
‖2,

pero, en este caso, Rm+1∆−1
m+1 no es ortogonal. Sin embargo, se puede intentar minimizar

‖
(
δ0e1 − H̃mzm

)
‖2,

con lo que el método cuasi–minimiza el residual. Entonces, calculado el vector zm se
calcula, a su vez, xm teniendo una aproximación a la solución de Ax = b. Con esto,
formalmente, se define el método TFQRM.

Ahora, para expresar las iteraciones del método de manera progresiva, se introduce
el Lema 2, que puede verse en [91].

Lema 2 Sea H̃m una matriz Hessenberg superior (m+ 1)×m. Sea Qm el producto de
matrices Qm = ΩmΩm−1 . . .Ω1, donde Ωi (i = 1, 2, ...,m) es una matriz de rotación para
transformar a la matriz H̃m en una matriz triangular superior Rm. Sean R̃1 la parte
superior m×m de la matriz Qm−1H̃m y c̃1 el vector de los primeros m componentes del
vector Qm−1βe1. Sean R1 la parte superior m ×m de la matriz QmH̃m y c1 el vector
de los primeros m componentes del vector Qmβe1. Sean ỹm = R̃−1

1 c̃1, ym = R−1
1 c1, los

vectores obtenidos por los métodos CGS y TFQMR, respectivamente. Entonces

ym −

[
ym−1

0

]
= c2m

(
ỹm −

[
ym−1

0

])
,

donde cm es el coseno utilizado en la m–ésima rotación Ωm.

Suponiendo que x̃m es vector calculado por el método CGS, por el Lema 2, la iteración
del método TFQMR satisface la iteración

xm − xm−1 = c2m (x̃m − xm−1) , ⇒ 1
αm−1

(xm − xm−1) =
c2m
αm−1

(x̃m − xm−1)

⇒ 1
c2mαm−1

(xm − xm−1) =
1

αm−1
(x̃m − xm−1) ,
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definiendo ηm = c2mαm−1 y dm = (x̃m − xm−1) /αm−1, se tiene que

1
ηm

(xm − xm−1) = dm ⇒ xm = xm−1 + ηmdm. (3.67)

Ahora se necesita encontrar una recurrencia para dm. Para esto, de acuerdo a la
ecuación (3.62), x̃m puede expresarse como x̃m = x̃m−1 + αm−1um−1. De la definición
de dm se tiene que

dm =
1

αm−1
(x̃m − x̃m−1 + x̃m−1 − xm−1)

= um−1 +
1

αm−1
(x̃m−1 − xm−2 − (xm−1 − xm−2))

= um−1 +
1− c2m−1

αm−1
(x̃m−1 − xm−2)

= um−1 +

(
1− c2m−1

)
ηm−1

c2m−1αm−1
dm−1.

En la expresión anterior, el término
(
1− c2m−1

)
/c2m−1 es la tangente cuadrada del ángulo

ε utilizado en la (m−1)–ésima rotación. A esta tangente se le denota con θm−1, entonces,
para m

θm = tan2(ε) =
1− c2m
c2m

⇒ θm = tan(ε) =

√
1
c2
− 1

⇒ θm =
sen(ε)
cos(ε)

, y c2m =
1

θ2
m + 1

.

Para calcular los valores de sm = sen(ε) y cm = cos(ε), se examina la matriz H̃m

H̃m =



δ0 0 ... 0

−δ1 δ1
...

0 −δ2 δ2 ...
...

. . . . . .
...

... −δm δm

0 ... −δm+1


× diag

{
1
α0
,

1
α1
, ...,

1
αm−1

}
.

Ignorando el escalamiento de las columnas de H̃m que hace la matriz diagonal diag {1/αi}i=0,1,...,m−1,
ya que no afecta la determinación de las rotaciones, H̃m después de j rotaciones tiene
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la forma

Ωj ...Ω1H̃m =



∗ ∗
∗ ∗

. . . . . .

τj 0
−δj+1 δj+1

. . . . . .

−δm+1


.

Entonces, la siguiente rotación está determinada por

sj+1 =
−δj+1√
τ2
j + δ2

j+1

, cj+1 =
τj√

τ2
j + δ2

j+1

, θj+1 =
−δj+1

τj
.

Entonces, después de aplicar la j + 1–ésima rotación a la matriz anterior, se tiene que
el elemento δj+1 localizado en la posición (j + 1, j + 1) de la matriz, se transforma en

τj+1 = δj+1 × cj+1 =
τjδj+1√
τ2
j + δ2

j+1

= −τjsj+1 = −τjθj+1cj+1.

Con todo el desarrollo anterior se puede expresar una recurrencia para dm de la
ecuación (3.67), que se presenta a continuación para dm+1

dm+1 = um +
θ2
m

αm
ηmdm,

donde θ2
m+1 = δm+1

τm
, cm+1 =

(
1 + θ2

m+1

) 1
2 , τm+1 = τmθm+1cm+1 y ηm+1 = c2m+1αm.

En el algoritmo 11 se presentan los pasos necesarios para calcular una aproximación
a la solución del sistema Ax = b. Debe tomarse en cuenta que se ha cuasi–minimizado
el residual, con lo que el término rm del algoritmo lo representa parcialmente. Para ver
detalles de este método consúltese [91].

3.5. Precondicionadores

La razón de convergencia de los métodos iterativos que resuelven sistemas de ecua-
ciones lineales de la forma Ax = b, depende de las propiedades espectrales de la matriz
de coeficientes A. Si el sistema lineal se transforma en otro equivalente (que tenga la
misma solución que el sistema original) con propiedades espectrales más favorables, se
puede acelerar la convergencia de los métodos iterativos. Un precondicionador es una
matriz que realiza dicha transformación.

Por ejemplo, si M es un precondicionador que aproxima a la matriz de coeficientes
A en alguna forma, el sistema lineal transformado M−1Ax = M−1b tiene la misma
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Algoritmo 11 Método Residuo Cuasi–mı́nimo Libre Transpuesto (TFQMR).

01 r0 = u0 = b−Ax0

02 v0 = Au0

03 d0 = 0

04 Elegir r∗0 tal que ρ0 = rT
0 r
∗
0 6= 0

05 Para m = 0, 1, ... Hasta convergencia

06 Si m es par

07 αm+1 = αm = ρm/(r∗0)T vm

08 um+1 = um − αmvm

09 rm+1 = rm − αmAum

10 dm+1 = um + (θ2m/αm)ηmdm

11 θm+1 =‖ rm+1 ‖2 /τm
12 cm+1 =

`
1 + θ2m+1

´ 1
2

13 τm+1 = τmθm+1cm=1

14 ηn+1 = c2m+1αm

15 xm+1 = xm + ηm+1dm+1

16 Si m es impar

17 ρm+1 = (r∗0)T rm+1

18 βm−1 = ρm+1/ρm−1

19 um+1 = rm+1 + βm−1um

20 vm+1 = Aum+1 + βm+1 (Aum + βm−1vm−1)

solución que el sistema original, pero las propiedades espectrales de M−1A podŕıan ser
más favorables.

Al utilizar precondicionadores se necesita contrastar el costo computacional extra
que implica su construcción y aplicación, y la ganancia en la rapidez de convergencia.
En el uso de precondicionadores se busca que su aplicación tenga un costo comparable
al de una iteración de un método iterativo. Por otra parte, desde el punto de vista del
paralelismo, se necesita valorar qué tan eficaz es un precondicionador en el sentido clásico
frente a su eficiencia paralela, pues muchos precondicionadores tradicionales tienen largas
secuencias de procesamientos no paralelizables.

Entonces, el problema de encontrar un precondicionador para un sistema lineal es
encontrar una matriz M tal que [22]

1. M es una buena aproximación a A en algún sentido,

2. El costo de construir M no es prohibitivo,

3. El sistema M−1Ax = M−1b es mucho más fácil de resolver que el sistema original.

Dependiendo de cómo se aplique un precondicionador al sistema, las formas de precon-
dicionamiento pueden ser
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1. Precondicionamiento por la izquierda: M−1Ax = M−1b.

2. Precondicionamiento por la derecha: AM−1Mx = b.

3. Precondicionamiento por ambos lados: M−1
1 AM−1

2 M2x = M−1
1 b, cuando M puede

factorizarse en M1M2.

En esta sección se revisan precondicionadores basados en métodos iterativos esta-
cionarios, como: los de Jacobi, Gauss-Sidel y SOR simétrico; también se revisan pre-
condicionadores basados en factorizaciones incompletas, como: factorización sin relleno
(ILU0), factorización con relleno en función de la estructura de A (ILUK, MILU) y
factorización con relleno en función de umbrales numéricos (ILUT).

3.5.1. Precondicionadores Jacobi, Gauss–Seidel y SOR Simétri-

co

Una iteración de punto fijo para resolver un sistema lineal Ax = b toma la forma
general

x(k+1) = M−1Nx(k) +M−1b, (3.68)

con A = M − N . Por otra parte, se ha visto en la ecuación (3.1) de la sección 3.3 que
una iteración de punto fijo también puede expresarse como

x(k+1) = Tx(k) + c, (3.69)

con c = M−1b y T = M−1N = I −M−1A. Con la iteración (3.69) se resuelve el sistema
(I − T )x = c, el cual, como T = I −M−1A, se puede reescribir como

M−1Ax = M−1b. (3.70)

El sistema (3.70) se llama sistema precondicionado asociado con A = M − N y la
iteración (3.69) se llama iteración de punto fijo sobre este sistema precondicionado, con
matriz de iteración T.

Para Jacobi se ha obtenido la iteración de punto fijo (ecuación (3.3)) x(k+1) =
D−1 (L+ U)x(k) +D−1b, siendo D, L y U matrices con los elementos de la diagonal, de
la triangular inferior estricta y de la triangular superior estricta de A, respectivamente
(ver Figura 3.1). De esta iteración se ve claramente que el precondicionador y la matriz
de iteración son, correspondientemente,

MJ = D, TJ = D−1 (L+ U) = I −D−1A.

Para Gauss–Seidel también se ha obtenido la iteración de punto fijo (ecuación (3.5))
x(k+1) = (D − L)−1

Ux(k) + (D − L)−1
b, donde D, L y U están definidas como en
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Jacobi. De esta iteración se vuelve a ver claramente que el precondicionador y la matriz
de iteración son, respectivamente,

MGS = (D − L) , TGS = (D − L)−1
U = I − (D − L)−1A.

Ahora, partiendo de la iteración de punto fijo de SOR (ecuación (3.11)), que es
x(k+1) = (D − ωL)−1 [(1− ω)D + ωU ]x(k) + ω (D − ωL)−1

b, donde D, L y U , nue-
vamente están definidas como en Jacobi y Gauss–Seidel, se puede definir la iteración
simétrica de SOR (SSOR) como un paso de SOR seguido por un ”paso hacia atrás” [91]
de SOR como sigue

x(k+1/2) = (D − ωL)−1 [(1− ω)D + ωU ]x(k) + ω (D − ωL)−1
b,

x(k+1) = (D − ωU)−1 [(1− ω)D + ωL]x(k) + ω (D − ωU)−1
b,

con lo que se obtiene la iteración de SSOR de la forma x(k+1) = M−1Nx(k) +M−1b =
Tx(k) + c, donde

MSSOR = (D − ωL)D−1 (D − ωU) ,

TSSOR = (D − ωU)−1 ((1− ω)D + ωL) (D − ωL)−1 ((1− ω)D + ωU) .

Si se toma ω = 1 se obtiene la iteración de Gauss-Seidel Simétrica (GSS).

3.5.2. Factorización LU Incompleta (ILU) General

En esta sección se revisa un precondicionador que realiza una factorización incomple-
ta de una matriz general dispersa A ∈ <n×n. Una factorización incompleta de una matriz
dispersa es deseable porque, a diferencia de una factorización completa que presenta el
problema de relleno en las matrices factores (con lo que dejan de ser dispersas), las
matrices que resultan de la factorización incompleta respetan el patrón de dispersión de
la matriz original en cierta proporción, con lo que se busca controlar que la cantidad de
procesamiento extra por el uso de precondicionadores no se incremente excesivamente.
En concreto, se aborda la factorización LU Incompleta (ILU).

La factorización general ILU de A calcula las matrices L y U , que tienen la misma
estructura diferente de cero que la triangular inferior y superior de A, respectivamente,
tales que la matriz residual R = LU −A satisface ciertas restricciones, como tener ceros
en algunas de sus entradas.

Para introducir un algoritmo general de la factorización ILU, se considera que A =
{aij}i,j=1,2,...,n es una M–matriz, pues se ha demostrado [8] que una factorización in-
completa existe para una M–matriz.

Renombrando a la matriz A con A1, suponer que se aplica un paso de la eliminación
Gaussiana a A1 y que se obtiene como resultado la matriz Ã1 (que también es M–
matriz, como se demuestra en [91]) y suponer que algunos elementos fuera de la diagonal
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se eliminan de Ã1, obteniéndose ˜̃A1 = Ã1 + R ( ˜̃A1 también es M–matriz, como se
demuestra en [91]), donde los elementos de R son tales que rii = 0 (i = 1, 2, ..., n) y
rij ≥ 0 (i, j = 1, 2, ..., n, con i 6= j).

El proceso anterior se repite sobre la M–matriz de tamaño (n− 1)× (n− 1), A2 =
˜̃A1(2 : n, 2 : n) (A2 se obtiene de ˜̃A1 eliminando su primer renglón y su primera columna),
y aśı sucesivamente hasta obtener la factorización incompleta de A.

La selección de los elementos que se van eliminando de las matrices puede obedecer
a un patrón de ceros estático, denotado con P , definido como

P ⊂ {(i, j)|i 6= j; 1 ≤ i, j ≤ n}.

Entonces, una factorización ILUP se calcula con en el algoritmo 12, obteniéndose la
factorización incompleta A = LU − R (cuya demostración puede encontrarse en [91]).
En el i–ésimo paso del algoritmo, el i–ésimo renglón de A se sobreescribe con los i–ésimos
renglones de L y U incompletas, y se acceden a los i−1 renglones anteriores de A, donde
se encuentran los renglones calculados de U y L.

Algoritmo 12 Factorización ILU General.

01 Para i = 2, 3, ...n

02 Para k = 1, ..., i− 1 y si (i, k) /∈ P
03 aik = aik/akk

04 Para j = k + 1, k + 2, ..., n y para (i, j) /∈ P
05 aij = aij − aik × akj

3.5.3. Factorización ILU sin Relleno (ILU0)

En esta factorización el patrón de ceros P es igual que el patrón de ceros de A, con
lo que las matrices L y U tienen tantos ceros como A en las mismas posiciones de su
triangular inferior y superior, respectivamente. Con esto, no necesariamente el resultado
del producto LU es exactamente A, ya que LU puede rellenar entradas en las que A
tenga ceros. Pero, si se ignoran estas entradas rellenas se pueden construir matrices L
y U cuyo producto sea igual que A en las entradas diferentes de cero de A (NZ(A)).
Entonces, la factorización ILU0 consiste justamente en construir L y U tales que los
ceros de A− LU están localizados en las entradas NZ(A).

El algoritmo de la factorización ILU0 es el mismo que el algoritmo 12, en donde el
patrón de ceros P debe ser exactament igual que el patrón de ceros de A.

La factorización ILU0 puede ser insuficiente para alcanzar una razón de convergencia
adecuada al momento de resolver el sistema lineal (ver [91]), debido a que no permite
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relleno en la factorización. Flexibilizar este punto es la poĺıtica del método que se verá a
continuación, lo que puede llevar a factorizaciones más exactas.

3.5.4. Factorización ILU con Nivel de Relleno K (ILUK)

La factorización ILUK permite cierto nivel de relleno (denotado con K) en la fac-
torización. El relleno es permitido en función de la estructura de A. Aśı, por ejemplo,
para aplicar una factorización con nivel K = 1, ILU(1), se aplica ILU0 y se obtienen L

y U , se define P con el patrón de ceros del producto LU . Asignar a A un nuevo patrón
de elementos diferentes de cero definido como

NZ1(A) = NZ(A) + las posiciones rellenas del producto LU,

donde NZ(A) es el verdadero patrón de elementos diferentes de cero de A. Nuevamente
se aplica ILU0 a la A con patrón de ceros NZ1(A), con lo que se obtienen los factores
L1 y U1.

Para generalizar el proceso anterior y aplicarlo a matrices dispersas generales, se
define el concepto de Nivel de Relleno, que se concibe como un atributo de un componente
de A = {aij}i,j=1,2,...,n que es modificado por eliminación Gaussiana.

Definición 4 El nivel inicial de relleno de un elemento aij de una matriz dispersa A

se define como

nivelij =

{
0 si aij 6= 0 o si i = j,

∞ en otro caso.

Cada vez que este elemento es modificado por eliminación de Gauss, su nivel de relleno
se actualiza como nivelij = min{nivelij , nivelik + nivelkj + 1}.

Por la definición anterior (que siempre toma los mı́nimos para actualizar el nivel
de relleno), si un componente aij 6= 0 en la matriz original A, el nivel de relleno del
componente es 0, nivel que no cambiará durante la factorización (el componente siempre
será diferente de cero); por otra parte, la forma en que se actualizan los niveles de
relleno es una estrategia natural para descartar componentes o mantenerlos durante
la factorización. Con esto, todos los elementos con nivel de relleno menor que K se
mantendrán. El patrón de ceros PK se define antes de empezar el proceso de factorización
como PK = {(i, j)|nivelij > K}.

En el algoritmo 13 se reúne el proceso de la factorización ILUK. En este algoritmo
se identifican tres inconvenientes:

1. No se puede predecir el nivel de relleno ni la cantidad de trabajo computacional
para K > 0.

2. La actualización de los niveles de relleno puede ser costosa.
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3. El nivel de relleno para matrices indefinidas puede no ser un buen indicador del
tamaño de los componentes que han sido eliminados, con lo que si se eliminan
elementos con valores grandes, se obtendrá una factorización inexacta en el sentido
de que R = LU − A no será pequeño (que podŕıa llevar a un número grande de
iteraciones para calcular la solución del sistema).

Algoritmo 13 Factorización ILU con nivel de relleno K (ILUK).

01 Definir nivelij , para i, j = 1, 2, ..., n, de acuerdo a la Definición 4

02 Para i = 2, 3, ...n

03 Para k = 1, ..., i− 1 y para nivelik ≤ K
04 aik = aik/akk

05 Para j = 1, 2, ..., n

06 aij = aij − aik × akj

07 nivelij = min{nivelij , nivelik + nivelkj + 1}
08 Asignar 0 a cualquier elemento en el renglón i con nivelij > K

3.5.5. Factorización ILU Modificada (MILU)

Las factorizaciones incompletas seleccionan elementos utilizando cierto criterio y,
simplemente, se descartan asignándoles un cero. Hay estrategias que compensan esta
asignación para reducir sus efectos. Una de ellas es tomar los elementos que se van
eliminando durante el cálculo del i–ésimo renglón de las matrices L y U (durante la
iteración k del algoritmo 13 o del algoritmo 12) y sumarlos a uii, la diagonal de U ;
a esta estrategia se le llama compensación diagonal y constituye un precondicionador
ILU Modificado (MILU), que también permite cierto nivel de relleno en función de la
estructura de A.

Un breve esquema de la compensación diagonal se da a continuación. Se denota con
ai∗ al renglón i–ésimo de A. Antes de comenzar el ciclo controlado por k en cualquiera
de los algoritmos ILU, ui∗ = ai∗. Las operaciones que se ejecutan durante la k–ésima
iteración pueden representarse como ui∗ = ui∗ − li∗uk∗, que en realidad se aplica sóla-
mente a componentes uij 6= 0 (j = k + 1, k + 2, ...., n), y para representar esto se tiene
que ui∗ = ui∗ − likuk∗ + r

(k)
i∗ , donde

rij =

{
0 si (i, j) /∈ P (si Uij 6= 0,
likukj en otro caso.

Con la definición de rij los componentes nulos de A se preservan. Aśı, al terminar el
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ciclo controlado por k se tiene

ui∗ = ai∗ −
i−1∑
k=1

(
likuk∗ − r(k)

i∗

)
= ai∗ −

i−1∑
k=1

(likuk∗)− ri∗,

donde ri∗ =
∑i−1
k=1

(
r

(k)
i∗

)
. Entonces, para el i–ésimo renglón procesado, los componentes

que no se han considerado en la factorización porque se deben preservar los ceros de
A están reunidos en el vector renglón ui∗; estos componentes se suman y el escalar
resultante se suma, a su vez, al componente diagonal de U , es decir

uii = uii − (ri∗e), con e = (1, 1, ..., 1)T ,

con lo que termina el cálculo del i–ésimo renglón de la factorización. En [90] se muestra
que con esta estrategia Ae = LUe, es decir, cada renglón de A es igual que el correspon-
diente renglón de LU .

3.5.6. Factorización ILU con Umbral (ILUT)

A diferencia de las factorizaciones incompletas que permiten rellenar o no los com-
ponentes de una matriz en función de la estructura de A, la factorización ILU basada
en umbral (ILUT) decide el relleno dependiendo de si la magnitud del componente es
menor o mayor que cierto umbral. Con esto, el patrón de dispersión P es dinámico.

Un algoritmo ILUT genérico puede derivarse, por ejemplo, del algoritmo 12 (factori-
zación ILU general) incluyéndole un conjunto de reglas para la eliminación de elementos
pequeños. Aśı, si un elemento cumple con el conjunto de reglas, el elemento es sustitúıdo
por un cero. Las mismas reglas pueden aplicarse a todos los elementos de un renglón.
En el algoritmo 14, w es un vector de trabajo que acumula combinaciones lineales de
renglones dispersos en la eliminación, y wk es su k–ésimo componente. ai∗ denota el
i–ésimo renglón de A.

En la ĺınea 5 del algoritmo 14 podŕıa aplicarse la siguiente regla: eliminar el elemento
wk (asignarle cero) si su magnitud es menor que cierto umbral τ , que puede ser, por
ejemplo, el valor promedio del k–ésimo renglón o la 2–norma del k–ésimo renglón. En
la ĺınea 8 del algoritmo podŕıa aplicarse un conjunto de reglas, por ejemplo, primero
eliminar los componentes de w cuyas magnitudes sean menores que τ , después mantener
sólamente los q componentes más grandes de w para L y los q más grandes para U ,
manteniendo siempre los componentes diagonales de U . Con esta combinación de reglas
no sólo se controla el relleno con base en la magnitud de los componentes, sino que
también se controla la cantidad de componentes diferentes de cero que se van a permitir.
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Algoritmo 14 Factorización ILU con Umbral (ILUT).

01 Para i = 1, 2, ...n

02 w = ai∗
03 Para k = 1, ..., i− 1 y cuando wik 6= 0

04 wk = wk/akk

05 Aplicar reglas de eliminación awk

06 Si wk 6= 0

07 w = w − wk ∗ uk

08 Aplicar reglas de eliminación aw

09 lij = wj Para j = 1, 2, ..., i− 1

10 uij = wj Para j = i, i+ 1, ..., n

11 w = 0

3.6. Conclusiones

Existe una variedad muy amplia de métodos que resuelven y precondicionan sistemas
lineales dispersos de gran dimensión. En este caṕıtulo se han abordado algunos de los más
utilizados y los que implementan las libreŕıas empleadas en los experimentos numéricos
de esta tesis.

Los métodos de resolución de sistemas lineales pueden clasificarse en directos e ite-
rativos. Los métodos directos calculan la solución en un número finito de operaciones
y los métodos iterativos generan una sucesión de aproximaciones que que pueden o no
converger a una solución.

Los métodos directos realizan una descomposición de la matriz de coeficientes. Si esta
matriz es dispersa, la descomposición trae como consecuencia el problema del relleno,
con lo que la resolución del sistema requiere más tiempo de cómputo y más espacio
de almacenamiento para su operación y representación. Para enfrentar este problema,
existen técnicas de reordenamiento de las entradas de la matriz de coeficientes que
intentan reducir este relleno. Además, a medida que aumenta la dimensión de los sistemas
de ecuaciones, los métodos directos presentan problemas por los errores de redondeo que
se acumulan durante el proceso. No obstante lo anterior, las soluciones encontradas por
la aplicación de métodos directos resultan ser muy precisas.

El costo computacional de los métodos iterativos con un número moderado de ite-
raciones puede resultar menor que el costo de un método directo. Por ejemplo, la des-
composición LU que realiza un método directo sobre una matriz densa es del orden de
O(n3), mientras que los métodos iterativos estacionarios, como Jacobi, Gauss–Siedel y
SOR, son del orden de O(2∗NZ), donde NZ es el número de entradas diferentes de cero
de la matriz de coeficientes. Por otra parte, el almacenamiento de los datos es menor
en los métodos iterativos que en los directos, ya que los primeros preservan el caracter
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disperso de los sistemas.
Dentro de los métodos iterativos se han revisado en este caṕıtulo los estacionarios,

como Jacobi (J), Gauss–Sidel (GS) y SOR; y los no estacionarios, como Residuo Mı́ni-
mo Generalizado (GMRES), Gradiente Conjugado (GC), Gradiente Biconjugado (BCG),
Gradiente Biconjugado Estabilizado (BCGSTAB) y Residuo Cuasi–mı́nimo Libre Trans-
puesto (TFQMR). Los métodos no estacionarios, a diferencia de los estacionarios, invo-
lucran en sus cálculos información que cambia en cada iteración. Por esto, los métodos
iterativos no estacionarios presentan convergencia más rápida que los estacionarios. La
convergencia de los métodos estacionarios depende de las propiedades de la matriz de
coeficientes del sistema y la velocidad de convergencia depende del radio espectral de la
matriz de iteración.

Los métodos iterativos no estacionarios vistos en este caṕıtulo se basan en procesos de
proyección (subespacios de Krylov) y tratan de minimizar cierta norma del vector residuo
sobre un subespacio generado por la matriz de coeficientes del sistema aśı como ofrecer
bajo costo en requerimientos de tiempo y espacio. Por otra parte, en estos métodos
iterativos la operación fundamental es el producto matriz–vector.

Con los procesos de proyección no sólo se construyen métodos para resolver sistemas
de ecuaciones lineales, sino métodos para calcular los valores propios de una matriz,
que es uno de los problemas que surgen de la discretización de la EDN en el caso
estacionario. Por este motivo, este caṕıtulo ha introducido el método de Arnoldi, cuya
operación fundamental es el producto matriz–vector.

La aceleración de la convergencia de los métodos iterativos puede obtenerse precondi-
cionando los sistemas a resolver. En este caṕıtulo se han revisado los precondicionadores
de Jacobi, Gauss–Seidel y SOR Simétrico, y los basados en factorizaciones incompletas,
como ILU0, ILUK, MILU e ILUT. ILU0 es una factorización que no permite relleno
y requiere el mismo monto de almacenamiento que A, pero lleva a una representación
cruda del sistema a resolver, lo que puede resultar en muchas iteraciones para conver-
ger a una solución [91]. Permitir ciertos niveles de relleno puede llevar a factorizaciones
que permitan precondicionar al sistema más adecuadamente, por ejemplo ILUK y MI-
LU permiten niveles de relleno con base en la estructura de la matriz. Otra poĺıtica
de relleno, que no se basa en la estructura de la matriz sino en las magnitudes de los
valores de sus componentes es ILUT. Todas las variantes ILU propuestas tienen el ob-
jetivo de representar lo más fielmente posible las caracteŕısticas del sistema a resolver,
pero minimizando costos de operacón y almacenamiento. En general, las factorizaciones
ILU requieren pocas iteraciones para converger, pero el costo de procesamiento de los
factores puede ser alto [91].
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Caṕıtulo 4

Plataformas y Software de

Computación

4.1. Introducción

Este caṕıtulo muestra los elementos de hardware y software que fueron utilizados
para la implementación secuencial y paralela de los métodos que resuelven los sistemas
de ecuaciones lineales dispersos relacionados con la ecuación de difusión neutrónica mul-
tigrupo, tanto para el caso estacionario como dinámico y está organizado de la siguiente
manera: La sección 4.2 describe las caracteŕısticas de las máquinas secuenciales y para-
lelas sobre las que se realizaron las pruebas experimentales. En tanto que la sección 4.3
da cuenta de las distintas libreŕıas numéricas de libre distribución que se han elegido
para llevar a cabo las pruebas experimentales del caṕıtulo 5, aśı como una descripción
general de sus fundamentos y funcionamiento. Por último, en la sección 4.4 se enuncian
algunas conclusiones de este caṕıtulo.

4.2. Hardware

Los equipos hardware utilizados en esta memoria son Kubrick, Kefren y Jacquard.
Estos son computadores paralelos con memoria distribuida que funcionan con el modelo
de programación por paso de mensajes. A continuación se listan sus caracteŕısticas más
representativas.
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4.2.1. Cluster Kubrick

Este es un cluster de memoria distribuida con 2 nodos biprocesador (figura 4.1). Los
procesadores son de la marca Intel modelo Xeon a 2.2 GHz. Cada nodo comparte 4
Gbytes de RAM y están interconectados por una red Gigabit Ethernet bajo el sistema
operativo LINUX Red Hat 8. En este cluster se han realizado experimentos secuenciales
utilizado su versión de Matlab.

Figura 4.1: Cluster Intel Kubrick de la Universidad Politécnica de Valencia

4.2.2. Cluster Kefren

Kefren1(figura 4.2) es un grupo de 20 nodos bi-procesador, donde cada nodo se
encuentra conectado mediante una red SCI con topoloǵıa Torus 2D en una malla de
4x5. Cada CPU es un Intel Xeon con una velocidad de 2GHz y 1 GB de memoria
principal con sistema operativo LINUX Red Hat 8.0

El software usado en este cluster y que más adelante se explica con mayor amplitud
es: SPARSKIT, PETSc, pARMS y SuperLU.

4.2.3. Cluster Jacquard

Jacquard2 (figura 4.3) es un cluster AMD Opteron con 712 CPUs sobre el que se
ejecuta el sistema operativo LINUX. La máquina es llamada aśı en honor de José Maŕıa
Jacquard, cuyo telar fué la primera máquina en usar tarjetas perforadas para controlar
una secuencia de operaciones.

1http://www.grycap.upv.es
2http://www.nersc.gov/nusers/systems/jacquard/
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Figura 4.2: Cluster Intel Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia.

Jacquard tiene 356 nodos biprocesador para cálculos cient́ıficos. Cada procesador
tiene una velocidad de reloj de 2.2GHz. Los procesadores en cada nodo comparten 6
GBytes de memoria y están interconectados con una red infiniband de alta velocidad. El
software usado en este cluster corresponde a las libreŕıas numéricas de PETSc e Hypre.

Figura 4.3: Cluster AMD Jacquard en el centro de investigación NERSC
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4.3. Software

Entre los objetivos de la presente tesis, está la evaluación de software numérico se-
cuencial y paralelo que permita resolver eficientemente los sistemas de ecuaciones lineales
dispersos (SELD) que surgen de la discretización de la ecuación de difusión neutrónica
en su forma estacionaria y dinámica. Por tal motivo, se ha tenido la oportunidad de
trabajar con distintas herramientas software para cumplir los objetivos establecidos.

A continuación se exponen las libreŕıas numéricas, tanto secuenciales como paralelas,
aśı como un resumen de sus caracteŕısticas de funcionamiento más importantes.

4.3.1. Matlab

MATLAB [28] Es un ambiente propietario de prueba y desarrollo de prototipos rápi-
dos del álgebra lineal numérica. La versión utilizada fué 5.3.1 (R11.1)3.

4.3.2. SuperLU

Se han realizado experimentos numéricos en esta memoria, utilizando la versión 2.0
de la libreŕıa SuperLU4 [124] [125] [21]. SuperLU es una libreŕıa de libre distribución que
implementa métodos directos (ver caṕıtulo 3) para la resolución de SELD de ecuaciones
de la forma AX = B, donde A es una matriz dispersa cuadrada de n × n, no singular;
X y B son matrices densas de n × nrhs, donde nrhs es el número de lados derechos y
vectores solución.

La libreŕıa SuperLU usa eliminación de Gauss con técnicas de pivotamiento, donde
las columnas de la matriz A puede ser preordenadas antes de la factorización. La libreŕıa
SuperLU puede funcionar tanto con matrices reales como complejas y en precisión sen-
cilla o doble. De este solver existen tres colecciones de subrutinas:

SuperLU. Rutina diseñada para procesadores secuenciales con una o más capas de
jerarqúıas de memoria, y usa la técnica de pivotamiento parcial.

SuperLU DIST. Rutina diseñada para arquitecturas paralelas con memoria distribui-
da que usan el estándar MPI [56] para la comunicación entre procesos. Aplica técnicas
de pivotamiento estático.

SuperLU MT. Rutina con tecnoloǵıa multihilo (SMP), diseñada para multiprocesa-
dores con memoria compartida. La técnica de pivotamiento es estática.

3Matlab es una marca registrada de The MathWorks, Inc.
4http://crd.lbl.gov/˜xiaoye/superlu/
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4.3.3. SPARSKIT

SPARSKIT5 2.0 [88] [90] es una libreŕıa numérica secuencial de libre distribución para
la manipulación y trabajo con matrices dispersas y que nació como una idea del profesor
Yousef Saad6 mientras estuvo en el Center for Supercomputing Research and Develop-
ment de la Universidad de Illinois durante los años 1986–1987. La libreŕıa SPARSKIT
nace con el objetivo de facilitar el intercambio de matrices con fines de investigación
entre otras cosas. La libreŕıa SPARSKIT en su versión 2.0 está escrita en FORTRAN
77 y los módulos que la conforman se muestran en la figura 4.4.

Figura 4.4: Módulos de la libreŕıa SPARSKIT.

Los módulos de la libreŕıa SPARSKIT que han sido usados en este trabajo de tesis
son:

• FORMATS. Es el módulo de conversión de formatos, que actualmente maneja hasta
13 formatos diferentes de almacenamiento. Entre los formatos que se manejan están:
formato denso (DNS), comprimido por fila (CSR), comprimido por columna (CSC),
coordenado (COO), formato diagonal (DIA), formato en banda (BND), entre otros. En
este trabajo, el formato que más se usó fué el comprimido por fila (CSR). Una descripción
de los distintos formatos aqúı mencionados puede encontrarse en [90] [88] [50].

• INOUT. Este módulo contiene rutinas para la lectura, escritura y visualización de la
estructura de las matrices dispersas en formato Harwell–Boing [25].

• BLASSM. Este módulo contiene operaciones algebraicas básicas como C = A + B,
C = A+ βB, C = AB, entre otras. Operaciones muy comunes como las que involucran

5http://www-users.cs.umn.edu/saad/software/SPARSKIT/sparskit.html
6http://www-users.cs.umn.edu/˜saad/
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matrices dispersas y vectores, aśı como soluciones con sistemas triangulares se incluyen
en el módulo MATVEC.

• INFO. Este módulo contiene rutinas que permiten conocer información básica y es-
tad́ıstica de una matriz dispersa, como por ejemplo: el número de elementos diferentes
de cero, número promedio de elementos distintos de cero por fila, ancho de banda, etc.

• ITSOL. Este módulo contiene una serie de rutinas que hacen uso de métodos iterati-
vos basados en subespacios de Krylov básicos como: Gradiente Conjugado (GC), Resi-
duo Mı́nimo Generalizado (GMRES), Gradiente Bi–Conjugado (BCG), Gradiente Bi–
Conjugado estabilizado, entre otros. También contiene precondicionadores de tipo LU
incompleto simple (ILU0), con umbral (ILUT), etc.

4.3.4. pARMS

La libreŕıa paralela Parallel Algebraic Recursive Multilevel Solver (pARMS) 0.2 [78]
[95] es la versión paralela de ARMS [96] y es un conjunto de precondicionadores y solvers
(aceleradores) iterativos de memoria distribuida enfocados a la solución de sistemas
generales dispersos. Esta libreŕıa, también de libre distribución, tiene como elemento
base las matrices dispersas distribuidas y se apoya en la solución de los sistemas del
complemento de Schur distribuidos resultantes.

4.3.4.1. Sistemas Lineales Dispersos Distribuidos

Los sistemas lineales distribuidos [92] [94] proporcionan una representación algebraica
de los sistemas de ecuaciones lineales dispersos que surgen en los métodos de descompo-
sición de dominios. Un sistema distribuido t́ıpico surge, por ejemplo, de la discretización
en elementos finitos de una ecuación diferencial parcial sobre un cierto dominio. La so-
lución t́ıpica de estos sistemas en una computadora con memoria distribuida implica la
partición de la malla del elemento finito y la asignación de un grupo de elementos que
representan un sub–dominio f́ısico a un procesador. Cada procesador ensambla solamen-
te las ecuaciones locales correspondiente a su grupo de elementos asignados. Para el caso
donde los sistemas son dados de manera algebraica, un grafo contiene vértices que co-
rresponden a las filas de los sistemas lineales que pueden ser particionados. En cualquier
caso, la idea general es que cada procesador mantiene un conjunto de ecuaciones (o filas
del sistema global) y las variables incógnitas asociadas.

La figura 4.5 muestra una vista del ’dominio f́ısico’ de un sistema lineal disperso
distribuido, para el cual una partición basada en vértices ha sido usada sin traslape de
incógnitas. La libreŕıa pARMS distingue tres tipos de variables:

1. Variables interiores son aquellas que están acopladas (o emparejadas) únicamente con
las variables locales por las ecuaciones;
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2. Variables de interfase inter–dominio que son aquellas que están acopladas con variables
no locales (externas) aśı como con variables locales; y

3. Variables de interfase externas que son aquellas que corresponden a los procesadores
vecinos y que están acopladas con los tipos de variables locales anteriores.

Las ecuaciones locales pueden representarse como se muestra en la figura 4.6. La
matriz de la figura 4.6 puede verse como una versión ordenada de las ecuaciones asociadas
con una numeración local de pares ecuaciones/incógnitas.

Figura 4.5: Vista local de una matriz dispersa distribuida

Figura 4.6: Matrices locales Ai y Xi.

Las filas de la matriz asignada a cierto procesador han sido divididas en dos partes:
una matriz local Ai, que actúa solamente sobre las variables locales y la matriz interfase
Xi, que actúa en las variables de interfase externa. Estas variables de interfase externa
deben ser primero recibidas de los procesadores vecinos antes de que un producto matriz–
vector distribuido pueda ser completado. Aśı, cada vector local de incógnitas xi(i =
1, . . . , p) se divide también en dos partes: el sub–vector ui de variables interiores seguidas
por el sub–vector yi de variables interfase inter–dominio. El lado derecho bi se divide
aśı mismo en en los sub–vectores fi y gi,
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xi =

(
ui

yi

)
; bi =

(
fi

gi

)
. (4.1)

La matriz local Ai residente en el procesador i se organiza a bloques de acuerdo a esta
partición, dando origen a

Ai =

Bi
Ei Ci

Fi

 .

Con esto, las ecuaciones asignadas al procesador i puede escribirse como sigue:(
Bi Fi

Ei Ci

)(
ui

yi

)
+

(
0

Σj∈Ni
Eijyj

)
=

(
fi

gi

)
. (4.2)

El término Eijyj es la contribución de las ecuaciones locales de el sub–dominio vecino j,
y Ni es el conjunto de sub–dominios que son vecinos del sub–dominio i. La suma de estas
contribuciones, que están en la parte izquierda de (4.2), es el resultado de multiplicar la
matriz de interfase Xi por las incógnitas de interfase externas

∑
j∈Ni

Eijyj ≡ Xiyi,ext.

El resultado de esta multiplicación afecta únicamente a las incógnitas de interfase local,
la cual está indicada por el cero en la parte superior del segundo término del lado
izquierdo de (4.2).

Una vez que se tiene esta partición, puede aplicarse cualquiera de los precondiciona-
dores de pARMS que se explican en las siguientes subsecciones.

4.3.4.2. Precondicionamiento ARMS Paralelo

Las técnicas del complemento de Schur multinivel de pARMS están basadas en técni-
cas que explotan los conjuntos independientes a bloques, como los descritos para los
precondicionadores de ARMS.

La versión secuencial de ARMS tiene su base en la aplicación de técnicas tipo ILU
multinivel (MILU) que explotan conjuntos independientes. Un conjunto independiente es
un conjunto de incógnitas que no están acopladas con otras. Tales técnicas transforman
el sistema original a un sistema de la forma(

B F

E C

)(
u

y

)
=

(
f

g

)
, (4.3)

donde B es una matriz diagonal. El concepto de conjuntos independientes se ha gene-
ralizado a bloques o grupos [97]. Un conjunto independiente a grupos es una colección
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de subconjuntos (bloques) de incógnitas, tales que no existe acople entre incógnitas de
cualesquiera dos grupos (o bloques) diferentes. Las incógnitas dentro del mismo grupo
(o bloque) pueden estar acopladas. Cuando las incógnitas de los conjuntos independien-
tes a grupos son etiquetados primero, la matriz A tendrá la estructura a bloques de la
expresión (4.3), en el que el bloque B es diagonal a bloques en vez de diagonal.

En el caso del método ARMS, la siguiente factorización a bloques se calcula de
manera ’aproximada’(

B F

E C

)
≈

(
L 0

EU−1 I

)
×

(
U L−1

0 A1

)
, (4.4)

donde LU ≈ B, y A1 ≈ C − (EU−1)(L−1F ).
En general, el algoritmo de factorización en el método ARMS consiste esencialmente

de dos pasos: primero, obtener un conjunto independiente a grupos y reordenar la ma-
triz en la forma (4.3); segundo, obtener una factorización ILU del bloque B, B ≈ LU ,
y aproximaciones a las matrices L−1F , EU−1 y A1. El proceso se repite recursivamente
sobre la matriz A1, hasta un cierto número de niveles. En el último nivel, puede apli-
carse una factorización tipo ILUT o un método directo. La figura 4.7 esquematiza el
procedimiento ARMS en el que las áreas más oscuras representan los complementos de
Schur que van formándose consecutivamente.

Figura 4.7: Un paso del procedimiento en la libreŕıa pARMS para formar complementos de Schur

consecutivos

Las matrices A1 del complemento de Schur consecutivas permanecen dispersas pero
van tornándose densas conforme el número de niveles se incrementa, de modo que los
elementos pequeños son eliminados durante las factorización a bloques a fin de mantener
la estructura dispersa. Por otro lado, las matrices EU−1 y L−1 (o sus aproximaciones)
no necesitan guardarse, dado que se utilizan para calcular la aproximación a A1. Una
vez hecho esto, se descartan. Las operaciones siguientes con L−1F y EU−1 se realizan
usando U , L y los bloques E y F .

Distintos tipos de estrategias multinivel recursivas pueden definirse. Esencialmente,
un paso de precondicionamiento equivale a una solución aproximada con la factorización
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(4.3). Tal solución consiste de tres pasos. El primer paso es resolver con la primera
matriz del lado derecho de (4.4). Esta operación producirá un nuevo lado derecho para
la segunda parte de (4.3), que es g1 = g−EU−1f . Después, el sistema de complemento
de Schur resultante A1y = g1 se resuelve iterativamente. Por último, una sustitución
hacia atrás es realizada para obtener la variable u = U−1[f − L−1Fy]. Dado que no se
especifica la forma en la que el sistema complemento de Schur A1y = g1 será resuelto,
existen muchas posibles estrategias. Por ejemplo, la recursividad puede aplicarse: si
está disponible otro nivel de factorización, el proceso puede repetirse y descender al
próximo nivel, resolver (recursivamente), y ascender de regreso al nivel actual. Cuando
se alcance el último nivel, el sistema puede resolverse mediante iteraciones del método
GMRES precondicionado con ILUT o resolverse con los factores ILUT.

A continuación, se esquematiza la aplicación de un procedimiento ARMS como solver
local en la construcción de un precondicionador de complemento de Schur global. Por
sencillez, se considera la aplicación de un solo nivel del procedimiento ARMS actuando
localmente en cada subdominio de la partición pARMS. En la figura 4.8, las ĺıneas con-
tinuas establecen los ĺımites de los subdominios. Los conjuntos locales independientes a
grupos son constrúıdos solamente sobre aquellas incógnitas desacopladas de las incógni-
tas externas mediante la producción de separadores locales (ĺıneas con guiones y puntos
en la figura 4.8). Las incógnitas de interfase interdominio (ĺıneas con guiones en la figura
4.8) están asignadas a priori a los complementos de Schur por el procedimiento ARMS.
Aśı en cada subdominio, la matriz del complemento de Schur local A1, producida en
el primer nivel de la reducción de ARMS, actuará sobre las variables de interfase in-
terdominio más las variables separador, llamadas variables de interfase local. En otras
palabras, las variables del complemento de Schur yi, i = 1, . . . , p (ver expresión (4.7)),
son las uniones de las variables de interfase interdominio y las variables separadoras los
conjuntos independientes a grupos. Se denotará por complemento expandido de Schur
el sistema que involucra la matriz A1 que actúa sobre las incógnitas de interfase local e
interdominio. Una vez resuelto el sistema global para todas las variables y, las variables
interiores son obtenidas sin comunicación mediante sustitución hacia atrás en ARMS
dentro de cada procesador.

4.3.4.3. Precondicionamiento Aditivo de Schwarz

Cuando un procedimiento aditivo de Schwarz se usa como precondicionador, el vector
residuo local es actualizado por un solver iterativo global. El vector residual local resul-
tante es usado como lado derecho local. Para esto, un intercambio de datos debe preceder
la actualización del vector residual local, de modo tal que cada subdominio reciba de sus
vecinos los últimos valores de sus variables de interfase interdominio. Cuando los últimos
valores de las variables de interfase externas y el lado derecho local están disponibles,

80
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Figura 4.8: Clasificación de las incógnitas cuando se usa el método ARMS como solver local en el

contexto de pARMS

el procedimiento aditivo de Schwarz puede usarse para encontrar una corrección a la
solución local. El algoritmo 15 muestra el procedimiento descrito.

Algoritmo 15 Precondicionamiento aditivo de Schwarz.

01 Obtener datos externos yi,ext

02 Actualizar residuo localri = (b−Ax)i = bi −Aixi −Xiyi,ext

03 Resolver Aiδi = ri

04 Intercambiar δi entre los subdominios vecinos

05 Actualizar la solución xi = xi + δi

El algoritmo 15 se ejecuta en cada procesador de manera paralela. El intercambio de
información toma lugar en la ĺınea 1 y el residuo se actualiza en la ĺınea 2. Hay que notar
que el residual es “actualizado” sólo en la parte y del lado derecho que cambia. Por otro
lado, los sistemas locales Aiδi = ri pueden resolverse de tres maneras: (1) mediante
un método directo (disperso), (2) mediante un método de Krylov o (3) mediante una
resolución con los factores triangulares resultantes de una factorización tipo ILU.

4.3.4.4. Precondicionamiento Complemento de Schur

Las técnicas del complemento de Schur se refieren a métodos que iteran únicamente
sobre las incógnitas de interfase interdominio, impĺıcitamente usando incógnitas inte-
riores como variables intermedias. Estas técnicas forman la base para la aplicación de
precondicionadores que serán explicados más adelante. Los sistemas del complemento de
Schur se derivan mediante la eliminación de las variables ui de la expresión en (4.2). Ex-
trayendo de la primera ecuación ui = B−1

i (Fiyi), y sustituyendo en la segunda ecuación
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se obtiene que

Siyi +
∑
j∈Ni

Eijyj = gi − EiB−1
i fi ≡ g′i, (4.5)

donde Si es el complemento de Schur “local”

Si = Ci − EiB−1
i Fi. (4.6)

La ecuación (4.5) para todos los subdominios i(i = 1, . . . , p) constituye un sistema
global de ecuaciones que involucra solamente los vectores yi de incógnitas de interfase
interdominio. Este sistema reducido global mantiene una estructura a bloques natural
relacionada con los puntos de interfase interdominio para cada subdominio:

S1 E12 · · · E1p

E21 S2 · · · E2p

...
. . .

...
Ep1 Ep−1,2 · · · Sp




y1

y2

...
yp

 =


g′1
g′2
...
g′p

 . (4.7)

Los bloques diagonales en este sistema, las matrices Si(i = 1, . . . , p), son densas en
general. Los bloques Eij fuera de la diagonal, que son idénticos con los involucados en
(4.2) son dispersos.

El sistema (4.7) puede escribirse como Sy = g′, donde el vector y consiste de todas las
variables de interfase interdominio y1, y2, . . . , yp apiladas en un sólo vector. La matriz S
es la matriz complemento de Schur “global”. Los desarrolladores de pARMS consideran
que pueden utilizarse métodos de resolución aproximados (como [29]) para el sistema
reducido (4.7) para desarrollar precondicionadores del sistema distribuido (global) ori-
ginal. Una vez que el sistema complemento de Schur global (4.7) es (aproximadamente)
resuelto, cada procesador calculará la parte u del vector solución en (4.1), mediante la
resolución del sistema Biui = fi − Eiyi obtenido por substitución de (4.2). Se puede
resumir la iteración del complemento de Schur mediante el algoritmo 16:

Algoritmo 16 Iteración del complemento de Schur.

01 Adelante: calcular lados derechos locales g′i = gi − EiBifi.

02 Resolver: el sistema del complemento de Schur global Sy = g′.

03 Atrás: substituir para obtener ui, es decir, resolver Biui = fi − Eiyi.

La ecuación (4.5) puede reescribirse como un sistema precondicionado con bloques
diagonales:

yi + S−1
i

∑
j∈Ni

Eijyj = S−1
i [gi − EiB−1

i fi]. (4.8)
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Lo anterior puede verse como una versión de precondicionamiento Jacobi a bloques del
complemento de Schur del sistema (4.5). El sistema (4.8), que acopla incógnitas externas
y locales, puede resolverse por un método como el GMRES, requiriendo por lo tanto una
solución con Si para cada paso.

4.3.4.5. Precondicionadores y Solvers en pARMS

La siguiente es una lista de precondicionadores disponibles en pARMS:

• Tipo Schwarz aditivo: add ilu0, add ilut, add iluk, add arms. add X indica pre-
condicionador aditivo de Schwarz con precondicionador local X, donde X puede ser:
ILU0, ILUT o ARMS.

• Tipo complemento de Schur: lsch ilu0, lsch ilut, lsch iluk, lsch arms, rsch ilu0,

rsch ilut, rsch iluk, rsch arms. lsch X indica precondicionador del complemento
de Schur izquierdo con precondicionador local X, y rsch X indica precondicionador del
complemento de Schur derecho con precondicionador local X. Los experimentos presen-
tados en este trabajo de tesis utilizaron precondicionamiento por la izquierda.

Por otro lado, pARMS contiene los siguientes aceleradores.

1. FGMRES es una versión distribuida del método GMRES flexible [91], que permite ite-
raciones en la aplicación del precondicionador.

2. DGMRES es una versión distribuida del método GMRES deflactado, que usa deflación
de los valores propios.

3. BCGSTAB es una versión distribuida del método del Gradiente Biconjugado Estabili-
zado.

La libreŕıa paralela de pARMS ha sido aplicada con éxito en aplicaciones modernas
de la F́ısica [109], es por esta razón que fué elegida para llevar a cabo experimentos con
los sistemas dispersos de la ecuación de difusión neutrónica, caso estacionario.

4.3.5. PETSc

La libreŕıa paralela Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation (PETSc)
es un conjunto de estructuras de datos y rutinas de libre distribución, que proporcionan
las bases para la implementación de códigos de aplicación a gran escala en computadoras
paralelas (y secuenciales). PETSc usa el estándar de comunicación entre procesos de
MPI [101] [100] [99].

83



4.3. Software

4.3.5.1. Organización de PETSc

Algunos de los módulos de PETSc tratan con:

• Conjuntos ı́ndices, incluyendo permutaciones, para indexamiento en vectores, renume-
ración, etc.

• Vectores.

• Matrices (por lo general dispersas).

• Arreglos distribuidos.

• Métodos del subespacio de Krylov.

• Precondicionadores, incluyendo solvers multimalla (multigrid) y solvers dispersos.

• Integradores por paso de tiempo (timesteppers) para resolver ecuaciones diferenciales
parciales (EDP) no lineales dependientes del tiempo.

Cada uno de estos módulos consiste de una interfase abstracta y una o más im-
plementaciones usando estructuras de datos particulares. Con esto, PETSc proporciona
códigos efectivos y limpios para las varias fases en la solución de las EDP, con un enfoque
uniforme para cada tipo de problema. Además, este diseño permite la comparación y
uso de diferentes algoritmos (por ejemplo, la experimentación con diferentes métodos de
subespacio de Krylov, precondicionadores o métodos de Newton truncados).

La libreŕıa PETSc busca la fácil adaptación y extensión tanto de algoritmos como
de su implementación. Este enfoque intenta promover el reuso del código y separar los
elementos de paralelismo de la elección del algoritmo. La infraestructura de la libreŕıa
PETSc crea un fundamento para la construcción de aplicaciones a gran escala.

La Figure 4.9 ilustra la organización jerárquica de la libreŕıa PETSc, que permite
a los usuarios emplear los niveles de abstracción más apropiados para un problema
particular.

La libreŕıa PETSc usa la tecnoloǵıa del estándar MPI [56] como interfaz de paso
de mensajes para la programación en paralelo. No obstante esto, el usuario es libre de
emplear las rutinas de MPI conforme las necesite en su código de aplicación. Sin embargo,
la libreŕıa PETSc oculta al usuario muchos de los detalles del paso de mensajes, que
permanecen dentro de los objetos paralelos, tales como los vectores, matrices y solvers.
Anexo a todo esto, la libreŕıa proporciona herramientas tales como arreglos distribuidos y
operaciones de reunión/dispersión (gather/scatter) en vectores como ayuda en el manejo
de datos en paralelo.
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Figura 4.9: Organización de la libreŕıa PETSc.

4.3.5.2. Objetos Vector, Matriz y KSP en PETSc

PETSc construye vectores secuenciales o paralelos, x, de dimensión global M con los
siguientes comandos

VecCreate(MPI Comm comm,Vec *x);

VecSetSizes(Vec x, int m, int M);

donde comm representa el comunicador MPI y m es el tamaño local opcional o puede ser
un valor que decida PETSc (PETSC DECIDE).

Otro de los objetos fundamentales que maneja PETSc son las matrices, para lo
cual implementa una variedad de éstas. La libreŕıa PETSc soporta actualmente alma-
cenamiento denso aśı como almacenamiento disperso comprimido por fila (CSR o AIJ),
además de varios formatos especializados. Existen formatos matriciales dispersos tipo
AIJ (o CSR) secuenciales y paralelos en PETSc. Las matrices dispersas paralelas con
formato AIJ pueden crearse mediante el comando:

MatCreateMPIAIJ(MPI Comm comm,int m, int n, int M,int N,

int d nz,int *d nnz,int o nz,int *o nnz, Mat *A);

donde A es la matriz recién creada, en tanto los argumentos m, M y N, indican el número
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de filas local, y el número global de filas y columnas, respectivamente. En el esquema
de partición de PETSc, todas las columnas de la matriz son locales y n es el número de
columnas correspondiente a la parte local del vector paralelo. Cualquiera de los paráme-
tros local o global pueden reemplazarse con la constante PETSC DECIDE, de modo que la
libreŕıa las determine. La matriz se almacena con un número de filas en cada procesador,
dado por m, o determinado por PETSc si m es PETSC DECIDE. Si PETSC DECIDE no se usa
en lugar de los m y n, entonces el usuario debe asegurarse de elegirlos de modo que sean
compatibles con los vectores. Para asegurar esto, debe considerarse primero el producto
matrix–vector y = Ax. El parámetro m que se usa en la rutina MatCreateMPIAIJ() para
la creación de la matriz debe corresponderse con el tamaño local usado en la rutina
de creación del vector VecCreateMPI() para y. Aśı mismo, el valor de n usado debe
corresponderse con el usado como tamaño local en la rutina VecCreateMPI() para x.
Por ejemplo, el esquema de particionamiento con el formato AIJ para una operación Ax,
debe hacerse como sigue

p0

p1

p2

Ax =



1 2 0 | 0 3 0 | 0 4
0 5 6 | 7 0 0 | 8 0
9 0 10 | 11 0 0 | 12 0

13 0 14 | 15 16 17 | 0 0
0 18 0 | 19 20 21 | 0 0
0 0 0 | 22 23 0 | 24 0

25 26 27 | 0 0 28 | 29 0
30 0 0 | 31 32 33 | 0 34





1
0
5
7
9
0

10
11



p0

p1

p2

donde las partes locales de la matriz A y el vector x almacenado en el procesador p0

son:

Ap0 =

 1 2 0 | 0 3 0 | 0 4
0 5 6 | 7 0 0 | 8 0
9 0 10 | 11 0 0 | 12 0

 y

 1
0
5

 = xp0 ,

respectivamente.
En la libreŕıa PETSc, el usuario debe especificar un comunicador para la creación

de cualquier objeto (ya sea un vector, una matriz o solver) para indicar el conjunto de
procesadores sobre los cuales el objeto será distribuido.

La tabla 4.1 muestra algunas operaciones con objetos matrices y vectores en PETSc.
Después de crear las matrices y vectores que definen un sistema lineal, Ax = b, el

usuario puede entonces usar un objeto tipo KSP para resolver el sistema con la siguiente
secuencia de comandos:

KSPCreate(MPI Comm comm,KSP *ksp);
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Tabla 4.1: Operaciones de matriz en PETSc

Nombre de la función Operación
MatAXPY( Mat Y, PetscScalar a, Mat X, MatStructure ); Y = Y + a ∗X
MatMult( Mat A, Vec x, Vec y ); y = A ∗ x
MatMultAdd( Mat A, Vec x, Vec y, Vec z ); z = y +A ∗ x
MatMultTranspose( Mat A, Vec x, Vec y ); y = AT ∗ x
MatMultTransposeAdd( Mat A, Vec x, Vec y, Vec z ); z = y +AT ∗ x
MatScale( Mat A, PetscScalar a); A = a ∗A
MatCopy( Mat A, Mat B, MatStructure ); B=A

KSPSetOperators(KSP ksp, Mat A, Mat precA, MatStructure flag);

KSPSetFromOptions(KSP ksp);

KSPSetFromOptions(KSP ksp, Vec b, Vec x);

KSPDestroy(KSP ksp).

El usuario primero crea un contexto KSP y establece los operadores asociados con el
sistema, es decir, la matriz del sistema lineal y opcionalmente una matriz de precondi-
cionamiento diferente. Después, establece las opciones para resolver el sistema lineal, y
finalmente destruye el contexto KSP. Por otro lado, el comando KSPSetFromOptions(),
permite al usuario personalizar el método de solución durante la ejecución usando un
conjunto de opciones de una base de datos. Esta base de datos permite seleccionar el
método de solución y el precondicionador, aśı como la tolerancia de convergencia, entre
otras cosas.

La figura 4.10 muestra más a detalle algunos de los objetos contenidos en PETSc,
como los métodos de Krylov, precondicionadores, etc.

Entre los métodos iterativos de Krylov más populares contenidos en PETSc están
el Gradiente Conjugado (GC), Gradiente Conjugado Cuadrado (BCS), Biconjugado es-
tabilizado, Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES), entre otros. Por otro lado, PETSc
ofrece precondicionadores tales como Schwarz aditivo, Jacobi a bloques, Jacobi, LU in-
completo, Cholesky, etc. Las versiones de la libreŕıa PETSc que se han usado para los
experimentos numéricos son 2.2.0 y 2.3.3.

4.3.6. Hypre

La libreŕıa numérica Hypre7 (del Inglés High Performance Preconditioners) [110] [111]
[30], también de libre distribución, es una conjunto de precondicionadores y solvers de
alto desempeño dirigidos a la solución de grandes SELD sobre computadoras paralelas.

7https://computation.llnl.gov/casc/linear solvers/sls hypre.html
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Figura 4.10: Componentes numéricos en la libreŕıa PETSc.

Entre otras cosas, la libreŕıa Hypre fue creada con el objetivo primordial de proporcionar
a los usuarios precondicionadores paralelos avanzados. Aspectos como robustez, facilidad
de uso, flexibilidad y e interoperabilidad también han sido tomados en cuenta durante
su diseño. La libreŕıa se carateriza por contener solvers multimalla paralelos tanto para
problemas estructurados como no estructurados.

4.3.6.1. Caracteŕısticas Principales

Entre las caracteŕısticas más destacadas de la libreŕıa Hypre se encuentran las si-
guientes:

• Contiene varias familias de algoritmos precondicionadores enfocados a la solución de
grandes SELD. Hypre incluye, algoritmos que usan más que solo la matriz para resolver
ciertas clases de problemas más eficientemente que las libreŕıas de propósito general.

• Proporciona varios de los métodos iterativos más populares basados en subespacios de
Krylov para ser usados con los precondicionadores escalables. Hypre incluye métodos pa-
ra sistemas no simétricos tales como Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) y métodos
para matrices simétricas como el Gradiente Conjugado (GC).

• Busca mejorar la usabilidad de las primeras generaciones de libreŕıas para resolver sis-
temas de ecuaciones lineales dispersos, de modo que el usuario no tenga que aprender
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complicadas estructuras de datos para matrices dispersas. En lugar de ello, Hypre cons-
truye esas estructuras de datos para el usuario mediante una variedad de interfases
conceptuales.

• Desarrollado en el lenguaje de programación C (con la excepción de la interfase FEI,
la cual está escrita en el lenguaje C++), y usa Babel para proporcionar interfases para
usuarios de Fortran 77, Fortran 90, C++, Phyton y Java.

4.3.6.2. Interfases Conceptuales

Los solvers y precondicionadores disponibles en Hypre pueden accederse desde el
código de la aplicación mediante las interfases de sistemas lineales conceptuales de Hypre,
las cuales permiten distintas descripciones de problemas de forma natural. Las interfases
conceptuales intentan representar de modo natural, la forma en que los desarrolladores
de la aplicación piensan acerca de su problema lineal y proporcionar interfases naturales
a ellos para pasar los datos que definen a sus sistemas lineales en Hypre. De este modo,
las interfases pueden ser de ayuda para que el usuario pueda construir las estructuras de
datos apropiadas para los solvers y precondicionadores contenidos en Hypre. En la fila
de la parte superior de la figura 4.11, se muestra un número de interfases conceptuales.
Por lo general, las interfases conceptuales están representadas por distintos tipos de
mallas computacionales, pero otro tipo de aplicación podŕıa requerir de información
de tipo geométrico. Por ejemplo, aplicaciones que usan mallas estructuradas (como las
interfases de la izquierda en la figura 4.11), por lo general ven sus problemas en términos
de esténcil y mallas. Por otro lado, las aplicaciones que usan mallas no estructuradas
y elementos finitos normalmente ven sus problemas lineales en términos de elementos y
matrices de elementos ŕıgidos. Finalmente, la interfase del extremo derecho, es la forma
estándar lineal–algebraica de ver el problema lineal.

La libreŕıa Hypre soporta actualmente cuatro interfases conceptuales, que se explican
a continuación.

Sistema de malla estructurada (Struct): Esta interfase es apropiada para aplica-
ciones cuya malla consiste de redes de mallas lógicas rectangulares con un patrón de
esténcil fijo de elementos diferentes de cero para cada punto de la malla.

Sistema de malla semi–estructurada (SStruct): Esta interfase es apropiada pa-
ra aplicaciones cuyas mallas en su mayoŕıa son estructuradas, pero con algunas carac-
teŕısticas no estructuradas. Ejemplos incluyen mallas a bloques con estructura, mallas
compuestas en aplicaciones con refinamiento de red adaptativo estructurado y mallas
sobre–establecidas. Esta interfase soporta múltiples incógnitas por celda.

Interfase por elementos finitos (FEI): Apropiada para usuarios cuyos sistemas li-
neales parten de una discretización por elementos finitos. La interfase refleja estructuras
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Figura 4.11: Interfases conceptuales en la libreŕıa Hypre.

de datos por elementos finitos t́ıpicos, incluyendo elementos de matrices ŕıgidas.

Sistema lineal algebraico (IJ): Esta es la interfase lineal algebraica común. Esta
interfase requiere de más trabajo por parte del usuario.

4.3.6.3. La Interfase IJ

En este trabajo de tesis se ha utilizado la interfase IJ dado que las matrices de prueba
están definidas en formato CSR. Bajo esta interfase, las matrices están distribuidas en
bloques de filas conforme a lo siguiente:


A0

A1

...
AP−1

 . (4.9)

En la expresión (4.9), la matriz está distribuida a lo largo de los P procesos, 0, 1, . . . , P−
1 por bloques de filas. Cada submatriz Ap is “propiedad” de un solo proceso y el número
de su primera y última fila están dados por los ı́ndices globales ilower e iupper en la
llamada de creación de la matriz.
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4.3.6.4. Métodos y Precondicionadores en la Interfase IJ

Para la interfase conceptual IJ, Hypre proporciona métodos iterativos del subespacio
de Krylov tales como Gradiente Conjugado (GC), Residuo Mı́nimo Generalizado (GM-
RES) y Gradiente Biconjugado Estabilizado (BICGSTAB). A continuación se presenta
una breve descripción de los precondicionadores de Hypre usados en esta memoria.

• BoomerAMG. BoomerAMG es una implementación paralela del método multimalla al-
gebraico [61] [86], y que puede ser usado como precondicionador o solver.

• ParaSails. ParaSails [19] [18] es una implementación paralela de un precondicionador
inverso aproximado disperso, usando un patrón disperso a priori y una minimización
(norma de Frobenius) por mı́nimos cuadrados. Los patrones dispersos son patrones de
potencias de matrices dispersificadas. Además, ParaSails usa una técnica post–filtro para
reducir los costos de aplicar el precondicionador.

• Euclid. La libreŕıa Euclid es una implementación escalable del algoritmo ILU paralelo
presentado en publicado en forma extendida en la revista sobre Computación Cient́ıfica
del SIAM [70] y presentado por primera vez en [69].

• DS. Precondicionador por escalado diagonal.

4.4. Conclusiones

Existe una enorme cantidad de herramientas de software de libre distribución pa-
ra la realización de cómputo numérico, tanto secuencial como paralelo. Este caṕıtulo
ha presentado los fundamentos y caracteŕısticas de funcionamiento de algunas libreŕıas
que implementan métodos iterativos y directos. Concretamente se han presentado los
fundamentos de la libreŕıa paralela SuperLU, la cual implementa un método directo.
Aśı mismo, se han presentado libreŕıas numéricas como SPARSKIT, PETSc, pARMS e
Hypre que implementan métodos iterativos y precondicionadores basados en distintas
técnicas. En esta tesis, se han utilizado los recursos de dichas libreŕıas, para implementar
y resolver de manera eficiente los sistemas de ecuaciones dispersos relacionados con la
ecuación de difusión neutrónica multigrupo 3D. En el siguiente caṕıtulo se muestran los
resultados experimentales obtenidos.
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Caṕıtulo 5

Resultados Numéricos

5.1. Introducción

Este caṕıtulo se ha dividido en dos partes. Una primera parte está representada por
la sección 5.2, la cual presenta, analiza y compara los resultados numéricos obtenidos
de la aplicación de diversas libreŕıas numéricas de libre distribución, tanto secuencia-
les como paralelas (SPARSKIT, PETSc, SuperLU, pARMS) para resolver los grandes
sistemas de ecuaciones lineales dispersos (SELD) relacionados con la ecuación de los
modos Lambda (caso estacionario de la ecuación de difusión neutrónica (EDN)) para un
caso de estudio real correspondiente al reactor de Ringhals–I (secciones 5.2.1 y 5.2.2).
Dentro de los resultados obtenidos se muestran, por un lado, los tiempos de ejecución
secuenciales con las distintas libreŕıas numéricas, aśı como la determinación del mejor
tiempo secuencial (sección 5.2.3). Una vez hecho lo anterior, se muestran los tiempos de
ejecución obtenidos con las distintas libreŕıas paralelas y se determinan los ı́ndices de
aceleración (speedup) y eficiencia paralela, alcanzando con este análisis uno de los ob-
jetivos principales que persigue la presente tesis, el cual es determinar aquella libreŕıa,
tanto secuencial como paralela que reuna las mejores caracteŕısticas de facilidad de uso
y desempeño paralelo para el caso de estudio presentado (sección 5.2.4). Se enuncian
también algunas conclusiones obtenidas acerca de los resultados numéricos para el caso
estacionario (sección 5.2.5).

La segunda parte de este caṕıtulo está representada por la sección 5.3, que muestra
los resultados numéricos obtenidos de la aplicación de dos algoritmos iterativos multi-
paso para resolver los SELD que surgen de la discretización en el tiempo de la EDN
multigrupo. Además, se presentan los resultados numéricos experimentales obtenidos
con una serie de modificaciones que el presente trabajo de tesis propone a los algorit-
mos iterativos multipaso, y que buscan acelerar el proceso de convergencia de dichos
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algoritmos (sección 5.3.1). El caso de prueba elegido es el reactor de Leibstadt, y las
matrices corresponden a una prueba de estabilidad realizada en el año de 1990 (sección
5.3.2). Los algoritmos iterativos multipaso, aśı como los cambios propuestos, han sido
programados en el ambiente de desarrollo de Matlab (sección 5.3.3) y en las libreŕıas
numéricas paralelas de PETSc e Hypre (secciones 5.3.4 y 5.3.5). También se presentan
los tiempos de ejecución secuenciales y paralelos obtenidos con los algoritmos iterativos
multipaso, aśı como una comparativa de aceleración y eficiencia paralela entre ambas
libreŕıas. Por último en la sección 5.3.6 se enuncian algunas conclusiones relacionadas
con los experimentos numéricos del caso dinámico.

Las plataformas secuenciales y paralelas utilizadas para los experimentos han sido
Kubrick, Kefren y Jacquard (ver caṕıtulo 4).

5.2. Solución de los Sistemas de Ecuaciones Lineales

Dispersos de la Ecuación de Difusión Neutróni-

ca. Caso Estacionario

El uso de herramientas de la computación de altas prestaciones tales como libreŕıas
numéricas paralelas y clusters de computadoras trae como consecuencia acelerar los
procesos de cálculo en muchos problemas de ingenieŕıa. En particular, en esta sección
se han estudiado y aplicado las libreŕıas numéricas de SPARSKIT [91] [90] [88], PETSc
[101] [100] [99], pARMS [79] [95] [78] [96] y SuperLU [21] [125] a la resolución de los
SELD relacionados con la ecuación de los modos Lambda.

5.2.1. Estrategias y Métodos

Un primer problema a resolver en el estudio de simulación de los reactores nucleares es
la determinación de la distribución del flujo neutrónico en estado estacionario, aśı como
los modos subcŕıticos responsables de las inestabilidades producidas en los mismos. Para
esto, existen varios métodos de discretización y entre los más ampliamente usados, se
encuentran los métodos de colocación nodal [116] [60].

En este trabajo de tesis, el método de colocación nodal utilizado es una adaptación
de los métodos de colocación clásicos para la discretización de ecuaciones diferenciales
parciales. Este método asume una expansión de los flujos neutrónicos en términos de
polinomios de Legendre ortogonales. Como se ha establecido en el caṕıtulo 2, tras im-
poner las condiciones de continuidad y contorno apropiadas a la ecuación de los modos
Lambda

LΦ = λMΦ,
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y después de utilizar el método de discretización nodal, se obtiene un problema de valores
propios generalizado, es decir, se tiene el problema de encontrar los valores propios y
vectores propios de:

Lψn =
1
kn
Mψn, (5.1)

donde L y M son matrices de dimensión 2N para dos grupos de enerǵıa, con la estructura
a bloques que ya se ha comentado en el caṕıtulo 2. Este problema de valores propios
generalizado puede expresarse como:[

L11 0
−L21 L22

][
ψ1n

ψ2n

]
=

1
kn

[
M11 M12

0 0

][
ψ1n

ψ2n
.

]
(5.2)

Independientemente de las condiciones de continuidad del flujo impuestas entre las
celdas durante el proceso de discretización del núcleo, las matrices L11 y L22 siempre
son simétricas en estructura y definidas positivas.

Por las condiciones de continuidad del flujo impuestas entre las celdas durante el
proceso de discretización del núcleo, se sabe que las matrices L11 y L22 del caso de estudio
abordado, son simétricas definidas positivas, y siempre son simétricas en estructura,
además de ser dispersas y de gran dimensión.

Uno de los enfoques utilizados para resolver el problema de valores propios genera-
lizado representado en la expresión (5.2), es reducirlo a un problema de valores propios
ordinario de dimensión N. Lo anterior se consigue mediante las siguientes acciones:

1. Partiendo de la ecuación (5.2) se deducen las dos siguientes:

L11ψ1n =
1
kn

(M11ψ1n +M12ψ2n), (5.3)

−L21ψ1n
+ L22ψ2n

= 0. (5.4)
2. Despejando ψ2n en la ecuación (5.4) y sustituyendo su valor en la ecuación (5.3), se
obtiene la siguiente expresión

Aψ1n
= knψ1n

, (5.5)

donde la matriz A viene dada por

A = L−1
11 (M11 +M12L

−1
22 L21). (5.6)

Esta estrategia ha sido utilizada con éxito en técnicas basadas en la Iteración del
Subespacio [120] [119], Arnoldi con Reinicio Impĺıcito [62] [63] [108], métodos basados
en Homotoṕıa [65] y en métodos de Jacobi–Davidson [115].

La transformación anterior requiere del cálculo expĺıcito de las inversas de los bloques
L11 y L22, lo cual numéricamente no es aconsejable por el relleno y los errores de redondeo
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que se producen. Esto trae como consecuencia que no se disponga de la matriz A en forma
expĺıcita, por lo que para llevar a cabo un producto matriz–vector con la matriz A se
requerirá de tres productos matriz diagonal por vector, la resolución de dos grandes
SELD (con L11 y L22) y la suma de dos vectores.

Algunas aplicaciones sólo requieren del cálculo de los valores propios dominantes, es
decir, aquellos valores propios de A con mayor magnitud, aśı como sus correspondien-
tes vectores propios. Lo anterior motiva la siguiente definición: dada una matriz A de
dimensión n se llamará problema parcial de valores propios asociado a esta matriz, a un
problema de la forma

AX = XΛ (5.7)

donde Λ es una matriz diagonal de dimensión p con p ≤ n cuyos elementos son los valores
propios dominantes de A, y X es una matriz de dimensión n × p, cuyas columnas son
los vectores propios asociados a los p valores propios dominantes de A [121].

Ahora bien, para resolver el problema ordinario de valores propios representado en la
ecuación (5.5) se pueden usar distintos algoritmos dependiendo de si la matriz A es dis-
persa o densa. En nuestro caso la matriz es dispersa, por lo que se pueden usar algoritmos
que no modifican su estructura original tales como el método de la potencia [50], iteración
del subespacio [27] o basados en Subespacios de Krylov (como el método de Lanczos [75],
Lanczos simétrico, Arnoldi [7], procedimiento Rayleigh–Ritz [89]). Recientemente se han
incorportado mejoras algoŕıtmicas a los métodos de proyección, dando origen a técnicas
como Jacobi–Davidson [115] [106] o Arnoldi con Reinicio Impĺıcito [108] [62] [63].

En esta memoria se ha elegido como base el algoritmo de Arnoldi por su sencillez y se
han tomado elementos del análisis que se hace en [121], con el objetivo de identificar una
de las partes cŕıticas de este trabajo. Además, el método elegido representa una mayor
estabilidad y efectividad para el cálculo de gran número de valores propios respecto de
otros métodos.

5.2.1.1. Método de Arnoldi

Uno de los métodos más eficientes para el cálculo de valores propios y vectores propios
de matrices de gran dimensión, no simétricas y dispersas, y que se apoya en la teoŕıa de
los subespacios de Krylov es el método de Arnoldi [7] [89] [50]. La idea del proceso de
Arnoldi fue introducida en 1951, como medio para reducir una matriz densa a la forma
de Hessenberg superior.

El método de Arnoldi es un algoritmo para contruir una base ortogonal del subespacio
de Krylov, en el cual dada una matriz A ∈ <n×n y un vector x ∈ <n, x 6= 0, se define el
espacio de Krylov de orden m, Km, como el espacio generado por los vectores obtenidos
al ir multiplicando las distintas potencias de A por el vector x:
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Km(A, x) = span{x,Ax,A2x, . . . , Am−1x} . (5.8)

Una caracteŕıstica interesante de los métodos de proyecciones ortogonales de Krylov
es que pueden formularse en términos del polinomio caracteŕıstico del problema. Este
polinomio se define para el caso de proyecciones ortogonales como el de la matriz XHAX,
donde X es la matriz cuyos vectores columna forman una base ortonormal de Km(A, x)
y XH su matriz adjunta o transpuesta [50] [68].

En el caṕıtulo 3 se presentó una formalización del método de Arnoldi y que se repro-
duce nuevamente a continuación.

Algoritmo 17 Arnoldi básico

01 Elegir un vector unitario inicial v1

02 Elegir la dimensión del subespacio de krylov m

03 Para j = 1, 2, . . . ,m

04 hi,j = vT
i Avj , i = 1, 2, . . . , j

05 wj = Avj −
Pj

i=1 hi,jvi

06 hj+1,j =‖ wj ‖2, Si hj+1,j = 0 TERMINAR.

07 vj+1 = wj/hj+1,j

Normalmente, el valor de m es bastante menor que la dimensión n de la matriz A,
por lo que si sólo se ejecuta una iteración del algoritmo, los valores propios de la matriz
de Hessenberg H no son buenas aproximaciones de los valores propios dominantes de la
matriz A, a menos que se elija una dimensión del subespacio de Krylov, m, muy grande.
También, si se toman valores de m cercanos a n, el coste del algoritmo es prohibitivo.

Retomando la forma en la que está representada la matriz A del problema tratado
en esta tesis (ver expresión (5.6)), la inversión de los bloques L11 y L22 es prohibitiva
por el gran coste computacional y de almacenamiento que esto implica. Por tal razón, el
cálculo del producto matriz por vector Avj presente en el bucle del algoritmo de Arnoldi,
debe realizarse con los pasos representados por el algoritmo 18.

Algoritmo 18 Cálculo del producto Avj

01 w1 = L21vj

02 w2 = L−1
22 w1

03 w3 = M12w2

04 w4 = M11vj

05 r = L−1
11 (w3 + w4)

Bajo la forma del algoritmo 18 se evita construir expĺıcitamente la matriz A y se hace
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uso de la resolución de dos SELD (ĺıneas 2 y 5), tres multiplicaciones matriz diagonal–
vector (ĺıneas 1, 3, 4) y una suma de vectores (ĺınea 5).

Del algoritmo 17, se observa que el coste computacional mayor está representado
por el producto matriz–vector Avj . Por otro lado, en el algoritmo 18, las operaciones
cŕıticas están representadas por los pasos 2 y 5, por lo que es fundamental realizar estas
operaciones con el mı́nimo costo posible.

En esta tesis se ha realizado un estudio del empleo de diversas libreŕıas del álgebra
lineal numérica para matrices dispersas y de gran dimensión, que permita seleccionar
los métodos que resuelvan más eficientemente los sistemas de ecuaciones de las ĺıneas 2
y 5, lo que permitirá mejorar la eficiencia del algoritmo de Arnoldi (o de cualquier otro
método de cálculo de valores donde sea necesario realizar una multiplicación matriz–
vector) e incidir, por lo tanto, en la eficiencia de la resolución de la ecuación de los
modos Lambda.

5.2.2. Caso de Estudio: Reactor Ringhals–I

El caso de estudio elegido en esta sección es el reactor de la central nuclear sueca
de Ringhals–I, que es del tipo agua en ebullición o BWR (Boiling Water Reactor). Este
reactor se ha discretizado de forma tridimensional en 27 planos axiales de 14.72 cm. de
longitud, 25 correspondientes al combustible, un plano superior y otro inferior corres-
pondientes al reflector. Cada plano axial se ha discretizado en celdas de 15.275×15.275
cm. distribuidas, como se observa en la figura 5.1.

1 2 3

4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23

27262524 28 29

30 31 32 33 34

3635

Reflector
Fuel

LPRM

Figura 5.1: Plano axial del reactor Ringhals–I

Para esto se ha utilizando un método de colocación nodal basado en desarrollos de
polinomios de Legendre grado K = 2. Esta discretización ha permitido dividir el reactor
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en 20,844 nodos.

Utilizando un esquema de numeración natural para la malla de discretización, el
patrón de elementos no nulos resultante es de tipo banda para los bloques Lii (i = 1, 2),
como se aprecia en la figura 5.2.

Figura 5.2: Patrón de dispersión del bloque L11 del caso Ringhals–I

Cuando se analizan métodos de resolución puede ser de gran ayuda contar con infor-
mación acerca de las propiedades principales de una matriz dispersa, la cual en muchas
ocasiones permite elegir entre los distintos formatos de almacenamiento a fin de hacer
más eficiente el acceso a sus elementos o la realización de operaciones matriz–vector.
Entre las propiedades más sencillas de calcular se encuentran: la dimensión de la ma-
triz, el número total de elementos distintos de cero, el número promedio de elementos
diferentes de cero por fila (desviación estándar), el ancho de banda, entre otras.

Muchas de las propiedades de una matriz que influyen en la elección del formato de
almacenamiento para matrices dispersas se muestran en la tabla 5.1. Dicha tabla se ha
obtenido con la rutina info1.f de SPARSKIT [88] [90] y muestra información de los
bloques dispersos Lii (i = 1, 2) para el caso del reactor Ringhals–I.

En la tabla 5.1, la propiedad Diagonales no evitables (DNE) indica el número de dia-
gonales que contiene al menos un elemento distinto de cero mientras que la propiedad %
diagonal dominante indica el porcentaje de columnas diagonal dominantes.

Como se ha mencionado antes, se sabe que independientemente del orden K del
desarrollo de Legendre y del benchmark utilizado, la matriz es simétrica con estructura
en banda. Esta idea podŕıa llevar a pensar que el formato en banda (BND)puede ser una
buena alternativa al elegir el formato de almacenamiento. Pero un análisis más detenido
indica que no seŕıa el más conveniente, dado que bajo este formato, se necesitaŕıa de
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Tabla 5.1: Propiedades de los bloques Lii del reactor Ringhals–I

GEOMETRÍA PROPIEDAD L11 L22

Dimensión – n 83376 83376
3D Elementos no nulos – nnz 928500 928500

Con polinomio Ancho de banda – BW 6179 6179
de Legendre Diagonales no evitables – DNE 83 83

Grado 2 Diagonal dominante ( %) 100 % 100 %
Grado de simetŕıa 1.00 1.00
Índice de dispersión 0.0001 0.0001

un arreglo de tamaño BW × n, lo cual representa un número superior respecto de los
elementos distintos de cero (nnz) que se necesitan almacenar. Otra alternativa es el
almacenamiento diagonal (DIA). Bajo este formato, se utiliza un arreglo rectangular de
tamaño DNE × n para almacenar los valores de las diagonales de la matriz, además de
un arreglo (OFF) de enteros con los desplazamientos de las diagonales respectivas. Para
este tipo de almacenamiento, nuevamente se observa que el espacio requerido supera
en mucho el número de elementos no nulos presentes en la matriz. Otro método de
almacenamiento es el CSR. Bajo el formato CSR por ejemplo, se manejan dos arreglos
de enteros (IA, JA) y un arreglo de números reales que contendrá los valores distintos de
cero de la matriz (AA). El arreglo JA de números enteros contendrá los ı́ndices columna
de los elementos de la matriz. En tanto que el otro arreglo de números enteros IA,
contendrá apuntadores a los inicios de cada fila, en el arreglo JA.

En este trabajo de tesis, se ha elegido el formato CSR debido a las razones expuestas
con anterioridad, además de que la mayoŕıa de las libreŕıas numéricas que se utilizaron
lo contemplan como formato de entrada para muchas de sus rutinas.

5.2.3. Estudio Secuencial del Comportamiento de las Libreŕıas

Se sabe que por la forma de la discretización y las condiciones de contorno y flujo
neutrónico impuestas sobre el reactor, las matrices L11 y L22 siempre son simétricas en
estructura y definidas positivas. Estas propiedades garantizan su resolución mediante
métodos directos o iterativos (ver caṕıtulo 3).

Se sabe también que la resolución de SELD mediante métodos directos puede condu-
cir a un relleno (fill-in) de la matriz que puede originar problemas con su almacenamiento
en la memoria del computador y a errores de redondeo. Sin embargo, se han incorporado
nuevas mejoras a las técnicas de métodos directos implementados en algunas libreŕıas
numéricas [54] [124] [125] [57], por lo que es de nuestro interés determinar el desempeño
obtenido para nuestro caso de estudio usando uno de estos métodos. También se presenta
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un análisis de desempeño de la aplicación de distintos métodos iterativos implementados
en algunas libreŕıas numéricas (ver caṕıtulo 4).

Las rutinas y tiempos mostrados en este apartado fueron registrados con las libreŕıas
numéricas de software libre de SPARSKIT [88] [90], PETSc [100] [101] [99], pARMS [96]
[78] [79] [95] y SuperLU [54] [124] [125] [21]. Algunos de los estudios descritos aqúı se
describen en [32] [34].

Para el caso de las libreŕıas SPARSKIT y PETSc, los métodos del subespacio de
Krylov probados fueron los contenidos en la tabla 5.2.

Tabla 5.2: Métodos iterativos utilizados en las libreŕıas SPARSKIT y PETSc

MÉTODO IDENTIFICADOR
Gradiente Conjugado GC
Gradiente Biconjugado BCG
Gradiente Biconjugado Estabilizado. BCGSTAB
Residuo Quasi-Mı́nimo Libre Transpuesto TFQMR
Residuo Mı́nimo Generalizado GMRES

Para el caso de la libreŕıa numérica de pARMS, los métodos del subespacio de Krylov
usados se muestran en la tabla 5.3.

Tabla 5.3: Métodos en la libreŕıa pARMS

MÉTODO IDENTIFICADOR
GMRES flexible FGMRES
GMRES deflactado DGMRES
Gradiente biconjugado estabilizado BCGSTAB

Por otro lado, la aplicación de precondicionadores a los métodos iterativos suelen
mejorar la velocidad de convergencia a la solución. La tabla 5.4 muestra los precondi-
cionadores de SPARSKIT usados para los experimentos; mientras que en la tabla 5.5 se
muestran los precondicionadores para el caso de la libreŕıa de PETSc. Para el caso de
la libreŕıa pARMS, los precondicionadores usados se muestran en la tabla 5.6.

Los cálculos numéricos de todas las pruebas secuenciales se han realizado en un
procesador del cluster Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia (ver sección
4.2.2), utilizando aritmética de punto flotante con doble precisión. Además, para los
experimentos se ha elegido un test de convergencia basado en la l2-norma del residuo,
por lo que la convergencia se detecta en la iteración k–ésima si se cumple que

‖ rk ‖2< ε∗ ‖ b ‖2,
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Tabla 5.4: Precondicionadores utilizados en la libreŕıa SPARSKIT

PRECONDICIONADOR IDENTIFICADOR
Jacobi JAC
LU incompleto (sin relleno) ILU0
LU incompleto (con truncamiento) ILUT
LU incompleto (modificado) MILU
LU incompleto (multinivel) ILUK

Tabla 5.5: Precondicionadores utilizados en la libreŕıa PETSc

PRECONDICIONADOR IDENTIFICADOR
LU incompleto (sin relleno) ILU0
Jacobi JAC
Jacobi a Bloques JACB
Mtodo Aditivo de Schwarz ASM

Tabla 5.6: Métodos y precondicionadores usados en la libreŕıa pARMS

PRECONDICIONADOR IDENTIFICADOR
Aditivo de Scharwz (con ILU0) ADD ILU0
Aditivo de Scharwz (con ILUT) ADD ILUT
Aditivo de Scharwz (con ILUK) ADD ILUK
Aditivo de Scharwz (con ARMS) ADD ARMS
Complemento de Schur (con ILU0) LSCH ILU0
Complemento de Schur (con ILUT) LSCH ILUT
Complemento de Schur (con ILUK) LSCH ILUK
Complemento de Schur (con ARMS) LSCH ARMS

donde rk = b−Axk. La tolerancia exigida para los distintos métodos fué de ε = 10−12,
dado que la libreŕıa numérica de SuperLU obtuvo resultados con dicha precisión, y es
sólo con fines comparativos, pues para casos prácticos suelen usarse tolerancias alrededor
de 10−6. Por otro lado, el número máximo de iteraciones (maxits) se ha establecido a
10000 para todos los métodos y se ha tomado como base del subespacio de Krylov un
valor m igual a 30 para los métodos basados en GMRES, que es el valor por default que
usa PETSc. Aunque no se ha realizado un estudio del valor óptimo m del subespacio de
Krylov para las matrices del caso de prueba, no se descarta este estudio como trabajo
futuro.
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Los tiempos de ejecución se han registrado con distintas rutinas, ya que en muchas
ocasiones la misma libreŕıa numérica contaba con una función para tal efecto. Tal es
el caso de PETSc y pARMS donde las funciones para el registro del tiempo fueron
realizadas con las rutinas PetscGetTime y dwalltime respectivamente. En tanto que
en el caso de SPARSKIT se ha utilizado la función DTIME. Los tiempos de las tablas se
presentan en segundos (segs) a menos que se especifique lo contrario.

Se ha tomado como vector de entrada vj , en el algoritmo 18, un vector aleatorio y
las porciones de código del algoritmo 18 que se han medido en el tiempo corresponden
únicamente a las partes donde tiene lugar la resolución de los SELD. En las tablas, las
columnas Ta, Tb, Tt e ITS representan el tiempo de ejecución para resolver los sistemas
L11, L22, el tiempo de ejecución total (Tt = Ta+Tb) y el número de iteraciones necesarias
para obtener una solución aproximada.

Teniendo en cuenta lo anterior, se muestran a continuación los resultados obtenidos
de aplicar al caso de estudio (la resolución de los sistemas de de las ĺıneas 2 y 5 del
algoritmo 18) los métodos seleccionados de las libreŕıas ya mencionadas.

5.2.3.1. Análisis en la Libreŕıa SPARSKIT

Con el objeto de contrastar las ganancias obtenidas por la aplicación de los precondi-
cionadores, primero se presentan y analizan los tiempos de ejecución sin precondiciona-
dor, y posteriormente con cada uno de los precondicionadores de la libreŕıa. Para el caso
de SPARSKIT, que es una libreŕıa numérica completamente secuencial, se han obtenido
los tiempos de ejecución de la tabla 5.7.

Tabla 5.7: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa SPARSKIT sin precondicionar

MÉTODO L22 L11 Tt

ITS Ta ITS Tb

GC 59 0.58 121 1.20 1.78
BCG 116 1.16 240 2.44 3.60
GMRES 61 2.21 133 4.62 6.83
BCGSTAB 83 0.80 155 1.52 2.32
TFQMR 65 0.74 149 1.70 2.44

De la tabla 5.7 se puede observar que todos los métodos han convergido a una solución
como se esperaba, dado que ambos bloques comparten la caracteŕıstica de ser diagonal
dominante. No obstante lo anterior, el número de iteraciones necesarias para alcanzar
una solución aproximada con el bloque L11 requiere de casi el doble de las iteraciones
con las que se encuentra una solución con el bloque L22, lo cual, en principio, indica que
el bloque L22 presenta mejores propiedades espectrales que el bloque L11. Por último,
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de los métodos iterativos probados, el mejor tiempo está representado por el Gradiente
Conjugado (GC) para ambos bloques de matrices, como era de esperar, dado que es un
método apropiado para las caracteŕısticas de las matrices. Al método del GC le siguen en
eficiencia los métodos BCGSTAB y TFQMR. Por otro lado, el método menos eficiente
está representado por el Residuo Mı́nimo Generalizado (GMRES) y, aunque no es el más
apropiado para las matrices de ejemplo por sus caracteŕısticas, se incluye con el objetivo
de hacer más completo el estudio propuesto.

Por lo comentado en el caṕıtulo 4, se sabe que la combinación de un precondicionador
con un método basado en subespacios de Krylov puede ayudar a acelerar la tasa de
convergencia a la solución. Uno de los precondicionadores que implica un coste bajo de
construcción dado que se calcula con la diagonal principal de la matriz de coeficientes,
lo representa el precondicionador de Jacobi (JAC) [91]. Los tiempos registrados por
SPARSKIT con el uso de este precondicionador se muestran en la tabla 5.8.

Tabla 5.8: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa SPARSKIT combinados con el

precondicionador JAC

MÉTODO L22 L11 Tt

ITS Ta ITS Tb

GC 36 0.45 65 0.80 1.25
BCG 70 0.87 128 1.59 2.46
GMRES 43 1.41 82 2.48 2.42
BCGSTAB 49 0.60 95 1.15 1.75
TFQMR 39 0.53 75 1.01 1.54

Como se observa, se ha obtenido una disminución en el tiempo de convergencia
respecto de los obtenidos sin el uso de precondicionador. A pesar de la aplicación del
precondicionador, el método GC se mantiene a la cabeza en la solución de ambos sistemas
de ecuaciones lineales registrando un tiempo total de 1.25 segundos, lo que significa una
disminución en el tiempo de ejecución respecto al caso sin precondicionar (1.78 segs.)
de un 30 %. Para este caso, nuevamente BCGSTAB y TFQMR son los métodos más
eficientes después del GC; en tanto que GMRES Y BCG registran peores tiempos.

El empleo de un precondicionador tipo ILU modificado (MILU) ha dado lugar a los
resultados mostrados en la tabla 5.9.

El efecto de este precondicionador puede notarse en la ligera disminución del tiempo
para el bloque L22 respecto del precondicionador JAC de la tabla 5.8. No ocurre el mis-
mo efecto para el caso de la solución con el bloque L11, pues cuando el mejor método
para este bloque en el caso del precondicionador JAC era el GC, la aplicación del pre-
condicionador MILU lo ha empeorado, dando paso ahora como mejor método a TFQMR
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Tabla 5.9: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa SPARSKIT combinados con el

precondicionador MILU

MÉTODO L22 L11 Tt

ITS Ta ITS Tb

GC 15 0.43 35 0.95 1.38
BCG 28 0.73 50 1.32 2.05
GMRES 15 0.64 26 1.27 1.91
BCGSTAB 17 0.48 33 0.87 1.35
TFQMR 17 0.51 29 0.83 1.34

seguido por BCGSTAB. A pesar de lo anterior, el tiempo de solución para el resto de los
métodos se ve reducido respecto de los tiempos con el precondicionador JAC. También
se observa que el número de iteraciones disminuye a más de la mitad en algunos casos, lo
que no necesariamente se ha traducido en una disminución significativa del tiempo, dado
que el costo de construcción y solución al operar con el precondicionador es distinto.

Al emplear un precondicionador tipo LU incompleto sin relleno (ILU0), se obtiene
un ligero aumento en la rapidez de convergencia de manera diferente para cada solución
con los bloques Lii respecto del precondicionador MILU, como se observa en la tabla
5.10.

Tabla 5.10: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa SPARSKIT combinados con el

precondicionador ILU0

MÉTODO L22 L11 Tt

ITS Ta ITS Tb

GC 14 0.39 64 1.62 2.01
BCG 26 0.64 46 1.10 1.74
GMRES 14 0.60 24 1.15 1.75
BCGSTAB 15 0.42 29 0.75 1.17
TFQMR 15 0.43 29 0.80 1.23

Esta ligera ganancia en velocidad se nota para casi todos los métodos, a excepción
del caso de la solución con el bloque L11 usando el GC, pues cuando se usa con el
precondicionador tipo ILU0, el costo por iteración es mucho mayor que el costo de usar
el precondicionador de Jacobi o MILU. Es interesante notar también que los métodos
GMRES, BCGSTAB y TFQMR se han beneficiado de este último precondicionador al
ver reducido ligeramente sus tiempos de solución con respecto de los casos JAC y MILU.

En la utilización del precondicionador ILUT, se realizaron pruebas con distintos nive-
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les de relleno (lfil) y tolerancias de umbral (droptol) obteniéndose los tiempos mostrados
en la tabla 5.11, en donde para el caso del método GC se presenta un “estancamiento”
durante el proceso iterativo, por lo que no fué posible aproximar una solución. Para
este caso en particular, el método agota el número máximo de iteraciones permitidas,
indicando con esto que la aplicación del precondicionador empeora el número de con-
dición para ambos bloques de matrices en todos los niveles de relleno y tolerancias de
umbral probadas. Para el resto de los métodos se converge a una solución, destacando

Tabla 5.11: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa SPARSKIT combinados con el

precondicionador ILUT. El śımbolo † indica no convergencia.

ILUT MÉTODOS L22 L11 Tt

(lfil,droptol) ITS Ta ITS Tb

GC † – † – –
BCG 66 1.04 148 2.23 3.27

(1, 0.0) GMRES 34 1.38 74 2.83 4.21
BCGSTAB 37 0.62 79 1.22 1.84
TFQMR 37 0.69 89 1.51 2.20
GC † – † – –
BCG 66 0.98 148 2.23 3.21

(1, 10−1) GMRES 34 1.37 74 2.85 4.22
BCGSTAB 37 0.58 79 1.14 1.72
TFQMR 37 0.65 89 1.54 1.79
GC † – † – –
BCG 66 1.08 148 2.23 3.31

(1, 10−4) GMRES 34 1.42 74 2.84 4.26
BCGSTAB 37 0.63 79 1.21 1.84
TFQMR 37 0.70 89 1.51 2.21
GC † – † – –
BCG 68 1.41 156 2.89 4.30

(2, 0.0) GMRES 34 1.67 74 3.19 4.86
BCGSTAB 35 0.86 79 1.58 2.44
TFQMR 37 0.96 83 1.79 2.75
GC † – † – –
BCG 48 14.08 138 15.91 29.99

(4, 0.0) GMRES 24 14.00 68 16.24 30.24
BCGSTAB 25 13.46 69 14.31 27.77
TFQMR 27 13.65 79 14.70 28.35
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en velocidad el método BCGSTAB para ambos bloques de matrices en todos los casos.
Es interesante observar que cuando se usan valores de relleno altos, como en el caso de
ILUT(4,0.0), el tiempo de aproximación se dispara debido a que el tiempo de construc-
ción del precondicionador consume al menos el 90 % del tiempo total de cálculo para
ambos bloques de matrices, porcentaje que se obtuvo en las pruebas experimentales.
En general, el desempeño de ILUT respecto de los precondicionadores JAC, MILU e
ILU0 no ha sido significativo, llegando incluso en algunos casos a ser peor, como se ha
comentado anteriormente.

De las tiempos de ejecución con el precondicionador ILUK no se lograron reportar
pruebas para niveles de relleno (lfil) iguales o mayores a 1 debido, entre otras cosas, a
la modificación del patrón disperso del precondicionador durante su construcción y por
problemas de una administración eficiente de la memoria.

Haciendo un resumen de todas las pruebas realizadas en SPARSKIT y eligiendo
únicamente aquellos métodos que presentan los mejores tiempos de ejecución, tanto para
el bloque L22 como L11, aśı como los correspondientes precondicionadores, se obtiene
la tabla 5.12, donde se resalta el renglón que registró el mejor tiempo, que en este caso
resultó ser el método GC con precondicionador ILU0 (1.14 segundos).

Tabla 5.12: Resumen de mejores tiempos (segs) en la libreŕıa SPARSKIT

PC MÉTODO Ta MÉTODO Tb Tt

en L22 en L11

No PC GC 0.58 GC 1.20 1.78
JAC GC 0.45 GC 0.80 1.25
MILU GC 0.43 TFQMR 0.83 1.26
ILU0 GC 0.39 BCGSTAB 0.75 1.14
ILUT (1, 10−2) BCGSTAB 0.58 BCGSTAB 1.14 1.72
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5.2.3.2. Análisis en la Libreŕıa PETSc

Para el caso de la libreŕıa PETSc se ha realizado un estudio similar al de SPARSKIT,
por lo que también se presentan los tiempos sin precondicionado y posteriormente los
tiempos con el uso de algunos precondicionadores.

La tabla 5.13 muestra los tiempos de los métodos de Krylov probados en PETSc,
donde se observa que el método del GC presenta el tiempo de solución menor para cada
uno de los bloques y con respecto a todos los métodos probados de PETSc. Le siguen en
desempeño los métodos de BCGSTAB y TFQMR. Por otro lado, los métodos GMRES
y BCG presentan tiempos más altos.

Tabla 5.13: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa PETSc sin precondicionador

MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

GC 0.64 1.37 2.01
BCG 1.25 2.69 3.94
GMRES 1.35 3.08 4.42
BCGSTAB 0.99 1.68 2.67
TFQMR 0.87 2.04 2.91

Al aplicar un precondicionador de Jacobi en la libreŕıa PETSc se obtienen los tiempos
de ejecución de la tabla 5.14, donde se observa el efecto del precondicionamiento, ya que
se ha obtenido una reducción del tiempo de ejecución en todos los métodos, destacando
en velocidad el método del GC, seguido por los métodos BCGSTAB y TFQMR. La
combinación del método GC con este precondicionador (1.42 segundos) logra reducir en
un 30 % el tiempo del GC sin precondicionar (2.01 segundos). Por otro lado, el GMRES
y BCG continuan presentando los tiempos más altos.

Tabla 5.14: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados con el precon-

dicionador JAC

MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

GC 0.50 0.92 1.42
BCG 0.95 1.76 2.71
GMRES 0.96 1.84 2.80
BCGSTAB 0.66 1.22 1.88
TFQMR 0.61 1.22 1.84
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La libreŕıa de PETSc cuenta también con un precondicionador tipo LU incompleto
(ILU) secuencial. La tabla 5.15 reune los tiempos de ejecución para este precondiciona-
dor, en donde se observa una reducción mayor en el tiempo respecto de los casos sin
precondicionar y Jacobi. Si se elige como referencia el tiempo registrado por el método
GC, la aplicación de un precondicionador ILU0 (1.17 segundos) logra reducir el tiempo
del caso sin precondicionar (2.01 segundos) y del caso con el precondicionador de Jacobi
(1.42 segundos) en un 42 % y un 18 %, respectivamente.

Tabla 5.15: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados con el precon-

dicionador ILU0 .

MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

GC 0.41 0.76 1.17
BCG 0.78 1.45 2.23
GMRES 0.94 1.78 2.72
BCGSTAB 0.48 0.90 1.38
TFQMR 0.48 0.97 1.45

También se han realizado pruebas con un precondicionador tipo Scharwz aditivo
(ASM) obteniéndose los tiempos reportados en la tabla 5.16. Sin embargo, aunque el
tiempo obtenido con el método del GC combinado con el precondicionador ASM (1.50
segundos) reduce en un 25 % al tiempo de un método GC sin precondicionar (2.01 segun-
dos), este 25 % es menor que la reducción del 30 % obtenida con el precondicionador JAC
y menor que la reducción del 42 % con el precondicionador ILU0. Que el método del GC
combinado con el precondicionador ASM no presente reducciones tan eficientes como los
registrados por los precondicionadores JAC e ILU0 se debe a que las matrices de prueba
no surgen de un proceso de discretización basado en un método de descomposición de
dominios, por lo que es muy probable que bajo un método de discretización de esta
naturaleza pudiera dar mejores resultados o en última instancia, resultados parecidos a
los mostrados por la aplicación de un precondicionador ILU0.

También se han realizado pruebas en la libreŕıa de PETSc con un precondicionador
tipo ILUK, con diferentes niveles de relleno lfil, obteniéndose los tiempos de ejecución
mostrados en la tabla 5.17, destacando como mejor método el GC. Sin embargo los
tiempos reportados no mejoran a los obtenidos con los precondicionadores JAC, JACB
y ASM, debido a los efectos de relleno en la construcción del precondicionador.

La tabla 5.18 presenta un resumen de los mejores tiempos para cada uno de los
precondicionadores probados en la libreŕıa de PETSc, donde se observa que a lo largo
de las distintas pruebas, el método de Krylov que mejor desempeño mostró ha sido el
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Tabla 5.16: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados con el precon-

dicionador ASM

MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

GC 0.54 0.96 1.50
BCG 0.96 1.72 2.68
GMRES 1.49 1.54 3.03
BCGSTAB 0.61 1.15 1.76
TFQMR 0.66 1.18 1.85

Tabla 5.17: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados con el precon-

dicionador ILUK

ILUK MÉTODOS L22 L11 Tt

(lfil) Ta Tb

GC 1.09 1.40 2.49
BCG 1.50 2.08 3.58

(1) GMRES 1.44 2.52 3.96
BCGSTAB 1.20 1.44 2.64
TFQMR 1.21 1.48 2.69
GC 3.14 3.47 6.61
BCG 3.75 4.40 8.15

(2) GMRES 4.69 3.58 8.27
BCGSTAB 3.14 3.67 6.81
TFQMR 3.15 3.70 6.85
GC 20.72 20.89 41.61
BCG 21.64 22.43 44.07

(4) GMRES 22.26 20.80 43.06
BCGSTAB 20.45 20.72 41.17
TFQMR 20.37 20.68 41.05

GC combinado con el precondicionador ILU0.

5.2.3.3. Análisis en la Libreŕıa pARMS

Se ha realizado un estudio secuencial con los precondicionadores de la libreŕıa pARMS.
Como se ha comentado, (ver caṕıtulo 4), la libreŕıa pARMS contiene técnicas de precon-
dicionamiento basadas en el método aditivo de Scharwz y en técnicas del complemento
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Tabla 5.18: Resumen de mejores tiempos (segs) en la libreŕıa PETSc

PC MÉTODO Ta MÉTODO Tb T1

en L22 en L11

No PC GC 0.64 GC 1.37 2.01
JAC GC 0.50 GC 0.92 1.42
ILU0 GC 0.41 GC 0.76 1.17
ASM GC 0.54 GC 0.96 1.50
ILUK (1) GC 1.09 GC 1.40 2.49

de Schur.
En la libreŕıa pARMS, el método aditivo de Scharwz se utiliza en combinación con

precondicionadores locales tipo ILU0, ILUT, ILUK y ARMS y que están designados
como ADD ILU0, ADD ILUT, ADD ILUK y ADD ARMS, respectivamente.

Tabla 5.19: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa pARMS combinados con técnicas

de precondicionamiento tipo aditivo de Scharwz. Las siglas M.I. significan memoria insuficiente

PC LOCAL MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

BCGSTAB 0.56 0.91 1.47
ILU0 DGMRES 0.66 1.43 2.09

FGMRES 0.57 1.24 1.81
ILUK BCGSTAB – – M.I.

(lfil=1,dtol=0.1) DGMRES – – M.I.
FGMRES – – M.I.

ILUT BCGSTAB 0.72 1.77 2.49
(lfil=1,dtol=0.1) DGMRES 1.52 3.30 4.82

FGMRES 1.33 2.79 4.12
ARMS BCGSTAB 1.38 3.33 4.71

(lfil=1,dtol=0.1) DGMRES 1.70 3.61 5.31
FGMRES 1.84 3.81 5.65

La tabla 5.19 muestra los tiempos registrados por estos precondicionadores al caso
de estudio. Como se puede observar, el precondicionador más efectivo está representado
por el precondicionador ILU0, el cual, como se ha visto en resultados experimentales con
las libreŕıas SPARSKIT y PETSc, es el que mejor desempeño ha proporcionado. Con
seguridad, es por esta razón que registra mejores tiempos de solución cuando se compara
con el desempeño de otros precondicionadores como ILUK, ILUT y ARMS, ya que: para
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el caso del precondicionador ILUK ni siquiera se tiene memoria suficiente para llevar
a cabo la resolución de los sistemas, mientras que el precondicionador ILUT emplea
tiempo de ejeución extra para la construcción del precondicionador con los niveles de
relleno (lfil) especificados; para el caso del precondicionador ARMS, éste resulta ser el
más costoso de todos pues, en términos generales, el precondicionador ARMS invierte
tiempo extra de ejecución tanto para la búsqueda de conjuntos independientes a bloques,
aśı como para ejecutar los niveles de recursividad especificados.

En el caso particular de los experimentos con el precondicionador ARMS se ha utili-
zado un sólo nivel de recursividad, es decir, se ha utilizado una factorización tipo ILUT
(que ya se ha visto que va peor con respecto a otros prercondicionadores), por lo que los
tiempos de ejecución observados con este precondicionador se deben al uso de ILUT y
a la búsqueda de conjuntos independientes a bloques.

Respecto de la aplicación de los métodos BCGSTAB, DGMRES y FGMRES, se
observa que, para el caso de los precondicionadores tipo aditivo de Scharwz, el método
que mejor desempeño muestra, en términos generales, es el método BCGSTAB.

La aplicación de técnicas basadas en el complemento de Schur a las matrices del caso
de estudio dan origen a los tiempos mostrados en la tabla 5.20.

Tabla 5.20: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos en la libreŕıa pARMS combinados con técnicas

de precondicionamiento tipo Complemento de Schur

PC LOCAL MÉTODOS L22 L11 Tt

Ta Tb

BCGSTAB 1.74 1.13 2.91
ILU0 DGMRES 0.77 1.51 2.28

FGMRES 0.63 1.50 2.13
BCGSTAB – – M.I.

ILUK DGMRES – – M.I.
(lfil=1,dtol=0.1) FGMRES – – M.I.

ILUT BCGSTAB 0.91 2.10 3.01
(lfil=1,dtol=0.1) DGMRES 1.68 3.63 5.31

FGMRES 1.47 3.13 4.60
ARMS BCGSTAB 1.95 3.92 5.87

(lfil=1,dtol=0.1) DGMRES 2.55 4.93 7.48
FGMRES 2.55 4.37 6.92

Una comparativa de los tiempos totales (Tt) registrados por el método aditivo de
Scharwz (tabla 5.19) con los tiempos obtenidos por las técnicas del complemento de
Schur de la tabla 5.20 permite observar que estos últimos son ligeramente más altos que
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los primeros. Esta situación se debe principalmente al gasto de tiempo invertido por la
búsqueda de conjuntos independientes a bloques, como fase inicial para todas las técnicas
de complemento de Schur. Es interesante notar también que al combinar la técnica del
complemento de Schur con el precondicionador ILU0, el método que menor tiempo
registra en la resolución con el sistema L22 es el método GMRES flexible (FGMRES),
siendo que en el caso aditivo de Scharwz el mejor fué el método BCGSTAB. El resto
de los precondicionadores (ILUK, ILUT y ARMS) tienen un comportamiento similar al
caso aditivo de Scharwz.

Una vez realizadas las pruebas secuenciales, la tabla 5.21 muestra un resumen de
los mejores tiempos obtenidos con ambas técnicas de precondicionamiento en pARMS.
Para nuestro caso de estudio, el precondicionador con mejor tiempo de solución está re-
presentado por el método aditivo de Scharwz con precondicionador ILU0.

Tabla 5.21: Resumen de mejores tiempos (segs) en la libreŕıa pARMS

PC MÉTODO Ta MÉTODO Tb Tt

en L22 en L11

Scharwz (Ad.)+ILU0 BCGSTAB 0.56 BCGSTAB 0.91 1.47
Schur (Comp.)+ILU0 GMRES 0.63 BCGSTAB 1.13 1.76

5.2.3.4. Mejor Tiempo Secuencial

Una vez que se han presentado los tiempos secuenciales registrados por las mejo-
res combinaciones de método y precondicionador de las libreŕıas estudiadas, se puede
establecer el mejor tiempo secuencial (Ts) que se tomará como referencia a la hora de
calcular las métricas paralelas de speedup y eficiencia paralela.

La tabla 5.22 presenta los mejores tiempos secuenciales registrados por las libreŕıas
de SPARSKIT, pARMS y PETSc.

Tabla 5.22: Resumen de mejores tiempos (segs) en las libreŕıas SPARSKIT, PETSc y pARMS

LIBRERÍA PC MÉTODO Ta MÉTODO Tb Tt

en L22 en L11

SPARSKIT ILU0 GC 0.39 BCGSTAB 0.75 1.14

PETSc JACB GC 0.41 GC 0.76 1.17

pARMS Scharwz+ILU0 BCGSTAB 0.56 BCGSTAB 0.91 1.47

La figura 5.3 grafica los tiempos de la tabla 5.22, donde se puede observar que el
menor tiempo secuencial lo registra la libreŕıa de SPARSKIT, seguido por PETSc y
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pARMS. Por lo tanto, se ha elegido como mejor tiempo secuencial para el caso de estu-
dio Ts =1.14 segundos. Para el caso de la libreŕıa SuperLU, no fué posible determinar
el tiempo secuencial debido a los requerimientos de memoria para llevar a cabo la fac-
torización.
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Figura 5.3: Gráfica de tiempos de ejecución en las libreŕıas SPARSKIT, PETSc y pARMS

5.2.4. Estudio Paralelo

A continuación, se presentan los tiempos paralelos de ejecución obtenidos con las
libreŕıas de PETSc, pARMS y SuperLU aplicadas al caso de estudio. Se presentan tam-
bién los tiempos obtenidos sin el uso de precondicionador y posteriormente usando los
precondicionadores correspondientes. Los experimentos han sido realizados en el cluster
Kefren de la Universidad Politécnica de Valencia (ver caṕıtulo 4). En las tablas que
contienen los resultados numéricos, la columna Tp representa la suma del tiempo de
ejecución necesario para resolver los sistemas de ecuaciones con los bloques L11 y L22

usando p procesadores. Los tiempos han sido registrados con rutinas para ese propósi-
to incluidas en las libreŕıas y que han sido PetscGetTime y dwalltime en PETSc y
pARMS, respectivamente. Al igual que en el análisis secuencial, los tiempos de las ta-
blas se presentan en segundos (segs), a menos que se especifique lo contrario. Por otro
lado, se han establecido las mismas condiciones de ejecución del caso secuencial en las
pruebas paralelas aqúı presentadas.
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5.2.4.1. Análisis en la Libreŕıa PETSc

La tabla 5.23 reune los tiempos invertidos por los métodos implementados en la li-
breŕıa PETSc, sin el uso de precondicionadores, para diferentes números de procesadores
p.

Tabla 5.23: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos en la libreŕıa PETSc sin precon-

dicionar

MÉTODOS p = 2 p = 4 p = 6 p = 8 p = 10
GC 1.20 0.63 0.45 0.38 0.33
BCG 2.18 1.26 0.90 0.73 0.63
GMRES 2.26 1.26 0.84 0.63 0.55
BCGS 1.48 0.82 0.58 0.48 0.44
TFQMR 1.58 0.87 0.60 0.49 0.43

Las distintas pruebas experimentales muestran que las ejecuciones en paralelo del
método Gradiente Conjugado aplicado para resolver los SELD Lii (i = 1, 2), mostró los
mejores tiempos de ejecución en relación con el resto de los métodos del subespacio de
Krylov.

Se puede observar también la reducción del tiempo secuencial por el uso de cómputo
paralelo. Por ejemplo, si se contrasta el tiempo total (Tt) obtenido por el método del
GC del caso secuencial sin precondicionar (2.01 segs de la tabla 5.13) y el tiempo total
(Tp) obtenido por el método del GC usando p=10 procesadores (0.33 segs en la tabla
5.23), se obtiene una reducción de casi el 84 % del tiempo secuencial. En la figura 5.4,
se muestra gráficamente la reducción de los tiempos de ejecución conforme aumenta el
número de procesadores para el caso del método del GC sin precondicionar.

Los métodos de Krylov en PETSc se han combinado con la aplicación de un pre-
condicionador tipo Jacobi (JAC), obteniéndose los tiempos mostrados en la tabla 5.24.

Tabla 5.24: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados

con el precondicionador JAC

MÉTODOS p = 2 p = 4 p = 6 p = 8 p = 10
GC 0.86 0.47 0.33 0.26 0.24
BICG 1.53 0.86 0.64 0.50 0.44
GMRES 1.47 0.80 0.55 0.42 0.36
BCGS 1.07 0.58 0.43 0.35 0.30
TFQMR 1.02 0.54 0.39 0.31 0.28
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Figura 5.4: Gráfica de tiempos de ejecución en paralelo en la libreŕıa de PETSc usando el método GC

Comparando los tiempos obtenidos en pruebas paralelas con p=10 procesadores de
las tablas 5.23 y 5.24 para el método del GC, el tiempo obtenido sin precondicionar
de 0.33 segundos se reduce a 0.24 segundos con el precondicionador de Jacobi, lo que
significa una reducción aproximada del 27 %. Esta ganancia se debe a la combinación de
técnicas de paralelismo y precondicionado.

También se han hecho pruebas experimentales con la aplicación de un precondi-
cionador Jacobi a bloques (JACB) para el caso de estudio, obteniéndose los tiempos
mostrados en la tabla 5.25, donde se aprecia una mejoŕıa, respecto de los tiempos con
precondicionador Jacobi y, por consiguiente, sobre el caso sin precondicionar, como se
verá para el método del GC que resultó el mejor de todos los métodos.

Tabla 5.25: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados

con el precondicionador JACB

MÉTODOS p = 2 p = 4 p = 6 p = 8 p = 10
GC 0.78 0.45 0.29 0.24 0.21
BICG 1.48 0.81 0.56 0.44 0.37
GMRES 1.34 0.64 0.39 0.30 0.28
BCGS 0.94 0.51 0.34 0.28 0.24
TFQMR 0.92 0.47 0.33 0.26 0.23

La aplicación del precondicionador Jacobi a Bloques logra reducir el tiempo del méto-
do GC sin precondicionar (0.33 segundos) a 0.21 segundos usando p=10 procesadores,
lo que significa una reducción del tiempo del caso sin precondicionar de casi un 36 %.

116
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Respecto del caso Jacobi (0.24 segundos), esta reducción de tiempo es del 13 %.

Continuando con la aplicación de los precondicionadores de PETSc propuestos, sólo
resta mostrar los tiempos obtenidos con el precondicionador tipo Scharwz aditivo (PC
ASM) aplicados al caso de estudio, obteniéndose los tiempos de la tabla 5.26.

Tabla 5.26: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos en la libreŕıa PETSc combinados

con el precondicionador ASM

MÉTODOS p = 2 p = 4 p = 6 p = 8 p = 10
GC 0.92 0.57 0.42 0.36 0.37
BICG 1.54 0.96 0.71 0.60 0.54
GMRES 1.60 0.78 0.53 0.40 0.36
BCGS 1.01 0.62 0.47 0.39 0.36
TFQMR 1.05 0.63 0.49 0.40 0.36

En la tabla 5.26 se aprecia, entre otras cosas, que el método del Gradiente Conjugado
es el que aporta los mejores tiempos de ejecución en general. Por otro lado, desde el
punto de vista de la aplicación de los precondicionadores, el aporte en velocidad del
precondicionador ASM no es muy significativo comparado con el precondicionador Jacobi
(JAC) y Jacobi a bloques (JACB). Sin embargo, no se puede dejar de lado el efecto del
uso de la computación de altas prestaciones, por ejemplo cuando se aplica el método del
GC combinado con el precondicionador ASM en el caso secuencial se obtiene un tiempo
de 1.50 segundos (ver tabla 5.16), en tanto que el tiempo al usar p=10 procesadores es
de 0.37 segundos, lo que significa una reducción del 75 %.

A manera de resumen, la figura 5.5 muestra una gráfica comparativa de los mejores
tiempos paralelos (Tp) del GC registrados en la aplicación de PETSc al caso de estudio.

Como puede observarse en la figura 5.5, la aplicación de precondicionadores puede
reducir sustancialmente los tiempos de resolución de grandes SELD, como los abordados
en este estudio. Por otro lado, puede apreciarse también la disminuación de los tiem-
pos al usar computación de altas prestaciones. Como era de esperar y para el caso de
PETSc, el método del Gradiente Conjugado ha sido el que mejores tiempos de ejecución
ha reportado cuando se ha comparado con otros métodos de resolución, ya sea con o
sin precondicionadores, ya sea con uno o muchos procesadores. En la gráfica se puede
observar que el Gradiente Conjugado con precondicionador de Jacobi a bloques ha sido
el más eficiente en la resolución de ambos sistemas de ecuaciones con bloques L11 y L22.
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Figura 5.5: Gráfica de mejores tiempos en la libreŕıa de PETSc

5.2.4.2. Análisis en la Libreŕıa pARMS

Otra de las libreŕıas utilizadas y aplicadas al caso del reactor Ringhals–I, descrita en el
caṕıtulo 4, es pARMS. Se han realizado experimentos paralelos en esta libreŕıa utilizando
únicamente el método aditivo de Scharwz combinado con los precondicionadores locales
ILU0, ILUT, pues como se ha visto en el análisis secuencial realizado anteriormente
(ver apartado 5.2.3.3) son los que mejor desempeño ofrecen. La tabla 5.27, muestra los
tiempos de ejecución invertidos para resolver los sistemas de ecuaciones L11 y L22, que
corresponden a pruebas paralelas con p = 2, 4, 6, 8, 10 procesadores.

Tabla 5.27: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos en la libreŕıa pARMS

p PRECONDICIONADOR ACELERADORES
BCGSTAB DGMRES FGMRES

2 ADD ILU0 1.52 1.95 1.48
ADD ILUT 1.94 2.37 2.04

4 ADD ILU0 0.86 0.90 0.78
ADD ILUT 1.65 1.41 1.29

6 ADD ILU0 0.81 0.84 0.55
ADD ILUT 1.40 1.23 0.84

8 ADD ILU0 0.47 0.55 0.43
ADD ILUT 0.82 0.86 0.66

10 ADD ILU0 0.44 0.51 0.36
ADD ILUT 0.70 0.75 0.54
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Haciendo una comparativa de los tiempos registrados en la tabla 5.27 por la aplicación
de los precondicionadores locales ILU0 e ILUT en paralelo, se observa que, en general,
el método que registra los mejores tiempos está representado por la versión GMRES
flexible (FGMRES). La gráfica de la figura 5.6 compara los tiempos de ejecución de la
tabla 5.27, donde se aprecia la ganancia de tiempo obtenida por el precondicionador
ILU0 sobre ILUT.
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Figura 5.6: Gráfica de mejores tiempos en la libreŕıa de pARMS

5.2.4.3. Análisis en la Libreŕıa SuperLU

Como se ha descrito anteriormente (ver caṕıtulo 4), se han realizado pruebas con un
método directo de la libreŕıa SuperLU, obteniéndose los tiempos mostrados en la tabla
5.28. Una de las ventajas de esta técnica es la precisión de la solución encontrada, la
cual ha sido de 12 d́ıgitos en las soluciones al resolver los sistemas de ecuaciones lineales
asociados a las matrices L11 y L22 del caso de estudio; sin embargo, las prestaciones
obtenidas no son competitivas (ya que registra tiempos de ejecución en minutos), debido
a que se precisa rapidez en la solución de los SELD, pues esta operación debe realizarse
repetidas veces, como lo indica el algoritmo 17 de Arnoldi. Desde este punto de vista
y para el caso de estudio, los métodos iterativos aqúı utilizados, superan en mucho el
desempeño ofrecido por la libreŕıa SuperLU.

5.2.4.4. Speedup y Eficiencia

Se ha podido comprobar experimentalmente que las libreŕıas paralelas que mejor
desempeño registran son PETSc y pARMS. En cambio, la libreŕıa numérica de SuperLU,
no ofrece resultados competitivos para el caso de estudio.
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Tabla 5.28: Tiempos de ejecución (mins) en paralelo Tp en la libreŕıa SuperLU

p Precisión Tp

2 3.62E-12 9.73
4 3.62E-12 5.00
6 3.64E-12 3.67
8 3.65E-12 2.95

10 3.64E-12 2.48

A continuación, y tomando en cuenta únicamente los mejores tiempos de PETSc y
pARMS, se muestra el desempeño paralelo obtenido por ellos en la tabla 5.29, donde el
mejor tiempo secuencial lo registró la libreŕıa numérica de SPARSKIT con un valor de
T1 = Ts=1.14 segundos (ver apartado 5.2.3).

Tabla 5.29: Coeficientes de speedup y eficiencia en las libreŕıas PETSc y pARMS. Caso estacionario

p PETSc pARMS
Tp Sp Ep( %) Tp Sp Ep( %)

1 1.14 1.00 100 1.14 1.00 100
2 0.78 1.46 73 1.48 0.77 39
4 0.45 2.53 63 0.78 1.46 37
6 0.29 3.93 66 0.55 2.07 35
8 0.24 4.75 59 0.43 2.65 30
10 0.21 5.43 54 0.36 3.17 29

La tabla 5.29 muestra que de las libreŕıas PETSc y pARMS, la que ofrece los tiempos
más competitivos para el caso de estudio es la libreŕıa de PETSc. La figura 5.7 ilustra
mejor este hecho. En el caso de pARMS se ha encontrado que al menos para el caso
de usar dos procesadores (p =2), el tiempo paralelo registrado (1.48 segundos) resulta
ser muy costoso. Es probable que esta situación surga debido al gasto extra ocasionado
por los reordenamientos de las submatrices que realiza pARMS para cada procesador en
fases previas de aplicación de los precondicionadores.

Respecto de los coeficientes de speedup y eficiencia (ver figuras 5.8 y 5.9) obtenidos
se observa que para la libreŕıa PETSc éstos son buenos cuando se utilizan hasta seis
procesadores y aceptables cuando se usan ocho o diez procesadores. Por otro lado, y
como se ha comentado anteriormente, en el caso de pARMS sus coeficientes de speedup
y eficiencia caen debido a que, entre otras cosas, el mejor tiempo secuencial obtenido
(en SPARSKIT) es muy eficiente.
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Figura 5.7: Gráfica de tiempos de ejecución en paralelo en las libreŕıas PETSc y pARMS

5.2.5. Conclusiones del Caso Estacionario

Se han logrado identificar las herramientas software más adecuadas para resolver
los SELD de gran dimensión (ecuaciones (5.3) y (5.4)) asociados a la EDN en su caso
estacionario (ecuación de los modos Lambda (5.1)) para el caso de estudio.

Además, se ha visto la importancia que tiene el estudio, aplicación y evaluación de
distintas libreŕıas numéricas secuenciales y paralelas que pueden ayudar a mejorar el
rendimiento en la resolución de problemas de Ingenieŕıa donde se precisa de respuestas
rápidas y eficientes.

En este trabajo se han plasmado resultados experimentales con algunas libreŕıas
numéricas (SPARSKIT, PETSc, pARMS y SuperLU ); no obstante, es importante con-
tinuar con la investigación y prueba del desempeño ofrecido por otras libreŕıas, pues
continuamente surgen nuevos algoritmos que las implementan, de modo que los profe-
sionales que no están relacionados con el uso de éstas, tengan los elementos necesarios
para decidir cuál usar en función de trabajos de investigación como los que describe este
trabajo de tesis.

Por otro lado, es de destacar las ventajas del uso de la computación paralela, y
la necesidad de contar con profesionales que apliquen las metodoloǵıas necesarias para
encontrar estrategias eficientes que resuelvan los desaf́ıos de los problemas de ingenieŕıa
actuales.

Aśı mismo, es importante también decir que todas las libreŕıas estudiadas y evaluadas
en esta tesis son de libre distribución, y los resultados obtenidos ponen de manifiesto su
calidad en aplicaciones prácticas.

La aplicación de métodos directos de resolución de SELD (como los contenidos en
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Figura 5.8: Gráfica de speedup en las libreŕıas de PETSc y pARMS
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Figura 5.9: Gráfica de eficiencia en las libreŕıas de PETSc y pARMS

la libreŕıa SuperLU) al caso de estudio ha demostrado que, a pesar de la calidad de la
solución obtenida, el tiempo continua siendo prohibitivo para los problemas del caso de
estudio aqúı abordado.

Pruebas experimentales presentadas en trabajos como [64], muestran que para ma-
trices prueba obtenidas de discretizaciones con métodos de colocación nodal en otros
reactores, se obtienen resultados similares a los aqúı mostrados.

Se puede decir que, para el caso de estudio expuesto, habrá que tomar en consi-
deración la libreŕıa numérica de PETSc, aśı como recomendar el uso del método del
Gradiente Conjugado con el precondicionador de Jacobi a bloques. Mención especial
merece la libreŕıa numérica de SPARSKIT por su relativa eficiencia sobre PETSc en
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Caṕıtulo 5. Resultados Numéricos

lo concerniente a la ejecución secuencial. Relativa en el sentido de que el mejor tiem-
po secuencial registrado por la libreŕıa de PETSc (1.17 segundos), dista muy poco del
registrado por SPARSKIT (1.14 segundos).

Los distintos experimentos realizados con PETSc muestran un alto grado de facilidad
y flexibilidad en su uso al permitir de manera fácil que las implementaciones secuencia-
les sean ejecutadas prácticamente sin cambios en plataformas paralelas. En tanto que
la libreŕıa SPARSKIT permite solamente implementaciones secuenciales. Además, en
SPARSKIT se requiere de una mayor demanda de programación por parte del usuario
que si se usara la libreŕıa PETSc. Por lo ya mencionado, puede decirse que para los casos
de estudio, la libreŕıa PETSc es más adecuada que la libreŕıa SPARSKIT.

5.3. Solución de los Sistemas de Ecuaciones Lineales

Dispersos de la Ecuación de Difusión Neutróni-

ca. Caso Dinámico

En estudios de estabilidad y seguridad de los reactores nucleares, es fundamental
estudiar su evolución en el tiempo. Por tal motivo, es importante resolver los SELD que
aparecen como consecuencia de la discretización en el tiempo de la EDN 3D.

Esta sección presenta los resultados numéricos experimentales obtenidos de la apli-
cación de cuatro métodos iterativos multipaso, de los cuales dos forman parte principal
de las aportaciones de este trabajo de tesis. Estos métodos se han codificado en el am-
biente de desarrollo Matlab [28], y en las libreŕıas numéricas de PETSc [101] [100] [99]
e Hypre [110] [111].

5.3.1. Métodos Multipaso

En el caṕıtulo 2, se ha establecido que para resolver la EDN en su caso dinámico
después de aplicar discretizaciones espaciales y temporales, se requiere resolver en cada
paso de tiempo un sistema de ecuaciones de la forma:

Tψ = E,

es decir: [
T11 T12

T21 T22

][
ψ1

ψ2

]
=

[
e1

e2

]
, (5.9)

donde el lado derecho de la ecuación depende de la solución en el paso de tiempo previo
y del método de diferencias hacia atrás utilizado. Generalmente, la matriz de coeficientes
del sistema (5.9) tiene propiedades similares a las matrices L y M de la ecuación (5.2)
del caso estacionario. Por tal motivo, y debido a las condiciones de continuidad del flujo
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y de la corriente neutrónica interpuestas en las caras de las celdas internas del reactor,
aśı como las condiciones de contorno en los extremos, los bloques T11 y T22 son matrices
simétricas definidas positivas. En tanto que los bloques T12 y T21 son matrices diagonales
que pueden ser singulares o no y que dependen también de las condiciones del problema.

Dado el gran tamaño del sistema representado en (5.9), seŕıa conveniente contar
con un método que permita su resolución y que tomara en cuenta las propiedades de
los bloques que forman el problema global. Por ejemplo, dadas las propiedades de las
matrices T11 y T22, un método basado en subespacios de Krylov (como el Gradiente
Conjugado), seŕıa apropiado para su resolución. No aśı la matriz total T , que no presenta
ninguna de estas propiedades.

Por el motivo anterior, los métodos que se proponen en este trabajo, consisten en
descomponer la resolución de la ecuación global (5.9) de tamaño 2N , en términos de
la resolución de dos sistemas de ecuaciones lineales de tamaño N . Con este método se
evitaŕıa en primer lugar tener que manipular el sistema global T , evitando aśı problemas
de memoria, y en segundo lugar, permitiŕıa la simulación con más grupos de enerǵıa.

A continuación se presentan y explican, cada uno de los métodos iterativos multi-
paso que permitieron implementar esta estrategia, aśı como las modificaciones que se
proponen en esta memoria.

5.3.1.1. Método Multipaso de Jacobi (MMJ)

En el algoritmo 19, se muestran las sentencias de la implementación del algoritmo
multipaso de Jacobi (MMJ) explicado en el caṕıtulo 3.

Algoritmo 19 Método Multipaso de Jacobi (MMJ)

(* ψ∗f y ψ∗t soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
f := ψ∗f ;

02 ψ0
t := ψ∗t ;

(* Resolver los grupos ψ1
f (rápido) y ψ1

t (térmico) *)

03 T11ψ1
f = e1 − T12ψ0

t

04 T22ψ1
t = e2 − T21ψ0

f

(* Ciclo externo *)

05 do l=1, 2, 3, . . .

06 T11ψ
l+1
f = e1 − T12(ωψl

t + (1− ω)ψl−1
t ); (* Ciclos internos de los *)

07 T22ψ
l+1
t = e2 − T21(ωψl

f + (1− ω)ψl−1
f ); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)

08 until ‖ψl+1
f − ψl

f‖ < tol and ‖ψl+1
t − ψl

t‖ < tol
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Este algoritmo tiene como primera etapa la inicialización de los flujos neutrónicos
de tipo rápido (ψ0

f ) y térmico (ψ0
t ), con valores de los flujos de un paso de tiempo

previo ψ∗f y ψ∗t (ĺıneas 1 y 2). Posteriormente, se calculan nuevos valores para los flujos
neutrónicos tomando en cuenta los otros bloques (T12 y T21) del sistema global, presentes
en la ecuación (5.9), de modo que se tengan dos soluciones consecutivas (ĺıneas 3 y 4),
con las que se puedan realizar las operaciones contenidas en el ciclo externo (ĺıneas
5–8). Las operaciones contenidas en el ciclo externo son en śı ciclos internos que se
corresponden con el cálculo de una solución de los flujos neutrónicos a través de una
técnica de resolución de SELD como las basadas en subespacios de Krylov. Una vez
realizado lo anterior, se verifica que el cambio entre la aproximación de una solución
en la etapa l + 1 respecto de la etapa l anterior es menor que cierta tolerancia (tol)
establecida (ĺınea 8). Aunque este criterio de convergencia es débil, se ha elegido por
representar un bajo coste computacional en su cálculo.

5.3.1.2. Método Multipaso de Gauss–Seidel (MMGS)

El algoritmo que implementa el esquema iterativo multipaso de Gauss–Seidel acele-
rado se muestra en el algoritmo 20.

Algoritmo 20 Método Multipaso de Gauss–Seidel (MMGS)

(* ψ∗f y ψ∗t soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
f := ψ∗f ;

02 ψ0
t := ψ∗t ;

(* Resolver para grupos ψ1
f y ψ1

t *)

03 T11ψ1
f = e1 − T12ψ0

t

04 T22ψ1
t = e2 − T21ψ0

f

(* Ciclo externo *)

05 do l=1, 2, 3, . . .

06 T11ψ
l+1
f = e1 − T12(ωψl

t + (1− ω)ψl−1
t ); (* Ciclos internos de los *)

07 T22ψ
l+1
t = e2 − T21(ωψl+1

f + (1− ω)ψl
f ); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)

08 until ‖ψl+1
f − ψl

f‖ < tol and ‖ψl+1
t − ψl

t‖ < tol

La diferencia principal entre los algoritmos 19 y 20 es que, en este último, tan pronto
como está disponible la nueva solución para el grupo rápido (ψl+1

f ), ésta es utilizada
para calcular el grupo térmico (ψl+1

t ) de la etapa l + 1, como se observa en los pasos 6
y 7 del algoritmo 20 que corresponden a los ciclos internos del método de Krylov. Con
este esquema puede esperarse una tasa de convergencia mayor, pero habŕıa que tomar
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en cuenta que, desde el punto de vista del paralelismo se pueden generar dependencias
que pueden provocar tiempo ocioso en los procesadores.

5.3.1.3. Método Multipaso de Gauss–Seidel con Dos Parámetros de Rela-
jación (MMGS2)

Una parte fundamental de este trabajo es la puesta en marcha de modificaciones a
los dos métodos multipaso introducidos: MMJ y MMGS.

Una de estas modificaciones consiste en realizar pruebas con dos valores de ω dife-
rentes para cada uno de los sistemas a resolver, con miras a acelerar la convergencia del
método multipaso [33] [37] [36] [35]. Por ejemplo, el proceso de solución para el flujo
rápido usará ω1 (ĺınea 6 del algoritmo 21), y el proceso de solución para el flujo térmico
calculará con ω2 (ĺınea 7 del algoritmo 21). En esta propuesta, de la misma forma que
en el algoritmo del método MMGS, el flujo ψl+1

t se calcula utilizando ψl+1
f (ĺıneas 6 y 7

del algoritmo 21).

Algoritmo 21 Método Multipaso de Gauss–Seidel con 2 Parámetros de Relajación
(MMGS2)

(* ψ∗f y ψ∗t soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
f := ψ∗f ;

02 ψ0
t := ψ∗t ;

(* Resolver para grupos ψ1
f y ψ1

t *)

03 T11ψ1
f = e1 − T12ψ0

t

04 T22ψ1
t = e2 − T21ψ0

f

(* Ciclo externo *)

05 do l=1, 2, 3, . . .

06 T11ψ
l+1
f = e1 − T12(ω1ψl

t + (1− ω1)ψl−1
t ); (* Ciclos internos de los *)

07 T22ψ
l+1
t = e2 − T21(ω2ψ

l+1
f + (1− ω2)ψl

f ); (* métodos de Krylov *)

(* Detectar convergencia *)

08 until ‖ψl+1
f − ψl

f‖ < tol and ‖ψl+1
t − ψl

t‖ < tol

5.3.1.4. Método Multipaso de Gauss–Seidel con Dos Parámetros de Rela-
jación y Tolerancia Adaptativa
(MMGS2A)

Otra aportación importante de este trabajo de tesis es el diseño de un algoritmo
multipaso (basado en el método MMGS2), utilizando una técnica adaptativa [33] [37] [36]
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[35]. Esta técnica, en palabras generales, consiste en que los sistemas lineales dispersos
(T11 y T22) se resuelven con una precisión inicial (εi) no restrictiva en etapas iniciales
del método. Después, esta precisión es adaptada (o mejorada) hacia una precisión más
demandante (εi+1), en iteraciones sucesivas. La aplicación de esta técnica al algoritmo
21, da origen al algoritmo 22.

Algoritmo 22 Método Multipaso Gauss–Seidel con 2 Parámetros de Relajación y To-
lerancia Adaptativa (MMGS2A)

(* ψ∗f y ψ∗t soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
f := ψ∗f ;

02 ψ0
t := ψ∗t ;

(* Establecer conjunto de tolerancias εi *)

03 εi = {ε1, ε2, ε3, . . . , εn}
04 i := 1

(* Resolver para grupos ψ1
f y ψ1

t con tolerancia ε1 *)

05 T11ψ1
f = e1 − T12ψ0

t

06 T22ψ1
t = e2 − T21ψ0

f

(* Ciclo externo *)

07 do l=1, 2, 3, . . .

08 T11ψ
l+1
f = e1 − T12(ω1ψl

t + (1− ω1)ψl−1
t ); Resolver con precisión εi

09 T22ψ
l+1
t = e2 − T21(ω2ψ

l+1
f + (1− ω2)ψl

f ); Resolver con precisión εi

10 if precisión en etapa l + 1 es mejor que precisión en etapa l then

11 i := i + 1 (* mejorar εi*)

12 end-if

(* Detectar convergencia *)

13 until ‖ψl+1
f − ψl

f‖ < tol and ‖ψl+1
t − ψl

t‖ < tol

Como en los algoritmos precedentes, el algoritmo 22 se inicializa con las soluciones
de los flujos neutrónicos de un paso de tiempo previo (ĺıneas 1–2). Después se establece
el conjunto de tolerancias εi = {ε1, ε2, ε1, . . . , εn}, aśı como la tolerancia ε1 con la que se
resolverán los sistemas inicialmente (ĺıneas 3–6). Una vez calculados los flujos neutrónicos
de la etapa l+1 (ĺıneas 8–9) se determina la precisión obtenida en la etapa actual (ĺıneas
10–12) y si resulta que es mejor que la precisión alcanzada en la etapa l, entonces se
establece εi a una precisión εi+1. Por último, se verifica el criterio de parada (ĺınea 13).
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5.3.2. Caso de Estudio: Reactor Leibstadt

El caso de estudio a considerar ahora es el reactor nuclear suizo de Leibstadt [83] [11],
abreviado KKL y que es un reactor del tipo agua en ebullición (del Inglés Boiling Water
Reactor – BWR). Este reactor se ha discretizado utilizando un método de colocación
nodal basado en desarrollos de polinomios de Legendre grado K =2 en forma 3D, im-
poniendo un discretizado espacial de 32*32 celdas por 27 planos axiales, de las cuales
19,656 corresponden al reactor. La figura 5.10 muestra uno de los planos axiales en los
que se ha dividido el reactor.

Figura 5.10: Plano axial del reactor Leibstadt

Aśı mismo, utilizando un esquema de numeración natural para la malla de discretiza-
ción, el patrón de elementos no nulos resultante para los bloques diagonales Tii, i = 1, 2
es el que se aprecia en la figura 5.11.

Al igual que como se ha hecho para las matrices del caso estacionario, la tabla 5.30
muestra algunas propiedades básicas de información de los bloques Tii (i = 1, 2) que
surgen en el primer paso de tiempo, usando la rutina info1.ex de SPARSKIT. Haciendo
un análisis análogo al realizado en el caso estacionario se encontrará que de optar por
un formato tipo banda (BND) es necesario contar con un arreglo de tamaño BW × n,
lo que representa un número mucho mayor que el número de elementos distintos de
cero (nnz) reales contenidos en los bloques T11 y T22. Algo parecido ocurriŕıa de optar
por el almacenamiento tipo diagonal (DIA) en donde es necesario un arreglo de tamaño
DNE×n, el cual representa un número mayor del necesario para almacenar únicamente
los elementos distintos de cero reales contenidos en los bloques Tii, i = 1, 2. Por tal
motivo, y al igual que en el caso estacionario, el formato CSR se ha elegido como formato
de almacenamiento, el cual es contemplado por PETSc e Hypre.
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Figura 5.11: Patrón de dispersión del bloque T11 del caso Leibstadt

Tabla 5.30: Propiedades de los bloques Tii del reactor Leibstadt

GEOMETRÍA PROPIEDAD T11 T22

Dimensión – n 78624 78624
3D Elementos no nulos – nnz 796080 796080

Con polinomio Ancho de banda – BW 5826 5826
de Legendre Diagonales no evitables –DNE 91 91

Grado 2 Diagonal dominante ( %) 75 % 97 %
Grado de simetŕıa 1.00 1.00
Índice de dispersión 0.00014 0.00014

Para probar el desempeño de los métodos MMJ, MMGS, MMGS2 y MMGS2A, se
han elegido como matrices de prueba las correspondientes a cinco distintos pasos de
tiempo (Si, donde i = 0, 1, 2, 3, 4), que corresponden a una prueba de estabilidad llevada
a cabo en 1990 cuando el reactor oscilaba fuera de fase.

A continuación se presentarán los resultados experimentales obtenidos con los dis-
tintos métodos mencionados en el ambiente de Matlab, PETSc e Hypre.

5.3.3. Estudio Secuencial en Matlab

Se han realizado pruebas experimentales de los prototipos de los métodos MMJ,
MMGS, MMGS2 y MMGS2A en el ambiente de programación Matlab con el objetivo
de identificar los parámetros ω, ω1, ω2 óptimos para cada uno de ellos [36] [37]. Por otro
lado, para verificar la robustez de los métodos, se ha utilizado un vector aleatorio como
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solución inicial (ψ∗) de los métodos iterativos multipaso para calcular la solución en el
paso de tiempo S0, que a su vez se utilizará como solución inicial para calcular la solución
en el tiempo S1, y aśı sucesivamente. Además, se ha comprobado la precisión alcanzada
por los algoritmos mediante el cálculo de la norma del error residual (ERR.RES.) y
el residuo relativo (ERR.REL.), formando la matriz original T con los bloques T11,
T22, T12 y T21. La solución de los sistemas dispersos con los bloques Tii, i = 1, 2 en
la parte que corresponde al ciclo externo, fue realizada utilizando el método de Krylov
del Gradiente Conjugado (GC) sin precondicionador, exigiendo siempre que el residuo
relativo sea menor o igual que 10−7 como criterio de convergencia. Las distintas pruebas
experimentales se han realizado en el cluster Kubrick (ver sección 4.2.1) utilizando un
p = 1 procesador y los tiempos se han registrado en segundos con la función Matlab de
nombre etime.

5.3.3.1. Determinación de ω Óptimo en el método MMJ

Pruebas experimentales del prototipo del método MMJ en Matlab muestran que
para los juegos de matrices del caso de estudio (reactor Leibstadt) el valor óptimo de ω
está representado por 0.9 (ver tabla 5.31).

Tabla 5.31: Tiempos de ejecución (segs) en el método MMJ para distintos valores de ω. El śımbolo †
indica no convergencia

Si ω =0.1 ω =0.5 ω =0.8 ω =0.9 ω =1.3 ω =1.9
S0 2996.63 2413.45 1963.14 1791.38 † †
S1 537.87 464.55 397.72 371.57 † †
S2 690.82 596.32 497.56 460.74 † †
S3 654.71 567.64 473.48 445.29 † †
S4 699.10 601.56 502.73 468.78 † †

Se ha encontrado que la precisión alcanzada por el método MMJ es de 6 d́ıgitos
en el error residual y de 5 d́ıgitos en el error relativo como lo muestra la tabla 5.32.
Es importante comentar que el alto costo inicial asociado a la solución con el juego de
matrices del paso de tiempo S0 (que es casi cuatro veces el costo en iteraciones para los
otros juegos de matrices) es debido al uso de un vector aleatorio como vector solución
inicial; sin embargo, este costo se ve disminuido en posteriores cálculos debido al uso de
soluciones previas.

5.3.3.2. Determinación de ω Óptimo en el método MMGS

De los experimentos realizados con el algoritmo MMGS para determinar el valor
óptimo de ω se ha encontrado que un valor de ω =1.3 proporciona el menor número
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Tabla 5.32: Precisión y número de iteraciones externas en el método MMJ (ω óptimo)

Si ERR.RES. ERR.REL. ITSEXT
S0 1.54e-6 1.32e-5 4717
S1 2.52e-6 4.85e-5 1033
S2 2.50e-6 2.11e-5 1350
S3 2.54e-6 6.37e-5 1255
S4 2.52e-6 7.74e-5 1319

de iteraciones para las matrices del caso de estudio, como puede observarse en la tabla
5.33.

Tabla 5.33: Tiempos de ejecución (segs) con el método MMGS para distintos valores de ω

Si ω = 0,1 ω = 0,5 ω = 0,9 ω = 1,3 ω = 1,5 ω = 1,9
S0 † † † 411.60 † †
S1 † † 493.47 105.16 † †
S2 † † 291.01 121.43 † †
S3 338.28 415.24 286.01 120.78 451.42 †
S4 † 436.09 298.06 125.50 500.59 4875.58

Una comparación de tiempos entre los métodos MMJ (tabla 5.31) y los tiempos de la
tabla 5.33 del método MMGS permiten observar que este último reduce los tiempos que
registra el primero en al menos un 72 % en todos los conjuntos (Si) de matrices. Esto de
alguna manera quiere decir que el método MMGS es, al menos para el caso de estudio
abordado, 3 veces más rapido que MMJ, como lo indican los coeficientes de velocidad
de MMGS respecto MMJ representados en tabla 5.34.

Tabla 5.34: Tiempos de ejecución (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS con respecto al

método MMJ

Si MMJ MMGS COEFICIENTE
VELOCIDAD

S0 1791.38 411.60 4.35
S1 371.57 105.16 3.53
S2 460.74 121.43 3.79
S3 445.29 120.78 3.69
S4 468.78 125.50 3.74
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Se ha determinado la precisión de la solución obtenida con el método MMGS, la cual
es también de 6 d́ıgitos en el error residual y de 5 d́ıgitos en el error relativo (ver tabla
5.35).

Tabla 5.35: Precisión y número de iteraciones externas en el método MMGS (ω óptimo)

Si ERR.RES. ERR.REL. ITSEXT
S0 4.79e-6 4.12e-5 964
S1 4.48e-6 8.61e-5 277
S2 6.64e-6 5.62e-5 340
S3 4.69e-6 1.18e-4 323
S4 4.48e-6 1.37e-4 322

5.3.3.3. Determinación de ω1 y ω2 Óptimos en el método MMGS2

Para el caso del método MMGS2 se han realizado experimentos con ω1 y ω2 en el
intervalo abierto (1, 2), es decir, que 0 < ω1, ω2 < 2. La tabla 5.36 muestra parte de los
experimentos realizados para el conjunto de matrices que surgen en el paso de tiempo
S0. No se consideraron pruebas para el resto de las matrices de los otros pasos dado que
comparten caracteŕısticas comunes.

La tabla 5.36 muestra que la combinación de valores de ω1 y ω2 que mejor resulta
está dada por el test 5 (T5 en la tabla), donde para el ciclo externo (ITSEXT ) se obtienen
325 iteraciones con 149.43 segundos.

Tabla 5.36: Tiempos de ejecución (segs) para el método MMGS2 (ω1, ω2 óptimos)

TEST ω1 ω2 ITSEXT TIEMPO ERR.RES. ERR.REL.
T1 1.3 0.1 2314 1164.80 7.22E-6 4.39E-4
T2 1.3 0.7 1766 888.72 6.06E-6 4.17E-4
T3 1.3 1.3 1109 557.98 6.05E-6 4.16E-4
T4 1.3 1.7 553 278.30 6.64E-6 4.28E-4
T5 1.3 1.9 325 149.43 5.41E-6 4.69E-4
T6 1.5 0.1 2314 1164.72 7.22E-6 4.39E-4
T7 1.5 0.3 2141 984.40 7.22E-6 4.29E-4
T8 1.5 0.5 1958 985.32 6.35E-6 4.22E-4

Sin embargo, durante los experimentos se ha encontrado que existen distintas com-
binaciones que presentan un comportamiento parecido al test T5. La tabla 5.37 reune
tales combinaciones.

132
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Tabla 5.37: Tiempos de ejecución (segs) para el método MMGS2 (ω1, ω2 óptimos) (BIS)

ω1 ω2 ERR.RES. ERR.REL. ITSEXT TIEMPO
0.3 1.9 5.51E-6 4.06E-4 327 151.01
0.5 1.9 5.85E-6 4.12E-4 326 149.96
0.7 1.9 5.76E-6 4.11E-4 326 149.61
0.9 1.9 5.68E-6 4.09E-4 326 149.95
1.3 1.9 5.41E-6 4.69E-4 325 149.43
1.5 1.9 5.85E-6 4.12E-4 325 149.59
1.7 1.9 5.76E-6 4.11E-4 325 149.55
1.9 1.9 5.68E-6 4.09E-4 325 149.96

Las pruebas experimentales con el método MMGS2 se han realizado con los valores
óptimos ω1 =1.3 y ω1 =1.9 obteniéndose los tiempos de ejecución de la tabla 5.38, la
cual deja ver que el método MMGS2 disminuye el tiempo de MMGS a lo más en un 64 %
para todos los juegos de matrices en todos los pasos de tiempo. No obstante la ganancia
de tiempo frente a MMGS (por consiguiente frente a MMJ), el método MMGS2 presenta
una pérdida de precisión de 1 d́ıgito para algunos casos en el error relativo, pero mantiene
la precisión del error residual hallada en métodos anteriores.

Tabla 5.38: Precisión y número de iteraciones externas en el método MMGS2 (ω1, ω2 óptimos)

Si ERR.RES. ERR.REL. ITSEXT TIEMPO
S0 5.39e-6 4.63e-4 325 149.43
S1 5.84e-6 1.12e-4 123 49.76
S2 8.78e-6 7.43e-5 133 50.72
S3 7.64e-6 1.92e-4 130 51.95
S4 7.49e-6 2.30e-5 130 54.38

La tabla 5.39 muestra los ı́ndices de velocidad del método MMGS2 sobre MMGS,
donde se puede observar que MMGS2 obtiene la solución en al menos la mitad del tiempo
invertido por MMGS.

5.3.3.4. Pruebas Experimentales con el método MMGS2A

Los experimentos numéricos mediante la técnica adaptable representada por el méto-
do MMGS2A y con los valores óptimos ω1 y ω2 obtenidos en el apartado anterior se
presentan en la tabla 5.40.

Como puede verse, la eficiencia del método MMGS2A es ligeramente más eficiente
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Tabla 5.39: Tiempos de ejecución (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS2 con respecto al

método MMGS

Si MMGS MMGS2 COEFICIENTE
VELOCIDAD

S0 411.60 149.43 2.75
S1 105.16 49.76 2.11
S2 121.43 50.72 2.39
S3 120.78 51.95 2.32
S4 125.50 54.38 2.31

Tabla 5.40: Precisión y tiempos de ejecución (segs) para el método MMGS2A con respecto al método

MMGS2

Si ERR.RES. ERR.REL. ITSEXT TIEMPO
S0 5.44e-6 4.67e-4 352 82.58
S1 5.95e-6 1.14e-4 123 39.31
S2 8.88e-6 7.51e-5 133 39.56
S3 7.77e-6 1.95e-4 130 40.59
S4 7.52e-6 2.31e-5 130 42.89

que el método MMGS2 debido a las tolerancias εi impuestas en las etapas iniciales
del método, lo cual impacta directamente en el tiempo total de ejecución. También
puede observarse que a pesar de manejar tolerancias distintas durante todo el proceso,
el método adaptativo mantiene la misma precisión que MMGS2.

Una comparativa de los tiempos obtenidos por el método MMGS2A frente al método
MMGS2 permite observar que el primero reduce el tiempo del segundo a lo más en un
45 % para todos los juegos de matrices del caso de estudio. Los ı́ndices de aceleración
del MMGS2A con respecto al MMGS2 se representan en la tabla 5.41.

La utilización de Matlab ha sido importante para probar los distintos métodos, de-
terminar los valores óptimos de ω y determinar la precisión alcanzada por los mismos,
por lo que considerando los tiempos totales de ejecución para todos los pasos de tiempo,
se observó que los métodos más eficientes están representados por los métodos MMGS2
y MMGS2A (ver figura 5.12).

5.3.4. Análisis en la Libreŕıa PETSc. Plataforma Kefren

Una vez encontrados los valores óptimos para los distintos métodos en el ambiente
de Matlab, se ha procedido a implementarlos utilizando la libreŕıa numérica de PETSc,
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Tabla 5.41: Tiempos de ejecución (segs) y coeficientes de velocidad del método MMGS2 con respecto al

método MMGS

Si MMGS2 MMGS2A COEFICIENTE
VELOCIDAD

S0 149.43 82.58 1.81
S1 49.76 39.31 1.27
S2 50.72 39.56 1.28
S3 51.95 40.59 1.28
S4 54.38 42.89 1.27
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Figura 5.12: Gráfica de tiempos de ejecución de los métodos MMJ, MMGS, MMGS2 y MMGS2A

aplicándolos al juego de matrices S0 del caso de estudio. Estudios similares se presentan
en [35].

Algunas operaciones en PETSc usadas para la implementación de los métodos han
sido las siguientes:

• VecNorm Cálcula la norma de un vector,

• VecPointwiseMult Calcula la multiplicación componente–a–componente w = x×y,

• VecAYPX Calcula suma de vectores y = x+ αy,

• VecCopy Copia un vector,

• KSPSolve Resuelve un sistema lineal.

La solución de los SELD asociados a las matrices Tii ha sido realizada sin el uso de
precondicionadores. A diferencia de los experimentos realizados en Matlab, en PETSc
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todos los métodos tienen como vector inicial ψ∗ un vector solución aproximado (que fue
obtenido perturbando la solución del sistema en el tiempo S0) en vez de uno aleatorio, en
el entendido de que los algoritmos trabajarán con un vector inicial cercano a la solución.
A continuación, se presenta el análisis secuencial realizado en PETSc sobre la plataforma
paralela Kefren, registrando los tiempos de ejecución en segundos.

5.3.4.1. Estudio Secuencial

La tabla 5.42 presenta los tiempos de ejecución secuencial para todos los métodos
donde puede observarse que el método MMGS2A es el que mejor desempeño secuencial
proporciona, lo que viene a confirmar los estudios experimentales realizados con Matlab.
También es importante destacar que la precisión alcanzada utilizando el error relativo
de los algoritmos ha sido de 5 d́ıgitos.

Tabla 5.42: Tiempos de ejecución (segs) de los métodos multipaso con los valores óptimos ω1 y ω2.

MÉTODO ITSEXT TIEMPO ERR.REL.
MMJ 394 138.08 7.58e-5

MMGS 183 63.98 4.21e-5
MMGS2 89 36.29 5.42e-5

MMGS2A 90 27.31 5.42e-5

Resalta el hecho de que el método multipaso MMGS2A realiza más iteraciones que
el método MMGS2, sin embargo estas son menos costosas debido a la técnica adaptativa
de la precisión en la resolución de los SELD que implementa el método.

5.3.4.2. Estudio Paralelo

Respecto de las pruebas paralelas en el cluster Kefren en donde se han utilizado hasta
p =12 procesadores, el método MMJ presenta un buen grado de paralelismo debido a
que los diferentes sistemas lineales de ecuaciones pueden resolverse simultáneamente por
diferentes grupos de procesadores, y después intercambiar las soluciones. Por tal razón,
se han implementado dos versiones paralelas de este método basadas en dos diferentes
rutinas de comunicacióne de MPI: gather/scatter y send/recv. Además, se ha hecho uso
de una rutina contenida en MPI para administrar grupos de procesos mediante el uso
de comunicadores. Por ejemplo, para el caso de usar p = 2 procesadores en el método
MMJ, el procesador p0 es dedicado a resolver el sistema con bloque T11 y el procesador
p1 se dedica a resolver el sistema con bloque T22. En caso de usar p = 4 procesadores,
entonces p

2 procesadores son dedicados a resolver el sistema con el bloque T11 y el resto
de procesadores son dedicados a resolver el sistema con el bloque T22. Los tiempos
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resultantes de la aplicación de estas estrategias para diferentes números de procesadores
(p) se registran en la tabla 5.43, donde pueden observarse que: por un lado, la estrategia
basada en las rutinas de comunicación send/recv es ligeramente más eficiente que la
estrategia basada en las rutinas gather/scatter y por otro lado, que destaca el uso de
cómputo paralelo en la disminución del tiempo de ejecución secuencial.

Tabla 5.43: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp del método MMJ en la plataforma Kefren

p GATHER/SCATTER SEND/RECV

1 138.08 138.08

2 89.33 88.27

4 54.90 53.07

6 40.51 38.05

8 33.86 31.30

12 25.47 22.60

La realización y aplicación de los distintos métodos multipaso básicos (MMJ y
MMGS), aśı como los métodos multipaso propuestos en este trabajo de tesis (MMGS2 y
MMGS2A) en PETSc da origen a los tiempos de ejecución paralelos representados en la
tabla 5.44, donde se ha tomado como valor del mejor tiempo secuencial (Ts) el tiempo
de ejecución del programa paralelo registrado con p=1 procesador.

Tabla 5.44: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp de los métodos multipaso en la plataforma Kefren

p MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 138.08 63.98 36.29 27.31
2 88.27 36.83 21.11 15.83
4 53.07 28.78 12.01 8.90
6 38.05 20.26 8.68 6.51
8 31.30 11.94 6.91 5.17
12 22.60 10.41 5.23 3.90

De la tabla 5.44 destaca el hecho de que el uso de computación de alto desempeño
ha disminuido los tiempos de ejecución secuencial para todos y cada uno de los métodos
estudiados. Por ejemplo, para los métodos MMJ y MMGS, los tiempos de ejecución
secuencial han sido reducidos hasta en un 84 % de su valor cuando usamos p = 12
procesadores; en tanto que para el caso de los métodos MMGS2 y MMGS2A, el tiempo
de ejecución se ha reducido en un 86 % usando el mismo número de procesadores en
la plataforma Kefren. En general, el método MMGS2A ofrece los mejores tiempos de
ejecución en paralelo.
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5.3.4.3. Speedup y Eficiencia

Se han calculado los coeficientes de speedup y eficiencia para todos los métodos
obtenidos de las pruebas paralelas en Kefren y se reunen en la tabla 5.45.

Tabla 5.45: Coeficientes de speedup y eficiencia en la plataforma Kefren

p SPEEDUP EFICIENCIA(%)

MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A

1 1.00 1.00 1.00 1.00 100.00 100.00 100.00 100.00
2 1.56 1.74 1.72 1.73 78.21 86.86 85.95 86.26
4 2.60 2.22 3.02 3.07 65.05 55.58 75.54 76.71
6 3.63 3.16 4.18 4.20 60.48 52.63 69.68 69.92
8 4.41 5.36 5.25 5.28 55.14 66.98 65.65 66.03
12 6.11 6.15 6.94 7.00 50.91 51.22 57.82 58.35

En esta tabla se ve que los coeficientes de speedup y eficiencia registrados por todos
los métodos son buenos cuando se usa un número entre 2 y 8 procesadores y acepta-
bles con p =12 procesadores. También es interesante notar que los métodos MMGS2 y
MMGS2A ofrecen coeficientes de speedup mejores que MMJ y MMGS para el caso de
estudio, además que los porcentajes de eficiencia permanecen por arriba del 50 % para
el caso de usar p ≤ 12 procesadores. Las figuras 5.13 y 5.14 muestran gráficas de los
coeficientes de speedup y eficiencia que ilustran mejor lo antes dicho.

Todos estos tiempos fueron calculados sin el uso de precondicionadores de PETSc,
no obstante, no desmerece, la eficiencia registrada por los métodos.

5.3.5. Análisis en las Libreŕıas de Hypre y PETSc.

Plataforma Jacquard

Esta parte del trabajo describe las pruebas experimentales de los métodos MMJ,
MMGS, MMGS2 y MMGS2A con las libreŕıas numéricas de Hypre y PETSc. Las prue-
bas se han realizado en un subgrupo del cluster de altas prestaciones llamado Jacquard
(ver sección 4.2.3) de los laboratorios ubicados en el Centro Nacional de Computación
Cient́ıfica en Investigación de la Enerǵıa (NERSC), dependiente del Departamento de
Enerǵıa de los Estados Unidos de Norteamérica y los tiempos de ejecución se han regis-
trado utilizando las rutinas MPI Wtime en el caso de Hypre y PetscGetTime en el caso
de PETSc. Parte de los estudios aqúı presentados han dado origen a [33].

Hypre es una libreŕıa numérica de precondicionadores de alto desempeño para desa-
rrollar algoritmos escalables que resuelven SELD de gran dimensión sobre computadoras
paralelas (ver 4). Estos experimentos permitirán realizar una comparativa de desempeño
paralelo entre las libreŕıas de Hypre y PETSc. Se empezará con el estudio secuencial que
se describe a continuación.
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Caṕıtulo 5. Resultados Numéricos

0 2 4 6 8 10 12
1

2

3

4

5

6

7

PROCESADORES

S
P

E
E

D
U

P

 

 

MMJ

MMGS

MMGS2

MMGS2A

Figura 5.13: Gráfica de speedup en la plataforma Kefren
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Figura 5.14: Gráfica de eficiencia en la plataforma Kefren

5.3.5.1. Estudio Secuencial

En las distintas pruebas con la libreŕıa Hypre, se han usado los siguientes precondi-
cionadores combinados con el método del Gradiente Conjugado:

• Diagonal Scaling(DS),

• BoomerAMG,

• ParaSails,

• Euclid.
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El precondicionador DS es el equivalente al precondicionador de Jacobi. En el caso
del precondicionador BoomerAMG, que es una implementación paralela de un método
multimalla algebraico, las pruebas se han realizado con valor de nlevel=1 y valor th-
reshold=0.1. En el caso de ParaSails, que es un precondicionador inverso aproximado
disperso, se usaron valores de nlevel y threshold idénticos al caso BoomerAMG. Por otra
parte, Euclid, que es un precondicionador paralelo tipo ILU que puede usarse con nivel
de relleno k y threshold (umbral), se usó en su forma equivalente a Jacobi a bloques,
es decir, con k =0 y valor de threshold=0.0. Experimentos en el cluster Jacquard sin y
con los precondicionadores mencionados anteriormente han dado origen a los tiempos
de ejecución mostrados en la tabla 5.46.

Tabla 5.46: Tiempos de ejecución (segs) con la libreŕıa Hypre en la plataforma Jacquard

Método PRECONDICIONADOR
Sin PC DS BoomerAMG ParaSails Euclid

MMJ 403.12 310.43 1955.17 290.23 236.66
MMGS 192.18 147.81 885.01 133.50 111.73
MMGS2 112.48 86.57 433.25 77.87 63.60

MMGS2A 79.08 61.45 434.69 56.04 48.27

De esta tabla pueden hacerse los siguientes comentarios. Primero, todos los métodos
muestran prestaciones similares a las observadas en los experimentos con el cluster Ke-
fren, donde la eficiencia de los métodos MMGS2 y MMGS2A es mejor que la presentada
en los métodos MMJ y MMGS. La figura 5.15 ilustra mejor lo afirmado.

Por otra parte, la aplicación de las técnicas de precondicionamiento han acelerado
la tasa de convergencia de los métodos multipaso; por ejemplo, el método MMGS2A
combinado con el precondicionador Euclid, ha reducido el tiempo del caso sin precon-
dicionar en un 60 %. Esto confirma la influencia del uso de precondicionamiento para
mejorar el desempeño de los métodos multipaso. Por otro lado, la aplicación de un pre-
condicionador disperso aproximado inverso (ParaSails) ha sido ligeramente más eficiente
comparado con el precondicionador tipo escalado diagonal (DS ) para las matrices del
caso de prueba. Pruebas experimentales con el método BoomerAMG presentan tiempos
no tan eficientes debido al uso de las técnicas multinivel, que para el caso de estudio y
por las distintas pruebas experimentales llevadas a cabo, se ha encontrado que no han
sido apropiadas.

A fin de hacer una comparación entre el desempeño obtenido por las libreŕıas numéri-
cas de PETSc e Hypre, y dado que los experimentos con la libreŕıa Hypre se han realizado
en el cluster de Jacquard, se hizo necesario recalcular los resultados experimentales de
los métodos de la libreŕıa PETSC en la plataforma Jacquard. Los tiempos secuenciales
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Figura 5.15: Gráfica de tiempos de ejecución de los métodos con la libreŕıa Hypre en la plataforma

Jacquard

de la libreŕıa PETSc se muestran en la tabla 5.47.

Tabla 5.47: Tiempos de ejecución (segs) con la libreŕıa PETSc en la plataforma Jacquard

Método PRECONDICIONADOR
Sin PC JACOBI JACB

MMJ 290.17 218.00 176.28
MMGS 148.72 104.71 84.23
MMGS2 85.45 62.19 47.09

MMGS2A 61.81 45.21 36.39

Como se puede observar en la tabla 5.47 y al igual que en resultados obtenidos de
aplicar los métodos a las matrices del caso de estudio en Hypre, se puede ver que los
tiempos secuenciales mejores son aquellos reportados por los métodos propuestos en este
trabajo de tesis: MMGS2 y MMGS2A. También al usar técnicas de precondicionamiento,
se logra reducir el tiempo de ejecución secuencial de los casos sin precondicionador (ver
figura 5.16). Por ejemplo, para el caso del método MMGS2A se logra reducir el tiempo
del caso sin precondicionar hasta en casi la mitad del tiempo cuando se combina con un
precondicionador de tipo Jacobi a bloques.

5.3.5.2. Estudio Paralelo

Para el caso de los experimentos paralelos con la libreŕıa Hypre, se muestran aquellos
resultados que tienen que ver con el precondicionador Euclid, puesto que presentó los

141



5.3. Solución de los Sistemas de Ecuaciones Lineales Dispersos de la Ecuación de
Difusión Neutrónica. Caso Dinámico

MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
0

50

100

150

200

250

300

MÉTODOS

T
IE

M
P

O
(s

e
g

s
)

 

 

Sin PC
JAC
JACB

Figura 5.16: Gráfica de tiempos de ejecución de los métodos con la libreŕıa de PETSc en la plataforma

Jacquard

menores tiempos en las pruebas realizadas en secuencial. Los tiempos paralelos se recogen
en la tabla 5.48, donde nuevamente el uso de cómputo paralelo muestra sus ventajas al
reducir el tiempo secuencial para todos los métodos.

Tabla 5.48: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp en la libreŕıa Hypre con el precondicionador

Euclid

p MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 236.66 111.73 63.60 48.27
2 128.22 62.82 35.39 26.02
4 71.94 33.54 19.62 14.64
6 49.23 23.27 13.46 9.84
8 38.53 18.16 10.28 7.89
10 31.68 14.95 8.70 6.39
14 24.11 11.38 6.84 4.88
16 22.06 10.51 6.12 4.45

Los tiempos de la tabla 5.48 muestran que en la libreŕıa numérica de Hypre y para el
caso de estudio abordado, se ha logrado reducir el tiempo cuando se usa p=1 procesador
en casi un 10 % que cuando se usan p = 16 procesadores en todos los métodos. También
se observa que el método MMGS2A permanece registrando los tiempos de ejecución
menores para cualquier valor de p. La figura 5.17 muestra más claramente lo antes
afirmado.
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Caṕıtulo 5. Resultados Numéricos

1 2 4 6 8 10 14 16
0

50

100

150

200

250

PROCESADORES

T
IE

M
P

O
S

(
s

e
g

s
)

 

 

MMJ

MMGS

MMGS2

MMGS2A

Figura 5.17: Gráfica de tiempos de ejecución en paralelo de los métodos con la libreŕıa Hypre en la

plataforma Jacquard

A continuación, se presentan los mejores tiempos paralelos de ejecución obtenidos
en la libreŕıa PETSc, los cuales corresponden al precondicionador de Jacobi a bloques
(ver tabla 5.49). En este caso el uso de cómputo paralelo ha logrado reducir el tiempo
registrado con p =1 procesador en un 89 % de su valor en todos los métodos cuando se
usa un valor de p igual a 16 procesadores.

Tabla 5.49: Tiempos de ejecución (segs) en paralelo Tp en la libreŕıa PETSc con el precondicionador

JACB

p MMJ MMGS MMGS2 MMGS2A
1 176.28 84.23 47.09 36.39
2 102.18 48.91 28.69 21.37
4 58.27 27.51 16.31 12.04
6 42.49 19.95 11.65 8.74
8 33.70 15.87 9.19 6.92
10 29.34 13.85 8.04 6.06
14 23.25 10.88 6.50 4.77
16 21.93 10.03 5.95 4.60
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Figura 5.18: Gráfica de tiempos de ejecución en paralelo de los métodos con la libreŕıa PETSc en la

plataforma Jacquard

5.3.5.3. Speedup y Eficiencia. Una Comparativa entre
las Libreŕıas Hypre y PETSc

Las distintas pruebas secuenciales y paralelas de los métodos en las libreŕıas numéri-
cas de Hypre y PETSc, permiten realizar una comparativa desde el punto de vista de las
métricas de desempeño paralelo, tales como speedup y eficiencia, de los mejores métodos
obtenidos que fueron GC con Jacobi a bloques en PETSc, y GC con Euclid en Hypre.
En esta parte, los coeficientes de speedup y eficiencia paralela se han calculado tomando
como valor de mejor tiempo secuencial (Ts), el tiempo de ejecución registrado por el
programa paralelo con p=1 procesador para cada una de las libreŕıas y que se presentan
en la tabla 5.50.

En general, puede decirse que el desempeño paralelo registrado por ambas libreŕıas
numéricas en la plataforma Jaquard, no se degrada por debajo de 16 procesadores. Sin
embargo, para el caso de la libreŕıa Hypre, aun cuando registra tiempos de ejecución
ligeramente más altos que PETSc, muestra mejores coeficientes de speedup y eficiencia.
Por ejemplo, para el caso de p = 16 procesadores, la libreŕıa de Hypre arroja un speedup
de 10.8 y una eficiencia en el uso de la plataforma paralela de 68 %, contra valores de
speedup y eficiencia de 7.9 y 49 % registrados por el uso de la libreŕıa PETSc, respectiva-
mente. Los coeficientes de desempeño paralelo registrados por la libreŕıa Hypre, indican
el nivel de eficiencia en el uso de los recursos del cluster Jacquard (ver figura 5.20).

Respecto de los tiempos paralelos en ambas libreŕıas, se observa que en términos de
desempeño, la libreŕıa PETSc es ligeramente mejor que Hypre (ver la figura 5.19). No
obstante y en general, ambas libreŕıas muestran un desempeño aceptable para el caso
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Tabla 5.50: Coeficientes de speedup y eficiencia obtenidos con las libreŕıas de Hypre y PETSc en la

plataforma Jacquard

p Hypre PETSc
Tp Sp Ep Tp Sp Ep

1 48.27 1.0 100 % 36.39 1.0 100 %
2 26.02 1.9 93 % 21.37 1.7 85 %
4 14.64 3.3 82 % 12.04 3.0 76 %
6 9.84 4.9 82 % 8.74 4.2 69 %
8 7.89 6.1 76 % 6.92 5.3 66 %
10 6.39 7.6 76 % 6.06 6.0 60 %
14 4.88 9.9 71 % 4.77 7.6 54 %
16 4.45 10.8 68 % 4.60 7.9 49 %
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Figura 5.19: Gráfica de tiempos de ejecución en paralelo en las libreŕıas Hypre y PETSc en la plataforma

Jacquard

de estudio.

5.3.6. Conclusiones del Caso Dinámico

La solución eficiente de los sistemas lineales dispersos que surgen de la discretización
de la EDN 3D Multigrupo dependiente del tiempo, juega un papel central en los estudios
de estabilidad y seguridad de los reactores nucleares. Por tal motivo, esta memoria ha
mostrado los resultados de dos métodos iterativos multipaso, uno basado en una partición
de Jacobi (MMJ) y otro basado en una partición de Gauss–Seidel (MMGS), aplicados
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Figura 5.20: Gráfica de speedup y eficiencia con las libreŕıas de Hypre y PETSc en la plataforma

Jacquard

a un conjunto de matrices de un reactor nuclear real (Leibstadt) utilizando las libreŕıas
numéricas paralelas de PETSc e Hypre y realizando pruebas experimentales en dos
clusters de alto desempeño: Kefren y Jacquard.

Adicionalmente, y como aportaciones originales de este trabajo de tesis, se han modi-
ficado los métodos multipaso MMJ y MMGS con el objetivo de acelerar su velocidad de
convergencia. Para esto, se han implementado dos versiones: la primera de ellas, está ba-
sada en dos diferentes parámetros de relajación (ω1,ω2) para cada grupo de enerǵıa, a
la cual se le ha nombrado método MMGS2. La segunda de ellas, que ha dado lugar al
llamado método MMGS2A, está basado en una técnica adaptable que mejora aun más el
desempeño con respecto a otros métodos, como ha podido verse a lo largo de las distin-
tas pruebas realizadas, mismas que han sido apoyados por tablas de tiempos y gráficas
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comparativas.
Para mejores resultados, se ha realizado un estudio heuŕıstico en el ambiente de

desarrollo de Matlab, de los parámetros óptimos de relajación para cada uno de los
métodos en el caso de estudio abordado. Estos parámetros han ayudado a acelerar su
convergencia, especialmente para MMGS2 y MMGS2A.

También, todos los métodos multipaso han sido combinados con un conjunto de pre-
condicionadores contenidos en dos libreŕıas de libre distribución: PETSc e Hypre. Para
el caso de PETSc, los precondicionadores aplicados han sido Jacobi y Jacobi a blo-
ques. Para el caso de la libreŕıa Hypre, los precondicionadores aplicados fueron Escalado
Diagonal (DS), BoomerAMG, ParaSails y Euclid. Todos los precondicionadores fueron
combinados con el método del Gradiente Conjugado.

De las pruebas realizadas, los precondicionadores más eficientes han sido Jacobi a
bloques en el caso de PETSc y Euclid en el caso de Hypre. Se ha encontrado también
que los precondicionadores de PETSc presentan menores tiempos de ejecución que los
de Hypre.

Se ha logrado decrementar el tiempo secuencial con la ayuda del cómputo paralelo,
alcanzándose coeficientes aceptables de speedup y eficiencia para ambas libreŕıas. Sin
embargo, a pesar que la libreŕıa paralela Hypre registra tiempos de ejecución menos efi-
cientes que los presentados por la libreŕıa PETSc, en contraste presenta ı́ndices más altos
de speedup y eficiencia, lo que significa un alto nivel de optimización de los algoritmos
de Hypre en el uso de los recursos computacionales de la plataforma Jacquard.

La principal ventaja de los métodos de segundo grado presentados en esta memoria,
es que la matriz T del sistema a resolver no necesita ser formada expĺıcitamente, por lo
que la simulación con más de dos grupos de enerǵıa es factible.

En general, y de acuerdo a lo ya expuesto, el método multipaso más adecuado para
resolver los sistemas lineales dispersos asociados a la EDN en su caso dinámico para
el caso de estudio ha sido uno de los propuestos por esta memoria: MMGS2A; por
otra parte, la herramienta software que ha resultado más adecuada para implementar el
MMGS2A ha sido PETSc.
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Caṕıtulo 6

Extensión de los Métodos y

Algoritmos con más de

2 Grupos de Enerǵıa

6.1. Introducción

Los métodos, pruebas y resultados experimentales mostrados en el caṕıtulo 5 han
sido aplicados al caso de la modelización de la ecuación de difusión neutrónica (EDN)
(tanto caso estacionario como dinámico) usando G =2 grupos de enerǵıa (flujo rápido
y térmico). Sin embargo, aunque el grupo de investigación no cuenta actualmente con
las matrices originadas por discretizaciones utilizando más de dos grupos de enerǵıa, es
posible que en un futuro próximo se cuente con dichos datos, ya que existe un fuerte
interés por realizar simulaciones que involucren un mayor número de grupos de enerǵıa
[23], para lo cual seŕıa interesante describir algoritmos que puedan resolver los problemas
asociados con la EDN multigrupo.

Por tal motivo, este caṕıtulo se ha organizado de la siguiente manera: la sección
6.2 plantea, bajo ciertas suposiciones de los flujos neutrónicos, tres escenarios distintos
para la EDN con G > 2 grupos de enerǵıa. Por otra parte, la sección 6.3 presenta
la posible estructura de las matrices que surgiŕıan de la discretización usando G > 2
grupos de enerǵıa para el caso de la ecuación de los modos Lambda (caso estacionario
de la EDN) y presenta algunas formas de paralelización que pueden sacar ventaja de las
estructuras de las matrices con la nueva modelización. La sección 6.4 por su parte, realiza
el mismo estudio para el caso dinámico (estudio de transitorios), además de presentar la
forma en la que un método multipaso basado en la partición Gauss–Seidel se adaptaŕıa
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para resolver el sistema de ecuaciones lineales disperso cuando se tienen más grupos de
enerǵıa. Por último, la sección 6.5 enuncia algunas conclusiones sobre lo mostrado en
este caṕıtulo.

6.2. Planteamientos Hipotéticos

Antes de comenzar con la descripción de los algoritmos que resuelvan la EDN para
más de dos grupos de enerǵıa, es importante establecer ciertas suposiciones generales
acerca de las condiciones de los flujos neutrónicos que se estudiarán. Para esto se han
planteado tres escenarios distintos que se exponen a continuación a través de tres hipóte-
sis, en donde G denota el total de grupos de enerǵıa a estudiar y gi denota el grupo
i–ésimo de enerǵıa.

H1 Existen procesos de dispersión (o trasvase de enerǵıa) del grupo gi a los grupos
gi+1, . . . , gG, para cada i = 1, 2, ..., G.

H2 Existen procesos de dispersión del grupo g1 al resto de los grupos gi (i = 2, 3, . . . , G).
Además, el trasvase de enerǵıa existe del grupo gi única y exclusivamente al grupo gi+1,
para i = 2, 3, ..., G− 1.

H3 Se presenta trasvase de enerǵıa del grupo gi única y exclusivamente al grupo gi+1,
para i = 1, 2, ..., G− 1.

Suponiendo que la discretización de la EDN para G grupos de enerǵıa en su caso esta-
cionario deriva en un sistema de la forma

Lψ =
1
kn
Mψ,

análogamente al sistema (2.55) del caṕıtulo 2 para G = 2, se contempla que en M

existen tantas submatrices M1i, i = 1, . . . , G como número G de grupos de enerǵıa se
estén manejando, es decir, la matriz M tendrá la forma de la expresión (6.1)

M =



M11 M12 · · · M1,G

0 · · · · · · 0
0 0
...

...
0 · · · · · · 0

 . (6.1)

Establecidas las condiciones bajo las cuales se tratará el problema, a continuación se
abordan los distintos estudios propuestos.
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6.3. Estudio del Caso Estacionario. Ecuación de los

Modos Lambda

Del caṕıtulo 2 se recordará que el problema a resolver es la ecuación de los modos
Lambda representada por

LΦ = λMΦ,

la cual, después de aplicar el método de discretización nodal, adquiere la forma de un
problema de valores propios generalizado, donde el problema es encontrar los valores
propios y vectores propios de:

Lψn =
1
kn
Mψn, (6.2)

donde L y M son matrices de dimensión 2N para el caso de dos grupos de enerǵıa (G = 2)
y que puede expresarse como un problema algebraico de autovalores generalizado con la
siguiente estructura a bloques:[

L11 0
−L21 L22

][
ψ1n

ψ2n

]
=

1
kn

[
M11 M12

0 0

][
ψ1n

ψ2n

]
. (6.3)

Como ya se ha visto en el caṕıtulo 2, una de las estrategias ha consistido en reducir el
problema de valores propios generalizado a uno estándar, en donde la matriz A adquiere
la siguiente forma,

A = L−1
11 (M11 +M12L

−1
22 L21).

En función de las suposiciones realizadas anteriormente (hipótesis H1, H2 y H3), la
matriz A adquiere formas distintas en el caso de manejar G > 2 grupos de enerǵıa.

En el caso del problema de los modos Lambda, la forma general de la matriz A,
estará definida por la siguiente expresión

A = L−1
11 [M11f(1) +M12f(2) +M13f(3) + . . .+M1Gf(G)] (6.4)

en donde la forma de la expresión f(i), dependerá de las hipotésis establecidas y que
para el caso estacionario se explican a continuación.

6.3.1. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H1

Considerando que existe trasvase de enerǵıa del grupo gi al gi+1, . . . , gG (i = 1, 2, ..., G),
se tendŕıa que para un número G arbitrario de grupos, el esquema general a bloques L
en la expresión (6.2) seŕıa el mostrado por (6.5)
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L =



L11 0 · · · 0
−L21 L22 · · · 0
−L31 −L32 · · · 0

...
...

. . .
...

−LG,1 −LG,2 · · · LG,G

 , (6.5)

en tanto que, la matriz M tendŕıa la forma de la expresión en (6.1), ya comentada
anteriormente, es decir,

M =



M11 M12 · · · M1G

0 · · · · · · 0
0 0
...

...
0 · · · · · · 0

 .

Para este caso, la expresión f(i) en la ecuación (6.4) puede definirse recursivamente
aśı

f(i) =


f(i = 1) = I

f(i > 1) = L−1
ii (

i−1∑
j=1

Lij(f(j))).
(6.6)

La obtención de la matriz A para el problema estándar de valores propios con G

grupos de enerǵıa, puede ser entonces derivada a partir de las expresiones (6.4) y (6.6).
Por ejemplo, la modelización con G = 4 grupos de enerǵıa, da origen a que la forma

de la matriz A sea la siguiente

A = L−1
11 (M11f(1) +M12f(2) +M13f(3) +M14f(4)), (6.7)

en donde los valores de las expresiones f(i), de acuerdo a las formulaciones establecidas
en (6.6), estarán dados por

f(1) =I,

f(2) =L−1
22 L21,

f(3) =L−1
33 (L31 + L32(L−1

22 L21)),

f(4) =L−1
44 (L41f(1) + L42f(2) + L43f(3))

=L−1
44 (L41 + L42(L−1

22 L21) + L43(L−1
33 (L31 + L32(L−1

22 L21)))).

Por lo que, la matriz A adoptaŕıa la forma siguiente:
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A = L−1
11 (M11

+M12(L−1
22 L21)

+M13(L−1
33 (L31 + L32L

−1
22 L21))

+M14(L−1
44 (L41 + L42(L−1

22 L21) + L43(L−1
33 (L31 + L32L

−1
22 L21)))).

6.3.2. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H2

Para el caso en donde se considera un trasvase de enerǵıa del grupo espećıfico g1 con
gi, i = 2, . . . , G; y donde además se cumple que, para el resto de grupos con gi 6=1, este
trasvase de enerǵıa está presente con el grupo inmediato siguiente gi+1 (i = 2, 3, ..., G−1),
se tendŕıa que para un valor arbitrario G de grupos, la forma a bloques de L en la
expresión (6.2) seŕıa

L11 0 0 · · · 0 0
−L21 L22 0 · · · 0 0

−L31 −L32 L33
. . .

...
...

−L41 0
. . . . . . 0 0

...
...

. . . −LG−1,G−2 LG−1,G−1 0
−LG,1 0 · · · 0 −LG,G−1 LG,G


Con la forma a bloques de este planteamiento, las definiciones de las funciones f(i) seŕıan
como sigue

f(i) =


f(i = 1) = I

f(i = 2) = L−1
ii (Li,1f(i− 1))

f(i > 2) = L−1
ii (Li,1 + Li,i−1f(i− 1)).

(6.8)

Aśı, en el caso de modelar con G = 4 grupos de enerǵıa, y tomando en cuenta las
siguientes equivalencias para f(i)

f(1) =I

f(2) =L−1
22 (L21)

f(3) =L−1
33 (L31 + L32(L−1

22 L21))

f(4) =L−1
44 (L41 + L43(L−1

33 (L31 + L32(L−1
22 L21)))),

la obtención de la matriz A puede ser entonces derivada a partir de las expresiones (6.4)
y (6.8) como sigue
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A = L−1
11 (M11

+M12(L−1
22 L21)

+M13(L−1
33 (L31 + L32(L−1

22 L21)))

+M14(L−1
44 (L41 + L43(L−1

33 (L31 + L32(L−1
22 L21)))))).

6.3.3. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H3

Cuando el trasvase de enerǵıa existe única y exclusivamente de un grupo cualquiera
gi, con el grupo inmediato siguiente gi+1 con i = 1, 2, ..., G− 1, la forma a bloques de L
en el problema de valores propios estándar con G grupos de enerǵıa representado en la
expresión (6.2) seŕıa de la siguiente forma

L11 0 0 · · · 0 0
−L21 L22 0 · · · 0 0

0 −L32 L33
. . .

...
...

0 0
. . . . . . 0 0

...
...

. . . −LG−1,G−2
. . . 0

0 0 · · · 0 −LG,G−1 LG,G


y las expresiones f(i) se definiŕıan aśı:

f(i) =

f(i = 1) = I

f(i > 1) = L−1
ii (Li,i−1f(i− 1)).

(6.9)

En el caso de G = 4 grupos de enerǵıa y tomando en cuenta las definiciones de f(i)
en la expresión (6.9), se tendŕıan las siguientes equivalencias

f(1) =I

f(2) =L−1
22 L21

f(3) =L−1
33 (L32(L−1

22 L21))

f(4) =L−1
44 (L43(L−1

33 (L32(L−1
22 L21))))

las cuales, una vez sustituidas en la ecuación (6.4) daŕıan origen a

A = L−1
11 (M11

+M12(L−1
22 L21)

+M13(L−1
33 (L32(L−1

22 L21))

+M14(L−1
44 (L43(L−1

33 (L32(L−1
22 L21)))))).

(6.10)
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Las hipótesis planteadas en la sección 6.2 acerca de la estructura de las matrices en
la expresión (6.2), han dado origen a que, en la descripción de la forma de la matriz A
del problema estándar de valores propios, existan relaciones tanto de recurrencia como
de dependencia en los cálculos. No obstante lo anterior, cabe recordar que para el caso
estacionario, la resolución de la ecuación de los modos Lambda representada por la
expresión (6.2) puede calcularse, por ejemplo, con el método de Arnoldi, cuya operación
más costosa esta representada por un producto matriz–vector, y es sobre este producto
que se revisarán algunas estrategias de paralelismo que a continuación se explican para
la hipótesis H3.

6.3.4. Estrategias de Paralelización bajo la Hipótesis H3

Este apartado desarrolla una serie de análisis que podŕıan utilizarse para aplicar
paralelismo sobre la multiplicación matriz–vector, operación medular para resolver el
planteamiento hipotético H3 utilizando G = 4 grupos de enerǵıa. Análisis parecidos
pueden realizarse para las hipótesis H1 y H2.

6.3.4.1. Identificación de Operaciones

Partiendo del caso con G = 4 grupos de enerǵıa representado por la expresión (6.10)
y eliminando los paréntesis, se obtiene la expresión siguiente

A = L−1
11 (M11 +M12L

−1
22 L21 +M13L

−1
33 L32L

−1
22 L21 +M14L

−1
44 L43L

−1
33 L32L

−1
22 L21),

misma que al factorizar términos comunes se expresa como

A = L−1
11 (M11 + (M12 + (M13 +M14L

−1
44 L43)L−1

33 L32)L−1
22 L21). (6.11)

Puesto que se busca calcular el producto Ax = y, las primeras operaciones que se pueden
realizar al multiplicar por x en (6.11) son el cálculo de los vectores w1, w2 y w3 como
se ve en la siguiente expresión

Ax = L−1
11 (M11x︸ ︷︷ ︸

w3

+(M12 + (M13 + M14L
−1
44 L43)L−1

33 L32)L−1
22 L21x︸ ︷︷ ︸

w1︸ ︷︷ ︸
w2

), (6.12)

en donde los vectores w1 y w3 se calculan con una multiplicación matriz diagonal por
vector y el vector w2 con la resolución del sistema L22w2 = w1. Una vez calculado el
vector w2, la expresión (6.12) se puede reescribir como

Ax = L−1
11 (w3 + (M12w2 + (M13 +M14L

−1
44 L43)L−1

33 L32w2)) (6.13)
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con lo que puede calcularse w6 (con un producto matriz diagonal por vector) y w5 (con
la resolución de un sistema de ecuaciones), como se ve a continuación

Ax = L−1
11 (w3 + (M12w2︸ ︷︷ ︸

w6

+(M13 +M14L
−1
44 L43)L−1

33 L32w2︸ ︷︷ ︸
w4︸ ︷︷ ︸

w5

)). (6.14)

Procediendo de igual forma y habiendo calculado w5, se pueden calcular w10 y w9 escri-
biendo (6.18) como

Ax = L−1
11 (w3 + (w6 + (M13w5︸ ︷︷ ︸

w10

+M14 L
−1
44 L43w5︸ ︷︷ ︸

w7︸ ︷︷ ︸
w8︸ ︷︷ ︸

w9

))). (6.15)

Aśı, las últimas operaciones por realizar en (6.15) son: 3 sumas de vectores y la resolución
de un sistema con L11 como se indica a continuación:

Ax = L−1
11 (w3 + (w6 + (w10 + w9))) = y (6.16)

= L−1
11 wσ = y. (6.17)

El siguiente apartado presenta un estudio de la búsqueda de operaciones que puedan
realizarse en paralelo.

6.3.4.2. Grafo de Dependencias

De acuerdo al desarrollo visto de (6.11) a (6.17), puede describirse un grafo de de-
pendencias y distribución de datos como el que se muestra en la figura 6.1, en donde se
tienen los siguientes elementos:

Grupos de procesadores. Esta columna representa la existencia de dos grupos de
procesadores G0 y G1, donde G0 está formado por pG0 procesadores y G1 por pG1

procesadores.

Distribución de Datos. Esta columna muestra la forma en la que las distintas ma-
trices involucradas en el problema deben estar distribuidas en cada uno de los grupos.
Por ejemplo, en la figura 6.1, el grupo de procesadores G0 necesitará operar con los
bloques de matrices M11, M12 y M13; en tanto que el grupo G1 necesitará operar con los
bloques L22, L21, L33, L32, L44, L43,M14. Por otra parte, el bloque L11 necesitará estar
distribuido en ambos grupos G0 y G1.

Etapas de paralelismo. En cada etapa marcada se indican las operaciones que pueden
realizarse en paralelo (que en el caso particular que se está analizando: H3 y G = 4, se
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tienen 7 etapas). Las etapas se corresponden con los niveles del grafo. Por ejemplo, en
la fila que corresponde a la etapa 1, se realizan simultáneamente una operación matriz
diagonal por vector en G0 (M11x), y una operación matriz diagonal por vector y la
resolución de un sistema de ecuaciones lineales (L−1

22 L21x) en G1.

Grafo de dependencias. Las etapas muestran el grafo de dependencias de las ope-
raciones, indicando cuáles se realizan en cada grupo de procesadores y los resultados
obtenidos después de operar (etiquetas de los arcos del grafo). Para cada nodo del grafo
se indica, en la parte superior, el grupo de procesadores que realiza la operación; mien-
tras que en la parte inferior, la operación propiamente dicha. Con los arcos del grafo se
pueden detectar comunicaciones de datos entre grupos de procesadores. Por ejemplo, en
el nivel 2 del grafo, el grupo G1 debe enviar al grupo G0 el vector w2 calculado en el
nivel 1.

Figura 6.1: Grafo de dependencias y distribución de datos con la hipótesis H3 (Alternativa 1).

Si se considera que las operaciones del grafo de la figura 6.1 se ejecutarán en un
computador paralelo de memoria distribuida homogéneo (en donde las unidades de pro-
cesamiento tienen las mismas caracteŕısticas), podŕıan presentarse tiempos ociosos de
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procesamiento. Por ejemplo, para la etapa paralela 1, el grupo G0 realizaŕıa una ope-
ración matriz diagonal por vector, mientras que el grupo G1 realizaŕıa también una
operación matriz diagonal vector, pero empleaŕıa tiempo de ejecución adicional para
resolver un sistema de ecuaciones lineales disperso, este tiempo adicional representaŕıa
tiempo ocioso para el grupo G0, ya que no podŕıa continuar con sus cálculos de la etapa
paralela 2 por la dependencia de los resultados del grupo G1. En cambio, si se utili-
zara un computador paralelo heterogéneo (donde las caracteŕısticas de arquitectura y
velocidad de las unidades de procesamiento pueden variar), se podŕıan agrupar los pro-
cesadores más lentos en G0 (que de acuerdo al grafo es el grupo que hace las operaciones
menos costosas y el que debe esperar resultados del otro grupo) y se podŕıan agrupar
los procesadores más rápidos en G1, con lo que podŕıa disminuirse los tiempos ociosos.
Esta última opción seŕıa más adecuada si se busca eficiencia en el paralelismo.

Además de las comunicaciones de los vectores w2 y w5 de G1 a G0, en los niveles 4,
5, 6 y 7 del grafo se especifica que ambos grupos de procesadores, G0 y G1, trabajen
en las operaciones de suma de vectores (para evitar ociosidad), pero esto conlleva la
redistribución de los vectores w9, w10, w6 y w3. En una plataforma paralela heterogénea,
un estudio de la parametrización de ésta permitiŕıa una elección más juiciosa entre no
permitir la redistribución de los vectores en los niveles 4, 5, 6 y 7 (dejando a G0 ocioso
y a G1 la carga completa de la suma de ellos) e involucrar a todos los procesadores en
estos cómputos.

Si no se contemplara la posibilidad del paralelismo de la figura 6.1, entonces tendŕıan
que realizarse las operaciones en un orden secuencial, sin embargo, no hay que olvidar que
cada una de las operaciones matriz diagonal por vector y resolución de un sistema lineal
disperso se realizan en paralelo, tal y como ha sucedido en las pruebas experimentales
del caso estacionario con G = 2 grupos de enerǵıa y cuyo estudio se ha presentado
en esta tesis. Entonces, ejecutar secuencialmente todas las operaciones para calcular
Ax = y llevaŕıa a tener 10 etapas de procesamiento (que es el número de nodos del
grafo), mientras que con la paralelización propuesta en la figura 6.1 el número de etapas
se reduciŕıan a un valor de 7, lo cual representa un ahorro de 3 pasos.

6.3.4.3. Grafo de Dependencias Alternativo

Existe un grafo alternativo al presentado en la figura 6.1 que surge a partir de re-
escribir la expresión (6.16), al ser la suma de vectores conmutativa y asociativa, como
sigue

Ax = L−1
11 (((w3 + w6︸ ︷︷ ︸

wa

) + w10

︸ ︷︷ ︸
wb

) + w9

︸ ︷︷ ︸
wc

) = y.
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Este reordenamiento de la suma de vectores da origen al grafo de dependencias de la
figura 6.2.

Figura 6.2: Grafo de dependencias y distribución de datos con la hipótesis H3 (Alternativa 2).

Comparando este nuevo grafo con el de la figura 6.1, se observa que, con el nuevo
grafo se ahorran comunicaciones, pues aunque también se deben comunicar dos vectores
(w2 y w5 de G1 a G0) sólo hace falta redistribuir dos vectores (wb y w9) para que
ambos grupos de procesadores realicen la suma de vectores del nivel 6 y la resolución del
sistema del nivel 7 (mientras que en grafo de la figura 6.1 se necesita redistribuir cuatro
vectores).

6.4. Estudio del Caso Dinámico. Transitorios

En el caṕıtulo 2 se ha establecido que para el estudio de transitorios en simulaciones
de reactores nucleares, es necesario resolver, para cada paso de tiempo, un sistema de
ecuaciones de la forma

Tψ = E, (6.18)
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en donde, para el caso de G = 2 grupos de enerǵıa se expresa como[
T11 T12

T21 T22

][
ψ1

ψ2

]
=

[
e1

e2

]
, (6.19)

y donde el lado derecho de la ecuación depende de la solución en el paso de tiempo
previo y del método de diferencias hacia atrás utilizado. También, como se ha establecido
anteriormente, la matriz de coeficientes T del sistema comparte propiedades parecidas
a las matrices L y M del caso estacionario, por lo que, debido a las condiciones de
continuidad de los flujos y las corrientes neutrónicas interpuestas entre las celdas, los
bloques Tii (i = 1, 2) son matrices simétricas definidas positivas, en tanto que el resto
de los bloques son matrices diagonales que pueden o no, ser matrices singulares debido a
las condiciones de los flujos neutrónicos impuestos entre las celdas en que se ha dividido
el reactor.

Esta sección tiene como objetivo presentar la posible forma de la matriz T para el
caso de la simulación de transitorios con G grupos de enerǵıa (G > 2), al igual que como
se ha hecho para el caso de la ecuación de los modos Lambda (EDN caso estacionario).
La forma de la matriz T se deducirá a partir de la forma que ha tomado la matriz L
bajo las suposiciones H1, H2 y H3 presentadas en el apartado 6.2.

6.4.1. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H1

Partiendo del planteamiento H1 en donde se considera que existe trasvase de enerǵıa
de un grupo gi cualquiera con gi+1, . . . , gG (i = 1, 2, ..., G − 1) se tendŕıa que, para
un número G arbitrario de grupos, el esquema general a bloques de la matriz T en la
expresión 6.18, seŕıa

T =



T11 T12 T13 · · · T1n

T21 T22 T23 · · · T2n

T31 T32 T33 · · · T3n

...
...

...
...

Tn1 Tn2 Tn3 · · · TG,G

 . (6.20)

En el bloque anterior representado por (6.20), las matrices diagonales Tii (i = 1, 2, ..., n)
seŕıan simétricas definidas positivas y el resto de las matrices son matrices diagonales
que pueden ser o no singulares dependiendo de las condiciones de continuidad de los
flujos neutrónicos impuestos al reactor.

Como se puede observar, bajo esta primera hipótesis, la matriz resultante T , seŕıa
una matriz dispersa a bloques de gran dimensión (ver patrón de dispersión de casos de
estudio en caṕıtulo 5), por lo que tratarla de manera total, como puede ser bajo una sola
estructura de almacenamiento (tipo CSR por ejemplo), acarreaŕıa muchos problemas
en almacenamiento primario. Por otro lado, al ser la matriz T no simétrica, puede
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traer como consecuencia problemas de convergencia para su resolución. Un algoritmo
multipaso, como el expuesto en este trabajo de tesis, seŕıa de gran ayuda para hacer
frente a ambos problemas.

6.4.2. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H2

Para el caso en donde se considera un trasvase de enerǵıa del grupo g1 con gi, i =
2, . . . , G; y de los grupos gi 6=1 con el grupo inmediato siguiente gi+1 (i = 2, 3, ..., G− 1),
se tendŕıa que la forma a bloques de la matriz T en (6.18) seŕıa

T =



T11 T12 T13 T14 · · · T1n

T21 T22 T23 0 · · · 0

T31 T32 T33
. . . . . .

...

T41 0
. . . . . . TG−2,G−1 0

...
...

. . . TG−1,G−2
. . . TG−1,G

Tn1 0 · · · 0 TG,G−1 TG,G


.

En este caso, T resulta ser una matriz dispersa de gran dimensión a bloques y en forma
de flecha apuntando hacia arriba y a la izquierda, en donde, al igual que en el caso
anterior, las matrices Tii (i = 1, 2, ..., G) son matrices simétricas definidas positivas y el
resto de las matrices son diagonales, que pueden o no, ser singulares.

6.4.3. Análisis del Planteamiento con la Hipótesis H3

Cuando el trasvase de enerǵıa que existe de un grupo cualquiera gi única y exclusi-
vamente con el grupo inmediato siguiente gi+1 (i = 1, 2, ..., G − 1), la forma a bloques
de T seŕıa

T =



T11 T12 0 0 · · · 0
T21 T22 T23 0 · · · 0

0 T32 T33
. . . . . .

...

0 0
. . . . . . TG−2,G−1 0

...
...

. . . TG−1,G−2
. . . TG−1,G

0 0 · · · 0 TG,G−1 TG,G


. (6.21)

Para esta hipótesis, la forma de la matriz T es tridiagonal a bloques, con las mismas
caracteŕısticas de los bloques con las hipótesis H1 y H2.

El siguiente apartado muestra el diseño de un algoritmo multipaso para el caso de la
matriz T obtenida en (6.21).
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6.4.4. Diseño de un Método Multipaso en la Hipótesis H3

En este apartado se muestran algoritmos iterativos multipaso basados en la iteración
de Jacobi y Gauss–Seidel acelerado para el caso de G = 4 grupos de enerǵıa bajo
la hipótesis H3, aśı como también algunas estrategias de la paralelización con dichos
métodos analizando tanto sus ventajas como desventajas.

6.4.4.1. Método Multipaso en la Hipótesis H3 basado en Jacobi

El algoritmo 23 muestra un método multipaso basado en la iteración de Jacobi para
el planteamiento H3 del caso dinámico de la EDN con G = 4 grupos de enerǵıa.

Algoritmo 23 Método Multipaso Jacobi para el caso de la Hipótesis H3 con 4 Paráme-
tros de Relajación (MMJ4H3)

(* ψ∗i soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
1 := ψ∗1 ;

02 ψ0
2 := ψ∗2 ;

03 ψ0
3 := ψ∗3 ;

04 ψ0
4 := ψ∗4 ;

(* Resolver para ψ1
i , i = 1, . . . , 4 *)

05 T11ψ1
1 = e1 − T12ψ0

2

06 T22ψ1
2 = e2 − (T21ψ0

1 + T23ψ0
3)

07 T33ψ1
3 = e3 − (T32ψ0

2 + T34ψ0
4)

08 T44ψ1
4 = e4 − T43ψ0

3

(* Ciclo externo *)

09 do l=1, 2, 3, . . .

10 T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ω1ψl

2 + (1− ω1)ψl−1
2 );

11 T22ψ
l+1
2 = e2 − (T21(ω2ψl

1 + (1− ω2)ψl−1
1 ) + T23(ω2ψl

3 + (1− ω2)ψl−1
3 ));

12 T33ψ
l+1
3 = e3 − (T32(ω3ψl

2 + (1− ω3)ψl−1
2 ) + T34(ω3ψl

4 + (1− ω3)ψl−1
4 ));

13 T44ψ
l+1
4 = e4 − T43(ω4ψl

3 + (1− ω4)ψl−1
3 );

(* Detectar convergencia *)

14 until ‖ψl+1
i − ψl

i‖ < tol for i = 1, . . . , 4

Al igual que los algoritmos multipaso propuestos en esta tesis (ver caṕıtulo 5), se
hace necesario disponer de dos soluciones consecutivas del flujo neutrónico ψ, es decir
ψ0 y ψ1 (esta operación se indica en las ĺıneas 1 a 8 del algoritmo). Después, en el ciclo
externo señalado por las ĺıneas 9 a 14, se realiza una serie de cómputos que involucran
flujos de la etapa l y l − 1, seguidas de la resolución de los sistemas con los bloques Tii
(i = 1, . . . , 4). Por último, se lleva a cabo una prueba de convergencia (ĺınea 14).

Como se puede observar, las ĺıneas 9 a 14 involucran operaciones extras que no
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existen en los métodos multipaso para el caso con G = 2 grupos de enerǵıa ya descritos
en el caṕıtulo 5, esto se debe a la estructura a bloques de la matriz T bajo la hipótesis
H3 cuando se tienen más grupos de enerǵıa. En otras palabras, en los algoritmos para
G = 2 grupos de enerǵıa, solamente se teńıa una suma de vectores y un producto matriz
diagonal por vector (como la operación del lado derecho en la ĺınea 10 del algoritmo 23);
con la aparición de más grupos de enerǵıa, ahora se tienen operaciones que contemplan
2 sumas de vectores y 2 productos matriz diagonal por vector (como la operación de la
ĺınea 11 del algoritmo 23), lo que significa el doble de operaciones de punto flotante.

La paralelización del algoritmo 23 resulta directa ya que no existen dependencias en
los cálculos de las ĺıneas 10 a 13. Entonces, considerando dos grupos de procesadores G0

y G1, se pueden realizar las siguientes operaciones:

1. En paralelo [Etapa de cálculo]:

• El grupo de procesadores G0 realizará las ĺıneas 10 y 11.

• El grupo de procesadores G1 realizará las ĺıneas 12 y 13.

2. En paralelo [Etapa de comunicación]

• Los grupos de procesadores env́ıan y reciben los resultados de la etapa l+ 1 recién
calculada.

Con la estrategia anterior se logra una carga equilibrada tanto de datos como de
operaciones. Como se observa, esta estrategia es completamente eficiente desde el punto
de vista del paralelismo.

6.4.4.2. Método Multipaso en la Hipótesis H3 basado en Gauss–Seidel

El algoritmo 24 muestra un método multipaso tipo Gauss–Seidel acelerado para el
planteamiento H3 del caso dinámico de la EDN con G = 4 grupos de enerǵıa.

Para el algoritmo 24 pueden hacerse los mismos comentarios que para el algoritmo
multipaso basado en Jacobi (algoritmo 23) con respecto a las etapas de inicialización
de los flujos neutrónicos, y de la cantidad de cálculos que se debe realizar, excepto que
ahora se presentan dependencias en los cálculos de las ĺıneas 10 a 13.

Para reducir el número de cálculos del algoritmo 24 se pueden combinar técnicas
multipaso con técnicas de un sólo paso para reescribir las ĺıneas 11 y 12 como sigue:

11 T22ψ
l+1
2 = e2 − (T21(ω2ψ

l+1
1 + (1− ω2)ψl1︸ ︷︷ ︸

2 pasos

) + T23ψ
l
3︸ ︷︷ ︸

1 paso

);

12 T33ψ
l+1
3 = e3 − (T32(ω3ψ

l+1
2 + (1− ω3)ψl2︸ ︷︷ ︸

2 pasos

) + T34ψ
l
4︸ ︷︷ ︸

1 paso

),
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Algoritmo 24 Método Multipaso Gauss–Seidel Acelerado para el caso de la Hipótesis
H3 con 4 Parámetros de Relajación (MMGS4H3)

(* ψ∗i soluciones de un paso previo *)

01 ψ0
1 := ψ∗1 ;

02 ψ0
2 := ψ∗2 ;

03 ψ0
3 := ψ∗3 ;

04 ψ0
4 := ψ∗4 ;

(* Resolver para ψ1
i , i = 1, . . . , 4 *)

05 T11ψ1
1 = e1 − T12ψ0

2

06 T22ψ1
2 = e2 − (T21ψ0

1 + T23ψ0
3)

07 T33ψ1
3 = e3 − (T32ψ0

2 + T34ψ0
4)

08 T44ψ1
4 = e4 − T43ψ0

3

(* Ciclo externo *)

09 do l=1, 2, 3, . . .

10 T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ω1ψl

2 + (1− ω1)ψl−1
2 );

11 T22ψ
l+1
2 = e2 − (T21(ω2ψ

l+1
1 + (1− ω2)ψl

1) + T23(ω2ψl
3 + (1− ω2)ψl−1

3 ));

12 T33ψ
l+1
3 = e3 − (T32(ω3ψ

l+1
2 + (1− ω3)ψl

2) + T34(ω3ψl
4 + (1− ω3)ψl−1

4 ));

13 T44ψ
l+1
4 = e4 − T43(ω4ψ

l+1
3 + (1− ω4)ψl

3);

(* Detectar convergencia *)

14 until ‖ψl+1
i − ψl

i‖ < tol for i = 1, . . . , 4

con esto, se consigue eliminar 2 sumas de vectores escalados.

Respecto de la paralelización del algoritmo 24 con las ĺıneas 11 y 12 reescritas, una
primera propuesta (presentada en la figura 6.3) consiste en utilizar dos grupos de proce-
sadores (G0 y G1) donde la carga de los datos está equilibrada, con lo que se evita que un
grupo de procesadores se vea limitado en sus recursos de almacenamiento primario. Esta
distribución es necesaria, puesto que se propone que el grupo G0 realice las operaciones
de las ĺıneas 10 y 11 del algoritmo 24, por lo que necesitará los datos indicados por la
figura 6.3. En tanto que el grupo de procesadores G1 tendrá que realizar las operaciones
de las ĺıneas 12 y 13 del algoritmo, indicadas también en la misma figura.

Bajo este esquema, en primera instancia se resuelven en paralelo los sistemas para
ψl+1

1 y ψl+1
3 , donde el cálculo de ψl+1

3 utiliza ψl+1
2 y ψl2, aśı como ψl4, de acuerdo al

algoritmo 24 y las nuevas ĺıneas 11 y 12; pero esto ya no será posible, dado que aún
no se cuenta con ψl+1

2 , por lo que el cálculo de ψl+1
3 debe utilizar ψl2 y ψl−1

2 , además
de ψl4. Sin embargo, esto se ve compensado con la resolución del sistema para ψl+1

2 , ya
que podrá utilizar el último valor calculado de ψl+1

3 , a diferencia de como se teńıa en el
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algoritmo 24. Entonces, las ĺıneas 10 a 13 del algoritmo 24 quedaŕıan como sigue

Calcular en paralelo ĺıneas 10 (G0) y 12 (G1)

10 T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ω1ψ

l
2 + (1− ω1)ψl−1

2 )

12 T33ψ
l+1
3 = e3 − (T32(ω3ψ

l
2 + (1− ω3)ψl−1

2 ) + T34ψ
l
4)

Comunicar ψ3 de G1 a G0

Calcular en paralelo ĺıneas 11 (G0) y 13 (G1)

11 T22ψ
l+1
2 = e2 − (T21(ω2ψ

l+1
1 + (1− ω2)ψl1) + T23ψ

l+1
3 )

13 T44ψ
l+1
4 = e4 − T43(ω4ψ

l+1
3 + (1− ω4)ψl3)

Comunicar ψ2 de G0 a G1.

Figura 6.3: Distribución de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versión 1

Analizando esta propuesta en la figura 6.3, el grupo de procesadores en G0 termi-
nará de ejecutar la ĺınea 10 del algoritmo 24 antes de que G1 termine la ĺınea 12 (pues
la ĺınea 12 involucra más operaciones que la ĺınea 10). Entonces, G0 podŕıa tener un
tiempo ocioso mientras espera que G1 le env́ıe datos necesarios para ejecutar la ĺınea
11. Pasada la etapa de comunicaciones se podŕıan ejecutar en paralelo las ĺıneas 11 y 13
del algoritmo, las que utilizaŕıan las ψ1 y ψ3 recientemente calculadas. Un problema de
ociosidad podŕıa darse también después del cálculo de las ĺıneas 11 y 13 del algoritmo,
ya que la ĺınea 11 contiene más operaciones que la 13. Sin embargo, bajo este esquema
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se preserva la ventaja de calcular ψ2 y ψ4 con los valores más actualizados de ψ1 y ψ3,
favoreciendo la aceleración de la convergencia del algoritmo.

A continuación se presenta otro posible esquema paralelo en la figura 6.4, en donde
las operaciones se realizan en otro orden.

Figura 6.4: Distribución de datos y procesamiento paralelo en MMGS4H3 versión 2

En este nuevo esquema, las operaciones de las ĺıneas 10 y 13 del algoritmo 24 se
realizan simultáneamente en cada grupo de procesadores G0 y G1, respectivamente.
Posteriormente, en paralelo se calculan las ĺıneas 11 y 12 del algoritmo. Por último,
se tiene una etapa de intercambio de ψ2 y ψ3. Respecto del esquema anterior (figura
6.3) este esquema tiene la ventaja de que el tiempo de ocio de los procesadores puede
disminuir, ya que en cada etapa paralela el número de operaciones que debe realizar cada
grupo de procesadores es el mismo. En este nuevo esquema ψl+1

4 no puede calcularse con
el valor más reciente de ψl+1

3 , ni ψl+1
3 con el valor más reciente de ψl+1

2 , como se teńıa
en el algoritmo 24; sin embargo, a diferencia también del mismo algoritmo, ψ3 puede
echar mano de ψl+1

4 , además de que ψl+1
2 utiliza ψl+1

1 , favoreciendo, en este sentido, la
convergencia del algoritmo. Entonces, las ĺıneas 10 a 12 del algoritmo quedaŕıan como
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2 Grupos de Enerǵıa

sigue

Calcular en paralelo ĺıneas 10 (G0) y 13 (G1)

10 T11ψ
l+1
1 = e1 − T12(ω1ψ

l
2 + (1− ω1)ψl−1

2 )

13 T44ψ
l+1
4 = e4 − T43(ω4ψ

l
3 + (1− ω4)ψl−1

3 )

Calcular en paralelo ĺıneas 11 (G0) y 12 (G1)

11 T22ψ
l+1
2 = e2 − (T21(ω2ψ

l+1
1 + (1− ω2)ψl1) + T23ψ

l
3)

12 T33ψ
l+1
3 = e3 − (T32(ω3ψ

l
2 + (1− ω3)ψl−1

2 ) + T34ψ
l+1
4 )

Comunicar ψ3 de G1 a G0

Comunicar ψ2 de G0 a G1.

6.5. Conclusiones

Como se ha podido observar, existen diversas alternativas de paralelización para
cada uno de los problemas computacionales planteados por los problemas estáticos y
dinámicos en la EDN modelada con más de dos grupos de enerǵıa. En particular, se
han presentado 3 escenarios distintos bajo los cuales se puede predecir la estructura
que tendrán las matrices en la modelización de la EDN multigrupo. Se han analizado
las estrategias de paralelización para uno de los 3 planteamientos, tanto para el caso
estacionario como dinámico, manejando G =4 grupos de enerǵıa, mencionando sus ven-
tajas y desventajas. Se ha visto también que para el caso del problema estacionario
(ecuación de los modos Lambda) modelado con varios grupos de enerǵıa, existe ciertas
recurrencias y dependencias que hacen dif́ıcil la obtención de paralelismo para resolver el
problema; sin embargo, puede obtenerse cierto nivel de paralelismo a partir de algunos
reordenamientos de operaciones. Por otro lado, en lo que respecta al problema dinámico
de la EDN multigrupo, existen distintas posibilidades que pueden considerarse a la hora
de diseñar un método iterativo multipaso. En este caṕıtulo se han delineado algunas
estrategias de paralelización con una de las tres hipótesis expuestas y con un enfoque
basado en la iteración de Jacobi y en Gauss–Seidel acelerado con distintos parámetros de
relajación. Como se ha podido observar, la versión basada en Jacobi presenta un grado
de paralelismo mayor que la versión basada en Gauss–Seidel.

Por otro lado, los estudios expuestos en este caṕıtulo pueden extenderse para cons-
truir métodos iterativos multipaso como los presentados en el caṕıtulo 5, mismos que
presentarán tanto ventajas como desventajas, como ha podido verse para los ejemplos
mostrados. El establecimiento de distintas estrategias es fundamental para identificar
aquellas áreas en donde pudieran aplicarse técnicas paralelas.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones Finales y

Trabajos Futuros

La resolución de la ecuación de difusión neutrónica multigrupo caso 3D es crucial para
el estudio del comportamiento de un reactor nuclear. Se ha visto que la discretización
de esta ecuación da origen a dos problemas fundamentales.

Primero, en el caso estacionario se tiene el problema de resolver la ecuación de los
modos Lambda, para lo cual existen métodos como Arnoldi, cuya operación nuclear es
la multiplicación matriz–vector. Dado que se han considerado dos grupos de enerǵıa
y por la cantidad de nodos en que se ha llevado a cabo la discretización del caso de
estudio presentado en esta tesis, la matriz con la que se debe realizar esta multiplicación
matriz–vector no está en forma expĺıcita, por lo que un producto matriz–vector debe
calcularse mediante una sucesión de productos matriz diagonal por vector y la resolución
de sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión. La resolución eficiente
de estos sistemas es uno de los problemas fundamentales que se han resuelto en esta
tesis.

Segundo, en el caso dinámico, el resultado de la discretización temporal, da lugar a
un sistema de ecuaciones lineales disperso de gran dimensión no simétrico, que hay que
resolver para cada paso de tiempo durante la simulación de un transitorio en un reactor
nuclear. La resolución eficiente de este sistema es el segundo problema fundamental que
se ha resuelto en esta tesis.

Los resultados de las investigaciones realizadas en esta tesis para resolver los proble-
mas planteados dan lugar a las siguientes conclusiones.

? Se han aplicado diversas libreŕıas numéricas de libre distribución, tanto secuenciales
como paralelas para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran di-
mensión que surgen de la discretización espacial y temporal de la ecuación de difusión
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neutrónica multigrupo caso 3D.

? Todos los algoritmos mostrados en esta memoria se han programado y aplicado a una
bateŕıa de matrices provenientes de dos casos de estudio reales, que corresponden a
los reactores nucleares comerciales de Ringhals-I y Leibstadt, en donde los resultados
experimentales muestran las ventajas del uso de la computación paralela y distribuida
para reducir los tiempos de ejecución en la resolución de los sistemas de ecuaciones
lineales dispersos, asociados al problema estacionario y dinámico de la ecuación de la
difusión neutrónica multigrupo.

? En el problema estacionario (representado por la ecuación de los modos Lambda) de
la EDN para el reactor Ringhals I, se ha encontrado que los métodos más eficientes
para resolver los sistemas de ecuaciones lineales dispersos están basados en subespacios
de Krylov como el Gradiente Conjugado (GC) y Gradiente Biconjugado estabilizado
(BCGSTAB) para el caso de la libreŕıa SPARSKIT. En el caso paralelo, respecto de la
libreŕıa PETSc, se ha encontrado que el método del Gradiente Conjugado ha sido el más
eficiente. Por otro lado, los distintos experimentos numéricos con la libreŕıa pARMS, han
demostrado no ser competitivos para el caso de estudio. Aśı mismo, el uso de métodos
directos para resolver sistemas de ecuaciones lineales dispersos de gran dimensión en
libreŕıas como SuperLU, ha demostrado experimentalmente que a pesar de la alta pre-
cisión obtenida al resolver los sistemas dispersos, el tiempo de cómputo continua siendo
prohibitivo para el caso de estudio abordado en este trabajo de tesis.

? Se han aplicado distintos precondicionadores a los métodos de resolución de los sistemas
de ecuaciones lineales dispersos de las matrices del problema estacionario abordado. En
el caso secuencial con la libreŕıa SPARSKIT, el precondicionador más eficiente ha sido
ILU0 sobre otros tipos de precondicionadores basados en LU incompleto como ILUT e
ILUK. En los experimentos paralelos, se han destacado en desempeño los precondicio-
nadores de Jacobi y Jacobi a bloques de la libreŕıa PETSc, sobre los distintos precondi-
cionadores existentes en pARMS. Aśı mismo, para el caso de los experimentos paralelos
con la libreŕıa numérica de PETSc, se han obtenido coeficientes aceptables de speedup
y eficiencia.

? Para el caso dinámico, la resolución eficiente de los sistemas lineales dispersos relacio-
nados con la EDN 3D multigrupo juega un papel central en los estudios de estabilidad
y seguridad de los reactores nucleares. Por tal motivo, esta memoria ha mostrado los
resultados experimentales de dos métodos iterativos multipaso de grado ŝ = 2, basados
en una partición de Jacobi (método MMJ) y en una partición de Gauss–Seidel acelerado
(método MMGS), que se han aplicado al conjunto de matrices que surgen de un estudio
de estabilidad del reactor nuclear Leibstadt. Para esto, se han utilizando las libreŕıas

170
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numéricas paralelas de PETSc e Hypre y se han realizado pruebas experimentales en
dos clusters de alto desempeño: Kefren y Jacquard.

? Se han propuesto modificaciones a los métodos multipaso MMJ y MMGS con el objetivo
de acelerar la convergencia. Para lograr esto, se han diseñado dos métodos, aportes de
esta tesis: el primero de ellos está basado en el uso de dos diferentes parámetros de rela-
jación (ω1 y ω2) para cada grupo de enerǵıa, al cual se le ha nombrado método MMGS2.
El segundo de ellos, llamado método MMGS2A, está basado en una técnica adaptativa,
que consiste en ir variando la precisión de la solución conforme avanzan las iteraciones
del método. Se ha comprobado que los métodos propuestos MMGS2 y MMGS2A re-
suelven los sistemas del caso de estudio en un tiempo de ejecución significativamente
menor que los métodos MMJ y MMGS, alcanzando con ello el objetivo propuesto. De
los distintos experimentos numéricos con los métodos MMGS2 y MMGS2A, este último
es el que ha presentado mejor desempeño con respecto al resto de los métodos multipaso
probados.

? Al igual que en el problema estacionario, los métodos multipaso implementados han sido
combinados con un conjunto de precondicionadores contenidos en las libreŕıas paralelas
de alto desempeño PETSc e Hypre, con el fin de identificar aquellos precondicionadores
que aceleran la convergencia. En el caso de la libreŕıa PETSc, los precondicionadores
aplicados han sido Jacobi y Jacobi a bloques. Para el caso de la libreŕıa Hypre, los
precondicionadores probados han sido escalado diagonal (DS), BoomerAMG, ParaSails
y Euclid. Del estudio realizado se ha encontrado que los precondicionadores de PETSc
han presentado un mejor desempeño con respecto a los precondicionadores de Hypre,
todos ellos combinados con el método Gradiente Conjugado. Otro resultado importante
ha sido identificar a los mejores precondicionadores para el caso de estudio y que para
el caso de la libreŕıa PETSc, el precondicionador Jacobi a bloques ha resultado ser el
más eficiente; en el caso de la libreŕıa Hypre, el precondicionador Euclid ha sido el más
eficiente.

? La aplicación de los métodos y precondicionadores en ambas libreŕıas (PETSc e Hy-
pre) sobre la plataforma paralela de Jacquard han proporcionado valores aceptables de
speedup y eficiencia en general. Sin embargo, Hypre registra los ı́ndices más altos spee-
dup y eficiencia, lo que puede significar que los algoritmos de Hypre usan los recursos
computacionales de una manera más eficiente y equilibrada.

? La principal ventaja de los métodos multipaso presentados en esta tesis para el problema
dinámico de la EDN, es en primer lugar, que la matriz de coeficientes del sistema a
resolver no necesita manejarse como una única estructura de datos, lo que ocasionaŕıa
problemas de administración de almacenamiento primario y problemas al operar con
dicha matriz; en segundo lugar, se evitaŕıa tener que resolver una matriz no simétrica,
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dispersa y de gran dimensión, la cual puede o no presentar problemas de convergencia.
Por tal motivo, la aplicación de los métodos multipaso tratados por esta memoria, son
convenientes y apropiados para la simulación con más de dos grupos de enerǵıa, como se
ha puesto de manifiesto en el caṕıtulo 6 de esta tesis, donde se describen las estructuras
de los sistemas de ecuaciones a resolver, y se analizan y proponen esquemas paralelos de
resolución. La posibilidad de utilizar más de dos grupos de enerǵıa en la modelización de
la EDN, permitiŕıa la realización de estudios más completos de seguridad y estabilidad
en los reactores nucleares.

? Por último, es necesario continuar investigando, aplicando y desarrollando nuevos méto-
dos y probando libreŕıas numéricas que permitan resolver eficientemente los distintos
problemas que plantea la ingenieŕıa. Esta tesis ha abordado en concreto sólo una parte
de dos problemas fundamentales asociados a la EDN del campo de la ingenieŕıa qúımica
nuclear, presentando por un lado, un estudio que permite distinguir la eficiencia obtenida
por distintas libreŕıa numéricas del álgebra lineal dispersa, aplicadas al caso estacionario
de la EDN; por otro lado, ha propuesto modificaciones a dos métodos iterativos multipa-
so que han logrado mayor eficiencia en el proceso de resolución de los sistemas dispersos
del caso dinámico de la EDN.

Trabajos futuros

Los trabajos futuros que se desprenden de la presente memoria son:

? Estudio, evaluación y aplicación a los casos de estudio de otras libreŕıas numéricas disper-
sas secuenciales y paralelas como PARDISO (PARallel DIrect SOlver) [104] [52] [103],
MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver) [5] [3] [4], SPOOLES
(SParse Object Oriented Linear Equations Solver), por ejemplo.

? El estudio y aplicación de nuevos tipos de precondicionadores a los casos de estudio pue-
de ser de interés particular, como por ejemplo los precondicionadores paralelos basados
en inversas aproximadas dispersas como SPAI (SParse Approximate Inverse) [55]. Estas
técnicas de precondicionamiento han dado buenos resultados como en el caso del pre-
condicionador inverso ParaSails de la libreŕıa Hypre y que ha sido aplicado al problema
dinámico de la EDN.

? Están surgiendo nuevos métodos de discretización para la EDN como el que aparece
en [51] que se carateriza por usar métodos pseudoespectrales para calcular los modos
Lambda dominantes del núcleo de un reactor bidimensional. En esta discretización se usa
un mallado triangular, en donde los flujos neutrónicos de cada nodo se expresan como
polinomios modificados de Dubiner, lo que trae consigo nuevas formas del patrón disperso
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resultante, por lo que los estudios realizados en esta memoria pueden extrapolarse a este
nuevo tipo de discretización.

? Aunque no se cuenta actualmente con matrices de estudio que se originen de casos de
métodos de discretización de colocación nodal con más grupos de enerǵıa, seŕıa intere-
sante implementar y evaluar los algoritmos y estrategias paralelas mencionadas en el
caṕıtulo 6 a la luz de nuevas técnicas de paralelización como pueden ser la tecnoloǵıa
multihilo (multithread) en arquitecturas multicore o arquitecturas heterogéneas.

? Por otro lado, seŕıa interesante también diseñar, implementar y evaluar los algoritmos
iterativos multipaso delineados en el caṕıtulo 6 para el caso de dos grupos de enerǵıa en
arquitecturas paralelas heterogéneas, aśı como evaluar y diseñar algoritmos que combi-
nen cálculos con precisión mixta (combinación de precisión sencilla y doble) y técnicas
de precisión adaptativa como las presentadas en el caṕıtulo 5 de esta tesis.

Publicaciones

Parte de los resultados experimentales obtenidos de las investigaciones realizadas en
esta tesis han dado lugar a las siguientes publicaciones:

Publicaciones Internacionales

• Evaluation of Parallel High-Performance Libraries Applied to Neutron Diffusion Equa-
tion Problems enviado a Mathematical Problems in Engineering 1 en noviembre del 2008.
En revisión.

• Sequential and Parallel Resolution of the Two-Group Transient Neutron Diffusion Equa-
tion using Second-Degree Iterative Methods, (versión extendida). High-Performance Com-
puting for Computational Science-VECPAR’2006, Lecture Notes in Computer Science,
Vol. 4395, pp. 426-438, 2007.

• Free Distribution Parallel Sparse Solvers. Application to Lambda Modes Equation, (ver-
sión extendida). IADIS International Journal on Computer Science and Information
System. Vol. 1/2, pp. 76-87, 2006.

• Factorización LU a bloques en Arquitecturas con Memoria Distribuida. Congreso Inter-
nacional de Computación Paralela, Distribuida y Aplicaciones. Actas del Congreso. Vol.
1, pp. 50-55, 2003.

1http://www.hindawi.com/journals/mpe
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Comunicaciones Internacionales

• High-Performance Preconditioning Techniques for the Solution of Two-Group Transient
Neutron Diffusion Equation. High-Performance Computing for Computational Science-
VECPAR’08, 8th International Meeting, Toulouse, France, June 2008.

• Some Experiments using Preconditioning Techniques and Second-Order Iterative Met-
hods for the Resolution of the 3D Transient Neutron Diffusion Equation. Joint Interna-
tional Topical Meeting on Mathematics & Computation and Supercomputing in Nuclear
Applications (MC&SNA+2007), Monterey, California, USA, April 2007.

• Sequential Numerical Study of some variations of a Second-Degree Iterative Method:
Application to the Neutron Diffusion Equation. The Fifth International Conference on
Engineering Computational Technology, Las Palmas de Gran Canaria, Spain, Septiembre
2006.

• Sequential and Parallel Resolution of the Two-Group Transient Neutron Diffusion Equa-
tion using Second-Degree Iterative Methods. High-Performance Computing for Compu-
tational Science-VECPAR’06, 7th International Meeting, Rio de Janeiro, Brazil, July
2006.

• Free Distribution Parallel Sparse Solvers. Application to Lambda Modes Equation. IA-
DIS International Conference on Applied Computing, San Sebastián, Spain, Febrero
2006.

Comunicaciones Nacionales

• Estudio Comparativo de la Aplicación de Precondicionadores Paralelos para resolver la
Ecuación de la Difusión Neutrónica Multigrupo 3D. Caso de estudio: PETSc e Hypre.
XXXIV Reunión Anual SNE, Murcia, Octubre 2008.

• Métodos Iterativos de Segundo Grado Precondicionados para resolver la Ecuación de
Difusión Neutrónica Multigrupo 3D. XXXIII Reunión Anual SNE, Segovia, Septiembre
2007.

• Implementación de Métodos Iterativos de Segundo Grado utilizando Computación de
Altas Prestaciones para resolver la Ecuación de Difusión Neutrónica Multigrupo 3D.
XXXII Reunión Anual SNE, Tarragona 2006.

• Estudio de la Eficiencia de Librerás Numéricas de Libre Distribución (PETSc, SPARS-
KIT) a la Resolución de los Sistemas Lineales Dispersos relacionados con la Ecuación
de los modos Lambda. XXXI Reunión Anual SNE, Logroño, Octubre 2005.
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Reportes de investigación

• O. Flores-Sánchez. Aplicación de las Libreŕıas Paralelas de PETSc y pARMS a la resolu-
ción de los Sistemas de Ecuaciones Lineales relacionados con la Ecuación de los Modos
Lambda. DSIC-II/14/05, Departamento de Sistemas Informáticos y Computación–DSIC,
Universidad Politécnica de Valencia, 2005.

• O. Flores-Sánchez. Estudio de la Eficiencia de Libreŕıas Numéricas de Libre Distribución
(PETSc,SPARSKIT) a la resolución de los Sistemas de Ecuaciones Lineales relaciona-
dos con la Ecuación de los Modos Lambda. DSIC-II/15/05, Departamento de Sistemas
Informáticos y Computación–DSIC, Universidad Politécnica de Valencia, 2005.

Proyectos de investigación

• Los trabajos derivados de esta tesis, se enmarcan dentro del proyecto de investigación
Computación de Altas prestaciones y Optimización aplicados a Modelos Neutrónicos–
Termohidráulicos 3D con clave ENE2005-09219-C02-02 auspiciado por el Ministerio de
Educación y Ciencia (MEC) de España.
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CEDYA/VII CMA, pages 427–428, Salamanca, 2001.

[66] M.R. Hestenes and E. Stiefel. Methods of conjugate gradients for solving linear
systems. J. Res. Nat. Bur. Standards, 49:409–435, 1952.

[67] A.C. Hindmarsh and A.G. Taylor. PVODE and KINSOL: Parallel software for
differential and nonlinear systems. Technical Report UCRL-ID-129739, Lawrence
Livermore National Laboratory, 1998.

[68] R.A. Horn and C.R. Johnson. Matrix Analysis. Cambridge University Press, New
York, New York, 1985.

[69] D. Hysom and A. Pothen. Efficient parallel computation of ILU(k) preconditioners.
In ACM, editor, Proceedings of Supercomputing ’99, pages 73–130. IEEE Computer
Society Press, November,, 1999.

[70] D. Hysom and A. Pothen. A scalable parallel algorithm for incomplete factor
preconditioning. SIAM J. on Scientific Computing, 22(6):2194–2215, 2001.

182



Bibliograf́ıa

[71] Duff I.S., Grimes R.G., and Lewis J.G. Sparse matrix test problems. ACM Trans.
Math. Softw., 15(1):1–14, 1989.

[72] W.S. Jae and K. Jong-Kyung. Nuclear Technology, 1993.

[73] D. Jespersen. Multigrid methods for partial differential equations. Studies in
Numerical Analysis, 24 of Studies in Mathematics, Mathematical Association of
America, 1984.

[74] V. Kumar, A. Grama, A. Gupta, and G. Karypis. Introduction to parallel compu-
ting: design and analysis of parallel algorithms. The Benjamin/Cummings Publis-
hing Company, Inc., Redwood City, CA, 1994.

[75] C. Lanczos. An iteration method for the solution of the eigenvalue problem of
linear differential and integral operators. J. Res. Nat. Bur. Stand., 45:255–282,
1952.

[76] C. Lanczos. Solution of systems of linear equations by minimized iterations. J.
Res. Nat. Bur. Stand., 49:33–53, 1952.

[77] S. Langenbuch, W. Maurer, and W. Werner. Coarse-mesh flux-expansion method
for the analysis of space-time effects in large lightwater reactor cores. Nuclear
Science and Engineering, 63:437–456, 1977.

[78] Z. Li, Y. Saad, and M. Sosonkina. pARMS: A parallel version of the algebraic
recursive multilevel solver. Technical Report UMSI-2001-100, Minnesota Super-
computer Institute, University of Minnesota, 2001.

[79] Z. Li, Y. Saad, and M. Sosonkina. pARMS: A parallel version of the algebraic
recursive multilevel solver. Numerical Linear Algebra with Applications, 10:485–
509, 2003.

[80] R.J. Lipton, D.J. Rose, and R.E. Tarjan. Generalized nested dissection. SIAM J.
on Numerical Analysis, 16:346–358, 1979.

[81] J.M. Mateos Aparicio. Métodos Numéricos para la Resolución de la Ecuación de la
Difusión Neutrónica Dependiente del Tiempo. PhD thesis, Universidad Politécnica
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