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1. Introduccion

En los ultimos anos se ha desarrollado un especial interés por el anilisis de
senales biomédicas. Distintas técnicas y herramientas matematicas estdn siendo
utilizadas y desarrolladas en la actualidad para cumplir con tales fines.

En el presente trabajo nos ocupamos de analizar un tipo concreto de senales
biomédicas: los electrocardiogramas (ECG). Para analizar este tipo de sefiales,
una herramienta muy potente de procesamiento digital tiempo-frecuencia son las
transformadas. Con ellas, es posible analizar y evaluar las ondas de una deriva-
cién (i.e. una sefial electrocardiogréfica) en busca de determinados complejos que
forman los latidos del corazdn, filtrados de ruido e incluso en busca de patologias
cardiacas.

La transformada de Fourier es una herramienta fundamental para el tratamiento
de sefales, pero presenta una serie de limitaciones. En primer lugar, para calcular
la transformada de Fourier de una sefial necesitamos conocer todos los valo-
res de dicha sefal, es decir, no permite el procesamiento, en tiempo real, de la
misma. Ademas, si bien la transformada de Fourier representa la distribucién de
frecuencias de la sefial, no proporciona ninguna informacién del instante en el
que aparecen estas frecuencias.

El andlisis tiempo-frecuencia pretende superar estas limitaciones, obteniendo una
representacién que nos informara del contenido frecuencial de la sehal en cada
instante. Si bien sabemos, por las distintas versiones del principio de incertidum-
bre, que esto no es posible, se han propuesto distintas alternativas para solventar
este problema.

Este trabajo, en primera instancia, pretende dar un repaso a las principales trans-
formadas utilizadas en la actualidad para analizar sefiales provenientes de ECG's,
analizando las ventajas y desventajas de cada una de ellas: transformada de
Fourier en tiempo corto (STFT), transformadas Wavelets y Transformada de
Stockwell.

Cabe decir que el presente Trabajo Final de Mdaster surge por la colaboracién del
autor del mismo con un proyecto de investigacién en el Instituto Universitario de
Matematica Pura y Aplicada (IUMPA) de la Universidad Politécnica de Valencia,
mediante una beca de colaboracién del Ministerio de Educacién. En la actualidad,
un grupo multidisciplinar de investigadores del mencionado Instituto de Investi-
gacion, de la Universidad de Valencia y del Hospital Universitario y Politécnico
La Fe, estdn colaborando en el marco del proyecto DiClaFAPP (Diagndstico y



Clasificacion de Fibrilacion Auricular Paroxistica y Persistente mediante transfor-
maciones tiempo-frecuencia).

En dicho proyecto surge la necesidad de obtener los valores numéricos del tiempo
y la amplitud de cada sefial de electrocardiograma, a partir de ECG's en formato
PDF. Dicho formato fue el que se utilizé para el suministro de sefales al proyec-
to, siendo imposible hacerlo de otras formas o con otros formatos de fichero, al
menos de una manera viélida y funcional.

Tras analizar distintas formas de obtencidn de los datos de las sefiales, se optd por
una en concreto, basada en la generacién de un fichero SVG (Gréficos de Vecto-
res Escalables) a partir de cada ECG en formato PDF, aprovechando que dichos
PDF estaban en formato vectorial.

Para automatizar el proceso de obtencién de los datos de las sefiales electro-
cardiograficas, se optd por desarrollar una aplicaciéon utilizando el Entorno de
Desarrollo de Interfaces Gréficas de Matlab (GUIDE).

Asi pues, en el presente trabajo también se trata el desarrollo y las funciona-
lidades de dicha aplicacion.



2. Notacién y preliminares

Como es estandar, mediante L' (IRY) denotaremos el espacio de las funciones
f:R? — C, integrables en R

L?*(R?) sera el espacio de las funciones f que son medibles y tales que |f|?
es integrable. Consideraremos en L?(IR%) el producto escalar

(f,9) = 5 F(t)g(t)dt.

Con la norma

17l = VI = ([ fatian

que se deduce del producto escalar, L*(R?) es completo, es decir (L2(R9), (,))
es un espacio de Hilbert.

Dada f € L!(R?) su transformada de Fourier es la funcién f : R¢ — C de-
finida como

ﬂazéﬂmﬁww

Con esta definicion, la férmula de inversion queda
f)= [ fle)ermetdg
R4
en el caso de que tanto f como fpertenezcan a LY(RY).
Si f, g € L*(R%) su convolucién f x g es

fro@ = [ [ re=og

En general, para una funcién de LQ(Rd), la integral que define la transforma-
da de Fourier puede no existir. Sin embargo, el Teorema de Plancherel permite
definir la transformada de Fourier de funciones de cuadrado integrable, obtenien-
do de este modo una isometria:

Teorema de Plancherel. Existe una aplicacién

F o (LR, [ - [l2) = (LAR?), [] - []2)
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que es una biyeccidn lineal tal que

() [[f1l2 = [|F (Ol
(2)F(f) = fsi f € L'(RY) N L3(RY).

Ademas se tiene la identidad de Parseval:

(f, 9)=(f, 9.

A menudo usaremos [ en lugar de F(f) cuando f € L2(R%).

Ademas

F© =12~ lim f(t)e et at,

y f(t) = f(—t) para casi todo t. En consecuencia

f@) =11l = lim FE)ermde.

N=eo Jigj<n

Notacién: Un multi-indice v es una n-tupla a = (ay, ..., ay,) € Njj. Sumédulo
es |a| := oy + ... ,. Dado un multi-indice o con |a| < m y una funcién f de
clase C"™ en un abierto €2 C R™ denotaremos por D“f la derivada

oY .. oof

Oxy...0x,

Denotamos mediante S(R?) (la clase de Schwartz) el espacio de todas las fun-
ciones C*°(IR?) tales que para cualesquiera o, 3 € Nd

lim z*DPf(z) =0,

|z|—o00
o equivalentemente i para cada k € Ny cada 3 € Nj

lim |z|"DP f(x) =0,

|z|—o0

lo que es equivalente a decir que para cualesquiera o, 3 € N2 la funcién 2 DP f ()
es acotada. S(R%)es denso en Ly(RY).



Diremos que una sucesién (f1.)5, € S(R?) converge a f € S(RY) si para
cualesquiera n, m € N

Jm prn(f = fi) =0,
donde para f € S(RY), p,...(f) se define como sigue:
Prm(f) = maXOSan,O§|B|§msupteRd’t|j|f£) (t)]-

El espacio de las distribuciones atemperadas es el espacio de todas las aplicacio-
nes lineales y continuas sobre S(IRY) se denota mediante S'(RY).

Usaremos que la transformada de Fourier define un isomorfismo topoldgico de
F:S(RY) — S(RY)
y que por tanto, la igualdad
FW)(f) =v(f), ve SR f e SR

define tambien un isomorfismo en S’'(R?). Esto proporciona una extensién de
la transformada de Fourier al espacio S'(RY) de la distribuciones atemperadas.
Usaremos indistintamente la notacién v o F(v).



3. La Transformada de Fourier en Tiempo
Corto (STFT)

Ha quedado patente las limitaciones de la Transformada de Fourier en el tra-
tamiento de sefales. Una posible solucién a éstas podria ser la STFT.

El principio de incertidumbre, en cualquiera de sus versiones, nos dice que no
se puede obtener una representacién F'(t,w) que proporcione en el instante ¢
el contenido de la senal en la frecuencia w, que es precisamente el tipo de re-
presentacion tiempo-frecuencia ideal. Siguiendo una idea de Gabor, el intervalo
temporal se divide en subintervalos, y se calcula la transformada de Fourier de
la restriccion de f a éstos. Asi pues, la funcidn ventana, o ¢, que puede ser una
funcién meseta o gaussiana localizada en un entorno del origen, se desliza a lo
largo del eje X. Para el andlisis de las frecuencias en torno a un valor x fijo se
utiliza la siguiente expresién:

Flp(t =) f (1))

y de este modo se obtiene una funcién del tiempo y de la frecuencia,

Vef (o) = [ F5a0— e

a la que llamamos transformada de Fourier en tiempo corto (STFT por sus siglas
en inglés) de f respecto a la ventana ¢ (i.e. V,f).

Nota: Si ¢ es una funcién meseta cuyo soporte es un compacto centrado en
el origen, V,,f(z,-) es la Transformada de Fourier de un segmento de f centrado
en un entorno de x.

Para obtener las propiedades de la STFT, necesitamos analizar los operadores
de traslacién T, y de modulacién E,,. Recordemos que T, f(f) := f(t —x)y

E f(t) = e*™ £(f).

Proposicién 1. Dada f € L*(R) las aplicaciones

T:R— L*R), v — T,f

E:R— L*R),w— E,f

son continuas.




Demostracion Veamos primero que F es uniformemente continua. Dados w, w’
1Eaf = Efl = [ LR~ 1P
R

Como f € L*(R) dado € > 0 existe R > 0 tal que

82

2
/u Hpa<

Por otra parte, si t € [~ R, R] tenemos la siguiente estimacion:
|627Ti(w7w’)t o 1‘ < R27r\w - w/’€27rR|w7w’|

de modo que existe § > 0 tal que si |w—w’| < & tenemos 27 R|w—w'|e2 il <

&2

3R de modo que consecuentemente

Hwa — Ew/fHQ < €.

—

Para la continuidad uniforme de T basta tener en cuenta que T,f = E_xf
y aplicar el teorema de Plancherel.

Teniendo esto en cuenta,

Proposicién 2. Dadas f,¢ € L*(R), ¢ #0, V,,f es una funcidn continua y
acotada en R2.

Demostracion En primer lugar observemos que V,, f esta bien definida cuando
fro € LA(R) ya que fT,p € LY(R) y V, f(z,w) = fTop(w). Ademds

Vo f (@, 0)| < |[fTaells < [1fll2ll¢ll2

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para ver la continuidad, dado (¢, w,) estimamos

Ve (2, w) =V f (o, wo)| < [[fl2l[Tasp=TaollaH [ 2l B (Tag 0) = By (Tay )2

8



y aplicamos la proposicién anterior.

En la demostracién anterior hemos usado que V., f(z,w) = f1T,¢(w). Por otra
parte, también podemos expresar V,, f(z,w) como una convolucién. En efecto,

Vol (1,w) = (E_uf x @) ().

Proposicién 3. Sip, f € S(R), ¢ #0, V,,.f € S(R?).

Demostracién Ya sabemos que V,(f) es continua. Como para cada z € R
la funcién fT,o pertenece a la clase de Schwartz, V,,(f) se puede derivar co-
mo funcién de w y de hecho DV, f(z,w) = F((—2mit) fT,¢)(w) es decir,
D, V,f(x,w) = V,((—2mit)f)(x,w), luego es la transformada en tiempo cor-
to de (—2mit)f respecto de a ventana ¢. De la representacion V, h(z,w) =
(E_,h * @), se deduce que podemos derivar parcialmente respecto a la variable
'y que D,(V,h)(z,w) = V_yh(z,w) es decir de nuevo la transformada en
tiempo corto de dos funciones en S(R). Se deduce pues que V, f es de clase
C®. Para concluir que V,,f € S(R?) basta ver que para cualesquiera n,m € N
y cualesquiera ¢, f € S(R) la funcién z"w™V,, f esta acotada. Ahora

WV, f(z,w) 2m = [ (f()p(t — z))Me2mitqt =

Z] =0 J'(m ])' f]R (m=7) (t - x))ef%wtdta

de modo que

"WV, f(r,w) =

Ek =0 Z] =0 k' fR tk’f (4) t_ QZ)” k(p(m—j)t o SL’)@_QMWtdt,

que es obviamente acotada pues es una suma de transformadas en tiempo corto
de funciones en S(R) respecto de ventanas en la clase de Schwartz.

Recordemos que se dice que una funcién F € C(R?) se anula en el infinito
si para cada € > 0 existe R > 0 tal que si Va2 + w? > R se tiene |F(z,w)| < e.
Es bien conocido que toda funcién continua que se anula en el infinito es unifor-
memente continua.




Corolario 1. Si f,p € L*(R), ¢ # 0, V,, se anula en el infinito y, en
consecuencia es uniformemente continua.

Demostracion Dado 0 < ¢ < 1 por la densidad de la clase de Schwartz en
L*(R) encontramos h,v € S(R) tales que ||f — k|2 < e/4(||pll2 + 1) y [|¢ —
¥)|a < €/4(||f]|2 + 1). tenemos

Vo f(2,0) = Vih(z,0)| < Vo (f = h) (@, w)| + [Vo-ph(z, w)]
< [lell2llf = Allz + Ihll2lle = ¥ll2 < e/2.

Como Vyh se anula en el infinito, encontramos R > 0 tal que si Va2 +w? > R
se tiene |Vyh(z,w)| < e/2, de donde |V, f(z,w) < .

Si denotamos mediante Cy(R?) con la norma ||F||o = sup{|F(z,w)]| : (z,w) €
R?} el espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito, tenemos

Teorema 1. La STFT define una aplicacion continua
Vi L*(R) x L*(R) — Co(R?), (f, ) — V,f
que es lineal en f y lineal conjugada en .

A continuacién vamos a obtener la férmula de inversién para la STFT para
funciones en la clase de Schwartz.

Proposicién 4. Dadas f, ¢, € S(R), ¢, # 0 se tiene

f)Y, ) = /}R2 V(x,w)e*™ i (t — z)dedw.

Demostracidon En primer lugar observemos que la integral es convergente dado
que V,(z,w) € S(R?), y e*™"4)(t — x) es continua y acotada. Calculemos en
primer lugar la integral [p, Vi,(z,w)e*™"4)(t — x)dx. Usando la definicién de la
transformada en tiempo corto y el teorema de Fubini, podemos escribirla como
la integral iterada

/Rf(s)e_zm‘” /]R Yt —x)p(s — x)dr ds
10



y nos queda

/R-f(s)€2mwﬂ(/(/} #)(s)ds = F(fT{(Y + ) (w) = f * (E-pd)(w).

Si ahora multiplicamos por e?™«!

F U * (B_p@))(t) = F(0) (1, @) = FO) (W, ).

e integramos respecto de w obtenemos

Corolario 2. En las condiciones de la proposicion anterior, si (1, p) # 0,

f(t) = LI / Vo (z,w)e*™ ) (t — x)drdw.
<w7 90> R2

La férmula de inversiéon muestra que f se puede expresar como una superpo-
sicién continua de modulaciones y traslaciones de la funcién 1. En cierto sentido
es similar a la férmula de inversién para la transformada de Fourier. La funcién
@ se llama la ventana de analisis y 1 se llama ventana de sintesis.

A continuacién comprobaremos que esta transformacion satisface las llamadas
relaciones de ortogonalidad, cuyo papel es andlogo al de la identidad de Parseval
para la transformcién de Fourier.

Teorema 2. Dadas f, g, ¢, ¥ € S(R), ¢, 1 # 0, se cumple que
<V50f7 ng> = <f7 g> <907 ¢>

Demostracion En efecto:

[ Vet wVagloa = [ ([ FUT)FT0) @)oo

que por la identidad de Parseval coincide con

([ 0T To 0ty

y por el teorema de Fubini, queda

/R F(O)g)( / S D) (t — 2)dz)dt = (f, g)pr ).

En particular, si tomamos f = gy ¢ = ¢ resulta que ||V, f||2 = || f||2|]¢]]2-

11



Teorema 3. Dadas f,p € L*(R), V,.f € L*(R?) y ademds si g, € L*(R),

(Vo f, Vag) = (f, 9) (0, ¥).

En particular, si fijamos ¢ con ||p||le = 1, la aplicacion
V,: L*(R) — L*(R?)

es una isometria.

Demostracién Dadas f,¢ € L?(R) como S(R) es denso en L?(R), encontra-
mos sucesiones (fy,)n, (¢n)n C S(R) que convergen a f y ¢ respectivamente en
L*(R). Como ||V, fullz = || fnll2ll¢nl]2 la sucesion (V,, f,)n es de Cauchy en
L*(R), luego converge a una funcién F' € L*(R?), que obviamente coincide con
V., f. La igualdad

(Vo £, Vog) = (f, 9) (0, ¥)

se deduce de lo anterior y de la continuidad del producto escalar.

En general, si fijamos la ventana ¢ # 0, la transformada en tiempo corto
V,: L*(R) — L*(R?), f — V,f

es un isomorfismo de L*(R) en su imagen, ya que ||V, f]l2 = ||f]l2/|¢||2- En
particular el rango V,,(L?(IR)) es un subespacio cerrado de L*(R?). Como V, f €
Co(R?*) N L*(R?), V, no es sobreyectivo.

A partir de la igualdad ||V, f|l2 = ||fl|2||¢]|2, podemos dar una versién del
principio de incertidumbre para la transformada en tiempo corto, y que pone de
manifiesto que V,,f no puede estar concenrtrada en conjuntos arbitrariamente
pequenos.

Corolario 3. Dada ¢ # 0 el conjunto de todas sus modulaciones y trasla-
ciones genera L*(R), es decir,

LIN{E,T,¢ : 7,w € R}) = L*(R).

12



Demostracion Basta comprobar que el ortogonal de LIN({ E, T : z,w € R})
se reduce a {0}. Pero si f pertenece al ortogonal, (f, E,T,p) = 0 para cuales-
quiera z,w € R, es decir V,,f = 0, luego f = 0.

Para dar una adecuada interpretacién de la férmula de inversion, recordemos
que si (H,(,)) es un espacio de Hilbert, cada = € H define una forma lineal
continua ¢, mediante ¢,(y) = (y,z). Por el teorema de representacién de Riesz
para cada forma lineal continua u en H existe un Unico x € H de modo que
u(y) = (y,x) y ||ul| = ||z||. Es decir, existe una identificacién completa entre los
elementos de un espacio de Hilbert y las formas lineales continuas definidas sobre
él. Es evidente que también podemos identificar H con las formas continuas y
conjugado lineales.

Corolario 4 (Férmula de inversién para la STFT). Dadas ¢, € L*(R) con
(p,1) # 0. Entonces para toda f € L*(R),

1 2miwt o
[ = W/]R? Vo f(z,w)e”™ )(t — z)drdw.

Demostraciéon Consideremos la aplicacién

1
Ulg) = s [ Vel o) (BT, g)dad
<¢a90> R2 ’
que es conjugada lineal y continua, luego por el teorema de representacién de
Riesz, existe una tnica h € L*(R) tal que U(g) = (h, g). De las relaciones de
ortogonalidad se sigue que h = f.

Vamos a dar ahora otra versién de la férmula de inversidn.

Teorema 4. Fijamos ¢, € L*(R) con (1, ) # 0. Dada f € L*(R) defini-

mos

— 1 " " 2miwt o
fu(t) = .9) /_n /_n Vo f(x,w)e” ™ )(t — z)dedw.

Entonces lim,, ||f — full2 = 0.

13



Demostracién En primer lugar observemos que las integrales que definen las f/s
son convergentes. Usaremos que para g € L*(R) se tiene ||g||» = sup{|{g, h)] :
|h||2 = 1}. Por tanto,

1f = fall2 = sup{(f — fu, h) : [[R]]2 = 1}.
Ahora,
(f = farh) = 5 Jpo Vo (z,0)Vyh(e, w)dwdw—
Wffn ffn Vo f (x,w)Vyh(z, w)drdw,

es decir,

|<f_fm h>| < ||V<pf_X[—n,n]X[—n,n]V<pf’|2||V¢h||2 < ||V¢f_X[—n,n]><[—n,n]wa||2|W)H?v

y basta tener en cuenta que lim,, ||V, f — X[—nn)x[-nn Vi f]l2 = 0.

Recordemos que si 7" : (Hy,(,)1) — (Ha, (,)2) es un operador lineal continuo
entre espacios de Hilbert, el operador adjunto 7™ es el operador lineal continuo
T* : (Ha, (,)2) — (Hi,(,)1) definido por (T*y, z); = (y, Tx), para cualesquiera
r € Hy, y < Hs.

De las relaciones de ortogonalidad se sigue que
VJ @) ch = <907w>]dL2(R)

Calculemos ahora, para una ventana 1, el operador V. Es un operador de L?(R?)
en L*(R), y como S(R?) es denso en L?(R?), basta conocer cémo actida sobre
funciones de la clase de Schwartz. Por tanto, dadas F' € S(R?) y g € L*(R) se
tiene

(VE(F), ) = (FVypg) = Jpo Fla,0)Vyg(, w)drdw =
fR2 F(z, W)(fR )Yt — z)e*™™@dt)drdw

y por el teorema de Fubini

e - |

R

g(t)(/RQ F(z,w)Y(t — z)e*™ drdw)dt,

de donde
Vi(F)(t) = /R F(r, @)t — ) dnd,

cuando F' € S(R?).

14



Como conclusién a esta seccidén es importante subrayar que la ventana es de
tamafio fijo, lo cual supone una limitacién en la STFT. Asimismo, con ventanas
estrechas se obtiene una buena resolucién temporal pero una mala resolucién
frecuencial, y viceversa.
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4. Wavelets y la pérdida de informacién fre-
cuencial

Las wavelets conforman una alternativa al andlisis tiempo-frecuencia, y una
introduccién a este tema quedaria incompleta si no se tratan. Para simplificar,
nuestras senales serdn siempre de una dimension.

Cuando hablamos de analisis tiempo-frecuencia, tratamos con dos pardmetros:
el tiempo x y la frecuencia w. Sim embargo, en las wavelets se tiene el tiempo
x y la escala s. Las modulaciones E,, se sustituyen por las dilataciones

1 T
—f(=)
Visl” s
para 0 # s € R. Las dilataciones D, preservan el tamafo de f, pero cambian la
escala. Si f es una funcién con soporte contenido en ' C R, entonces el soporte

de D,f esta contenido en sE. El término ﬁ se incluye para que Dg sea un
S

Dsf(‘r) =

operador unitario en L?(R). Recordemos que

Dsf(w> - Dl/sf(w)'
La transformada wavelet continua de f con respecto a la wavelet g es

1
Vsl

Si el soporte de g estd contenido en un intervalo centrado en el origen, por
ejemplo en (—1,1), entonces el soporte de T, D,g(t) estd contenido en (x —
s,z + s). En consecuencia, W, f(x, s) depende del comportamiento de f en un
entorno de x. Si mantenemos s > 0 fijo, W, f(x, s) se puede interpretar como
una aproximacién de f que depende tinicamente de cémo es f en un entorno de
x de tamafio s. Por otra parte, si se mantiene x fijo y hacemos s — 0, W, f(s,)
acttia como un microscopio, ya que los valores obtenidos dependen de los de f en
entornos de = cada vez mas pequefios. La STFT no tiene esta propiedad ya que
la ventana que se utiliza es de tamano constante, lo cual suponia una limitacién
de cara al tratamiento de senales, como veiamos en la seccién anterior.

La transformada wavelet no es una transformada tiempo-frecuencia, pero
tiene buenas propiedades de localizacidn. Si el soporte de § esta contenido en
una banda Q como por la identidad de Parseval W, f(z,s) = (f, M_.D1/s9),
W, f contiene sélo informacién de f en la banda de frecuencias %Q

Vamos a demostrar ahora una version del teorema de Plancherel para la
transformada wavelet.

Wol(e.s) = ——= [ gl ode= [~ f0TDgw
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Teorema 5. Sean g1, go € L*(R) tales que

| i@l

=
0 jw|’

Entonces, para cualesquiera f1, fo € L*(R),

| Wt R = (Gl )

—00

Demostracién Basta demostrarlo para f1, fo € L'(R) N L?(R) y utilizar des-
pués un argumento de densidad. Si §(t) = g(—t), tenemos

Wof(z,s) = (f * Dsg)(x)

con lo cuaI para cada s # 0, W, f(;s) € L*(R) y su transformada de Fourier es
Vs f . Entonces, por la identidad de Parseval

I Wy fi(a, )W, fo(x, 5)dx) % =

S w0l Fi () o) g (50 o () doo) B3 =

25 Fuw) faw)dw ([, Gi1(W)ga(w)| ).

La aplicaciéon del teorema de Fubini se justifica porque |f1f2\ € L'(R) y por
hipétesis |s| g1 g» también es integrable. El cambio de variable ¢ = sw nos da

0 ) dw, o dw
| aGia@IE) = [ G

Corolario 5 (Férmula de inversién para las wavelets). Bajo las hipdtesis del
teorema anterior cada f € L*(R) se puede reconstruir a partir de W, f como

da:ds
K/ / W91f1 x, 5 T Dsg2

interpretando esta integral en sentido débil.
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5. La Transformada de Stockwell

La Transformada de Stockwell nace como una combinacidn, o hibrido, de
las dos transformadas que hemos visto, es decir, la STFT y la Transformada
Wavelet. Dados f € L*(R), k # 0y 7 € R, se define de la siguiente manera:

(SF)(r k) = |K] / go (k(t — 7)) € 2 f(1) d,

donde gy denota la Gaussiana go(t) = \/%e_é No se trata de una Transformada
Wavelet debido al término exponencial que aparece en la integral, y tampoco es
una STFT debido al término de dilatacién que aparece en la ventana gy. Por el
contrario, la Transformada de Stockwell fue construida como una nueva transfor-
mada integral que trata de solucionar los problemas de la STFT y las Wavelets,

y es por ello que combina las ventajas de estas dos transformadas.

Sea 7., f = |k|f (k(- —7)). Por las propiedades de la transformada de Fou-
rier, dados k # 0 y 7 € R y dada cualquier h € L*(R),

—

mreh(u) =e 4

Definicién 1. Dada g € S(R). Entonces, para € R, la Transformada
B-Stockwell de f € S'(R) respecto a la ventana g se define como ([10])

(Sg )T, k) = (f, Eprrrig)

donde E), es el operador de modulacion,

727ri7uﬁ(

(Eph)(t) == e*™ ™ n(t).
(f,g) denota la extensién a S'(R) x S(R) del producto interior
(r9) = | st

en L*(R). Asi pues, (SPf)(7, k) es la Transformada Fourier en el punto §k de
la funcién f7,xg. En caso de que f € L*(R) tenemos

(S = ] [ f(0e > GTRE= ) dt.
R
Nota 1. La transformada Stockwell es precisamente
(ST k) = (Sy, [)(7. k)

18



donde

(t) o 1 . t2
90 o
Es inmediato Sgf(7,1/k) = k| 7Y2W, (7, k).

Proposicién 5. Si f € L*(R) \ {0} y §(—f) # 0 entonces SP f ¢ L*(R?).

Demostracién Denotemos gy (s) := g(ks). Como
(Sy ) (7. k) = k| (E—pf * gi) (7) (1)

entonces (S7f)(-, k) isin L*(R) y
— ~ —w.

Sef (k) (w) = flw+ BR)g( L)

casi por todas partes. Asumimos S7f € L*(R?). Asi pues, de acuerdo con la
identidad de Plancherel, tenemos

[ arae = [ [1BAERF @) a
- [ ([ e+ s ) a
LR

Por otra parte, para cualquier v £ 0 tenemos

Lo (=)

que es una contradiccién. []

1F(v)? du) dk.

2
. d
dk = '”'/R e — ) f _ oo,

Proposicién 6. Dados g € S(R) y f € LY(R).
(a) Sy (- k) (w) = flw+ BK)3(2),
o) [ (835)(r kydr =GO (30)

R
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Demostracién Denotemos gj(s) := g(ks). Como

(S5 1) (7, k) = K| (E_prf * i) ()
entonces (SUf)(-, k) estd en L'(R) y

— I

ST k)W) = flw+ Bk)G( ) para toda w.

9?\?

En particular

—
_~

/R (S21)(r. k)dr = SE1(- k)(0) = F(0)F(BK). O

Presentamos ternas de los espacios de Hilbert con la propiedad de que la Trans-

formada Generalizada Stockwell ng pertenece al tercer espacio cuando f se
elige en el primero y se selecciona la ventana ¢ en segundo lugar y teniendo
relaciones de ortogonalidad similares a la férmula de Parseval y siendo Sg una
isometria.

Definicién 2. Dados o, 3 € R, y sea H, s el espacio de Hilbert

Hoy = {f € S'(R) : / Fa) P+ lodu < oo}

con el producto interior

e, = [ F) Gadlu+ Bl

y sea X, el espacio de Hilbert

k
X, = {F(1,k) //|FTk2dTW < o0}

con el producto interior

(F.G), ://F(T,k)a(f,k ar 2k
° R JR | K|«

Ejemplo 1. (i) Dado o =0 y un 3 arbitrario, el espacio Ha 5 es L*(R).
(ii) H_10 N L*(R) es el espacio de wavelets admisibles para la transformada
wavelet de Daubechies.

(iii) Claramente Xy = L*(R?) y X, es el espacio de funciones cuadrado
integrables respecto a la medida de Poincaré en R2.
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No es dificil demostrar que S(R) N H, 5 es denso en H, 5, hecho que se
utilizara en el préximo resultado.

Proposicién 7. Dados o, 3 € R, la aplicacion S® definida en la seccion
anterior, puede extenderse como una aplicacion continua

Sﬁ . Hl—a,O X Ha—Z,ﬁ - Xa 7(f7 g) - nga
lineal en el primer argumento y lineal conjugada en el sequndo.

<5’51f1, f2>X (9192030, 4, (s f2dayog

para arbitrarios g1, gs € Ha—25 Y f1, f2 € Hi—ay-

Oé

Demostracion Supongamos que fi, fo € S(R) N Hi_n0, y también gy, g2 €
S(R) N"Hq-2,3, entonces

AQ&MWw%6QMﬁ$Mh—14@()(?f@+ﬁ@hw+ﬁw

?vE

= 1K | GEGIAs + )Rk +5) d

Como

t/wm 9+ﬁDb((+@)E@—b+ﬁP /ﬁu

du

’u‘a 1

entonces, obtenemos

// 1)) - (S ) 7. ) dr

u)ul'™ “du) : (/Rgﬁ(s)g}(s) |s +[3|“_2ds) :

~([Fw 7

Y concluimos. [

Nota 2. (i) Para 3 = 0 tenemos S3f(7,1/k) = |k|~'*W, f (7, k), por tanto,
la proposicion anterior para 3 = 0 y a = 1 permite recuperar resultados ya
conocidos para la transformada Wavelet.
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(ii) Haciendo uso de la igualdad S} f (7, f) = [k|'*Wap, o f (1,1/k), Du, Wong
and Zhu mostraron el primer resultado, para o = 1, excluyendo el caso estu-
diado por Stockwell.

(1ii) En el caso a = 2 podemos considerar funciones arbitrarias en L* co-
mo ventanas admisibles (en particular las gaussianas) como en la definicion
original de Stockwell.

Corolario 6. Dada g € Ha—2,3. Entonces
(a) Sg t Hi—ap — Xa €s un operador lineal y continuo.

(b) (S9) 087 =l g I3, ., 1drs o

a—2,8

Lema 1. Dada g € Ha-15 N Ha—2p, entonces glw — B)|w|* ' define una
distribucion atemperada.

Demostraciéon Como g € Hy—15 N Ha—2, tenemos que g(w — B)|w|e—3/% ¢
L?*(R). Entonces

T,f = / 5w — B)|wl* f(w)dw,

estd bien definida y una forma lineal continua en S. Efectivamente,

max(1+|w])?| f(w)

Hufs/z.aH\/’;f(w)HLQ < C’||g|

H(x73/2.,’3

| / G-l fw)dw] < |lg

de donde llegamos a la conclusién.

Proposicién 8. Dada g € Ho—13NHa—2p y definimos
hi= FUGw — B)lwl* ).
Entonces h € Hi_q0, Trih € Hi—ap para todo 7 y k#0 y
s aih)g, o = K227 (S8 1) (7, B)

para toda f € Hi—ap-
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Demostracion En primer lugar se observa que a partir de g € H,_1 3 se tiene
la convergencia de la siguiente integral,

[ Ry (S5 )ae

de donde, teniendo en cuenta que g € H,_23, es sencillo ver que ng =
k
ff 27rz7'§ Bk) g(f kﬁ )df

Como h(u) = |u|*'Glu—B)y g € Ha-15 se sigue que h € Hi_n 0. Por
otra parte, para cualesquiera k # 0y 7 € R tenemos

<f77TT]€h /f 27rz7'uh< )|U|l du

=k [ =g =) du

— k' (5P f) (7, ). O

Corolario 7. Dada g € Hoa—13 N Ha—2 y definimos
hi=FH(Glw = B)lwl* ).

Entonces, la aplicacion adjunta de Sf : Hi—ao — Xo queda expresada por

(S5 F =/ F(r,k)h (k(- = 7)) ™™ drdk

g

donde la integral debe ser interpretada en un sentido débil.

Demostracion Efectivamente,

. e
((Sy)°F, f>H1,a70 = <F>Sgﬁf>xa = /R2 F(r,k)(Sq ) (7, k) dTW

- / P R (mosh, ),y @778 g

R2 1—a,0 ‘k|a

- </ F(r, k)b (k(- — 7)) "7 drdk, f >

Hl—a,O
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El corolario anterior significa que cualquier f € H;_, o puede ser reconstruida
a partir de su transformada (3-Stockwell como

1

f= /R (SEA R ((- = 7)) 7 drd,

1913, .,

siendo la integral en sentido débil.

A continuacién recogemos los resultados obtenidos en el caso § = 1, es de-
cir, para la transformada Stockwell. Para utilizar ventanas arbitrarias en L?(R),
en particular la gaussiana, tomaremos o = 2. Para simplificar la notacién, S;

sera Sy y H_1 se denotard como H y en lugar de X5 simplemente escribiremos
X.

Teorema 6. (1) S: H x L*(R) = X, (f,g9) — S,f, es una aplicacion lineal
continua en el primer argumento y lineal conjugada en el sequndo, de modo
que [2]

<Sg1f17592f2>x = <91792>L2 ) <f17f2>71
para gy, go € L*(R) arbitraria y fi, fo € H.
(i1) Dadas g € S(R) y

h(t) := / |w|g(w — 1)e*™™ dw.
R
Entonces h € L'(R) N L*(R), 7, xh € H para cualquier 7 y k #0 y
(Sof) (7. k) = (f, ™ [l ),

para cualquier f € H.
(i1i) Si g y h son como en (ii), cada f € H puede ser recuperada desde
Sy f como

1

f=rr
T2

/ (Sg /) (7 k)b (k(- — 7)) ™™ drdk,
RQ
donde la integral debe ser entendida en sentido débil.

Interpretando la seccion anterior como una integral iterada, es posible
recuperar funciones arbitrarias f en la clase de Schwartz, aunque no perte-
nezcan a H.

Proposicién 9. Dada f € S(R) . Entonces

1) =1 gllliz /R ( /R (S,f)(r, k)h (k(t = 7)) e2miv dT) k.
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Demostracion

— o~

SR = Flo+ g,

S

Por lo tanto

/R (Sof (T KTt — 1) dr = (MyS, f(- k) % ) (1)

P 1~
— [ SR — B)e (Y dv
| SR =~ e )
1 N ~(v—k ’ 2mity
~ 3 [Fomf ()| e

Por otra parte

2
dk
5 =1l g lIz
k

(v—=Ek
I\%
pertenece a L'(R?). Finalmente, el teorema de Fubini implica

[ ([nemem e - i)k <1 [ Fwerea

[l (")

y, seglin el teorema de Tonelli-Hobson,

2

627rz't1/

o~

G(v k) = f(v)lv]

=l g 7. f(1). O
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6. Representaciones de Grupo

Sea (G, -) un grupo. Supongamos ademds que G es un espacio topoldgico.
Si las aplicaciones
GxG— G, G—-G
(zy) —z-y, g—g"
son continuas, diremos que GG es un grupo topoldgico. A partir de ahora, y sin
necesidad de hacer mencidn explicita, supondremos que G es un grupo topoldgico
Hausdorff, localmente compacto y o-compacto.

Definicién 3. Una medida de Borel v sobre G es una medida de Radon si
u(K) < oo para cada compacto K de Gy ademds

(1) p(B) = mf{u(U) : B C U, U abierto } para cada subconjunto de
Borel B y

(2) W(U) = inf{u(K): K CU, K compacto } para cada abierto U.

Si u(¢gB) = u(B) para cada g € G y cada B subconjunto de Borel de G
diremos que 1 es una medida de Haar por la izquierda sobre G. Si u(B) = p(Bg)
para cada g € GG y cada B subconjunto de Borel de G diremos que 1 es una
medida de Haar por la derecha. Se llama medida de Haar si es medida de Haar
a izquierda y derecha.

El siguiente teorema es un resultado fundamental en la teoria de la medida
sobre grupos topolégicos.

Teorema 7. Dado un grupo topologico G, existe sobre G una medida de
Haar por la izquierda.

Ademds, si 11 y o son medidas de Haar por la izquierda sobre G, existe
a >0 tal que p = ap.

Sea ahora p una medida de Haar por la izquierda sobre el grupo topolégico
G. Para g € GG definimos

ty(B) = 1(Bg).
Esta nueva medida 11, también es de Haar por la izquierda, por lo que existe un
nimero positivo A(g) tal que y,(B) = A(g)u(B). Ademas, si v es otra medida
de Haar por la izquierda y hacemos v,(B) = v(Bg), como v = au resulta que

o(B) = v(Bg) = au(Bg) = aA(g)u(B) = A(g)v(B),

14

lo que nos dice que A(g) no depende de la medida de Haar por la izquierda, sino
que estd determinada por el grupo. La funcién :

A:G — (0,00)
9 — Alg)
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se llama la funcién modular de G. Dicha funcién cumple la siguente propiedad:
A(gh) = A(g)A(h).
El grupo G se llama unimodular si A = 1.

Definicién 4. Sean G un grupo topologico y H un espacio de Hilbert comple-
jo separable, cuyo producto escalar denotaremos por (,) y su norma mediante
il

Un operador T : H — H es una aplicacion lineal continua. Se dice que T’
es unitario si TT* = T«T = 1. El conjunto U(H) de los operadores unitarios
de H con la composicion como operacion binaria es un grupo.

Un homomorfismo de grupo
7:G—U(H)
se dice que es una representacion unitaria de G en H si la aplicacién

G—H
g — m(g)x

es continua para cada x € H. El espacio de Hilbert H se llama el espacio de la
representacion 7 : G — U(H).

Definicion 5. Un subespacio cerrado M de H se dice que es invariante con
respecto a la representacion w, si w(g)M C M para cada g € G. Obviamente
los subespacios triviales {0} y H son invariantes.

Definicién 6. Diremos que la representacion m : G — U(H) es irreducible
st los unicos subespacios invariantes con respecto a la representacion son los
triviales.

El siguiente teorema, conocido como lema de Schur, es un resultado funda-
mental en la teoria de la representacion:

Teorema 8. Una representacion m: G — U(H) es irreducible si y solo si los

unicos operadores que conmutan con 7(g) para todo g € G son los miltiplos
de la identidad.

Ejemplo 2. Sea G un grupo topoldogico y p una medida de Haar por la
izquierda. Consideremos el espacio de Hilbert L*(G) de las funciones (com-
plejas) de cuadrado integrable respecto de la medida p. Para cada g € G
consideremos el operador

m(g) : L*(G) — L*(G)
f— flg7'h)
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Dicho operador es unitario, pues al ser j invariante por la izquierda

(r(9)7(9) fus fo) = (m(g) Fro w(9) F2)
/flg ) ol ) dpu(h /f1 \FaR)du(h) = (fu, f2)

y resulta que

G — U(L*(Q))
es una representacion unitaria.

Definicién 7. Una representacion m : G — U(H) se dice que es cuadrado
integrable si existe un elemento no nulo ¢ € H tal que

/Iso, ) [dulg) < oo

La condicién anterior se conoce como condicién de admisibilidad de la re-
presentacion w. Cada ¢ en la esfera unidad de H que cumple la condicién de
admisibilidad se llama una wavelet admisible para la representacion 7. El ndmero

o= [ Ie.m(a)e) Pauo)

se llama la constante de wavelet asociada a la wavelet admisible .
El resultado que enunciamos a continuacién se basa en una extensién debida
a Grossman, Morlet y Paul del lema de Schur.

Teorema 9. Sea 7w : G — U(H) una representacion irreducible y cuadrado
integrable del grupo topologico G en el espacio de Hilbert H. Si ¢ es una
wavelet admisible para la representacion se cumple que

() = ~ /G (2. 7(9)) (m(9) 01 y)dpa(9)

Co
para cualesquiera x,y € H.

El teorema anterior nos dice que en un cierto sentido
x=— [ (z,7(g9)p)m(g)edu(g).
Co Ja

Si  es una wavelet admisible para la representacién irreducible y cuadrado
integrable 7, la transformada wavelet asociada a ¢ es el operador lineal

A, X = C(G)
g Sz, 7(g)e)

donde C(G) es el espacio de las funciones continuas sobre G.
Como consecuencia del teorema anterior, se tiene el siguiente resultado, que
es el andlogo del teorema de Plancherel:
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Teorema 10. Si ¢ es una wavelet para una representacion irreducible y
cuadrado integrable m : G — U(H), se tiene que

(e,4) = /G (4,2)(9) (Aeg) ()din(9)

para cualesquiera xr,y € H.

Como consecuencia, A, : H — L*(G) es una isometria y su rango R(A,)
es un subespacio cerrado de L?(G) con nicleo reproductor p,, dado por

Polg) = \/Lc_w(Aw)(g) - i(ﬂ(g)% o),

es decir si f € R(A,),

Flg) = /G F(h)po(g~ h)du(h).

El teorema del muestreo de Shanon-Whittaker-Kotelnikov establece que una
senal de banda limitada se puede reconstruir a partir de los valores de la misma
en un conjunto discreto con un muestreo uniforme, siempre que la frecuencia de
muestreo sea suficiente.

Recordemos que un frame en un espacio de Hilbert H es una familia (7;);es
(I es un conjunto discreto) de modo que existen constantes A, B > 0 tales que
para cada f € H se tiene que

AILAIP < Y 1P < BIIFIP.

iel
En otras palabras, (7;);c; es un frame en H si el operador de analisis

C:H — (), f— ({f,n:))ier

es un isomorfismo topoldgico en su imagen. En tal caso, el operador de frame
SF="Y _(frmims
iel

es un isomorfo S : H — H (sobreyectivo) y por tanto si 7; := S~!(7;) tenemos
la férmula de reconstruccién

iel

El siguiente teorema debido a H. Fiihr y K. Grochenig se puede interpretar
como una extension del teorema del muestreo de Shanon-Whittaker-Kotelnikov.
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Teorema 11. Sean G un grupo topoldgico, H un espacio de Hilbert y m :
G — U(H) una representacion irreducible y cuadrado admisible. Entonces
existen una wavelet admisible n y un subconjunto discreto I C G de modo
que (m(i)n); es un frame en H.

El teorema permite expresar cada f € H como

iel
lo que proporciona una versién discreta de la férmula de inversidn continua

1
f= —/G<x,7r(9)n>7f(g)ndu(g)-

Cn

Como vamos a ver a continuacidn, este punto de vista abstracto explica las
similitudes entre el andlisis tiempo-frecuencia y la teoria de wavelets. Al mismo
tiempo, esta aproximacién explica también las diferencias entre la transformada
en tiempo corto y la transformada wavelet, dado que los correspondientes grupos,
el de Weyl-Heisenberg y el grupo afin, presentan diferencias significativas. Por
consiguiente, este punto de vista indica cdmo construir otras transformadas.
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7. El grupo de Weyl-Heisenberg

Vamos a comprobar que la transformada de Fourier en tiempo corto es la
transformada wavelet asociada a una representacion de grupo.

Dado n > 1 sea (WH)" = R" x R" x R/2nZ. Definimos en (WH)" la
operacion binaria

(q1,p1,t1) - (@2, D2, t2) = (1 + @2, p1 + P2, ti + T2+ q1 - D2)

donde ¢, - po es el producto interior de ¢q; y p2 en R".

Es facil comprobar que con la operacién que acabamos de introducir (W H)"
es un grupo no abeliano en el que (0,0,0) es el elemento neutro y el inverso de
(¢,p,t) es (—q, —p,—t + q - p). Como el cociente R/277Z se puede identificar
con [0, 27] identificaremos (W H)" con R"™ x R™ x [0, 27].

Ademds (W H)™ con respecto a la operacién definida es un grupo topoldgico
Hausdorff, localmente compacto y o-compacto. El grupo (WH)" se llama el
grupo de Weyl-Heisenberg.

Proposicién 10. La medida de Lebesgue dqdpdt sobre R™ x R™ x [0,27] es
la medida de Haar, a izquierda y a derecha, de (W H)™.

Demostracion Para probar la invarianza por la izquierda, sea f una funcidn
integrable en (W H)". Podemos pensar en f como una funcién en R” x R” x R
tal que f(q,p,) es 2m-periddica para cualesquiera p, q. Entonces

Joveye (P 1) - (q,p.t))dgdpdt =
2r » .
I3 Jan Jan f(@ + @0 + 0.t +t+ ¢ - p)dgdpdt =
27+t +q"-p
t/+j;/,p+1 ! fRn fRn f(q/])7t+)dqd])dt -

JZ fon Jan fq,p, t)dgdpdt = Jowmy f(a, p,t)dgdpdt

La demostracion de la invarianza por la izquierda es similar.

Como espacio de Hilbert tomaremos L?(R") y la aplicacién « : (WH)" —
U(L?*(R™) definida mediante

w(q,p,t) f(x) = PTIPH f(z — q), x € R™.
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Proposicién 11. 7 : (WH)" — U(L?(R") es una representacién de (W H)™
en L*(R™).

La representacién 7 se llama la representacion de Schrodinger del grupo de
Weyl-Heisenberg en L*(R").

Dadas f, ¢ € L*(R") con ||¢||> = 1 calculamos (f, w(q, p, t)p(= =1V, (¢, L)
de modo que de los resultados obtenidos acerca de la transformada de Fourier
en tiempo corto se sigue que cada elemento ¢ de la esfera unidad de L*(R") es
una wavelet admisible para la representacién de Schrodinger. Ademas,

Proposicion 12. La representacion de Schrodinger es irreducible.

Demostracién Si H # {0} es un subespecie cerrado de L*(R™) que es in-
variante por la accién del grupo, H contiene a las traslaciones y modulacio-
nes de todos sus elementos. Dada ¢ # 0 en H el subespacio generado por
{e?*p(x —q) : p, ¢ € R"}. es denso, segin vimos, luego H = L*(R").
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8. El grupo afin
Sea U el semiplano superior
U={(b,a): beR,a>0}.
Definimos la operacién binaria en U mediante
(b1, a1) - (ag, ba) = (b + a1be, arby).

Proposicion 13. Con respecto a la operacion que acabamos de definir, U es
un grupo no abeliano en el que (0,1) es el elemento unidad y el inverso de

(a,b) es (—%, %)

Proposicion 14. Las medidas de Haar a izquierda y derecha son respecti-
vamente

dbd dbd
dp = 2a y dv = a4
a

Demostraciéon Para demostrar la invarianza por la izquierda, sea f una funcién
integrable en U con respecto a du. Para cualquier (0, a’) € U se tiene:

/f (b,a)) d/L_/ / f( +ad'b, aa)dbda

Haciendo el cambio de variable 5 =¥ + d'by a = d’a, queda:

/f - (b,a))di = //fﬁadbda /fﬁ,

Para la invarianza por la derecha

/Uf((b,a)-(b’,a’))dy—/ooo/_z f(b+ab’,a’a)dbja.

Mediante el cambio f =b+ ab' y a = d’a queda
/o o - - dﬁda _
[ 1 wanir= [~ [ 50.0% = [ 56
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Asi pues, con respecto a la operacién definida, U es un grupo topoldgico Haus-
dorff localmente compacto en el que la medida de Haar por la izquierda es distinta
de la medida de Haar por la derecha. Llamaremos a U el grupo afin. Se trata de

un grupo no conmutativo generado por las traslaciones y las dilataciones.
Sea H?(R) el subespacio de L*(R) definido por

~

HA(R) = {f € L’(R) : supp(f) C [0,50)}.
Andlogamente se define

~

H2(R) = {f € L’(R) : supp(f) C (~o0,0]}.

Ambos son subespacios cerrados de L?(IR). Trabajaremos con el espacio H7 (R).
Sea w: U — U(HZ(R)) la aplicacién definida mediante

b

1 T —
—f(—— eR
()., s €R,

Vva

para todos los puntos (b,a) de U y toda f € HZ(R). Resulta que 7 es una
representacién de grupo de U en HZ (R). Ademds, 7 es unitaria e irreducible.

Hay que destacar que, contrariamente a lo que sucede en el caso del grupo de
Weyl-Heisenberg, no todo elemento no nulo de H?(R) es una wavelet admisible
para la representacién de grupo, pero toda g € H?(R) tal que

[T <
S

es una wavelet admisible. Si g satisface las condiciones anteriores, la transformada
de f asociada a g y a la representacién de grupo 7 es W, f.

(w(b,a)f)(x) =
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9. El grupo de Stockwell

Nuestro objetivo ultimo es dar una representacién de grupo relacionada con
la transfomada Stockwell. Primero observamos que el conjunto de todas las
transformaciones lineales

TT,k’ . f — 627riTk7T7—7kf

no tiene estructura de grupo. Sin embargo

(627rza1 627”71 k1 7TT1I<71) o (627rza2 627rz7'2k;2 7T7'2k2) — 627rza627r17kﬂ_7_k

para
T2

ki’
Esto sugiere considerar el grupo localmente compacto

a:a1+a2+ﬁk1(1—k2);7’:ﬁ+ k:klk’g.

G:=Rx (R\{0})xT
con la multiplicacién

271 271 27 k1(1—k
(7—17 klae ﬂml) * (727k27€ 7T2a2) - (7—1 + — ) k1k27 € mi(artaxtrika 2)))

El elemento neutro es (0, 1, 1), mientras que el inverso de un elemento es

(7—7 ka e2m’a>fl = (_Tk> %7 672ﬂi(a+7(k*1))).

G puede identificarse con R x (R \ {0}) x [0, 1] (despues de reemplazar ¢*™
simplemente por a). Consideremos la medida de Lebesgue G. Cualquier funcién
integrable f : G — R puede ser interpretada con una funcién periddica en la
tercera variable. Fijamos (71, k1, €2™1) y consideramos

(’7‘1, kl; 627ria1) * (7-27 ka2’ e?ﬂiaz) — (7—’ k,’ 627”‘(1)‘
Como

a(t, k)

— =1
8(72, kz)

entonces,

/ f ((7—17 klu 627I'i(l1) * (7-27 k27 627ria2>) d(T27 kQ)
Rx(R\{0})

35



coincide con
/ f (7_7 /{3, 627ri(a1+a2+7'1k1(1—1c2)))) d(T, k’)
Rx(R\{0})

Finalmente, sigue, tras aplicar el teorema de Fubini y teniendo en mente la
periodicidad de f en la tercera variable, que

/f((7-17k17€27r7;a1> * (T27k27627ria2)) d(T27k27a/2>
G

se puede escribir como
/ f (7_’ k‘, 627ri(a1+a2+7'1k1(1—k2)))) d(7-7 k) a2) — / f (7_7 k‘, 62m‘a) d(T, k‘, a).
el a

Es decir, la medida de Lebesgue en GG es la medida invariante de Haar por la
izquierda. Es importante subrayar que la medida invariante de Haar por la derecha
del grupo G difiere de la medida de Lebesgue. De hecho, se deduce a partir de

or, k) |1 —i—% _
8(7'1,]{?1) N O k’g -

que la funcién modular es precisamente
o
A(TQ,]{?Q,Q mag) = |k‘2|

Por lo tanto, las propiedades del Grupo son diferentes de las del Grupo Weyl-
Heisenberg. De hecho, es semejante al Grupo afin A en el sentido que es un
homomorfismo de grupo de A en G.

Recordemos que el grupo asociado con la transformada Wavelet es el Grupo Afin.
A:=Rx (R\ {0})
dotada con la operacién
(b1,a1) - (b2, az) = (by + arbe, ajas).

Proposicién 15. La aplicacion T : A — G definida por

1 .
T(b,a) = (b, —,6_27”2>
a

es un homomorfismo de grupo.
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Definicién 8. Consideremos la representacion

p:G— L(H), p(r,k, &™) f = 2N, f.
Observamos que, para g € S(R / lw|g(w e*™™ dw, tenemos

(fop(r, ke D) = (f, ™ h)p = (5 (T k).

[k]

Nota 3. Para cualquier f, g, € 'H tenemos

<f p(r, k, &™) 90>H <p 7, k, e>™) 9079>H (fs k) gy (Trkf, G) g

Proposicién 16. La funcion h € H es una wavelet admisible para la repre-
sentacion p.

Sin embargo,

Proposicién 17. Asumimos g(—1) # 0. Entonces la aplicacion
(Ta ka (1,) - <h7 p(T7 k? e2ma)h>H

no pertenece a L'(Q).

Proposicién 18. La representacion p : G — L(H) es irreducible.

Demostracion Tenemos que probar que cada subespacio vectorial M C H,
M # {0}, que es invariante con las aplicaciones {p(7, k, €>™*)} es necesariamen-
te densa en H. Para ello, fijamos g € M, g # 0, y probamos que la envolvente
lineal de {p(7, k,e* @) g} es un subespacio denso de H. Asumimos que f € H
satisface

(f, p(1,k,e®™) g), = 0

para todo 7,k y a. En particular,

<f7 ,/TT,k q>'}—( - 0

para todo 7 y k. Por la definicién de H, hay funciones ¢, € L?*(R) de manera

que R
flw) =+ |u| p(u) ; g(u) = +/|ul z/) u)
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Ahora,

Denotamos v (t) := 1 (kt) y observamos que (7, ©)(t) = k 15 (t—7). Entonces

0=(f . s g}y, =j|? / B(u) g B(u) du

Como M :=Span{m,; 1} es invariante bajo translaciones y dilataciones, enton-
ces M = L*(R), de donde se sigue la conclusién. [J

Como la representacion de Grupo es irreducible, del teorema de Grochenig-Fuhr
se desprende que el frame continuo puede ser discretizado.
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10.

10.1.

Aplicaciéon con GUIDE de MATLAB pa-
ra la obtencién de los valores numeéricos
de las derivaciones de electrocardiogra-
mas en formato PDF vectorial.

Objetivo

Construir una aplicacién con GUIDE de Matlab que permita crear variables
con las coordenadas de una determinada seial electrocardiografica que original-
mente esta en formato PDF vectorial. Con vectorial nos referimos a que el PDF
no estd rasterizado. Es decir, no estd formado por conjuntos de pixeles sino por
formas vectorizadag] cuyos valores se hallan guardados internamente en el propio
PDF y son susceptibles de ser obtenidos.

I L

FC 60 -

RR 1000 - I—

PR 262

QRSD 105 .

QT 464

QTc 464

-- EJE --

QRS 55 - -

g 120 ECG ANOMALO Estdndar 12

No confirmado
V- v v v v j\d
T | avR | vi | S |
e 7 0 e
B & a

1T

III

IT

| aVL | V2 i V5 i
LR bt [ - jm,“/ i
e e e e e e e

5 (G R SR B B B R ESRRER

avFk

| | v3 /! Ve ﬂ
| - e LV"}LﬁI

i RS B ISR R S B R IS SR R R B N A:ﬂ

Dispositivo:

Velocidad: 25 mm/sec  Miembro: 10 mm/mV Precord.: 10 mm/mV F 50~ 0.5-40 Hz W PHO80A P?

Figura 1: Ejemplo de PDF de un electrocardiograma (en adelante, ECG o
ECG PDF)

"http://es.wikipedia.org/wiki/Grafico_vectorial
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10.2. Procedimiento

La aplicacién que se ha implementado para procesar los ECG en formato PDF
y convertirlos a valores numéricos, se ha desarrollado utilizando la herramienta
matematica Matlab. Ademds, se ha construido una interfaz gréfica para facilitar,
agilizar y amenizar el proceso. Dicha interfaz grafica se ha disefiado y construi-
do gracias a una de las prestaciones que incorpora Matlab: GUIDE (Entorno de
Desarrollo de Interfaces Gréficas de Usuario).

La aplicacién lleva a cabo, como puntos principales, las siguientes acciones:

1. Importar ECG en formato PDF y convertirlo a fichero SVGT|

2. Extraer derivaciones del fichero SVG

3. Convertir unidades

4. Guardar fichero MAT y/o DAT

5. Dibujar las derivaciones (opcional)

10.3. Partes de un ECG estandar y tipos

Antes de detallar cada uno de estos pasos, vamos a desgranar las partes que
componen un ECG estandar, en aras de un mayor entendimiento de lo que se
detallard mas adelante.

Bésicamente hay tres tipos de ECG. En adelante los vamos a referenciar como
3x4, 3x44+1 y 6x2, en base a la distribucién de funciones.

El ECG 3x4 contiene 12 derivaciones, a saber: |, Il, Ill, aVR, aVL, aVF, V1,
V2, V3, V4, V5 y V6. La duracién de cada una de estas senales es de 2.5 segun-
dos. La nomenclatura “3x4" hace referencia a que las derivaciones se encuentran
registradas en el PDF en forma de matriz de tres filas por cuatro columnas. Des-
pués se mostrard ejemplos de cada tipo de ECG.

El ECG 3x4+1 es igual al tipo 3x4, pero con una diferencia. Este tipo de ECG,
ademds de las derivaciones mencionadas, contiene una segunda versién de la
derivacién I, que no es sino la misma derivaciéon pero tomada con un registro

Zhttp://es.wikipedia.org/wiki/Scalable_Vector_Graphics
3http://www.w3.org/TR/SVG11/
4https://es.wikipedia.org/wiki/Electrocardiograma
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temporal cuatro veces mayor. Es decir, la derivacién |l tiene una duracién de 2.5
segundos y la segunda versién de esta derivacién (a partir de ahora, derivacién Il
larga) tiene una duracién de 10 segundos (por supuesto, los primeros 2.5 segun-
dos de la derivacién Il larga son los mismos que los 2.5 segundos de la derivacién
I1). En este caso las derivaciones aparecen en una matriz de cuatro filas, cuyas
tres primeras filas (de arriba a abajo) tienen cuatro columnas, y cuya dltima fila
solo tiene una columna (donde esta registrada precisamente la derivacién Il larga).

El ECG 6x2 contiene también las 12 derivaciones, pero todas ellas tienen una
duracién de 5 segundos. La estructura de las derivaciones, registradas en el PDF,

es la de una matriz de seis filas y dos columnas.

Veamos un ejemplo de cada tipo con recuadros en las partes mas destacadas:

FCOooas I
rRR 1333

PR 216 >

QRSD 169 Patient data and relevant ECG features
Qr 500

0T, zm

R
l\\ \ aVR Vi e
e I R il = f
: av1 [l e
! r
| e
n
I i D7E T
| N
Vel | [ e
|
|
|LIJ aVF V3 lI Vi 5
1 |||
; A~ - et ) A ey
cad 2 m | | Lead V6
BEEE EE EER, i
Dls:posilivo: I Velocidad: 25 mm/sec membm:l mm/m\ Precord.: 10 mm/mV I Un|t5 F50~0.5-40Hz PHO80A P?

Figura 2: ECG 3x4
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Figura 4: ECG 6x2
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Se puede observar que los tres tipos de ECG son semejantes. Unicamente difie-
ren en la estructura en que las derivaciones estdn registradas, como apuntdbamos
antes.

Béasicamente, un ECG se compone de:

» Una cabecera (parte superior que hemos enmarcado en azul) con datos
sobre el paciente, el centro médico y demas informacion del propio ECG.

» Una linea inferior (enmarcada en naranja) con la correspondencia entre la
hoja de papel milimetrada que hay de fondo (milimetros) y las unidades
fisicas.

= Un panel en el lateral derecho (enmarcado en verde) con los “pulsos de
control” de las sefiales, que son los encargados de marcar los valores de
referencia de las amplitudes.

= Y, por (ltimo, las derivaciones (las sefiales eléctricas provenientes del co-
razén, enmarcadas cada una de ellas en violeta).

Expuesto, pues, a grosso modo, en qué consiste la estructura de un ECG y
qué tres tipos se distinguen en la aplicacién, pasamos a detallar cada uno de
los pasos que veiamos antes en relacién al proceso completo que lleva a cabo la
aplicacion.

10.4. Procesos de la aplicacién
10.4.1. Importar ECG en formato PDF y obtener fichero SVG

El primer paso consiste en obtener un fichero SVG a partir del ECG en PDF.
Pero jqué es un fichero SVG? Las siglas SVG responden a Scalable Vector Grap-
hics, o Graficos de Vectores Escalables. Los ficheros SVG tienen estructura de
ficheros XMLE]. Son metarchivos, y como cualquier metarchivo, almacena distin-
tos tipos de informacién. Concretamente un fichero SVG es capaz de almacenar
elementos geométricos vectoriales (i.e. rectas, curvas y dreas), imdgenes de mapa
de bits y texto. En nuestro caso, el fichero SVG va a almacenar todos y cada uno
de los elementos que aparecen en el ECG PDF, pero esto lo veremos con mayor
nivel de detalle en el punto siguiente.

Para obtener un fichero SVG a partir del ECG en PDF se ha aprovechado la
funcionalidad de que disponen ciertos programas de disefio grafico vectorial para

Shttp://es.wikipedia.org/wiki/Extensible_Markup_Language
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convertir un fichero PDF a fichero SVG, y se ha empleado este programa como
funcién auxiliar a la aplicacién. Es decir, la aplicacién invoca a este programa
editor de graficos vectoriales escalables, éste realiza la conversion PDF a SVG
y, finalmente, se obtiene el fichero SVG que nuestra aplicacién se encargard de
procesar.

Este programa auxiliar es, como deciamos, un software de disefio grafico vec-
torial. Concretamente se ha probado dos: Adobe lllustrator CS5 v. 15.0.0 en
modo prueba (puesto que es una aplicacién comercial), e Inkscape v. 0.48.4
r9939, que es gratuito y libref]

Ambos programas nos proporcionan la funcionalidad que necesitamos, pero la
aplicacién se ha implementado con Inkscape, puesto que tiene la ventaja de que,
ademds de que es un software libre de pago, tiene la posibilidad de poder ma-
nejarse en modo linea de comandos, lo cual supone una ventaja al no tener que
desplegar la interfaz en el proceso de conversiéon PDF a SVG.

10.4.2. Extraer derivaciones del fichero SVG

Hasta ahora hemos visto cdmo es un ECG en formato PDF. Hemos visto
cdmo es un fichero SVG y qué correspondencia tiene con un fichero PDF.

El siguiente paso es averiguar el tipo de ECG que vamos a procesar, que si
recordamos, son tres posibles: 3x4, 3x4+41 y 6x2. Para ello se ha implementado
una funcién que, simplemente, cuenta el nimero de pulsos que aparecen en el
fichero SVG. Sabemos que el tipo 3x4 tiene tres pulsos, el tipo 3x4+1, cuatro, y
el tipo 6x2, seis. Por supuesto ha sido necesario realizar un analisis previo en aras
de averiguar en qué nimero de aparicién de la cadena del path d="M se encuentra
siempre el primer pulso (y que es la ocurrencia de dicha cadena niimero 469).

No obstante, ciertos ECG PDF contienen unas marcas en forma de tridngu-
los invertidos en la parte superior de la rejilla (habitualmente aparecen en ECG
de pacientes con marcapasos). Estos triangulos son tratados también como ‘re-
cintos’ (path). El nimero de tridngulos (obviamente en el caso de que aparezcan)
es variable, y, por tanto, el nimero de ocurrencias de etiquetas path y, por tanto,
el nimero de ocurrencias de la cadena de busqueda ‘d="M" global, es también
variable. Pero este hecho en realidad no supone ningtin inconveniente a la hora
de establecer el tipo de SVG y el tipo de ECG PDF, puesto que las etiquetas
path que corresponden a estas marcas se encuentran siempre por debajo de las

Shttp://inkscape.org/?lang=es
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derivaciones dentro del fichero SVG. Asimismo, las barras dobles verticales de
marcado de fin de derivacién, y que también son tratadas como recintos path,
se encuentran también por debajo de las derivaciones dentro del fichero SVG.
Asi que no intervienen tampoco en el procesado de lo que nos interesa: los pulsos
de control y las derivaciones.
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Figura 5: Marcas triangulares que aparecen en algunos ECG (habitualmente
en pacientes con marcapasos)
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Figura 6: Zoom de la imagen anterior

Los dos primeros pasos, es decir, averiguar el tipo de SVG y el tipo de ECG
PDF que estamos procesando, ya ha sido tratado. Ahora vamos a ver cémo la
aplicacion extrae cada una de las derivaciones en funcién del tipo de ECG.

Para ello, la estrategia que emplea la aplicacién es similar a la utilizada para
averiguar de manera automatica el tipo de ECG. Se ha comprobado que el or-
den en que aparecen las derivaciones en los SVG es siempre el mismo, y es el
siguiente: |, II, 1ll, aVR, aVL, aVF, V1, V2, V3, V4, V5, V6 y, en su caso, la |l
larga. Asimismo, se ha comprobado que en los SVG de ECG de tipo 3x4+1, la
derivacion | siempre esta situada en la aparicién del bloque de caracteres ‘d="M’
nimero 473. Del mismo modo, la derivacién |l estd situada en la aparicién del
bloque de caracteres ‘d="M’" nimero 474, y asi sucesivamente hasta la derivacién
[l larga, que estd situada en la aparicidn del bloque de caracteres ‘d="M’" nime-
ro 485 (ndtese que todas las derivaciones aparecen, como deciamos, de manera
correlativa en los ficheros SVG). Y lo mismo ocurre para los SVG de ECG de 6x2
y de 3x4, pero con otros nimeros de aparicién.

Asi pues, una vez distinguido el tipo de ECG, a la aplicacién le basta con reco-
rrer el fichero SVG vy llevar un contador del nimero de aparicién del bloque de
caracteres ‘d="M’ para saber si estamos frente a una derivacién o no, e incluso
para saber de qué derivacidn se trata.

En aras de aumentar la eficiencia de la aplicacién, se ha implementado una
funcién que recorre el fichero SVG y guarda en un vector el niimero de bytes que
hay por encima de cada derivacion. Es decir, dicha funcién retorna un vector de
13 elementos (13 cantidades de bytes) si el ECG es de tipo 3x4+1 y de 12 ele-
mentos si es 3x4 o 6x2. Esto se ha hecho asi para, a continuacién, poder acceder
directamente a la derivacidén que deseemos, dentro del fichero SVG, y extraer sus
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valores (i.e. guardarlos en vectores de Matlab), puesto que conocemos el nimero
de bytes que hay por encima de esa derivacién en el fichero SVG, y podemos
acceder a ese punto (mediante funciones de Matlab).

Llegados a este punto, hemos obtenido un vector de Matlab por cada deriva-
cién y hemos resuelto algunos inconvenientes.

El primero de ellos es que en el vector directamente leido del fichero SVG,
teniamos almacenadas tanto las abscisas como las ordenadas, de manera al-
ternada y correlativa. De modo que lo que hace la fucnién es ‘separar’ el vector
en dos vectores. Un primer vector para las abscisas y un segundo vector para las
ordenadas, y esto para cada derivacién que el usuario haya escogido.

El segundo inconveniente responde a un concepto del que hemos hablado con
anterioridad en el presente documento. Concretamente se refiere al hecho de que
las coordenadas en que Inkscape ha guardado el fichero SVG son absolutas. Es
decir, estdn calculadas en funcién de un punto (origen de coordenadas (0,0))
situado en un punto concreto de los PDF (y constante, es el mismo para todos
los PDF). Exactamente el punto origen de coordenadas est4 situado en la esqui-
na inferior izquierda, como ya hemos anotado con anterioridad. Es por ello que
las derivaciones van a necesitar pasar por un proceso de ‘ajuste’ de la posicién
de cada uno de sus puntos hasta resituarlas en el origen de coordenadas. Con-
cretamente, la aplicacién resta a cada punto del vector de abscisas que hemos
obtenido, el valor que tenga el primer punto de ese mismo vector de abscisas. Y
a cada punto del vector de ordenadas hay que restarle el valor de la ordenada del
primer punto del pulso de control asociado a esa derivacién.

El efecto grifico de estas restas es: el vector de abscisas lo desplazamos ho-
rizontalmente hacia la izquierda, hasta situarlo en el eje de ordenadas; y el vector
de ordenadas lo desplazamos verticalmente hacia abajo, hasta situar el primer
punto de su pulso de control asociado[], en el eje de abscisas. De este modo es
como si la derivacién partiera de las coordenadas ‘x=0'" e ‘y=primer valor de
amplitud de la derivaciéon’, que es lo que la aplicacidén necesita para obtener los
valores numéricos de manera correcta.

En este momento es importante recordar el siguiente parrafo:

Los pulsos de control estan ubicados exactamente en las mismas coor-

"Se entiende por ‘pulso de control asociado a una derivacién’ al pulso que aparece en
la misma linea horizontal que la derivacion.
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denadas en los tres tipos de ECG. Es decir, los ECG de tipo 3x4 tienen
sus tres pulsos de control ubicados siempre en las mismas coordenadas,
los ECG de tipo 6x2 también (sus seis pulsos) y los de tipo 3x4+1 tam-
bién (sus cuatro pulsos). De igual manera, el primer valor de las abscisas
es el mismo para las derivaciones que se encuentren registradas en la
misma columna.

Este parrafo se demuestra comparando los ficheros SVG de distintos ECG en
PDF. Concretamente estos son los valores, en pixeles, para el valor de la primera
abscisa de cada derivacién, y para el valor de la primera ordenada del pulso de
control asociado (obtenidos directamente de un fichero SVG de tipo 3x4+1).

Para los ECG 3x4-+1:

Primera abscisa derivacién | = Primera abscisa derivacién Il = Primera abs-
cisa derivacién |l = Primera abscisa derivacién |l larga = 28.9 px.

Primera abscisa derivacion aVR = Primera abscisa derivacién aVL = Primera
abscisa derivacién aVF = 206 px.

Primera abscisa derivacion V1 = Primera abscisa derivacién V2 = Primera abs-
cisa derivacién V3 = 383.2 px.

Primera abscisa derivacion V4 = Primera abscisa derivacién V5 = Primera abs-
cisa derivacién V6 = 560.4 px.

Primera ordenada pulso de control asociado a derivaciones |, aVR, V1 y V4
= 346.6 px.

Primera ordenada pulso de control asociado a derivaciones Il, aVL, V2 y V5
= 261.5 px.

Primera ordenada pulso de control asociado a derivaciones Ill, aVF, V3 y V6
= 176.5 px.

Primera ordenada pulso de control asociado a derivacién Il larga = 84.4 px.

Gréaficamente:
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No obstante, aunque estas coordenadas en pixeles se han mantenido
fijas en todos los ECG PDF tratados en el presente proyecto, la aplica-
cion los lee cada vez que procesamos un nuevo ECG PDF del fichero
SVG en cuestién, en aras de dotarla de una mayor genericidad y de ser
capaz de trabajar con eventuales cambios o desplazamientos, aunque
fuesen minimos, de dichas coordenadas en pixeles.

10.4.3. Convertir unidades y Guardar fichero MAT/DAT
Hasta aqui, la aplicacién ha sido capaz de:

n Abrir un fichero ECG-PDF

= Obtener un fichero intermedio (SVG, que contiene los valores de todas las
derivaciones en pixeles) mediante un programa auxiliar.

» Extraer de ese fichero SVG los datos que nos interesan (i.e. las coordenadas
en pixeles de las derivaciones) y guardarlos en vectores de Matlab.
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El préximo paso serd, pues, realizar un proceso de conversién de esas coordena-
das, que en este momento tenemos almacenadas en vectores de pixeles en Matlab.

Concretamente, las sefiales electrocardiograficas se miden en segundos (las abs-
cisas) y milivoltios (las ordenadas) (aunque en nuestro caso, como veremos des-
pués, se van a convertir a milisegundos y microvoltios).

Los ECG se construyen en base a estas relaciones (aqui se ve la importancia
de la rejilla):

= Para el eje de las abscisas: La relacién es, en general, de 25 milimetros por
segundo. A esta relacién se le llama “Velocidad'. La aplicacién permite que
el usuario introduzca un valor distinto a 25, el valor por defecto.

= Para el eje de las ordenadas: Hay que hacer una distincién entre las de-
rivaciones |, Il, 1ll, aVR, aVL y aVF (derivaciones de ‘Miembro’), y las
derivaciones V1, V2, V3, V4, V5, V6 (derivaciones ‘Precordiales’). Para
ambos grupos de derivaciones, la relaciéon se mide en milimetros por mili-
voltio, pero en ocasiones cada grupo de derivaciones tienen un valor distinto
para esta relacién. Lo habitual es que ambos grupos tengan una relacién
de 10 milimetros por milivoltio (98 % de los ECG de este proyecto), aunque
en la practica se ha visto algunos ECG donde la relacién para el grupo de
derivaciones precordiales es de 5 milimetros por milivoltio (2 % de los ECG
de este proyecto). La aplicacién permite que el usuario introduzca valores
diferentes a los que aparecen por defecto, 10 en ambos casos.

Concretamente, los datos obtenidos de las derivaciones son requeridos en mi-
lisegundos (las abscisas) y microvoltios (las ordenadas). Asi pues, la aplicacién
realiza el siguiente camino de conversién:

Para las abscisas:

= De pixeles a milimetros.

= De milimetros a milisegundos.
Para las ordenadas:

= De pixeles a milimetros.

= De milimetros a microvoltios..

Ademas, la aplicacion permite que el usuario introduzca un valor de
interpolacién (lineal). Con esto se consigue aumentar o disminuir el
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nimero de muestras resultante, de la derivacion original, que concreta-
mente mantienen una frecuencia por defecto de 500 Hz (500 muestras
por segundo.)

Llegados a este punto, el proceso que lleva a cabo la aplicacién ha finalizado.
Recordemos el proceso que ha seguido:

= Apertura de un fichero ECG-PDF

= Obtencién un fichero intermedio (SVG, que contiene los valores de todas
las derivaciones en pixeles) mediante un programa auxiliar.

» Extraccién desde dicho fichero SVG de los datos que nos interesan (i.e.

las coordenadas en pixeles de las derivaciones) y guardarlos en vectores de
Matlab.

= Conversién a las unidades que nos interesan (i.e. milisegundos, las abscisas;
y microvoltios, las ordenadas), interpolacién de las sefales y guardado de
los datos en un fichero .mat/.dat.

10.4.4. Dibujar las derivaciones (opcional)

Una vez guardado el fichero .matﬂ el usuario tiene la opcidén de realizar un
‘plot’ (dibujado) de las derivaciones que haya digitalizado (de manera individual).
Para ello se ha disefiado un panel que se ve con detalle en el apartado del manejo
de la interfaz grafica.

8Para dibujar la derivacién es condicién necesaria la creacién del fichero .mat. En el
caso de haber creado unicamente el fichero .dat, el panel de dibujado de derivaciones
quedard inhabilitado, puesto que el dibujado se realiza importando el fichero .mat que se
acaba de crear, tal y como muestra el cédigo.
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10.5. La interfaz grafica (GUI)
10.5.1. Manejo de la GUI

Ejecutado el fichero de la aplicacién, esta es la interfaz que se muestra:

B tco.oams pcracnon T R T s |

— DATA EXTRACTION FROM PDF ELECTROCARDIOGRAM:
— Select Qutput Parameters.
— Extract Data Fr
All leads
1 it m [lengI
aR [Jaw [Jaw
V1 vz v3 [Jv4 [Jvs []vs
Signal
Units ’7 @ Original (Defauft 500 Hz) Interpolated 1000
’7 Speed: 25 | mmysec  Limb: 10 | mm/mV  Chest: 10| mm/mV __ Save Data
Subject Name Erase Name Restablish Name
Load PDF ) )
MAT File DAT File
L
Lead Format Detected ;
’7 ‘ Digitalize Change default path Delete SVG file
[l
— DATA PLOT
Lead
Chest Leads... g !
=
o
Std. Leads... E 0.5
Aug. Lead £
Aug. Leads... £ 0 | | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time (ms)

Basicamente, la interfaz se compone de tres secciones, como se muestra en
la siguiente imagen.
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Becooaaparacion T TR T T s )
— DATA EXTRACTION FROM PDF ELECTROCARDIOGRAM
|- Select Output Paramet:
(— Extract Data Fr
Alleads
1 1 i
al aVL
1 2 Vs
 Signal
Units. ® Original (Default 500 Hz) Interpolated 1000
Speed: | 25 | mmysec  Limb: |10 | mm/mV  Chest: 10 | mm/mV Save Data As
Subject Name Erase Name Restablish Name
Load PDF
MAT File DAT File
i
Lead Format Detected
‘ Digitalize Change defauit path Delete SVG fie
DATA PLOT
Lead
s 1
g
go0s
= s
Aug. L E 0 L L 1 I L L I L L 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Time (ms)

I

Vamos a analizar las secciones una por una, para comprobar las funciona-
lidades de la aplicacién. Se ha procurado seguir el orden légico del proceso de
obtencién de los valores numéricos de las derivaciones a la hora de disenar la
interfaz.

En primer lugar, en la seccién 1 se encuentra el panel Units.

Units

Speed: | 25 | mmfsec  Limb: |10 | mm/mV  Chest: |10 | mm/mV

Como se ve en la imagen, este panel permite al usuario introducir los valores
para Speed, Limb y Chest. Estos valores han de leerse directamente del ECG
PDF, y se encuentran localizados en la franja inferior del mismo.
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Figura 7: Con estas relaciones haremos el paso de milimetros a milisegundos
(las abscisas) y de milimetros a microvoltios (las ordenadas).

El siguiente paso es cargar el ECG PDF presionando el botén ‘Load PDF'.
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Load PDF

Aparecerd una ventana para navegar en busca del electrocardiograma en cues-
tién. La aplicacién mostrara un error en el caso de no tratarse de un fichero PDF
o ser un PDF que no corresponde a los que es capaz de procesar.

Una vez la aplicacidn ha procesado el electrocardiograma en formato PDF (ECG
PDF) y generado el fichero intermedio SVG, detectard qué tipo de ECG es, y
lo mostrarad en el panel Lead Format Detected. Para el ejemplo de la imagen
siguiente, se ha utilizado un ECG PDF de tipo 3x4+1.

Lead Format Detected

[3x4+1]

Ya tenemos un fichero SVG generado con su tipo de ECG establecido. El
siguiente paso légico y, por tanto, el siguiente paso en la interfaz, es elegir la/s
derivacion/es que queremos digitalizar (i.e. obtener en valores numéricos, concre-
tamente en milisegundos las abscisas y microvoltios las ordenadas, la/s sefial/es
escogida/s).

Para ello se hard uso del panel Extract Data From, dentro de la seccién 2 de la
interfaz que veiamos al principio. Para este ejemplo se han seleccionado todas
las derivaciones.

— Extract Data From
Allleads
Standard Limb Leads: I II I long II
Augmented Limb Leads: avR [J]avL (V] avF
Chest Leads: vl [Fvz [Fv3 [W]va [F]vs [¥]ve

Una vez hecha la seleccién de derivaciones, el siguiente paso sera establecer
la frecuencia de muestreo. Para ello se hard servir el panel Signals. Este panel
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se compone de dos opciones. Una para dejar el nimero de muestra original (i.e.
500 muestras/seg.) o bien escoger otra frecuencia, ya sea menor o mayor. En
ambos casos la aplicacidén genera una interpolacion. Para el ejemplo de la imagen
siguiente se ha escogido la frecuencia original de 500 Hz.

Signals
|7 @ Original (Default 500 Hz) () Interpolated 1000 Hz

A continuacidn, y este paso es opcional, podemos establecer un nombre para
el fichero MAT (y/o DAT) que la aplicacién va a generar con los valores numéricos
de las derivaciones, mediante el panel Save Data As. Y decimos que este paso es
opcional porque podemos dejar la caja de texto con su valor por defecto ‘Subject
Name' y la aplicacién generar3 el fichero MAT (y/o DAT) con el mismo nombre
que el ECG PDF. En el ejemplo de la siguiente imagen se ha dejado este valor por
defecto. Existen en este panel, ademas, un botén de borrado de la caja de texto
(‘Erase Name') y de restablecimiento al valor por defecto (‘Restablish Name').
Asimismo se incluye la opcién de escoger el tipo de fichero: MAT, DAT, o ambos.

Save Data As

Subject Name Erase Name | | Restablish Name |

[7]MAT File  [] DAT File

Y Unicamente resta generar el fichero MAT (y/o DAT). Para ello basta con
presionar el botén Digitalize. Se incluye, ademds, las opciones de cambiar el
directorio de guardado por defecto (carpeta ‘saved-data’) y borrar el fichero SVG
que se acaba de generar, al finalizar el proceso de creacién del fichero. Véase la
siguiente imagen.

Digitalize I [7] Change default path Delete SVG file

La dltima seccién de la interfaz, la seccién 3, es un panel de dibujado de las
derivaciones que hemos digitalizado. Obviamente solo se podra dibujar aquellas
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que se haya escogido en el panel Extract Data From. Ademds, es importante
subrayar que para poder hacer uso de este panel, es necesario generar el fichero
de tipo MAT, puesto que la aplicacién se sirve de éste para realizar el dibujado.
El panel consta de tres mens desplegables (con los tres tipos de derivaciones) y
una ventana de dibujado. En el ejemplo siguiente se ha dibujado una derivacién
Il larga.

— DATA PLOT-

Leadlong Il
400 F T T T T T T T T 3
200 -

ChestLeads... w

-200
-400

Amplitude ()

1 111

Aug. Leads... w

1 L Il Il 1 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Time (ms)

T

Es importante senalar, llegados al final de este apartado del manejo de la
interfaz, que la aplicacién tiene implementados mecanismos de tratamiento de
errores. Con esto se pretende que la aplicacion detecte y avise de errores al usuario
en los siguientes supuestos:

= Carga de un fichero que no es PDF o no corresponde a un ECG PDF valido.
= Valor de ‘Speed’ no valido.

= Valor de ‘Limb’ no vélido.

» Valor de ‘Chest’ no valido.

= Valor de ‘Interpolated’ no valido.

= Ninguna derivacion seleccionada para digitalizar.

= Nombre para el fichero MAT (y/o DAT) en blanco.

= Ninguna opcién de tipo de fichero (MAT /DAT) seleccionada.

= Intento de dibujado de una derivacién que no se ha seleccionado para ser
digitalizada.

Asimismo, si la aplicacién detecta que ya se ha generado un fichero SVG (dentro
de la carpeta ‘svgs’) con el mismo nombre que el actual, la aplicacién avisa de tal
circunstancia y afiade una terminacion a los nombres de los ficheros SVG, MAT
y/o DAT. Dicha coletilla corresponde a la fecha y hora actuales del sistema, con
el fin de que no pueda haber dos ficheros SVG con el mismo nombre.
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DATA_EXTRACTION =

— DATA EXTRACTION FROM PDF ELECTROCARDIOGRAM

— Select Qutput Parameters.

— Extract Data Fre

All leads
Standard Limb Leads: L n m long IT
Augmented Limb Leads: avR avL avF
Chest Leads: Vi vz v4 VS

Signals
’7 Original (Defauft 500 Hz) @ Interpolated 1000

Units
Speed: 25 | mmysec  Limb: |10 | mm/mV  Chest: 10 | mm/mV __ Save Data
Subject Name Erase Name Restablish Name
Load PDF
MAT File DAT File
Lead Format Detected
Digitalize Change default path Delete SVG file
’7 [3x4+1]
— DATA PLOT
Leadlongll
Chest Leads... =| g A0F T T T T T
‘ = 200~
. @
long I i ,t,E 0
E ool
Aug. Leads... v = W] | | | | | | | | |
0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 7000 8000 9000
Time (ms)
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