Capitulo 1

Introduccion

1.1. El proceso de rectificado

El proceso de rectificado consiste en la eliminacién del material superficial
de una pieza por un método abrasivo. Esta abrasién se produce por medio de
una muela, a la que se adhiere en su superficie una arenilla abrasiva, que gira a
gran velocidad sobre la pieza. Los granos abrasivos actian como elementos de
corte individuales, quitando pequenas limaduras de la pieza. Estos elementos
abrasivos suelen consistir en granos de diamante, 6xido de aluminio o carburo
de silicio, que permanecen sujetos a la muela con algiin aglutinante resinoso o
vitreo [1].

Los procesos de rectificado industrial se usan fundamentalmente cuando se
precisan tolerancias muy pequenas en el acabado de las piezas y/o un buen
pulido superficial de las mismas. Estos procesos de rectificado estdn ampliamente
extendidos en la industria, como por ejemplo la del automévil o la aviacién, y
cualquier pequena mejora en los mismos puede resultar en un ahorro econémico
bastante significativo.

Durante el proceso de rectificado, la mayor parte de la energia se convierte
en calor, el cual se acumula en la zona de contacto entre la pieza y la muela.
Las altas temperaturas alcanzadas pueden aumentar, por un lado, la tolerancia
del acabado y reducir, por otro, la calidad de la pieza, debido a las tensiones
residuales generadas en la misma. El danado térmico de la pieza ocurre cuando
las temperaturas generadas en el rectificado superan la tempertatura de cambio
de fase en la estructura metélica de la pieza [2], [3], [4] . Para reducir estos efec-
tos adversos, se suele inyectar un liquido refrigerante sobre la zona de contacto
entre la pieza y la muela. De este modo, se desminuye la generacién de energia
por friccién y al mismo tiempo se refrigera la zona por conveccién. Ademds, el
liquido refrigerante ayuda a quitar de la zona de contacto el material extraido
de la pieza. La gran desventaja de estos liquidos refrigerantes es que son alta-
mente contaminantes, por lo que la optimizacién en su uso tiene un gran valor
medioambiental. En la figura 1.1 se pueden observar los diferentes componentes



de un dispositivo real de rectificado plano.

Muela

Pieza

Figura 1.1: Dispositivo de rectificado

Aunque se han llevado a cabo estudios del campo de temperaturas por méto-
dos computacionales directos [5], [6], es de un gran interés abordar el problema
del dafiado térmico con métodos analiticos [7] por dos motivos. En primer lu-
gar, se pueden obtener expresiones explicitas de la dependencia de la solucién
con respecto a los pardametros del rectificado; y en segundo lugar, la rapidez de
la presentaciéon de resultados permite monitorizar de una manera préctica el
proceso de fabricacién industrial.

Resumiendo, podemos afirmar que tiene un gran interés industrial y medioam-
biental el estudio de modelos matematicos analiticos de la generacién y conduc-
cién del calor en el proceso de rectificado, tanto en el caso con refrigerante como
en el seco. De este modo, por un lado, se podrdn minimizar los efectos térmi-
cos adversos sobre la pieza y el consumo de refrigerante; y por otro lado, la
implementacién préctica de estos modelos en la fabricacion industrial.

1.2. Estructura y contenido

La presente memoria para optar al grado de doctor se encuadra en la linea
de investigacién de modelos matemaéticos térmicos del grupo de modelizacion
interdisciplinar Intertech [8], [9]. En concreto, este trabajo presenta unos mod-
elos matematicos para la transmisién de calor en el rectificado industrial plano
[10], [11], haciendo un extenso uso de ciertas funciones especiales de la Fisica-
Matematica, como las funciones hipergeométricas, las funciones de Hermite o
las funciones de Bessel [12].

Comenzaremos con un capitulo dedicado a deducir desde primeros princip-
ios la ecuacién del calor con conveccién y su equivalencia con la ecuacién del
calor clasica bajo una traslacién de coordenadas [13]. Se verd también cémo se



aplica esta ecuacion del calor conveccion a la modelizacién de la transmision de
calor en el rectificado plano. Se presentard en el siguiente capitulo el modelo de
Jaeger [14], [15] del rectificado plano. Este modelo toma como fuente una banda
lineal infinita mévil que se desliza por la superficie de la pieza rectificada. Las
propiedades de las funciones de Bessel serdan fundamentales para dar una expre-
sién analftica compacta del campo de temperaturas que se obtiene en la pieza
[16], [17]. En el capitulo siguiente se presentard el modelo SV (Samara-Valencia)
[18], [19], del rectificado plano. Este modelo consiste en resolver la ecuacién del
calor con conveccién con unas condiciones de contorno variables en el tiempo y
en el espacio. Esta flexibilidad en las condiciones de contorno hara que el modelo
SV sea mds general que el de Jaeger y que se pueda modelizar el rectificado con
aplicacién de fluido refrigerante y muelas que produzcan en la pieza una friccién
intermitente. Ademds, permite obtener el campo de temperaturas no sélo en el
estado estacionario, sino también en el transitorio.

En el siguiente capitulo se comparan los modelos SV y de Jaeger en el estado
estacionario para en el caso del rectificado seco y friccién continua. La solucién
del modelo SV constars de dos sumandos, 7(® y T, En primer lugar, se
deducird la equivalencia analitica de T(®) con la solucién de Jaeger para un
solido infinito. A partir de esta equivalencia particularizada en la superficie de
la pieza, se ofrecerd la resolucién de una integral impropia que no se encuentra en
las tablas de integrales usuales [20]. Se comprobara numéricamente que el campo
de temperaturas dado por ambas soluciones son compatibles dentro del error
numérico. En segundo lugar, se obtendra una expresién para TV, deduciéndose
que la temperatura en la superficie para T(© y T(1) son equivalentes. Para ello,
se obtendra una representacion de la delta de Dirac que no se encuentra en las
tablas de férmulas matemé&ticas méas usuales [21]. A partir de la unicidad de la
solucién del problema que resuelven ambos modelos [22], se deduciré el célculo
de una integral impropia que no aparece tampoco en las tablas de integrales
habituales [20]. A continuacién, se presentarda un método sencillo y répido para
el cdlculo de la temperatura méxima, que se halla en la superficie de la pieza, con
algunos resultados numéricos. Por ultimo, se ofrecerd el campo de temperaturas
calculado numéricamente para el rectificado de una pieza de aleacién de titanio
VT20 [23], [24], segin ambos modelos. Comprobaremos efectivamente que el
modelo SV y el modelo de Jaeger son equivalentes. Los programas en MATLAB
utilizados en esta tltima seccién se presentardn al final a modo de apéndice.

En el dltimo capitulo se ofreceran dos tipos de resultados a partir del modelo
SV: el estado transitorio en el rectificado seco y la solucién para el caso mas
simple del rectificado con refrigerante. Este 1ltimo caso supondrd un coeficiente
constante de transmisién de calor del refrigerante sobre la superficie de la pieza.
De las soluciones obtenidas se concluird que el rectificado con refrigerante es
una correccién al rectificado seco, proporcional al coeficiente de transmisién de
calor. A continuacién, se mostrard un método para obtener el mdximo de la
temperatura en el rectificado con refrigerante estudiado; y asi mismo, el tiempo
que dura el estado transitorio, tanto en seco como con refrigerante. Por 1iltimo,
se presentaran unas graficas de la evolucién de la temperatura en la superficie
de la pieza, para el caso seco y con refrigerante; asi como el campo de temper-



aturas en el rectificado con refrigerante con distintos valores del coeficiente de
transmisién de calor. Para la obtencién de todas estas gréficas se utilizardn los
mismos pardmetros de rectificado que en el capitulo anterior y unos programas
elaborados en MATLAB que se detallaran al final a modo de apéndice.



Capitulo 5

Comparacion de los
modelos de Jaeger y SV

En este capitulo vamos a comparar el estado estacionario de los modelos de
Jaeger y SV para el caso de rectificado seco y friccién continua. La solucién del
modelo SV constard de dos sumandos, 7©) y 7!, En primer lugar, se deducira
la equivalencia analitica de T(®) con la solucién de Jaeger para un sélido infinito
(3.30). A partir de esta equivalencia particularizada en la superficie de la pieza,
se ofrecerd la resolucién de una integral impropia que no se encuentra en las
tablas de integrales usuales [20]. Se comprobard numéricamente que el campo
de temperaturas dado por ambas soluciones son compatibles dentro del error
numérico. En segundo lugar, se deducird una expresién para T deduciéndose
que la temperatura en la superficie para T(© y T(1) son equivalentes. Para ello,
se obtendra una representacion de la delta de Dirac que no se encuentra en las
tablas de férmulas mateméticas mds usuales [21]. A partir de la unicidad de
la solucién del problema que resuelven ambos modelos, se deducird el célculo
de una integral impropia que no aparece tampoco en las tablas de integrales
habituales. A continuacién, se presentard un método sencillo y rapido para el
célculo de la temperatura méxima, que se encuentra en la superficie de la pieza,
con algunos resultados numeéricos. Recordemos que, tal y como se comenté en
la introduccién, el conocimiento de la temperatura méxima es de vital importa-
cia para evitar el danado térmico de la pieza. Por 1ltimo, se ofrecerd el campo
de temperaturas calculado numéricamente para el rectificado de una pieza de
aleacién de titanio VT20, segiin ambos modelos. Comprobaremos que, efectiva-
mente, el modelo SV y el modelo de Jaeger son equivalentes.

5.1. Comparacion para el caso cldsico estacionario
Llamamos caso cldsico de rectificado cuando no tenemos refrigerante actuan-

do sobre el proceso de rectificado y la muela siempre estd en contacto con la
pieza, es decir no tenemos rectificado pulsado. En este apartado vamos a com-
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probar que la solucién que ofrece el modelo SV en el caso cldsico alcanza la
temperatura méxima en el estado estacionario. La solucién dada en (4.46) para
el campo de temperaturas segin el modelo SV, la podemos desglosar en dos
sumandos,

T (t,2,y) =T (t,2,y) + TV (t,2,y), (5.1)

donde,

(5.2)

5.1.1. Caso clasico estacionario

Cuando no tenemos refrigerante actuando sobre la pieza al ir rectificindose,
podemos considerar que la pieza estd aislada del medio ambiente. Esto quiere
decir que segtin la ley del enfriamiento de Newton, (véase seccién 2.4.2), el flujo
de calor de la pieza al medio es nulo, es decir, el coeficiente de transmisién de
calor h vale cero. Recordando (2.26), tenemos que,

h=b(tz)=0. (5.4)

Cuando la friccién es continua, podemos considerar que el contacto entre pieza
y muela se da en todo momento sobre la zona z € (0,0), por tanto,

d(t—s,x)=—qH (x) H(§ —x), (5.5)

donde ¢ es el flujo de calor que entra en la pieza (unidades en el SI, J/m?s) y
H () es la funcién escalén o de Heaviside. Sustituyendo (5.4) y (5.5) en (5.2) y
(5.3), tenemos que,

(0) -4
T (t7x?y) 47Tk0><
5.6
/t exp 2L /6ex @ o) da' b 98 o
o P\ ks )Y ), O Aks P
t 2 1
(1) - Y AR
(t.2,9) 8rk J, P\ Tks ) 27

(5.7)

> o 7(x’f:cfvds)2 ,
{/OOT(t s,x,O)exp( T )dz}ds.
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A partir de las expresiones dadas en (5.6) y (5.7), podemos definir el campo de
temperaturas para t — oo,

T (z,y) =T (2,9) + TV (z,9), (5.8)
donde,
7 (x,y) := th’m 7 (t,z,y), (5.9)
T (z,y) == th TW (¢, 2,y). (5.10)
— 00

5.1.2. Temperatura maxima en el estado estacionario

Comprobemos ahora que la temperatura médxima se alcanza cuando t — oo.
Efectivamente, reescribamos (5.6) y (5.7) de la siguiente manera,

t —y2\ ds
TO (t,2,y) = 4:k0 / F(z,s)exp (4—58) 'y (5.11)
0

¢ —2\ ds
TW (t,2,y) = %/ G (t,z,s)exp (4—;:8) 2 (5.12)
0

donde hemos definido,

J " —ys)?
F(z,s) ::/O exp <—%> dx’, (5.13)

[e%s) r o 2
G(t,z,s) = / T(t—s,2’,0)exp (%) da'. (5.14)

Como la integral de una funcién positiva es una cantidad positiva, la funcién
F (z,s) > 0, Vx,s. Por tanto, el integrando dado en (5.11) es positivo, por lo
que el maximo de T© ha de encontrase en t — 00,

0<TO (t,z,y) <TO (z,9) te(0,00). (5.15)

Por otro lado, teniendo en cuenta que la temperatura en superficie es una funcién
positiva (recordemos que la temperatura estd medida en K), tenemos de nuevo
que, como la integral de una funcién positiva es positiva, G (¢,z,s) > 0. Por
tanto, el integrando dado en (5.12) es positivo, por lo que el maximo de T ha
de encontrarse también en t — o0,

0<TW (t,z,y) <TW (z,y) t e (0,00), (5.16)

donde la primera desigualdad es debida a que y > 0.
De (5.15) y (5.16), obtenemos finalmente que la temperatura mdxima se
alcanza en la pieza en t — oo,

0<T(t,z,y) <T(x,y) t € (0,00). (5.17)
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Para comprobar que el estado estacionario estd en ¢t — oo, recordemos que,
segin vimos en (2.10), el estado estacionario se alcanza cuando,

T
= =0 (5.18)

Como, segin (5.17), T' (¢, x,y) alcanza un méximo en ¢ — oo, se verifica (5.18),

cuando t — oo. Esto quiere decir que el estado estacionario se alcanza en ¢t — oo.

5.2. Equivalencia de T") (z,y) con la solucién de
Jaeger en un sélido infinito

Segtin (5.9), podemos reescribir (5.6) para el estado estacionario, t — 0o, de
la siguiente forma,

T (2,y) = drko .

0 2 é / 2
—y (&' =z —ws) | ds
/0 eXp(4ks>{/0 exp( 4ks )dw} s

Intercambiando el orden de integracién, podemos reescribir de nuevo (5.19) de
una forma mé&s compacta,

§ oo 2 / 2
q + () —z —vgs ds
TO (@,y) = 47k /0 {/0 P <_y : 4ks - ) ?} da’. (5.20)

Desarrollemos ahora el argumento de la funcién exponencial del integrando en
(5.20), resulta,

(5.19)

1 /
70 __4q / va(z —2a')
" )2 , (5.21)
e v+ (rx—= v5 ds ,
-t — »dz’.
{/0 eXp( ks 4k8> 3} o
Haciendo el cambio, o = g s, y llamando,
= ‘g—]‘i‘ y2 4 (z — 2')?, (5.22)
tenemos que (5.21) se convierte en,
7 -
(5.23)

o) [Con(or) B
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Teniendo en cuenta la representacién integral de K, (z), [12],

1 /2\v [ 22
K, (z)= 5 (2) /0 exp ( o 1 ) o do. (5.24)

Podemos expresar (5.23) como,

3 /
v (z —
TO) (z,y) = 27r(11<:pc/0 exp (—7(1 ( o% )> Ko (2) da'. (5.25)

Recordando el valor de z dado en (5.22), y haciendo el cambio u = —Mzk_—xl,
resulta finalmente,

—vq(z—9)/2k 2
TO (z,y) = d / e" Ko ( (%) + u2> du. (5.26)

TPCVd J —vyz/2k 2k

5.2.1. Cambio de coordenadas

FEl sistema de coordenadas que utiliza Jaeger para deducir su solucién no es
el mismo que el que utiliza el modelo SV. Para compatibilizar ambas soluciones,
tenemos que realizar un cambio de coordenadas segin el esquema de la figura
5.1. Si queremos pasar de la coordenada x en el sistema de coordenadas SV a

0
-b’ | b’ X Coordenada x
E [ : de Jaeger
i E X Coordenada x
[ " del modelo SV
0 0=2b

Figura 5.1: Cambio de coordenadas en x del sistema de Jaeger al modelo SV.

la coordenada z’ en el sistema de coordenadas de Jaeger, tenemos que realizar
el siguiente cambio,
x=12+b. (5.27)

Por tanto, teniendo en cuenta (5.27) y sabiendo que 6 = 2V, tenemos que,
x—d0=a-V. (5.28)

Ademsds, las coordenadas y y z se intercambian de un sistema a otro segiin la
figura 5.2.
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Coordenadas z’

del modelo SV Coordenadas

> X de Jaeger

—>

Figura 5.2: Cambio de coordenadas tridimensional entre los sistemas del modelo
SV y Jaeger.

y=—2" (5.29)

Por otro lado, en el sistema de Jaeger, lo que consideramos que se mueve es la
fuente a una velocidad vy, mientras que en el modelo SV lo que se mueve es
la pieza a una velocidad vgq. Segin (2.15), ambas velocidades tienen la misma
magnitud, pero signo opuesto, es decir,

Vg = —Vf. (5.30)

Sustituyendo (5.27)-(5.29) en (5.26) y teniendo en cuenta (5.30), resulta,

_ 'Uf(z'—b/)/Zk N\ 2
7O (2, 2) = d / e" Ko (vfz ) +u? | du.  (5.31)
TPCVF (o' 4b') /2K 2k

Finalmente, utilizando las variables adimensionales,

vz vz vl
X = Z = B - .
2k’ 2k’ 2k

y cambiando el orden de los limites de integracién en (5.31), obtenemos la ex-
presion cldsica de Jaeger obtenida en (3.30),

X+B
70 (X, 7) = —4 / e Ko (VZ2 + 2 du. (5.32)

7TpC'Uf X—-B

5.3. Temperatura 7" en la superficie

En esta seccién vamos a deducir dos expresiones equivalentes segin el mod-
elo SV y el de Jaeger para la distribucién de temperaturas en la superficie de
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la pieza rectificada en el caso cldsico estacionario. Para ello, en primer lugar,
deduciremos una expresién equivalente para T segin el modelo SV. Obten-
dremos el resultado de una integral impropia que no se encuentra en las tablas
de integrales més habituales.

5.3.1. Expresién equivalente para T (z,y)

Segun (5.19), tenemos que la temperatura en el estado estacionario para
rectificado seco continuo viene dada por la expresion,

T (2,y) = g

oo 2 1 / 2
-y°\ 1 (@ =2 —wvas) ,
/0 exp <_4ks> S {/0 exp ( . > dx }ds.

Evaluemos la integral sobre la variable 2’ en (5.33),

I _/5ex _M dz’' (5.34)
o 0 P 4ks ' ’

que se puede expresar en términos de la funcién error como,

I = v/rks {erf (%) +erf ("”;/Z_ZS) } . (5.35)

Sustituyendo este resultado en (5.33), obtenemos la siguiente expresién para
TO) (z,y),

ok

7(0) -

(5.36)
o) 2
i) () s ()
exp| — | s erf | ——— | +erf ds.
/o P <4k8> 2Vks 2Vks
Haciendo ahora el cambio, s = Z—;, llegamos a que (5.36) se convierte en,

7 =4

(5.37)

o) 2
Y T = U0 T—0 v4o
/o exp ( 02) {erf (J + 1 ) erf < = + 1 )}da.

5.3.2. Modelo SV

Segin (5.37) tenemos que el campo de temperaturas T(°) en superficie es,

o -0
7O (2,0) = 4\/(5_#% /0 {erf (; + %) —erf (m —+ %)} do. (5.38)
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Podemos observar las siguientes propiedades en la expresién dada en (5.38). En
primer lugar, se satisface que,

lim 7O (2,0) =0, (5.39)
debido a que erf (00) = £1. Observemos también que debido a que > 0,

tenemos que, Vz, o,
+ vdo z—90 . Vgo
4k o 4k -

Como la funcién error es una funcién creciente, tenemos que,

erf( + %) —erf (%5 + %) > 0. (5.40)

Como la integral de una funcién positiva es una cantidad positiva, y dado que
q > 0, (pues es el flujo de calor que entra en la pieza debido a la friccién con la
muela), podemos concluir de (5.38) y (5.40) que,

7O (z,0) > 0, z €R. (5.41)

5.3.3. Modelo de Jaeger

Debido a la equivalencia de T(©) con la solucién de Jaeger para un sélido
infinito (seccién 5.2), y teniendo en cuenta la expresion dada en (3.34) para la
temperatura en superficie del modelo de Jaeger, resulta,

7O (o7 0) = — L& {J (;]’; («’ +b’))—Jg(2k( ’—b’))}. (5.42)

ﬁkovf

Considerando ahora el cambio de coordenadas del sistema de referencia de
Jaeger al del modelo SV, (5.27) y (5.28),

vy v
o7 L2 +b) = fix, (5.43)
’Uf N ’Ud _

y sustituyendo (5.43) y (5.44) en (5.42), resulta que T©) en la superficie de la
pieza rectificada es,

7O (2,0) = W;jfvd {7 (;’—z (6-2))~Jg (—;)—Zx)} (5.45)

5.3.4. Integral impropia

La expresién integral (5.38) dada para T (z,0), no estd tabulada en las
tablas de integrales habituales [20], sin embargo, comparando (5.38) con el re-
sultado obtenido para T (z,0) en (5.45), podemos dar un resultado para dicha
integral. Efectivamente, tomando a = z y b = vg/4k en (5.38), llegamos a,

7O (a,0) = 4\/%]{0 /0 {erf (% + bT) —erf (aT—(S + bT)} dr.  (5.46)
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Haciendo el mismo cambio en (5.45), obtenemos,

q
4()7‘1’]{}0

Igualando ahora las expresiones dadas en (5.46) y (5.47), y despejando, con-

cluimos que,
/ {erf (2 + bT) —erf (G—(S + bT)} dr
0 T T

20(6 —a)] - Jg(—2ba)},

7O (a,0) =

{Jg[2b(6 — a)] — Jg (—2ba)}. (5.47)

(5.48)

1
=—1{J
donde la funcién Jg (z) fue definida en (3.33).

5.4. Solucién para TW (z,y)

En esta seccién vamos a deducir una expresién para T en el caso clésico,
es decir, rectificado seco y friccién continua. Seguin (5.7), la expresién para T
en el estado cldsico estacionario se puede expresar como,

oo (222

o

87k o

e} 2 / 2 2
y @ —2)" vy Y ds|
- G| — S
{ /0 P ( dks ) 2 ("
Para evaluar la integral dada en (5.49) sobre la variable s,

00 2 / 2 2
v 4 (2 —2)”  vg |\ ds
I, = yrw oy e, 5.50
: /0 eXp( s 1) 2 (550)

podemos hacer uso de la representacién integral de las funciones de Bessel de
tercera especie (5.24), tomando,

T (z,y) =

(5.49)

= /Y2 —a! b1
z 5% y2 + (z —a)°, (5.51)
llegando a,
v3 K (2)
I, =-4 5.52
A (5.52)
Sustituyendo (5.52) y (5.51), en (5.49), resulta,
2 [oe]
(1) _ Yvq / va (v — )
T (x,y) " [mT(x ,0) exp ( % X
(5.53)




Haciendo en (5.53) el cambio X’ = vg2’/2k y tomando las variables adimen-
sionales,
|val |val y

tenemos finalmente que,

dx’. (5.55)

v e K ( Y2+ (X — X’)2)
TW (X,Y) = —/ T(X',0)eX X
27 J_ o Y24 (X - X’)2

5.5. Temperatura 7" en la superficie

Segun la expresién dada en (5.55) para la temperatura TM | tenemos que su
expresién para Y — 07 (recordemos que Y > 0) es,

1 [ ,
TW (X,0) = Jim o T(X',0)eX XN (X'Y)dX', (5.56)
— T —oo

donde hemos definido la funcién niicleo de T™W como,

K, ( Y24 (X - X’)Q)

N(X\Y):=Y
V24 (X - X')°

(5.57)

5.5.1. Funcién nicleo en la superficie

Vamos a ver que la funcién nicleo se comporta como una delta de Dirac
cuando Y — 07T. Efectivamente, en X’ # X tenemos que,

lim N (X',Y) = 0. .
Jm N(XLY)=0 (5.58)

Sin embargo, en X’ = X, sabiendo que K; (07) = oo, tenemos que,

lim N (X,Y)= lim K (]Y|) = . 5.59
Jm N(X,Y) = lim K (JY]) = oo (5.59)
Aunque la funcién niicleo tenga un valor infinito en X’ = X cuando Y — 07,
su integral es finita. Efectivamente, definamos la siguiente integral,

o

Iy = lim N (X' Y)dX'". (5.60)

Y -0t J_ o

Haciendo el cambio x = X’ — X y teniendo en cuenta la paridad del integrando
que resulta, llegamos a,

[e'e] K1 Y2 + X )
Iy = lim QY/ dx. (5.61)

Y -0+ /Y2 + X
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Realizando ahora los cambios: u© = /Y2 + x2 y u = Y cosh z, resulta,

Iy = lim 2V / Ky (Y cosh 2) dz. (5.62)
Y —0+ 0

Segun la representacion de K,, dada en la bibliografia [12], tenemos que,

0
{2log —)—1/1(k+1)71/1(k+n+1)},

por tanto,
Hm+ K (M) = = (5.63)

Aplicando (5.63) a (5.62), obtenemos,

> dz
In=2 =T. 5.64
N /0 coshz ( )

Por tanto, de acuerdo a (5.58), (5.59) y (5.64), tenemos que la funcién nicleo
en la superficie se comporta como un delta de Dirac, es decir,

y K (m)

i, e = +6p (u). (5.65)

5.5.2. Resultado para T() en la superficie

Sabiendo que la funcién nicleo se comporta en la superficie como una delta
de Dirac, podemos sustituir (5.65) en (5.56), obteniendo,

1 [ / T(X,0
T<1>(X,0):§/ T(X',0)eX X6p (X - X')dX' = (2’ ),
es decir,
T (X,0) =27W (X,0). (5.66)
Como, por definicién, la temperatura es la suma T(©) y 71| (5.8),
T(X,0)=T9(X,0)+ 7Y (X,0), (5.67)

sustituyendo (5.66) en (5.67), llegamos a que T(©) y T(1) son equivalentes en la
superficie,
TW (X,0) =T (X,0). (5.68)

Ahora bien, de acuerdo a (5.68) y (5.67), queda que la temperatura en superficie
es,

T (X,0) =270 (X,0). (5.69)
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Debido a que el resultado obtenido para T en (5.32), es equivalente al resul-
tado obtenido en el modelo de Jaeger para un sélido infinito (3.30), podemos
deducir, a partir de (3.35) y (5.69), que la temperatura en superficie de la pieza
rectificada coincide en los modelos de Jaeger y SV,

TJa‘eger (-73; O) =Tsv (.’E, 0) . (570)

5.6. Campo de temperaturas en el modelo SV

A partir de (5.26) y teniendo en cuenta que ky = kpc, podemos obtener el
campo de temperaturas en variables adimensionales (5.54) para 7O,

X
70 (x,y) = 2 / et Ko(\/Y2+u2)du, (5.71)
X-A

Wkovd

siendo A := v40/2k. Para obtener una expresién del campo de temperaturas
T podemos sustituir (5.69) en (5.55), y hacer el cambio u = X — X', con lo
que obtenemos,

o (VTTE)
N EERT

donde, segin (5.69), la temperatura en superficie dada en (5.45) en variables
adimensionales es,

TV (X,Y) = ;/ T (X —u,0)e” du, (5.72)
™ — 0o

T(X,00 = 279 (X,0) (5.73)
_ Wi‘i’zd (Je (A= X) = Jg (—X)}. (5.74)

Por tanto, el campo de temperaturas en el modelo SV resulta finalmente,
Tsy (X, V) =TO (X, V) +TW (X,Y). (5.75)
Observemos que, de acuerdo a (5.39) y (5.69), también se cumple,

i 7(X,0)=0, (5.76)

donde, segtin (5.70), la condicién (5.76) es idéntica para los modelos de Jaeger
y SV.

5.7. Equivalencia del modelo de Jaeger y SV

5.7.1. Condiciones de contorno

Segun el modelo SV, la condicién de contorno en la superficie viene dada
por (4.7). Sabiendo que en el caso clésico estacionario, el término de la friccién
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viene dado por (5.5) y el de conveccién es nulo (5.4), tenemos que la condicién
de contorno se expresa como,

ko0, T (x,0) = —q H (z) H(0 —x). (5.77)

Teniendo en cuenta el cambio de coordenadas entre el modelo SV y el de Jaeger
dado en (5.27)-(5.29), obtenemos,

ko0, T (2',0) =qH (z' +b) H(b—2'). (5.78)

Podemos observar que la condicién de contorno obtenida para el modelo SV en
(5.78) es equivalente a la obtenida en el modelo de Jaeger dada en (3.39).

5.7.2. Equivalencia entre 7©) y 70

Hasta ahora hemos visto cémo el modelo de Jaeger describe el proceso del
rectificado plano considerando un sélido seminfinito. Para ello, Jaeger resuelve
la ecuacién del calor para una fuente mdévil en el estado estacionario con la
condicién de contorno dada en (3.39). Por otro lado, hemos desarrollado una
expresion, dada en (5.75), para el campo de temperaturas segiin el modelo SV
en el caso clédsico estacionario. Esta expresién resuelve la ecuacion del calor con
conveccién segin la condicién de contorno dada en (5.77). Dado que la ecuacion
del calor con conveccién es equivalente a la ecuacién del calor para una fuente
moévil (véase seccion 2.3), y que las condiciones de contorno de ambos problemas
son idénticas, (3.39) y (5.78), las soluciones dadas por ambos modelos resuelven
el mismo problema estacionario,

V2T (z,y) = 0, (5.79)
koTy (x,0) = —qH(x) H(6—x), (5.80)

con la misma condicién dada en (5.76),

lim T (x,0) = 0. (5.81)
r—+o00
Como el problema planteado en (5.79)-(5.81), tiene solucién unica [13], con-
cluimos que,

Tgv (xv y) = TJaeger (:Ea y) . (582)

Teniendo en cuenta la expresién dada en el modelo de Jaeger (3.35), y la equiv-
alencia que se mostré en la seccién 5.2, resulta que,

TJaeger (.7}, y) = QT(O) (:Ea y) . (583)

Por otro lado, teniendo en cuenta la expresion para el modelo SV (5.75) y la del
modelo de Jaeger (5.83), si ambos modelos aportan la misma solucién (5.82),

ha de cumplirse que,
T (2,y) = T (2,y). (5.84)
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5.7.3. Integral impropia

Recordando el producto de convolucién para la transformada de Fourier,
podemos observar que el campo de temperaturas debido a la parte antisimétrica
dado en (5.72), se puede expresar de la siguiente manera,

T (w,y) =T (w,0) 7 (w,y), (5.85)
donde hemos utilizado la siguiente notacién para la transformada de Fourier,

Flf ()] (w) = f (),

y donde hemos definido la funcién n como la transformada de Fourier de la
funcién micleo n,

~ 1 > twu
n(W,y):%/ n(u,y)e dua

habiendo definido la funcién micleo n como,

_uK1 (\/W)

n(u,y) 1= ye 5.86
(u,y) ==y Vi +u? (5.86)

Teniendo en cuenta (5.69), podemos expresar (5.85) como,
70 (w,y) =27 (w,0) 2 (w, ) (5.87)

Por otro lado, la expresién dada en (5.71) para T(®) se puede expresar como,

qk
mkovy

TO) (z,y) = /_OO H(zx—u)H (u—x+A)m(u,y) du, (5.88)

donde H () es la funcién escal6n o de Heaviside y donde hemos definido,

m(u,y) :=e “Ky (\/y2 + u2) . (5.89)

Sabiendo que A > 0, podemos derivar con respecto a x en (5.88), obteniendo,

oT®) qk /°°

[0p(u—2z4+A)=6dp (u—2ax)]m(u,y)du

oz Tkovd J_oo
= - ag) —mey) (5.90)
= ﬂ'kovd m (T , Y mir,y)|, .

donde dp () es la funcién delta de Dirac. Recordando ahora la propiedad para
la transformada de Fourier de la derivada de una funcidn, resulta que,

(0) .
F (agx > (w,y) = —iwT® (w,y). (5.91)

40



Tomando la transformada de Fourier en ambos miembros de (5.90), y teniendo
en cuenta (5.91), llegamos a,

qk

B 0,y) = L

Flm(x—Ay) —m(z,y)] (w). (5.92)
Teniendo en cuenta las propiedades de la transformada de Fourier, llegamos a,

R qk: 1— eiAw .
7O (w,y) = wkovdTm(M’y)

= h(w)m(w,y), (5.93)

donde hemos abreviado la notacién definiendo la funcién,

gk 1-— eibw

h =
() wkovg W

Tomando la transformada de Fourier en (5.84), tenemos,
TW (w,y) =T (w,y). (5.94)
Sustituyendo (5.87) y (5.93), en (5.94), obtenemos,
27 (w,0) 7 (w, ) = h (W) 10 (W, y) . (5.95)
Volviendo a tener en cuenta (5.93), para y = 0, tenemos que,
T (w,0) = h (w) 10 (w,0). (5.96)
Sustituyendo (5.96) en (5.95), llegamos a,
2 (w, 0) 1 (w, y) =1 (w,y). (5.97)

Aplicando de nuevo el producto de convolucién para la transformada de Fourier
n (5.97), tenemos que,

m(z,y) = % /_OO m(x —u,0)n (u,y) du. (5.98)

Teniendo en cuenta las definiciones dadas en (5.89) y (5.86), y simplificando,
resulta finalmente,

Iyl ( Vit “2>
K (|lz — ul)
/ 2 + u?
Aplicando la representacion de la delta de Dirac que se obtuvo en (5.65), se puede
comprobar que (5.99) se satisface cuando y — 0. Aunque la integral impropia

ofrecida en (5.99) no se encuentra en las tablas de integrales mas habituales [20],
se puede comprobar que se satisface numéricamente. En las figuras 5.3 y 77 se

Ko ( Vit 2 y du. (5.99)
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Figura 5.3: Resultado numeérico para ambos miembros de la ecuacién (5.99).

han representado las gréficas de las funciones de ambos miembros de la ecuacién
(5.99). El dominio de representacion se ha escogido (z,y) € [—m, 7] X [—m, 7],
pues es donde la funcién Ky (\/:1:2 + y2) tiene un valor significativo.

La diferencia entre la evaluacién de ambos miembros de (5.99) en la figura
5.3 es compatible con el error cometido en el cdlculo numérico,

ECM, =5,62107% << 1,

donde ECM,. indica el error cuadrético medio relativo entre ambas cédlculos de
la grafica de la figura 5.3. En el Apéndice A, seccion A.2.8, se detallan los pro-
gramas efectuados en MATLAB para la elaboracién de las gréficas presentadas
en las figuras de esta seccién.

5.8. Temperatura maxima

Segun (5.79), el campo de temperaturas T (z,y) es una funcién armoénica.
Sabemos por el principio del méximo para funciones arménicas [22], que éste
se ha de encontrar en la frontera de la regién considerada, es decir, y = 0, en
nuestro caso. Teniendo en cuenta la equivalencia de los modelos de Jaeger y
SV (5.82)-(5.83), tenemos que hallar, por tanto, el maximo en x de la funcién
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T©) (2,0). Para ello, derivemos la expresién (5.38) con respecto a z, obteniendo,

aT© (z,0) q ° T V402
_— T = — =4+ — 5.100
O 27rk0/0 {eXp[ (0+ 4k) W (5.100)
. ) n V40 2 do
—exp | — [ 22— 4 247 i
P o 4k o’
donde hemos aplicado la regla de Leibniz y la derivada de la funcién error. Para
operar en (5.100), por simplicidad consideraremos la funcién,

R(x) = /OOO exp {— (% + Qf—;ﬂ %. (5.101)

Desarrollando el exponente del integrando en (5.101), obtenemos,

VgX o° x> vic?\ do
R () = exp (_%)/0 P <_F TI6k2) o

2 2
Realizando el cambio de variable, t = 747, dt = gi3do, donde se cumple
do __ dt
& = &7, llegamos a,

vgx\ 1 [ 22 dt
R(x) =exp (*%) 5/0 exp (E - t> 7
donde hemos de tomar,
VaX
2k
De acuerdo con la representacion integral de Ky, (5.24), podemos expresar la
funcién R de la siguiente forma,

700 =e (~5) o (| 5])

Por tanto, la derivada parcial dada en (5.100), queda,

oT© (z,0) q
= - —90)]. 102
T = g (R ()~ R (@~ )] (5.10)
Teniendo en cuenta que las funciones de Bessel K, (x) se hacen infinito cuando

x — 0, [12], tenemos que,

2=|

o1 (0,0)
e (5.103)
aT© (5,0)
= (5.104)

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de 7 (x,0)
hemos de calcular el signo de la expresién dada en (5.102). Para ello, consider-
emos por simplicidad la funcién,

r(z) :=e *Ky(|z]) = (5.105)
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donde se cumple que,

— (Y () = 2 (Y
R(z)=r (%x) R (2) = Str (%z) (5.106)
Teniendo en cuenta que K| (z) = —Kj (z), [12], podemos derivar la expresién

para r dada en (5.105), obteniendo,

—e T [Kg(—2)— Ki(—x)] <0
v (z) = (5.107)
—e " [Ky (z) + K (2)] x>0

Podemos reescribir (5.107) de la siguiente manera,
r' () = —e" [Ko (|z]) + sign (z) Ky (J2])] -
Como segun [16], K (z) > Ko (z) > 0, Ya > 0, resulta que,

(zr) > 0, <0, (5.108)
(z) < 0, a>0. (5.109)

/
r

/
r

5.8.1. Caso vy >0

Debido a que k es una magnitud fisica positiva, k& > 0, tenemos que, de
acuerdo a (5.106) y (5.108)-(5.109),

R(z) > 0, <0, (5.110)
R'(z) < 0, x> 0. (5.111)

Es decir, la funcién R es creciente en x < 0 y decreciente en x > 0. Observemos
que como § > 0, siempre se satisface que, x — § < x.

Para valores negativos, z — § < x < 0, como la funcién R es creciente,
R(x —0) < R(x), y por tanto, segiin (5.102), tenemos,

oT© (,0)

>0, <0, 5.112
p z < (5.112)

vq>0

donde hemos tenido en cuenta (5.103).
Para valores positivos, 0 < x —J < x, como la funcién R es decreciente,
R(x—9) > R(z), y por tanto, segtn (5.102), tenemos,

oT© (2,0)

> 9. 11
o <0, x >4 (5.113)

va>0

donde hemos tenido en cuenta (5.104).
Segtin (5.112) y (5.113), T (2, 0) no presenta ningtin extremo en z ¢ (0,4) .
Aplicando el teorema de Bolzano a la funcién 9,7 (z,0), teniendo en cuenta
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de nuevo (5.112

) y (5.113), concluimos que T (x,0) presenta al menos un
extremo en ¢ € (0,6

),
aT© (¢, 0)

o = 0. (5.114)

vq>0

Podemos observar que el extremo en x = c¢ es tnico debido a que la funcién
9T (2,0) es decreciente en x € (0,0) . Efectivamente, derivando en (5.102),
obtenemos,

PTO (2,00 ¢ ., /
G2 ankg (@)~ B9 (5.115)

Ahora bien, para 0 < z < §, tenemos, segtin (5.110)-(5.111), que,

R(z) < 0, x>0, (5.116)
R (z—46) > 0, x <. (5.117)

Por tanto, recordando que g > 0, pues es el flujo entrante de calor en la pieza, y
que ko es una magnitud fisica positiva, kg > 0, segin (5.115) y (5.116)-(5.117)
resulta que,
2?7 (z,0)
Ox?

Como segtin (5.103)-(5.104), la funcién 9, T (x,0) cambia de signo en el inter-
valo [0,4], y segin (5.118) 9,7 (2, 0) es una funcién decreciente en z € (0, d),
concluimos que,

<0, x€(0,0). (5.118)

e,/ 0, TV (¢,0) = 0. (5.119)

Teniendo ahora en cuenta (5.41), (5.39) y (5.119), concluimos que la temperatura
maxima de T(© en la superficie se halla en z = c.

7 (2,00 =T (¢,0), x€R.

5.8.2. Caso v;<0

Aplicando que la funcién error es impar, a la expresién de 7 (z,0) dada
en (5.38), tenemos que,

> -0 —wvgo T —v40
7O (5 - S / Y d f(Z d :
O=z0 =17 J; e T R P T

Es decir,

TO (5 —2,0) =T (,0)

Va

(5.120)

—vgq

Por tanto, calculando el maximo ¢ € (0, ) para vg > 0 segtin (5.114), podemos
obtener el mdximo ¢/ = — ¢, con ¢ € (0,9), para el caso vy < 0.

En la seccién 5.1.2 ya comprobamos que la temperatura méxima se alcanza
en el estado estacionario. Una vez localizado éste méximo en la superficie 4y,
la temperatura méxima la podremos hallar segiin la ecuacién (5.69),
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Tméx = 2T(0) (xméxa O) .

En el Apéndice A, seccién A.2.6, se detalla un cédigo en MATLAB para hallar
este maximo numéricamente.

5.8.3. Resultados numeéricos

Hemos tomado como pardmetros de rectificado 6 = 2,663 1073 m, vqg = 0, 53
m/sy q = 5,89 10"W/m?, siendo las propiedades térmicas de la pieza las de
una aleacién de titanio VT20 [23], kg = 13 W/(mK) y k = 4,23 1075 m?/s,
y una temperatura inicial Top = 300 K (temperatura ambiente). Hace mds de
cuarenta anos que empezaron a introducirse en la industria de la aviacién rusa
las aleaciones de titanio para la construccién de motores. Las ventajas de estas
aleaciones en términos de resistencia a la corrosién son bien conocidas para las
principales companias del sector [24].

En la figura 5.4 se puede observar la distribucién de la temperatura en la
superficie de la pieza. Aunque aparentemente la gréafica no parezca derivable en
x = 0,9, en las figura 5.5 se ofrece el comportamiento de la temperatura en el
entorno de = = 0,4. Para el cédlculo del valor de la temperatura méxima en la
superficie, se ha hecho uso de la expresién para T(®) (z,0) dada en (5.45), debido
a su rapidez computacional.

T = 1042,23 K. (5.121)
Tmix = 0,0072 94, vg = 0,53 m/s.
Tmix = 0,9928 6, vy = —0,53 m/s.

Estos valores estdn de acuerdo con el campo de temperaturas obtenido en las
figuras 5.7y 5.8. En el Apéndice A, secciones A.1y A.2, se detallan los programas
elaborados en MATLAB que se han realizado para representar graficamente los
resultados que se presentan en las figuras de esta seccion.
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1100 T T

1000F

800F

800

100F

600F

500F

400+

300 ' :

Figura 5.4: Temperatura en la superficie de la pieza 27 (z,0) para =z €

(—38/2,35/2).

T T T T T T T T 350 T T T T T T
1055+ . .
345+ ' .
1050+ . |
340+ , _
1045+ _ |
336+ .
10d0f r\\ . |
[ N 330+ 1
1035+ , \ 1 |
. . 325 8
1030F \\ 1
| N 320+ | .
1025+ RN .
| . 315+ ' 1
1020+ | . . ,
\ 310+ . .
1015} T -
| 305+ 1
1010F . -
1 1 1 1 1 1 1 1 300 1 1 1 L L L
-1 05 0 05 1 15 2 25 26 27 28
x10™ x107

Figura 5.5: Temperatura en

superficie en los entornos de x = 0, 4.
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5.9. Comparacién numérica de los modelos de
Jaeger y SV

A continuacién vamos a presentar el campo de temperaturas dentro de la
pieza calculado por las expresiones dadas por los modelos de Jaeger y SV respec-
tivamente. En las figuras de esta seccién se han usado los mismos pardmetros
de rectificado que en la seccién 5.8.3. En la figura 5.6, se ha representado el
resultado para T™ (z,7) de acuerdo a la expresién (5.55.

x 10 Temperatura [K]

y [m]

Figura 5.6: Resultado obtenido para T™M (z,y) en (z,y) € [-4, 6] x [0,5/10].

En la figura 5.8 se ha obtenido el campo de temperaturas completo T =
To+ T + T gegiin el modelo SV y en la figura 5.7 se ha obtenido el campo
de temperaturas segin el modelo de Jaeger, T = Ty+27®). Para la temperatura
inicial se ha tomado una temperatura ambiente de T = 300K.

Para comparar los resultados obtenidos por los modelos de Jaeger y Samara-

Valencia, (figuras 5.7 y 5.8), podemos calcular el error cuadratico medio relativo
entre ambas grificas, obteniéndose,

ECM,q =3,341077 << 1.

En el Apéndice A, secciones A.1 y A.2, se detallan los programas elaborados en
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%10 Temperatura [K]

4800

1700

y [m]

- 1600

-2 -1 0 1 2
x [m] -3

Figura 5.7: Resultado obtenido para T (z,y) segin el modelo de Jaeger en
(z,y) € [-6,6] x [0,6/10].

49



%10 Temperatura [K]

4800

y [m]

4700

F 1600

Figura 5.8: Resultado obtenido para T(ac,y) segin el modelo SV en (z,y) €
[—4,0] x [0,d/10].
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MATLAB que se han realizado para representar graficamente los resultados que
se presentan en las figuras de esta seccién.
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Capitulo 6

Rectificado con refrigerante

En este capitulo vamos a obtener una expresién explicita del campo de tem-
peraturas resolviendo la ecuacién integral del modelo SV para el caso mas sen-
cillo del rectificado con refrigerante. Este caso supone tomar un coeficiente de
transmisién de calor constante del refrigerante sobre toda la pieza. La ecuacién
integral se resolverd iterativamente, partiendo de una aproximacién inicial que
s6lo considera el término de friccién, T(9, y llegando a una solucién exacta.
Para ello, primero se abordard el problema en la superficie de la pieza, y luego
en profundidad, utilizando frecuentemente muchas de las propiedades de cier-
tas funciones especiales, como las funciones hipergeométricas confluentes o las
funciones de Hermite. A partir de la solucién obtenida se ofrecera un proced-
imiento para hallar el maximo de la temperatura en el estado estacionario y
el tiempo que dura el transitorio. Por idltimo, se presentardn unas graficas de
la evolucién de la temperatura en superficie y del campo de temperatura para
distintos coeficientes de transmisién de calor del refrigerante.

6.1. Expresién para T (¢,z,v)

La expresiéon que tenfamos para la evoluciéon temporal del campo de temper-
aturas T©) era, segiin (5.2), la siguiente,

7O (t,2,y) =

q
X
47 k()

/tex - /‘Sex @ —r—ws)) | ds
0 P\ 2ks 0 P 4ks s

De acuerdo a (5.35), la integral sobre la variable 2’ en (6.1) es,

0 ’ 2
(' —x —v48) ,
L, = _@ oz
/0 exp( e dx

= VrksERF (z,s), (6.2)
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donde hemos definido la funcién,

T+ Vg8 vgS+x — 9
ERF (z, s) := erf —erf | ——— . 6.3
(9 =t () e‘"( ks ) (6:3)

Sustituyendo (6.2) en (5.33), obtenemos la siguiente expresién para T (¢, z,v) ,

ok [ (—y2

—Y_ ) ERF
1wk J O 4k:s) RF (2, 5)

ds

7O (t,2,y) = YR

(6.4)

6.2. Expresién para TW (¢, z,y)

En esta seccién vamos a analizar el campo de temperaturas en la pieza recti-
ficada cuando aplicamos liquido refrigerante sobre su superficie. Consideraremos
que el coeficiente de transmisién de calor entre la pieza y el medio ambiente es
constante en todo momento y en todo punto de la superficie de la pieza, es decir,
segin (5.4),

b(t,z) = . (6.5)

Por tanto, de acuerdo a la definicién dada para el campo de temperaturas 7(*)
(5.3), tenemos que,

1/t —y? < [y Q@
(1) - _J g _ =
tey) 471'/0 exp <4/<:s) {/_OO <2k3 ko)

Tt — s Oyexp [ - @ =T 0" L ds
e 4ks s

6.2.1. Definiciones previas

Para facilitar el manejo de las expresiones que vamos a utilizar en este caso
del rectificado con refrigerante, ofrecemos las siguientes definiciones,

TW (t,2,y) = 3, [T (t,2,0)], (6.7)
donde hemos definido los siguientes funcionales,

:Z [T (tv T, 0)] = :ly [T (tv T, 0)] + A:y [T (ta z, 0)] ) (68)

t 2

N b P
31 e) =g [ Gew(F5) a0l ©9)
A, [T (t,2,0)] = —— s o (22 ) n [T (t,,0)] (6.10)

Y T Urky Jy s P\ ks ) e '

siendo el funcional Ny,

o0

R, [T (¢, 2,0)] := /

—0o0

roa 2
da'T (t — s,2’,0) exp (%) . (6.11)
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Debido a la linealidad de las integrales, los funcionales J,, AJ, X, son lineales.
Por otro lado, definimos la temperatura de orden p como,

47%/ / dgexp< xk_”da)2>. (6.12)

Sustituyendo (6.2) en (6.12), nos queda,

q\/_ t do

O, (t,z)

O, (t,x) = IVko Jo or17 ERF (z,0). (6.13)
De acuerdo a (6.4), observemos que se cumple,
0, (t,z) =T (t,2,0). (6.14)

6.2.2. Funcional N,

Vamos a ver cémo actia el funcional Ny sobre la temperatura de orden p,
©,. Para ello, sustituimos la definicién dada en (6.12) para O, en el funcional
Ng (6.11), y reordenamos las integrales, obteniendo,

t—s do
N, [0, (t,7)] = 4:1% / / d¢ / da’ (6.15)
(2 —x —vgs)® (€ —a' —vgo)’
o exp { ( ks dke '
Desarrollando el exponente del integrando dado en (6.15), llegamos a,
2 t—s 2
_ 4 _ (@ +vas) do i
N, (O, (t,z)] = Tk exp ( Ts ) /0 —p OXP ( i (6.16)
s 2
£ va§
X/o d§exp< 1o +2/<:
X/Ood{ljex __’2 s+o +:c_’ xo +€s
o P17 o 2k so '

Llamando I, a la dltima integral dada en (6.16), llegamos a,

., [7mkso 220 s €
I =2 sto P (4ks (s+ 0)> P (4k0 (s+0) o (s+ 0)> - (6.17)

Sustituyendo (6.17) en (6.16), queda,

Rs [0, (1, 2)] = avks p(—(wr—w) (6.18)

2 /ko ks

X/OZSPI/Q s+a (k) (41@;5210))
<[ acew (e o (v 57
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Llamando I¢ a la tltima integral dada en (6.18), obtenemos,

vi(s+o x? v3x
IE_\/wk(era)exp( d(4k )+4k(8+0)+2‘i—k>ERF(x,s+a).

(6.19)
Sustituyendo el resultado para I dado en (6.19) en (6.18), y simplificando,
finalmente llegamos al siguiente resultado,

R, [0, (t,2)] = ‘gk—]f O du% ERF (z, 1) . (6.20)

6.2.3. Funcional DZ

Veamos ahora cémo actia el funcional 3;; sobre la temperatura de orden p,

©,. Sabemos, por la definicién dada en (6.8), que,
35[0, (t,2)] =3y [0, (¢, 2)] + ATy [0, (¢, 2)] . (6.21)

Sustituyendo la expresion obtenida en (6.20) en la definicién dada para 3, (6.9),
y cambiando el orden de integracién, resulta,

t
q
2,10, (ta)) = e [ duERF (@0 (6.22)

t H _ .2
></ ds ( T z) exp (—y) .
0 () TRtz T dks
Observemos que, dado que p € [0, 1], la integral dada en (6.22) sobre la variable
s, se puede expresar de la siguiente manera,

13 ds _y2
T = — 2
» (U, 1) /0 (e 8)p71/2 Y exp <4ks) (6.23)
Por tanto,
t
q
2,16, (t:0)) = 1o [ duBRF (2,10 ¥, (1) (6.24)
Anslogamente,
—qka [!
A3, [0 (t.0)] = 5o /0 du ERF (z,0) AT, (g, 1),  (6.25)
donde,
12 dS 7y2
AT = — . 2
)= | (= s 512 exp<4ks> (6.26)

Las integrales dadas en (6.23) y (6.26) se pueden calcular con ayuda de
la funcién hipergeométrica confluente de segunda especie. Efectivamente, con-
siderando la integral,

Iy = /M S R—— (6.27)
pai= (,u—s)p_l/2 ” ) .
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y haciendo los cambios, s = u/t y z =t — 1, tenemos,

e At _
L,,= ,u3/2_p_qe_A/“/O exp (—7> ZV27P (14 )PTIR 2 gy, (6.28)

Teniendo en cuenta la representacién integral de la funcién hipergeométrica
confluente de segunda especie [12],

1 o e
‘I’<a77§t)=m/o e 22 (14 2) Nz, Rea > 0,Ret > 0.

podemos expresar (6.28) en los siguientes términos,

, A A
Ipg = p*> P 9 exp (—;) r (g —p> v (; — .4 ;) : (6.29)

Tomando A = y%/4k y q = 3/2, tenemos,

_ 2 3 3 3 P
Tp(yalu’):lj’ Pexp (ﬁ)r(i_p>qj<§_p,_ y—>a

> 3 (6.30)
ycon qg=1/2,
2 2
1P Y \p (3 3_ Ly
ATy (y, 1) := p exp<4ku)F<2 p)‘l’<2 Pyt ) (6.31)

Por tanto, sustituyendo (6.30) y (6.31), en las expresiones dadas en (6.24) y
(6.25) para los funcionales 3, y AJ,, resulta,

3,00, ) = —L r(3 p)

(6.32)
! ERF (z,p) 3 3 g2 y?
S g (2 2 Y 7.
x/o W <2 p’2’4ku) eXp<4ku)
qka 3
Ad,[0,(t,z)] = ——=T (—p) (6.33)
ver 8rkg \ 2
t  ERF (z,p) 3 1 g2 y?
el G T2 N (S v,
) /0 W <2 Py 4ku) o <4ku)

Finalmente, segiin (6.21), podemos obtener la siguiente expresién para :l; ac-
tuando sobre O,

. 3 t  ERF (z, —y?
3,00, (t2)] = kaor (2 p)/o du #exp <_y>

34
o (6.34)

Y 3 3 9 ko 3 1 92
X{Qqu<2 p’2’4/w) o U\2 P 2w
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6.2.4. Cadlculo en la superficie

Cuando nos hallamos en la superficie, y = 0, el cdlculo del funcional Jj
sobre la temperatura de orden p, ©,, se simplifica. Efectivamente, segin (6.24),
tenemos que,

t
q )
T [0, (t,2)] = o /0 duERF (z, p) limyTp (y; 1) - (6.35)

Ahora bien, podemos calcular el siguiente limite,

limy Y, (y, 1) = lim /# ds exp (2L (6.36)
ymo! = Y (1 — )P~ 1/ g3/2 P\ ks ) '

haciendo el cambio, u? = y?/4ks, resultando,

du 2

lmyY, (y,n) = 4Vklim —e " (6.37)
y=0 S ()
K 4ku?
Wk [ e gy = 2T
= i € = 12
I 0 I

Por tanto, sustituyendo (6.36) en (6.35),

VEk [t ERF(x,
o6y (t.o)) = o [ e, (6.39)

y teniendo en cuenta la expresién dada para ©, en (6.13),

30 [0, (,2)] = 56, (1,7 (6.39)

Por otro lado, segtin (6.25), tenemos que,

_ t
A6, (1)) = o4z [ du BRF (o) AT, (00, (6.00

0 Jo

donde,
AT, (0 )—/# ds (6.41)
p(Us b 0 (M_S)p_1/281/2- .

Haciendo el cambio de variable, s = put,

1
AT, (0, 1) = —— / 12 (1= gy (6.42)

P Jo

Utilizando las propiedades de la funcién Beta [12], podemos expresar (6.42),

como, )
_ VAT (5-p)

AT, (0, 1) = T (2—p)

(6.43)
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Sustituyendo este resultado (6.43) en (6.40), llegamos a,

ke T30) [, BN e
AJy[©, (¢ = dyp ———. 6.44
010, ()] = gm0 [ B (6.44)
Teniendo en cuenta la expresién de 0, obtenida en (6.13),
I(G-p)
AJO [("‘)p (t, CC)] = —amep,1/2 (t, SC) s (645)
donde,
5 Yha (6.46)

2k

6.3. Aproximaciones sucesivas en la superficie

Segtn (6.6), para hallar TM hemos de conocer el campo de temperaturas
en la superficie, T'(¢,x,0). A orden cero de aproximacién, podemos considerar
que el campo de temperaturas en la superficie vendra dado sélo por el término
que conlleva la friccién, es decir, segin (5.2), 7). Denotemos este orden cero
de aproximacién como,

To (t,2,0) = TO (t,2,0). (6.47)

Para obtener el primer orden de aproximacién, basta sustituir el orden cero de
aproximacién (6.47), en la expresién dada en (6.7) para T,

TV (t,2,0) = 3 [T (t,,0)| (6.48)
Por tanto, el campo de temperaturas a primer orden ser4,
Ty (t,2,0) = TO (t,2,0) + TV (¢, 2,0).
Es decir, segtin (6.48),
Ty (t,2,0) = TO (t,2,0) + 3% [Ty (¢, z, 0)].

En general, la aproximacién de orden n € N seré,

T, (t,2,0) := T (t,2,0) + 3¢ [T,,_1 (t,x,0)]. (6.49)
Como en esta seccién vamos a trabajar en el mismo punto (¢, z,0) de la super-
ficie, simplificamos la notacién de tal manera que la ecuacién (6.49), teniendo

en cuenta (6.14) y (6.8), resulta,

T, =01+ :() [Tn71] + A:() [Tnfl] R (650)

99



siendo la iteracién incial, segin (6.47) y (6.14),
Ty = O, (6.51)

y las relaciones recurrentes, dadas en (6.39) y (6.45),

1
2o [6p] = 56197 (6.52)
Ay [@p] = A17@;071/27 (6.53)
donde hemos definido,
NG At
A, = —a—2 . 6.54
? r'(2-p) (6.54)

6.3.1. Primeros 6rdenes de aproximacién

A partir de la ecuacién iterativa dada en (6.50) y de la relacién recurrente
(6.35), se puede calcular facilmente los primeros érdenes de aproximacion de la
temperatura en superficie. Efectivamente, teniendo en cuenta (6.35), la ecuacién
iterativa (6.50) a primer orden, resulta,

3
T = 5@1 + ATl, (655)

donde hemos definido,
ATl = A:() [@1] . (656)

A segundo orden, teniendo en cuenta la linealidad de los funcionales Jy y Ay,
la relacion recurrente (6.35) y la definiciéon dada en (6.56), obtenemos,

T, = 591 + gATl + AT, (6.57)
donde, recordando la definicién J; (6.8), hemos definido,
ATy :=T5 [ATY].
Repitiendo los mismos pasos a tercer orden, llegamos a,
T = 1—85@1 4 ZATl 4 %ATQ + AT, (6.58)

donde hemos definido,
ATg = 38 [ATQ] .

Por induccién, podemos demostrar que el orden enésimo es,
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donde,
ATl = A:O [@1] 5 (660)

AT, =5 [AT—1]  k=2,3,... (6.61)

Afortunadamente, basdndonos en (6.59), podemos calcular fécilmente el
orden de aproximacién infinito. Efectivamente,

n— 00
k=0

T = lim Tn_2{61+ZATk}, (6.62)

donde hemos redefinido,
ATO = A:O [@1] 5 (663)

AT, =5 [AT—1]  k=1,2,3,... (6.64)

6.3.2. Lema 7

Para obtener una expresion del orden de aproximacion infinito de la temper-
atura en superficie, T' (¢, z,0), como combinacién lineal de funciones ©,,, vamos
a demostrar el siguiente lema. Para ello, consideremos el siguiente problema,

T =35 [Tn-1], n=12... (6.65)
donde el término inicial es,
To = Op. (6.66)

A primer orden, aplicando la linealidad de los funcionales y la relacién recurrente
(6.52), tenemos,

1
T1 = §@p+ATl, (667)
donde hemos definido,
ATl = AJO [@p] . (668)

A segundo orden, aplicando la linealidad de los funcionales Jy y AJg y de nuevo
(6.52), llegamos a,

1 1
To = Z@p+§ATl+AT2, (669)

donde nuevamente definimos,

Aty =35 [ATq].
Anslogamente, a tercer orden,
1 1 1
T3 = —@p+—AT1+—AT2+AT3, (670)
8 4 2
con,
Atz =35 [ATe].
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A la vista de los resultados que vamos obteniendo en (6.67), (6.69) y (6.70),
podemos demostrar por induccién que a orden enésimo tendremos,

1 1
Th = z_n@p+zmmk, (6.71)
k=1
donde,
ATy =35 [ATg], kE=1,2,... (6.72)

Observemos ahora que, sumando todos los términos de la sucesién dados en

(6.71), resulta,
e oo n 1
ZT" :2®p+ZZQrL_—kATk (673)
n=0 k=1

n

=1
El doble sumatorio que tenemos en (6.73) se puede operar haciendo uso de la
funcién de Heaviside discreta, H,,,

1 m>0
H,, =
0 m<0

Efectivamente, cambiando el orden de los sumatorios y haciendo uso de la suma
de una serie geométrica, llegamos a,

SN A = Y Trkan
n=0 k=1 n=1k=1
o0 o0
= Yany ik
k=1 n=1
= ZAT}QZQH_{IC ZQZATk-
k=1 n==k k=1

Por tanto, desplazando el indice en el sumatorio,

3 Tn =240, + 3 ATyt (6.74)
=0 =0

donde,
AT() = Aj() [@p] y (675)

Aty =35 [ATp-1], n=12,... (6.76)

Es decir, el problema se autorreproduce, cambiando unicamente el término ini-
cial en la relacién de recurencia. Por tanto, podemos enunciar el siguiente lema,

Lema 1 Si tenemos la sucesion definida por la relacion de recurrencia, T, =
35 [mn-1], (n=1,2,...) donde el término inicial es, To = Oy, entonces la serie
de la sucesion viene dada por Y 7, = 2{0, + > A7, } donde la sucesion At,
queda definida recursivamente como At, = J5[ATp—1], (n=1,2,...), y cuyo
término inicial es Atg = Ay [©,)].
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6.3.3. Aproximaciones de orden superior

A la luz del lema 1, podemos rescribir el resultado obtenido en (6.62) para
la aproximacién de orden infinito 7" de la siguiente manera,

T=2 {@1 +> AT,S”} , (6.77)
n=0

donde la iteracién inicial, segin (6.40) y (6.63), y la relacién de recurrencia,
segun (6.64), son,
ATV := ATy (0] = 2104,

ATD = 37 {ATS)J . n=1,2,3,...
Podemos, por tanto, aplicar el lema 1 a (6.77), obteniendo,

S AT =24, {@1/2 +) ATéz)} :

n=0 n=0

siendo,
AT := AZy [012] = Ay 2600,

AT® .= 3 [ATT(Lz_)l] ., n=1,23,...

En general, podemos observar que se cumple la siguiente relacién de recurrencia,

Y AT =28, {el_g +> AT,g’f“)} : (6.78)
n=0

n=0
donde,
AT = ATy [0, 4] = A 401, (6.79)
AT = T [AT}E{”} . n=1,2,3,... (6.80)

Una vez mds podemos demostrar (6.78) por induccién. Efectivamente, apli-
cando lema 1, al sumatorio en la iteracién k + 1, tenemos,

SOATHY = A {(9% - ZATH}
n=0

n=0

2A3—£72c+12 {@1_% + Z:OAT»“} s

con las relaciones de recurrencia,

Arg = Ay 012 ] = AT,
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Aty =35 [ATp-1], n=12...

como queriamos demostrar.
Veamos ahora el desarrollo en serie que se obtiene al aplicar iterativamente
(6.78) sobre (6.77),

20, +2) AT

n=0

T

o0
201 +2°A10 5 + 2°A1 Y AT

n=0

20 + 2201015 + 2°A1A 500 + 29A1 Ay Y AT

n=0

En general, obtenemos el siguiente desarrollo parcial hasta orden k,

k [e'S)
T=> cnO1_np+ary ATHFH, (6.81)
n=0 n=0
donde,
k-1
C = 2k+1 H Al—l/Q' (682)
1=0

Observemos que, a partir de (6.82), se cumple la relacion,

k—1

2ek g2 = 28PNy o H A1z = Cpa (6.83)
=0

Una vez més, podemos demostrar (6.81) por induccién. Efectivamente, si
(6.81) y (6.82) se satisfacen para un cierto orden k, también se satisfacen para
k + 1. Basta aplicar el lema 1, al desarrollo parcial dado en (6.81), y tener en
cuenta la relacién dada en (6.83),

k k
T Z Cn@l—n/Q + 2CkA1_k/2 {@1_2k + Z AT£k+2)}

n=0 n=0
k+1 k

= Z Cn@17n/2 + Ck+41 Z AT£k+2).
n=0 n=0

Recordando ahora la definicién dada en (6.54) para A,, los coeficientes cj se
pueden expresar de la siguiente manera,

k
cr = 2k+1 (_&)k
l

|
—

T <1+l
1

ol (6.84)

Il

o

+ |
Nl~|~—
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Observemos que el productorio dado en (6.84) se simplifica enormemente, de tal
manera que,

—zf( 28)" (6.85)
L (55) '

Observemos que, utilizando la férmula de Stirling, podemos probar que,

lim ¢ = 0. (6.86)
k—o0
Como T es la temperatura de la pieza en superficie, es obvio que debe ser una
funcién acotada. Por otro lado, las funciones ©, y c; son también funciones
acotadas, por tanto, segin (6.81), la serie ZAT,(Lk)a cualquier orden k estd
acotada. De este modo, teniendo en cuenta (6.86), podemos tomar limites en
(6.81) cuando k — oo, obteniendo,

T (t,2,0) = zfz i)elm (t,2). (6.87)

2

6.4. Expresién para 7 (t,x,0)

Afortunadamente la serie obtenida en (6.87) para la temperatura en su-
perficie en el caso del rectificado con refrigerante se puede sumar. Para ello,
efectuaremos la derivada temporal de la temperatura en superficie y posteri-
ormente recuperaremos la temperatura en superficie por integracién directa.
Para realizar la derivada con respecto al tiempo de la temperatura ©, podemos
aplicar la regla de Leibniz a la expresién dada en (6.13), obteniendo,

00, (z,t) ok
ot - 4Tk

Aplicando (6.88), podemos calcular la derivada temporal de la temperatura en
superficie, derivando con respecto al tiempo la expresién dada en (6.87),

ERF (z,t) t'/27P. (6.88)

aT (t,2,0) _ qVk (—28)" (e
T ERF (z, );F(%) D72, (6.89)

El resultado obtenido en (6.89), lo podemos reexpresar de la siguiente manera,

(n—1)/2
—&)? t}

aT(t,w,O):q\/EERF(w ——QO‘Z[

ot 2ko

& (6.90)

Para hallar el sumatorio que aparece en (6.90), consideremos ahora la funcién,

(n—1)/2 n/2
)

Z = _1+2an(%, (6.91)
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de donde directamente se obtiene,

F(0)=1. (6.92)
Efectuado ahora la derivada de f(zx), a partir de la expresién dada en (6.91),
o nj2-1 0 (n1)/2
, x
- = 6.93
103 rm v LT (09

Comparando (6.91) con (6.93), obtenemos la siguiente EDO lineal de primer

orden para x),
f ( ) J (:E) / x : ( * )

Podemos resolver la ecuacion diferencial planteada en (6.94), obteniendo,

x(n 1)/2

Z =) =e" [l +erf (Vz)]. (6.95)

Tomando = = 4(—&)?t, podemos aplicar el resultado dado en (6.95), en la
expresion (6.90) para la derivada temporal de la temperatura en superficie,
oT (t,z,0) ok
= ERF («,t 6.96
- S ERF (2,1) (6.96)

x {\/% — 2d exp (4at) erfe (zax/i)} .

Integrando en (6.96), tenemos una expresién compacta para la temperatura en
la superficie,

t
T (t,2,0) = %@E | duERF (2. p) (6.97)

x {\/L_ — 2a exp (4ap) erfe (26/7) }

T
Recordando (6.4), podemos reexpresar (6.97) como,
T (t,x,0) = 27O (¢, ,0) (6.98)

A t
JJCZ—\/E / ERF (=, 1) exp () exfe (26/11) dys
0 Jo

6.5. Expresioén para 7T (t,z,y)

Recordando que hemos desglosado la temperatura T en dos sumandos, 7
y TW, (5.1), y la expresién que tenemos en (6.7) para T(), tenemos que,

T (t,z,y) =T (t,z,y) + 3} [T (t,2,0)]. (6.99)
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Sustituyendo el resultado obtenido en (6.87) para la temperatura en superficie,
y dada la linealidad del funcional :Zv podemos expresar la temperatura en
profundidad de la siguiente manera,

e T [O1 e (7)) (6.100)

6.5.1. Expresién para 7T (t,z,y) para el rectificado seco

Cuando nos encontramos en el caso del rectificado seco, las expresiones
obtenidas anteriormente se simplifican notablemente. Para comprobarlo, ob-
servemos que en el caso del rectificado seco, segin (6.5) y (5.4), el pardmetro
a =& =0, (6.46). Por tanto, de acuerdo a (6.10), el funcional AJ, es nulo, es
decir, 3y = 3, , segiin (6.8). De este modo, el tinico término que sobrevive en
la serie dada para el rectificado con refrigerante (6.100), es el n = 0, resultando,

Tyeco (t,2,y) = T (t,2,y) + 23, (01 (t,2)] . (6.101)

Para calcular 3, [©1] podemos recordar la expresién general dada en (6.24),
seguin la cual,

t
2101 (1)) = e [ WERF (@) Ta (). (6102)

donde, segun la definicién de la integral T, (6.23),

T ( )*/Hids A (6.103)
1Y, 1) = 0 \/HS3/2 exp s 3 .
siendo,
Y2

Para efectuar la integral dada en (6.103), podemos realizar los siguientes cam-
bios: u = A/s, w = au — A, 22 = w/a, llegando a,

g 2
T (y,pn) = 2:9\/—; exp <_4yk—,u> . (6.105)

Por tanto, sustituyendo (6.105) en (6.102), tenemos que,

k t ERF (z, 1) —y?
(0) o q\/_ 7 -2 |
Jy [1 (t,z,())} = 87k Jo du e exp o

Segiin la expresion obtenida para T(®) en (6.4), queda finalmente,

3, [T(O) (t,x,o)} = %T(O) (t,2,y). (6.106)
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Sustituyendo en (6.101), el resultado obtenido en (6.106), obtenemos el campo
de tempertaturas en profundidad en el caso del rectificado seco,

Tseco (t; z, y) = 2T(0) (t7 x, y) ; (6107)

Segun (5.11), podemos reexpresar (6.107) como,

wk [t y? ds
2ﬁk0/0 exp(4k ERF (z, s) i (6.108)

Obsérvese que el resultado que se ha alcanzado en (6.107), generaliza el resultado
que se obtuvo para el estado estacionario, (5.83).

Tseco (tv Zz, i‘/) =

6.5.2. Expresion para T (t,z,y) en el rectificado con refrig-
erante

Si queremos obtener una expresién para el campo de temperaturas en el
rectificado con refrigerante, de acuerdo a (6.99) y (6.100) tenemos que calcular,

3 (T (t,2,0)] Z f 2 [©1-nya (t,2)] - (6.109)

Los términos :l; [@1_n /2} que aparecen en (6.109) se pueden llevar a cabo segin
la férmula dada en (6.34). Efectivamente,

2 [O1nyp (ta)] = w /t du p™* ERF (x, 1) exp v (6.110)
y [P1=n/2 3% 8tko  Jo ’ dkp

2 2
WA g (lin 3 v\ _kay(lin 1 v Y1
20 2 "2 4kp ko 2 "2 4ku
Intercambiando el orden de la integral con la serie, podemos entonces reescribir
3, [T (t,,0)] como,

2
3, [T (t,z,0)] = / dp ERF (z, ) exp (4;3 )E(u,y), (6.111)

4\/_ ko
donde hemos definido la funcién ZE(u,y) como,

e 2
- . o omj2 ) Y 1+n § Y
Emy) = =Y (-2a)"p {—2M\I/< 73 i (6.112)

n=0

_ ko (Lin 1y
ko 2 274kp) "

Teniendo en cuenta la siguiente propiedad de la funcién hipergeométrica con-
fluente de segunda especie [12],

U(a,y:t) =t"70 (1 +a—v,2-t),
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tenemos que,

2 2
p(lin 3 v\ _2vheg (n 1y ) (6.113)
2 "2 4ku Y 2°2 4kp

por tanto, sustituyendo (6.113) en (6.112), y recordando la definicién dada para
&, (6.46),

_ o~ ovn (e n 1 y?
Epy) = \/E{Z(_%‘) pn D2y <§’§’M> (6.114)

n=0
1+n 1 92
Tl+1 n/2\IJ - J
D (53}

Desplazando los indices de los sumatorios en (6.114) y teniendo en cuenta que
U (0,7;t) = 1, podemos reexpresar la funcién Z(u,y) de una forma mds com-
pacta,

E(,u,y)Z\/7+2\/—Z &)t ”/2\11<1gn ; 432 > (6.115)

Segtin la siguiente expresién para las funciones de Hermite [12],

H,,(z)_2V\I/< ’;; 2),

podemos expresar la funcién hipergeométrica confluente de segunda especie en
términos de las funciones de Hermite,

E(u7y):\/7{1+2z (—4ay)" ™ H_ (i) (ﬁ)} (6.116)

Haciendo ahora uso de la siguiente representacién integral de las funciones de
Hermite [12],

1 (o)
H,(z)= ” /0 dt exp(—t* —2t2)t7" 1, Rev < 0.

T(—

la ecuacién (6.116) y resolviendo la integral que aparece, llegamos a,

E(p,y) = \/j — 4aV7k exp (— + 462 + %) (6.117)

x erfc (% + 264\/;7) .
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Sustituyendo (6.117) en (6.111),

* _ Q\/E ! ERF (iL',/i) _y2
3, [T (t,z,0)] = 1k Jo du N exp v (6.118)
qavk /f ( 2ya)
= dpuERF (z,pn) e 4620+ ==
o/, (z, p) exp nEE

Y -
x erfc | —— +2 :
ete (5 + 24V
Observemos que, segin (6.108), el primer sumando de (6.118) coincide con
TO\(t,2,9) , por lo que, sustituyendo (6.118) en (6.99), podemos expresar la

temperatura en profundidad para el caso del rectificado con refrigerante, tenien-
do en cuenta (6.107), como,

\/_

Ttz y) = Teco (t,2,y) / duERF (x, ) (6.119)

<4W2yf~>erfc(2 i)

Observemos que, efectivamente, para recuperar el caso del rectificado seco, basta
tomar « = & = 0, de acuerdo a (6.5) y (6.46), en la expresién (6.119). Por
tanto, a partir de (6.119), resulta cualitativamente claro que la aplicacién del
refrigerante en la superficie conlleva una disminucién de la temperatura con
respecto al rectificado seco. Obsérvese también que cuando y = 0 en (6.119),
se recupera el resultado obtenido en superficie, (6.98). Por otro lado, podemos
expresar (6.119) en funcién de una unica integral, de acuerdo a la siguiente
expresion,

ok [* { 1 <y2)
T (t, x, = —— | duERF (z, ——exp | — 6.120
(t,z,y) o J, (z, 1) = P\ T (6.120)

- - 2ya Y -
— 2avexp | 462 u + —) erfc ( + 2a )} .
Y ( VG N

6.6. Temperatura maxima en el estado estacionario

6.6.1. El estado estacionario

Para comprobar que el estado estacionario se alcanza cuando t — oo, pode-
mos efectuar, en primer lugar, la derivada con respecto al tiempo de la solucién
dada en (6.120),

or (tv'T’vy) _ q\/E 1 _y2
y = oh ERF (z,t) Tt exp | - (6.121)

- - 2ya Y -
— 2aexp | 46%t + —) erfc (— + 2a\/1_f) } .
P ( VEk 2kt
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El limite cuando t — oo de la expresién dada en (6.121), se puede llevar a cabo
recordando la definicién dada para la funcién ERF (6.3). Teniendo en cuenta
que erf (o0) = £1, llegamos a,

, , T+ vgt vdt—l—x—(S)
lim ERF (z,t) = lim erf —erf | —— | =0. 6.122
Jm BRF (1) = Jimg ( Wkt > ( 2kt (6.122)

Por otro lado, aplicando el desarrollo asintético de la funcién complementaria,
del error [16], tenemos que,

- 2ya Y -
lim exp | 4at + — | erfc [ —= + 204\/5) =0. 6.123
oo ( \/E> <2\/_kt (6.123)

Segtin (6.122) y (6.123), concluimos que,

1t 2T (t,z,y)

=0. 124

Es decir, de acuerdo a la definicién que se dio de estado estacionario en (2.10),
éste se alcanza cuando t — oo.

6.6.2. Temperatura en superficie en el estado estacionario

En primer lugar, podemos observar que el méximo de temperatura en un
cierto punto (z,y) se alcanza en el estado estacionario, t — oo. Esto es debido a
que, seguin (6.135), el integrando de (6.120) es positivo Vy > 0, y en consecuencia,

T(t,xz,y) < lim T (¢, 2,y).
t—o0

En segundo lugar, también podemos darnos cuenta de que el mdximo de la
temperatura en el estado estacionario se halla en la superficie. Esto es debido a
que en el estado estacionario estamos resolviendo la ecuacién de Laplace (2.11).
Segun (6.124), basta sustituir ¢ — oo, en la solucién general dada en (6.120)),
para obtener la solucién de la ecuacién de Laplace, obteniendo,

, N 1 —y?
lim 7" (t = — duy ERF — —_— 6.125
Jm T (t,z,y) ok f, (x, 1) { = P <4ku (6.125)

~ - 2ya Y ~
— 2aexp (4042 + —) erfc (— + 2a )} .
nt N Vi
Como (6.125) es una funcién armoénica, por el principio del méximo [22], sabemos
que el maximo de dicha funcién se alcanza en la frontera, es decir, sobre la

superficie de la pieza rectificada. Definiendo la funcién de la temperatura en la
superficie para el estado estacionario como,

Tap (2) 1= Jm T (t,,0),
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podemos saber el méximo de la temperatura en la pieza en el caso del rectifi-
cado con refrigerante, hallando el méximo de la funcién Ty, (z) . De acuerdo a
(6.125), expresemos esta funcién como,

ok [
Toup () = 5,— | dpERF (z, 1) p (), (6.126)
2ko Jo
donde hemos definido,
1
p (1) = —= — 2& exp (4&°p) erfe (2a/1r) . (6.127)

N
Por otro lado, segin (6.107) y de acuerdo a la notacién introducida en (5.9),

27 (2,0) = lim Tieco (¢,,0). (6.128)

6.6.3. Propiedades de la funcién p

La funcién p (i) es positiva, pues, integrando por partes en la definicién de
la funcién complementaria del error, tenemos,

> 11 et
e” erfc(x) = —=¢——¢€" ——dt .
3 {x L 2 }

Por tanto, la siguiente funcién es positiva Vz,

1
p(x) = — — e erfc (z / dt > 0. (6.129)
\/—
Ahora bien, como & > 0, concluimos que,

p(p) =2ap(26/p) > 0. (6.130)

Por otro lado, podemos ver que la funcién p(u) es decreciente, pues inte-
grando dos veces por partes en la definicién de la funcién complementaria del
error, tenemos que,

1 1 1 36"2 > e_tz
362
£ SR R — . 131
e” erfc (z) \/_{x 23+ 5 /x ) dt} (6.131)

Por tanto, la siguiente funcién es negativa Vz,

] 1 1 e B

Ahora bien, sabiendo que podemos expresar,
o (1) = 487 p(26/7)
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concluimos que,
P (p) <O. (6.133)

Por tltimo, a partir de (6.127) y (6.131), podemos dar la siguiente expresién
asintdtica para p,
N 32
p—oo 86°%\/1

p (1) (6.134)

6.6.4. Propiedades de T},

Podemos comprobar que Tg,p es una funcién positiva. Para verlo, en primer
lugar comprobemos que la funcién ERF es una funcién positiva, observando
que, segtn (6.126),

w>0.

Como también 6 > 0, se cumple que,

THvgu  vgu+xT—20

>
2vku VLT

y como la funcién error es una funcién creciente, tenemos que, Vz € R,

T+ vglt vagpu+x — 9
ERF = erf —erf | —— | > 0. 6.135
=t (5 ) e () (6:135)

Fijémonos también que la funcién ERF s6lo se anula en z — +00, pues erf (£o00) =
+1,

lim ERF (z, ) = 0. (6.136)

z—+o00

Integrando sobre (6.135) y teniendo en cuenta (6.130), llegamos a que la
funcién Ty,p es una funcién positiva,

Toup (z) >0, z eR. (6.137)
que, segtin (6.136), se anula en x — o0,

lfm Ty (2) = 0. (6.138)

r—to0

Por otro lado, al igual que el caso del rectificado seco, la temperatura su-
perficial estacionaria para el rectificado con refrigerante satisface una cierta
propiedad de simetria (5.120). Para verlo, podemos partir de la definicién dada
para la funcién ERF, (6.3),

ERF (2,1)|_,, = ERF (5 — 2., 11)|,,
Por tanto, segin (6.126),

Toup ()| _,, = Tsup (0 — )], - (6.139)
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6.6.5. Integral 7 ()

A continuacién vamos a presentar un resultado que nos sera ttil para efectuar
la acotacién del punto maximo de la temperatura. Para ello, definamos,

o0
7(2) ;:/ A€ (@, ) =2, (6.140)
0
y recordando la definicién de & (x, 1) dada en (6.147), tenemos que,
—2vg ° 2 03 _1/2
I(zx)= d ~ .
() eXp( 5% )/0 MGXP< o 2k
Realizando el cambio & = % u, llegamos a,
—zvg\ 2VEk [ 5627)3 —1/2
A = — d — — . 6.141
(@) =exp () 20 [ dcenn (— gk~ ) (6.141)

A partir de la representacioén integral de la funcién K, dada en (5.24), podemos
expresar Z (z) en términos de las funciones de Bessel,

1/2 -
12 (’ D , (6.142)

x _
2k

—zv
I(z)= 2€Xp< 2kd> o

y haciendo uso del resultado dado en [12], para K_; s,

2Vrk g + |2V,
A = - . .14
(@) = H o e ( o (6.143)
En particular,
2Vrk
I(z) = % z <0. (6.144)
Vg

6.6.6. Expresiones para las derivadas

A partir de la expresién dada en (6.126) para la temperatura superficial
estacionaria en el caso con refrigerante, tenemos que su derivada con respecto a

la variable espacial x, tiene la forma,

Oap () ¢ /OO EXP (z, )
Fra W du—\/ﬁ p (1), (6.145)
donde hemos definido,
- (x4 vap)?
E(z,p) :=exp ( T > 0. (6.147)
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Observemos que, segin (6.146) y (6.147),

lim EXP (z,u) =0,

r—+o0

y, por tanto, segin (6.126),

Tsu
lim 78 0 (7)

z—=+o00 ox

=0. (6.148)

Por otro lado, derivando con respecto a x en (6.128) y (6.108),

28T(0) (z,0) B OTeco (00,7, 0)
or B Oz
_ q / d’uw.
27Tk0 0

(6.149)

6.6.7. Acotacién superior para 0,75,

Observando (6.145), podemos darnos cuenta de que el signo de la funcién
EXP determina el signo de 0,Ts,p pues, segun (6.130), p (1) > 0. Expresemos
la funcién EXP como,

EXP (z, 1) = exp <—%> {1 —exp <_52 - 254:;+ vdu)> } _

Por tanto,

2 —
sign [EXP (x, )] = sign {1 — exp <5 2i§€x + vg ) ) }
1

=sign[d — 2 (z + vap)]. (6.150)

Segun (6.150), concluimos que,

)
EXP (z, 1)|,,~0 <0, x> 5. (6.151)

Integrando sobre (6.151), teniendo en cuenta (6.130), resulta finalmente,

OTup ()

)
<0, >
ox v

5 (6.152)

va>0

6.6.8. Valor para 0,Ty,, (0)

Sabiendo que la funcién complementaria del error estd acotada entre 0 y 1,
para valores positivos de la variable, tenemos que,

0 < 2 F erfe (2ay/p) < et u>0,
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por tanto,

1 1
— —2a< < —, > 0.
N p (1) NG
Como la funcién & (z, p) es una funcién positiva (6.147), tenemos que Vu > 0,
& (x, 1) ( 1 ~) & (z, 1) & (z, 1)
S (2 _o5) <« LWy <« KB 6.153
N = N (1) N (6.153)
- < - < - —2a ). (6.154
— =) (= (6.154)

Sumando las inecuaciones (6.153) y (6.154), aplicando la definicién de la funcién
EXP (6.146), e integrando,

/0°° du (EX\P;;T»Z,M) _ 2@5(\9}“;{1)) - /0°° du%&f’mp(n) (6.155)
(B ntito)

Multiplicando (6.155) por 2\/L+ko y teniendo en cuenta, (6.145) y (6.149) y la

definicién dada en (6.140), llegamos a,

oT© (z,0) q& OTup ()
2 Oz B ﬁkoz(z) D
oT© (z,0) q&
<2 . +ﬁkof(1’75).

En z = 0, teniendo en cuenta el resultado obtenido en (6.144), llegamos a,

23T<o> (0,0)  2¢VE _ 9Ty (0) 28T(0) (0,0)  2¢Vk

— . 6.156
Ox lval ko < Ox < Ox |val ko ( )

Recordando que, en el caso del rectificado seco, la derivada se hace infinita
x =0, (5.103), a partir de la acotacién dada en (6.156), tenemos que en el caso
del rectificado con refrigerante ocurre lo mismo,

OTsup (0)

S = oo (6.157)

6.6.9. Acotacién inferior para 0,75,

Consideremos la funcién,

€ (x, 1)
G(z,pu) :=———>0, w>0. 6.158
(z, 1) NG (6.158)
para hallar su maximo, con respecto a pu, resolvamos la ecuacién,
0G (x,p) _ E(m,p) (o 2,2\ _
on = dhon (2% = 2kp — p*v3) =0, (6.159)
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donde despejando,

—k £ \/k? 4+ 2203
H = ) .

U

Como, segun (6.158), G (z, 1) > 0, y se cumple,

1 ) =0, <0.
#ggﬁ (z, 1) z

lim G (z, ) =0, vg > 0.

p—00

tenemos que el méximo absoluto de la funcién G (z, 1) se localiza en,

—k+ k%2 4+ 2202
Hmax (x) = 2 d .

Definiendo ahora,
gméX (LL') = g [$7 Hmsx (LL')] . (6160)

Obviamente se cumple que,
Omax (¥) > G (z,u)  p>0. (6.161)
Podemos ver que,

v xvg + k2 + 2203
gméx (‘/E) = | d| P <_ - 2k ‘ )

NN

Por simple derivacién, se puede comprobar que la funcién G4y (x) es decre-
ciente, cuando zvg < 0,

M > 0, zvg < 0.
ox
Eso quiere decir que,
gmé,x (x) > gméx (.’E - 6) 3 xvg < 0. (6162)

Punto de corte

Veamos cudl es el valor i > 0 que satisface,
Operando, llegamos a que el punto de corte es 1inico y se halla en,

0/2—x

Vg

ﬂ:
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Podemos observar que el punto de corte i es tinico. En el caso de vg > 0y
x < 0, tenemos que i > 0. Ademds, a la vista de (6.159), podemos apreciar que,

0G (x,n) , 0G (x — (5,;2).

1
e o (6.163)

”

Sabiendo que, xvy < 0, y teniendo en cuenta la desigualdad triangular, se

puede ver facilmente que,
x

Hmsx (x) < Vg

Por tanto, en el caso de v4 > 0y = < 0, tenemos que,
0 < fpax (@) < [ (6.164)
Teniendo en cuenta la definicién (6.160), y las desigualdades (6.161) y (6.162),
G, g ()] = Gmax (2) > Gumax (T — 6) > G [r — 6, pipmay ()] . (6.165)

Teniendo en cuenta (6.163), (6.164), (6.165), y que el punto de corte fi es tinico,
concluimos que,

G(z,p) >G(x—0,p), p<p (6.166)
g(:c,,u) <g(x—5,u), /j‘>ﬂ (6167)
Como, segtin (6.158) y (6.144), se cumple que,

/Q(%u)du:/ Q(:v—(?,u)du:@ z < 0.
0 0

lval

y teniendo en cuenta (6.166), (6.167), y que la funcién p es decreciente (6.133),
podemos darnos cuenta de que se satisface la siguiente desigualdad,

/f%p(ub/fﬂx;\/;’mp(u), va > 0,2 <0.

Por tanto, segun (6.145), concluimos que,

0Ty ()

. 1
> >0, x<0 (6.168)

vq>0

6.6.10. Localizacién de la temperatura maxima

Teniendo en cuenta (6.168) y (6.152) observamos que el maximo de la tem-
peratura no se puede encontrar en = ¢ (0,d). Dado que 9,1y, es una funcién
continua para x > 0, podemos aplicar el teorema de Bolzano a la funcién 0, sy
para concluir que,

5
3¢/ 0xToup (O, =0, CE <07 5) : (6.169)
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Aplicando la propiedad (6.139), tenemos que,

)
e,/ 0xTsup (c)|vd<0 =0, ce (5,5> . (6.170)

Si comprobamos que ¢ es tnico, teniendo en cuenta (6.137) y (6.138), podemos
concluir que,
Teup (¢) = méx {Tsyp (z), x € R}.

Fisicamente es bastante l6gico que el méximo de la temperatura se encuentre
precisamente en la zona de friccién entre la pieza y la muela (0, d), por tanto es
ahi donde buscaremos el maximo, en coherencia con (6.168) y (6.152).

6.6.11. Resultados numéricos

A continuacién se presentan en las figuras 6.1 y 6.2 las gréficas de las fun-
ciones Oy Tsup () ¥ Tsup (z) respectivamente, utilizando los mismos pardmetros
del rectificado que en la seccién 5.8.3 y un valor de a = 27,29 10* J/m?s K.
Podemos observar que la figura 6.1 estd en coherencia con (6.168), y con los
valores hallados en = = 0,200 de la funcién 0, Ty, (), (6.148) y (6.157).
En la figura 6.2 observamos que el maximo es unico, y se halla en el punto ¢
indicado en la figura 6.1.

En el Apédice A se detalla el cédigo de un programa en MATLAB para
hallar la localizacién del méaximo de la temperatura y su valor. A continuacién
se presentan un par de resultados para la temperatura médxima. Utilizando como
refrigerante aire a presién [18],

a = 5,207 10T/m?*s K, (6.171)

tenemos,
Tmax = 0,009209 9,

Trnax = T78,9257 K. (6.172)

Utilizando un liquido refrigerante industrial tipico [18], con un coeficiente de
transmisién de calor,

ap = 27,29 10T/m?*s K, (6.173)

tenemos,
Tmax = 0,013674 6,

Tnix = 477,5875 K. (6.174)

Comparando (6.172) y (6.174) con los resultados obtenidos para el rectifica-
do seco (5.121), podemos darnos cuenta de que la aplicacién del refrigerante
apenas cambia la localizacién del maximo de la temperatura, pero sf su valor
notablemente.
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Figura 6.1: Representacién gréfica de 0, Tyup () . En el punto « = c se senala la
raiz donde se encuentra el méximo de la temperatura.
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420+ S
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Figura 6.2: Representacién gréfica de Ty,p () en el intervalo z € (—4,9) .
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6.7. Tiempo del transitorio

Segin vimos en la seccién 6.6.1, el estado estacionario se alcanza en ¢ — oo.
Para estimar cémo de rédpido se alcanza el estado estacionario, podemos resolver
la siguiente ecuacién para un t € (0, 00),

oT (t~7 x, y)
ot

Ahora bien, la expresién dada en (6.175) depende del punto (z,y) que se tome
como referencia. Desde el punto de vista industrial, el punto mas importante se
encuentra en donde se alcanza el méximo de la temperatura, que segin vimos
en la seccién 6.6.2, se alcanza en la superficie, (zm4x,0) . Por tanto, podemos
definir el tiempo de relajacién del estado transitorio t* € (0,00), como,

aT (t*a Tmax, 0)
ot

= en 0. (6.175)

= e~ 0. (6.176)

6.7.1. Desarrollos asintéticos

En el caso del rectificado seco, sustituyendo y = 0 en (6.121), la ecuacién
que hay que resolver es,

%
% ERF (2max, t) p (%) = . (6.177)
0

Para el rectificado seco, basta tomar o = @ = 0, de acuerdo a (6.5) y (6.46), en
la expresioén (6.177), teniendo en cuenta (6.127),

qVk ERF (245, 1)
2kg Tt

— (6.178)

A primer orden podemos comprobar que la funcién ERF se comporta de la
siguiente manera en t — 00,

ERF (z,t) 0 ex vt (6.179)
) oo Tkt p Ak ) .
por tanto, la ecuacién (6.178), se convierte en,
qé vt
— ~ 6.180
kot P < Ak © (6.180)
cuya solucién es,
4k qov3
troo~—= W 6.181
seeo T 2 <87rkk06 ’ ( )

donde W denota la funcién de Lambert [27]. Sustituyendo ahora los desarrollos
asintéticos (6.134) y (6.179) tenemos que la ecuacién (6.177) se convierte en,

qdkq ( v? t*)
_20%0  _ n (- ~ e 6.182
Arka? () P 4k ( )
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cuya solucién es,

8k v3 qdkg
t:efrigerante ~ U_‘21 w (m e : (6183)
En el Apéndice A se detallan los programas en MATLAB que se han elaborado
para calcular los tiempos de relajacién, tanto en el rectificado seco, como en el
que aplicamos refrigerante.

6.7.2. Resultados numeéricos

Tomando los mismos pardmetros de rectificado que en la seccién 5.8.3, un
pardmetro € = 1075, y los coeficientes de transmisién de calor dados en (6.171)
y (6.173), obtenemos, tanto para la resolucién de la ecuacién exacta, (6.177) y
(6.178), como de las aproximaciones obtenidas, (6.183) y (6.181), los siguientes
resultados,

theo =8,3013 1072 s,

seco

~1,6727 1072 s.

Z‘::(GCO
th, =8,1856 107° s,  th ~1,7561 1077 s.
th =T7,935110"%s,  ti ~1,5700 1077 s.

Podemos observar que el estado transitorio es muy corto y apenas varfa con la
aplicacién del refrigerante. Ademads, las aproximaciones obtenidas nos ofrecen el
orden de magnitud correcto en los tiempos de relajacion.

En las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 se muestra la evolucién de la temperatura en la
superficie, tanto en el rectificado seco, como en el que aplicamos refrigerante.
En ambas figuras, los tiempos que se han tomado estédn espaciados exponencial-
mente, pues el proceso es muy rapido durante el estado transitorio. Se puede
también observar que, tanto en el rectificado seco como en el que aplicamos
refrigerante, la gréfica de la temperatura del estado estacionario y la obteni-
da en el tiempo de relajacién es casi idéntica. La tnica discrepencia estd en la
parte izquierda, pues la fuente, al estar moviéndose hacia la derecha (vqy > 0),
en el estado estacionario ha recorrido todos los puntos de la superficie z < 0
calentdndolos, mientras que en el transitorio no ocurre lo mismo.Obsérvese que,
comparando la figura 6.3 con las figuras 6.4 y 6.5, la aplicacién de refrigerante
en toda la superficie de la pieza hace dismininuir la temperatura en la misma.
Comparando las figuras 6.4 y 6.5, esta disminucién es tanto mayor cuanto mayor
es el coeficiente de transmisién de calor. Mds aun, el gradiente de la temperatura
para x < 0, es mds pronunciado cuanto mayor es «, debido a que un coeficiente
mayor implica una mayor evacuacién del calor que se acumula en la superficie
de la pieza, fuera de al zona de contacto.

Por 1ltimo, se presentan comparativamente en las figuras 6.6 , 6.7 y 6.8
el campo de temperaturas en el estado estacionario y de relajacién respectiva-
mente. En el caso del rectificado con refrigerante, se han tomado como valores
del coeficiente de transmisiéon de calor los dados en (6.171) y (6.173). Se puede
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Temperatura en superficie (rectificado seco). [t =5

1o0p
— = 13335005
soook| = t=8.8475e-005
—— t= 00003358
——— t= 00016773
800F | —— t=p.0083042
=
soat
Z ool
I
oot
soaf
400t
3|::| 1 1 1 1 1 1

Figura 6.3: Evolucién temporal de la temperatura en superficie en el rectificado
seco, x € (—0,9).
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Temperatura en superficie (con refrigerante), ] = s

800¢
— = 1.3843-005
780F| —— t= 6.7521e-005
__||——t=0.00033418
700F| —— t=0.0018530
——— t=0.0081858
gsaf| - ys
800t
< szt
=
soaf
4z0b :
I|
400} _
i
3g0f ',
|
3CG 1 L 1 1 L ]
-3 -2 = 0 1 2 3

Figura 6.4: Evolucién temporal de la temperatura en superficie en el caso del
rectificado humedo, = € (—4,d). Se ha utilizado como coeficiente de transmisién
de calor, a; = 5,207 10*J/m?s K.
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Temperatura en superiicie (con refrigerante), [ = s

4800
— t=1.3225e-005
a0t t = §.5455¢-005
——— t=0.00022205
asol| ——t=00018022
——— £=0.0079351
420 o
400b
3
* ae0}
3E0F 1
340f |
320} ' i
SCG L 1 1 1 L 1
) -2 -1 0 1 2 3

Figura 6.5: Evolucién temporal de la temperatura en superficie en el caso del
rectificado himedo, = € (=0, 4). Se ha utilizado como coeficiente de transmisién
de calor, ay = 27,29 10* J/m?s K.
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observar de nuevo que, entre el estado de relajacion y el estacionario, el campo de
temperaturas apenas evoluciona, excepto quizds para la parte izquierda, como ya
se comentd anteriormente. Esta diferencia es menos acusada en el rectificado con
refrigerante, pues la aplicacién constante de refrigerante en la superficie atenua
la temperatura de la pieza en la parte que ya ha sido rectificada. Por otro lado,
también se puede observar que cuanto mayor es el coeficiente de transmisién
de calor del refrigerante, mds se concentra la temperatura cerca de la fuente y
menor es la temperatura que experimenta la pieza.

Temperatua [K]  t=10.0082013 5 xi0™ Temperatura (K] twm

]
¥ e

Figura 6.6: Comparacién del campo de temperaturas para el tiempo de re-

lajacion y el estado estacionario en el rectificado seco. En ambas gréficas,
(z,y) € (=0,6) x (0,6/10).
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Temperatura [K] €= 0.0081856 5 x 0™ Temperatura (K] e

L]
¥

¥ [m] x10™?

Figura 6.7: Comparacién del campo de temperaturas para el tiempo de rela-
jacién y el estado estacionario tomando a; = 5,207 10*J/m?s K. En ambas
graficas, (z,y) € (—9,0) x (0,6/10).

Temperatum K] t=0.0075351 s xi0™ Temperalura (K]  few

¥ [
¥ [

Figura 6.8: Comparacién del campo de temperaturas para el tiempo de rela-
jacién y el estado estacionario tomando as = 27,29 10*J/m?s K. En ambas
graficas, (z,y) € (—9,0) x (0,6/10).



Capitulo 7

Conclusiones

La presente memoria presenta dos modelos matemadticos de transmision de
calor en el rectificado plano industrial: el modelo de Jaeger y el modelo de
Samara-Valencia (modelo SV). El modelo de Jaeger ofrece una solucién explicita
para el campo de temperaturas de la pieza en el estado estacionario, cuando no
se aplica refrigerante sobre la superficie de la misma (rectificado seco), y la
muela realiza una friccién continua. El modelo SV ofrece una solucién implicita,
(en forma de ecuacién integral) para el campo de temperaturas dependiente del
tiempo, permitiendo la aplicacién de refrigerante y una friccién no constante
entre la pieza y la muela.

A continuacion se presentan las conclusiones de este trabajo ordenadas segtin
su grado de importancia como contribuciones originales al trabajo de doctorado:

1. Suponiendo un coeficiente constante de transmisién de calor del refriger-
ante sobre toda la superficie de la pieza en el modelo SV, se ha deducido
una expresion explicita para el campo de temperaturas dependiente del
tiempo.

2. Aplicando el modelo SV al rectificado seco, se ha deducido una expresién
explicita para el campo de temperaturas en el estado transitorio.

3. Relajando las condiciones del modelo SV al caso estacionario, seco y
con friccién constante, se ha demostrado mateméticamente y comproba-
do numéricamente, que ofrece la misma solucién que el modelo cldsico de
Jaeger. Este resultado corrobora la afirmacién de Jaeger de duplicar el
campo de temperaturas para pasar de la solucién en una pieza infinita a
una pieza semi-infinita.

4. Aplicando el modelo SV, se ha demostrado mateméaticamente que, en el
caso del rectificado seco y con refrigerante, el maximo de la temperatura
que experimenta la pieza se alcanza en el estado estacionario sobre la
superficie de la pieza, precisamente en la zona de contacto entre la muela
y la pieza. Se ha elaborado un c6digo MATLAB para hallar este maximo
de manera rédpida y sencilla.
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10.

Para establecer la equivalencia entre ambos modelos, se ha precisado de-
ducir una representacién de la delta de Dirac que nos se halla en la bibli-
ografia comun.

Una vez demostrada la equivalencia entre ambos modelos, se han podido
ofrecer dos integrales que tampoco aparecen en la bibliografia usual.

Se ha elaborado un programa en MATLAB para hallar el tiempo que dura
el estado transitorio (tiempo de relajacién), en el rectificado seco.

Se han elaborado unos programas en MATLAB para hallar el maximo de
la temperatura y el tiempo de relajacién en el rectificado con refrigerante.

Se han elaborado unos programas en MATLAB para representar la evolu-
cién del campo de temperaturas, tanto en superficie como en el interior
de la pieza.

Todas estas conclusiones han sido presentadas en los siguientes articulos
de investigacion:

s J. L. Gonzédlez—Santander, J. Pérez, P. Fernandez de Cdrdoba, J.
M. Isidro, “Analysis of the temperature field in grinding: avoiding
thermal damage”. (Enviado a “Mathematical Models and Methods
in Applied Sciences”.)

= J. L. G. Santander, J. Pérez, P. Fernandez de Cérdoba and J. M.
Isidro, “Theoretical Analysis of the transient temperature field in
wet and in dry grinding”. (Enviado a “International Journal of Heat
and Mass Transfer”.)
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