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CAPITULO |

MOTIYACION Y PRELIMINARES




PO

[. A. INTRODUCCION.



Al

El problema de la computacién de soluciones aproximadas de
ecuaciones diferenciales matriciales aparecen directamente en la
formulacién de modelos matematicos en problemas tecnolégicos, como
por ejemplo las ecuaciones de tipo Riccati en teoria de control
[REI1], [REI2}], [JOD3]; al resolver problemas escalares de
ecuaciones en derivadas parciales mediante el método de
semidiscretizacién [REKT], [VEMU]; o incluso en 1la solucién
numérica de problemas de contorno vectoriales mediante el método

del tiro (shooting), [MARZ].

La vectorizacién de un problema matricial es un recurso
demasiado imperfecto para gque no merezca ser discutido
actualmente. Entre los defectos del método de vectorizacidén, es
decir, del enfoque vectorial de un problema matricial, se

encuentran los siguientes:

(a) se aumenta el volimen computacional,

(b) se pierde el significado fisico de las magnitudes que
aparecen en la formulacién original del problema,

{c) en el analisis del error, las constantes que aparecen en
las cotas del error suelen estar dilatadas, con lo que la calidad
de las cotas empeora (gravemente en ocasiones),

(d) se desperdicia el uso de lenguajes algebraicos simbdlicos

que permiten trabajar con matrices.

Estas razones Jjustifican y motivan el uso de métodos
matriciales para resolver problemas matriciales, que es el animo
de este proyecto de tesis. Los bloques tematicos de esta memoria

son los siguientes:



(1) Soluciones numéricas continuas de problemas de valores
iniciales matriciales.

(I1) Aplicaciones de 1los métodos de valores iniciales
matriciales a la computacién aproximada de funciones inversas.

(I11) Soluciones aﬁalitico—numéricas de sistemas de

ecuacliones en derivadas parciales de segundo 4rden.

En el bloque I se construyen soluciones numéricas discretas
de problemas de valores iniciales matriciales en una malla de
puntos mediante el uso de métodos multipaso matriciales.
Posteriormente, utilizando funciones B-splines matriciales se
construyen via interpolacién, aproximaciones numéricas continuas.
Las cotas de error de los métodos multipaso se transporta para la
obtencién de cotas de error\de la aproximacién continua de todo el
intervalo de definicién.

Dentro del bloque I se estudian diferentes tipos deecuaciones
diferenciales matriciales con coeficientes variables, asi, en el

capitulo 2 se estudian ecuaciones de tipo lineal

X' (t) = A(L)X(t) + X(£)B(t) + L(t) ; X(0) =C ; 0

1A
ct
1A
o

en el capitulo 3 tratamos el caso cuadratico de tipo Riccati

W (t) = C(t) - DE)W(t) - W(E)A(L) ~ W(EIB(EIW(L)Y ; W(0) = wo

0=t=<b



A

y en el capitulo 4 se trata el problema general

1A
o
1A
o

Y'(t) = £(t,Y(t)) ; Y(0) = Q; 0

donde f: [0,b] x ¢c*Y — ¢c™ es acotada, continua y

satisface la condicién de Lipschitz

If(e,P) - f£(t,Q Il <= LIlP-qll

El bloque tematico II se incluye en el capitulo 4 vy
esencialmente se apoya en la demostracién de que bajo ciertas
condiciones, la funcidén inversa es localmente la solucién de un

problema diferencial matricial de valores iniciales.

El bloque tematico III trata de la construccién de soluciones
analitico-numéricas de ©problemas mixtos para sistemas .de

ecuaciones en derivadas parciales del tipo
ut(x,t) - A ukx(x,t) - B u(x,t) = G(x,t) ; 0 <x=p;

donde A y B son matrices cuadradas comple jas.

Este bloque se incluye en el capitulo S5, produciendo los

siguientes niveles de respuesta:

(i) Obtencién de una solucidén en serie exacta mediante un

método de separacidén de variables matricial.

(ii) Truncacién de la serie infinita atendiendo a la



obtencidén de cotas de error prefijadas en dominios acotados

predeterminados.

El caso donde B=0 ha sido tratado en la tesis de Matilde
Legua [LEGU]. El problema aqui tratado para B#0 involucra el
estudio de problemas no triviales de algebra lineal como son la
localizacién del espectro de un haz de matrices A+AB. Entonces
se puede acotar la ev&lucién de la norma de funciones matriciales

del tipo |l exp ( t (A+AB) ) || que permite la viabilidad del

desarrollo del capitulo.

En el capitulo 1 se incluyen algunos preliminares que
facilitan 1la presentaciéon de los resultados desarrollados

posteriormente.

L.a clasificacidén temdtica de esta memoria atendiendo a 1la

clasificacién de la A.M.S. del afio 1991 es la siguiente:

1SA60, 15A18, 15A22, 34A34, 34A50, 35C10, 65F1S5, 65M1S.
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A

|. B. (). GENERALIDADES.

Si B es una matriz de Crml representaremos por o¢(B) al
conjunto de todos lo valores propios de B. Al radio espectral de B
lo denotaremos por p(B). Recordemos que la matriz B se dice que es
de clase M si todos los valores propios z de B, tales que |z|
coincide con el radio espectral, tienen unos bloques de Jordan
correspondientes de dimensién 1x1, [ORT1, pag. 24].

TXr

A la matriz identidad de C la representaremos por I.

. , rxq’ .
Si C es una matriz de ¢ s denotaremos mediante

Il cll a la 2-norma, definida como la raiz cuadrada del maximo del

conjunto:

{ |z|; z es valor propio de cfc }

donde C" representa la matriz conjugada y traspuesta de C, ver

[ORT2, pag. 41].

La o-norma de C, que representaremos mediante || C || o S

define:

(@]

8

[}
.
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-
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4
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Y

v

Por [GOLU, pag. 14-15] tenemos que:

-(1/ 1/2
VP Nell s el = Y2l
[} o
’
max | c | = Hcll = (rq) Y max | c, |
1=<1=r J 1={=r
1= j=q 1= j=q
siendo C e ¢ .
Si P y Q son matrices de C™°° y P es inversible,

por el lema de Banach [GOLU, pag. 28], si:

flp-aif<itpty?

se tiene que Q es inversible y:

i1 pt

-t o< HPHHellP-qll
Teniendo en cuenta la desigualdad:

o1 = ot -pty + (1P

podenmos escribir:

(1.3)

(1.4)

entonces



-1

et -qgtll

1A

-1
[1 -IIP‘IIIIIP—QH] HP IR P - oll (1.5)

Recordemos también dos resultados que seran utilizados a lo
largo de esta memoria. En primer lugar, la férmula de

Sherman-Morrison-Woodbury [ORT2, pag. 50], que establece que dada
una matriz inversible AeR™" y las matrices U,VeRnxm , m=n,

entonces la matriz A+UV' es inversible si y sélo si I+VTA—HJ es

inversible, cumpliéndose ademas que:

El otro resultado al que haciamos referencia, trata sobre una
estimacion de la norma de la inversa de una matriz [FREE;'pég.

255], que puede enunciarse como sigue:
Sea A(x)=A(x1,x2,...,x ) una funcién matricial real de tamafio
m

nxn, cuyas entradas son funciones definidas en un dominio cerrado

DcE" que - contiene al origen, de modo que A(0) es conocida.
Supongamos que A(X) no es singular en D y tiene primera derivada

parcial continua con respecto a xl,xz,...,x en D, con:
m

10



8A(X)
ox
1

donde i 1l representa una norma matricial particular.

Entonces, para cualquier rectangulo m-dimensional D'’<cD de 1la

forma:
D = { - =x =2 , i=1,2,...,.m } ,
i ! i
con:
m
-1
IR

1=1

tenemos:

1 -

[A(x)]—l [A(O)]—l

o

m
' M ;. xeD’

Por ultimo, seflalemos que si x es un nGmero real,

representaremos por [x] a su parte entera.

11



|. B. (i1). PoLINOMIOS MATRICIALES.

Para una mayor claridad en la presentacién de los resultados
de la seccién siguiente relativos a métodos multipasos
matriciales, recordemos algunos conceptos y propiedades sobre
polinomios matriciales, cuyas demostraciones pueden encontrarse

en [GOH1l vy [GOH2].

Sea L(z) el polinomio matricial:

Lz) = 251 +« 2PA  + ...+ A (1.6)

k-1 0
donde AleCer para 0=i=k-1 , vy el determinante de L(z) no es
idénticamente nulo. Un numero complejo z, se dice que es un
valor propio de L(z) si det(L(z)) = 0 . Si z, es un valor

propio de L(z), entonces por el teorema S1.10 de [GOH1, pag.

3311, L(z) admite la siguiente representacién:

L(z) = E (z) R F(2) (1.7)
ZO o .

donde Ez (z) vy F; (z) son polinomios matriciales inversibles
0 ()

12



A

en z2 , VY k =k =< ...

o ) 5 kr son enteros no negativos, los

cuales coinciden con los grados de los divisores elementales de

L(z) correspondientes a z, . La representacién (1.7) se 1llama
forma local de Smith para L(z) en z, . Los enteros kJ ., para
1=j=r , estan univocamente determinados por L(z) vy z, . Y se
llaman multiplicidades parciales de L(z) en z, - Notar Qque

algunos de los numeros kJ pueden ser repetidos y que kj aparece

k
tantas veces como (z—zo)J sea divisor elemental de L(z).

De acuerdo con el capitulo 7 de [GHO2}, diremos que W(z) es

una funcién racional matricial rxr, si cada entrada wij(z)

para 1=i, j=r es una funcioén racional escalar de la forma:

pij(z)

w o (z) = —
H qij(z)

donde pij(z) y qu(z) son polinomios escalares y qlJ(z) no es

idénticamente nulo. Si W(z) es una. funcién racional matricial de
tamafic rxr con determinante no idénticamente cero, diremos gque

z € C es un polo de W(z) , si z, es un polo de, al menos,
una de las entradas de W(z). Asimismo, zOE@ es un polo de W(z)

si, y sélo si, Z, s un valor propio de 1la funcién matricial

[w(z))-l.

13



El siguiente resultado es una versién matricial del lema 5.5
de [HENR, pag 242), donde se prueba para el caso escalar. La
demostracién puede ser obtenida trabajando componente a
componente, usando resultados escalares y el teorema 7.2.3 de

[GOH2, pag. 223].

TEOREMA 1.1. Supongamos que el polinomio matricial L{(z) definido
en (1.6} tiene todos sus valores propios en el disco lz|51 y que

para aquellos valores propios z, de L(z) tales que |20| =1,
se tiene que las multiplicidades parciales de L(z) en z, son

simples, es decir, kJ(zO)=1 para 1=<j=r. Entonces:

-1
k - _ mo . rxr
[I+2Ak-1+"'+z Ao] —Zwmz sz < 7 <C (1.8)
mZ0
con:
Fr=suplly |l < += (1.9)
mZ0 "
y:
I si m=o
¥y o+ 7 A + ...+ 7 A = (1.10)
m m~1 k-1 m-k O 0 si m>0
donde hemos asumido que v =0 para m < 0.
m

14



NOTA 1.1. Por el teorema 5.1.1 de [GOH2, piag.145], el conjunto de
los valores propios de L(z) coincide con el espectro de la matriz

compafiera:

F‘ 0 I 0 0
0 0 0
0 0 0 0
¢ = S : ' (1.11)
0 0 0] 0 I
L _AO -Al —AZ _Ak-2 _Ak-l ]

y asi, las hipétesis del Teorema 1.1 sobre el polinomio matricial

L(z), conducen a que la matriz C definida en (1.11), tenga radio

espectral p(€C) =1 y a que C sea de clase M. Para el caso
escalar, r =1, las hipdtesis del Teorema 1.1 significan
que el polinomio L(z) tiene todas sus raices en el disco
lz]| =1, y que todas sus raices z, tales que lzo| =1 son

raices simples.

[. B. (ii1), CALcuLo DIFERENCIAL MATRICIAL. ~

Por motivos dé claridad en la presentacién de los resultados
que mas adelante necesitaremos, comenzamos esta seccidn recordando

los conceptos de producto de Kronecker de matrices y el operador

15
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| S

1

vector columna. Sean, A=[a Jec™ y B=([b 1] ecC™*

1) 1)

entonces, el producto de Kronecker de A y B, representado por

AeB , es la matriz de los bloques definida como:
B a B
_ 11 in
A®B =
a B a B
m1l mn

El operador vector columna, actuando sobre una matriz Aec™

se define como:

A a
.1 1%
vec(A) = : ; . siendo A =
A a
.n _mk
Si AeC™T ve€™T y  BeC™, entonces, por [GRAH, pag.25],
tendremos:
veec (AYB) = (B @A) vecY

donde BT es 1la traspuesta de la matriz B. Si Y=1[y 1ec"™

16



D

mxn

= [ x }] e C entonces,

verifica que:

%,

ax

rs

ay

ax
dy
ax

rs

ay

11

ay

aX aY

ax

ml

con respecto a una matriz, cuya demostracién puede

17

por [GRAH, pag. 62 y 81]

ay

In

ay
ox

mn

Recordemos la regla para la derivada de un producto de matrices

encontrarse
(GRAH, pig.84]. Sean XeC™, YecCc™ kb z e,
entonces se tiene que:
_a_ﬂ = _a_x_.(1®y] + [I@X]ﬂ
az az 1 P az



Donde Iq e Ip son las matrices identidad para ctd y PP

respectivamente. Finalmente, recordemos la expresidén de la regla

de la cadena para la derivada de una matriz con respecto a una

matriz [GRAH, pag. 88], I[VETT]. Si Xe €™, vYvecoc™,
z e ¢4 , tenemos:

az alvecy]” 8z

oz . [ olvecy]l 4 ] [ I @ —22 ]

)4 8% P n dvecY

18



|. C. METODOS MULTIPASOS MATRICIALES.

19



[. C. (). DeFINICIONES Y PROPIEDADES GENERALES.

En esta seccién completaremos algunos resultados sobre
métodos multipasos matriciales lineales, dados recientemente en
[JOD4], donde fue introducido el concepto. Para una mayor claridad

en la exposicidn, recordemos las siguientes definiciones:

DEFINICION 1.1. ([JOD4]) Consideremos el problema de valores

iniciales (1.1) bajo 1la hipétesis (1.2). Sean kx1 , tn=nh ,
h>0 , y f =1(t . ,Y) € cd ; entonces , un método k-pasos
n n n

matricial es una relacién de la forma:

Y +A Y + ... +A Y = h {B f + ... +Bf } {1.12)
k+n k-1 n+k-1 o] n k n+k 0 n

TXr

donde A, €C y B e c™" para Os=isk ; 0O=jsk-1

2

El concepto de consistencia lo introducimos ahora del modo

siguiente:

DEFINICION 1.2. ([JOD4]) Se dice que el método k-pasos matricial

lineal (1.12) es consistente si las matrices AJ y B1 satisfacen

20
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Y VW

N 4

w

las ecuaciones:

A +A + ... +A + 1 = 0
] 1 k-1
y:
B + + B = kI + (k-1) A + + 2A + A
0 k k- 1
donde asumimos qué AJ =0 si jJzk

En [JOD4] se define 1la cero-estabilidad para métodos k-pasos
matriciales con k>1 . Introduzcamos otra definicién que coincida
con la dada en [JOD4] para k22 , pero que sea apropiada también

en el caso k=1.

DEFINICION .1.3. Diremos que el método k-pasos matricial lineal
(1.12) es cero-estable si el polinomio matricial L(z) dado en
(1.6) tiene todos los valores propiés en el disco |z | =1 1y,

para todo valor propio z, tal que l z =1 , todas Ilas

multiplicidades parciales de L{z) en z, son simples, es decir:

= = j =
kj(zo) 1 para 1 = j =k

EJEMPLO 1.1. Consideremos el método unipaso matricial:

21
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Y LY

&

Y + A Y = h { B £ + B f } ; nz=90 1.13)
n+l n n+ O n
En este caso, L(z) =2z I - Ao. Los valores propios de L(z) son
los de Ao . y por la Definicién 1.3 y el teorema S5.1.1 de

(GOH2], el método (1.13) es cero estable si p(A) =1 y cuando

p(A) =1, entonces A0 es una matriz de clase M. En particular,

tomando Ao -1 , este método es cero-estable y consistente. Si

tomamos AO = -1 y B =B = 1/2 se obtiene el andlogo del

0 1 ’

método trapezoidal escalar.

Por la Nota 1.1, es facil ver que la Definicion 1.3 es

equivalente a la definicién de cero-estabilidad dada en [JOD4]
para el caso k>1. Consideremos ahora el método k-paso

matricial (1.12) y su operador lineal en diferencias asociado ¢

definido por:

¢(Y(t);h) [ AJY(t+jh) - h BJY’(t+jh) ] ; Ak=I (1.14)

g[\/]r

donde Y(t) es una matriz arbitraria de € ¢ cuyas entradas son

funciones continuamente diferenciables en [a,b] , e I representa

22



| b |

S & ' ¢

w

la matriz identidad de €. Desarrollando la funcién Y(t+jh)

y su derivada Y’ (t+jh) en serie de Taylor alrededor de t, y

reagrupandc términos en (1.14), se obtiene:

$(Y(t);h) = CY(L) + ChY (£) + ... + cshSY‘S’(t)+... (1.15)

. - rxr
donde C son matrices de C ™,
s

DEFINICION 1.4. El operador en diferencias (1.14) y el método
k-pasos matricial asociado (1.12), se dice que son de drden p si,

en (1.15), C=C= ... =C=0 con C # 0.
[} 1 p pP+1

Calculos sencillos ofrecen la siguiente expresidén para las

matrices C en términos de las matrices coeficientes A , BJ:
s

C = A + A + + A + 1
(o} (o] 1 k-1

C = A + 2A + +kI-(B +B + + B )
1 2 [¢] 1 k

C= 2 (A+2% +...+x°) - — 2 (8 +2° '8 . x5 B
s gl 1 2 (s-1)! 1 2 T

s =2,3, .. (1.16)

Asi, por ejemplo, el método unipaso matricial de la forma (1.13)

23



con A0 = -] y B =B = 1I/2 es de d4rden p=2 porque se

tiene que Co =C =C_=20 y C3 = -1/12.

De manera analoga al caso escalar, es facil demostrar, ver
[LAMB, pag. 49-52] y [HENR, pag.285], que si el método (1.12) es

de érden p, entonces:

[l e(y(t);h) 1l = vt (1.17)

donde Y(t) es la solucidén teérica del problema (1.1) y:

G=lc, Il; D= max Il Y®V () i (1.18)
P o0<t=pb

Uno de nuestros principales objetivos es encontrar cotas para el
error global de discretizacién del método (1.12) en el punto

tn = nh , que denotaremos por e Yy que viene definido por:

e = Y(tn) - Yn (1.19)

donde Y(tn) es el valor de la solucién tedérica del problema

(1.1) en tn , € Y es el valor aproximado que ofrece el método
n

(1.12).

De modo similar al caso escalar, para encontrar cotas

24



X1

D &

Y

5 ¢

y supongamos que el método (1.12) es cero-estable. Sean B, , B

superiores para el error global de discretizacién, es necesario
estudiar el desarrollo de las soluciones de ciertas ecuaciones en
diferencias lineales no homogéneas. El siguiente resultado,

cuya

demostracién puede encontrarse en [JOD5], trata de estos aspectos:

TEOREMA 1.2. Consideremos la ecuacion en diferencias matricial no

homogénea:
z + A z + ...+ A Z =
m+k k-1 m+k-1 0 m
(1.20)
=h{B Hz e+ Uz . ll+..+8 ||z||} A
k,m m+k k-1,m m+k-1 o,m m m
donde A ec’* para 0= js=k-1, B, € ¢ para
0 =s =k ; h > 0; m es un entero no negativo; A e cT1 ;

m

y

A constantes positivas tales que:

(A th=A
P

. 0<h<B',;, o0=p=N (1.21)

Entonces, cada solucidn de (1.20) para la cual:
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Ilzpllsz ; 0 =p = k-1 (1.22)
satisface:
i anl ; K, exp [ nhL ] ; O0O=<n-=N (1.23)
donde:
L,= TI,B, ; K, = r_(NA+kAz.) (1.24)
A=A ll+ osllA I+ 15 T=(1-08)" (1.25)

y [ esta definido en el Teorema 1.1.

Pensando en las posteriores aplicaciones , supongamos que la

sucesién { Y }. es una solucidén exacta de la ecuacidn (3.1).
n

Sin embargo, supondremos que { Yn } satisface tan sélo que:
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Y +A Y +...+AY -h { Bf + ...+ Bf } =@ K hi*!
m+k k-1 m+k-1 O m k m+k Om m 1

mz0 (1.26)

donde K1 Yy q son constantes no negativas, y ® son matrices
) y m

rxq

de C cumpliendo que |l ©® ||l =1 . Supondremos también que los
m

valores de partida YJ=QJ(h) ; O=j=<k-1, son matrices en c4

tales que estan sujetas a un cierto error y sea £=£(h) definido

por:

£ = €&(h) = max [l Q (h) - Y(jh) {I (1.27)
0= j=<k-1 ]

Por el Teorema 1.2 y los anteriores comentarios, se establece el

siguiente resultado:

TEOREMA 1.3. Consideremos un método k-pasos matricial cero-estable

del tipo (1.12) de 6rden pzl1 . Sea I' la constante definida en

Teorema 1.1 y sean h, A, F', B‘, G y D definidas anteriormente

en (1.18), (1.24), (1.25), y:
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-1
r =r[1-hL|ua||] C A = 1+11A I+ ... +1A Il
k k-1 0

-1 (1.28)
h o< [IIB H L]
k

entonces, el error global de discretizacion e esta acotado
n

superiormente mediante la desigualdad:

e Il = Ak§+t[hpGDt+th] exp[Lr'B'tJ
n n n 1 n

(1.29)

donde L es la constante de Lipschitz definida en (1.2), y £

viene dado por (1.27).

Noétese que desde el punto de vista prdctico, es necesario
encontrar una constante adecuada D que satisfaga (1.18), cuestidn
que abordaremos para cada problema concreto en su seccidn
correspondiente. Por otro lado, en el siguiente apartado dentro de
esta misma secciodn, probaremos este teorema en el caso de métodos
unipaso matriciales, que son lo que aplicaremos en la resclucién

de los problemas que nos ocupan.

28



o | G |

o

[. C. (ii1), METODOS LINEALES UNIPASO.

En este apartado, demostraremos algunos de los resultados
presentados anteriormente en el caso general, para un tipo
concreto de métodos unipaso matriciales, expuestos en Ejemplo
1.1 , que englobann la generalizacién al caso matricial de la
regla de los trapecios y del meétodo de Euler , que seran los que
vamos a utilizar en lo que sigue. Obtendremos asi las expresiones
concretas que necesitaremos  para evaluar el error de
discretizacién. Supondremos £ =0 pues en la ecuacién (1.1)
asumimos que el wvalor inicial Q es conocido exactamente al

tratarse de un dato del problema.

Asi, para la construccién de soluciones numéricas discretas
para el problema de valor inicial (1.1) bajo la hipétesis (1.2),

utilizaremos métodos unipaso matriciales de la forma:

Y + A Y = h { B f +B f } ; n=0 (1.13)
n+l O n 1 n+l 0O n
donde B , B son matrices de € e Y , f£=f(t, Y)
(o] 1 n n n n
son matrices de €% ; t =nhe [0,b] ; 10>0; y:

29



XD

L0 BN i

v oW

B0 + B1 =1 (1.30)

Consideremos la ecuacién matricial en diferencias no

homogénea, correspondiente de la expresién (1.20) para el caso que

estamos considerando:

Z -—Z=h{B [tz |l +B ||z||} + A (1.31)
m+1 m 1,m m+l 0,m m m

donde A , B1 . B0 son matrices de €9 : h>0; m es un entero
m ,m ,m

no negativo; y sea { Z } una sucesién de matrices, solucién de
m

(1.31). Si escribimos esta ecuacidén para m = n-p-1, tendremos:

(

Considerando la dltima ecuacién para p = 0,1,2,...n-1, y sumando

las ecuaciones resultantes, se sigue que la suma del primer
miembro de la igualdad es S = 2 --Z0 y el segundo miembro de la
n n

igualdad toma el valor:
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Consideremos las constantes positivas B, B,, A, I, v K, definidas

por:
{1 B [l =B; IlB H+11B  Il=B ;IlAa Il =A; OspsN (1.33)
1,p 1,p o,p * P
_1 - - -1 . - . s
O0<h<B™" ; I,= (1-hB) * ; L =T B, ; K =T, (NA 1z H] (1.34)
Igualando la expresién (1.32) a Zn—Z0 , tomando normas y
aplicando la desigualdad || B, o I+ 11 B, , Il = B, se sigue que:

n-1
Hz Il = nBllZ Il +hB, an o+ NA o+ 1Z 01 (1.35)
n n m o]
m=0

Por tanto:
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(1-nB) 112 11 = hB*ZIIZH . [NA+II2H]
n m o}

y por (1.33),(1.34), se sigue que:

n-1
Hz Il = hL‘ZIIZ 0o+ X, (1.36)
n m
m=0

Por (1.36) y [HENR, pag. 246] tenemos:
Itz 1l = x, (1+hL )" ;  O=n=N ~(1.37)
n

Teniendo en cuenta que (1+hL*)nS exp(nhL ), queda probado el

resultado siguiente:

TEOREMA 1.4 Consideremos el método unipaso matricial definido por

(1.13) y (1.30), y sean las constantes A, B, B, , K, vy L

»

definidas en (1.33)-(1.34). Entonces, para cualquier sucesién

de matrices { Z } que sean solucidén de (2.1), se tiene que:
n

N (1.38)

1A
)
1A

Hz 11 = K, exp[nhL‘]; 0

32



(X 41X X3 LX) K

v X

-

Introduzcamos el operador en diferencias o) asociado al

método (1.13) y definido por:

S(Y(t):h) = Y(t+h) - Y(t) - h [BIY’ (t+h) + BOY’(t)J (1.39)

donde Y(t) es una matriz arbitraria de tamafic rxg, siendo sus
entradas funciones continuamente diferenciables en [0,b] qué
toman valores en C. Desarrollando la funcién Y(t+jh) Yy su
derivada Y' (t+jh) en serie de Taylor alrededor de t, vy

reagrupando términos en (1.39), tenemos:

@(Y(t);h) = CY(t) + ChY’ (t) + ... + Csth(S)(t) + ... (1.40)

. rxr .
donde C es una matriz de C que puede ser escrita en
s

términos de los coeficientes matriciales:

Si escribimos (1.13) en la forma:
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Y ~-Y~-h { B f + B f } =0
n+1 n 1 n+l 0O n

y restando de esta ecuacién  ¥(Y{(t );h) se sigue que:
n

e -e-h { B [ Y (¢t +h) - £ ]'+ B [ Y (t ) -f ]} -
n+1 n 1 n n+l o] n n

en+1_en_ h { Bl [f(tn+1’Y(tn+1)) - fn+1] * BO[ f(tn’Y(tn)]—fn]} =

=®(Y(tn);h) (1.42)

donde se ha aplicado la definicién de error de discretizaciédn,

dada en (1.19), y la expresién (1.1). Consideremos ahora la

. = . . rx PR
siguiente sucesidén de matrices de C 1 definidas por:

[f(t JY(E )£ (t Y )]||e‘ M5 st e %0
. n n n n P3Y (1.43)

0 ; si e =20

ja)
1l

De (1.42) y (1.43) tenemos:
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vy

e, -e =h{B P 1le {1+B P lle H}+¢>(Y(t);hl (1.44)
n+1 1 n+l n+l [o] n n n

n

Supongamos que el método (1.13) es de 6rden p=z1, de acuerdo con
la definicion 1.4, y sean G Y D constantes que satisfacen

{(1.18). Por (1.17) tendremos que:

He(y(t )sn) Il = w*!' ¢ D

Por otro lado, por (1.2) y (1.43) se sigue que H‘Pnll =L;
i p Il = LIIB Il. Si llamamos B_ y N a los nimeros
1 n+1 1 -
positivos:
B, =IlB Il +11B II; N = [b/h] (1.45)

Aplicando el teorema 1.5 a la acuacién en diferencias (1.44), el

siguiente resultado queda establecido:

TEOREMA 1.6. Consideremos un método unipaso matricial del tipo

(1.13) y (1.30), de 6rden pzl , y sean h , T constantes

positivas definidos como:
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h<{LIIB1|I) ;T '[l—hLIIBIIIJ (1.46)

donde 1. es la constante de Lipschitz dada en (1.2). Si G y D
son las constantes definida; mediante (1.18), entonces, el error

global de dicretizacién e = Y(t ) - Y , estd superiormente
n n .

acotado por la desigualdad:

llenllsr'hpGDtnexp[Lr'B't ) n=0 (1.47)
n

EJEMPLO 1.2. Consideremos el método unipaso matricial definido por

(1.13) y (1.30), donde B0 = B1 = 1/2:

Y -Y = — { f + f } (1.48)
n+1 n n+1 n

Por (1.41) se tiene que C0 = C1 = C2 =0, vy C3 = -1/12 . Asi,

(1.48) define un método unipasc de d6rden p=2. lLas constantes que

aparecen en el Teorema 1.6 toman los siguientes valores:
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G=llc,ll=1/12:B=1B Il+IIB It=2; =1 -nr2)"

D = max { Ny® )11 osts=b }

La desigualdad (1.47) toma la forma:

h2

e Il = -2 bt (1-nLs2)7? exp[ t L (1 - hLs2)’? ] (1.49)
n 12 n n

Nétese que este método es la generalizacién al caso matricial de

la regla de los trapecios.

EJEMPLO 1.3. Consideremos el método unipasc matricial, donde AO=I

Y -Y =hf (1.50)

Por (1.41) se tiene que C0 =C =0, vy C2 = 1/2. Asi, (1.50)

define un método unipaso de érden p=1. Las constantes del Teorema
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1.6 toman los valores:

*
G=||C2||=1/2; r = 1.

(2)

Dzmax{llY (t)y 1 ,ostsb} (1.51)

y el error de discretizacién e verifica:
n

h
[le |l = —— Dt exp[LtJ (1.52)
n 2 n n ‘

Nétese que este método corresponde a la generalizacidén al caso
matricial del método de Euler. Obsérvese que si bien este método
puede resultar mds sencillo al calculo que el del. Ejemplo 1.2,
ofrece en cambio una cota de error mencs precisa comoc puede

observarse seguin la dependencia en h.
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CON COEFICIENTES VARIABLES
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[I. A. (). PRESENTACION DEL PROBLEMA.

En esta seccidn, construiremos soluciones analiticas
aproximadas para problemas de valor inicial referidos a ecuaciones
diferenciales matriciales del tipo X' (t) = A(L)X(t) + X(t)B(t),
donde los coeficientes A(t) y B(t) son funciones matriciales
al menos dos veces continuamente diferenciables. Hediante el uso

de métodos unipaso matriciales y funciones B-spline matriciales

. lineales que interpolen la solucién numérica en un conjunto

discreto de puntos, construiremos una solucidén aproximada cuyo
error sea menor que un valor cualquiera e>0 prefijado. Los
resultados que presentamos a continuacidén, han sido aceptados para

su publicacién en la referencia [JOD7].

Consideremos pues, ecuaciones diferenciales matriciales del

tipo:

X' (t) = A(t)X(t) + X(t)B(t); X(0) =C; Ost=b (2.1)

donde la incégnita X(t) y los coeficientes A(t), B(t) son matrices

complejas de tamafio rxr, es decir, elementos de cT . Estas
ecuaciones aparecen en muchos campos de la ciencia y la
ingenieria, principalmente en problemas de optimizacién en teoria
de control lineal [BARN], [REI1], [THOM]. La ecuacién (2.1) ha
sido. estudiada por muchos autores en el caso de coeficientes

constantes, ver [BARR], [DAVI], [SERB], sin embargo, para el caso
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de <coeficientes variables, esta ecuacién ha recibido poco

tratamiento numérico.

Por [REI1], [BARN, pag. 109], 1la solucién teérica de 1la

ecuacién (2.1) viene dada por:
X(t) = Y(t) C Z2(t)

donde Y(t) es solucidén de la ecuacién matricial:

Y'(t) = A(t) Y(t) ; Y(O) =1 (2.2)

y Z2(t) es la solucién de:

2 (t) = 2(t) B(t) ; 2(0) =1 . (2.3)

Desgraciadamente, la solucién exacta de los problemas (2.2) y
(2.3) no son calculables analiticamente, lo cual motiva la
busqueda de alternativas que ofrezcan soluciones analiticas

aproximadas y cotas de error en términos de los datos.

Si aplicamos el método unipaso matricial (1.48) para obtener
las soluciones numéricas del problema (2.2} en un conjunto
discreto de puntos del intervalo [0,b], necesitamos determinar las
constantes que aparecen en la expresién (1.4%9), en términos de los
datos del problema, para evaluar el error de discretizacién

cometido.

Consideremos la ecuacidén diferencial matricial (2.2), donde
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A(t) es una matriz cuyas entradas son funciones dos veces
continuamente diferenciables. Tomando derivadas para la solucién

Y(t) de (2.2), se tiene que:

vy @ (t) = A () Y(t) + (A(E))2 Y(t)

Y = A@ ) vit) o+ AT(E) ACE) Y(t) o+ (AT Y(t) o+
+ Nu)um+Au)xuqyu)=

= AP ()Y(t) + 24" (£)A(R)Y(E) + A(E)A’ (£)Y(t) + (A(t))3Y(t)

Por [FLET, pag. 14], la solucién tedérica Y(t) de (2.2) satisface:

Hy(t) Il = exp(tko); 0=<t=b (2.4)
y si 1llamamos kx’ i =20, 1, 2 a unas constantes positivas que
satisfacen:
k, = max a2y 1n; i=o0, 1, 2. (2.5)
0=tsb
tenemos:
(3) 3
max |l YT (t) |l = exp(bk) {k +3k k +k } =D (2.6)
o<t =<p 0 0 10 2
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Si h < 2/k0 , entonces, por los anteriores comentarios y lo

expuesto en la parte dedicada a métodos multipasos matriciales del

capitulo I, se sigue que el error global de discretizacién e en
N n

tn= nh definido en (1.19), donde una aproximacién al valor

exacto de la solucién de (2.2) es el valor de Yn obtenido

mediante el método unipaso matricial (1.48), satisface:

k h -1
lle Il=h®t exp(bk)[l- 0 ] [k3+3kk+k]-
n n 0 > 0 10 2
(2.7)
koh -1
S O
n 2
sexp
12
Como h < 1/ko , resulta que:
koh
1 - > 1/2 (2.8)
2
entonces, para h < 1/kO , (2.7) toma la forma:
nt \
n o]
i e [l = — exp(bko) {ko+3k1ko+k2} exp[¢kotn] (2.9)

Si consideramos ahora el problema (2.3) y definimos las

44



WA WA 4 A 41 A4 A

Y

constantes q, tales que:

q = max || 't

0=t=bp

vy llamamos:

v = 2(t) -2
n n n

ey I i= 0, 1, 2,

(2.10)

al error global de discretizacién cuando aproximamos el valor

exacto Z(t ) de la solucién de (2.3) mediante la solucién
n

numérica Z calculado mediante el método unipaso:
n

h
Zn+1—.2n= _{gn+1+gn}
2
donde:
g = G(tn,Zn)
vy
G(t,2) = 2Z BI(t)

entonces, para valores de h tales que:

se sigue que:
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— exp(bqo) {qg+3q1qo+q2} exp[Zqotn] (2.13)
6

1A

v 11
n

ll. A. (ii). SOLUCION APROXIMADA ANALITICA Y CoTA DE ERROR.

Empecemos este apartado recordando algunos resultados sobre

la interpolacién con B-splines. Si estamos interesados en la

construccion de una funcién aproximada que interpole los
valores exactos yo, yl,..., yN en los puntos to’ t1""’ tN de
una particién del intervalo [0,b], calcularemos entonces el
B-spline lineal definido por:
N-1
s(t) = Z b, () v (2.14)
n=-1
donde t € [0,b] ; t -t =h; h = [b/N] ; y:
n+l n
(t=t ) para t st <t
-1 n+l
b (t} =h (2.15)
in .
(tn+2—t) para tn+1st < tn+2
= < = . 3
con b1n(t) 0 para t tn y para tn+2 = t. Ademas,
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b es no negativo, satisfaciendo b (t) + b (t) =1 para
in in 1,n-1

todo t € [tn,tn+2] ;  ver [HAMM, pag. 247-248]. Si consideramos

el B-spline 1lineal <construido en términos de los valores

. A A
aproximados Yo r Y

A .
Lo yN ; entonces tendriamos la nueva

funcién aproximadora:

N-1
T(t) = Z b (t) ¥ (2.16)
in n+1
n=-1
de modo que:
N-1
| s(t) - T(t) | = max y -9 | E: b, (t)] =
n+1 n+1 in
-1=n=N-1
n=-1
— _A . - —
= max Yo yn+1| ; para 0=t =t = t=b (2.17)

Consideremos ahora el caso matricial. Suponiendo conocidos

los valores exactos Y(to), Y(tl), . Y(tn) de la funcién

matricial Y(t) € €7 , en los puntos t0= 0, t1 , -.. , t=b,

pero desconociendo los valores de dicha matriz en el resto
del intervalo, estamos interesados en construir una interpolacidn
lineal con funciones B-spline matriciales, que denotaremos por

W(t), ©pero sustituyendo los valores exactos Y(t ) por sus
n

47



A, A ALK 44 A

!
)

A 4

correspondientes valores aproximados Y , para n=0,1,2,...,N.
n

Consideremos las funciones B-spline matriciales lineales definidas

CcOomo:

N-1 N-1

V(t) = }: Y(t ) b (t) ; Wit) = }: Y b (t)
n+1 in n+1l in

n=-1 ‘ n=-1

0=t =t = t =0b (2.18)

entonces, tomando normas, tendremos:

IHvit) —wt) Il= max |l Y(tn) - Ynll (2.19)

0=n=N

Sea f(t) una funcidn escalar dos veces continuamente diferenciable
en el intervalo [0,b]. Sea s(t) el B-spline definido en (2.14)

con y = para =n=N, entonces por , ag. se sigue
= f(t) 0=n=N, ent [HAMM, pag.257] i

que:

max |[f(t)-s(t)| = max |f(2)(t)| (2.20)
0<t=p 8 0=<t=<p

Si Y(t) es una matriz de C°F cuyas entradas son funciones, y
aplicamos (2.20) y (1.3), asumiendo que Y(t) es dos veces

continuamente diferenciable, la funcién B-spline matricial lineal
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V(t) definida en (2.18), satisface:

max 1Y) -vit) Il = r =— max Il Y®t) 1l (2.21)
0=<t=p 8 o0=<t=<p

Nos interesamos ahora en la construccién de una aproximacidn
analitica de la ecuacién (2.1). Antes de nada, nétese que la
solucién numérica Y de (1.48), correspondiente al problema

n

(2.2), procede de la relacién:

Si h< 1/k0 , estando ko definido en (2.5), entonces, por el
lema de perturbacién, [ORT2, pag.45], las matrices de los
coeficientes de Ynu e Yn en (2.22) son inversibles y se
tiene que:
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Yo =1; nzxz1 (2.23)
De igual manera, si h < 1/qo , donde qo viene definido en
(2.10), 1la solucién numérica Z de la ecuacion (2.11)

n

correspondiente al problema (2.3), procede de la relacién:

cuya solucién es de la forma:
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Teniendo en cuenta que la solucién exacta X(t) del problema (2.1)

viene dada por X(t) = Y(t) C 2Z(t) , de (2.23) y (2.24),
proponemos la aproximacién numérica de X(t) en tn= nh , definida
por:
X =Y C2 ; X =C ; 1=n=N (2.25)
n n n 8]

donde Yn viene dado por (2.23) vy 2n por (2.24), para 1=n=N

con Nh = b.

A partir de los valores aproximados de X(t) en tn=nh,

dados por Xn definido segun (2.25), construimos 1la funcién

B-spline matricial lineal:

N-1

W(t) = 2: X b (t) ; O=<t=b (2.26)
n+1 in

n=-1

donde bln esta definido en (2.15). Si denotamos por V(t) la
funcién B-spline matricial lineal que interpola los valores
tedricos exactos de la solucidén X(tn) en tn para el

problema (2.1):
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V(t) = }: X(tn+1) bln(t) ; O<t=b, (2.27)

entonces, de (2.19), resulta:

Il vit) - W) ll‘s max || X(tn) - X [ (2.28)

Q=n=N

Para poder obtener una cota superior de la expresién que

aparece en el segundo miembro de la desigualdad (2.28), obsérvese

que:

X(t) -X =Y(t)Cc2Z2(t)-Y Cc2 =
n n n n n n

={Y(tn)-Yn]CZ(tn)+Y(tn)C[2(tn)-Zn]-[Y(tn)-Yn]C[Z(tn)-Zn] (2.29)

Por [FLET, pag. 114] sabemos que:

[ yce) [ = exp(tk ) vy [Hzt) Il = exp(tqo) para O=<t=b, (2.30)

por lo que tomando normas en (2.29), y utilizando (2.30),

obtenemos:
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11X(t) =X 1= exp(t q) Ile HIICI+exp(tk)Ilv [IIICI+

+Hclilv e |l (2.31)
n n

donde e =Y(t)-Y y v =2(t) -2 para O = n = N,
n n n n n n

t =nh. De (2.9), (2.13) y (2.31) se sigue que:

n

2
bh 3
1xCe) =% H=lici 2 { exp(3bq0)[q0+3q1qo+q2] +
+ exp(3bk )[k3+3k k_+k J } +
[¢] o} 10 2
b°h* 3 3
+ 11 cll » exp[3b(q0+ko)] [q0+3q1qo+q2] [k0+31<1k0+1<2] ,  (2.32)

védlido para DO=n=N y para valores de h<1/qo , h < 1/ko .

Nétese que si X(t) es la solucidén tedrica de (2.1) y A(t),

B(t) son funciones dos veces continuamente diferenciables en

[0,b], entonces:
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K2 (1) = A’ (L) X(t) + A(t) X' (t) + X’ (t) B(t) + X(t) B’ (t) =
= A’ (1) X(t) +(A(£))Z X(t) + A(t) X(t) B(t)+ A(t) X(t) B(t) +

+ X(t) (B(t))%+ X(t) B’ (t) (2.33)

Teniendo en cuenta (2.5), (2.10), la relacién X(t) = Y(t) C Z(t),

y (2.30)}, (2.33), se obtiene:
(2) < 2 2 <t<
I x =l =1cll exp[b(ko+qo)] [k1+k0+2qoko+qo+q1} O=t=b (2.34)

De (2.21) y (2.27), se sigue que:

[l X(t) - v(t) |l = b« , O<t=b (2.35)

donde:

= I 2 2
a = . I cll exp[b(ko+qo)] [k1+ko+2qoko+qo+q1] (2.36)

Por (2.27), (2.28), (2.32), (2.35) y (2.36), la diferencia entre
la solucién teodrica X(t) del problema (2.1), y la funcién

matricial W(t) que interpola los valores aproximados Xn

54



K1 XJ A A X 42 4

A3

obtenidos en (2.23), (2.24) y (2.25), estd uniformemente acotado

superiormente en [0,b] por la desigualdad:

11 X(t) = WeE) 1= 1 X(e) = vie) 1L+ 11 vie) - wee) Il = gh® + nt

(2.37)

donde:

Ilrclib

{exp(Bbqo)[q;+3q1qo+q2] + exp(3bko)[kz+3§ k0+k2]},
6

(2.38)

2
_ b 3 3
r=1lcll — exp [3b(k0+q0)] [q0+3q1qo+q2] [ko+3k1ko+k2], (2.39)

o esta definida en (2.36) y h < min [ i 1 ]
o o)

Dado un error admisible e>0 , si escogemos un numero

positivo h tal que:

h < min [—l— , j;—] y Bh"+yh =¢ (2.40)
s 9

N
entonces, tomando N=[b/h] , si consideramos la sucesidn { Xn }

n=0
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definida mediante (2.23)-(2.25), y la funcién B-spline matricial

lineal W(t) definida por:

t = nh ; t e [tn,t ] ; 0=n=N-1, (2.41)

hemos construido una aproximacién de la solucién del problema

{2.1) cuyo error E(t) = X(t) - W(t) satisface:

X)) - wir) =g, uniformemente para  0O=t=b (2.42)

Tomando logaritmos, la desigualdad th + 7h4 = g

, se satisface

bajo la condicién h<l vy:

Inth) = —L { In(e) - In(B+y) } (2.43)
4

De los anteriores comentarios, concluimos la demostracién del

resultado siguiente:

TEOREMA 2.1. Consideremos el problema (2.1) donde las funciones

matriciales A(t), B(t) son dos veces continuamente

diferenciables en [0,b], y sean ki y q constantes definidas
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por (2.5) y (2.10) respectivamente, con i =0, 1, 2. Dado un

error admisible €> 0, sean B, 7 las constantes definidas en

(2.38) y (2.39) y sea h un nimero con 0<h<l satisfaciendo

h < min [—%—-, %T—J y (2.43). Sea N = [b/h] y sean { Yn } s
0 0

{ Zn } las sucesiones finitas definidas mediante (2.23) y (2.24)
respectivamente, con O0=n=N. Entonces, la funcién matricial W(t)

N
definida mediante (3.28), interpola la sucesidn { Xn }
: n=0

dada por (2.41), vy define una aproximacidn analitica del problema

(2.1), cuyo error estd acotado superiormente por € en todo el

dominio [0,Db].
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II. B. (). PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA.

Consideremos la ecuacidn:

X’ (t) = A(t)X(t) + X(t)B(t) + L(t); X(0) =C; O=t=b (2.44)

donde la incégnita X(t) y los coeficientes A(t), B{(t) y L(t) son

. s -~ . rxr
matrices complejas de tamafio rxr, es decir, elementos de C

La ecuacién (2.44), al igual que el caso homogéneo estudiado en
la seccién anterior, ha sido estudiada por muchos autores en

el caso de coeficientes constantes, ver [BARR], [DAVI], [SERB].

De [PORT], [BARN, pag. 109], sabemos que la solucién local

teérica de 1la ecuacién (2.44) viene dada por:
o -1
X(t) = Y(£)CZ(t) + Y(t) Jy‘ (s)L(s)Z ! (s) dsbh 2(t)  (2.45)
]

donde Y(t) vy 2(t) son las soluciones de los problemas de

valores iniciales:

Y’ (t) A(t)Y(t); Y(0)=I (2.2)

2’ (t)

Z(t)B(t); Z(0)=I (2.3)
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estando X(t) definida en las cercanias de t=0, donde las
matrices Y(t) y Z(t) son inversibles. Ahora, ademis de que la
solucién exacta de los problemas (2.2) vy (2.3) no son
calculables analiticamente en la practica, tenemos el

inconveniente afiadido de que el intervalo donde Y{t) y Z(t) son
inversibles no esta bien determinado. Todo ello motiva la busqueda
de alternativas que ofrezcan soluciones continuas aproximadas vy
cotas al error para el problema (2.44), validas para todo el

intervalo donde la solucién estid bien definida.

Consideraremos el problema (2.44), donde A(t), B(t) son
funciones dos veces continuamente diferenciables, y L(t) es
continua en el dominio O=t=b. En primer lugar, hallaremos las
soluciones numéricas en un conjunto discreto de puntos del
intervalo [0,b]. Dado que las ecuaciones a tratar son idénticas a
las resueltas en la seccién anterior, podemos wutilizar Ila
informacién de 1la que disponemos, considerando las mismas

definiciones para las constantes k1 y 4q, i=0,1,2, que
en (2.5) y (2.10) respectivamente; idénticas expresiones para los

n

valores aproximados Y y Zn dados en (2.23) y (2.24)

respectivamente; y las mismas cotas para los errores de

discretizacién e v v dados en (2.9) y (2.13) para cuando
utilizamos los métodos lineales unipaso dados por (1.48) y (2.11).

En el siguiente apartado de esta seccién, construiremos una
solucién numérica continua partiendo de la solucién numérica

obtenida en el conjunto discreto de puntos e interpolando mediante

funciones B-spline matriciales lineales. Proponemos también una
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cota global del error en términos del espaciado h y de los datos
del problema. Asi, dado un error admisible €>0, construiremos la
solucién aproximada en un intervalo, de forma que el error esta

acotado superiormente por e, uniformemente en todo el intervalo.

Este tipo de cuestiones son las que diferencian este caso del
anterior homogéneo: consideraciones sobre inversas, determinacién
del intervalo de trabajo, vy, evidentemente, wun calculo mas

complejo al tratarse de un caso mas general.

[I. B. (1), SorucioN NuMERICA CoNTINUA Y CoTA De ERROR.

Para empezar, notemos que Y dada en (2.23), es inversible
n

para h < —%— porque por el lema de perturbacidén [ORT2, pag.

o]

45], los factores que aparecen en (2.23) son matrices inversibles.

De forma andloga, si h < — las matrices Z dadas en
n

%o

(2.24) que resuelven el problema {2.3), son también, por el mismo

motivo, inversibles para n=0.

También ahora deberemos tener presente en todo momento, las
expresiones dadas anteriormente para la interpolacién con

funciones B-spline matriciales lineales.

El siguiente resultado determina, en términos de los datos,
un intervalo donde 1la solucién teérica (2.45) del problema

(2.44) esta bien definida.
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TEOREMA 2.2. Sean ko y 4, definidas en (2.5) y (2.10)
respectivamente, y sea r, = max { kO 4, } . Entonces se

verifican los siguientes resultados:

(i) Sea 8 un ndmero positivo, 8=b, tal que:

In(é8) + r 8 < ~In(r.) (2.46)
0 0

Entonces, la solucidn tedrica Y(t) del problema (2.2) y 2(t) del

problema (2.3) son ambas inversibles en el intervalo 0=t=é.

(ii) Consideremos una particién del intervalo [0,8] de la

forma t =0, t =h, ..., t =Nh=4. Sean {Y } , {Z } las
o] 1 N n n
v 0=n=N 0=n=N

sucesiones de matrices definidas en (2.23) y (2.24)

1

r
0

respectivamente, para h <

Sean Sy(t) y Sz(t) las

funciones matriciales definidas por:

) (t)=h-1{[t -t}Y +(t-t )Y }; t =t<t ;0=n=N-1, (2.47)
Y n+1 n n  n+l n n+1
S (t)=h-t{(t -t)Z2 +(t-t )2 }; t =t<t ;0=n=N-1, (2.48)
2l n+1 n n n+l n n+1
para valores h < -%—— que satisfacen:
0
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(1/2)[1-6roexp(6ro)] 12
h<ho= 3} 3 r 2
—Er(ro+3r1ro+r2) exp(36ro) + —§—(ro+r1)
r, = max {ki,qi} s i=o0, 1, 2. (2.49)

Entonces, Sy(t) y Sz(t) son inversibles en el intervalo [0,8].

DEMOSTRACION. Por [FLET, pag. 114] tenemos:

[Hy(e) Il = exp(tko) y I1zt) I = exp(tqo) para O=t=b

por lo que:

Hy (t) 1= koexp(tko) y [z ()|l = qoexp(tqo) para O=t=b

Nétese que si & es un nlmero positivo tal que:

dr exp{dr ) <1
0 0

entonces, para [t|=3, obtenemos:

[y (t) s <1 y iz ) ls <

Como Y(0)=2(0)=I, y:
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vty =1ll<1; Ilzt) -11l<1 para |t|=s

por el lema de perturbacidn [ORT2, pag. 45], las matrices Y(t) y
Z(t) son inversibles en el intervalo [0,8]. Es mas, por el teorema

de [FREE, pag. 255], se sigue que:

Iy ety 11

1A

-1
[1—r Sexp(ér )} i O=t=§
(o] (o]

(2.50)
Izt I

IA

-1
[1—r06exp(6ro)] ;. 0=t=§

Esto prueba la parte (i) del Teorema 2.2. Para probar la parte

(ii), introduzcamos las funciones B-spline matriciales lineales:

T (t)=h—y{(t -t)Y(t )+ (t~-t JY(t )}; t =t<t ;0=n=N-1 (2.51)
Y +1 n n n+1 n n+1

n

T (t)=hf1{(t -t3)2(t )+ (t-t )Z(t ]}; t =t<t ;0=n=N-1 (2.52)
4 n+1 n n n+1 n n+1

que interpolan los valores teéricos Y(tn] y Z(tn) de las

soluciones de los problemas (2.2) y (2.3) respectivamente. Nétese

que por (2.9) y (2.13), se sigue que:
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2
[yt )-y Il= h d exp(38k ) [k3+3k k +k_|; O=n=N-1, (2.53)
n n 6 [o] 0] 10 2
2 3
I Z(tn)—anl = - exp(36q0) [qo+3q1qo+q2]; O=n=N-1. (2.54)

De (2.19) , y (2.51)-(2.54), se tiene que:

2
3
i TY(t)-Sy(t) [l = - exp(38k ) [ko+3klko+kz], O=<t=3 (2.55)
2 3
[ Tz(t)—Sz(t) [l = - exp(35q ) [qo+3q1qo+q2]; O=<t=3 (2.56)

Para la expresidén tedérica de la segunda derivada de la solucién
teérica Y(t) del problema (2.2), asi como para la de Z(t) de

(2.3), tendremos:

1A

max 11 Y® (o) 1l exp(8k ) [k2+k ]
0 0o 1
0=t=§
(2.57)

max 1l 2% () 1l
0=t=3

A

2
exp(aqo) [q0+q1]

65



A X i 4&X &

A

} W

De (2.21), (2.55) y (2.56), (2.57) queda:

2

IA

Hly(t) = T (8) | exp(k &) [k2+k ]; Ost=d (2.58)
Y o] 0 1

8

2

[ z(t) - Tz(t) |

IA

exp(qoa) [q§+q1] ;. 0=t=3§ {(2.59)
8

Nétese que de (2.50), (2.55), (2.58), para h<h0 se obtiene:

-1
1 -
I Sy(t)—Y(t)Hs7 [1-8roexp(8ro)]5—;— [II Y 1(t)ll] ; O=<t=8 (2.60)

y por (2.60) y el lema de perturbacién [ORT2, pag. 45], la matriz
Sy(t) es inversible para 0=t=8. De forma andloga, por (2.50),

(2.56) y (2.59), para h<h =~ se tiene:
1 1 -1 o1
[ Sz(t)-Z(t)H = -E—[l—aroexp(Sro)] = 7§—D| 2z (t)H] ; 0st=§

y asi, Sz(t) es inversible en 0=t=8, con lo que queda el resultado

probado. o

66



aa A e by mdh dh Al ‘lQl wlibnad ‘ -

P

De los resultados anteriores y de la expresién (2.45),
observamos facilmente que una solucién numérica del problema

(2.44) puede ser construida en la forma:

- t
-1 -1
X(t) = S (t) CS (1) +S(t) { J; 57'(s) L(s) S} (s) ds } s_(t)
Ost=§ (2.61)
Dada la particién 0=t0 ; t1=h;...; tN=Nh=6 del intervalo [0,8],
notar que para t, en el intervalo tn5t<tn+1 , X(t) puede ser

escrita en la forma:

n-1 t

N j+1
- -1 -1
X(t) = Sy(t)CSZ(t) + Sy(t){ J SY (S)L(S)SZ (s) ds }Sz(t) +
j=0 t_)

t
+ S (t) J s”M(s)L(s)S '(s) ds b S (t) ; t =t<t _ ; 1=n=N-1
Y Y VA VA n n+l

t
n

(2.62)

Para conseguir un calculo efectivo de X(t), interesa obtener una

expresidén explicita para S;l(s) y S;l(s) . Puesto que

Sy(s) y Sz(s) son inversibles en [0,8), por la fdérmula de
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Sherman-Morrison-Woodbury [ORT2, pag. 50), para tnst<tn+1 se tiene

que:
) t—tn t-t . -1 )
- n _ _
hYn I tn+1-t n+1 I+ tn+1_tn n n+1J n
s;i(t) = (2.63)
- t +1 -t
n
- t—tn t—tn . -1 -
hzn I- tn+1_t n+1[I+ tn+1—t Zn n+1] n
. n
s;(t) = (2.64)
t -t

Es interesante hacer notar que tanto S;l(t) como S;l(t) no

presentan problemas en cuanto a acotacién se refiere, en t=t vy
n

t

t . En efecto, S;l(t) puede ser escrito en la forma:

n+l

-1
n

-1
hy ™! [I - (t-t )Y [(t —t)I+(t-t )Yty J Y
n n n+l n+l n n n+l

-1
S "(t) =
Y t -t

n+1

(2.65)

Notese que (2.65) puede interpretarse como el cociente de dos
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funciones analiticas que se anulan en t=t P La derivada del
. n

numerador de (2.65), toma la forma:

-1
h Y -y {(t -t) I o+ (t-t)yly ] +
1 n+1 n n n+1
-1 -1 -1
+ (t-t ) Y [(t -t) I + (t-t) Y'Y ] ( -1 + Y Y ]'
n n+1 n+1 n n n+1 n n+1

-1
n

-1
[ (b ~t) I + (t-t)Y'y ] Y
n+1 n n n+1

y su limite cuando t tiende a t con t<t es -Y . Asi,
n+1 n+1

por el teorema de L'Hopital [FLET, pag. 39], se tiene que:

lim sty = y7! con t<t
Y n+1 n+1
t —t
n+1
Teniendo en cuenta la expresién de S 1(t) para t  =st<t , es
Y n+1 n+2

facil comprobar que S_l(t) tiende a Y ! cuando t tiende a t
Y n+1 n+1

con t>tm1. Asi, S;l(t) estd acotado en los extremos del intervalo
[t ,t ], es continuo e interpola los valores de Y_l. La misma
n

n n+l

conclusién es valida para S:(t).
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Llamemos Rn(t) al integrando de (2.62) en el intervalo tnst<’t:n

+1

R (t) = S 1(t) L(t) ST (t) ; t =t<t ; Os=nsN-1, (2.66)
n Y VA n n+l

cuya expresioéon explicita puede escribirse de la forma:

2
R (t) = [—h——] y! L(t)
n t '-t n

n+1l

+

t-t t-t . -1
- n Y ( I+ Doyly ] Y I(t) L(t) +
n+1 n n+l n

2
t-t t-t - -1 " 1 -1
+ |2 Y+1[I+ .y Yl] Y ()L z oz oo
t —t n t _t n n+ n n n
n+1l n+1
t-t -1 )
. [I + n_ -t J Z" (2.67)
t -t "n n+1 n
n+1

Con esta notacién y teniendo en cuenta
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solucidén aproximada del problema (2.44), definida por:

n t

N j+1

X(t) = Sy(t) CSZ(t) + Sy(t) { J R)(s) ds ]» Sz(t) +
j=0

t
J

t
+ S (t) { J R (s) ds } S _(t) t st<t ; 1=n=N-1
Y n Z n n+1
t

n (2.68)

De (2.45) y (2.61), el error de la solucién aproximada X(t),

viene dado por:

X(t) - X(t) =

=[Y(t)-Sy(t)]CZ(t)+Y(t)C[Z(t)—SZ(t)]-[Y(t)-Sy(t)]C[Z(t)—Sz(t)]+

t

+|:Y(t)—Sy(t)] {[ [Y"(s)—s;i(s)] L(s) 27 (s) ds]» [Z(t)-Sz(t)]+

0

t

+[Y(t)—Sy(t):| { [

o}

Y(s) L(s) [z'i(s)—s;(s)] ds]» [Z(t)—Sz(t)]+

t

—[Y(t)-sy(t)]” [Y-I(s)-S;l(s)]L(s)[2_1(5)—5;1(s)]ds}[Z(t)—Sz(t)]+

0

t

—[Y(t)—Sy(t)] { J I:Y_i(s)-S;l(s)] L(s) Z ' (s)ds } Z(t)+

[}
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t

-[Y(t)—sy(t)] {Jy*(s) L(s) [Z-I(S)—-S;(S)] ds} Z(t)+

(o}

t

+[Y(t)-Sy(t)] {Hv*(s)—s;%s)] L(s) [Z_l(s)—S;l(s)] ds}Z(t)+

(o]

t

~Y(t) {J’ [Y'I(s)—S;l(s)] L(s) Z~1(S) ds} [Z(t)—SZ(t]]+
0

t

_[Y(t)—Sy(t)] {JY—l(S) L(s) [2'1(s)—s;(s)] ds} [Z(t)-Sz(t)]+

o}

t
+Y (1) { J [Y-l(s)-S;i(s)] L(s) [Z-I(S)—S;(s)] ds [Z(t)-Sz(t)]+

0

0

t

+Y(t) {Jv*(s) L(s) [z‘l(s)-s;(s)] ds
(o]

t
FY(L) { [ [Y_l(s)-S;1(s)] L(s) Z '(s) ds } Z(t)+

t

o]

Qo

+[Y(t)—Sy(t)] { J

0

[Y_i(s)—S;l(s)] L(s) [Z_i(s)-S;(s)]ds } 2(t)+

t

v(s) L(s) 2 '(s) ds } Z2(t)+

t

AY (L) <H [Y—i(s)—S;i(s)] L(s) Z'(s) ds } [Z(t)—Sz(t)]+
(o]
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t

_[Y(t)—Sy(t)] { J Y(s) L(s) 27 (s) ds} [Z(t)-Sz(t)] (2.69)

0

Nétese que para evaluar el error X(t)-X(t) en términos de los

datos, necesitamos una cota de Iy tes) - S;l(s) [ y de

Izt - S;l(s] || para 0=s=s.

Por el lema de Banach {GOLU, pag. 28], y por (2.60), para

O=s=3 se sigue que:

Iy tes) - S;l(s) =11y sy Il Il S;l(s) 1 Y(s) =5 () 1l =

Sy H{ IS @ @ 1y @ 1 1 vss e 1
-1 -1 -1 -t 2
I ()-8, (1N N )5, ] I IF 1vis)-s, (sl

<2 |11y ts)IP 1l Y(s)-S (s) Il = thy (2.70)

donde:

ol o

-1
(. 3 r .2
py—Z[l 5roexp(6ro)] { [ko+3k1ko+k2]exp(36ko)+—§—(k0+k1)} (2.71)

De manera andloga, se obtiene:
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11z (s) - s:(s) I =< thz (2.72)
donde:

-1
S 3 r 2
pz~2[1—6roexp(6ro)] {-g[qo+3q1qo+q2]exp(33qo)+-§—(qo+q1)} (2.73)

Sea £ definida mediante:

£ = max M L(t) [l (2.74)
0=Xt=b

Por (2.50) y (2.69)-(2.74) se tiene:

[ X(t) - X(t) Il = a1h2+ a2h4+ a3h6+ a4h8; 0st=s (2.75)
donde:
-1
= f -
o« [l C |{pyexp(6qo)+p2exp(6ko)} + 4exp(6ro)~pyé{1 6roexp(6ro)}
(2.76)
-2
= gl1- Do =8
«, =pp, {H cll+ dlexp(sr ) + 6~[1 6roexp(6ro)] } ;=28
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-1
— s¢ _ 2 2
o« 82 { 2[1 Sroexp(aroj] + exp(Squpyp2 + exp(ako]pypz }

(2.78)

Ahora nos encontramos en una situacién éptima para construir una
solucién numérica continua del problema (2.44), con una

precisién prefijada. En efecto, dado un error admisible €>0,

es suficiente tomar h < min { hO , %}— } satisfaciendo 1la
0

condicién:

o h2+ o h4+ o h6+ o h8 < g
1 2 3 4
o, mas directamente, O0<h<1l tal que:

1 €
1 2 3 4

Entonces, se sigue que:
[l X(t) - X(t) Il < € ; uniformemente para O0O=t=§ (2.80)

y el siguiente resultado queda demostrado:

TEOREMA 2.3. Consideremos el problema (2.44) donde  A(t), B(t)
son funciones matriciales dos veces continuamente diferenciables,

y L(t) es continua en [0,bl. Sea &8 definida en Teorema 2.2.
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Entonces, la solucidn aproximada X(t) del problema (2.44},
definida por (2.68) y la solucidn exacta X(t), estdan bien

definidas en [0,8]. Sea >0 un error admisible, sean r, ¥

hO definidas en (2.49) , sean Py Py g, y « con

i=1,2, 3,4, las constantes definidas en (2.71)-(2.78),

y sea h tal que satisface la desigualdad (2.79) y también que

h < min { ho ,-l— ,1} y Nh=8 para un entero positivo N, con
]

t1=ih para 0=i=N. Entonces X(t) es una solucidn numérica

continua del problema (2.44), cuyo error X(t)-X(t) satisface

(2.80).
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CAPITULDO

ECUACION MATRICIAL

DE RICCATI

CON

COEFICIENTES

VARIABLES
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En este capitulo consideraremos ecuaciones diferenciales
matriciales de tipo Riccati, donde los coeficientes son dos veces
continuamente diferenciables. El método a seguir sera el
habitual: en primer lugar, determinaremos un intervalo de
existencia en térmiﬁos de los datos del problema de valores
iniciales. Seguidamente, construiremos una solucién numérica
discreta en un conjunto de puntos del intervalo determinado
anteriormente, usando métodos matriciales 1lineales wunipaso. Por
ultimo, usando funciones B-spline matriciales lineales,
obtendremos una solucién numérica continua con cota del error
cometido. Dado un error admisible >0, la solucidén numérica
continua sera construida con un error uniformemente acotado

superiormente por € en el dominio de existencia.

Consideremos la ecuacién diferencial matricial de Riccati no

simétrica y con coeficientes variables, del tipo:

W (t) = CE)-D(EIW(t)-W(LIA(t)-W(Lt)B(LIW(t) ; W(O]=W0 (3.1)

donde la incégnita es W(t) y los coeficientes C(t), D(t), A(t) y

B(t) son funciones matriciales, al menos dos veces continuamente

diferenciables, a valores en €. Si A(t)T representa 1la

traspuesta de la matriz A(t), la ecuacién de Riccati (3.1) se dice
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y

que es simétrica cuande los coeficientes de (3.1) son matrices

reales y ademis D(t)=A(t)T. La ecuacién de Riccati (3.1) aparece
en diversos campos de la «ciencia y la 1ingenieria, pero
desgraciadamente ha recibido poco tratamiento numérico en lo que
concierne al estudio del comportamiento y cotas de error a priori
en términos de los datos, para las soluciones numéricas
propuestas. Mas audn, estos estudios suelen centrarse
exclusivamente al caso de coeficientes constantes, en contra del
hecho de que muchos sistemas reales son de coeficientes variables.
Algunas excepciones pueden encontrarse en [DIEC], {JOD3], [KUNKI],
[KENN]J [OSHM]. En [KENN] se propone la integracién directa de
(3.1) usando rutinas conocidas y un método basado en el algoritmo
de Davison-Maki modificado. Los resultados numéricos son puestos a
prueba en un conjunto de ejemplos concretos sin informacién de la
cota de error en términos de los datos para el caso general. En
[OSHM], 1la solucién de 1la ecuacién de Riccati simétrica es
reconstruida comenzando por la previa determinacién de los
valores y vectores propios de la matriz solucién. Los autores de
[KUNK] consideran ecuaciones diferenciales matriciales de Riccati
implicitas, y proponen un método numérico basado en la
descomposicién continua de valores singulares de funciones’

matriciales y formas candénicas de Kronecker.

El estudio de la ecuacidn (3.1) esta estrechamente ligado al

sistema lineal asociado:
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I
Y’ (t)=S(t)Y(t); Y(0) = . CY(t) = u(t) :
0 V(t)
(3.2)
A(t) B(t)

C(t) -D(t)

S(t)=

El método propuesto en [JOD3] estd basado en la vectorizacidén del
problema (3.2) y métodos aproximados sucesivos. También [JOD3]
ofrece cotas de error. Sin embargo, la existencia del intervalo
donde esta definido el limite que da la solucidén, es muy pequefio,
y ademds, la especial estructura de la ecuacidén de Riccati no
es tenida en cuenta cuando se aplican sucesivamente los métodos
aproximados. Aparte de estos inconvenientes, el método propuesto
en [JOD3] converge despacio y resulta computacionalmente caro. En
[DIEC] se propone un interesante método de integracidén numérica
para la ecuacién de Riccati no simétrica y de coeficientes
variables. El principal inconveniente de este método es que
requiere la hipétesis de una estructura dicotémica para el sistema
lineal asociado (3.2) Yy, aunque se proponen cotas de error para
la solucién numérica, éstas estan dadas en términos de propiedades
geométricas vy complicadas constantes relacionadas con esta

dicotomia, que no pueden ser conocidas en la practica.

En este capitulo intentaremos explotar la estructura
matricial del problema (3.1) evitando la reformulacién estandar

del problema como un sistema de ecuaciones vectoriales. El
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capitulo se organiza como sigue. En ésta primera seccidn,
trataremos la construccién de soluciones numéricas para problemas
de valores iniciales del tipo (1.1) bajo la condicidén de Lipschitz
(1.2), tal y como hemos venido aplicando en los capitulos
anteriores, por lo que utilizaremos los resultados alli obtenidos.
Esta informacién es usada en la construccién de las soluciones
numéricas discretas del problema de Riccati de valores iniciales
(3.1). Obtenemos también el intervalo de existencia para la
solucién del problema (3.1) y una cota superior para el error de
la solucién numérica en un conjunto de puntos, en términos de
los datos. La seccién siguiente trata sobre la construccién de una
solucién numérica continua con cota de error, mediante la

interpolacién lineal usando funciones B-spline matriciales.

Por [REI2, pag. 28], la solucién de (3.1) viene dada por:

-1
W(t) = V(t) [U()]™! = [0 1] Y(t) { [I 0] Y(t) } (3.3)

donde U(t) y V(t) son bloques correspondientes a la matriz

solucién del problema (3.2).

El siguiente lema, que extiende el resultado del teorema 1 de
{JOD2]), determina un intervalo de existencia para la solucidén del

problema (3.1), tan adecuado como permita una cota superior para

la norma de [U(t)]"1 en dicho intervalo.
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LEMA 3.1. Sean:
k = max [Isct) Il ; q, = max [0 ACt) B(t) 111

0=<t=p 0st=<p

y sea 38 un numero positivo, menor o igual que b, satisfaciendo:

AITIES

Entonces, la solucién local W(t) del problema (3.1) estd definida

3 ko + 1n(é8) < =-=1n [ q,

por (3.3) en el intervalo [0,8]. Es mids, si Y(t) es la solucidn de

(3.2), entonces U(t) = [I 0] Y(t) es inversible en [0,8] y:

i

, por el lema de perturbacion

o)1 ™Ml < (1-M8)™! 5 M = q_exp (3k ) . 0st=3  (3.5)

DEMOSTRACION. Puesto que U(0) =1

[ORT2, pag. 45], U(t) es inversible si |l U(t) - 11l < 1 . Nétese

que:

t t
Y(t) - Y(0) = Jv' (s) ds = JS(S) Y(s) ds
(0] (o]
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t
u(t) - I =uU(t) -U(o) = [I 0] {Y(t)—Y(O)} = I [A(s) B(s)] Y(s) ds
)

Tomando normas en la Ultima expresién, por la definicién de q,

resulta que:

HHutt) - Idl= t q, max |l Y(s) |l (3.6)

O=g=t

Por [FLET, pag. 114], la solucién Y(t) del problema (3.2)

satisface:

[y(e) Il = exp(dk ) ; 0=<t=d (3.7)

l W
)

De (3.6) y (3.7), tomando un nimero positivo &8=b tal que:

< 1 (3.8)

3 q, exp(&ko) ’ wo

entonces, U(t) es inversible en 0=t=8. Tomando logaritmos en
(3.8) se obtiene (3.4) y la inversibilidad de U(t) en 0O=t=g.

Nétese que:
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ur(t) = [10] Y (t) = [IO]s(t)yY(t) = [A(t) B(t)] Y(t)

y tomando normas en esta ultima expresién, se sigue que:

o ) Il = q, exp(&ko)

ik

‘ ;o O=t=$
0

Ahora, por [FREE, pag. 255] y por (3.8), podemos concluir (3.5). o

Determinado el 1intervalo de trabajo, el siguiente paso
consiste en la aplicacién del método 1lineal wunipaso para la
obtencién de soluciones numéricas en un conjunto discreto de

puntos de dicho intervalo.

Consideremos el método unipaso matricial (1.48), asociado al

problema de valor inicial (3.2), y dado por:

W
]

..<

1

<

1]
o |

I
{ S(t )Y + S(t )y } i Y = (3.9)
n+l n+l n n (o]

donde tn=nh, 0=n=N-1, N=[8/h] y 8 definido en Lema 3.1. Recordar

gque en este caso tenemos que C=C=0, vy C3= -1/12, por lo
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que (3.9) define un método unipaso de érden p=2. Las constantes
que aparecen para determinar el error de discretizacién, toman los

siguientes valores:

G=Illc ll=17212; B=IlIB Il+IIB Il=1;
3 0 1
(3.10)
-1
-1 hk
r‘=[1—_£) = 1 - 0
2 2

donde ko definido en el Lema 3.1 es la constante de Lipschitz

del problema de valor inicial (3.2), y:

Dz max 1Y® )l
0=t=b

Nétese que la solucién tedrica Y(t) de (3.2) satisface:

Y@y = s () Y(t) o+ (S(£))? Y(t)

Y (1) = sP(1)v(1)+25” (£)S(E)Y(£)+S(£)S’ (£)Y()+(S(£))3Y(t)
(3.11)
Denotemos por k , i1 =0, 1, 2, las constantes positivas

i

correspondientes a nuestro problema, definidas de manera que:
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i=0, 1, 2 (3.12)

Entonces, por (3.7), (3.11) y (3.12), se sigue que:

I

W

max |1 Y& ()] = eXP(Bko) H
o

0=t =8

{k3+3k Kk +k } (3.13)
o] 10 2

Obsérvese que tomando h<1/kO , la constante F' definida en (3.10)
satisface que F'<2. Llamando e al error de discretizacién en
tn=nh, cuando se aproxima la solucidn tedrica Y(tn) de (3.2) en tn
mediante el valor Yn dado por el método (3.9), entonces, por

(1.49) tenemos:

1

h2t “ I

e I .
n

exp[ak ] {k3+ 3k k + k } exp[Zt K ]
0 0 1 0 2 n O

x

o

O=n=N; N=([s&/hl] (3.14)

Resolviendo (3.9), es facil ver que:
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Nétese que las matrices Y dadas en (3.15) estian bien definidas
n

porque para h < 2/k0 , por el lema de perturbacidén, las matrices
I——;—s(t j) son inversibles para O0=j=n-1. Tomando los bloques
n-

correspondientes de Y , podemos escribir:
n

U= ([10]lY ; Vv=1[0I]JY; n=1; U=I ; V=W (3.16)
n n n n 0] 0 o0

Denotemos por u Yy v las sucesiones de matrices definidas
n n

por:

c
I

u(t ) -u (I 0] { Y(t ) -Y }
n n n n

(3.17)

<
il

V(tn) - Vn (0 I] { Y(tn) - Yn }
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donde Yn viene dado por (3.15). Tomando normas en {3.17), se

sigue que:

Hull=lle Il; Ilv H=lle Il; Osn=N (3.18)
n n n n

Si tomamos un espaciado h tal que:

172

h < 6 (1-MS) exp[—SSko] [ )

-1
{k3+3k k +k } 3 }
[s] 10 2

(3.19)

0

donde M estd definida en (3.5). Entonces, por (3.14), (3.18) y

(3.5), si h satisface (3.19) se verifica que:

Hull =1lutt) ~U 1l =1-Ms <1l Ut D171y, osnsN  (3.20)
n n n n

y por el lema de perturbacidon se obtiene que la matriz Un es

inversible. De (3.16), tenemos que:
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-1
W =V (U} = { (0 11 Y } { [I 0]Y } ;  0=n=N (3.21)
n n n n n

es una aproximacién numérica al valor tedrico

W(tn]

solucidén exacta de (3.1) en tn=nh, O=n=N, N={&/h].
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. B. ConsTrRucCION DE UNA SoLucion NUMERICA CONTINUA,

CoN PRECISION PREDETERMINADA.
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Teniendo en cuenta la notacién de la seccidén anterior, y las
ideas sobre interpolacién lineal con funciones B-spline
matriciales expuestas en el segundo apartado de la primera seccidn
del capitulo II, las correspondientes funcién matriciales lineales

que interpolan en el intervale [0,3] las sucesiones Un , Vn

definidas por (3.16), toman la forma:

[I 0] Sy(t) (3.22)

n n
< [>
— —
ot o
A4 Nt
n ]
:rl D‘I
" —
/)N N
o o
=2 =]
+ +
- [

t |
ot ot
< c

= =]
+ +
ot ot

{ |
ot ot

=4 24
S— ——
< c

=4 =4
+ +
- N

i i

= [0 I Sy(t) (3.23)

con t =t <t \% Nh =t = 3.

n n+1 N

(2)

Nétese que por la expresidén de Y ' (t) se verifica que:

—

max U () 11 =max 1Y)l = exp(3k ) H
0=t=d 0=t=§ o}

o)
(o] 1

(3.24)

=

Con la notacién previa, de (3.14), (3.18), (2.19), (2.21) y (3.24)

92



A, A A A 48 L

A J

se sigue que:

I1u(t) - SU(t) I = lHuw) - TU(t) I+ 11 TU(t) - SU(t)II =<

= hzexp(éko) {(r/8)(k§+k1)+(6/6)exp(25k0){k3+3k1k0+k2}} =

0

1}
=
«

(3.25)

Sea M definido en (3.5) y sea ho un numero positivo definido por:

1 1 1/2
h={—~(1—M6)2’-} (3.26)
2

De (3.5) y (3.25), si h<ho se verifica que:

1 utt)=s, (t) 11 = Lms) = L)1t It ostss  (3.27)
2 2

y por (3.27) y el lema de perturbacién [ORT2, pag. 45] se obtiene

la inversibilidad de SU(t) para todo t en el intervalo [0,38].

Las expresiones (3.3) y (3.21) indican la forma de obtener

la solucién analitica aproximada del problema (3.1) en [O0,8],
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definida por:

- _ g
W(t) = Sv(t) [SU(t)] =

(o A AR (W K AT S

t =st=t

n n+1

Para determinar el error de W(t), escribamos:

W(E)-W(t) = vit)[u(t)]™ - s,(t) [s ()17

(3.28)

-1 -1
= [ v(t) - s, (t) ] { u(t) } + V(t) [ Ut - {su(t)} ] -

-1
-1
- [ V(t) - s (t) ] [ vl - {Su(t)} ]

(3.29)

De una forma andloga a los comentarios previos de (3.24)-(3.25),

es facil ver que para h<hO y para O=st=3:

INMOEE-NONEFEES
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donde y esta definido en (3.25). Teniendo en cuenta (3.8) vy

la relacién V(t)

[0 1] Y(t) se sigue que:

iy

Si hO estd definido por (3.26) y h<hO , entonces por (3.27)

1A

I vie) 1 exp(ako)

‘ ; Ost=8 (3.31)

obtenemos la inversibilidad de SU(t) en todo el intervalo [0,8] y

ademds, por (1.5), podemos escribir:

I qu(eyy? - (suct)>‘1|| =
_1 —1
s[ 1 - [Kue)y Il lIU(t)—sU(t)II] TRUIC D TR —SU(t) I

=2 1L uen™ 1P Hute) - s ) 1 (3.32)

Ahora, por (3.5), (3.25) y (3.32), podemos escribir:
Hue)y™ - (s, (807 1l =2 (1-48)™ ¥ b° (3.33)
donde y esta definido en (3.25). Teniendo en cuenta (3.5) vy
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(3.29)-(3.33), si 0stss y h < min [ ho‘ —%—
0

], se sigue que:

IwWit) - Q(t] [l =ah®+ahn’ para 0O=t=$ (3.34)
1 2

donde:

o« =7 (1-M3)"1 4 1 + 2 (1-M8) 7} exp[&ko]

I
W

o]

o =2 (1-M8) ™2 §° (3.35)
Por tanto, dado un error admisible €, tomando
h < min { h , L , 1 } tal que:
0 k
o
In(h) < —= 1n [ & ] (3.36)
o+ o
4 2

concluimos que W(t) definida en (3.28), es una solucién aproximada
del ©problema (3.1), cuyo error estad uniformemente acotado
superiormente por £ en todo el intervalo [0,8]. Asi pues, el

sigulente resultado queda probado.
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TEOREMA 3.1. Con la anterior notacién, sea €>0 y sean 8 y M las

constantes definidas en el Lema 3.1. Sea h un ndmero positivo tal

k

que Nh=§, h < min { h0 , —1——, 1 } y satisface (3.36). Sean U
n
0

y V las sucesiones de matrices definidas en (3.21), donde Yn
n

viene dado por (3.15). Entonces, W(t) definido por (3.28) en el

intervalo t=nh = t = t,+1=(n+1)h , para 0=n=N-1 , es una
n

solucioén aproximada continua del problema (3.1), cuyo error es

uniformemente acotado superiormente por £ en [0,8].

NOTA 3.1. Recordemos un importante comentario que ya apuntamos en
el capitulo anterior. Es facil ver, usando el teorema de L'Hépital

{FLET, pag. 391, que SU(t) definido en (3.22), es tal que su

-1
inversa [Su(t)] es una funcién continua en {0,8], satisfaciendo:

lim {su(t)}'1 = {u H}'l . lim {su(t)}'1 = {u !
t —-)tn+1 n t -—-)tn n

Esto indica que {SU(t)}_1 interpola la sucesién de matrices

{ (uH? } y que W(t) es una funcién interpoladora de
n 0=n=N

{ W } en [0,8].
" Josn=n
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NOTA 3.2. Nétese que la longitud & del intervalo de existencia
predeterminado, donde se construye 1la solucién numérica del
problema (3.1), estd expresada en términos de los datos por la

desigualdad (3.4). Sin embargo, las constantes positivas 1y, M,

@ , o,y ho dependen del parametro &, y para un valor fijado
. 1 < . 2 4
de h < min hO e 1 , la expresién alh + azh que
0

aparece en el segundo miembro de (3.35), depende muy sensiblemente
del valor del parametro 8. Un pequefio cambio en & provoca
un cambio importante en el error dado por (3.35). Este hecho se

ilustra con el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 3.1. Consideremos el problema (3.1) con los datos:

A(t) = D(t) itz[é '1]; c(t)=lt2['1 0]
2

La funcién matricial S(t) del problema asociado (3.2), toma la

forma:
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) ©

) QY

1 -1 0 2
sy = L 2| 0 1 0 0 1.1 2g
5 -1 0 -1 1 5
0 -1 0 -1
con s'(t) =ts; s®() =s.
Calculando tenemos:
k= 2 sl =1.727673345

2

ie]
il

ll 172 -172 0 1

H = 2.618033989
0 172 0 1

k= k2=|| S |l = 3.45534669

y la desigualdad (3.4), adquiere la forma:

1.727673345 8 + 1n(8) + 0.9624236502 < O

Tomemos tres valores diferentes de 8 que satisfagan (3.37):

8 =0.24 8 =0.22 8_=0.20
1 2 3
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Los valores correspondientes de ¥ y M, definidos en (3.25) y (3.5)

resultan:

71=7(81)=7.581998425; 72=7(82]=6.810595563; 73=7(83)=6.133829704

M1=M(61)=3.963253398; M2=M(62)=3.828648183; M3=M(63)=3.6986146O8

Las constantes al y az dadas en (3.35) asociadas a los valores

elegidos de &8, toman los siguientes valores:

9787.146553 a =844.1945465

6 =38 =0.24 4 " _ 18241.00365 6 =38 =0.221 " -3730.363158

R
]

o =279.39783

¢ =29 =0.20 o, =1110.763443

Las tablas sigulentes muestran la sensibilidad de la cota de

2 4 .
error alh + a2h para los diferentes valores de &:
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Al

5 =0.24
Nimero de puntos N Tamafio h Cota de error ct,ih2 + a2h4
10 2.4.1072 5.653401622
100 2.4+107° 5.637556467+10° 2
-3 -2
200 1.2+10 1.409359107+10
500 4.8-107* 2.254961127-10"°
1000 2.4.107" 5.637398015-10" %
5 =0.22
Nimero de puntos N Tamafio h Cota de error aihz + oczh4
10 2.2.107%2 0. 4094640205
100 2.2.107° 4.085988991-107°
-3 -3
200 1.1-10 1.021480863+10
500 4.4.10"* 1.634362040-10"*
1000 2.2.107* 4.085902479+10"°
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5 =0.20
Nimero de puntos N Tamafio h Cota de error t!lhz + ath'
10 2+1072 0.1119368542
-3 -3
100 2410 1.117609092+ 10
200 1.107° 2.793989408-10*
500 4.107* 4.470368124-10°°
-4 -5
1000 2410 1.117591498+10
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PROBLEMA GENERAL.
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V. A. PrRoBLEMA DE VALORES INICIALES GENERAL.
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V. A. (1). PLANTEAMIENTO.

En este capitulo vamos a aplicar el método que hemos venido
utilizando, para resolver problemas matriciales de valores

iniciales del tipo (1.1), el mas general posible:

Y (t) = f(t,Y(t)); Y(0)=QeCc™™% ; oO=tsb

donde f: [O,b]xcrxq———e ¢ es acotada, continua, y satisface la

condicién de Lipschitz (1.2):
I £(t,P) - f(t,Q Il =LIIP-aqll

que asegura la existencia de una Unica solucién Y(t), la cual es

continuamente diferenciable en [0,b], ver [FLET, pag. 99].

Los resultados que aqui exponemos, pueden ser encontrados en

la referencia [JOD6].

Al aplicar el método unipaso (1.48), necesitamos determinar
las constantes que aparecen en el error de discretizacién (1.49)
en términos de los datos del problema. Para ello, notar que a la
hora de calcular cotas de error para las derivadas de la solucién
tedrica del problema (1.1), debemos utilizar 1los conceptos
expuestos en el apartado de la segunda seccién del capitulo I,
dedicado a calculo diferencial matricial, debido a que una de las

variables de la funcién que aparece en (1.1) es matricial.
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Introduzcamos la funcidn:

£: (0,b] x cP9_—, ¢P9

que denotaremos mediante f(t,P). Sean las funciones g Y 8

definidas por:

g,:(0,b] — (0,b] g,:[0,b] — ¢

gl(t) =t gz(t)= Y(t)

donde Y(t) es la solucién tedrica de (1.1). Describamos ahora

f(t,Y(t)) como la composicién de las funciones f vy (gl,gz), es

decir:

v: [0,b] — cP*d

¥(t) = [fo(gl,gz)](t) = f{gl(t),gz(t)] = £(t,Y(t))

Asi, ¥ es funcién de variable real t, y por el teorema 8.9.2 de

[GRAH, pag. 170], su diferencial toma la forma:

oy = D(fo(gl,gz)) = [(le)(gl,gz)]-Dg1 + [(sz)(gl.gz)]'Dg2
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donde hemos supuesto la existencia y continuidad de las derivadas

parciales le y sz.

Por los comentarios anteriores se tiene que:

of (t,Y(t))
3t

'y (4 )= af (t,Y(t))

+ [ [vec f(t,Y(t))]T®Ip ]

8% (t,Y(t))

at?

2
()(

v t)=

+ [ [vec f(t,Y(t))]T®Ip] 3 [6f(t,Y(t))]

ot 8 vec 7

4

. a[vecf(t,Y(t))]T®I 3F(t,Y(t))
at - p 3 vecy

+ [[Vec f(t,Y(t)]T®Ip] 6 [ af(t,Y(t))] .

3 vec ¥ ot

T alvect(t,Y(t))]T af(t,Y(t))
+ [[vec (L, Y(L)} ®Ip] [ 3 vec? ®Ip] T vec ¥

8%f (t,Y(t))

(4.2)
(ave07)2

+[[vec £(t,Y(t)] el ] [ [vec f£(t,Y(t)] el 2 ]
P P q

donde hemos usado que:
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d [ vec Y(t) ]T
dt

= [ vec f(t,Y(t) ]T

y se supone también la existencia y continuidad de la segunda

derivada parcial de f(t,P).

Notar que la derivada de la solucién tedrica Y(t) del
problema (1.1) estid relacionada con las derivadas de ¥ mediante

las expresiones:

yP )=ty vy Y )=e? () (4.3)

De una forma analoga podriamos obtener expresiones para derivadas

de Y(t) de mayor érden.

V. A. (1), CoNSTRUCCION DE UNA SoLucioN NUMERICA CONTINUA.

Suponer que hemos obtenido los valores aproximados Y “ de
n

las soluciones tedricas Y(t +1) de la ecuacidén (1.1) mediante la
n

aplicacién del método (1.48). Queremos interpolar estos valores
con el B-spline lineal dado en (2.47). Aplicando (2.15), podemos
obtener wuna expresién mas explicita para esta funcién de

B-spline, dada por:
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S (t) = nt { [t " —t] Yy o+ [ t -t ] ‘- }
Y n n n n+ (4.4)

Aplicando (2.19) y (2.21), pero con la notacidén seguida

ahora, se sigue que:

Iy(t) - sytt)ll = |ly(t) - Ty(t) I+ 11 Ty(t) - sy(t)ll =

2
172) h (2)
¢ = max Y2 (0) 11+ max Ile |l

= (rq

8 0=t=p 0=nxN

(4.5)

siendo e el error global de discretizacién del método usado
n
para obtener Yn Y Ty(t) el B-spline lineal que interpolaria

los tedricos valores exactos de la las soluciones de 1la ecuacién

(1.1).
El error de discretizacién e lo tenemos calculado segun
n

(1.49). Asi, sustituyendo en (4.5), queda:

1Y) - s (e) Il =9 h®

uniformemente para te[0,b], donde:
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i

(1/2) Dz
8

» - -
r = (rq) + I G D3 b exp [ ' B Lb )
Donde, recordemos que:

D = max Iy 11 D, = max 1Y@ (e) 11

son calculables por (4.1)-(4.3), y el resto de constantes estan

expresadas en (1.18), (1.33), (1.43), (1.45) y (1.46).
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V. B. CALcuLO DE FUNCIONES INVERSAS.
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V. B. (). FUNCIONES INVERSAS CoMo SoLucioNnes DE UN PROBLEMA

DIFERENCIAL MATRICIAL DE VALORES INICIALES.

En esta seccidén proponemos un procedimiento constructivo que

ofrezca funciones continuas aproximadas, y cotas de error para la

inversa local de una funcién diferenciable de clase C", que actua
entre espacios de Banach de dimensién finita. Mas concretamente,

utilizaremos funciones del tipo f: Ae E—> E las cuales sean

continuamente diferenciables de clase C" en un conjunto abierto A,
que contiene un disco centrado en el origen del espacio de Banach

E de dimensidén finita, satisfaciendo las condiciones:

f(0)=0, y Df(0) es un isomorfismo (4.6)

Antes de nada, determinamos en términos de los datos, la

regién donde la funcioén f, de clase c" en A y que satisface
(4.6}, es inversible, y veremos también, que esta inversa queda
expresada en términos de la solucidén de un problema diferencial de
valores iniciales, dependiente de parametros. Finalmente, en el
siguiente apartado de esta misma seccién, construiremos la
aproximacién de la funcién inversa con un margen de error dentro
de un valor prefijado, utilizando las técnicas que hemos venido
desarrollando a lo largo de esta memoria. Incluimos también un

ejemplo ilustrativo.
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Si f es una funcién diferenciable f:E——E, donde E es un
espacio de Banach de dimensién finita, denotaremos por || Df(x) |l

al supremo del conjunto:

{ ” [Df(x)](v) H i veE; llvil=1 }

Al disco abierto de radio r>0 centrado en el origen de E lo

denotaremos por U y a su correspondiente disco cerrado por D .
r r

El conjunto de todas las funciones lineales u:E——E, dotado con
el operador norma |l ull = sup { HuxI s HxIl=1 } es un
espacio de Banach que denotaremos por L(E,E).

Establecidas esta serie de cuestiones previas, comencemos con
un lema que determina la regién donde la ecuacidén diferencial

satisfecha por la funcién inversa, estd bien definida.

LEMA 4.1, Sea E un espacio de Banach de dimensidén finita y sea A

un conjunto abierto que contiene un disco D de radio r>0
r

centrado en el origen. Sea f:A——>E wuna funcidén de clase c? tal

que Df(0) es un isomorfismo.

(i) Sea M, = sup { [ID%¢y) I, Hyll=r } , y sea r’'>0

definido asi:
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-1
- =min{r, [2 Il (0£0))™! 1] Mo] }

entonces para x € U , Df(x) es un isomorfismo, y ademds:
r

sup{||(nf(zn'1||; ||z||<r'1}s 211 oeOnT I (4.7

(ii) Consideremos la funcién  H: Ur, — L(E,E) definida

como H(x)=(Df(x))"'. Entonces:

-1
sup{llH(x)H; ||x||<r’}54Mo”[Df(0)] ”2 (4.8)

donde Mo estd definido en la parte (i) del lema.

Sea ¥>0 y sea G: Ur X Uw-——eE definida como:
-1
G(x,v) = [Df(x)] (v) (4.9)

Entonces G satisface la condicién de Lipschitz:
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G, v) - Gly,v) Il =azM Il (EON VIR Hx - yll

X, yeU , velU (4.10)
r Y

DEMOSTRACION. (i) Por el teorema del valor medio [DIEU, pag.158]

si x eU se tiene que:
r

[ Df(x) - DFOY Il = |l x| M

Por la definicién de r’, si |l x|l < r’ se tiene que:

Il Df(x) - DECO) |1 < I} (pE(o)) ™t 1Tt

Por el lema de perturbacién [DUNF, pag. 584] y la anterior

desigualdad, se sigue la inversibilidad de Df (x).

Por el lema de Banach, el teorema del valor medio , y la

definicién de r’, se tiene que:

H[Df(x)]—l—[Df(O)]—IH < II[Df(x)]_IH ”[Df(o)]—lll ”Df(x) - pe(0) | <

r’ M
0

< || [Df(x)]—l H || [cho)]_1
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r’M
0

| forco)” 11| o] " Il <] forco) ™[] 1] foreon)”

| [peco) | [ <o, || for) | ] || fr@) ||

-2

||[Df(x)]—1|| < [1-r;r«ﬂl(uf(0))'1||] H[Df(O)]_IH < 2|I[Df(0)]_1||

Entonces, (4.7) queda probado.

(ii) Nétese que H(x) = (g2° gl)(x), donde gI:Ur, —>L(E,E)
% gZ:L(E,E)——>L(E,E), vienen definidas por: gl(x) = Df(x) vy

gz(y) = y-1 , respectivamente. Por el teorema 8.2.1. de

[DIEU, pag. 149] se tiene que H (x) = g;(gl(x)) . g’l(x). Asi,

por el teorema 8.2.2. de [DIEU, pag. 151] se sigue que:

e c0) [[ = Il g [oreo] ||

| [Df(x)]-l I i (4.11)

Teniendo en cuenta que g;(x) = sz(x), de (4.11) se sigue que:
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) Il = ” [Df(x)]-l || O pPeea I (4.12)

Por (2.12) y (4.7), se obtiene (4.8).

Notar que Glx,v) = (Df(x)) '(v)= H(x)(v). Por el teorema

del valor medio y por (4.8), se establece que:

H Gix,v) - G(x,y) Il = 11 H(x)(v) - H(y)(v) Il = |l [H(x)-H(y)1(v) Il
= |JHx) -HY I vl = [|lHKX) - Hy) |y =
= sup {HH’(Z)H, Hzll<r }3‘||x—y|l

Por (4.12) y (4.6) obtenemos (4.10). a

TEOREMA 4.1. Sea E un espacio de Banach de dimensidén finita, y sea

A un conjunto abierto de E que contiene al disco cerrado D de
r

radio r>0 y centrado en el origen de E. Sea f: A — E una

funcién diferenciable de clase C", m22, tal que f(0)=0 y Df(0) es

un Isomorfismo.

(i) Sea r’>0 definido mediante el Lema 4.1 y consideremos el
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sistema diferencial dependiente de pardmetros:

‘%% = G(x,v) ; x(0,v)=0; Hvil<y (4.13)

donde G(x,v) estd definida en (4.9) y ¥>0. Sea 8 definida por:

s =21l (DF(0)) ] r [ 1+2r Mgl (DF(0))? ll] (4.14)

Entonces, el sistema (4.13) estda bien definido y tiene una udnica

solucién en el intervalo 1-8,8[ .

(i1) Sea &  definida en (4.14) y sea e = 28

Entonces la funcidn f: Ur,———a Ue admite inversa g: Ue-——a U,
r

definida por:

glv) = x —_, — , veuU

donde x(t,v) es la solucién de (4.13).

DEMOSTRACION. (i) Por el Lema 4.1, Df(x) es un isomorfismo para

X € Ur, y por lo tanto, el problema (4.13) queda bien definido.
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Por los teoremas 10.7.1., 10.7.3. y 10.7.4. de [DIEU], para cada
X € U? existe una Unica solucidn t — x(t,v) del problema

(4.13), de clase C" ' y definida en ]-8,8] tal que:

ax(t,v) _
df[x(t,\')] T =
Consecuentemente, —SEEE%ELle- =V y entonces:
f[x(t,v)] = tv + ¥(v)
Tomando t=0, se sigue que ¥=0 , y asi:
f[x(t,v)] = tv (4.15)
. . S 2v
(1i) Sea & definida por (4.13) y sea glv) = x | —, — para
2 3
vd .
vV € U8 con &= ——. Por (4.15) se tiene que:
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(fog)(v) = f | x |— , — = v

y fog=id. Asi, g es la inversa de f por la derecha, de clase ™!

donde g: UC-——aU .  Por otro lado, como (Df)™' es de clase

r

™', 1a identidad Dg

()t o g muestra que g es de clase

c". Es mas, por la ligualdad fog=id , se tiene que
Df(0) o Dg(0) = id . Puesto que Df(0) es un isomorfismo,
concluimos que Dg(0) es también un isomorfismo. Entonces, podemos
aplicar 1la primera parte de la demostracién para la funcién g,
obteniendo su inversa por la derecha h , es decir, goh=id en
una regidén apropiada de los alrededores del origen. De las
ecuaciones fog=id, goh=id, se sigue que f=h y el resultado queda

probado. o

El siguiente ejemplo muestra la utilidad del anterior teorema

en un caso donde la funcidén inversa es conocida.

EJEMPLO 4.1. Sea f: "—>» R", 1la funcién f(x) = Ax , donde

n . P . 2
x € R y A es una matriz cuadrada de 6rden n, inversible. Puesto

que f’(x) = A, el sistema diferencial correspondiente a (4.13),

toma la forma:
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dx(t.v) At x|lo,vl=0
dt
Integrando, obtenemos x{t,v) = At vt y la solucién

estd definida en toda la recta real. Tomando cualquier valor para

r y calculando su correspondiente 8 segin el Teorema 4.1, la

funcidén inversa es:

glv) = x{—a—, 2v ] = Alv

V. B. (ii), CArLcuLo DeE LA FUNCION INVERSA APROXIMADA Y CoTA De
ERROR.

Recordemos la expresién de la regla de la cadena para cuando

derivamos respecto a matrices, que ya indicamos en el capitulo I.

si X e C™° . Y e ¢ Zz e cP , tenemos:

>
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T
8z _ [ dlvecY]l ] [I o _ 02 ]
X ax P n

Si consideramos la solucidén tedérica x(t,v) del problena

*

(4.13) en el intervalo [0,8‘] donde S < 8 y 8 esta
definido en (4.14), entonces, por la expresién dada para la regla
de la cadena, la segunda derivada de la solucién x(t,v) del

problema (4.13) toma la forma:

2 dvecX

2 -1 T -1
dx(t,v) = {[vec[Df(x(t,v))] (v)] ®In} 9(Df (x(t,v)) "(v) (4.16)
dt

donde n es la dimensién del espacio de Banach E. Teniendo en

cuenta que por [LANC, pag. 439)] se tiene que:
IlAeBIl = IIAIIIIBII (4.17)

por el Lema 4.1, Teorema 4.1, la expresidén de la regla de la

cadena, (4.16), y (4.17), tendremos que:
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2! !
sup dx§V '; ost=s <5 ; Ilvil<yps
dt
-1 3 2
< SH[Df(O)] “ M ¥ (4.18)

Aplicaremos esta vez el método unipaso definido en (1.50),
correspondiente a la generalizacidn al caso matricial del método
de Euler. lLa Jjustificacidén de esta decisién es la sencillez de
cdlculo, pues vamos a resolver un ejemplo concreto en el que las
ecuaciones a las que conduce el método de los trapecios son
implicitas y por ello, bastante mas complejas que las que

obtendremos con el método de Euler.

Entonces, para el problema (4.13), la constante D2 que

aparece en la expresién del error de discretizacién para este

método, dado por (1.52), toma la forma:

-1 3
D = 8 “ [Df(O)] H M y° (4.19)
2 o]

donde se ha tenido en cuenta (4.18), los anteriores comentarios

y la expresién:
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D, = { Y2ty Il ; telo,b] }

El siguiente resultado recapitula el proceso para la
construccién aproximada de la funcién 1inversa, siendo su
demostracién una consecuencia directa de Lema 4.1, Teorema 4.1,

(1.52) y (4.19).

TEOREMA 4.2, Sea y>0 y sea E un espacio de Banach de dimensidn
finita. Sea A un conjunto abierto en E, que incluye a un disco

cerrado U de radio r>0, centrado en el origen de E. Sea
r

f: A — > E una funciéon diferenciable de clase Cm, m=2, tal

que f(0)=0 y Df(0) es un isomorfismo. Sea 5'<3 donde & esta

definido en (4.14). Sea L = 4oM I (oeo)) IR y sea
D2 = 8 72 [l (oo™ IP MO . Consideremos el método unipaso:
-1
Y -Y = h [Df(Y )] (v) ; Y =0 ; O=n=N-1 (4.20)
n+1 n n 0
»
¥8

donde y>0, h>0, veE, |llv i< y N= [5/h] =2p es un

2

entero par.

124



Definimos la funcidn inversa aproximada:

A
gl ,h, v ): Uya' — Ur,
2
mediante la expresidn:
A 2v
glv,h,y) =Y [ - ] (4.21)
— )

donde r’ viene dado por el Lema 4.1.

El error de g respecto de la funcidn inversa tedrica £ de f

viene acotado superiormente por la desigualdad:

(£t v) = 8v,h,2) |

1A

h oy || [wa)]_l ” K(y) exp [K(3)]

»

vl < 23 (4.22)
2

donde:

-1
cw =1, || fro)” |

3 -1
[1 +2r’ Mo ¥ H [Df(O)] H ] r'

(4.23)
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Dado un error admisible €>0, tomando:

-1
h < e'[ ¥ K{y) H [Df(O)]

-1
eXp[K(v)]]

. . - . A .
la correspondiente funcién inversa g(.,h,v) satisface:

HEtw) -8v,h,adll<e, ve U 5" (4.24)

2

NOTA 4.1. Téngase en cuenta que por Teorema 4.2, dado un error

admisible €>0, la cota de error (4.22) es buena en todo el dominio
de definicién de la funcidén inversa f"1 , y la funcién inversa

aproximada g(.,h,yl depende del pardmetro 7. Asi, el tamafio
requerido para h y el dominio de la inversa cambian si cambia el

parametro y. Este hecho se ilustra con el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.2.. Consideremos la funcién f£: szz———é szz definida

por:

f(X) = X" +X (4.25)

Por el teorema 8.14 de [DIEU, pag.148), es facil ver que:
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2x2

(DF (X)): R®*?___, R®*?

(4.26)

(DF(X)) (V) = XV + VX +V; VeR¥?, XeR®?

Es claro que f(0j=0 y que (Df(0))(V)=V. Luego Df(0) es un
isomorfismo y se satisface la condicién (4.6). Tomemos r=1,
entonces segin la notacidén del Lema 4.1, Teorema 4.1 y Teorema
4.2, tenemos que (DF(0)) " H(V) = v y ademis:

-1 -1 2
||[Df(0)] H=1; M =3 ; L=4H[Df(0)] H M0= 12 7

5= - (1+3) ; D . =2432; K(3) =2 7 (1+9)
3

Nétese que para calcular la constante 8 que aparece en {(4.14),

-1
necesitamos la expresidn de [Df(O)] , que por Lema 4.1 esta
bien definida para || X Il < L Por (3.33), si X, T son
6
matrices de R-2 y X1« e , se tiene que:
6
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MDEFEII(T) = TX +XT+T = (X+I) T + TX

-1
[Df(X)] [ (X+I) T + TX ] = T

y por linealidad:

L -1 -1
(X+1) [Df(X)] (T) + [Df[X]] Ty X = T

-1
Si 1llamamos A = [Df(X)] (T) , se sigue que A satisface la

ecuacioén matricial de Sylvester:

(X+I)A + AX = T (4.27)

Por [JAME] y [BOCH], o [MULL], podemos escribir:

128



ik X

K (X

3 §

]

X1

-1
A= [Df(X)] (T) =

-1
= [ [1+trX]T + TX - X ] [ [].+trX+|X|]I + [2+trX]X + X2 ] (4.28)

donde trX representa la traza de X y |X| su determinante. El

método unipaso matricial (1.48) toma la forma:

n »

-1
- ) 3 ¥
X, =h [Df(XJ)] V) ; Hvill«< > (4.29)

J=0

Tomando N=10, la tabla 4.1 muestra los resultados obtenidos para

diferentes valores del parametro ¥, donde:
"E(y,h) = 2 h (1+y) ¥° exp [ 2 3 (1+y) ]

La aproximacién a la funcién inversa para los diferentes valores
de h viene dada por g(V,h,z) = [-g—] X5 , donde Xs se calcula a

3

través de la expresién (4.29).

129



bl
P

- @]

y |

Usando Mathematica, [WOLF], para h = 0.04 y:

0.01 0.01
0 ©0.01

obtenemos el valor de la aproximacién a la inversa en V:

1.99681 1.99363

8(v,0.04,0.2) = [—33—] X_ = 5107
0.5 0 1.99681
¥ 3 h Cota de Error: E{y,h)
0.1 | 0.366666 | 0.036666 1.0051685+10"°
0.2 | 0.400000 | 0.040000 6.205725+10 °
0.3 | 0.433333 | 0.043333 2.212012-10° 2
0.4 | 0.466666 | 0.046666 6.407588+10" 2
0.5 | 0.500000 | 0.050000 1.680633+10"

Tabla 4.1. Ejemplo 4.2.
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CAPITULO V

ECUACIONES DIFERENCIALES

EN DERIYADAS PARCIALES
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En este capitulo proponemos soluciones analitico-numéricas
para problemas de valores iniciales y de contorno, relacionados
con ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Dado un error
admisible € y un dominio finito G, la aproximacién de la solucién,
construida en términos de los datos, serada hecha de modo que el
error esta uniformemente acotado superiormente por € en todo el

dominio G.

Muchos sistemas fisicos no pueden ser descritos por una unica
ecuacién diferencial en derivadas parciales, pero si como un
sistema de dichas ecuaciones. Ejemplos de esto pueden encontrarse
en difusién de calor [CANN], ([HILL], [ LEE], magnetohidrodinamica
[BUTS], ([SEZG], mecanica [MORS], modelos de armamento [GOPO],

problemas de conduccién nerviosa y neuronal [MAS1], [MAS2], etc...

Podemos encontrar métodos basados en la transformacién de un
sistema de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales en un
conjunto desacoplado de ecuaciones, [COUR], [ZACH], sin embargo,
esta aproximacién mediante desacoplamiento, presenta serios

inconvenientes, ver [CHIN]

Nuestro objetivo es construir soluciones analitico-numéricas
para sistemas de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

de segundo érden, del tipo:
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ut(x,t)-Auxx(x,t)-Bu(x,t)=G(x,t); O<x<p; t>0 (5.1)
u(0,t)=u(p,t)0o=; t>0 (5.2)

u(x,0)=F(x); O=xsp (5.3)

donde u=(u1,u2,...,u.m)T , Flx) y G(x,t) son vectores

n~-dimensionales, elementos de Cm, y A, B son matrices complejas de

~ . mxm
tamafio mxm, es decir, elementos de C , tales que:

A+A?
2

Cada valor propio de [ ] es positivo, (5.4)

donde AH representa la matriz conjugada traspuesta de A.

Nétese que en general, el sistema (5.1)-(5.3) no puede ser
transformado en un conjunto de ecuationes desacopladas si las
matrices A y B no son simultdneamente diagonalizables. Para el
caso en que B=0 y A es una matriz cuyos valores propios tienen

parte real positiva, el anterior problema estd estudiado en

[JoD1].

El capitulo se organiza de la siguiente manera. En la seccién
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siguiente tratamos sobre la construccidén de una serie convergente,
solucién del problema (5.1)-(5.3), basadndonos en un teorema
referido a cotas para los valores propios del haz de matrices
B+AA. En la Ultima seccidn, contestaremos la siguiente cuestiédn:

dado O<to<t1 y un error admisible €>0, construir en términos de

los datos del problema, una solucién analitico-numérica de
{5.1)-(5.3), cuyo error con respecto a la serie infinita solucién
del problema, sea menor que € uniformemente en el

dominio D(to,t1)=[0,p]x[to,t1].

Denotaremos, como habitualmente hemos hecho, mediante o¢(D) al

conjunto de todos los valores propios de la matriz DeC™™ , y por

p(B) a su radio espectral que venia definido por el maximo del

conjunto:

{lz]; ZG@(D)}
Utilizaremos 1la norma de Frobenius [GOLU, pag. 14] que
representaremos por [I DI p Ppara distinguirla de la 2-norma que
representabamos por || D || . Recordemos que por [GOLU, pag. 15] se
tiene que:

[l D ||5||D||Fsm1/2||D||
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Finalmente, si BeC existe una matriz unitaria QeC tal que:

donde D es wuna matriz diagonal vy NeC™™ es estrictamente
triangular superior. Esta es la llamada descomposicidén de Schur de

B, y ademas, por [GOLU, pag. 192-193], se tiene que:

NI =lIBll_

Si denotamos por:

oloN eIk
a(B) = max {Re(z); ze@(B)} i M (t) = E: _— (5.5)
s k!
k=0
entonces, por [GOLU, p.396] se tiene que:
Il e*® || = **® M_(t) (5.6)
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Basandonos en el método de funciones propias del caso
escalar, escogemos una serie como candidata a solucién de

(5.1)-(5.3) de la forma:

ulx, t)=) T (t) sin[ ngx ] (5.7)

nx1

donde Tn(t) es una funcién vectorial a determinar, que toma

valores en C". Supongamos que Tn(t) verifica 1la ecuacién

diferencial:
nmn 2
T (t) - B—[—] Al T () =B (t) ; t<0 ;
n p n n
p
B (t)=-§—J G(x,t]sin[ nnx ]dx (5.8)
n P P
(o]

donde Bn(t] es la transformada seno finita de la funcién G(.,t),
para un valor fijado t>0. La solucién de (5.8) toma la forma

[FLET, pag. 220]:
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t
Tn(t)=exp[B—(nn/p)2A] Cn+J exp[(t—s)[B—(nn/p)zA]]Bn(s) ds (5.9)

0

. . m .
donde C es un vector arbitrario de C. Para satisfacer
n

la condicién inicial (5.3}, tomemos:

n

p
c = -%— J F(x) sin( n:x ] dx ; nzl (5.10)

(o}

Asi, la posible solucién del problema (5.1)-(5.3), puede ser

escrita en la forma:

ul(x, t)= Z Tn(t)sin[ “gx ] = Z U (x,t) + Z V (x,t) (5.11)

n1 nZ1 nx1
donde:

t
V (x,t)= Jexp[(t-s)[B—(nn/p)zA]]Bn(s) ds}sin[ ngx ]; nzl (5.12)

0
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Un(x,t) = exp[t[B—(nn/p)zA]] Cn sin[ n;x ]; nz1 (5.13)

Asumamos de momento que la solucién en forma de serie u(x,t)
definida por (5.7)-(5.8) es convergente, y sus términos son dos
veces parcialmente diferenciables respecto a X, y una vez respecto

a t, y ademas:

G(x,t)=z B (t) sin( “;x ] (5.14)

nz1

entonces, se tiene que:

ut(x,t)-Auxx(x,t)-Bu(x,t)—G(x,t)=

2
= {T;(t)—[E—[-;‘l] A]Tn(t)—Bn(t) sin[ “’;x] =0

u(0, t)=u(p, t)=0

ul(x,0) = Z T (0) sin[ nux ] =Z C sin( nmx ] (5.15)
n p n p

n=1 nZ1
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Teniendo en cuenta (5.10) y (5.15), si cada componente fJ de

F=(f1,f2,...,f )T satisface una condicidén suficiente que garantice
m
la convergencia de la serie seno de Fourier de f}(x) en xe{0,pl,

se obtiene:

p
u(x,0) = }: E}J~F(x) sin[ nax

nZ1 0

] dx sin[ ngx ] = F(x) (5.16)

Para poder probar las anteriores propiedades sobre

convergencia, es necesario encontrar una cota para los valores

propios de las matrices B-(nn/p)zA, con nxl. El siguiente Teorema

estd relacionado con esta cuestiodn:

TEOREMA 5.1, Sean B, A matrices complejas de c™" satisfaciendo

la condicién (5.4) y sea %(A) definida mediante:

H
7(A)=min{z; zea[ A;A ]} (5.17)

Entonces se tiene que:

141



S SIS

\1_

A

2
- [{?L] y(A); zeo[B—(nn/p)zA]; nx1 (5.18)

H
Re(z) < p[ B+B ]

DEMOSTRACION. Consideremos la descomposicién:
A=H +iH_; B=S +iS
1 2 1 2

donde:

H
3 . —3 . =3 B+B
12 12 2 2t 2 2t

y sea:

B-(nn/p)°A = S -(nn/p)°H  + i[SZ—(nn/p)sz]

Puesto que 81 y -~(n1t/p)2H1 son matrices hermiticas, por [BAUE,

pag. 246] se tiene que:

o-[Sl—(nn/p)zHl] cUg, (5.19)
i=1

donde:
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G1 = {zec; |z+(nn/p)2Ai(H1)|5p[Sl)} (5.20)

o(H )={A (H); 1sisn}
1 11

Ahora, aplicando el Teorema de Bendixon [STOE, pag.359] a la

matriz B—(nn/p)zA, se tiene que:

Re(z) = zmax[Sl—(nn/p)zHl]; zeo[B—(nn/p)zA]; nx1 (5.21)

donde zmax[Sl—(nn/p)zHJ representa el maximo valor propio de

la matriz hermitica S1 - (mt/p)2 H. Per (5.19)-(5.21), 1la

desigualdad (5.18) queda demostrada. a

Nétese que las expresiones para las derivadas parciales de

las funciones vectoriales U“(x,t), V (x,t) definidas en
n

(5.12)-(5.13), tcman la forma:
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av (x,t) o 5
— = J exp[(t—s)[B-(nn/p) A]]B (s)ds cos[
ax P n
0
3%V (x,t) L2
--l%;——- =—[-——-] Vo(x,t)
9% p
av (x,t) -
n =B (t)sin[ nex ]+ [B-(nn/p)zA]V (x,t)
6t n n
au (x,t) -
n = 2y (x,t)
ax p n
8%U (x,t) o 12
———25——- =—[———] U (x,t)
ax p
au (x,t)
n = [B—(nn/p)zA]U (x,t)
at n

] (5.22.a)

(5.22.Db)

(5.22.c)

(5.23.a)

(5.23.b)

(5.23.¢)

Para probar la convergencia de las series (5.11)-(5.12), en

tanto convergen los correspondientes términos de las derivadas

parciales de Un(x,t). Vn(x,t), usaremos un argumento local basado
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en el siguiente resultado:

TEOREMA 5.2. Sean A, B matrices de C" " con m22, satisfaciendo
(5.4) y supongamos que para cada t>0, G{(.,t) es una funcién
continua de la variable xel0,pl, admitiendo derivadas parciales
cont inuas hasta, al menos, segundo Jrden con respecto a la

variable x , y:

8G(0,t) 8G(p,t)
(1) G(0,t) = G{p,t) =0 ; = =0
ax ax
8G(0,t)  8%G(p,t)
(ii) G(x,t); : 5 son acotados en [0,p] x 10,]
8x 8%

Sean U (x,t), Vn(x,t) y Bn(t) definidos por (5.13), (5.12) y
n
(5.8) respectivamente, y sea C definida en (5.10) donde F(x) es
n

una funcién acotada, localmente integrable en [0,pl. Si T, 8 y M

son las constantes positivas definidas como:
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c=1BIl_; e=[l] Hall .
. F P F
(5.24)
2
M:sup l &z’t) ,;OSXSp; t>0
ax

entonces, para (x,t)eD(tO,t1)=[0,p]x[t0,t1], con t1>t0>0, se tiene

que:

P 2
(1ii1) ||Bn(t) Il = 2M [ ] :  nz1l

(iv) 1l Un(x,t) =1 C_ I exp[—(nn/p)zv(A)to]o

m=-1
(z+n’e)* H
. ()% —— | exp[ tlp[ B+B ] ]
k! 2
x=0
(v) I Vn(t) Il = 14 exp[—(nn/p)zv(A)to] H(n)
n

donde H(n) es la funcidn racional en la variable n, definida por:
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H
m-1 ) , 2Mp4exp[t1p[ B;B ]]
H(n)= 1+Z[tf(r+n26)] [ [(nn/p)27(A)t1] ]

2 n47(A)

LS

k=0

2m-4 . .
cuyo mayor exponente es n con coeficiente:

H
2(t1)2m_3 p6 M exp[tlp[ B+B ]]

2
2 &
[7(A)] T

7:

DEMOSTRACION. Por las hipétesis (i), (ii) y [2ZYGM, pag. 70], se
obtiene (iii). Consideremcs la descomposicién de Schur para la

matriz B—(nn/p)zA :

H 2 -
QN [B-(nn/p) A] QN =D + N

con:
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IIN Il=<IIN Il _=1IBIl + (nup)?11All = z+ne
n n F F F

— . - 2
T =1B IIF i 8= (wp) Il All .

Si « (A,B)=max{Re(z); zeo[B—(nn/p)zA]} , por Teorema 5.1 tenemos:
n

B+B"
o (A,B) = [p[ . ]] - I:(mr/p)zar(A)]; nz1 (5.25)

Por (5.5), (5.6) y (5.25), para (x,t)ED(to,tl), se tiene:

m-1

H N
|kxp[t[g-(m/pm]]|Fexp[t[p[ 55 ]_(Wp)z,(A)HZ(tl)k ,,
k!
k=0
m=-1 2 K
H (t+n°8)
Sexplt p[ B+B ]] expl-(nn/p)z t 7(A)] Z(t *  (5.26)
1 2 0 1 k!
k=0

Por (5.26) se obtiene (iv).
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que:

, entonces por (5.5), (5.6) y (5.25), se tiene

exp [(t—s) [B—(nn/p)zA) ] H =

m-1

2 .k
H (t+n"8)
sexp[tlp[ B;B ]}exp[—(nn/p)2 (t-s) 7(A)Jj€:(t—s)k —— (5.27)
k!

Por (iii), (5.13),

podemos escribir:

v (x,t) [] = J

L

o}

k=0

(5.27) y usando la férmula [GRAD, pag. 921]:

n
o2 {_5? .\ }: (-1)? n(n-1)...(n-j+1)  n-j }
a aj+1

j=1

exp [(t—s) [B—(nn/p)zA] ] H [ Bn(s) [l ds =

H
=< 2M (p/nn)zexp[tlp[ B;B ]].
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1 H
- - - B+B
) ety oo f ol 2]
[7(A)(nn/p)2] y(A) (nn/p)

t m-1

, . (zn?e)"
« | exp|-(nn/p)° (t-s) ¥(A) (t-s) ——————ds=
k!

o} k=0

2 .k
5 B+gH (t+n"8)
= 2 M (p/nn) exp tlp[ 5 } -
k!

t
1
¢ | exp —(mt/p)2 (t-s) ¥(A) (t—s)k ds+ 5 =<
y(A) (nn/p)
0
n-l 2.k
5 (T+n°8)
= 2M(p/mt)2exp -(nn/p) (to) v(A) _—
k!
k=0

m~-1
2Mp4 (t+n°0)*
=—4——4exp|:—[—) to 3’(A)} 1+ Z
ny(A)w k!
k=0
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[t1(1+n 6)]
) J
)=1

[7(A)(mz/p)2t1]

Con lo que queda demostrado el teorema. o

MXm

COROLARIO 5.1. Supongamos que A es una matriz de C

satisfaciendo (5.4), Sea BeC™" y sea G(x,t) una funcién que
satisface las hipétesis del Teorema 5.2. Sea F(x) una funcidn
continua en [0,p] tal que F(0)=F(p)=0 y cada una de sus

componentes fj para 1sj=m satisface alguna de las condiciones:

(a) fj(x) es una variacion local acotada en cualquier

punto xe[0,p].

{b) fj(x) admite derivadas laterales [f;](x) y [f;](x) en
R L

cualquier punto xe€[0,p].

Entonces u(x,t) definida en (5.11) es una solucién del

problema (5.1)-(5.3).

DEMOSTRACION. Por las hipdtesis impuestas a F(x) y por (5.4), la

serie:
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U (x,0) = }: C sin[ nax ]
n n p

nZ1

converge a F(x) para cada xel[0,p}, ver el Corolario 1 de [CHUR,

pag. 57]. Por otro lgdo, si t1>t0>0 y D(to’t1) = [O,p]x[to,tl]

por Teorema 5.2, la serie (5.11) y cada una de las series cuyo
término general sea uno de los que aparecen en (5.22)-(5.23), son

uniformementes convergentes en D(t ’t1)' Por el teorema de
o

derivacién para series funcionales [APOS, Teoréma 9.14], u(lx,t)
definido en (5.11) es dos veces parcialmente diferenciable en sus
términos respecto a x, y verifica (5.1)-(5.3) en cualquier punto

> =x=
(x,to), con to 0, O=x=p. o
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La solucién en serie u(x,t) que proporciona el Corolario 5.1
presenta dos dificultades para su calculo. En primer lugar, porque
u(x,t) es una serie infinita, y después porque el término
general incluye exponenciales de matrices cuyo cdlculo no es una
tarea facil ([MOLE]. En esta seccién pretendemos superar estos
inconvenientes en dos etapas. Primero, truncando la serie infinita
en una suma parcial y entonces, cada exponencial de matrices,
sustituirla por una suma finita apropiada de su desarrollo en

serie de Taylor.

TEOREMA 5.3. Sea N1 una constante positiva tal que:

HFG) =N

para cada x€[0,pl. Sean T y 6 definidas en (5.24), sea 7 definida

en Corolario 5.1 y sea D(to,t1)=[0,p]x[to,t1] , Y =(1t/p)2 y(A) t0

(i) Sea H(n) definida en Teorema 5.2 y sea n, el primer entero

positivo n que satisface las desigualdades:

I-I(n)SZanzm-'4 ; In(n) <1 ; n(2ny-1) > 2m-8 ; nzn, (5.28)

n{ny-1) 2m-8
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si V (x,t) viene definida por (5.12) y (x,t)eD(to,tl), entonces se
n

tiene que:

}; ” Vn(x,t) H =2 9 (1-e H™ e™ (5.29)
n>n
1

(ii) Sea O=<k=m-1 y sea t >0 tal que:

2 k 1n[1+t29r'1]< ty  and Ly [t l,D—Z] >k In(r)  (5.30)
k k 2 k k
Si n=zmax(t ,t ,...,t ) y satisface:
2 0o 1 -1
8(m-1) 1
+ <y (5.31)
r+nze 2n2

y si Un(x,t) estd definido por (5.13) y (x,t)eD(to,tl), entonces

se tiene que:

=

¥ |00
n>n
2
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-1.-1 B+BH tl -n
=< 2N (1-e ") "exp|t p[ ] e 2 (5.32)
1 1 2
k!
k=0
DEMOSTRACION. (i) Puesto que lim ~2) __ =g y 13 BB
n(ny-1) 2m-4
n n—® n

la existencia del primer entero positivo que satisface (5.28) esta

garantizada. Nétese que para nzn1 se tiene que:

exp[—(nn/p)zy(A)to]glg)527exp[—n2w+(2m—8)1n(n)]=27exp[h(n)]

n

(5.33)

donde h(n)=(2m—8)ln(n)—¢m2 , Yy nétese que la sucesidn {h(n)+n}

es decreciente y negativa para nzn1 . En efecto, sea:
h(t) = (2m-8) 1n(t) - y t°

y nétese que h(t)+t<0 , si y sélo si:
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(2m-8) 1n(t) - y t%+ ¢t < 0 ; In(t) <
2m - 8
y h’ (t)+1<0, si y sdlo si:
2m -8 oty +1<0; 2m8 <t (2ty - 1)
t
Asi, para nzn =~ se obtiene h(n+1)+n+1 < h(n)+n < O y por

(5.33) podemos escribir:

E: exp[—(nn/p)ztoy(A)] H(z)s 2y }: exp[h(n)] <
n

nZN nZn
1 1

27e ™M
< 2y E: e = 2¥E 1 (5.34)

Por (5.34) y Teorema 4.2-(v) la parte (i) queda demostrada.

(11) Sea h (t) = k in(z+t%) - y t? y noétese que h (t)+t es

decreciente y negativa si h;(t)+1 <0 vy hk(t) < -t .
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Podemos escribir:

2
kIn(T+n 6)
e

2
exp[—(nn/p)ztow(A)](r+n26)k=e'n 4 =exp[hk(n)] (5.35)

Estamos interesados en determinar el primer entero positivo

n, tal que {hk(n)+n} es decreciente y negativa para nzn_ , i.e.:
hk(n+1)+n+1 < hk(n)+n <0 for n=n_  and O=k=m-1 (5.36)

Nétese que hk(t)=kln(r)+kln[1+tzer-1]—tzw y como:

podemos encontrar un numero positivo tk tal que:
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2k1n[1+tzer'1] <y t? and i[tw—z] >k In(x) for t=t  (5.37)
2

Las condiciones h;(t)+1<0 y }&(t)<0 pueden escribirse en la

forma:
_ng:__ oty < -1 , or ekz Pl ocy (5.38)
T+t 6 T+t 6 2t
y:
2 -1 2
K 1n[1+t ot ] + k In(v)< t% (5.39)

Nétese que si tk satisface (5.30), se tiene que:

tkw

2

K 1n[1+tier‘1] + Xk In(z)- t% < k ln(t)+ - tiw < 0

Asi, por (5.39), (5.37) y (5.30), obtenemos que:

159



hk(t)+1<0 y hk(t)<0 para tztk

Nétese que si nzzmax(to,tl,...,t 1) y satisface (5.31), entonces
-

n, satisface también (5.38) para k=0,1,...,m-1. Como || Cn|| = 2N1

para nzl, por (5.35) y Teorema 2-(iv), si (x,t)eD(to,tl) se

tiene que:
Tl ]l
n
nZn
2
m-1 k
H t
= 2N exp({t p B+B ! expl|k (n)}] =
1 1 2 k! k
k=0 ’ nZn
2
H nol otk e "2
= 2N1 exp tlp[ B;B ] ! 3
k! (1-e )
k=0
Asi, la parte (ii) del Teorema 5.3 queda demostrada. a

COROLARIO 5.2. Sea >0, y sean n1 y n, enteros positivos
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X LA X 4

Ay A4

Al

definidos en Teorema 5.3, y n_  max { n1 ,n2 } tal que:

( )
B+B" 7 22! t:
2 Nlexp tir +
2 kit
k=0
n, = 1n < . (5.40)
e (1-e™h)
\ )
entonces:
n
3
ulx,t,n )} = }: [ U (x,t) + V (x,t) ] (5.41)
3 n n
n=1

es una solucién aproximada del problema (5.1)-(5.3) cuyo error
respecto a la solucidén exacta u(x,t) dada en Corolario 5.1, esta

acota superiormente por €/2, uniformemente para (x,t)eD(to,t1L

DEMOSTRACION. Por Teorema 5.2, para (x,t)eD(to,tl) se tiene que:

Z [IIUn(x,t) I+ 1V Gt ] ]s

n>n
3
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-1 B+B t -1
=e "3 | 2N [1-e ] exp tp[ ] Z—— + 27[1—e ]
k!
k=0
Con lo que el resultado queda establecido. a]

Ahora, sustituyamos cada exponencial de matrices de (5.41)
por su’ serie de Taylor truncada de grado gq, obteniendo 1la

aproximacién finita:

3 3 tJ[B—[nTt/p)ZA]j
u(x,t,na,q) = E: }: C sin(nmx/p) +
1

il
n= J:O J.

( t-s)’[B- (nmn/p) 2p1?

Bn(s] ds | sin(nmx/p) =

~[>17
"—s
P[> a

t

3 2 (B- (nm/p) SE ; P J nu X
Z Z———— C tle 2 G(u, s][t s] sm[ ]duds sm[ ]
3 p p p

n=1 J]=0 o 0

(5.42)

Ahora, determinemos el entero positivo q, tal que la diferencia
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entre u(x,t,n3) dada por Corolario 5.2 vy u(x,t,nz,q) verifique:

[ u(x,t,na) - u(x,t,na,q) [l =€ ; V(x.t)eD(tO,tI) (5.43)

Por Teorema 11.2.4 de [GOLU, pag. 390], si (x,t)eD(tO,ti) vy gq

es un entero positivo, se tiene que:

q

Jrn 2,,1J
exp [t[B—(nn/p)zA] ] - }: t'[B-(nn/p) Al H =<
J!
=0
nol 2 .k
m g+g" y (t+n"0)
= exp tip[ 5 ] (ti) _ (5.44)
(q+1)! k!
k=0
Usando la desigualdad:
Ilcnllsznl; Vnz1 (5.45)

y por (5.44)-(5.45), podemos escribir:
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oh od &

2o i i vdh e thd bl dd o ol

AR

R

n
3

Jrp- 2,1)
t’[B-(nn/p)°Al" . sin[EEE]
3t " P

q
zg: U (x,t) - };
n
n=1 J=0
2N1m B
= exp t1p 5
{g+1)t

De manera andloga, por (5.26), si

1A

m
exp| (t-s) p[
(g+1)!

Teniendo en cuenta que para

Ossstst1 tenemos:

J!

2 s 2,1}
exp [(t-s)(B—(nn/p)zA] ] - }: (t-s)” [B-(nn/p) Al H <
1=0

2 k
g+gH y (z+n“0)
—— (t-s) " ——

k!

t =t=t
0 1
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(5.47)



a x

t

k+1 2

H tk+1 H
(t—s)kexp[(t-s)p[ B;B ]] ds = ! expl: tip[ B+B

(o}

por (5.47), (5.48) y Teorma 5.2-(iii) obtenemos:

2 - (t-s)? [B-(nm/p)3al’
exp[(t-—s)[B—(nn/p) A]] - P

j!
j=0 J’

1] " (v+n®0)?

mN [ B+B ] Z k+1
< exp|t. p (t)) —
(q+1)! L2 & n® (k+1)!

n

3 t
2 exp[ (t-s) [B—(nn/p)zA] ] -
n=1 0
= (tog) [B- (nn/p)2Al7
- Z 2 ar/p B (s) ds sin[ﬂ]
3 " P
=0
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Bn(s) ds

(5.49)



1 (r+n28)k
}: (t) —_— (5.50)
= (k+1)!

Por (5.41), (5.42), (5.46) y (5.50), para (x,t)eD(to,tl) se tiene

que:

I u(x,t,n3) - u(x,t,n3,q) I =

m(N+2N )

1 [ B+BH]
= —— — exp(tp
(q+1)! [ vz

=] =]
|} w

-t t1 . (t+n°8)*
Y et e S
k+1 k!
1 k=0

Notese que si q, es el primer entero positivo g que satisface:

m

n
2 Z
n=1

-1 2 .k
g+g" t‘ « (t+n®8)
(g+1)1z 2 em(N+2N1)exp tlp[ ] }: [1+ ]t1
- k+1 k!

0

(5.52)
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entonces, por (5.51)-(5.52), para (x,t)eD(to,ti), se tiene que:

. .
I ulx, t,n ) - u(x,t,n3,q) Il < — (5.53)

Por Corolario 5.2 y los anteriores comentarios, el siguiente

resultado queda establecido:

TEOREMA 5.4. Con la anterior notacidn, y bajo las hipdtesis del

Teorema 5.2, Corolario 5.1, y Teorema 5.3, dado €>0 y t1>t0>0,

la funcidn u(x,t,n3,qo) definida por:

n3

q

Z (t-s)? [B-(nn/p)2A]’
n=1 1=0 j!

t

P
J
+ 2 J. J G(u,s)[t—s] sin[EEE] du ds Sin[gzz]
P p p

o] o]

es una solucidn aproximada del problema (5.1)-(5.3), cuyo error
respecto a la solucidn en serie dada en (5.11), es uniformemente

acotado superiormente por & para (x,t)eD(to,t1)=[0,p]x[t0,t1]
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NOTA 5.1. Nétese que u(x,t,n3,qo) estd expresada unicamente

en términos de los datos del problema, y los enteros n, ¥y q,

son dependientes directamente del dominio D(to’t1)' Para el caso

en el que B es la matriz nula, los resultados propuestos aqui
contienen a los dados en [JOD1], en el sentido de que la condicién
(5.4) implica que Re(z)>0 para cada valor propio de la matriz A,
ver Teorema de Bendixon, [STOE, pag. 395]. Es mas, la cota de
error que aqui se ofrece, no requiere informacién espectral usada
en [JOD1] en relacién a la matriz A, y en particular, el
conocimiento del indice de los valores propios de A asi como las

proyecciones espectrales asociadas a A.
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