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Resumen

Este articulo trata de la formulacién unificada de modelos linea-
les para la estéatica de piezas alargadas, y en concreto, de la clase de
modelos que incluyen desplazamientos generalizados adicionales a los
necesarios para definir movimientos de sélido rigido de las secciones
transversales. Estos modelos, denominados modelos hiperviga por los
autores, se caracterizan por el acoplamiento entre variables estaticas y
cinematicas en las ecuaciones de equilibrio. En el articulo se introducen
los pseudo-esfuerzos, nuevas variables estaticas que representan la ac-
cién de los enlaces internos que controlan el cambio de forma de la sec-
cién transvesal. Asimismo, se desarrolla el procedimiento sistemdatico
para evaluar la distribucién de tensiones sobre las secciones transver-
sales consistente con el modelo hiperviga, que aproxima la distribucion
de tensiones correspondiente a la solucién eldstica tridimensional. La
sistematica de la formulacién unificada, y su potencia para la construc-
cién de ecuaciones y para la valoracién de la influencia de los distintos
parametros que intervienen en la respuesta, queda patente mediante
su aplicacién a dos problemas que requieren la introduccién de grados
de libertad adicionales a los de sélido rigido: la flexién alabeada y la
torsiéon mixta. En ambos casos, partiendo unicamente de la cinematica
de la seccion transversal expresada en funcién de los desplazamientos
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generalizados, mediante el procedimiento unificado propuesto, se obtie-
nen las variables, pardmetros y ecuaciones que determinan la respuesta,
asi como las expresiones de las tensiones en la seccién consistentes con
la formulacién empleada.

This paper deals with the unified formulation of linear models in
rod elastostatics, and specifically, with the class of models including
generalized displacements that are additional to those defining rigid
body motions of the cross-sections. The main feature of these models,
named hyperbeam models by the authors, is the coupling between static
and kinematic variables in the equilibrium equations. New static varia-
bles called pseudo-forces have been introduced to represent the action
of the internal constraints which control the deformation of the cross-
section. Using the pseudo-forces, a systematic procedure to evaluate
the model-consistent stress distributions on cross-sections —which is an
approximation of the 3D elastic solution— has been developed. The ap-
plication of the unified formulation to a pair of problems requiring the
introduction of non rigid-body-motional degrees of freedom —warped
bending and mixed torsion— shows its ability to systematically build
the equations, and to assess the influence of the intervening parame-
ters. In both cases, the response-defining variables, parameters and
equations, as well as the expressions of consistent stress distributions
on the sections, are obtained by means of the proposed unified proce-
dure, parting exclusively from the cross-sectional kinematics expressed
in terms of the respective generalized displacements.

1. Introduccion

El concepto hiperviga fue introducido por los autores [1] [2] para describir
la clase de modelos lineales de piezas alargadas que incluyen desplazamien-
tos generalizados adicionales a los necesarios para describir movimientos de
sélido rigido (de pequena magnitud) de las secciones transversales. Los mo-
delos hiperviga se caracterizan por el acoplamiento entre variables estaticas
y cinematicas presente en las ecuaciones de equilibrio, atin en su formulacién
lineal. En otras palabras, no es posible expresar las ecuaciones de equilibrio
de la estructura en funcién, inicamente, de los esfuerzos y las cargas exterio-
res, ya que los desplazamientos estan en este caso presentes en las ecuaciones.
La eleccién del término hiperviga se justifica precisamente por el hecho de
que este acoplamiento es una forma de hiperestatismo local en las ecuaciones
de equilibrio.

La formulacion unificada de la teoria de vigas, desarrollada por el pri-
mer autor en [3] y [4], permite expresar de modo abstracto y compacto
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las variables que intervienen en cualquier modelo de pieza alargada, inde-
pendientemente de las restricciones cinematicas que lo definan, y deducir
sistemdaticamente las correspondientes ecuaciones de campo mediante prin-
cipios variacionales. Por ello constituye el marco idéneo para desarrollar los
modelos hiperviga. En el anexo hemos incluido una sinopsis de los principales
resultados de la formulacién unificada para que el lector interesado pueda
seguir el desarrollo del articulo sin necesidad de recurrir a las referencias
citadas.

El objetivo de este articulo es concluir el desarrollo teérico del modelo
hiperviga [2], analizando con mayor detalle la vertiente estética para obte-
ner sistematicamente las tensiones consistentes con la formulacién empleada,
asi como mostrar, a través de dos ejemplos completos, cémo opera la teoria
en su totalidad, es decir, desde la formulacion del modelo hasta la prediccién
de la respuesta del sélido. La potencia de la formulaciéon unificada para la
construccién de las ecuaciones y para la valoracion de la influencia de los
diferentes parametros en la respuesta de la pieza alargada queda patente
en su aplicacién a los dos problemas seleccionados: (a) el problema de fle-
xi6n alabeada, y (b) el problema de torsién mixta. El primero representa
una formulacién de la teoria de vigas capaz de proporcionar una distribu-
cién coherente de tensiones tangenciales obtenida en el marco de la propia
teoria, sin necesidad de partir de razonamientos basados en condiciones de
equilibrio. Se basa en relajar las exigencias de la teoria de Timoshenko, pres-
cindiendo de la planeidad de la seccién, mediante un planteamiento similar
al que Reddy utiliza en la teoria de placas [5]. El segundo es un problema
clésico que ha sido tratado por diversos autores: Vlassov [6] y Kollbruner [7]
son fuentes de referencia, Manterola lo trata para su aplicacién en problemas
de torsién de tableros de puente [8] y el primer autor lo hace en el marco de
la formulacién unificada [9].

Los resultados obtenidos para las expresiones de las tensiones incorpo-
rando la nocién de hiperestatismo local y el concepto de pseudo-esfuerzo
proporcionan una nueva interpretacion de las soluciones clasicas que permi-
te diferenciar la fraccién de las tensiones debida a los esfuerzos y la debida
a los pseudo-esfuerzos fruto del hiperestatismo local.

El trabajo se organiza del siguiente modo: en la seccién 2 se revisa el
concepto de hiperviga y su conexién directa con la idea de hiperestatismo
local en el modelo unidimensional (1D); en la seccién 3 se introduce la defi-
nicion de pseudo-esfuerzo como término presente en la ecuacién de equilibrio
que reproduce la accién de las coacciones internas (en el sentido variacional
[10]) asociadas a esta indeterminacion local; en la seccién 4, la introduccién
de los pseudo-esfuerzos motiva la descomposicién de las tensiones totales
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sobre los puntos de la seccién en suma de tensiones primarias y tensiones
complementarias; estas ultimas, exclusivamente debidas al hiperestatismo
local, constituyen una distribucién autoequilibrada. Con el fin de mostrar
cémo opera el modelo en todas sus vertientes, en las secciones 5 y 6 se desa-
rrollan las aplicaciones indicadas incluyendo las expresiones de las variables
asociadas a la formulacién y las soluciones correspondientes a tres casos con
diferentes condiciones de contorno. Por tltimo se exponen las conclusiones
del articulo. Con el fin de facilitar la lectura, en el anexo se incluye una re-
copilacién de los principales resultados de la formulacion unificada aplicada
a la teoria de vigas, y en particular a los modelos hiperviga [3], [2].

2. Hiperestatismo local en los modelos hiperviga

El concepto de hiperviga fue introducido por los autores [1], [2] al estudiar
la naturaleza de las ecuaciones de equilibrio del modelo 1D y concretamente
al analizar las condiciones de desacoplamiento de las mismas. La hiperviga
hace referencia a la clase de modelos lineales de piezas alargadas que inclu-
yen desplazamientos generalizados adicionales a los necesarios para describir
movimientos de sélido rigido (de pequena magnitud) de las secciones trans-
versales. Una lectura més profunda del problema proporciona un interesante
y alternativo punto de vista. Para presentarlo volvamos a la forma genérica
de las ecuaciones de equilibrio en un modelo hiperviga, [2, ec. 24b]:

f'=Dgou+Hf - Q (1)

en la que f y u son los vectores que agrupan esfuerzos y desplazamien-
tos generalizados, respectivamente, @Q es el vector de fuerzas generalizadas
(cargas exteriores distribuidas consistentes con los desplazamientos genera-
lizados), H es la matriz de equlibrio local [2, ec. 19a] y Dqo es la matriz que
determina el acoplamiento entre las variables estaticas y cinemadticas [2, ec.
19b]. Si la matriz de acoplamiento se anula (como sucede en el modelo de
viga estandar, con tres grados de libertad en desplazamientos y tres en ro-
taciones), el equilibrio proporciona un sistema de n ecuaciones diferenciales
en las n componentes de los esfuerzos generalizados que son directamente
integrables:

f=Hf-Q (2)

En este caso, la solucion general para los esfuerzos no depende de las ca-
racteristicas mecdnicas del modelo (determinadas por los operadores D,
definidos en [2, ec. 7]) sino tan solo de las condiciones de equilibrio interno
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(a través del operador H). Ambas propiedades (independencia de las ca-
racteristicas mecénicas y dependencia de las condiciones de equilibrio) se
asocian tradicionalmente a los problemas isostaticos, aunque es necesario
incidir en que este isostatismo tiene cardcter local. Los esfuerzos tienen,
entonces, la siguiente expresion:

f(s)=G(s)fo—G(s) | GT'(1)Q(t) dt (3)

con
s

G(s) = exp< H(t) dt) (4)

En el caso en que H sea de coeficientes constantes, la expresion se reduce a:

t=0

S

£l6) = exp (s H) £ = [ exp (s =B Q) )
Ambas expresiones son independientes de la posible variacién de seccién
transversal. Sélo si las condiciones globales de sustentacién de la viga son
hiperestaticas (hiperestatismo externo), intervienen las ecuaciones constitu-
tivas generalizadas a través del operador Dy [2, ec. 25], en la determinacién
de las constantes de integracién (vector de esfuerzos en la seccidn inicial de
la pieza, f).

En el otro extremo tenemos el caso del equilibrio indeterminado o aco-
plado (f)oo # 0). Este razonamiento muestra que los modelos hiperviga son
localmente hiperestaticos, mientras que el modelo de viga estdndar (en lo
sucesivo MVE) es localmente isostatico.

3. Los pseudo-esfuerzos en el equilibrio local

Como acabamos de ver, en el MVE el equilibrio local es isostatico en el
sentido estricto (los esfuerzos son directamente integrables a partir de las
ecuaciones de equilibrio). Sin embargo, en los modelos hiperviga la matriz de
acoplamiento no se anula y la forma candnica de las ecuaciones del modelo
1D viene dada por (1). En ella se puede comprobar que el sumando ﬁgou
tiene caracter estatico ya que sus dimensiones deben corresponder a las de
un vector de fuerzas generalizadas. Introducimos la denominacién de pseudo-
esfuerzos para referirnos a las componentes del vector determinado por este
término, que denotaremos f. Los pseudo-esfuerzos tienen pues las siguientes
definiciones alternativas, constitutiva y estdtica respectivamente:
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f = Doou (6a)
f=f+Q-Hf (6b)

Los pseudo-esfuerzos son consecuencia de la introduccién en la hipdtesis
cinematica de grados de libertad que describen cambios de forma de la
seccion, adicionales a los que describen movimientos de sélido rigido. La
ecuacién (6a) determina una relacién eldstica entre los pseudo-esfuerzos y
dichos grados de libertad adicionales, a través de la matriz de acoplamien-
to. Por tanto, se puede afirmar que los pseudo-esfuerzos recogen la accién
de los enlaces internos [10] que controlan el cambio de forma de la seccién
transversal. En el modelo viga estandar, como los movimientos de la seccién
transversal son exclusivamente de sélido rigido, todas las componentes de los
pseudo-esfuerzos se anulan, mientras que en los modelos hiperviga, debido
al equilibrio vectorial local de la pieza, sélo lo hacen las componentes de f
consistentes con las seis componentes del movimiento de sélido rigido de la
seccién transversal comunes con el MVE.

4. Evaluacion de tensiones en modelos hiperviga

El vector de tensiones s* que predice el modelo 1D se deduce directa-
mente de las matriz constitutiva C del sélido y de las deformaciones e* que
nos proporciona la formulacion unificada, y puede expresarse en funcién de
los desplazamientos generalizados y sus derivadas por medio de las matrices
de deformacion By y By (127):

s*=Ce*=C(Bou+ Bju') (7)

Si ahora introducimos las deformaciones generalizadas e(s) consistentes con
la hipétesis cinemética (131),

e=H"u+u (8)

llegamos a una nueva férmula que solo depende de las variables cinematicas
del modelo, u y e:

s* = C(Bou + Bye) 9)

donde R
By=B,—-BH' (10)
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Teniendo en cuenta que la relacién entre deformaciones generalizadas y es-
fuerzos es (135) e = Dﬁl f, las tensiones se pueden expresar del siguiente
modo:

S*

C]TD',0 CBISH} {Q;} con Sy = Dil (11)

A continuacién vamos a demostrar que la matriz By se anula en el modelo
de viga estandar. Para ello analizaremos la composicién de las matrices de
deformacioén correspondientes, determinadas en la seccién 5 de la referencia

[2]:

B = E;(hg — h Q) B, =E h (12)
con
B ~  [Q o0
hg=[0 A Q= [ 0 90] (13)
00 0 0 x O
Ag=10 0 —1 Q=|-x 0 7 (14)
01 0 0 -7 0

En este caso particular (el modelo de viga estdndar) la matriz de la hipdtesis
cinemadtica y la matriz de equilibrio tienen la composicién siguiente

B [ o
h=[1 A H_[AOT Qo] (15)
con
0 z —y
A=|-2 0 0 (16)
y 0 0

Operando y simplificando, se comprueba que en el MVE el operador ]§0 se
cancela: R R
By=By-B/H'=E; (hg—h(Q+H")) =0 (17)

Este resultado permite confirmar que las tensiones en la viga estandar son
funcién lineal de los esfuerzos caracteristicos del modelo:

S* = \I’lf con \1’1 = CB1811 (18)
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En lo sucesivo, el operador ]§0 se denominara matriz de deformaciones com-
plementarias.

Retornando a los modelos hiperviga, podemos afirmar que, con carédcter
general, una parte de las tensiones, que denominaremos tensiones primarias
hereda la propiedad que caracteriza el MVE (s} = ¥, f), mientras que la
parte complementaria resulta proporcional a los desplazamientos generali-
zados u(s): R

sp =CBou (19)
Esta parte de las tensiones es, a su vez, proporcional a los pseudo-esfuerzos
f(s) . Es decir que s también admite una formulacion estética del tipo:

88 — \/I\’of con ‘/I\’() = Cﬁo §00 (20)

donde el operador Sy se obtiene invirtiendo la relacién (6a), mediante el
algoritmo siguiente:

1. Se ordena Dy agrupando en u(s) los desplazamientos del MVE por
un lado y los desplazamientos adicionales, caracteristicos del modelo
general, por otro.

2. Se invierte el bloque de f)go correspondiente a estos ltimos (los otros
tres bloques de esta matriz son nulos debido a las propiedades del
equilibrio del MVE y a su simetria intrinseca).

3. Se amplia la matriz resultante, de dimensién
(n—6)x (n—6) en el caso general, hasta nxn mediante filas y columnas
de ceros en las posiciones de los seis desplazamientos generalizados de
la viga estéandar.

Por ultimo, vamos a demostrar que la tensiones s;; inducidas por el hiper-
estatismo local del modelo poseen una distribucién autoequilibrada sobre la
seccién transversal de la pieza. Para ello partiremos de la definicién estatica
de los esfuerzos generalizados (136):

f:/AhTt* dA:/ABlTs*udA (21)

de acuerdo con los resultados de la teoria general. Introduciendo la descom-
posicién del vector de tensiones resulta:

£ = [ BT (s +s0) i (22)
A

:/BlngudA+(/ B] @, j1dA) f (23)
A A
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Recurriendo ahora a la definicién del operador ¥; (18) y teniendo en cuenta
que D1 = [, B{ CB; udA (130), asi como la definicién de Si1(11), el
cofactor de los esfuerzos en el segundo miembro de la ecuacién anterior
resulta ser la unidad, por lo que el primer sumando del mismo ha de ser
nulo. Esto demuestra el caracter autoequilibrado de sg:

/ABlTSSMdA:O (24)

Como conclusién de esta seccién resumimos a continuacién cémo queda
caracterizada la estatica en los modelos hiperviga. Los esfuerzos generali-
zados f(s) son las variables estéticas propias del modelo 1D, y tienen la
siguiente definicén constitutiva [2, ec. 20] y estética [2, ec. 43]:

f:Dlle:/ABlTs*,udA (25)

con
Dy :/BICB1 pdA
A

Su equilibrio local, determinado por la ecuacién (1)
ff=f+Hf-Q
requiere la toma en consideracién de unos pseudo-esfuerzos definidos por:
?:f)oou:/ ]/?;OTs*udA, (26)
A

con

]500 = / ]§0TC ]§0 ,udA (27)
A

Estas férmulas propuestas para la matriz de acoplamiento y para los pseudo-
esfuerzos, basadas ambas en el operador ﬁo, son de sencilla deduccién y
permiten establecer un paralelismo formal directo con las definiciones de
los esfuerzos del modelo. Finalmente las tensiones previstas por el modelo
admiten la descomposicién siguiente:

s =s;+ 8] (28)
donde

sh =0, f ¥, = CBy Sy (29a)
si— W, f ¥, — CB;Si, (29b)
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proporcionan las tensiones complementarias, debidas exclusivamente al hi-
perestatismo local, de distribucién autoequilibrada y proporcionales a los
pseudo-esfuerzos, y las tensiones primarias, directamente inducidas por los
esfuerzos generalizados e independientes de dicho hiperestatismo.

5. Aplicacién a la flexion alabeada

El modelo que se construye en esta seccién reproduce la respuesta de
flexién de una viga en la que se postula que la seccién transversal, ademas
de moverse como sélido rigido, se deforma pérdiendo la planeidad segin
un patron preestablecido. Con ello se pretende que la hipdtesis cinematica
refleje razonablemente los efectos tanto de las tensiones normales como de
las tangenciales. Puesto que el andlisis se restringe al caso de flexién en un
plano, los desplazamientos de los puntos materiales del sélido se expresan
como d*(x,y,z) = u* 41 + w* i3. Este modelo incluye un grado de libertad
(desplazamiento generalizado) adicional a los clésicos de la flexién (traslacién

y giro).

5.1. Hipodtesis fundamental

La hipétesis fundamental d*(z, z) = h(z) u(x) se formula del siguiente

modo:
(-0 s e g

Las variables w(zx) y 6,(z) son el desplazamiento y el giro de la normal a la
seccion transversal por el centroide, caracteristicas del problema cldsico de
flexién. El desplazamiento generalizado 0¢(z) es la intensidad de alabeo de
la seccién y f(z) es el patrén de alabeo o alabeo unitario de la misma. La
caracterizacion de la funcién que describe el alabeo unitario forma parte del
proceso de resolucién del problema.
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5.2. Defincidén estatica de los esfuerzos consistentes

La defincién estética (136) que proporciona la teorfa unificada por medio
de la matriz cinemadtica es

f—/hTt* dA
A

0 . Q:
AL o) Ve My

que conduce a la definicién convencional del esfuerzo cortante y el momento
flector,

Q: = / Ty, dA M, = / zor dA (31)
A A

y un nuevo esfuerzo con dimensiones de momento, que denominaremos mo-
mento de alabeo:

My — /A F(z) 0 dA (32)

5.3. Matrices de deformacion

En la viga recta se puede evaluar directamente las deformaciones del
sélido, que son

. ou*
«  Ou™  owr df
Yoz = 57 + 9r Y +9y+d2:0f (33Db)

Factorizando en los desplazamientos generalizados y sus derivadas (127) se
obtienen las matrices de deformacién:

R

5.4. Rigideces locales

El siguiente paso es la evaluacién de las matrices de rigidez local (130)
integrando las matrices de deformacion:

D,, = / B CB, ndA r e {0,1} (35)
A
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En el ejemplo considerado restringimos la matriz constitutiva de modo que
relaciona tnicamente el alargamiento unitario €} y la distorsiéon v}, con la
tensén normal y la tangencial:

E 0
oo [F ] -
Las rigideces locales resultan
[0 0 0
DOO =10 GA —GSf (37&)
10 -GSy GWy
0 0 0
Dop=| GA 0 0| =D} (37b)
-GSy 0 0
[GA 0 0
D=0 El, —FEl, (37¢)
| 0 —FEl,; FEI;

y quedan definidas a partir de los pardmetros geométricos de la seccién que
caracterizan este modelo!:

= Area de cortante de alabeo:

df
=— | —dA
S; /A T (38)
» Area de pseudo-cortante:
df \?
Wy = /A (T aa (39)
= Médulo de alabeo:
Iy = / frdA (40)
A
= Producto de alabeo:
ny:—/zf dA (41)
A

La comparacién de las ecuaciones constitutivas del modelo con las correspondientes
al MVE explica la nomenclatura adoptada
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5.5. Matrices de equilibrio local y de acoplamiento

En primer lugar evaluamos la inversa de Dq;:

1
(e 0 0
—1 KR
D11 = 0 (1-kR)EI, (1—kR)EI, ¢
KE 1

K
(1—rR)EL,; (1—rR)Elf

con

o Lur = ur
If I

La matriz de equilibrio local (132) es:

0 0
H=Dy Dy = L 00
%0 0
Y la matriz de acoplamiento (134)
- 0 0 0
Dy =Dy — Dp1 D Dig= [0 0 0
0 0 pGWy
con )
S
p=1-—1
AW,

5.6. Deformaciones generalizadas y esfuerzos

13

(42)

(44)

Las deformaciones generalizadas se obtienen mediante la matriz de equi-

librio (131):

e=H"u+u

0 1 —% w w
= {0 0 Oy 0 +40y ¢ =
0 0 0 Of 0’

y son

» La distorsién
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que puede descomponerse en la asociada al modelo de Timoshenko,

Ve = Oy + 0 (49)
més la asociada al alabeo de la seccién:
Vf= —% Or (50)
= El cambio unitario de orientacién
Xy = % (51)
= El cambio unitario de intensidad de alabeo
xs = 0; (52)

Los esfuerzos tienen la siguiente definicién constitutiva (135)

f=De

GA 0 0 Y Qz
=10 El, —FEl,f Xy ¢ = My (53)
0 —Efyf EIf Xf Mf
que en componentes es:
Q. = GA(y: +7f) = GA(Oy + w') — GSy by (54a)
M, =FEIL,xy — Ely;xr = FEl, 9; — Elf 9} (54b)
Mf:—Efyfxy—l—EIfo:—Efyf9;+EIf9lf (54C)

La primera ecuaciéon muestra que el mecanismo resistente del esfuerzo cor-
tante tiene dos partes: el cortante de Timoshenko GA(6, +w'), que depende
de la distorsién asociada al modelo de Timoshenko (diferencia entre la orien-
tacién de la seccién y la orientacién de la tangente a la directriz deformada)
y el cortante de alabeo —GSf 0y que depende de la intensidad de alabeo. La
segunda y la tercera también exhiben el acoplamiento existente entre flexion
estandar y alabeo.

La densidad de energia expresada en funcion de las deformaciones gene-
ralizadas (133) es

1 ~
L= §(UTD00U + eTDlle) — ’LLTQ
1 GA
= 5 (GAS2 +2GA Y.y + i, o
+ EI, X, — 2EILys xyxys + El; x7)
—(wq. +0,my+60pmys) (55)
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En el primer bloque se identifica la densidad de energia de deformacién por
cortante clasica (de Timoshenko), la debida a la distorsién por alabeo, y el
término de acoplamiento entre ellas. El segundo bloque contiene la densidad
de energia de deformacién por flexion, la debida al cambio en la intensidad
de alabeo y el término de acoplamiento correspondiente. El iltimo bloque
corresponde al potencial de las cargas exteriores, con Q = { ¢, m, mf}T,
en el que interviene la carga en la direccién z por unidad de longitud, el
momento exterior de eje y por unidad de longitud, y las fuerzas generalizadas
asociadas al alabeo my, de interpretacién fisica no tan evidente.

5.7. Ecuaciones del problema y solucién general

Los términos que intervienen en el sistema de ecuaciones E' = WE — F
que gobierna el problema (138) son:

= ¢l vector estado

E={wb,0; Q. M, M;}" (56)
= el operador W
_HT D!
w o |2 11
[Doo H ]
_ Sf 1 i
0 -1 F @z 0 0
1 KK
0 0 0 0 (=RRET,  (T=rkR)ET,
_|o o 0 O awmEL; T mmEL (57)
00 0 0 0 0
o0 0 1 0 0
0 0 pew; % 0 0.

= y el término independiente que representa las acciones exteriores

F={0Q} ={000 g, my,my}T, (58)



5 APLICACION A LA FLEXION ALABEADA 16

Desarrollando las ecuaciones resulta

w = -0, + % 0r + é Q- (59a)
Q;ZWMﬁdMM (59D)
U= :;Elyf My+ HIR)EIf My (59¢)
A 59d
]\?[Z = Qj — My ((59e;
My =pGWy 0y — % Q: —my (591)

En piezas de seccién constante, los autovalores de W se obtienen de la
ecuacion caracteristica

GW;

W - KI|= K4K? -
| | ( El,

)=0 (60)

con
p

1—kk

o= (61)

Al autovalor K = 0 (de orden 4) le corresponden cuatro soluciones po-
% llevan asociadas dos soluciones
trascendentes. El operador fundamental es

linémicas, y los autovalores K = +,/p

1 =z x? z3
6EI, (_ S
0 -1 -2z Zx(Rgh —1)—3°
6EL, (~ S
e =0 0 0 e (R =)
00 0 “6EI,
0 0 -2EI, —6EI,x
0 0 2EI; 6Elx
S _ _ S
L (2 —R) exp(Kx) +(r—2) exp(—Kx)
K exp(Kx) k exp(—Kz)
exp(Kx) exp(—Kx) (62)
0 0
0 0
(1 -kR)EIfK exp(Kz) —(1—rR)EIfKexp(—Kzx).

de modo que la solucién del problema homogéneo se expresa como produc-
to del sistema fundamental de soluciones por un vector de constantes de
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integracién k, o bien como producto del denominado operador fundamen-
tal normalizado u operador de transferencia por los valores de la solucién
homogénea en el origen:

Ey(x) = ®(a) k = G(x) B, (0) (63)
G(x) = ®(x) B(0) " (64)

A continuacion se incluye la expresion por bloques del operador de trans-
ferencia, en funcién de la variable independiente adimensional £ = z/L €
{0,1} y de la esbeltez del problema de flexién alabeada A = K L:

1 —L&  L(EAE+nsinh(XE))
Gy = |0 1 R(cosh(A &) — 1) (65)
0 0 cosh(A¢§)
3 3 k(AE—sinh(A
12LEIy§( 252) +n ? §3 (H(i mf)g]lj))

2 5L2(1 —cosh()\€))
Guy = 2E1y§ (1—RKr)ETyN2
mLQ(l cosh(A€))
R(1—kk)ET A2

2 nLQ 1—cosh(A§)) L2 k(1—cosh(A£))
2E1y§ (I—rR)ET A2 N2 R(I=Rr)EI,
L m@ sinh(\¢) kL sinh(\E) (66)
Efy§ + XT=rm)EL, T—rr)ET X
L ksinh(A€) L ksinh(\E)
X (1—&k)EI, A R(1—RkK)EI,
0 0 0
Gp=10 0 0 (67)

0 0 E(1-—#&k)ZAsinh(r¢)

1
Gy = L
_%(,z;)\g + nsenh(\§))
0
1 0 (68)

R(cosh(A&) —1)  cosh(A¢§)

SN

conn =
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5.8. Pseudo-esfuerzos

La defincién constitutiva conduce al siguiente resultado

0
pGWy by

Por otra parte, segtin su definicién estética (6b)

f=f+Q-Hf
Q{z qz 0
= MZ// + My ¢ — Qz
!/ Sf
Mf mpg A Qz
0
= 0 (70)

La primera y la segunda componente son nulas en virtud de las ecuacio-
nes de equilibrio de esfuerzos cortantes y momentos flectores. Introducimos
por tanto un tnico pseudo-esfuerzo, que denominamos pseudo-cortante y
denotamos (), de modo que

Q=pGW;0y (def. constitutiva) (71a)

Q. (def. estética) (71b)

5.9. Aplicacién a la viga recta

La solucién del problema de una viga recta de seccién constante some-
tida a una carga transversal puntual se expresa en funcién del operador
fundamental normalizado del siguiente modo [9, secc. 4.2.3]:

E(¢) = G(¢) Ey si =a/L <t (72a)
G(&) Eg— FGy(€ —7) si §>7 (72b)

&
—~
Iy
N2

Il

con Ey = E(0), siendo F' la magnitud de la carga puntual perpendicular a
la directriz que actia en £ = 7, y G4 la cuarta columna del operador G.

Resolvemos a continuacién el problema para tres tipos de sustentacion:
viga biapoyada, ménsula y viga biempotrada.
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5.9.1. Viga biapoyada

En este caso el desplazamiento w esta coaccionado, y los momentos flec-
tores y momentos de alabeo son nulos en las secciones extremas de la pieza.
Entonces

Eo=1{0040 Q.000}" (73)
y en el extremo final ¢ =1
w(§)
My(&)
My(§))
G12(§) G13(&§) Gua(€) Oy0
= |G52(8) Gs3(§) Gsa(§) 1o
Ge2(§) Ges(§) Geal€)] oy (Qu0
G14(§ — T) 0
- P G54(£—7’) = 0 y (74)
Gea(E—T) 0

de modo que podemos despejar las incégnitas en el extremo inicial:

0,0 G(1) Gis(1) Gu)] ™ (G —1)
b0 b = P |Gsa(1) Gas(1) Gaa(D)| dGaui—7)%  (75)
Q0 Ge2(1) Ge3(1) Gea(l) Ges(1—17)

El pseudo-cortante se puede calcular directamente a partir de la intensidad
de alabeo mediante la expresién (7la), y se representa, para 7 = 1/3 y
seccién rectangular (kK = 1/5y k = 21/5), en la figura 1

5.9.2. Ménsula

Los desplazamientos son nulos en el origen y son incégnitas en el extremo
final de la ménsula. Los esfuerzos siguen el patrén opuesto. Por ello

Eo={000 Q.0 My Myso}" (76)
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0.8 : ‘ : ‘ ‘
Q/p e A=10
0.6 A=20
-- A=30
0.4
2 02
(e}
1Y S R S " ettt et et e ot st s e
~0.2
Q,/P
—0.45% 02 04 06 08 10
¢

Figura 1: Pseudo-cortantes para & = 0,2, k = 4,2 y distintos valores de la
esbeltez \. Pieza simplemente apoyada

y en el extremo final

Q:(§)
M,y (€)
Mf(f) e=1
Gu(§) Gas(§) Gas(§) Q@20
= |G51(&) Gs5(8) Gs6(8) Myo
G64<£) G65<£) G66(€) =1 Mf()
Gu(E—7) 0
— P { Gsa(§— 1) =400, (77)
G64(£77—) =1 0

ecuacién que permite obtener las incégnitas en el extremo inicial:

-1

Q-0 Gu(l) Gas(1) Gae(1) Gu(l—1)
Myo =P G54(1) G55(1) G56(1) G54(1 — T) (78)
Mg Gea(1) Ges(1) Geo(1) Gea(1 — 1)

De nuevo se representa en la figura 2 el pseudo-cortante para una viga de
seccién rectangular y una posicién de la carga definida por 7 = 1/3.
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P e A=10
rol %P |

0.8f - A=30]

0.6
0.4r

Q/P

0.2f

0.0/ i

Q./P
_02,

—0.45% 02 0.4 0.6 0.8 10

Figura 2: Pseudo-cortantes para & = 0,2, k = 4,2 y distintos valores de la
esbeltez A\. Ménsula

5.9.3. Viga biempotrada

En la viga biempotrada los tres desplazamientos generalizados estan
coaccionados y los esfuerzos son desconocidos en ambas secciones extremas.

Por ello
Eq={000 Q.0 My Mso}" (79)

y en el extremo final

w()
0y(€)
af(f) =1
Gua(§) Gi5(§) Gie(§) Q=0
= [G2u(§) Gas(§) Gas(§) Myo
Ga(§) G3s(8) Gae(§)] oy (Mo
Gua(&—1) 0
—P{GoulE—71) =<0,, (80)
Gsa(E—T) £=1 0
y despejando se obtienen las incégnitas
Q:0 Gu(l) Gis(1) Gig(1)] ™ (Gu(1-7)
My p = P |Gas(1) Gas(1) Gas(1) Gog(1—1) (81)

Mg G3a(1) Gss(1) Gse(1) Gsa(1—1)
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El resultado para la posicién de la carga y la seccién consideradas en los
ejemplos anteriores se observa en la figura 3.

0.8 ‘ ‘ : ‘ ‘
/e e A=10
0.6 e A=20
——- A=30
0.4
S o4
<
g.op < T R
_0.2,
Q./P
—0.45% 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
¢

Figura 3: Pseudo-cortantes para k = 0,2, k = 4,2 y distintos valores de la
esbeltez \. Pieza biempotrada

5.10. Retorno al solido tridimensional

Por lo que se refiere a la cinematica, la propia hipétesis fundamental cons-
tituye la herramienta para estimar los movimientos espaciales de la viga, que
se describen mediante las componentes u*, v* y w* del vector desplazamiento
d*(z,y, z) de los puntos materiales del sélido mediante las ecuaciones (30).
Sin embargo, tal y como se ha mostrado en la seccién 4, la estatica es mas
compleja y requiere la evaluacién de expresiones especificas.

Procediendo de acuerdo con el esquema trazado, las tensiones primarias,
proporcionales a los esfuerzos f(z), se deducen de la expresién (29b) s7 =
CB; Sy f con la matriz de deformaciones By dada por (34) y S11 = Dl_l1
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ya calculada antes (42):

*
*
Tr21

1
AP e o | [
0

0 G

(1%?;}31“ (171@»1-;)E1f My
M
_ {;ﬁ((z + )+ (f+ m)lff)} (52
7Z

Por otro lado, las tensiones complementarias varian con los pseudo-esfuerzos
y se obtienen por medio de la ecuacién (29a), s = CBg So f, como

*
*
T220

E 01[0 0 0 0o 0 0
0 GJl0 0 £+=F =
iz Al o o 1/pGW;| 1O

donde la matriz de deformaciones complementarias (10) es

By =B, - BH'

St
_[0 0 o] [0 2 f]g(l)_oA
- 1 41 o0 o
0 az 00 0
00 0
_ 84
[00;{+if]()

y la matriz §00, obtenida mediante el algoritmo descrito en la seccién 4,
resulta:

~ 00 0
So=100 0 (85)
0 0 1/pGWy

La tension tangencial complementaria en la ecuacién (83) es la fraccién au-
toequilibrada de las tensién tangencial, que es precisamente la debida al
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pseudo-cortante. Asi pues, las tensiones totales admiten la siguiente formu-
lacién, en funcién de esfuerzos y pseudo-esfuerzos:

1 M M
ot = m((sz)lyu (f+/<;z)Iff) (862)
. _ Qe (df Sry Q

ez =g <dz - A) p Wy (86b)

5.11. Patron de alabeo

La determinacion del alabeo unitario requiere la imposicién de nuevas
condiciones de contorno estaticas a nivel, ahora, de los puntos de la seccién
transversal. En una viga con seccién rectangular proponemos para el patrén
de alabeo la siguiente definicion:

flQ)=ah(’ con ¢ = z/h (87)

donde a es una constante a determinar a partir de las condiciones de contorno
exigibles a la distribucion de tensiones tangenciales:

Toz lc=41/2 =10 (88)

Las constantes estaticas relevantes para la determinacién de las tensiones
tangenciales, expresadas en funcién de a y del area de la seccién A resultan:

9

Sf:_ :%a

A Wy ZA p=— (89)

a
4 9

que llevadas a (86b) proporcionan la siguiente expresién de éstas:

lenpm g (4212 -DQ) =0 (90
Considerando ahora una pieza en ménsula con la carga en el extremo, como
es habitual en las verificaciones relativas a tensiones tangenciales en vigas, y
empleando la solucién de la seccién 5.9.2 (con 7 = 1) se obtiene el diagrama
de pseudocortantes de la figura 4.

Se observa que, para x/L > 0,1 y esbelteces X\ > 15 (correspondientes a
una relacién h/L > 1/5) se cumple Q /P ~ 2/15. Teniendo en cuenta este
dato, junto con el valor del cortante @,/P = 1, y sustituyendo en (90) se
obtiene el valor de la constante

a = —

; (91)
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Q./P

Q/P

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4: Pseudo-cortantes en una ménsula con carga en el extremo y dis-
tintos valores de la esbeltez A

con lo que el patrén de alabeo resulta:

4
QO ==3h¢ (92)
v la distribucién de tensiones tiene la expresién habitual en teoria de vigas
3P 9
=——(1-14
=S (14 (93)

vélida en este caso para x/L > 0,1

6. Aplicacion a la torsiéon mixta

El segundo ejemplo escogido para ilustrar los conceptos y resultados an-
teriores, asi como para mostrar como opera el marco tedrico en su conjunto,
es el problema de torsién mixta de la pieza de directriz recta y seccion cons-
tante.

6.1. Hipodtesis fundamental

El modelo se materializa mediante el segmento del eje de torsién de la
pieza (lugar geométrico de los centros de esfuerzos cortantes de las secciones
transversales, parametrizado en x con 0 < x < L). Se adopta como hipdtesis
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Figura 5: Patréon de alabeo, cinemaética, y distribucién de tensiones tangen-
ciales asociada al problema de flexién alabeada

fundamental del problema la expresion:
d*(r,y,z) =u 41 + v iy + w* i3
0 8]
—nu@ = -0 [{%] o
y 0 4

donde el vector de desplazamientos generalizados u(x) agrupa la rotacién
de eje longitudinal 0, (z) de las secciones y la intensidad de alabeo ¢(z),
y la funcién &(y, z) es el alabeo unitario o patrén de alabeo de la seccién
transversal de la pieza. Esta hipétesis supone implicitamente que las defor-
maciones en el en el plano de la seccién transversal son nulas.

6.2. Definicién estatica de los esfuerzos consistentes

De acuerdo con la definicién estatica que proporciona la teoria unifica-
da (136), los esfuerzos quedan determinados por la expresion:

f:/hTt*dA
A
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que conduce a las definiciones tradicionales de momento torsor y bimomento:
M, :/(—ZT;y—FyT;Z) dA, B :/ Wo,dA
A A

6.3. Matrices de deformacion

Aplicando las definiciones generales (127b) (127c) o bien calculando di-
rectamente las deformaciones y ordenando la expresién de la forma deter-
minada en (127a), resultan las siguientes matrices de deformacion:

0 0 0 w
BO =10 Qy B1 = | —Z 0 (95)
0 . y 0

6.4. Rigideces locales

Evaluando las matrices que definen las rigideces locales D,.; de acuerdo
con la expresién (130) y usando la misma matriz constitutiva (36) empleada
en el ejemplo de flexién, se obtiene el siguiente resultado:

0 0 0
GWe —GWe 0
—GWe  Gle 0
0 0 FEI

Doy Dos

p-|pe oo (96)

o o o O

en el que intervienen los siguientes pardmetros geométricos de la seccién
transversal, caracteristicos del problema de torsién:

= Moédulo de bicortante
v [(E) By o

= Momento de inercia polar respecto del centro de esfuerzos cortantes

C:
Ic = /A (y* +2%) dA (98)

s Médulo de alabeo
I = / 52 dA (99)
A
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En [9, pags. 86-88] se demuestra que el médulo de bicortante se puede ex-
presar del siguiente modo:
0w ow
WC:/(z—y> dA=1Tc—J
A 83/ 0z
siendo J el médulo de torsién de la seccion transversal. En lo sucesivo, estas
tres constantes estaticas se relacionaran mediante un parametro adimensio-
nal x definido de la siguiente forma:
.. Wc J
RKR= — = ]_ —_——_—
Ic Ic
6.5. Matrices de equilibrio local y acoplamiento

La matriz de equilibrio local (132) vale, en funcién de los resultados
anteriores,

0 O
— -1 _
H = Dy, D;/! = [2 0} (100)
y la matriz de acoplamiento (134),
D — -1 10 0
Doo = Dgp — D1 D7 D1p = [0 ’/%GJ} (101)

6.6. Deformaciones generalizadas y esfuerzos

Las deformaciones generalizadas se determinan llevando la matriz de
equilibrio H a (131) y resultan:

e=H u+u-[0 0]{¢}+{¢, (102)

A continuacién se obtiene el vector de esfuerzos recurriendo a su definicién
constitutiva (135):

_ |Gl 0 0. —Rop M,
f—D11€—[0 EI@H w }_{Ba} (103)

y finalmente, desarrolldndolo en componentes, se establecen las definiciones
constitutivas del momento torsor y el bimomento:

M, = GJ 0, + GWa(0, — ) (104a)
By =EILy ¢ (104b)
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Por otra parte, sustituyendo en (133) y operando, se obtiene la densidad
lagrangiana de energia de deformacién en el problema de torsiéon mixta, en
funcién de las rigideces locales y los desplazamientos generalizados:

E p—
1 /\2 / 2 /\2
(GI(0,)? + GWel(0, — ¢)° + ELs(¢')?)
- (mz Hz +b@ 90)

En esta expresion se distinguen las energias de deformacién por torsion pura,
corte y alabeo, en este orden, junto con el potencial de las cargas actuantes,
representado por el ultimo sumando, en el que intervienen m,, par torsor
exterior por unidad de longitud, y bz, densidad lineal de bimomento exterior.

6.7. Ecuaciones diferenciales del problema

La composicién del operador W que gobierna el sistema de ecuaciones
(138) es:

0 R eIt 0
-H" D} 0 0 0 =
W=+ = El; 105
[Doo H} 0 0 0 0 (105)
0 ®RGJ -R& 0

Este sistema, desarrollado en componentes, se escribe como:

M,
0, =R - 1
- ©+ Clo (106a)
B~
o =2 (106b)
M. = —m, (106c¢)
L =RGJp—RM, — by (106d)

La ecuacion caracteristica es:

GJ

W — KI|=K?(K? - EI;
| = K B

)=0

cuyas raices son K = 0 (doble), y K = :l:%, con la segunda pareja de valores
expresada por medio de la esbeltez de torsion A:

. GJ
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Por dltimo, el operador fundamental G(x) del sistema de ecuaciones dife-
renciales, obtenido por el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior,
tiene la siguiente expresién (§ = z/L € [0,1])

1 7L senh \¢ L M—Rsenh \¢ cosh Aé—1
" A a7 cosh )\g\ 1 A se(r;li AE
0 cosh A§ —Gr RGIL
= 1
G = | ; : gL (108)
0 RGJLZMAL — RS cosh A&

y permite establecer las soluciones correspondientes a distintos problemas
de contorno.
6.8. Pseudo-esfuerzos

La existencia de una matriz de acoplamiento no idénticamente nula con-
firma que el modelo propuesto constituye una hiperviga. En virtud de la
definicién constitutiva (6a), los pseudo-esfuerzos tienen el siguiente valor:

S 0
J =Dgou = {EGJcp} (109)

y, segun su definicién estatica (6b), resultan:

M L ma| 0
~ B, by —R M,
0
:{BL+bA+RMx} (110)

La primera componente es nula por exigencia de la condicién de equilibrio
de momentos de eje longitudinal (106¢). Por ello, la inica componente activa
del vector de pseudo-esfuerzos, que proponemos llamar pseudo-torsor tiene
las siguientes definiciones:

f=f+Q-Hf

M=rGJ ® (defincién constitutiva) (111a)
M= BL + b + R M, (defincién estética) (111Db)

La primera definicién justifica plenamente la denominacién escogida para
la nueva variable. En la literatura [7], [8] se introduce habitualmente otra
variable estatica

Mg = —(B5 + by) (112)
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que se denomina bicortante, o o momento torsor de alabeo. La expresién del
pseudo-torsor en funcion del torsor de alabeo es:

—

M=%M, — My (113)

6.9. Viga recta sometida a torsor puntual

A titulo de ejemplo, adjuntamos la solucién para una pieza recta de
seccion constante, sometida a un torsor puntual 7" en la seccién x = 7L. La
solucién general de este problema puede expresarse en la forma:

E(¢) =G(&E, si {=z/L<T (114a)
E§) =G E)-TG3(&~7) si €>7 (114b)

siendo G3(&) la tercera columna del operador fundamental G(¢) definido
anteriormente mientras que FE( corresponde al valor inicial del vector estado
E() = {0, 0, My, BQ}T. Por su parte, el bicortante y el pseudo-torsor se
determinaran a partir de las férmulas

M = -B, (115a)
M =7%M, — M (115b)

A partir de ella, vamos a evaluar diferentes problemas de contorno.

6.9.1. Viga simplemente apoyada

En la viga simplementa apoyada, la rotacién de torsién esta impedida y
alabeo es libre en los extremos.
En este caso, By = {0 pg My 0}, por lo que

- (629 ) _{n -Gy

Luego

() [ &l {enz)
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0.8 :
]\/[.T/T """" A:l
0.61 e A=3
-+ A=10
0T i —  A=100
2(3 0.2F 7 It
0.0f F==tll
_02,
~04%0 02z 04 06 08 L0

Figura 6: Momentos torsores de alabeo para k = 0,6 y distintos valores de
la esbeltez A. Pieza simplemente apoyada
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Figura 7: Pseudo-torsores para k = 0,6 y distintos valores de la esbeltez .
Pieza simplemente apoyada

La figura 6 proporciona, para 7 = 1/3, la representacién grafica de los
momentos torsores de alabeo (112) normalizados para distintos valores de
la esbeltez de torsion.

En ella se aprecia como los torsores de alabeo se van disipando al crecer
el pardametro A, cediendo protagonismo a la torsién pura. Esta propiedad
caracteristica de la torsién mixta queda perfectamente descrita si partimos
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de la 1iltima ecuacién diferencial del problema homogéneo:
BL=RGJo—RM, (116)

Utilizando ahora la primera ecuacién diferencial del sistema y la relaciéon
existente entre las constantes estaticas del problema, se llega a:

M, =GJO, + Mg (117)

con
dBs
My = — dxw = —EI;¢" = GW¢ (0, — ¢) (118)

Por lo tanto, el resultado anterior confirma el reparto existente entre los dos
mecanismos resistentes de la torsion, pura y alabeada, el cual estd gobernado
por la esbeltez torsional. Esto sefiala, de modo inequivoco, el papel central
que este parametro desempena en el comportamiento estructural de la pieza.
De forma similar, la figura 7 muestra, para el mismo problema, la evo-
lucién de los pseudo-torsores (113). Se aprecia claramente como, al crecer
la esbeltez torsional, estos esfuerzos van ajustdndose a la distribucion de
momentos torsores M, , debidamente ponderados por el factor k.

6.9.2. Viga en ménsula

En la viga en ménsula la rotacién y el alabeo estan coaccionados en el
extremo inicial, mientras que el extremo final es libre. En este caso Ey =

{00 My Bo}", por lo que:
{Mx(f)}
B@(g) =1
_ {Gsz)’(f) 034(5)} {Mo} 7 {033(5 - T)}
Ga3(§) Gaa(§)]._, | Bo Gua(§ =7,
/0
10
obteniendo
{Mo} _ T |:G33(1) G34(1):| -1 {Ggg(]_ — 7’)}
By Gi3(1) Gaa(1) Ga3(1—1)
Las figuras 8 y 9 muestran como evolucionan bicortantes y pseudo-torsores

en este segundo caso, verificindose de nuevo las propiedades observadas para
ambas.
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Figura 8: Momentos torsores de alabeo para k = 0,6 y distintos valores de
la esbeltez A. Pieza en ménsula
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Figura 9: Pseudo-torsores para k = 0,6 y distintos valores de la esbeltez .
Pieza en ménsula
6.9.3. Viga biempotrada

En este caso la rotacion y el alabeo estan coaccionados en ambos extre-
mos, por lo tanto Ey = {00 My By} " y:

=
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luego
—1
{MO} _ 7 {Gm(l) G14(1)] {G13(1 - 7)}
By G23(1) G24(1) G23(1 - T)
De nuevo, las figuras 10 y 11 muestran la evolucion de bicortantes y pseudo-
torsores, verificandose otra vez las propiedades anteriormente comentadas.

M_/T

—0.45% 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 10: Momentos torsores de alabeo para k = 0,6 y distintos valores de
la esbeltez A. Pieza biempotrada

Aunque el algoritmo de cédlculo de las constantes de integracién tiene
una estructura idéntica en todos los problemas de contorno, en hipervigas
externamente hiperestaticas el valor de las variables estaticas en el contorno
(esfuerzos de empotramiento My y By) es funcién de la esbeltez A. Sin
embargo, en el caso analizado, la diferencia entre esfuerzos de empotramiento
para distintos valores de X\ es practicamente imperceptible.

6.10. Retorno al sélido tridimensional

Del mismo modo que en ejemplo anterior, las tensiones primarias, pro-
porcionales a los esfuerzos f(x), se deducen de la expresion (29b) s] =
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Figura 11: Pseudo-torsores para k = 0,6 y distintos valores de la esbeltez .
Pieza biempotrada

CB; Si1 f con la matriz de deformaciones B; dada por (95) y Si1 = Dl_llz

*

Oz1

7-;yl

T;zl
E0 0000 Whrgy _gyar o0 1 (M,
P B 0 1/EI;) \ B
00 G|l|ly o ol L7

W Bg/I;
=R MI S (119)
(1-=RK)yMg/J

Las tensiones complementarias se determinan a partir de la ecuacién (29a),
sy, = CBg Sqo f, como
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JJ?O
7—:z:yO
7—;20
I { (L)
_ ! 0 140
0 0 G| lo o.+ry 0 1/RGJ| | M
0
=@y, —R2)M/RJ y (120)
(a,z+2y)M/EJ

donde la matriz de deformaciones complementarias ]§0 (10) es

~ 0 0 0 &l o
By=By-BH' = |0 @, |-z 0
= 0 0
0 w;, y 0
0 0
=10 @, —Rz| (121)
0 W,—Ry

y la matriz §00, obtenida mediante el algoritmo descrito en la seccién 4,
resulta :

By—Rz (122)

Asi pues, las tensiones totales admiten la siguiente formulacién, en funcién
de esfuerzos y pseudo-esfuerzos:

BA
agzal—“ (123a)
@
., B,-RzM M,
oy = y,,% 7—(1—/-;),279” (123b)
G.4+Ry M M
= S y7+(1—n)y7x (123¢)



7 CONCLUSIONES 38

o bien, expresando los pseudo-torsores en funciéon de los bicortantes:

B~
or =0 (124a)
W
My,—M; 1-—R& Mg
= Oy —0) 2 - =0, P (124b)
N My,—M; 11—k . Mg
T = (0, +y) — - I Wz 7w (124c)

como aparece en [9].

La obtencion del patrén de alabeo es un problema clasico de la Mecéanica
de Sélidos, cuya solucion es independiente del desarrollo de las expresiones
anteriores, y requiere tomar en consideraciéon el equilibrio tensional en la
seccion.

7. Conclusiones

El presente trabajo supone los siguientes avances en la construccién y
comprension de la teoria general de modelos 1D:

1. El concepto de hiperestatismo local, que caracteriza los modelos hiper-
viga, hace referencia al acoplamiento entre esfuerzos y desplazamientos
generalizados presente en las ecuaciones de equilibrio del problema,
que impide la integracién directa de los esfuerzos a partir de estas
ecuaciones, aun en el caso de piezas externamente isostaticas.

2. Esta idea ha conducido a la introduccién de unas nuevas variables
estaticas denominadas pseudo-
esfuerzos que posibilitan una nueva interpretacién del acoplamiento
presente en los modelos hiperviga: Los pseudo-esfuerzos representan
la accion de los enlaces internos que controlan el cambio de forma de
la seccién transversal.

3. Se ha mostrado como, en el caso general, las tensiones que predice
el modelo hiperviga se dividen en dos partes: las denominadas ten-
siones primarias, directamente proporcionales a los esfuerzos genera-
lizados, y unas tensiones complementarias exclusivamente originadas
por el hiperestatismo local y proporcionales a los pseudo-esfuerzos. Es-
tas ultimas poseen una distribucién autoequilibrada sobre la seccién
transversal de la pieza.
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4. El modelo de viga estandar es localmente isostéatico ya que el problema
estatico estd desacoplado del cinematico. En él, los pseudo-esfuerzos
y las tensiones complementarias son idénticamente nulos, resultando
por lo tanto que estos descriptores son propios del modelo hiperviga.

5. Las distribuciones de tensiones obtenidas son resultados tedricos con-
sistentes con la hipdtesis cinemaética escogida. Por tanto, deben consi-
derarse meras aproximaciones a la solucién que se obtendria mediante
la elasticidad tridimensional, tanto mas precisas cuanto mas elaborada
sea la hipétesis cinematica.

6. Las tensiones son funcién del patrén genérico de alabeo, que interviene
como un dato en la formulacién unificada. En general, éste se obtiene
mediante condiciones de caracter estatico, como se ha mostrado en el
caso de la flexién alabeada.

Anexo. Resultados principales de la aplicaciéon de
la formulacion unificada a la teoria de vigas.

La formulacién unificada permite la deduccén sistematica de las ecua-
ciones que gobiernan los problemas de vigas de directriz recta o curva (y
también de los problemas de placas y ldminas) partiendo dnicamente de
una hipétesis fundamental acerca de la cinemética que gobierna el modelo
que se desea desarrollar. En este anexo incluimos las expresiones correspon-
dientes a la viga de directriz curva contenida en un plano. Otros casos mas
generales pueden consultarse en [3], [4], [9] v [2].

En problemas lineales, la hipotesis cinematica permite expresar los des-
plazamientos de los puntos materiales del sélido como producto de una ma-
triz h cuyas componentes son funciones de las coordenadas y, z de la seccién
por un vector u que agrupa los desplazamientos generalizados, que son sélo
funciones de la posicién s de la seccién sobre la directriz [3, ec. 10]:

d*(s,y,2) = h(y, z) u(s) (125)

Las componentes fisicas de la deformacion del sélido pueden agruparse en
un vector
* * ok k% * * T
e" = {e; €y €x Tay Taz Tyz} (126)

Introduciendo las matrices de deformaciéon By y Bj, este vector puede fac-
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torizarse del siguiente modo [3, ecs. 13 y 14]:

e*(s,y,2) = Bo(y, z) u(s) + Bi(y, 2) u'(s) (127a)
oh oh
Byo=Egjh+E;, — +E3— 127b
0 oh + ko y + ki3 Ep ( )
Bl = E1 h (127C)
con
[0 —1 O] 1 0 0]
0O 0 O 0 0 0
x|0 0 O 110 0 0
Eo = ; 1 0 0 E1 = L 0 1 0 (128&)
0O 0 O 0 0 1
0 0 0] 0 0 0]
[0 0 07 [0 0 0]
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
E; = 1 0 0 E3 = 0 0 0 (128b)
0 0 0 1 0 0
0o 0 1] 0 1 0]

donde x es la curvatura de la directrizy p=1— xy.

La densidad lineal de energia potencial en la viga se obtiene como suma
de la densidad lineal de energia de deformacién mas el potencial de las den-
sidades lineales de las cargas exteriores, y admite la siguiente factorizacion
[3, ec. 21]:

L(s,u,u)

N | I

(’U,TDO()U + ’lLTD()l’LL/ + TDlo’u, + TDH’LL,)
—u'Q, (129)

donde el vector Q(z) contiene las densidades lineales de cargas consistentes
con el modelo y las matrices que definen las rigideces locales D,.s vienen
dadas por:

D, = / B! CB, 1 dA. r,s € {0,1} (130)
A

Introduciendo el siguiente vector de deformaciones generalizadas, asociadas
a la hipdtesis escogida [2, ec. 18],

e=H"u+u (131)
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en el que interviene la matriz H, o matriz de equilibrio local
H =Dy D} (132)

es posible factorizar la densidad lineal, que es el funcional de Lagrange del
problema, como forma cuadratica de los desplazamientos y de las deforma-
ciones generalizadas [2, ec. 17]

1 ~
L(s,u,€) =3 (u"Dgou + e"Dyje) —u' Q (133)

La matriz de la forma cuadrética de los desplazamientos, o matriz de aco-
plamiento entre variables estaticas y cinematicas, es

Dgo = Doy — Doy D' Do (134)

Los esfuerzos correspondientes al modelo adoptado admiten una definicién
constitutiva [2, ec. 20]

oL

=——=-=D 135
f=5% =Due, (135)

que coincide naturalmente con la definicién estética [3, ec. 31|

_ T % _ T
f—/Bls udA—/htdA (136)
A A

en la que s* = {o} oy o} 75, 75, 7,.} es el vector que agrupa las seis

componentes fisicas de la tension en el sélido (ordenadas de forma consistente
con e*), y t* es el vector tensiéon que actiia sobre los puntos de la seccién
transversal. En el caso de la viga de directriz contenida en un plano, t* =
{7 73, 7).

A partir del funcional de Lagrange, se deduce el siguiente funcional de
Hamilton [2, ecs. 21 y 22]

H(s,u, f) = % (wDoou + FDS) + ' Q (137)

Empleando las ecuaciones de Hamilton se obtiene el sistema de ecuaciones
diferenciales que gobierna el la estatica de la viga con la hipdtesis cinematica
escogida inicialmente [2, ecs. 23 a 25]:

(7t [on 101 (a) s

Asi pues, la teorfa unificada proporciona un procedimiento sistematico
de obtencién de las variables (esfuerzos y deformaciones generalizadas) aso-
ciadas al modelo escogido, asi como de las ecuaciones que rigen el problema
correspondiente a dicho modelo.
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