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1 Resumen de las ideas clave

En este trabajo se presenta un modelo macroecondmico denominado en la
literatura el modelo de crecimiento de Domar, que trata de explicar cémo debe
de variar con el tiempo la inversion para mantener en el equilibrio la ratio de los
ingresos vy la capacidad productiva. Desde el punto de vista matemdtico, el
estudio estd basado en la aplicacidén de técnicas elementales sobre las
ecuaciones diferenciales ordinarias. El trabajo también pretende mostrar el
importante rol que desempenan las matemdticas en la comprensién de modelos
de naturaleza econdémica.

2 Infroduccion

La presentacion de modelos matemdticos constituye un ingrediente fundamental
en la formacién universitaria. En los estudios con intensificacidon en economia,
empresa y finanzas resulta de especial interés el desarrollo de los modelos
dindmicos continuos sobre crecimiento basados en ecuaciones diferenciales
ordinarias (e.d.o.’s). Uno de los modelos mds importantes sobre el crecimiento de
magnitudes econdmicas es el modelo de Domar [1]. En dicho modelo se estudia la
dindmica que debe seguir la inversion empresarial en cada instante temporal para
gue se de el pleno uso de la capacidad productiva.

En este frabajo vamos a presentar el modelo econdédmico de crecimiento de un
pais de Domar, introduciendo sus variables y las ecuaciones que permiten su
formulacion. También discutiremos las implicaciones econdmicas que se derivan
del modelo.

3 Objetivos

Los principales objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz
de:

= Interpretar econdmicamente los pardmetros y variables del modelo de
crecimiento de Domar.

=  Obtener la solucidn del modelo de crecimiento de Domar usando técnicas
sobre ecuaciones diferenciales ordinarias.

= Discutir las principales conclusiones que se obfienen a partir del modelo de
crecimiento de Domar.

3.1 El modelo de crecimiento de Domar: Planteamiento
del modelo

Como se ha senalado anteriormente, el modelo de Domar tiene por objetivo la
busqueda de una frayectoria temporal, -es decir, de un funcidn que depende de
la variable tiempo,- que satisfaga una determinada condicion de equilibrio para
garantizar el crecimiento de la economia.
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Para describir, desde un punto matemdtico, el modelo vamos a introducir las
siguientes variables econdmicas:

* [t), denota la tasa del flujo de inversién en el afo t.
* Y(t), denota la tasa del flujo de ingreso en el ano t.
Los cambios en [(t) afectan:

* Alademanda agregada.
* Ala capacidad productiva.
Vamos a modelizar estos cambios.

Cambio respecto de la demanda agregada: Para su descripcidn es necesario
intfroducir dos pardmetros relacionados, el segundo de los cuales estd definido en
términos del primero, pero cuya conveniencia se verd en el desarrollo de la
exposicidn. Los pardmetros son:

* 5, denota la propensidn marginal al ahorro. Se asume constante.

e K =l, representa un multiplicador o constante de proporcionalidad.

s
El modelo de Domar asume la relacién dada en la Ec.1 entre las tasas de variacion
instantdnea (derivadas) de I(t) e Y(t), que indica cémo el flujo de inversidn afecta
al flujo de ingreso, y por tanto a la demanda agregada, siendo k=1/s, la
constante multiplicadora entre ambos flujos. Obsérvese que si la tasa marginal a
ahorrar aumenta, es decir, si s aumenta, entonces el flujo de ingresos (o

equivalentemente la demanda agregada) fienden a disminuir.

av(t) _1dit) K dl(f)‘

dt s df df

Ecuacidn 1. Relacidon entre el flujo de ingresos y flujo de inversion.

Cambio respecto de la capacidad productiva: Para su descripcidon es necesario
intfroducir los siguientes pardmetros:

* 1(t), capacidad o flujo de produccién en el ano f.

* K(t), capital en el afo t.

=%, es la relacién, que se asume constante, entre la capacidad
productiva y el capital en cada ano en t. Obsérvese que si esta relacidn se
reescribe como: z(t)= pK(t), nos indica que un aumento del capital implica

un aumento de la capacidad productiva.

En la Ec.2 se muestra la relacidn entre las variaciones instantdneas de la
capacidad productiva z(t) y la inversién (). Para ello se utiliza la definicion de

inversion como la variacién instantdnea del capital, I(T)=@ .
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| t=dK(T)

dr(t)  dK(t) % dr(t)
t(t) = pK(t) = = = = pl(t).
()= pK(t) ot p p pl(t)
Ecuacidn 2. Relacién entre la variaciones instantdneas de la produccion y de la
inversion.

Objetivo del modelo de Domar: Garantizar una condicion de equilibrio para que la
capacidad productiva esté plenamente utilizada. Esto se tfraduce en que la tasa
de flujo de los ingresos o, equivalentemente de la demanda agregada, coincida
en todo instante temporal (medido en anos) con la capacidad o flujo de la
produccién anual: z(t)=Y(t). Si se parte del equilibrio, esta condicién equivale a la
condicién dada en la Ec.3, es decir, que la variaciones instantdneas de ambas
magnitudes coincidan en todo instante temporal.

dr(t) _ dY(t)
dt dt

Ecuacién 3. Condiciéon de equilibrio del modelo de Domair.

4 El modelo de crecimiento de Domar: Solucién del
modelo e interpretacién econémica del equilibrio

Desde las Ecs.1-2, e imponiendo la condiciéon dada en la Ec.3, se obtiene la e.d.o.
para la inversién I(t) dada en la Ec.4.

dy(t) ldl(f) dy(t)_de(t)

dt dt
pm R S L= [/ BT Sy
dr(t) — s dt at
at

Ecuacidn 4. Ecuacidn diferencial ordinaria para la inversion.

Fijada una inversién inicial, 1(0)=1 , es inmediato obtener la frayectoria temporal de
la inversion utilizando los resultados vistos en la referencia [2] (apliquese la Ec. 5 con
la siguiente identificacion: x(f)=I(t); x, =1 ; a=ps; b=0). El resulfado se muestra en
la Ec.5

di(f)
— I(f
df ps( ) =>I(1,)=Ioepsf.

I(0) |

0

Ecuacion 5. Cdlculo de la inversion.
La interpretacién econdmica de esta solucidén es la siguiente: Para mantener un
equilibrio entre la capacidad productiva o flujo de la produccién z(t) y la tasa del
fluo de ingreso Y(t) en el ano f, el flujo de inversion debe crecer
exponencialmente con tasa de crecimiento ps .

Una vez la trayectoria temporal de la inversién ha sido calculada, tal y como se
muestra en las Ecs. 6 y 7, es sencillo obtener mediante el método de separacién de
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variables (véase [2]), las trayectorias temporales correspondientes a z(t) y a Y(t),
respectivamente.

=7 7(0)=7, T=7(t)
dT(T) st g st ' T t SU I st
ot = pl(t) = p[oep = dt = p/oe” dt = ffo du= Iofo pe” du = t(f)- T, = ?(e” - 1)

() =7, +%(e’”’ - 1).

Ecuacion 6. Cdlculo de la capacidad productiva o flujo de la produccidn.

av(t) 1dif) 1dy, g ’
VW 2 (e = ol e = dY(t)= ol e”'dt
dt s dt sdf(0 )p° (f=#,

Y(0)=Y, Y=Y(t)

= f{du=lof;pepsudu = Y(t)-Y, =%(epsf _1)

Ym=n+%@w-q

Ecuacion 7. Cdlculo del flujo de ingreso.

Sin embargo, obsérvese que es posible que en prdctica la tasa real del crecimiento
de la inversion, digamos r, sea diferente de la tasa crecimiento ps hallada

anteriormente. Desde luego la tasa requerida de inversion serd mayor cuanto
mayor sed el crecimiento p (relacion entre la capacidad productiva y el capital

en cada afo en t) y/o cuanto mayor sea s (la propension marginal al ahorro).
Vamos a analizar qué sucede cuando:

e r,latasareal del crecimiento de la inversién, y
e ps,latasa de crecimiento estipulada de la inversion,

no son iguales. Para ello vamos a introducir el denominado “coeficiente de
utilizacion” u definido como el limite del cociente entre Y(t) yz(f) (véase la Ec. 8).

Para su determinacién expresamos Y(t) y t(t) en términos de r repitiendo los
cdlculos realizados en las Ecs. 6 y 7, pero poniendo [(t)= Ioe” en lugar de I(f)=IOeP”.
El valor del coeficiente de utilizacion es el dado en la Ec.8, donde también
indicamos cudndo el coeficiente de utilizacién es mayor, menor 6 igual a la unidad

en términos de los pardmetros r, p y s. Obsérvese que:
* Sir<ps, es decir, u<l, hay un cierto instante temporal, digamos t, de
modo que Vt=f se cumple que Y(t)<z(t). Esto significa un exceso de

capacidad o flujo de produccidén en los anos t = t.

* Sir>ps, es decir, u>1, hay un cierfo instante temporal, digamos t, de
modo que Vt=f se cumple que Y(t)>z(t). Esto significa una insuficiencia
de capacidad o flujo de producciéon en los afos t = t.

+ Unicamente cuando la propensién marginal al ahorro, s, y la ratio p entre
la capacidad productiva y el capital son tales que r=ps, hay una plena
utilizacién de la capacidad productiva.
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y +I£(e” _1) u<l = r<ps, , exceso de capacidad,
U ,"mi:)i”m ’ SI Lol u=t = r=ps, plena utilizacién,
() T, +&(e" —1) ps u>1 = r>ps , insuficiencia de capacidad.

r

Ecuacidn 8. Coeficiente de utilizacion.

La relacion dada en la Ec.8 es una relacidn limite a largo plazo, pero es sencillo ver
asumiendo que [(t)= Ioe”, que dicha relacién se mantiene cierta cuando se analiza
la variacion instantdnea de Y(t) y z(t) (véase Ec.9). Esta relacién nos proporciona
las magnitudes relativas del efecto de la creacién de la demanda (Y(t)) y el
efecto de la capacidad de producciéon (z(t)) en cualquier instante f, bajo la tasa
de crecimientoreal r.

A 1dll) 1, o
dt _sdt _s° _ I

dr(t)  plt) ple” ps
dt

Ecuacidon 9. Andilisis de la ratio: variacion instantdnea de Y(t) y (t).

Desde la Ec.? Se desprende que:
* Sir<ps, el ritmo de crecimiento de la demanda serd menor que el de la

( dy(t) - dr(t) )
dt
demanda agregada y, por consiguiente, un exceso de capacidad.

capacidad y por tanto existird una deficiencia en la

e Sir>ps, el ritmo de crecimiento de la demanda serd mayor que el de la

dy(t)

_—
dt

agregada y, por consiguiente, una deficiencia en la capacidad.

capacidad | %) y por tanto existird una exceso en la demanda

Se llega con ello a una paradoja, pues si el ritmo del crecimiento de la inversidn
real supera a tasa de crecimiento estfipulada de la inversién (r> ps), se llegard a

que hay una insuficiencia en lugar de un excedente en la capacidad. Y,
andlogamente, si el ritmo del crecimiento de la inversidon real es inferior a tasa de
crecimiento estipulada de la inversion (r<ps), se concluye que habrd un

excedente en la capacidad, en lugar, de una insuficiencia [3].
Como conclusion final del andilisis del modelo de Domar se obtiene que dados los
pardmetros p y s, el Unico camino para evitar insuficiencia y exceso de

capacidad productiva es guiar siempre el flujo de inversion a lo largo de la
trayectoria de equilibrio: r=ps, siendo r, la tasa real del crecimiento de la

inversion [3].

5 Cierre

La buUsgueda de puentes formativos que conecten diferentes dreas de
conocimiento en la formacién universitaria entendemos que es un compromiso
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docente que debemos asumir en el marco de la docencia universitaria actual. En
este trabajo, se ha fratado de materializar esta idea conectando las dreas de
Matemdticas y Economia, a través del estudio de un modelo dindmico de
crecimiento de un pais, el modelo de Domar. Para su estudio se ha requerido
combinar las técnicas de resolucidn de ecuaciones diferenciales ordinarias
elementales junto a la interpretacién econdmica de los diferentes pardmetros que
aparecen en la formulacion del modelo.
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