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Resumen

Grosso modo, un operador pseudodiferencial es una aplicacién f — T'f definida por
T = [ ate.Of()e e
R

donde f es la transformada de Fourier de f y a(z,£) es el simbolo de T. Por ejemplo, si
P(D) es un operador lineal en derivadas parciales con coeficientes constantes y p(£) denota
su polinomio caracteristico, P(D) se puede representar como antes con a(z,§) = ﬁ (€),
y es bien conocido que para todo P(D) eliptico existe una funcién a(§) = 1/((27)Pp(€))
para |¢| bastante grande, de forma que la integral anterior da una paramétrix para P(D).

La teoria de los operadores pseudodiferenciales surgi6 del estudio de las integrales singu-
lares y fue desarrollada a partir de 1965 con los estudios sistematicos de Kohn y Nirenberg,
Hormander y otros.

Los operadores pseudodiferenciales (de orden finito o infinito) sobre clases de Grevrey
han sido estudiados extensamente por muchos autores (Boutet de Monvel, Krée, Liess,
Rodino, Zanghiratti, entre otros). Son siempre espacios de tipo Roumieu, y su estructura
topoldgica es similar a la del espacio de las funciones real analiticas.

Por otra parte, el estudio de diversos problemas en clases de funciones ultradiferencia-
bles (no casianaliticas) ha recibido recientemente mucha atencién. Estas son clases interme-
dias entre las funciones real analiticas y el espacio de todas las funciones C'*°. Trabajaremos
con funciones ultradiferenciables como las definidas por Braun, Meise y Taylor.

El propdsito de esta tesis es introducir los operadores pseudodiferenciales (p.d.o.) en el
contexto de las funciones ultradiferenciables de tipo Beurling, cuya topologia es similar a
la de C"*°. La tesis consta de tres capitulos.

En el Capitulo I se definen las amplitudes y los simbolos, y los operadores pseudodife-
renciales son introducidos como limites de operadores con ntcleo en &,)(£2 x Q). Con
este punto de vista es inmediato que la clase de operadores pseudodiferenciales es cerrada
al tomar adjuntos y que todo p.d.o. de clase (w) admite una extensién lineal y conti-
nua 5(’w)(Q) — DEW)(Q). Se prueba que tal operador es pseudolocal, es decir, reduce el
(w)-soporte singular. Muchos operadores son operadores pseudodiferenciales segiin nuestra
definicion. En particular, mencionamos los operadores en derivadas parciales con coefi-
cientes variables en una clase conveniente de funciones, los operadores (w)-regularizantes y
los operadores ultradiferenciales en el sentido de Komatsu. La convolucién con una solucion
fundamental de un operador ultradiferencial eliptico con coeficientes constantes también
es un p.d.o. Sin embargo, no todo operador de convolucién es un p.d.o.

En el Capitulo II se desarrolla el calculo simbélico, cuyo objetivo es sustituir siempre que
se pueda la teoria de los operadores por otra algebraica de los correspondientes simbolos.

El Capitulo III esta dedicado al estudio de la (w)-hipoelipticidad de operadores lineales
en derivadas parciales de fuerza constante con coeficientes en un espacio de funciones
ultradiferenciables £¢. Se prueba que para este tipo de operadores la (w)-hipoelipticidad
es equivalente a la homogéneo (w)-hipoelipticidad, a priori més débil. También se establece
una condicién suficiente para la existencia de una paramétrix (pseudodiferencial).






Resum

Grosso modo, un operador pseudodiferencial és una aplicacié f — T'f definida per
T = [ ate.Of()e e
R

on f és la transformada de Fourier de f i a(z,£) és el simbol de T. Per exemple, si P(D)
és un operador lineal en derivades parcials amb coeficients constants i p(§) denota el seu
polinomi caracteristic, P(D) es pot representar com abans amb a(z,§) = ﬁ (&), 1 és
ben conegut que per a cada P(D) el-liptic existeix una funcié a(€) = 1/((2m)?p(€)) per a
|€| bastant gran, de manera que la integral d’abans déna una parametrix per a P(D).

La teoria dels operadors pseudodiferencials va sorgir de I'estudi de les integrals singu-
lars i va ésser desenvolupada posteriorment a 1965 amb els estudis sistematics de Kohn i
Nirenberg, Hormander i altres.

Els operadors pseudodiferencials (de ordre finit o infinit) sobre classes de Gevrey han
sigut estudiats extensament per molts autors (Boutet de Monvel, Krée, Liess, Rodino,
Zanghiratti, entre altres). Sén sempre espais de tipus Roumieu, i la seva estructura topolo-
gica és similar a la de 'espai de les funcions real analitiques.

D’altra banda, I'estudi de diversos problemes en classes de funcions ultradiferenciables
(no quasianalitiques) ha rebut recentment molta atencié. Estes sén classes intermedies
entre les funcions real analitiques i ’espai de totes les funcions C'*°. Nosaltres treballarem
amb funcions ultradiferenciables com les definides per Braun, Meise i Taylor.

El proposit d’aquesta tesi és introduir els operadors pseudodiferencials (p.d.o.) en el
contexte de les funcions ultradiferenciables de tipus Beurling, espais amb una topologia
semblant a la de C'°°. La tesi consta de tres capitols.

En el Capitol I es defineixen les amplituds i els simbols, i els operadors pseudodi-
ferencials sén introduits com limits d’operadors amb nucli en &) (€2 x €2). Amb aquest punt
de vista és inmediat que la classe d’operadors pseudodiferencials és tancada al pendre ad-
junts i que tot p.d.o. de classe (w) admet una extensié lineal i continua &7, (€2) — Dy, (2).
Provem que tal operador es pseudolocal, és a dir, redueix el (w)-suport singular. Molts
operadors sén operadors pseudodiferencials d’acord amb la nostra definicié. En particular,
esmentem els operadors en derivades parcials amb coeficients variables en una classe con-
venient de funcions, els operadors (w)-regularitzants i els operadors ultradiferencials en el
sentit de Komatsu. La convolucié amb una solucié fonamental d’un operador ultradiferen-
cial el-liptic amb coeficients constants és també un p.d.o. Tanmateix, no tot operador de
convolucié es un p.d.o.

El calcul simbolic es desenvolupa en el Capitol II, 'objecte del qual és substituir tant
com siga possible la teoria dels operadors per altra algebraica per als corresponents simbols.

El Capitol III esta dedicat a l'estudi de la (w)-hipoel-lipticitat d’operadors lineals en
derivades parcials de forca constant amb coeficients en espais de funcions ultradiferenciables
E»)- Es prova que per aquest tipus d’operadors la (w)-hipoel-lipticitat és equivalent a la,
a priori més debil, homogeni (w)-hipoel-lipticitat. També s’estableix una condicié suficient
per a 'existéncia d’una parametrix (pseudodiferencial).






Summary

Roughly speaking, a pseudodifferential operator is a mapping f — T'f given by
T = [ ate.Of()e e
R

where f is the Fourier transform of f and a(x,y) is the symbol of T. For example, if
P(D) is a linear partial differential operator with constant coefficients and p(¢) denotes its
characteristic polynomial, P(D) can be represented as above with a(z, &) = @p(f), and
it is well-known that for every elliptic P(D) there exists a function a(§) = 1/((27)Pp(§))
for [£| big enough, such that the above integral gives a parametrix for P(D).

The theory of pseudodifferential operators grew out of the study of singular integral
operators, and developed after 1965 with the systematic studies of Kohn and Nirenberg,
Hormander and others.

Pseudodifferential operators (of finite or infinite order) on Gevrey classes have been
extensively studied by many authors (Boutet de Monvel, Krée, Liess, Rodino, Zanghiratti,
among others). They are always spaces of Roumieu type, their topological structure is
similar to that of the space of real analytic functions.

On the other hand, the study of several problems in classes of (non-quasianalytic)
ultradifferentible functions has received recently much attention. These are intermediate
classes between real analytic functions and the class of all C*°-functions. We will work with
ultradifferentiable functions as defined by Braun, Meise and Taylor.

The purpose of this thesis is to introduce pseudodifferential operators (p.d.o.) in the
frame of ultradifferentiable functions of Beurling type, that is, spaces whose topology looks
like the one of C'*°. The thesis is divided in three chapters.

In Chapter I, amplitudes and symbols are defined and pseudodifferential operators are
introduced as limits of operators with kernel in £y (€2 x ). With this point of view, it is
immediate that the class of pseudodifferential operators is closed under taking adjoints and
that every p.d.o. of (w) class admits a continuous and linear extension &, (€2) — D, ().
We prove that such an operator is pseudolocal, that is, it shrinks (w)-singular supports.
Many operators are pseudodifferential operators according to our definition. In particular,
we mention the partial differential operators with variable coefficients in a suitable class
of functions, the (w)-smoothing operators and the ultradifferential operators in the sense
of Komatsu. The convolution operator with an elementary solution of a given elliptic
ultradifferential operator with constant coefficients is also a pseudodifferential operator.
However not every convolution operator is a p.d.o.

The symbolic calculus is developed in Chapter II. The aim is to replace as much as
possible the theory of operators by an algebraic theory for the corresponding symbols.

Chapter 111 is devoted to the study of the (w)-hypoellipticity of linear partial differential
operators of constant strength having coefficients in spaces of ultradifferentiable functions
E(»)- It is shown that for this type of operators the (w)-hypoellipticity is equivalent to the,
a priori weaker, homogeneous (w)-hypoellipticity. A sufficient condition for the existence
of a (pseudodifferential) parametrix is also given.
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Introduccion

Grosso modo, un operador pseudodiferencial es una aplicacion f — T'f entre dos espa-
cios de funciones definida mediante

(Tf)(x) = / alw ) f(€)ee

siendo f la transformada de Fourier de f y a(z, £) una funcién, a la que llamaremos simbolo,
que estara sujeta a ciertas restricciones. El ejemplo més simple es el de un operador lineal en
derivadas parciales con coeficientes constantes, ya que si p(£) es el polinomio caracteristico

del operador P(D), como ﬁD\)u(S ) = p(§)u(€) usando la féormula de inversion,

1
(27)?

Sabemos también que si P(D) es eliptico,

P(D)f(x) =

/R pOF(©e e,

Ef(x) = / @) f(e)de,

con a(§) = 1/((2m)Pp(§)) para |£| grande proporciona una paramétrix para el operador
P(D).

Mediante transformaciéon de Fourier, el operador diferencial P(D) se convierte en una
operacién algebraica: multiplicaciéon por el simbolo p(£). Sin embargo, si consideramos
ecuaciones en derivadas parciales con coeficientes variables la situacion se complica. Asi,
por ejemplo, si P(x, D) = D? + z?, la transformada de Fourier de P(x, D)u es £2u(§) +
Dzu(€), que es de la misma forma que P(z, D)u. Uno de los objetivos de la teorfa de
operadores pseudodiferenciales es convertir la teoria de operadores en derivadas parciales
con coeficientes variables en una teoria algebraica de los correspondientes simbolos a través
de la transformacién de Fourier.

En efecto, si ponemos p(z, &) = £ + 22, podemos escribir

Pla Dju(e) = 5- [ e pla. a(e)ds.

Observamos que esta representaciéon puede definir un operador incluso si el simbolo
p(z,€) no es un polinomio en la variable £. El problema es determinar qué condiciones

1



2 Introduccion

debemos exigir al simbolo para que los operadores actiien entre clases de funciones y/o dis-
tribuciones razonables, y que el operador retenga algunas de las propiedades importantes
de los operadores en derivadas parciales, por ejemplo, que la clase sea cerrada por trasposi-
cién y por composicion, cuando ésta esté definida, y que sea pseudolocal, es decir que la
actuacién del operador sobre una distribucién no aumente el soporte singular. Ademsés,
serfa deseable que si un operador pseudodiferencial (signifique esto lo que signifique) tiene
una inversa o una paramétrix (esto es, una inversa médulo un operador regularizante), ésta
sea también pseudodiferencial.

La teoria de los operadores pseudodiferenciales surge del estudio de las integrales sin-
gulares, y se desarroll6 como tal a partir de 1965 con los trabajos de Kohn-Nirenberg [29]
y Hormander [23]. De hecho el término operador pseudodiferencial fue acuniado por Kohn
y Nirenberg.

El descubrimiento por parte de Gevrey de que la ecuacion del calor admite una solu-
cién fundamental que, sin ser real analitica en R? \ {0}, satisface buenas propiedades de
regularidad, motivo el estudio de un tipo de funciones diferenciables, las clases de Gevrey.
Estas son un caso particular de lo que hoy conocemos como clases no casi analiticas de
funciones ultradiferenciables. Hay basicamente dos maneras de introducir estas clases de
funciones, el punto de vista de Komatsu, que se centra en el crecimiento de las derivadas
sobre los conjuntos compactos, y la teoria desarrollada por Bjork a partir de ideas previa-
mente esbozadas por Beurling [3], que presta atencién al crecimiento de la transformada de
Fourier. La teoria de funciones ultradiferenciables de Braun, Meise y Taylor [9] permite un
tratamiento unificado de ambos puntos de vista. Si atendemos a la topologia de los espacios
de funciones, las clases de funciones ultradiferenciables pueden ser de dos tipos: las clases
tipo Roumieu, cuya topologia es similar a la del espacio de las funciones real analiticas, y
los espacios de funciones de tipo Beurling, que tienen una estructura topoldgica como la
de C*°.

Volviendo a los operadores pseudodiferenciales, Sjostrand [42] y Treves [44] estudiaron
una clase de operadores pseudodiferenciales que actian sobre distribuciones y preservan
la analiticidad. En esta linea debemos mencionar el trabajo de L. Boutet de Monvel y P.
Kree [7].

En la primera mitad de la década de los 80 varios autores (Hashimoto-Matsuzawa-
Morimoto [24], Iftimie [25] entre otros) dieron distintas versiones de operadores pseudod-
iferenciales tipo Gevrey. En 1987 Matsumoto [33] introduce simbolos y operadores pseu-
dodiferenciales sobre clases de funciones no casi analiticas mas generales, definidas por
sucesiones (M,,), si bien en los resultados es a menudo necesario cambiar de sucesién vy,
consecuentemente, de espacio de funciones. Los simbolos considerados en todos estos tra-
bajos son de tipo finito, es decir de crecimiento lento en la variable £. Con anterioridad,
L. Boutet de Monvel habia estudiado una cierta clase de operadores de orden infinito. En
1985, L. Zanghirati [45] da una versién de orden infinito de simbolos de tipo Gevrey. En
todos los casos, los espacios de funciones son de tipo Roumieu.

Los significativos avances que en los tltimos anos se han producido en la comprension
de los operadores en derivadas parciales con coeficientes constantes y, con mayor gene-
ralidad, de los operadores de convolucién sobre clases de funciones ultradiferenciables, nos



Introduccion 3

llevaron de manera natural a plantearnos la conveniencia de definir y estudiar operadores
pseudodiferenciales sobre clases de funciones de tipo Beurling. Este es el objetivo de la
presente memoria.

El trabajo consta de tres capitulos, ademas de uno de preliminares.

En el primer capitulo se definen las clases de amplitudes/simbolos, asi como los ope-
radores pseudodiferenciales. Se comprueba que la clase es cerrada por trasposicion y que
los operadores son pseudolocales. Damos ejemplos de operadores pseudodiferenciales, lo
que nos permite comprobar que muchos operadores naturales son pseudodiferenciales.

En el segundo capitulo se desarrolla el calculo simbdlico y el tercer capitulo se dedica
al estudio de la (w)-hipoelipticidad, fundamentalmente de operadores lineales en derivadas
parciales de fuerza constante con coeficientes en una cierta clase no casi analitica de fun-
ciones ultradiferenciables.

Hay por supuesto muchas cuestiones que podrian haberse abordado. Por ejemplo, la
(w)-micro-hipoelipticidad, estudiando previamente la actuacion de los operadores pseudo-
diferenciales sobre el (w)-frente de ondas, la actuacién de los operadores sobre otros espacios
de funciones ultradiferenciables tipo Dy, (), 0 el efecto que produce un cambio de variable
en un operador ultradiferencial. Sobre ellos planeamos volver en un futuro préximo.






Capitulo 0

Preliminares

En este capitulo se introducen las clases de funciones y algunos lemas previos.

0.1. Notaciones, definiciones y resultados previos

Dados dos vectores x = (x1,...,2,) v £ = (&1,...,&,) en RP, el producto escalar x1& +
<-4y, entre x y £ se denota por < x,§ >, o abreviadamente z§.

Usaremos la notacion estdndar para los multi-indices. Sea Ny = NU {0} el conjunto de
los enteros no-negativos. Entonces Nf es el conjunto de todas las p-tuplas a = (a, . .., )
con a; € Ny para cada j =1,...,p.

La longitud de o € Njj es |a] = ag + -+ 4+ ay; § < « significa que ; < a; para cada
j=1,...,p. Como es habitual, o! = oy!---a,!l y,si < a:

a — a1 o e p — —Ol'
() =G) - (3) =
Escribimos
0" = (001" - - (9/d,)™
y, usando la notaciéon D,, = —i d/0x;, siendo i la unidad imaginaria, también escribiremos

@ _ Do, )%
D = D3t DY,

Igualmente, para x € RP pondremos

«

€T :aj?l...xap

p -

Las siguientes identidades y desigualdades se utilizaran con frecuencia en el estudio de los
operadores pseudodiferenciales. Las recordaremos cuando haga falta.

Lema 0.1.1 Sean o, € Nj y N € N. Se cumple:
1. pN = Z|a\:N % y, en particular, Z|a\:N1 <pN

5



6 Preliminares

S

al < laf! < pllal
(0%
. ZBS@ (5) = 2l
«
(2) <2
. NN < NN
o o
(5) < ()
| |
ol 1o
a! 0!
Introducimos a continuacién la nociéon de funcién peso. Las definiciones asi como los

resultados que se enuncian a continuacion sin demostracién y sin referencia explicita pueden
consultarse en [9].

Co

SRR

sia <.

Definicién 0.1.2 Una funcion peso es una funcion creciente continua w : [0, co[— [0, 00|
con las siguientes propiedades:

(o) existe L >0 con w(2t) < L(w(t) + 1) para cada t > 0,
(B) [ <Rdt < oo,

(7) log(t) = o(w(t)) cuando t tiende a oo,

(0) po, i t — w(e') es convera.

Cuando no haya ambigiiedad escribiremos ¢ en lugar de .
La propiedad () es una condicién suficiente para que w(t) = o(t) cuando ¢t — +oo0,
debido a la desigualdad

+oo +oo
ng_t):/ @dsg/ wis) o
t . 52 . 52

Si w una funcién peso y ademaés satisface la condicién adicional
(¢) Existe una constante C' > 1 tal que para cada y > 0 se cumple

+oowyt
/1 552 Vit < Culy) + ©

diremos que w es un peso fuerte o que verifica la condicién fuerte de no-casianaliticidad.
Si w es un peso fuerte entonces se cumple que w(t) = o(t?) cuando ¢ — +o00, para cierta
constante 0 < d < 1 ([34]).

Para z € C?, 2 = (24,. .., 2,), consideraremos la extensién de w dada por w(z) := w(]z|)
siendo |z| := sup|z;|. Llamamos polidisco de centro z y poliradio r = (r1,...,7,), siendo
re >0, k=1,2,...,p, al subconjunto de CP dado por

P(z,r) :={w = (wy,...,wy) € CP : |wy — 2| < 7%, para todok =1,...,p}.
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Diremos que dos funciones peso w; y wy son equivalentes si existe una constante C' > 0

de modo que

éwl(x) < wy(z) < Cwi(),

para x € RP suficientemente grande.

Definicién 0.1.3 La conjugada de Young ¢* : [0,00[— R de ¢ viene dada por

©"(s) == sup{st — p(t),t > 0}.

Nota 0.1.4 (a) Para cada funcién peso w existe una funcién peso o tal que o(t) = w(t)
para t > 0 suficientemente grande y o(t) = 0 si ¢t € [0,1]. Por lo tanto, en lo sucesivo
supondremos que w1 = 0. Asi ¢* toma solamente valores no negativos y cumple (¢*)* =
®.

(b) La funcién ¢* es convexa, ¢*(t)/t es creciente, p*(0) = 0y lim;_, 4 @*;(t) = 0.

(c) Supongamos que o y w son dos funciones peso tales que o < w, entonces se cumple
que ¢!, < . En efecto, basta observar que para ¢ > 0,

o, (t) = S;ig{st —u(s)} = ssgg{st —w(e”)} <

<sup{st —o(e’)} = ¢, ().

s>0

A lo largo de esta memoria usaremos las siguientes propiedades de ¢* cuya demostracion
puede verse en [16].

Proposicién 0.1.5 (1) Para cada A > 0 eziste una constante positiva Dy tal que

y+1

exp(2Ap* (—=— o

« Y
) < Dyexp(r*(4)
para todo y > 0.
(2) Sea L > 0 tal que w(et) < L(1 + w(t)) para todo t > 0. Entonces:

a) L"o* (&%) +ny < ¢*(y) + 37, I para todo y > 0, n € N.
b) ALo*(5%) +y < Ap*(¥) + AL para todo y > 0, A > 0.
¢) AL"p*(55) +nf < Ap*(§) + A7, I para todoy >0, A >0 yn €N.
(8) Para cualesquiera s,t, A > 0 se cumple
s+t s t s+t

N ) < Aﬁ(x) +)\90*(X) < Ap™( 3 )

220" (

(4) Dados B >0 y A > 0 existe una constante C > 0 tal que
B! < 0 ()

para cada n € Ny.
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Como consecuencia de la definiciéon de ¢* obtenemos:

Lema 0.1.6 Para cadan,k € N yt > 1 se tiene

1. tF < e () enw(®)

Y

2. infjeNO t_jekW*(%) < e—kw(t)—f—logt'
DEMOSTRACION. (1) Dado que (¢*)* = ¢ se tiene

w(t) = p(logt) = Ssgro){slogt —¢"(s)} v

y en particular
“rogt — (%) < it
—logt — p*(—) <w
n & v n°
y asf klogt — ny*(£) < nw(?).
(2) DadossZOykENeXistejGNotalque%§s<%—|—%, con lo cual
J J

_ 1 J

J .1 ) N
w(t) < sup((7 + 7-)logt — (- logt + sup(=logt — p*(%)),
® jeNo((k? k) <k:)) k jeNo(k: (k:))
es decir, nfjey, 7k (0 < e hw(OFlogt -

El siguiente resultado nos permite descomponer R en intervalos en los cuales el infimo
en 0.1.6 se alcanza en un conjunto finito.

Lema 0.1.7 Si £¢*(¥) <logt < NLHgo*(%), entonces

; —i kor(L _
1. manSjSNt Jeke™ (%) < ¢ kw(t)Jrlogt’

9 thezlw*(%) < e~ kw(t)+logt

DEMOSTRACION. (1) Como %(t) es una funcion creciente, se tiene que logt < fgp*(%) (v,

consecuentemente, t7ef¢ (&) > 1 = tfoe’w*(%)) para cada j > N + 1. Ahora la conclusién
se sigue del lema 0.1.6.

(2) Ya sabemos que t=(N=Deke" () < e—hw()+logt para algtin [ € {0,1,..., N}. Entonces,
usando que %gp*(%) < logt (y, por lo tanto, tleke" (7) < 1) obtenemos, aplicando la proposi-
ci6én 0.1.5, apartado (3),

£V kB < g (N glehe () ke ()
< e—kw(t)—&-logt.

g

Definicién 0.1.8 Sea w una funcion peso. Para cada abierto €2 C RP definimos los siguien-
tes espacios de funciones:
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(1)

para cada compacto K C Q) y A >0 sea
Eo(KA) :={fe€C™(Q) : |flkr < oo}

donde
o]

| fl&.x := sup sup lf(o‘)(ff?)\exp(—w*(j))- (1.1)
z€K aeNj

el espacio de las funciones ultradiferenciables de tipo Beurling sobre €2 es el conjunto
de todas las funciones f € C*(Q) tales que |f|xm < 0o para cada K CC Q y cada
m € N, es decir,

Ew)(Q2) == proj proj &, (K, m)
—
KccQ meN

considerando la topologia del limite proyectivo, es decir, la topologia localmente con-
veza y metrizable dada por las seminormas | f|k, n, n € N. Siendo {K,,} una sucesion
fundamental de compactos de Q.

el espacio de las funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu es el conjunto de todas
las funciones f € C*(Q) tales que para cada compacto K CC § existe m € N con
|flg, 1 < oo, es decir,

1
& = i —
}() proj gl) Eu(K, m)
Kccq meN

considerando la topologia, primero, del limite inductivo sobre m € N para cada com-
pacto K, y luego tomando el limite proyectivo sobre éstos. Como antes, {K,} es una
sucesion fundamental de compactos del abierto €.

En lo que sigue * denotara indistintamente (w) o {w}.

Definicién 0.1.9 Sea w una funcion peso y K un compacto de Q2. Se define D,(K) como el

subespacio topoldgico de E,(S2) formado por aquellas funciones que tienen soporte contenido
en K.
Definimos el espacio de funciones test de tipo Beurling como

D) () := ind D) (K),

KccQ

y el espacio de funciones test de tipo Roumieu por

D{w}(Q) = ﬂ D{w}(K).
KccQ

La propiedad (/) de la funcién peso w garantiza que D,(K) no es trivial, con lo que las
clases de funciones ultradiferenciables definidas antes son no-casianaliticas.
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Lema 0.1.10 Para cada B > 0, el sistema de seminormas

drea() 1= sup sup B 1) ()] exp (— a9,

zeK OCENS

donde K es un compacto en Q y XA > 0, define la topologia de E.(12).

DEMOSTRACION. Sea L € N tal que w(et) < L(1+ w(t)), como en la proposicién 0.1.5.
Supongamos primero que B > 1. Tomamos s € N tal que B < ¢°. Del apartado 2 c) de
esta proposicion, si definimos A := A\(L* + L¥~! + .-+ + L), se tiene

Loap*({2h) + sla] < Ap* (1) + A.
Entonces, fijado A > 0,

o

LS Ap* (2 A e+l A e+l
Bleleloxe" (155) < oA (5h < plalagret(5h)

es decir,

Bl (5 < o2 (5D < A Blalg=LAe" (455)
Asi, fijado un compacto K en 2 y A > 0, existe X := L*\ de manera que

g (f) <Iflka < eqpe5(f),

para cada f € &,(Q), siendo | f|k. la seminorma introducida en la ecuacién (1.1).
Si B < 1, consideramos 1/B > 1y dado A > 0 encontramos > 0 y C' > 0 tales que

Blolexe (5 < 2" (5) < o plalg—we" (59
de donde se deduce que, fijado un compacto K C 2y A > 0 existe u > 0, de modo que

[flea < axa(f) < Clflgp

para cada f € E.(Q).
Lo que prueba que el sistema de seminormas {gx »} es equivalente al introducido en la
definicion 0.1.8. U

Los elementos de Dzw)(Q) se llaman ultradistribuciones de tipo Beurling en €2 de clase
w. El espacio dual de Dy.}(€2), D}, (), es el formado por las ultradistribuciones de tipo
Roumieu en §2. Como D, () C Dy} (€2) con inclusién continua y densa, Dy, (€2) se puede
considerar como subespacio de D, (€2).

Sea x = (w) 6 {w} y T € D,(). Se define el soporte de T' como

supp, 1" := {x € Q) | para cada entorno U de x
existe ¢ € D,(U) tal que < T, >#0}.
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S5iT € Dy, () entonces supp,, I" = suppy,, 1"
También, si w = o(c), entonces Dy,3(€2) C Dy,)(£2) con inclusion continua y de rango
denso ([9, 3.9]), y por tanto, D{,(€2) C D}, (2). Si T" € Dy, (€2), se tiene

SUpPP ) T = SUppy.y T = SUppy,y T.

Una ultradistribucién p € D,(2) tiene extensiéon continua a &,(2) si, y sélo si, tiene
soporte compacto en 2. El espacio de ultradistribuciones de soporte compacto de tipo
Beurling se denota por £,,(Q2) y el de tipo Roumieu por &, (£2).

Introducimos a continuacion la convolucién de ultradistribuciones:

Definicién 0.1.11 Sean p € EL(RP) y u # 0. Definimos :
Sy : DURY) — DLR?), Su(E) i= i+ E,

donde < pxE,o >=<E, ixp>yfxp:x — pule(r+-)), z € RP. Entonces S,, es un
operador lineal y continuo.
Denotamos por T), : E.(RP) — E,(RP) la restriccion de S,, a E.(RP).

Definicién 0.1.12 Sea f € D.(Q2). Llamamos soporte singular de f respecto de *, deno-
tado sing,supp f, al complementario del mayor abierto A en Q tal que f € E.(A).

La transformada de Fourier-Laplace establece un isomorfismo entre los espacios de
funciones test y ultradistribuciones de soporte compacto y ciertos espacios ponderados de
funciones holomorfas.

Definicién 0.1.13 Sea ¢ € D(\(RP). Llamamos transformada de Fourier-Laplace de ¢ a
la funcion ¢ : CP — C definida como

&(2) ::/ e Fp(x)dr, z€ CP.
RP

La transformada de Fourier-Laplace de ¢ es la tnica funcién holomorfa en CP cuya
restriccion a RP coincide con la transformada de Fourier de ¢.
Sea K C RP un conjunto compacto y convexo. Entonces

Hg(xz) :=sup < z,y >, x€RP
yeK

se llama funcién soporte de K.

Teorema 0.1.14 (Paley-Wiener) Sea K C R? un compacto convexo. Una funcion h €
H(CP) es la transformada de Fourier-Laplace de alguna funcion ¢ € D,)(RP) con supp ¢ C
K siy solo si para cada n € N existe una constante positiva C,, de modo que

‘h(z)! < Chexp (Hg([Imz]) — nw(z)), =z € CP.
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Se deduce del teorema de Paley-Wiener que la topologia del espacio Dy,)(K') introducido
en la definicién 0.1.9 viene dada por el sistema fundamental de seminormas

1l = / FOlemOde, meN.

Definicién 0.1.15 (1) Para z € CP escribimos

v,(z) = exp(—iz-z2), x€RP
(2) Se define la transformada de Fourier-Laplace fi de pi € €, (R?) como

a(z) =< p,v, > .

El siguiente teorema constituye lo que se conoce como teorema de Paley-Wiener para
ultradistribuciones con soporte compacto.

Teorema 0.1.16 (Paley-Wiener-Schwartz) Sea K C RP un compacto convezo. Para
cada funcion entera [ y cada funcion peso w son equivalentes:

(1) Eziste una ultradistribucion p € &, (RP) con suppp C K tal que i = f.

(2) Eziste una constante X > 0 tal que para cada € > 0 existe una constante C' > 0
cumpliendo:

|f(2)] < Cexp(Hg(Imz) + ¢|lmz| + Aw(Rez)), =z e CP.

(3) Eziste una constante A > 0 tal que para cada € > 0 existe una constante C > 0
cumpliendo:

|f(x + iy)|e*’\‘”(x)dx < Cellx)telyl y € RP.
RP

Ejemplo 0.1.17 Los siguientes son ejemplos de funciones peso (después de cierto cambio
en [0, A] para algin A > 0):

(1) w(t) =t%, 0 < a < 1. Sea €2 un abierto en RP. Nétese que para estos pesos las clases
Ew) () (resp. Ey(2)) coinciden con las clases de Gevrey T'@(Q) (resp. T'{# (1)), siendo
d = 1/a. Recordamos que

M4Q) = {feC® Q) : VKccQameN :
£ ()]
sup sup ————— < +00y.
xelgael\%’ m\a|(|a/|!)d }

(2) w(t) = (log(1 +1))°, B> 1.
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(3) w(t) = t(log(1 +t))=?, B > 1. Este peso no satisface la propiedad ().

4) Sea {M,},en, una sucesiéon de nimeros positivos con las siguientes propiedades:

(

(M1) ]\/[J2 < M;_1M;;, para todo j € N,

M2) Existen A, H > 1 con M,, < AH™ ming<;<, M;M,_: para todo n € N,
<j<n M J

(M3)

M3) Existe A >0 con > % | My 1 /M, < AjM; /M.
Si definimos wy; : R — [0, oo[ por
My
wou () = SUpjen, logTjO s? lt| >0
0 sit=0

entonces wy; es una funcién par y continua y por [34, 3.11] existe una funcién peso fuerte
k con wy(t) < k(t) < Cwpy(t) + C para algin C' > 0y todo ¢ > 0. Ademads se cumple:

Emy(RP) = {f e C®RP) : sup su M < 00
(M;) : . aeg;) mefg h\a|M|a‘
0

para cadah > 0 y cada K C RP compacto} = &) (RP).

Para los espacios de Roumieu tenemos la identidad andloga. Nétese que por [9, 8.9] estas
identidades se tienen bajo hipGtesis mas débiles sobre { M, },en, -

Los espacios introducidos a continuacién son espacios intermedios entre los de fun-
ciones test y los formados por funciones ultradiferenciables. Consecuentemente, los espacios

obtenidos por dualidad constituyen espacios de ultradistribuciones estrictamente menores

que Dy, (R”) que contienen a las funciones acotadas. Dichos espacios han sido estudiados

en [16].
Definicién 0.1.18 Para una funcion peso w y A > 0 denotamos
Drywa(R?) :={f € C*([R?) : || f [[1.a< o0}
lof

siendo || f [|1.n:= supenz || () ||, exp(=Ae*(15))). Se define entonces

DLl:(W) (Rp) = projneN DL1,w,n(Rp)
{f € C®R) : || f ll1n< +o0oVneN}

Se cumple que Dy, (,)(RP) es un espacio de Fréchet. Estas propiedades y las que enuncia-
remos a continuacion estan demostradas en [16].

Teorema 0.1.19 (1) D)(R?) C Dy, ) (R?) C Eu)(RP) con inclusiones continuas y
densas.

(2) Para cada [ € Dy, ) (RP) y m € N se tiene

Sup |/ ()] exp(mw()) < +oc.
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0.2. Operadores ultradiferenciales

A continuacién introduciremos los operadores ultradiferenciales (con coeficientes cons-
tantes), que pueden ser considerados como operadores diferenciales de orden infinito, y
que juegan un papel muy importante en la teoria estructural de las ultradistribuciones.
Remitimos a [8] y [26].

Proposicién 0.2.1 Sea G(z) una funcion entera en CP. Supongamos que log |G| = O(w).
Entonces existe una constante k > 0 tal que

Lo

1G(0)] < alefe ™ e (),

Definicién 0.2.2 Sea G(z) una funcion entera tal que log |G| = O(w). Entonces para
e g(w) (Rp)’ ()
1o G0) o
Te(p) = Z(—Z)| ‘TSO( (0),

aeNp

define una ultradistribucion Tg € Eéw)(Rp) cuyo soporte se reduce al conjunto {0}. El
operador de convolucion

G(D): D,(R) — D, (R)
7 — TG’ *
se llama operador ultradiferencial de clase (w).

Si f € £u)(RP) se cumple que G(D)f € £\ (RP) y ademas

6(D)f@) = 3 S0 gy

aeNf
Observemos que la transformada de Fourier-Laplace de Ty es
Ta(2) = To(e™)
G@(0
= Y O e

(o)
anNg

= G(—=2).
Proposicién 0.2.3 Sea G(D) un operador ultradiferencial de clase (w). Se tiene:
(a) G(D) : Dy, )(RP) = Dp, () (RP) es lineal y continuo.
(b) G(D): Dy, (,,(RP) = D} () (RF) es lineal y continuo.



Capitulo 1

Operadores pseudodiferenciales

Como ya hemos dicho, la teoria de los operadores pseudodiferenciales se desarroll6 a
partir de 1965 con los trabajos de Kohn, Nirenberg y Hormander. Consideraban operadores

f— | pla,&)f(€)ede,

RP

siendo p € C*°(Q2 x RP), que cumple, para cada compacto K C 2, estimaciones del tipo
D3 DEp(,€)] < cap(1+ 1€

La necesidad de incorporar soluciones fundamentales de operadores hipoelipticos motivo la
introduccién por parte de Hérmander de los simbolos de tipo (p,d), esto es, simbolos que
satisfacen las siguientes estimaciones

IDgD{p(, €)] < cap(L+ [¢])m PPl

Claramente la integral anterior puede escribirse como una integral iterada

/ P, €) / F(y)e@ <y,
Rp Q

lo que sugiere la posibilidad de reemplazar los simbolos p(z,§), por funciones a(z,y,£),
a € C(Q x Q x RP) si éstas satisfacen estimaciones andlogas a las exigidas para p(z,€) y
sus derivadas. Estas funciones reciben el nombre de amplitudes.

El objetivo de este primer capitulo es definir los operadores pseudodiferenciales sobre
clases no casi analiticas de funciones ultradiferenciables de tipo Beurling, analizar entre
qué espacios de funciones ultradiferenciables actian, asi como estudiar extensiones de los
mismos a otros espacios de funciones y de ultradistribuciones, y comprobar que son pseu-
dolocales.

Las definiciones de simbolo y de amplitud se basan en las de [20], [18] ¥ [45]. De hecho
comprobamos que en el caso limite w(t) = log(1 4 t) recuperamos la definicién de [18],
mientras que para los pesos de Gevrey w(t) = t4, 0 < d < 1, nuestra definicién es la que
cabe esperar en el contexto Beurling a la vista de las definiciones de [45].

15
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Contrariamente a lo que podria pensarse el interés de trabajar con amplitudes no reside
en una mayor generalidad, sino en una mayor simplicidad. Asi por ejemplo, trabajar con
amplitudes permite estudiar facilmente el adjunto de un operador pseudodiferencial y usar
dualidad para demostrar de manera sencilla que todo operador pseudodiferencial se puede
extender a una aplicacién definida en el espacio de las (ultra-)distribuciones de soporte
compacto y que toma valores en el espacio de todas las (ultra-)distribuciones. Definire-
mos los operadores pseudodiferenciales como limites de operadores integrales con nticleo
en &) (Q x ), lo que conseguiremos aproximando la amplitud por una sucesién de am-
plitudes con soporte compacto en la variable £. Veremos que la relacién entre amplitudes
y operadores no es uno a uno, pero que simbolos diferentes definen operadores diferentes.

Los ejemplos que damos en la secciéon 3 muestran que muchos operadores son pseu-
dodiferenciales, segiin nuestra definicién. Ademés no se trata de operadores exoticos, cons-
truidos ex-profeso para justificar la teoria, ya que, ademas de los operadores lineales en
derivadas parciales con coeficientes en una clase adecuada de funciones ultradiferenciables,
son pseudodiferenciales los operadores integrales con nicleo en &,)(£2 x €), los operadores
ultradiferenciales con coeficientes constantes o variables, o el operador de convolucion
definido por una soluciéon fundamental de un operador ultradiferencial eliptico. Ademas,
modulo un operador (w)-regularizante, todo operador pseudodiferencial es la composicién
de un operador ultradiferencial con coeficientes constantes y un operador de orden finito.

1.1. Simbolos y amplitudes

Empezamos definiendo lo que entenderemos por amplitud en el contexto de las clases
no casianaliticas de funciones ultradiferenciables de tipo Beurling.

Definicién 1.1.1 Sea 2 un abierto en R?, 0 < § < p < 1, d := p— 0 y supongamos
que w(t) = o(t?) cuando t — oo. Una amplitud en ST5(Q) es una funcion a(x,y,§) en
C®(Q x Q x RP) tal que para cada compacto Q@ C Q x Q existe R > 1 y una sucesion
C,>0,n €N, con la propiedad
D2 Dy Dfa(w,y,€)| < Coele=me" (550 emetO (1 . g letald=lole (L1)

para cadan €N, (z,y) € Q, log('F) = fe(L).

En caso de que |B| = 0 las estimaciones se tienen para cada & € RP,

Sia(x,y, &) = p(z,§), la funcidn p(x,§) se llama simbolo.

Nota 1.1.2 La condicién w(t) = o(t?) en la definicién de amplitud merece algunos comen-
tarios. Si p =1y 0 = 0, esto no implica ninguna restriccién sobre la funcién peso w (como
se dijo después de la definicién 0.1.2). Para otros valores de p y/o de d, esta suposicién
significa que &£,(£2) contiene, con inclusién continua y densa, la clase de Gevrey T (Q)
y asegura que, para cada n € N, j! = O(el?=9"" (%)) cuando j tiende a infinito (véase la
proposicién 1.2.12).



1.1 Simbolos y amplitudes 17

El siguiente resultado proporciona varias formulaciones equivalentes de la nocién de
amplitud.

Lema 1.1.3 Supongamos que a(z,y,§&) € C(Q2 x Q x RP). Entonces son equivalentes:

1. La funcion a(z,y,§) € S)5°(Q),

2. Para cada compacto QQ C €2 x Q existe R > 1 y una sucesion C, > 0, n € N
cumpliendo, para cada (x,y) € Q:

\DeD] Dgﬁa@, v, 6)| < 1, e(p= 0" (51) (o=8)ni™ (B (p=8)ne™ (1) |€[lar1=p18] gmes(©)

(1.2)
siempre que |{| > 1y |8 =0, ¢ log(%) e ("Bl) Y también
IDEDYa(x, y,€)| < O, elp=9me” (51 o (o=8)ner () omes() (1.3)

siempre que |&| < 1.
3. Para cada compacto Q) C  x Q existen constantes A > 1 y R > 1 y una sucesion
C, >0, n €N, con la propiedad

(|a+3+’ﬂ)

’DaD’yDﬁ (:U v, 5)’ < C Ala-i—*/-f—ﬁl (p—6)np* emw(g)(l + |£|)|a+7|6—\ﬁ\p

para cada n € N, (x,y) € Q, log(%) ‘%ﬁp (ﬂ)

4. Para cada compacto Q) C Q x Q existen constantes A>1, B>1,C>1, R>1y
una sucesion C, >0 (n € N) de modo que para cada (z,y) € Q:

Alalg(p=0)ne* (121 vl o (o—d)ne™ () 1Bl p(p—0)me™ (12
|| lectlHel]

|Dg Dy Da(,y, )| < eme®

siempre que |£| > 1y |6 =0, ¢ log(%) e ('ﬂ) Y también

DS DYa(z, y,&)| < C, Alad o lo=0me (12h) il (p—=6)me* (1) smes(€)
siempre que |&| < 1.

DEMOSTRACION. (1) = (2) : Supongamos que a(z,y,§) € S)5°(€2). Probaremos las
desigualdades (1.2) y (1.3). Por coherencia con la definicién 1.1.1, cuando |B| = 0, se
entiende que (1.1) se cumple para todo || > 1. Llamamos B := (25)716 y tomamos s € N
de manera que B < ¢°. Sea L € N de modo que w(et) < L(1 + w(t)) para todot >0y C,
la constante de la definicién de amplitud 1.1.1 asociada al nimero natural 4nL°. Al ser

n Bl Al 1B

),
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se tiene

\a+7+ﬁ\)

\DQDVD[} (z,y,6)| < Che (p—8)4nLp*( (1+ |€D5Ia+7|fp\ﬂlemW(£)

[4

para cada (7,y) € @, n € Ny log(‘y

1+ €| < 2[€|. Y en particular,

) 2 %ISD*U%) En el caso |€| Z 1 se tiene que

(1 + |£|)5\a+7\—0|5| (2|5|)5\o¢+’y\(1 + |€D—P|5| <

<
< 25|a+vl|§|5|a+w\—plﬁl_

Ademas, de la convexidad de p* se sigue

4anS0* ( ‘O‘L’YL‘ZM ) < 2ang0* ( |0;:FL'};| ) + 2nLSS0* ( 2‘n,3[|/s ) <
< 2nlrpr(5l) + nee(12),
Por otro lado,
9dlatrlo(p=0)2nL 0" (50)  —  Blo=d)latlglp=0)2nLoe (552) <

< es(p=d)latr| (p—d)2nLp* (5l)

Aplicando ahora 0.1.5(2c¢), tomando A := 2n(L* + L*~' +--- + L), se tiene

o+ 7
2nlLs

| + 9|

sla 4] + 2n L -

) < A4 2np"(

).

Entonces, poniendo D,, := C,eA"~% conseguimos

la+7|

D2 D;Dga@% O < Cpelp=dmLoe (5 >+<pfa>nsa*<%)(2‘§|>6\a+w|§|—p|memw<£)

< D,elr=92e (5=t (1) ¢ dlatri=plBl gmt©),

Otra vez de la convexidad de ¢* (véase 0.1.5) se tiene 2np* (‘aﬂ‘) < ng (Ia‘) + np (| ,
de donde

|DeD] Dga(x, v, 6)| < Dnewaw*(':%‘)e(p%)n«p*(%)e(pf&)nw(%‘), g |Sla+rl=plBl gma(s)

y se cumple (1.2).
Probemos ahora (1.3). Por el modo en que se ha seleccionado la sucesion (C),) se tiene

|t

\D;}D;a(x,y,fﬂ < Cne(p%)ZnLS@*(gnLS )(1 + ’a)ﬂaﬂlemw(é)

siempre que £ € RP. Si || < 1, razonando como antes y usando 1 + |£| < 2,

-5 L™ |a4~] 5 -5 w( laty|
C,,elP=02nL2¢" (re) 9dlatal < P o(p=0)2ne™ (557)
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y se obtiene
D2 Dla(z,y, )| < D, elp=0ne" (51 + (=g (2) pmew (@)

como queriamos.
(2) = (1) : Probaremos primero la desigualdad en la definiciéon de amplitud cuando
|€] > 1. Después veremos que se llega a la misma desigualdad cuando |¢| < 1. Llamamos

A= (2”)716 y tomamos s € N de manera que A < e°. De la desigualdad (1.2), tomando
de nuevo L € N como en la proposicién 0.1.5, y (), asociada al nimero natural nL®, se
tiene

\DeD] D?a@? v, 6)| < 1, e(p= 0" (51 (o=8)n™ (B1) (p=0)n Lo (325) |€[lar1=p18] gmes(©)

siempre que (z,y) € Q, [¢] > 1y log(l) > e (). Como [¢] > 1, 1+ [¢] < 2J¢], de

donde |¢|7PI81 = 20181(2|¢|) P18l < 27181 (1 + |£]) =18, Ahora se razona como en la implicacién
anterior:
90l (=L (G75) = Alr=O)IBl (p=0nLe" (175) <

< e8(p=8)IBl (p—mLo e (A75)

Aplicando 0.1.5(2¢), si A :=n(L* + L' + - + L),

eSI8l Lot L2y A g (12

con lo que si B, := C,e? A(p=9) ge obtiene

ID“D'YD%(x Y. &)l <
< O, =g () clo=me (2 opldl . (p—&nLchTliL (1 + |€])dletr=rlBlema©) <

< B ele-dme () glo=0me (5D glo=opmer (D) (1 4 |¢|)dlatal=plBl gmen(©),

Ahora, como ¢* es convexa,

n* (1) + n* (&) + ngr (L) < nyr(latatsl)

n

lo que concluye la prueba para al caso || > 1.
Si[§] <1y B #0,nosecumple

€] 18|

log(—5) = 5% (7 7).

IBI

Por tanto, sélo queda comprobar las estimaciones en la definicion de amplitud cuando
€] <1y 8 =0.En este caso, de (1.3) deducimos

DS DYa(z,y, )| < 1, ep=0me" (51 lo=8ymi™ (51 gmete) <
< Chele=dmen (52D (1 4 jg])dlatrlgmat©),
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lo que finaliza la demostracion.

(1) = (3) : Es trivial.

(3) = (1) : Sea B := A7 y s € N de manera que B < e°. Sea L € N como en la
proposicién 0.1.5. Por hipdtesis, si C), es la constante asociada al natural nL® y usando que

€] 18] 18]

1
Og( an )

7)) 2 ¢ O 2 e

\B\ B \ﬁl

se obtiene

Le* (latrthl \a+’Y+5|

\D“DVDﬂ (z,7,8)| < C,AlotBlgle=0m (1 + |&])PlectI=rlBlgme (@)

para cada (z,y) € Q, n € Ny log(%) > %'go*(‘%') Aplicando otra vez la proposicién
0.1.5(2¢), tomando A := n(L* +--- + L),

AlatB+y] o=l (152l plo=8)la+B+] L(p—)nLoe* (1LE])

< =D Aglp=dnen ()

Si ponemos D,, := Cne(p_‘s)g, se tiene

lo +“/+ﬁ|)

]DO‘DVDB (z,y,€)| < D, elp=0)ne*( (1+ ’f‘)élwr“/lfplﬂ\emw(&)

como queriamos.
(1) & (4) : Esta demostracién es una combinacion de (1) < (2) y (1) < (3). O

Como consecuencia inmediata obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.1.4 Sia(z,y,&) es una amplitud en S;?(;W(Q), para cada compacto (Q C 2 x )
existe una sucesion C, >0, n € N con la propiedad

(\’Y|

]D“D“Ya(m y,6)| < C, elp=0)ne* (ledy elp=0)ne” )‘Syé\a-k'y\emw({)

siempre que (z,y) € Q y [¢] > 1.

Las acotaciones que proporcionan los siguientes resultados nos permitiran definir los
operadores pseudodiferenciales y representarlos como integrales iteradas.

Proposicién 1.1.5 Sea a(v,y,€) una amplitud en S5°(Q) y f € Dy(Q) una funcion
test. Para cada compacto K C Q2 yn, A € N existe una constante C > 0 tal que

V/Dé‘a(fc,y,f)f( Je~ W dy| < Cem ) ene" ()

para cada v € K, £ € RP y o € Nb.
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DEMOSTRACION. La estimacién es cierta si [¢] < 2/(°=9 En efecto, de la definicién de
simbolo, tomando L € N como en la proposicién 0.1.5, para cada n € N podemos encontrar
una constante C' > 0 cumpliendo

|D2a(a, y, €)] < Celo=ImEe (1 [¢])Tlel et

siempre que z € K, y € supp f y [£] < 2V~ Ahora, p—§ < 1,y 1 + [£| < B, para
cierta constante B > 0. Ademds, la expresién e“®) estd acotada. Sea s € N de modo que
B < e*. Aplicando la proposicién 0.1.5(2¢), si llamamos A :=n(L* + ---+ L), después de
modificar la constante C' si es necesario, se cumple

2]

ID%a(z, y, €)| < Cenl*¢"GEo) plale=2w(©) < eAene” (7)) e=re(©)

)

lo que implica que

\/Dﬁ@%amm“MMS/W%w%ﬁﬂM@S

< Ce'l( / £ (y)|dy) e (T et6),

que prueba la desigualdad buscada para |¢| < 21/(°=9),
Podemos suponer ahora que |¢| > 21/(°=9(> 1), y aplicamos el corolario 1.1.4 al com-
pacto Q := K x supp f para obtener, para cada s,n € N, una constante C' > 0 tal que

‘DgD;a(gj’ngﬂ < Ce(p%)sw*(%)e(p*é)sw () ’€|5|a+vl mw(§)

siempre que x € K, y € supp f y |£] > 21/(=9),
Como wf) es creciente, sny (| |) < ng (‘al) Por el lema 0.1.6, al ser || > 1, se cumple

1€ |5|a‘e’5"“”*(‘3|) < ") De donde se deduce la siguiente estimacion
«a ne* (12l —d)sn l m-4n
|D2D)a(x,y,&)| < Cer? () elp=0me™ (5] ¢ jPhl g(mtnd)w(€)

Fijamos ahora ¢ € RP, |¢] > 2Y/(P=9) vy tomamos 1 < k < p con |¢]| = |&|. Para cada
J € N se tiene, después de integrar por partes,

[ pratw vty = = [ Dl (Dratey. 5wy

1 & .
= 520 / ¢~D,, Dya(w,y, ) Dy f(y)dy

Dado que
M)e(p 8)sne* (37)

DDy alw,y.0)] < Cerm () e

€ )
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Y supyege | DI f(y)] < | flsnes™?" 55 para cada j,s € N, existe cierta constante C' que
s6lo depende de n, s y de la medida de Lebesgue del soporte de f de modo que

| / Dla(a,y. €) f(y)e¥dy| <

I elp=0)sner (L) :

ne*(12)  (m+nd)w 1 i\ € sl o (1=

< O f]sne”" i)l ) (5)@5 :(Z)m—_éle () <
1=0

I )
0 u m+nd)w(€ J
< C|f|sne”™ GOl : ()Z(z) AR R
1=0

Como |¢] > 2179 se tiene log(zlﬂfﬁ) > 0. Por lo que existe un nimero natural N tal
que

elp=0)sne™ (1) psne™ (4

sn N €] sn N+1
—p(—) <1 < * .
() < log(a o) < e ()
* sn * ne* i
Sil<j <N, tenemos que ei-1% (&) <N < €], y por tanto Q% <ly
e(P=0)sne* (&) psne* (5 _ ep=0)sne* () psne™ (L) (-5) _ (@sw*(a))(p_é)
I K 3 U 3 G i RS ‘
Como Z{:o (f) = 2/, finalmente deducimos que (proposicién 0.1.5(3))
@ —iy& (6n+m) w(f) n (‘al) esng&*(ﬁ) (p—9) d J
| [ Dratey £yl < Clloe () Q)
1=0
snp* (L
< C|f| (Ontm)w(€) gne (‘D‘l)( e (i) )(P*fs)

(575)0

para cada j < N. Como $2¢* () < log(21/|(§,6)) < oY *(2£1), se sigue del lema 0.1.7(1)
que

*( J
5P () _ . _ LS S
min (—pg ) < el w(sertp=sy )+ (p=8) g7t —57)
0<53<N
SJ= (21/(17*5) )j
< e*S"(P*‘S) w( 1/(p 5))+l°g(21/(p 5))

y asi se tiene

|/D§a($7y,§)f(y)€_iy§dy| < C|f|sn6(5”+m)”(5)e”‘P*(l%‘)e*S"(p";)“(21/‘(?—6) =)

Ahora es suficiente elegir s lo bastante grande para concluir, puesto que log(t) = o(w(t)),
cuando t — oo. g
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Proposicién 1.1.6 Sean a(x,y,&) y f como los descritos en la proposicion 1.1.5. Se
cumple una estimacion similar a la enunciada alli si sustituimos el simbolo a(x,y,&) por

la funcién b(z,y, ) = a(x,y, £)e's.

DEMOSTRACION. Veamos primero que la estimacién es cierta para valores de || <
21/(r=9) Por la férmula de Leibniz,

Deb(w,y, &) = €™y (7)€ Dhtalz, y, €).

n<la

Sea B := 2'/(=9 Tomamos s € N de modo que 4B? < e°. Usando la definicién 1.1.1, para
cadan € Ny L € N como en la proposicién 0.1.5 obtenemos una constante C' > 0 de modo
que

|Dya(z,y,§)| < Ce(P*‘;)”Lsﬁo*(li‘s)(l | dlmlemet©
siempre que x € K, y € supp f y [¢] < 2Y/(=% = B. De donde, [£*#| < [¢[le#l < Blol y

asi

IDgb(w,y, ) < Y (Z)|£Hr - [Dka(z,y, )|

pnla

< Blol Z =o)L (

nla

AL+ [el)

Ademas, 1+ || < 2B, p— 6 < 1y d < 1. Del crecimiento de ¢*(x) se deduce que
nLop* (ks i 5) <nLle*(-55 Iol 5). Y, por otro lado, > (z) = 202l de donde

s * ]
’ng($,y,€)‘ < |a|z nL s)(QB)é\u\

pn<la
mw(€) plal nLie* (1) 8ol a
< Cem@Blle 2By (%)

J15G!

||

< Cvemw(g)enL5 *(

< )(43 )\Ocl_
Finalmente, de la proposicién 0.1.5(2c), para A :=n(L° + --- + L), se deduce que

lo]

(4B2)lelnL*e" (iEs) < eslalnloe’ (GE6) < pAgne™ ()

Y

y podemos concluir, modificando la constante C' si es necesario, que

|D2b(z,y,€)| < Cetem®ene ()

puesto que la expresién () estd acotada si |¢| < 21/(P=9),
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Supongamos ahora que [¢] > 2Y/(°=9 Se deduce del corolario 1.1.4 que, para cada
s,n € Ny L € N como en la proposicion 0.1.5, existe C' > 0 con la propiedad

mel©).

es creciente, SnLSD*(_SLZ‘L) <

siempre que x c K, y e SUpr y |£‘ Z 21/(0—5)_ COH]O (p*x(:l:)

snep (M) y asi,

D) elo=8)sne” ()| ¢ ol gmet@)

|DyDja(z,y, &) < Clelp—8)snLe"(

También se cumple que snLy*( ‘1’1“ ) < nLp* (‘“ L (% es creciente). Ademds, del lema

0.1.6, [¢[lHle=dnLe (i) < enEow(©) y asi se obtiene la estimacién

\DEDYa(x, y,€)| < CelP=9nLe* (1) (p—8)sne™( '”‘>|5|6|u+v| muw(€)

Ce(p—é)sw pres )|€|5\v\|€|5\ul —onLe* (1) ePnle” (lely e (€)

< Celp=9)sne™ (G |§|5\v\ean<p (%) (m+nLé)w(§)

Hay que tener en cuenta que ahora

DEDYb(x,y,€) = €Y (0)E*DiDya(x, y, €).

pla

Como |£27#| < |€]!®=#!, de lo anterior se deduce que

D3 Db(a,y, &) < Y ()€l |DyDya(e, y, €)|
pla

1]

< (Oelp—0)sne* (& |5|5|7\ (m+nLé)w é)z |§|Ia—u\6pnw*(ﬁ)
pnla

para cada z € K, y € supp f y |£] > 2/(°=9)_ Aplicando integracién por partes y eligiendo
1 <k < pde modo que |£]| = |&] se tiene que, para cada j € N,

[ ety ey = / €=+ D3, (Dta(r.y.€) [ (y)e~dy
k u<a
- 22 / g+ D), Dla(x,y, &) Diy ' (y)dy
k u<a

Hemos probado antes que

—8)snp* (L
1p! < oo €M i)
|DmDyka(xay7§)| — 06 |£|—6l € .
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Al ser sup, ey |DJ" f(y)] < | flsne®™" ) para cada j, s € N, existe cierta constante C > 0
que solo depende de n, s y de la medida de Lebesgue del soporte de f de modo que

| / D2b(e, y,€)f(y)e ¥edy| <

1 J

S / 61| D, Dba(, y,€)| - | DI~ f(y)ldy <
< 0

@ =

i elp=d)sne” (55 L) esne* (L)

(m+nL6) 3]
1=0
siendo s(a,§) == > ., (Z)e”w () &|le=#l. Pero, de la convexidad de ¢*, et G <
enle” G -nle () - Ademas, del lema 0.1.6, |&|lemmle=nLe” (e < e Por tltimo,
se cumple Zﬂga (u) = 2l por lo que s(a, &) < 2lelentw(é Jenle™ (7 ). Aplicando 0.1.5 de
nuevo,

s(a, £) < enEIHe@)enet (5,

Consideremos, como en la proposicién 1.1.5, un nimero natural N tal que

sn , N €] sn N+1
_ * - <1 < * .
sn_ sk (J— SN, % wJ—l
Sil < j <N, tenemos que 219" () < W () < €], v por tanto%ﬁly
e(p=0)sne* (1) psne™ (520) _ elp=0)sne* (1) esw*(j;f))(p_(s) _ esw*(;))(p_a)
[Elle=ot gt T gl P g ‘

Como 77, (;) = 27, deducimos que (proposicién 0.1.5(3))

!£|”

‘ * (| 90 en '7
| /ng(% Y, g)f(y)eizyfd:ﬂ < CenL‘f‘sne((1+5)nL+m)w(§)emp (%) (6 p 5) Z
=

< CenL|f‘sne((1+§)nL+m)w(§)engo*(%) ( )(P_(S)

(%)j

para cada j < N. Como ¢* () < 10g(21/|(§_5)) < ¥HY (A1), se sigue del lema 0.1.7(1)
que
e G (o —sn(p-8) )+ log Aty
1 ?) g < e Y 217(p—8) ) T\P=0) 08 5T, =5)
0SIN 65 )
< e snlrmo) STty gzt o)
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y en consecuencia
| [ Debtay 5wy <

< Cenl |f|Sne(L(1+6)n+m)w(£)emp*(%)e—sn(p—é)w(21/5)‘_@ )+log( )

Y

lo que concluye la prueba, pues como en la proposicion 1.1.5 basta elegir s suficientemente
grande. O

Nota 1.1.7 Observemos que con la misma demostracién tenemos un poco mas en las
proposiciones 1.1.5 y 1.1.6. De hecho, la estimacion es uniforme si f va variando en un
conjunto acotado B de D(,(f2), puesto que entonces existe una constante Cl, que sélo
depende de la seminorma | - |5, cumpliendo

‘f’sn S Csna

para cada f € B.

1.2. Operadores pseudodiferenciales

El objetivo de esta seccién es introducir los operadores pseudodiferenciales sobre clases
no-casianaliticas de tipo Beurling. Los resultados de la secciéon anterior, mas concretamente
1.1.5 y 1.1.6, nos permiten considerar la integral iterada

([ a0 rtg)an)as.

siendo a(x,y,&) una amplitud y f una funcién test. Sin embargo, esta integral iterada
no siempre es una integral de Lebesgue doble, lo que crea dificultades, por ejemplo para
intercambiar el orden de integraciéon o en los procesos de paso al limite. Para evitar estos
inconvenientes, siguiendo a [10], los operadores pseudodiferenciales en Dy, (€2) se obtienen
como limites de operadores cuyo niicleo es una funcién en &, (€2 x 2), lo que conseguiremos
aproximando la amplitud mediante amplitudes con soporte compacto en la variable &.

Lema 1.2.1 Sea a(z,y,§) una amplitud en S73°(Q) y ¥ € D, (RP). Entonces
1. K(z,y) := [a(x,y,£)e'@VEW(E)dE pertenece a E (0 x Q),
2. A: D) — En(Q), A(f)(x) :== [ K(x,y)f(y)dy, es un operador lineal y conti-

nuo.

DEMOSTRACION. (1) Fijado un conjunto compacto @ C Q x Q y aplicando el corolario
1.1.4, deducimos que para cada n € N existe una constante C' > 0 tal que

[t
n

IDEDYa(e, y, )] < Celo-dne" (452D plusvlmete
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siempre que (x,y) € Q y |£| > 1. Por otro lado, del lema 0.1.6 se obtienen las estimaciones

e < e

JIm@)y fefletrrrl < gret (FEIRE) ne)

)

(\a+7 B VI) (|a+7|)

< np Ademas,

+ngp (|M:V|>

siempre que || > 1. Al ser ¢* convexa, ny
> u<a (Z) =2lly > v<ny (Z) = 2N por lo que

S SO Q) IDE Dyl y. €)M g <

pn<a v<y

Ce ((1+8)n+m)w( ZZ M) e (\;H-V\) <

pla vy

Colatrl gne (152 L((16)n+m)w(©)

Si || < 1, razonando como en la demostracién de la proposicién 1.1.5, para cadan € N
existe C' > 0 tal que

’Dnga(gj, Y, f)‘ < Ce(p_‘s)”ﬂo*(miyl)emw(g)

siempre que (z,y) € Q. Y se deduce trivialmente que

ZZ N |DEDY a(x, y, €)|[¢]*H[e [ < CRletlene =ty gmeo(e)

I 2%%]
Si derivamos paramétricamente la funcién K (z,y) queda
DiDyK(xy) = > (1)) / D} Dya(w,y, )€ (=€)" "W ()" de.
pla v<ry

Se obtiene finalmente la estimaciéon

DD} ()| < Cemirlens (5 [ ehsamemapy g) e

Lo que implica que gg,(K) < oo para cada n € N, siendo ¢, la seminorma definida en
el lema 0.1.10. Esto prueba (1).

(2) Sea f € D,)(£2). Fijado un compacto K de 2 tomamos @ := K X supp f, compacto
en 2 x Q. De las estimaciones obtenidas en (1) queda, para cada x € K, n € N,

D2 (Af) ()] < / D2K (2, )| £ ()| dy

< Celolene «(lal )(/e((1+§)n+m)w(5)|\p(£)|d§>(/|f(y)|dy).
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De donde se deduce que

dien(Af) < O / Lot me©) g (¢) de) ( / FW)\dy).

Utilizando la férmula de inversién de Fourier, f(y) = (2;)1, [ f(€)ede, se concluye que el
ultimo factor de la expresién anterior estd acotado por

D / F©lde <D / FOI e,

siendo D > 0 una constante que depende de la medida de Lebesgue del soporte de f y A
cualquier constante positiva. Lo que prueba que el operador A es continuo. O

Sea VU € D,(RP) una funcién test par tal que W(§) = 1 para || < 1y ¥({) = 0 para
|€| > 2. Ponemos

(As)(w) 1= [ [ ala. e 1) 0(5€)dys.
Teorema 1.2.2 Sea a(x,y,§) una amplitud en S}5°(S2). Entonces
1. Para cada f € D,y(Q) existe A(f) = Ewy(Q) — lims_o+ As(f) y
A5 D() — £ ()

es un operador lineal y continuo,

2. (Af)(x) = [ ([ alz,y, &)@V f(y)dy)de.

DEMOSTRACION. (1) Fijamos un conjunto compacto K C Q y n € N. Ponemos

I(z, ) ¢=/a(%yaé)f(y)ei(”_y)gdy:/b(ﬂf,yf)f(y)e_iygdy,

donde b(z,y, &) := al(x,y, £)e™ . Y aplicamos la proposicién 1.1.6 para conseguir, mediante
derivacion paramétrica, una constante C' > 0 tal que

| D3I (x,&)|e™™ e (5D < Cemw©

para cada r € K, a € Nj y £ € RP.
Dados 0 < 09 < 61 <1y x € K, tenemos

(Ao f — Ag, () = / 1, €)(W(5,€) — W(56))e.
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De donde
1D (A f — As, f)(2)|e" '><C/ O W(5,€) — W(5,6)|de.

Considerando ahora la seminorma | - |g,, definida en 0.1.8 obtenemos la siguiente esti-
macion
[A5.f ~ AsTlin < C / OW(516) — W(5,6) de.
Como W(0:§) = V(6:€) si [{] > &= o si [{] < 5 se tiene finalmente que

| As, f = Asy [l <(jﬁ§4L wﬁ»@@g)—@ﬂ&5ﬁ%

o1
por lo que existe el limite A(f) := () —lims_o1 As(f). Una aplicacién del principio de
acotacién uniforme da la continuidad de A : Dy,,)(2) — &,)(2) (proposicién [35, 23.27]).
(2) Obsérvese que

§

(An) = tin [ ([ ate.p.&) e ) e

n—oo

Dado que para todo k € N existe C' > 0 tal que | [ a(z,y,) f(y)e ¥¢dy| < Ce™© para
cada £ € RP, podemos aplicar el Teorema de la Convergencia Dominada para concluir que

(Af)(@) = [ ([ alz,y,§)e" " f(y)dy)de. O

Definicién 1.2.3 El operador A : D,,)(2) — Ew)(Q) introducido en el teorema 1.2.2 se
llama operador pseudodiferencial asociado a la amplitud a(x,y,§).

En caso de que a(z,y, &) = p(x, £) el operador pseudodiferencial A se denota por P(z, D)
y se tiene que

P(z,D)f = / Pl ) f(€)de (2.4)

para cada f € Dy,)(£2). Es obvio que la expresién anterior tiene sentido para f € Dy,)(RP),
e incluso para un clase de funciones mayor.

Proposicién 1.2.4 El operador P(x, D) asociado al simbolo p(x,§) en S)5*(2) se puede
extender a Dy, (.)(RP). La extension es lineal y continua y toma valores en E(£2).

DEMOSTRACION. Dada f € Dy, (,)(R?) y k € N, su transformada de Fourier satisface

sup | £(€)]"© < C | f g
£ERP

para cierta constante C' que solo depende del peso w (véase [16, 1.1.23]). Por lo tanto, la
integral (2.4) es convergente también para f € Dy, .)(RP). Asi P(z, D) se puede extender
a D, ) (RP), y la extensién es lineal.
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Si derivamos paramétricamente la integral que define el operador P(z, D) queda

DE(P(. D) = 3 (3) [ DE e )€ Fle)e e,

B

siendo «, 3 € Nj.
Dado que la transformada de Fourier de D?f(€) cumple €7 f(£) = DA f(€), se tiene que

(P DN < 3 (3) [ 1D7HQIDE pla e

BLa

Fijamos ahora un compacto K C (). Razonando como en la proposiciéon 1.1.5, existe
una sucesién de nimeros positivos (C,,) tal que

|D;/p(x7 5)| < Onen‘»”*(l:i‘)e(m-i-né)w(g)

para cada multi-indice v, cada x € K y £ € RP. La funcién D”f(£) también pertenece a
Dy, ) (RP) y, aplicando ahora, como antes, [16, 1.1.23] obtenemos

sup [ DA f(€)]e™ ™ < C || DO |l nsmet -
ECERP

Por las propiedades de ¢* (proposicién 0.1.5(3)) se tiene que

pCnt2mt2)e* (3L (ntmA e (A )+ (namt e (78)

lo

< emtm e (i) tnet ()

siendo « un multi-indice. Entonces

x(__lal
” Dﬁf Hl,n-i—m—i—l = Sup H (Dﬁf)(a) HLI e_(n+m+1)‘/7 (n+m+1)
aeNj
< e"“"*(%) sup || (Dﬂf)(a) Iz, e*(2n+2m+2)go*(2n‘i;§‘+2)
aeNp

6”‘9*(%) sup || f(a) ||L1 e—(2n+2m+2)<p*(2n_~_|2°‘77‘n+2)

p
a€Ny

IN

181
= || f ll12m+2nt2 e (),

Lo que implica

3 ¢ n+m)w no* (181
e DA F(E)|e" ™ <O DPf [limmir< C | f hansomre €0
cRP



1.2 Operadores pseudodiferenciales 31

De lo anterior tenemos

P DI < 3 (5) [ 1DTHEIDS o€l

B

S On Z (;)en@*(\an;ﬁ\) / |56\f(§)|e(n+m)w(§)en(5_1)w(£)d§
BLla
< CCu || f h2nt2m+2 Z (Z)env*(laﬁﬁl)ew*(%) /€n(61)w(,5)dé
BLa
<

CC” || f ||1,2n+2m+2 env*(%) Z @) /en(é_l)W(g)dg.

BLa

)

lel < elel finalmente conseguimos

Como Zﬁga (g) =

axn(P(x, D) f) < CCy || f [l12n+2me2 /ew(é)d@

para n bastante grande, lo que concluye la prueba. O

Teorema 1.2.5 El operador pseudodiferencial A asociado a la amplitud a(x,y,§) en SZ&W(Q)
admite una extension lineal y continua £, () — D, (Q).

DEMOSTRACION. Consideremos b(x,y, €) := a(y, z, —¢), que es una amplitud en la clase
S5 (Q), y denotemos por B : D, (Q) — E,($2) el opelzador pseudodiferencial asociado.

Entonces el operador traspuesto de B, B! : S(’w)(Q) — D(w)(Q), es lineal y continuo. Para
concluir sélo tenemos que probar que B! es la extensién de A buscada. Para ver esto,

ponemos (Bsf)(x) = [ [b(z,y,&)e!@ 5 f(y)¥(5€)dydE, siendo § > 0. Si comprobamos

que, dadas ¢, ¢ € D, (),
[ et = [aseo.

razonando como en 1.2.2(2) (con el teorema de la Convergencia Dominada) se tendrd que
Jo(Bo) = [(Ap)¢, lo que demuestra que B'|p ) = A.
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La comprobacién de la igualdad que completa la prueba es sencilla:
[e@ Bt = [o@)( [ ol -owe 7 v@dyde)da

— [ aly. 2.~ ©p()oty)e (3¢ dndy

— [ el ~Optn)ol)e e w(se) dydrdg

= [ ale.y. elw)ola)e (56 dyduds

= [o@)( [ ey O (G dyde)do

~ [(sp)@)o(a)da,
lo que concluye la demostracién. O
Corolario 1.2.6 Sea A : D(,(Q) — £.,)(Q) un operador pseudodiferencial con amplitud

a(z,y,§). Entonces A'lp ) : Dw)(Q) — Ew)(Q) es un operador pseudodiferencial con
amplitud a(y, x,—§).

En el caso de que el operador venga definido por un simbolo la extension se puede dar
explicitamente.

Teorema 1.2.7 La extension P(x, D) : () = Dy, () del operador pseudodiferencial
P(z, D) viene dada por

< Pla. D >= [ (€)( [ *pla,vw)ds) e
DEMOSTRACION. De la definicién de simbolo para p(z, ) existen C' > 0y m € N tales que
p(x,&)| < Ce™ ),
para cada x € supp vy y £ € RP. Lo que prueba que la integral
[ (] st 6)ae) v

es absolutamente convergente.
Por lo tanto

< Ple.D)p b > = / ( / (i, €)@ (€)dE ) ()
Fibi / () / (i, € ) dE
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para cada ¢, € D,)(2). Asi, sélo tenemos que probar que P(z, D) : €y () = Di,y ()
es un operador bien definido, lineal y continuo. Para hacer esto, sea F un conjunto acotado
en £, (1) y p € F. Por el teorema de Paley-Wiener-Schwartz 0.1.16 existen constantes
A >0y D >0 tales que ()| < De?® para cada £ € RP y € F.

Sea B un conjunto acotado en D(y(2) v ¥ € B. Fijada k := A + 1, se deduce de la
proposicién 1.1.5 que existe cierta constante C' > 0 tal que

|/“f€xf 2)da| < Ce™©),

siempre que £ € RP. En virtud de la nota 1.1.7, la estimacién obtenida es uniforme para
cada 1 € B. Entonces tenemos

7(6)( / ¢ p(a, )b(z)dz)| < CDe™® (4 € B),

de donde se sigue que P(x D)p @ Dy(2) — C estéd acotado sobre conjuntos acotados
y, consecuentemente, P(x, D)y € D' (). Més aun, las estimaciones obtenidas también
Q

prueban que P(z, D) : Ew()) — D, () transforma conjuntos acotados de &£, (€2) en

conjuntos débilmente acotados de D (Q), por lo que concluimos que P(x, D) es continuo.
O

La correspondencia entre amplitudes y operadores no es uno a uno, esto es, dos ampli-
tudes distintas pueden definir el mismo operador como se vera mas adelante (proposicién
1.3.2). La situacién es mucho mejor para simbolos.

m,w

Corolario 1.2.8 Sean p(z,§) y q(z,£) dos simbolos en S

operador pseudodiferencial. Entonces p(x,§) = q(x,§).

(RP) que definen el mismo

DEMOSTRACION. Ponemos r(x,§) := p(,§)—q(z, §). Pretendemos demostrar que r(z,{) =
0. Por hipétesis R(x, D) es el operador nulo y consecuentemente < R(x, D)Jd,, ¢ >= 0 para
cada y € R? y ¢ € Dy,)(RP). Se deduce ahora del teorema 1.2.7 que

/e_iyg(/eiwfr(x,f)?/)(x)dx)df = 0 para todo y € R”, 1) € D) (RP).

Fijada ¢ € D, (RP) tomamos I(£) := [ e“r(z,&)y(x)dz, que es una funcién continua
en Ly N Ly. Hemos probado que la transformada de Fourier I(y) de la funcién () se

anula en todo en punto y € R?, de donde se sigue que [ e™*r(z, &)y (x)dx = 0 para cada
Y € Dy (RP) y £ € RP. Asi, r(2,£) = 0 en todo punto. O

En algunos casos se puede recuperar el simbolo a partir del operador pseudodiferencial
que define. La proposicion 1.5.5 mejorara el corolario anterior y el resultado que damos a
continuacion.
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Proposicién 1.2.9 Sea p(,§) un simbolo en S5 (RP) y supongamos que P(z, D) admite
una extension lineal y continua A : E)(RP) — E,)(RP). Entonces

p€) = 1 emioE A (08 (1
ple€) = e A ).

DEMOSTRACION. Como A" : & (RP) — &, (RP), se deduce del corolario 1.2.6 que
Allp, @) : Diw)(R?) = Dy (R?)

es un operador pseudodiferencial con amplitud b(z,y,§) := p(y, —&). Entonces, para cada
¢ € D(,)(RP) obtenemos (como en el teorema 1.2.2(2)),

(Alg)(x) = / o / Py, —€)p(y)e¥Edy) .

Definimos 1(€) := [ p(y, —&)¢(y)e “*dy. Se tiene que I € Ly y ademas I(—z) = (Atp)(z)
lo cual implica, en particular, que I € D, (RP). Asi

< AV o> = /eimff(—x)dm
= @nPI(—€) = (20) / P, )p(x)e™dr, € Dyy(R?)
de donde

A(D9)(w) = (2m)"p(a, )¢, para cada .6 € R,

lo que concluye la prueba. O

En muchos de los resultados que obtendremos en adelante se necesitan condiciones mas
fuertes en la definicion de amplitud.

Definicién 1.2.10 Sea 2 un conjunto abierto en RP, 0 < 6§ < p < 1,d :=p—0 vy
supongamos que w(t) = o(t?) cuando t — oco. Una amplitud en AS]'*(2) es una funcion
a(x,y,&) en C(2 x Q x RP) tal que para cada conjunto compacto Q@ C 2 x Q existen

R>1, B>1 yuna sucesion Cp, >0, n € N con la propiedad

|47
n

| DS D) Da(x,y,€)| < C,BIIBlel=0me (R eme@) (1 4 [¢|)lectalo=idle (2.5)

para cadan € N, (z,y) € Q, log(%) > ﬁtp*(w')-

Una amplitud en AS;?&“’(Q) se dice de orden finito si satisface las desigualdades ante-
riores con (1 + [€))™ en lugar de €™,
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Nota 1.2.11 Se puede establecer un resultado analogo al lema 1.1.3 para esta nueva defini-
cion de amplitud. Es decir, podemos considerar la estimacion

Aletlg(p=0)ne ('7) (p—6)ne* (12

)

siendo A > 1 una constante que depende del compacto @, que es equivalente a e(?~9)m¢"( )

en la expresién (2.5). O sustituir (1 4 |&])l*+F710=18le por |¢[oletri=rlAl,

Proposicién 1.2.12 Sea w una funcién peso de manera que w(t) = o(t?), d := p — 4. Se

verifica:
ASTE(Q) C STHE(Q).

p,0 p,0

DEMOSTRACION. Por 1.1.3 bastard comprobar que para cada n € N existe una cons-
tante D,, > 0 que cumple

la|! < Dne(p—é)nw*(%)7 o€ NP,

Aplicando la férmula de Stirling, bastara comprobar la desigualdad

el V2Tl ootz

elal
Como (¢*)* = ¢,

clolloglal—(-8ng"(2) (o[ 12l tog(lal 777) —g"(12)]

< plo—mu(la]77)

Ademés, la condicién que se le exige a la funcién peso es equivalente a que w(t/(P=9) = o(t)
cuando t — oo. Asi, dado n € N existe A,, > 0 tal que

1
o0y < A4 —t,
“ ) + n+1"’

para cada t > 0. Como logt = o(w(t)), existe B > 0 tal que
log(27rt) < B+ (p—0)w(t P9,
para todo ¢ > 0. En particular

(p— 0wt /=) < (p—38)(n+ Dw(E/?D) — (p— §w(t/P=9) <
< Aun+1)(p— )+ B+t — 3 log(2r).

Por lo tanto, para cada n € N existe D,, > 0 tal que e?~ 5)”“’(|a|m) < Dn\/ezli‘l, para todo
|

multi-indice . Usando la proposicién 0.1.5 se obtiene la desigualdad buscada. U
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Proposicién 1.2.13 Sean w y o dos funciones peso tales que o = O(w). Si a(z,y,§)
es una amplitud de orden finito respecto de w, también es una amplitud de orden finito
respecto de o.

DEMOSTRACION. Supongamos sin pérdida de generalidad que o < w (basta sustituir
o por un peso equivalente). Por otra parte, por la nota 0.1.4(c) se tiene que ¢ < ¢*, de
donde, aprovechando la notacién de la definiciéon anterior 1.2.10,

(\ﬂ+’y\

\D;“D;D?a(x,y,gﬂ < C,BYIBlee=IneL S0 (1 4 g)™ (1 + |g])letrio-iBle
< C Blﬁlﬁle p—8)npy (1ol ZW')(l + ’ﬂ)mﬂaﬂlﬁlﬁlp_

g

Corolario 1.2.14 Sean w y o dos funciones peso tales que o0 = O(w), y a(x,y,&) la am-
plitud de orden finito respecto de w que define el operador pseudodiferencial A : D (2) —
Ew (). Entonces, A admite extension lineal y continua

D>|

) () = Ex(Q).

Proposicién 1.2.15 Sea a,(x,y,§) una amplitud en S;'5°(Q) (resp. en AS]3*(Q)), i =
1,2. Entonces la funcion ay(z,y,&)as(z,y,§) es una amplitud en Sm1+m2’ (Q) (resp. en

ASTIm(Q)).

DEMOSTRACION. Veremos sélo el caso a; € AS)%“(€2), i = 1,2. Todos los argumentos
usados en el otro caso aparecen en el caso analitico. Fljado un compacto @) C €2 x (), existen
una sucesiéon (C,,) y una constante R > 1 tales que

|D5D;D?ai(x, y, &) < CnBlﬁlﬂle(p—é)w*(@)emiw(ﬁ)(1 + |¢])let1o=1Ble

para cada n € N, (z,y) € Q, log(%) ‘lgp (U), i=1,2.

Bl
De la férmula de Leibniz:

’DaD'yDﬁ (ai(z,y, 5)612(1‘ y )] <
<333 OO G)IDEDy Dear(w,y,€)| - DI Dy DY as(w,y, €)| <

pla vy <3

< Gt N TN N () )61(5 — 6)! B4l

pla vy <3
(PO (1l plp—0)np* (la=ta=rl)

'(1 + |&])PI0I=0lutv] ' (1 + |€|)PlB-01-dla—ptr—rl’

De la convexidad de ¢* y de la propiedad

2.2 ()G =2

ula v<ry
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se deduce entonces que

| D2 DD (ai (. y, E)as(,9,)) | <
S Cnge(m1+m2)w(g)B|ﬁ|5!2|a+7+ﬁ|€(p—6)ngp*( ‘a:ﬂ)(l + |€|)|oc-&-7|(5—\5|07

para cadan € N, (z,y) € Q, log(%) > ﬁcp*(‘%) Lo que finaliza la prueba. O

1.3. Ejemplos

Examinamos varios ejemplos para demostrar que la clase de los operadores pseudodiferen-

ciales contiene suficientes elementos. En lo que sigue, supondremos que {2 es un abierto de
RP.

1.3.1. El caso C*

Supongamos que w(t) := log(l + t). Este es un caso limite que no estamos con-
siderando, ya que w no satisface la propiedad + en la definiciéon 0.1.2. Se cumple que
©*(t) = supgso{st — w(e®)} = sup,so{st — log(1l + e*)} = 400 para cada t > 1. Se cumple
ademds que &,)(Q) = C=(Q). En efecto, si f € C*(Q), fijados un compacto K C Q y
n € N queremos probar que existe cierta constante C,, > 0 que cumple

al

/@)] < Coexplng” (1),

para cada x € K y cada multi-indice «. Pero gp*(%) = 400 cuando || > n, con lo cual la
estimacion anterior es obvia.

El mismo argumento permite comprobar que a(z,y,{) es una amplitud en la clase
Sp37(€) cuando w(t) = log(1 + ) si, y sélo si, para cada compacto @@ C 2 x Q y cada

«, 3,7 € Nj existe una constante C' > 0 tal que
|D2DYDla(x,y,€)] < C(1 + [¢])ymtoleth=rldl,

siempre que (7,y) € Q y £ € RP. Luego S]°(Q2) es la clase de simbolos definida por Grigis
y Sjostrand [18].

1.3.2. El caso Gevrey

Tomamos ahora w(t) := t%, 0 < d < 1. Entonces &, (2) es una clase de Gevrey de
tipo Beurling (ver 0.1.17). En este caso ng*(%) = nsup,so{st —e*'} = Llog(5) — L (se
comprueba que la funcién g;(s) = st — e*¢ tiene un punto critico en s = élog(ﬁ), que
es maximo). Veamos que, de la férmula de Stirling, para cada n € N existen constantes

positivas A, y B, tales que

Ap(al)i(
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. «(lal L . , -
Observemos primero que e (%) = ((%)"’“'e_'“‘)d, y ademéds de la féormula de Stirling
laflelelel ~ Ja|!y/27]al, por lo que para cada n € N existen constantes positivas A, y B,
de manera que

lo|

1 1l no* laf 1 1l
An(laf'v/2rlaf)e (—) T < e () < Bu(|altv/2ral)i (—) 7.

IA
N
s
B}
[\
=
Z‘
hry®
—~
&| =
SN—"
8|

An(a!)% (%) @

IA
o
3
S
*
3

AN
Sy
s

2 =
)
al
Z‘
\;_TH
—~

= &|’_‘
SN—
&‘E

n
1 1, 1 lel
< B N (plel 2 a(—) 4
< Bu(a)i (e y/2alal)t (=)
1 2p lal
< On !7 - da
( )d(nd)

como queriamos.

Entonces, a(z,y,&) es una amplitud en AST”(Q2) si, y sélo si, para cada conjunto
compacto K C () existen R > 1, B > 1 tales que para cada A > 0 encontramos una
constante C' > 0 cumpliendo

DD} D{a(r,y,€) < CBY 3l al)s (3) NP1+ [¢]) ™ explle]]

para cada (z,y) € K y |¢| > R|3]a\.
Esto se puede comparar con la definicién de amplitud en las clases de Gevrey (de tipo
Roumieu) que se encuentra por ejemplo en Rodino [38, p. 117, 130].

1.3.3. Operadores diferenciales de orden finito

Los operadores diferenciales lineales en derivadas parciales con coeficientes en &,)(£2)
son ejemplos de operadores pseudodiferenciales definidos por simbolos de orden finito.
Consideremos el operador diferencial con coeficientes variables en &, (€2),

P(z,D) = > a,(z)D".
lyl<m
Veamos que la funcién p(z,€) = @ > hy<m @ (7)E7 es un sfmbolo en AS*(Q2) (de or-

den finito) para este operador. Observemos primero que la derivada DgD? (a,(x)&7) =
Da(av(:v))wZ—!ﬁ)!f”’_ﬁ siempre que 3 < 7, y se anula en otro caso. Ademas, fijados un com-

pacto K C Q y n € N existe una constante C,, > 0 tal que |D%(a,(z))| < Crpeme (5D para
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cada |[y| <my z € K, por lo que, para cada £ € R?,

|De D¢ (a,(2)€M)] < IDEZ%(SU)I#UH&I)”B'

D)8+ Je)hi1 (3.6)

Ce™?"
n (L2 -
< Gue™ ()81 + [l

IN

siempre que 5 < vy |y| < m. De propiedades de multi-indices (lema 0.1.1) se cumple que
(;) < 2h < 2™ de donde

DD )] < e S () (37)
[v]<m
< égpﬁ!ew“wm(l el (S 1),
IyI<m

luego p(z, £) es un simbolo, puesto que el ltimo factor de la expresién anterior s6lo depende
de m. Ademas,

Pz, D)p = / pla, €)EEG(€)de,

para cada ¢ € D, (Q2).

1.3.4. Operadores regularizantes.

Los resultados siguientes caracterizan los operadores regularizantes como aquellos cuyo
nicleo es una funcion ultradiferenciable y muestran que son ejemplos de operadores pseu-
dodiferenciales.

Proposicién 1.3.1 Supongamos que b(z,y,§) € Eu)(2 x Q x RP) y existe B > 0 tal que
b(z,y,&) =0 si |{| > B. Entonces b(z,y,&) es una amplitud en AS%S’(Q).

En particular, si (&) es una funcion test (en D, (RP)) que sélo depende de la tercera
variable, entonces ¢ € ASS:;J(Q), para cada 0 <6 < p < 1.

DEMOSTRACION. Dado n € N, supongamos que log [¢] > l—gﬁp*(‘%)

Al ser lim; .o %(t) = 400, existe L,, € N tal que si |3| > L, entonces |[£| > By, en ese
caso, D?b(m,y,é’) = 0.

Fijados un compacto @ de Q x Q, o,y € Ny § € Nj con |5| < L,,, como b(z,y,&) €
Ew (2 x Q x RP), existe C,, > 0 tal que

DEDIDLb(w,y, )| < Cpeme (Wm0



40 Operadores pseudodiferenciales

n

E ). Podemos suponer que |¢| < B (en caso

siempre que (z,y) € Q y log(%) Z B¥ (

contrario b(x,y,£) = 0), y asi

dm)<wﬂbﬂr+M)<mg1+Bwﬂ

y (1+[E)P < (1 + Bt

con lo cual, si llamamos D,, := C,(1 + B)»

la+7|

D2 DY DEb(x,y,€)| < Doe™ FI(1+ BYAI(1 + J¢)~19,

para todo (z,y) € Qy log(lﬂ) |5|90 (lﬁl)
Si b(z,y,£) = ¢(§) es una funcién test (en D, (RP)) basta tener en cuenta que

(1+1EN < (1 +fgl) v,

para cada 0 < p < 1. U

Proposicién 1.3.2 Sea K(z,y) € £u,)(Q x Q), x € D)(RP) tal que [ x = 1. Entonces
se cumple:

1. La funcién a(z,y,€) == K(z,y)e @Y (€) es una amplitud en AS?”S)(Q).

2. El operador pseudodifer@ncz’al asociado a la amplitud a(x,y,§) es A : D,y (Q) —
Ew(Q), (Ap)(z) = [ K(z,y)p(y)dy.

DEMOSTRACION. (1) Es consecuencia inmediata de la proposicién 1.3.1.
(2) Ya sabemos que (véase el teorema 1.2.2)

(Ap)(z) = / ( / (2, )€V p(y)dy) d

_ / ( / K (2,9)¢(y)dy) x(€)d¢

g

El siguiente resultado clarifica el papel que juegan los los operadores integrales definidos
por ntcleos en &,)(2 x Q). Aunque la demostracién es estandar, hemos decidido incluirla
para que la memoria sea lo méas completa posible.

Proposicién 1.3.3 Sea T : D(,)(2) — Ew)(2) un operador lineal y continuo. Son equi-
valentes:

1. T admite una extension lineal y continua T - El) () = Ew) (Q).
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2. Eziste K(x,y) € £u)(Q x Q) tal que

(To)(z) = /K(w,y)w(y)dy, ¢ € D) ().

DEMOSTRACION. (1) = (2): Definimos K(z,y) := f(éy)(x) Vamos a comprobar que
K € (2 x ). En primer lugar observamos que si 1 <i < p, yo € €, se tiene

0,8, = £0,(Q) — lim e~ O

t—0 t

en la topologia débil. En efecto, si f € &£,)(£2) entonces < f, w >= w,
que converge cuando t — 0 a 0, f(yo) =< f, —0,,0,, > . Por ser T' débilmente continua, se

sigue que, para cada p € S’W)(Q),

e; 5 — -~
< M?T(W) >t—0>< M?T(_ayiéyo) >

y en particular, dado zy € {2 tomamos p = d,, y queda

K(zo,yo + te;) — K(xo,Y0) t—0 ~
/ - T<_ayi5f’40)(x0>'

Por induccién, dado o € Nf se tiene
Oy K (20, y0) = T((=1)!"1053,,) (o).

Ademés T((—l)‘a|8;5yo)(-) € £w)(Q) y por lo tanto existe 799K (x,y) (y es continua en
Q x Q), lo que prueba que K(z,y) es de clase C™.
Dados k£ € N y un compacto D C (2, el conjunto

la|

{(—1)‘a|a;5yoe—k@*<7> ca € Nb y, € D}

es acotado en c“)(’lw)(Q), va que si f € &) (Q) entonces | < f, (_1)\a|a;5y0€,k@*(%) > =
| £ (yo)]e *¢ (%) En consecuencia

{T((=1)1025,,)e ™" (F) : @ € NE,y, € D}

es acotado en &£,(€2), de donde se sigue que para cada compacto K C €,

sup  sup 0705 K (z,y)|e ™ () <
(z,y)EKXD o,B

< sup suplaIT(—1)lags, ) (x) ek ek
(z,y)EKXD o,B
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y K € 5(@(9 X Q)
Por tltimo, fijado ¢ € D(,(£2), veamos que

(To)(z) = /K(:c,y)w(y)dy-

Para ello, definimos p := [ ¢(y)d,dy € 5(’@(9). Si f € £u)(R2) entonces < pu, f >=

[ ¢(y)f(y)dy, lo que prueba que p = . Por ser T lineal y continuo queda

T(p) =T( / ©(y)dydy) = / o(y)T'(5,)dy,

que es una integral vectorial en &, (€2). Luego

T(p)z) = <4, / o) T(8,)dy >
- / o()T(8,)(x)dy
= /w(y)K(fmy)dy'

(2) = (1): Como T es un operador pseudodiferencial, admite extensién lineal y continua
T &) — D, (Q). Cada p € & (1) es limite de una sucesion {un} C Di)(€2).
Comprobaremos que {7 (u,)} es de Cauchy en & (), de donde Ty e & (€2). Entonces,

por el teorema de la gréafica cerrada, T : () () = &) (Q) es continuo.
Dado un compacto @ C Q2 y k € N, el conjunto

lo" —kepr(lal
B:={0°K(x,)e ™ (%) . 2€Q, aeN}

es acotado en & (€2). En efecto, de la convexidad de la funcién ¢*, se tiene 2/{:@*(%) <
k;go*(‘%') + k:go*(%), siendo «, 3 dos multi-indices. De donde, fijado un compacto D C €,

sup  sup ‘858§K(x,y)‘ e ke (Eh—ke () <
(z.y)€QXD a,

x(la |
< sup sup|POK (x,y)| e P ED < foc,
(£.)€@XD 0,5

pues K € £,)(2 x Q).
Por ser {u,} una sucesién de Cauchy en &, (), dados € > 0, @ compacto en Q y
k € N, existe ng € N tal que, si n, ¢ > ng, entonces u,, — u, € eBB° y, en consecuencia,

lo|

| < Uy — ug, 05 K (2, ) >| e (R < e



1.3 Ejemplos 43

De donde
sup sup |(Tu, — Tug)® (x)\e’k‘p*(%) <
z€Q aeNh
< sup sup | [ (u — u)(y)I2 K (@, y)dyle ™ (5 < e
z€Q aeNp
lo que concluye la prueba. U

Los operadores T' : D(,)(Q2) — Ew)(2) que admiten una extensién lineal y continua
T: &) = Eu)(Q) se llaman (w)-regularizantes. Hemos visto que son exactamente los
operadores integrales definidos por ntcleos en £ (€2 x 2).

1.3.5. Operadores ultradiferenciales.

En [27, p. 42] Komatsu considera una clase operadores diferenciales de orden infinito.
Vamos a ver que dichos operadores son también operadores pseudodiferenciales.

Definicién 1.3.4 Un operador ultradiferencial de clase (w) en el sentido de Komatsu es
un operador G(x, D) = ZaeNg ao(z)D® tal que an € () y que satisface la siguiente
condicion: existe m € N tal que para cada conjunto compacto K C ) y cada n € N existe
una constante C,, > 0 con

sup | D ()] < Cpe® (R)eme ()
zeK

para cada o, § € Nb.

Ejemplos de operadores ultradiferenciales en el sentido de Komatsu son los operadores
en derivadas parciales con coeficientes en la clase & (£2), asi como los operadores ultradife-
renciales con coeficientes constantes (véase la seccién 0.2). En este caso G(z) := ZaeNg Aoz
es una funcién entera que satisface log |G(2)| = O(w(2)).

Vamos a ver que la funcién p(x,§) = ﬁ ZaeNg ao ()€™ es un simbolo en ASi’S’(Q),
para cierta constante £ € N. Tomando un compacto K C Q y x € K, se tiene

@r)lp(e, )l < ) laa(z)€”]

= O Ze*mw*(ﬁ)mk( Z 1).

k=0 |o|=F
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Ahora, si @ € Nj se cumple p* = D o=k o & (lema 0.1.1), de donde D=k L < pF vy, en
consecuencia,

(2m)"|p(z, §)] < Clze ) (p(1 + J€))*.

Una aplicacién del lema 0.1.6 proporciona (2p)(1 4 |€])ke <@ +20lE) < ¢me™ () con lo
que
—+00 1
(2m)|p(, €)] < CremeCrdh 3
k=0
lo que prueba que la serie que define p(z, ) converge uniformemente en los compactos.
Supongamos que |a| = k, del lema 0.1.6 se sigue ahora que (4p)* (14 |€])Fe-mwUr+iplth) <

™" () luego, si f < a tenemos

|DID{ (an(x)6%)] < |D’Yaa( ) a2k (1 + [l
< G ' )@(H‘g,)w 18] o —mee™ (121
< mgc ene" (Bhglal(1 4 |g])lele=me™ (5D
< wwe 2L+ [g e
< o \§|)|3|B V')(%p)kemw(ﬁlpﬂp&l).

Se deduce entonces que p(z,§) € C™(2 x RP). Observemos ahora que #{« : |a| = k} =
Z‘M:k 1 < p*. Razonando como antes,

2| DIDp(x, &) < Y |DID{(aq(x)E”)]

a>p3
1 al
< B0, e ZQ\@I (1+ [¢lleme (2l
- 18l "
(+ 1D 2
1 by w2 k
< e B S 2 e
- (1 18] "
T+ 1D P
—+o00
ne* (12 1 - mw
< C,plem )( Z(§>k)(1 + |¢]) I8l gmedptaplel)
k=g

de donde se sigue que p(z,&) es un simbolo. Ademas, si ¢ € Dy,)(£2),

Gla. D)o = 3 an(0)De(e) = o 3 o) [ eiergierae

€Ny a€eNp
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Y la serie

+oo
S Jaa(2)] / O] 1eldE < Y pre e ) / GO - (1 + [€)*de
k=0

D
a€Ny

“+o0o
1 o) mw
€Y () [ 10©lem e < oo,
k=0
Entonces, del Teorema de la Convergencia Dominada,

G, D)p = / ¢Ep(a, €)p(€)dE = P(z, D).

Si los coeficientes del operador ultradiferencial son constantes podemos dar un resultado
mejor.

Proposicién 1.3.5 Sea G(z) una funcién entera tal que log|G(z)] = O(w(z)) cuando
2| — oo. La funcién G restringida a R? es un simbolo en AS]*(Q) para algiin m € Ny
todo 0 <d<p< 1.

DEMOSTRACION. En efecto, de las desigualdades de Cauchy en el polidisco P(&, ), siendo
7 el poliradio r = (1+[£], 2., 1+ |¢]), para cada multi-indice 3 y cierta constante ¢ se tiene

SUp|,_¢j<1+1e |G(2)] olw(1+2(¢)) ol (1+2(€])

ﬁ Cacucl
DG < A5 e — < AT < A

pues si [z — & < 1+ [€], se tiene en particular |z| < 14 2|¢|. De la propiedad («) de la
funcién peso w, fw(1 + 2[¢|) < mw(&) para cierta constante m € Ny todo £ € RP. O

1.3.6. Multiplicaciéon por una funcién
Si f € &) () entonces la funcion p(x, §) = (2m) 7 f(z) € AS%B"(Q). Luego el operador

@ — fy es un operador pseudodiferencial:

f(@)
(2

Pz, D)p = / £ £ (2) B(E)de = / HEB(E)dE = f(o)pla).

1
(2m)

1.3.7. Convolucion con una funcion test

Sea ¢ € D, (RP). El operador f +— ¢ * f es pseudodiferencial, definido por una
amplitud en AS%S) (RP) porque es un operador integral con nicleo K(z,y) = o(z — y).
Vamos a comprobar que, ademés, (27) Pp(§) es un simbolo en la clase S?;g’ (RP) para dicho
operador.
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En efecto, de las propiedades de la transformada de Fourier se tiene que la derivada
parcial ¢ (&) = (—i)lfl(zPp)"(€), siendo B € Ni. Entonces, integrando por partes se
obtiene,

0 " [ (il s

tes —1)# i
P ((_Z,lg)) B /R e (pla) (in)) Vo

Sea ahora A > 1 de modo que supp p C [—A, A]P =: D. Existe una sucesién {C,} tal que

sup [0 (1)] < Ce™ (2 [4]
teRp

para cada multi-indice . Por lo tanto

|A(I@ ( )| S |€|‘5| Z% lsuptED |tﬁ a@(ﬂ a)(t)l
p Ct

a<lp

Aplicamos ahora la proposicién 0.1.5(4) para obtener una constante D,, > 0, n € N tal

que A71%la|! < |a|! < D, (%D, Por otra parte, ha de ser |£| > 1 (podemos asumir que
By 2 &

log [£] > e (lm)). De donde, teniendo en cuenta que ) 4 () < (Zagﬁ (a)) = 4181,

. (24 2 o G (12!
D) < |§||5‘ Alﬁ\z o e ()
a<p
: e

Una aplicacién del lema 1.1.3 permite concluir que @(§) es un simbolo.
El operador pseudodiferencial asociado al simbolo p(x,&) := (QW)pgo(ﬁ ) es

P@D)f = o [ @@ e -

= (px f)x) = / ple = )W)y

1.3.8. Convolucion con una ultradistribucién con soporte singu-
lar el {0}

Sea f € D(,)(R) una funcién test con suppf = [-1,1] y f(0) # 0. Ponemos ¢ :=
JX[0,400[ que es una ultradistribucién con soporte compacto y sing,)suppy = {0}. Entonces
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&(€) es un simbolo y el operador pseudodiferencial asociado es el operador ¢ — 27(p * 1))
(véase el comentario posterior al teorema 1.5.7).
Vamos a ver primero que para cada N € N se tiene

N
~ f(k ( ) 1 —zt
o(&) = ; (i + 25 e / FvE £dt. (3.8)

Haremos la demostracién por induccion sobre N. La igualdad se cumple para N = 1,
pues

26 = / F(t)e

- _Ef 5/ fne
) %M 5{—(z£ g [ 7
- Bt / Jine

i€

Ahora, suponiendo la expresion (3.8) cierta para N y observando que

1
/ FOED ()t — 1 FOED (1) —z&t / FOVER) () et gy
0 i€ Zf
f(N+1)
— - 5/ f N+2 —zftdt
13
se concluye que

P(&) = /0 1 FNHD ()it gy,

(if)kJrl + (Z'é*)NJrQ

con lo que (3.8) se cumple para cualquier valor de N.
Derivando N veces la expresién (3.8)

= e e 5
k=0

R N + k)! 1 /! ‘
+ WZG@V)( ]j]_! )(—1)k§k+1/0 (—it)NF N (1) e~ gt

k=0

k=0
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Para cada n € N escribimos Cp = |f|n, v supongamos que log €] > 2*(X). Se cumple
que |€]F > %9 0D ysi k < N, como L (M) > npr (k)

(k) e ()
@ S e S

con lo cual, teniendo en cuenta que (kJ;N) < (2]]:) < 22V = 4N para todo k < N, y que,

de la proposicién 0.1.5(4), existe D, > 0 tal que j! < D,e" (%) para cada j € N (y en
particular para j = N), obtenemos

f““ N, N4k 1 _ Ca"N! CpDpdN e ()
|Z ( k )é“_N|— [N+ = €[N+

Por otro lado, SupteR]f(N“)( )| < Ce™” . Ademsds, dado k < N, "% ¢ () >
n(k+1) *( ) n N N
e > e (%), Usando que (k ) < 2% y que

N k N 2N

N+ 2N 2N 9N

Z Sz(k)SZ(k):2 )

k=0 k=0 k=0
obtenemos

N 1
>R 1)’“5% / (=it YR (1)) <

k=0

l N+k !
> ()

n (N+1)
Nk |£‘k+1c ne"?

k=0
< CpD,e™ (N Z ("

ene” (%)

en(lﬁl) 90*(%)

< CnDnSNe”“’*(%).
Concluimos que
M) < AuBN|g|Ner )

para ciertas constantes 4, > 0, B > 0y para cada log|¢| > %¢*(&). Esto demuestra que

(&) es un simbolo en la clase Sf;g (R), puesto que para cada n € N existe una constante
positiva B, tal que (proposicién 0.1.5(1))

y asi,

siempre que log [£] > F¢*(
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1.3.9. Un operador pseudodiferencial que es una inversa a la
derecha

Mostramos a continuacién que la clase de operadores que estamos considerando con-
tiene, no sélo los operadores ultradiferenciales, sino también parametrix bajo ciertas res-
tricciones. Pone de manifiesto la necesidad de trabajar con simbolos de tipo (p, d).

Sea 2 un abierto de RP. Recordemos que una funcién f € C*°(Q2) es real analitica en
el abierto Q, y se denota f € A(Q), cuando pertenece a la clase de Gevrey I'¥(Q), con
d=1

Definicién 1.3.6 Una ultradistribucion p € E,(RP) se dice x-eliptica si cada solucion
v € D.(RP) de la ecuacion pxv = g es una funcion real analitica cuando g es una funcion
real analitica, siendo * = (w) ¢ {w}.

El operador ultradiferencial G(D) de clase x es *-eliptico, cuando la ultradistribucién
T asociada es x-eliptica.

Definicién 1.3.7 Una ultradistribucion p € EL(RP) se dice *-hipoeliptica si cada solucion
v € D.(RP) de la ecuacion uxv = g es una funcion en E,(RP) cuando g es una funcion en

E.(RP), siendo x = (w) ¢ {w}.

El operador ultradiferencial G(D) de clase * es x-hipoeliptico, cuando la ultradistribu-
cion Ty asociada es x-hipoeliptica.

Enunciamos a continuacion la siguiente modificacién debida a Chou, del teorema del
Moédulo-Minimo.

Teorema 1.3.8 [12, I1.2.1] Sea g una funcidn holomorfa en el disco |z| < 3eR y supon-
gamos que g no se anula |z| < 32—r Entonces para todo |zg| = R se tiene que

|9(2’0>’3(H+1)
(supici<sen [9(ON)™ (supi<a l9(0)])*

9(0)] >

para R, v yn cumpliendo 16nR < r y H = 2 + log (3_;)

Proposicién 1.3.9 Sea w una funcion peso, w(t) = o(t?), d < 1, y sea G(D) un operador
ultradiferencial de clase (w) con coeficientes constantes tal que G(§) no se anula en RP.
Supongamos que se satisface una de las condiciones siguientes:

1. G(D) es eliptico,
0

2. G(D) : E)(RP) — E)(RP) es suprayectivo y {t*}-hipoeliptico,

entonces, existe un operador pseudodiferencial P : D) (RP) — &,)(RP) tal que G(D) o P
es la identidad sobre D,y (RP).
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DEMOSTRACION. Supongamos primero que se cumple (2): Sabemos de [5, 2.6, 3.3] que
existen constantes A > 0 y C' > 0 tales que la funcién entera G no se anula en la regién
{2 € CP: |Imz| < C|Rez|?} vy

—_

IG(&)] > —e4® ¢ R

N

Podemos suponer que la constante C' < 1. Sea z € CP, z = x + iy, de manera que
2| = |Rez| > 1y |Imz| < $|Rez|?. Ponemos g()) := G(z +i(1 — A)y), A € C. Claramente
g € H(C). Veamos que si [A| < 3,

Tm(z +i(1 — N)y)| < CRe(z + i(1 — A\)y)|*, (3.9)

lo que probard que g no se anula en |\| < %
Para ello escribimos A = A\; + i\,. Entonces

z4+i(1— Ny =2+ My +i(1— \)y,

y la desigualdad (3.9) se transforma en

(1= A)y| < Cla+ Ayl (3.10)
Observemos primero que [Asy| < 1|yl < Clz|? < £z < i|z], pues |z| = [Rez| > 1y
C' < 1. De donde se deduce,
Ol + dagl > CJal  hayl)" = C(le] — Sel)* > )l > gt (3a)
Por otro lado,
0= 2wl < ool < jap (3.12)

De las desigualdades (3.11) y (3.12) se obtiene la desigualdad buscada (3.10).
Aplicando el teorema del médulo minimo de Chou 1.3.8 como en [5, 2.6, 2.8] a g para
T:%, R=1,0<n< ﬁszQ—l—log(S—f}) obtenemos
|g(1) [P+
(SUP|A|§1/2 |9(/\)|)2(SUP|A\§36 lg(N)[3H)

19(0)| = (*)

Ahora, ¢(0) = G(2), g(1) = G(z), asi que

9] = |G(x)| > ).
Ademés [g(\)| = |G(x + i(1 — N)y)| < BePeUHI=AWD por ser G(D) un operador ultra-
diferencial de clase (w). Y como 0 < d < 1, existe una constante D > 0 de modo que
ly| < $lz|* < Clz| + D para cada z € RP. Luego podemos hallar una nueva constante
K > 0 tal que w(|z|+ |1 = A||y|) < K+ Kw(|z|) siempre que |A] < 3e (y en particular para
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cada [A| < 1). Por lo tanto [g(\)] < BeBXTBE() Entonces, deducimos de la desigualdad

(*) que
e—A(3H+3)w(|z\)

| = B3H+20(3H+2)K B+(3H+2)K Bw(|z]) *

|G(2)

Concluimos pues que existe A > 0 de modo que

1G(2)] > ~eAwRes))

A

Ahora consideramos la funcién

y fijamos £ € R, |¢] > R, siendo R > 0 una constante que determinaremos a continuacion.
Aplicamos las desigualdades de Cauchy en el polidisco P(¢,7) donde r = (£[¢|4, 2., §|¢|9),

y queda
@1 < B sup g2l
47 8 < gige

Se tiene que |Imz| < [z — €| < §[¢]%. Tomamos R > 0, de modo que si [¢| > R, se tenga
£1¢)4 < 1|¢|. Entonces, [Rez — €] < [z — &| < 1¢], o que implica que

1 1
[Rez| = §|§| > Z|Rez|.

Con lo cual, [Imz| < £[¢]? < %C’|Rez|d < £|Rez|? y, en particular, si se toma R > 2'/4,
1 <~ A ~ A R .
i 1 - . - v - — )
[Rez| > 5i7/¢| > 1. Entonces q(z) < AedRez) < AeACiD) < AeB(ED | para cierta

constante B > 0. Por lo que finalmente, para cada || > R se tiene

C A 3
()] < 5!(1)7WIW€BW(|§D,

lo que demuestra que ¢(§) es un simbolo en AS};*(RP) para algin m € N.
El operador pseudodiferencial P := P(z, D) definido por el simbolo

p(@,6) = (2m)PG(=€) ™

es el operador de convolucién definido por una solucién fundamental de G(D). Para ver
esto, consideremos el funcional E € D (R?) definido por

1 [2)
E() = o [ o
=Gy | @@
para cada ¢ € D(,)(RP). Veamos que G(D)E = d: si ¢ € D(,)(RP), usando la notacién
G(&) = G(—¢) se tiene (véase la definicién 0.2.2)

<GD)E,p> = <EG-D)p> = <ETs*xp>

L [Torpl®, L [
(27T)p/ G(§) e = (gﬂ)p/@(f)df = p(0) =<6,p>.
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Ademas, fijado z € RP, y usando la notacién T,o(y) = ¢(y — x) y que @(5) =
e B(E) = ¢~SB(~€) para. i € Doy (R?), obtencmos

(Exp)(z) = <E,plz—)> = <ET¢>

1 (T8 . 1 [e™E(—E)
@) o) ® T @yl cw ©
L e,
T @) Gt T TP

Por lo tanto, se satisface que G(D) o Py = ¢, para cada ¢ € D, (RP), pues

G(D)(Pp) =G(D)(Exp) =GD)E*p=0dxp=p.

Si se cumple (1), podemos proceder como antes teniendo en cuenta que ahora, de [5,
2.1] y [13, Tmas 3,4], existe una constante A > 0 tal que G(z) # 0 cuando |Imz| < A|Rez]
(es decir, d = 1) y ademads

IG(€)] > Ae™3%®) | ¢ e RP.

En este caso el simbolo ¢(§) € AS}§"(R?). O

1.4. Operadores con soporte propio

Consideremos un subconjunto cerrado C' C €2 x €2 y un subconjunto compacto K C §2.
Sean 7; : C'— Q, i = 1,2, las proyecciones. Definimos los conjuntos

C(K):={r€Q| existe y€ K : (v,y) € C} = m(m, ' (K)),

CHK):={yeQ| existe v € K : (z,y) € C} = m(m (K)).

Ambos son conjuntos cerrados en . En efecto, sea (z,,) una sucesiéon en C'(K') convergente
a un punto zo de §2. Veamos que zy € C(K). Por definicién de C'(K), para cada n € N
existe y, € K tal que (z,,y,) € C. Por ser K un conjunto compacto, la sucesién (y,,) posee
una subsucesion (y,, ) convergente a un punto yy € K. Pero entonces, la sucesion (z,, , yn, )
de C converge a (xg, o) en Q2 x Q. Al ser C cerrado, el punto (xg, o) € C, lo que implica
que xy € C(K), pues, como ya sabemos, yo € K. Andlogamente se comprueba que C~!(K)
es cerrado.

Definicién 1.4.1 Decimos que un subconjunto cerrado C' C 2 x 2 es propio si las proyec-
ciones m; : C'— Q, i = 1,2, cumplen que la imagen inversa de cada subconjunto compacto
es compacto, es decir, si para cada conjunto compacto K C 2, los conjuntos C(K) y
C~YK), definidos anteriormente, son compactos en ).
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Nota 1.4.2 Si D C €2 x Q es propio y A es un subconjunto cerrado de D, entonces A es
propio. Basta observar que si L es un subconjunto compacto de €2,

(mila) N (L) = AN (mi|p) M (L), i=1,2.

El teorema de los niicleos, que enunciamos a continuacion, es valido también para clases
no casianaliticas (véase [9, 8.1]):

Teorema 1.4.3 Sean 1 y 2y abiertos en RP. Se tiene el isomorfismo canonico
DL x Do)y = D,()s®-DL(Qa)s = Lu(Da(2s); Di(1)),
siendo * = (w) ¢ {w}.
En particular, si Q = ; = €y, a cada operador 1" : D,(£2) — Dzw)(ﬂ) le corresponde
una ultradistribucién nicleo K € DEM)(Q x ), de manera que si u,v € Dy,)(£2),
<Tu,v >=< Kp,v®@u >,

siendo (v ® u)(z,y) := v(z)u(y) una funcién en Dy, (2 x Q).

Definicion 1.4.4 Un operador lineal y continuo T : D, (€2) — D, (1) se dice que tiene
soporte propio si el soporte de la ultradistribucion nicleo de T' es un subconjunto propio de
Q x Q.

Lema 1.4.5 Si el operador T : D, (Q) — Dgw)(Q) tiene soporte propio, entonces también
T : Dy (Q) — DEW)(Q) tiene soporte propio.

DEMOSTRACION. Observemos que si u,v € Dy,)(),
< Kr,v@u>=<Tu,v >=<v,T'u >=< Kpi,u @v > .
Entonces,
supp Kt = {(y,z) € Q@ x Q| (x,y) € supp Kr},

pues K7 se anula en un entorno de (xo, y9) € 2 x 2 si, y sélo si, K7+ se anula en un entorno

de (yo, o). N N
Sean C' := supp K7y C := supp Kr+. Veamos que C' es un subconjunto propio de §2 x §2.
Fijado un compacto K C €2, de las observaciones anteriores, se tiene

C(K)=CH(K) y C7'(K)=0(K),
que son conjuntos compactos, por ser C' = supp K1 un conjunto propio. U

Proposicién 1.4.6 Sea T': Dy, () — D,(Q2) un operador lineal y continuo con soporte
propio. Sea C' = supp Kr, entonces
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i) supp(T'w) C C(suppu), para cada u € D) (Q). En particular T(D(.,(€2)) C &, ().
i) T admite una extension lineal y continua T - Ew) (@) = D, (Q).

DEMOSTRACION. 1) Si xy ¢ C(suppu), entonces ({xo} X suppu) NC' = . Luego existe
un entorno V' de g en 2 tal que (V' X suppu) N C = () y, en consecuencia, para cada
Ve D(W)(V)a

<Tu,v>=< Kpr,v®@u>=0

pues supp(v ® u) C V' x suppu, asi que T'u se anula en un entorno de z,. Por lo tanto,
zo ¢ supp T'u, luego T'(D((€2)) C &, (). Del teorema de la grafica cerrada deducimos
que T': D) (Q2) — &, (€2) es lineal y continuo.

ii) Consideremos el operador traspuesto de T. Del apartado anterior se deduce que
T : Ew)(Q2) — Dy, (£2) es lineal y continuo. Por el lema 1.4.5 el operador T* también tiene
soporte propio, por lo tanto, segin hemos demostrado, T" : Dy, (Q2) — 5(’0))(9) es lineal y
continuo. Entonces

(T")" : € () = Diyyy ()

es la extension buscada. O

Como consecuencia del siguiente teorema podremos componer operadores pseudodife-
renciales siempre que al menos uno de ellos tenga soporte propio.

Teorema 1.4.7 Sea T : D,)(2) — E(Q2) un operador lineal y continuo que tiene soporte

propio y que admite extension lineal y continua T ) (Q2) = D, (). Entonces T es un
operador bien definido, lineal y continuo, entre los siguientes espacios

Dy () = Dy (&), iy () = €(,»H(Q)
Ew)(Q) = Ew)(©), Diy () = D,y (D)

DEMOSTRACION. Como T tiene soporte propio y T(D,)(Q2)) C Ewy(2), se sigue de la
proposicion anterior que T'(D.(£2)) C Dy (€2).

Fijamos ahora u € &, (€2). Existe una sucesion {u;} C D,)(€2) que converge a u en
5(’@({2). En particular, existe un conjunto compacto L C §2 tal que suppu; C L para cada
j € N. Si C denota el soporte de Kr (la distribucién nicleo de T'), por la proposicién
anterior

supp(Tu;) C C(suppu;) C C(L) =: Q,

que es un compacto de Q. Al ser T(u) el Dzw)(Q)—limite de {T'u;}, resulta que supp TuC Q

y, por lo tanto, T': D,)(2) — D, (), T: (1) — &,(€). Por el teorema de la gréfica
cerrada son continuos. B

La restriccion a D, (Q) de T* coincide con T*, con lo cual, T* : D) () — E)().
Puesto que también T" tiene soporte propio, concluimos que 7% es un operador lineal y



1.4 Operadores con soporte propio 55

continuo T : D) () — Diy() y también T : £,(2) — &,(€2); de donde, tomando
traspuestos obtenemos que los operadores 1" : D, (€2) — D, () v T": Ew) () — Ew) ()

estan bien definidos, y son lineales y continuos. ]

También se da el reciproco:

Teorema 1.4.8 SiT : D(,)(Q2) — D,)() es un operador lineal y continuo, con extension
lineal y continua T : Dy, () — D, (), entonces T tiene soporte propio.

DEMOSTRACION. Sea K7 la distribucién nicleo de Ty C' := supp K¢. Dado un com-
pacto K C (), sea W un abierto relativamente compacto que contiene a K y cuya clausura
esta contenida en €2. Por el teorema de factorizacién de Grothendieck existe un subconjunto
compacto @ C 2 tal que T(D(.)(W)) C D,)(Q). Veamos que C(K) C @, lo que implica
que C(K) es compacto.

Sea V :=Q\ Q y sean u € Dy(W) y v € D,y (V), entonces

< Kr,v@u>=<Tu,v >=0.

Como D) (V) @ Dy (W) es denso en D,y (V x W), Kp se anula en V x W, luego C'N
(V x W) = 0. Lo que implica que C(K) NV =0, pues si z € C(K) NV existe y € K tal
que (x,y) € C, de donde (z,y) € (V x W)NC #0.

Por otra parte, T* : D(y(2) — D(y(2). Si L C Q es un conjunto compacto y W es
un entorno abierto relativamente compacto de L con clausura contenida en §), como antes
existe ) compacto en Q tal que T%(D,,)(W)) C D.,)(Q). Por lo tanto, si C' := supp Ky

resulta que 5(L) C Q, pero C(L) = C7(L), lo que termina la prueba. O

Podemos concluir pues que

Corolario 1.4.9 Sea T un operador pseudodiferencial. T tiene soporte propio si, y solo
st, es un operador lineal y continuo entre los espacios

Dw)()) = D))y Diy(2) — D, ().
En tal caso, T' también es lineal y continuo entre los espacios
Ew)(Q) = Ew () &Ly (Q) — &) ().

Ejemplo 1.4.10 Cada operador ultradiferencial G(z, D) = ZaeNg ao(x)D* en el sentido

de Komatsu es un operador con soporte propio (véase la definicién 1.3.4 y [27]). G(z, D)"
es también un operador ultradiferencial, como demuestra Komatsu en [27, 2.5].

Ejemplo 1.4.11 Presentamos ahora un ejemplo de un operador pseudodiferencial que no
tiene soporte propio. Sea G(D) un operador ultradiferencial como el descrito en la proposi-
cién 1.3.9. Segun se probd en dicha proposicion, existe un operador pseudodiferencial P
tal que G(D) o P es la identidad sobre D(,(£2). Este operador no tiene soporte propio ya

que, segiin [6, Prop. 8], P no admite una extensién lineal y continua &) (2) — D, ().
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1.5. Algunas consecuencias. La propiedad pseudolocal

El objetivo de esta seccién es demostrar que los operadores pseudodiferenciales son
pseudolocales. Ademas, de los resultados de las secciones anteriores, extraeremos algunas
consecuencias acerca de la estructura de los operadores pseudodiferenciales (1.5.1, 1.5.4).

Ya sabemos que los operadores en derivadas parciales con coeficientes en & (€2) y los
operadores ultradiferenciales son ejemplos de operadores pseudodiferenciales. Ahora vere-
mos que en muchos casos los operadores pseudodiferenciales se pueden expresar como la
composicién de un operador ultradiferencial de clase (w) y un operador pseudodiferencial
de orden finito.

Proposicién 1.5.1 Sea P(z, D) el operador pseudodiferencial asociado al simbolo p(z, &) €
AST37 (). Entonces podemos encontrar un operador ultradiferencial G(D) de clase (w) y
un stmbolo q(x,&) € A Zéw(Q) de orden finito tal que si Q(x,D) es el correspondiente
operador pseudodiferencial, se tiene que P(x, D) = Q(z, D) o G(D).

DEMOSTRACION. Tomamos D > 1 tal que Dw(g) > mw(€). Sea G una funcién entera
par que satisface log |G(z)| = O(w(z)) cuando |z| tiende a infinito y |G(z)| > P«
siempre que |[Imz| < |[Rez|/D ([30, 1.3]). Entonces, 1/G es un simbolo segin la definicién
1.2.10. De hecho, es obvio que |[1/G(z)] < e™P¥®) en {z € C? : |Imz| < |Rez|/D} y
ademas es holomorfa en este conjunto. Como en la demostracién de la proposiciéon 1.3.9,
sea £ € RP, £ # 0, y consideremos el polidisco P(£,r) siendo r = (55¢], 2., 55¢]),
que estd contenido en {z € C? : |Imz| < %}. En efecto, si z € P(&,r) se cumple
Imz| < |z — €] < 55/€] < €], Y también, |[Rez — & < |z — &| < 3[¢], lo que implica que
1[Rez| < 1[¢] < |Rez| y asi

1 1
< —l < = .
ims] < o e] < 5 [Rez]

Por lo tanto podemos aplicar las desigualdades de Cauchy en P(£,r) y queda

)(ﬁ)| (2D)|5\ﬂ| su 1

0 o o TGET

G(¢)

Ahora, si [z — £ < 55/¢], w(|z]) > w(|Rez|) > w(£/2), pues 5[£| < |[Rez| y w es creciente.
En consecuencia, |G(z)|7! < e P (2) < e PwlE/2) < e7m@(®) | de donde se obtiene finalmente,
para cierta constante C' > 0,

Dw(£/2) —mw(£)
) |<C’6ﬁ' <C\ﬁ|5|€

GE e = P g

1
G(¢)

Definimos ¢(z,§) = p((ng). Es facil ver que ¢ es un simbolo de orden finito: fijados un
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compacto K C R? y n € N, para cada x € K se tiene
1

DgDig(, )| < %(5)|<G(§)><ﬂ>|rDzD§“p<x,§>|
x| 1 dle
< €0l e-Dne U”Z(ﬁ)(ﬁ—ﬂ)!u!( J’;‘\jg

n<p

< Cn(40)|ﬁ|5[6(/’—6)n§0*(‘%‘)(1+|§|)6|a|—p\ﬁ|,

siempre que log(%) > ‘%l@*(%‘), para cierta R.

Més aun, para cada ¢ € Dy,)(§2) se tiene
QD)o GDN) = [ ae)eGDI)E)e
— [ 4.0 GO & = Pla. D))

g

A continuacién analizamos el comportamiento del operador pseudodiferencial cuando
esta definido por una amplitud que no depende de la variable . Una combinacion del proxi-
mo resultado y la proposicion 1.2.4 serd 1til en el estudio de la composicion de operadores
pseudodiferenciales.

Proposicién 1.5.2 Sea b(y, &) una amplitud en S;ﬁgw(Q) que no depende de la variable x.

Para cada f € Dy(Q) y cada v € RP, sea Bf(x) = [ ( [b(y,&)e’™ Ve f(y)dy)dE, entonces
Bf € Li(R?).

DEMOSTRACION. Ponemos I(§) := [b(y,€)f(y)e **dy. En virtud de la proposicién
1.1.5, fijada f € D,)(£2), tenemos que para cada A > 0 existe una constante C' > 0 tal que
11(6)| < Ce™@ con lo que I € L (RP), luego para cada x € R? podemos definir

BN = [ ([ b0 %)) e
Para cada a € N,
DE1E) = [ £(5) D5 by, ey
Usando la férmula de Leibniz se tiene
Dg (bly, £)e™™) = ; (5)(=9)° D™ by, E)e ™",

Luego
DE1(©] < X ()1 [ o H)DE by, eyl

B
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Si y € suppf, como b es una amplitud, existen R > 1y C, > 0, n € N tales que si
log(|¢]/R) = \a|90 (‘04)

|D;(D?_ﬂb(y, £))] < Cne(ﬂ—t?)w*(‘%')Jr(p—f?)w*(‘a;m)|£|5h|—p\a—ﬁlemw(€).

Como log(|¢]/R) > " (2]) > ot (2=2) e deduce

|| PlaBl < gmpmet (4550

Del lema 0.1.6, ‘5’6‘7‘6_57"@*(%) < ey concluimos que
D3 D?fﬁb(y’ £))] < O, 6" (D) lm+nd)e(€)

Por lo que si log(|¢|/R) > |a|go “(laf) > Fik4 (Ia‘) procediendo como en la demostracién

de la proposicién 1.1.5 con la funcién y° f(y ) y D¢~ b(y, €), encontramos para cada k > 0
una constante Dg tal que si log(|¢]/R) > Ia\@ (|a\)

DE1©1 < X () [ v 1D by, ey < e S (3) Dy

B<a BLa
Por lo tanto, podemos encontrar una constante C, j con
[DEI(E)] < Cope™™

para |{| grande. En consecuencia DgI(-) € Ly y |£‘h’m DgI(§) = 0. Integrando por partes,
——+00

*(Bf)(x) = / 1(€)Dg (") de = (~ 1) / DEI(E)e .

Lo que implica que z*(Bf) estd acotado para cada «, y asi Bf es integrable. [l

Proposicién 1.5.3 Sea G(D) un operador ultradiferencial de clase (w), b(y,&) una am-
plitud en la clase S;n(;w(Q) y B como en 1.5.2. Entonces, G(D)o B es el operador dado por

z— [€ [GE)b(y, &) f(y)e ¥ dyde, x € RP.

DEMOSTRACION. Sea [ € Dy, (). Usaremos la notacién para I(§) de la prueba de
1.5.2. Procederemos por etapas

(i) La funcién (Bf)(x) = [ I(£)e™*d¢ se puede derivar bajo el signo integral. Razonan-
do como en la demostra(;lon de la proposicién 1.5.2, existe ahora una constante Cjj, tal
que |I(¢ )\ < Core ™) para todo k > 0, de donde D2 (e [(£)) = €21 (€)™ € L. Luego,
D¥(Bf)(z f{“[ )e s dE.
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(ii) Sea G(D) =Y a, D un operador ultradiferencial de clase (w). Existen m € Ny
C > 0 tales que |ay| < Ce=m" (%) Por el apartado (i) ya sabemos que

GD)BH@) = Y aa / €O T(€) e,

p
a€eNy

Veamos que ZaeN’g |aa| [ 1€]'™1(€)]dé < oo. Como en otras ocasiones, Dal=k 1 < Pk, de

donde, teniendo en cuenta (2p)¥|¢[Fe=m=(2P8) < ¢me™(5) se obtiene

S Jaal / el < 3% Jad) / ET(€) e

aeN? k=0 |a|=k
< (X nem @ [l
k=0 |a|=k

IN

1 mw
) [ i@l < .
k=0
En consecuencia

GDNBNE) = [ Y a1

= [c©neea
= / ( / by, E)G()e" ™% f(y)dy) dé.

Como G(z) es una funcién entera y log|G(z)| = O(w(z)), de la proposicién 1.3.5 y la
proposicion 1.2.15 se deduce que b(y, £)G(€) es una amplitud en algin SZ’:;”(Q). Esto prueba
que G(D) o B es un operador pseudodiferencial con amplitud b(y, £)G(&). O

Proposicién 1.5.4 Sea b(y,§) una amplitud en S'5°(Q), y B es como en 1.5.2. Entonces
Bf € Dp, ) (RP) para cada f € Dy(2) y B : Dy(2) — Dr, () (RP) es continuo.

DEMOSTRACION. Para probar que Bf € Dy, (.)(RP) es suficiente ver que Bf € Ly y
que G(D)(Bf) pertenece a L, para cada operador ultradiferencial de clase (w) ([2, 2.11]).
De la proposicién 1.5.2 se tiene que Bf € Li(RP). Por las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3 el
operador G(D) o B toma valores en L;(RP). La continuidad de B : D(,)(£2) — Dr, () (RP)
se sigue del teorema de la grafica cerrada. O

Como consecuencia de la proposicion 1.5.4, se tiene la siguiente mejora de la proposicion
1.2.9.
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Proposicién 1.5.5 Sea p(z,§) un simbolo en S75(Q) y B : D) (2) — Dr, )(RP) el
operador dado por la proposicion 1.5.4 para b(y,§) = p(y, —&). Entonces se cumple que
B!(e'")%) es una funcion, y

p(z,§) = LBt(ei(')f)(x)e*ixﬁ.

(2m)

DEMOSTRACION. Sea ¢ € D(,(£2). Usando la notacién de la proposicién 1.2.9,

(Bp)(x) = / e / p(y, —€)e(y)e " dy)de.
Como allf, ponemos I(€) := [ p(y, —&)¢(y)e ¥ dy, entonces I € Ly y ademds f(—x) =
(By)(z). Lo que implica

SBEp> = [ (B a)do =
RP

_ /R ,, ¢ T (—x)dx = (21)P / ol €))7 .

Q
Por lo tanto, para cada x € QQ y £ € RP,

B'(e")(x) = (2m)’p(x,§)e™™,

como queriamos probar. ]

En el caso 2 = RP se concluye que dos simbolos distintos dan lugar a operadores
pseudodiferenciales distintos (corolario 1.2.8). Sin embargo, esto no es cierto en general.
Por ejemplo, sea f € D,)(—2,—1) y sea A : D(1,2) — E.y(1,2) el operador pseu-
dodiferencial con simbolo p(z,£) := 5= f(€). Entonces ¢ — A(p) es la restriccion a (1,2)
de f ¢y, en consecuencia, A es el operador nulo. Obsérvese en cambio, que el operador
B :D,(1,2) — Dp, () (R) con simbolo 5= f(—&) s permite recuperar el simbolo, en virtud
de la proposicion anterior.

~

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que los operadores pseudodiferenciales son pseu-
dolocales, es decir, que la actuacién de un operador pseudodiferencial sobre una ultradis-
tribucion de soporte compacto no aumenta su soporte singular. Para ello comprobaremos
que salvo en la diagonal, la distribucién nicleo del operador pseudodiferencial es una fun-
cién en la clase de funciones ultradiferenciables correspondiente.

Sea a(z,y, ) una amplitud en la clase S;'?(;W(Q) con operador pseudodiferencial asociado
A D) — Ew)(2) y sea K € D, (€2x(2) el niicleo de A. Consideremos una funcién test
U € D) (RP) tal que ¥(§) =1 para |[§] <1y ¥(£) = 0 para |{] > 2, entonces escribimos
Ko(z,y) == [a(z,y,£)e@ VW (5)de. Se sigue del lema 1.2.1 que K, € E)(Q x Q).
Ademas, se cumple que

< K,p®x >= lim K (z,y)e(x)x(y)dedy, ¢, x € D)(RP).

n—oo [pop
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De hecho, del teorema 1.2.2,

<K,px> = <Ax,p>= lim < A,x,¢ >=

= lim [ Ky(z,y)e(x)x(y)dedy.

n—0o0 Jp2p

En particular, del teorema de los ntucleos, K = D’ (Q x Q) — lim,, o K.

Teorema 1.5.6 El soporte singular respecto de (w) del nicleo K de un operador pseudo-
diferencial A estd contenido en A := {(z,y) € Q x Q;x = y}.

DEMOSTRACION. Dado (zg,yo) € (2 x 2) \ A tomamos un entorno abierto relativamente
compacto @ de (xg,yo), disjunto con A. Probaremos que (K,) es una sucesién de Cauchy
en £.)(Q). Sin pérdida de generalidad podemos tomar 1 < I < py ¢y > 0 tales que
|z, — yi| > ¢o para cada (x,y) € Q. Sea R > % y sea (Cy) una sucesién de constantes
positivas de modo que

|DeDYDLa(x,y,6)| < Croelr=Oke" (2D +o=0)ke™ (F) (1 4 |¢|)latr10=18lp grmus(s)

paracada k € N, (z,y) € Qy log(%) > ﬁSD*(l%)
Ahora calculamos

D?D; [K”(xa y) - Kn+1(ZE, y)} =
=2_2_()C) / G ()M DYDY a(w, 4, €) (W (57) — W) ).

B<a p<y

Fijamos k € N y tomamos k > k que determinaremos mds tarde. Para cada N € N se
tiene, después de integrar por partes N veces,

DgD;(Kn(x7y) n—i—l x y ZZ

BLla p<ry

N+|M| / i(z=y)& \ d
e o §
I,l _ yl) N7 7ﬁ777/’t
donde

! _Nie B T
- Z Nl'N2'N3' (Mz-&-(gll+ﬁfll))!N1!N1!€u+ﬁ M lDé\lb (\11(2%) B \I,(%%))Dg?)Dx BD; “CL($, y,f),

y la tdltima suma se extiende sobre todos los Ny, No, N3 tales que Ny + No+ N3 = N y
Ny <y + 5;. Aqui ¢ es el multi-indice con 1 en la [-ésima posicién y 0 en otro lugar.

La funcién ¥(5) — U(557) se anula si [¢] < 27 ¢ [¢] > 2"*2. Por lo tanto el soporte
de U(%) — U(z57) estd contenido en 2" < |¢] < 2"*2 y esta desigualdad implica que

’£N+ﬂ Nlel’ < 2n+2)|ll«+ﬁ|

@) . También se cumple

(Mg
1D (W) = W) | < 2Nk 8 s
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Las estimaciones que siguen se dan en el soporte de ¥(%) — U(55+). Sea N € N tal
que £¢* (&) < log(gA—y)- Entonces log('é‘) > go *(£2). Usando que *(t) es creciente,
ko* (—‘O‘ 627 “l) < kgp*(—‘o‘ B%V "l). Ademss, (1 + ]5\) PNs < |€]7PNs < (2”) PNs  Del lema
0.1.6(1), tenemos

o=t - ho(1Hel) < Ghw( ),

(1+ fglerrrle e <e

En consecuencia,
D2 DY DNsa(,y, €)| < Celp O™ (S0 (0=0)0e" (58 (1 || ySaBrr—mld=Napgme(©)
xX 1 Y 9 —

< O, pRe et et () )p—5 (m+k)w(27+3)
e z —)" e .
Usando el apartado (4) de la proposicién 0.1.5, se tiene N;! < Ekek"p*(%), y deducimos

(+51)!
AV asrel < 2 NGNGB h NN

X

ke* (B ke (B2) [ ko™ (B2) |\ (p—0)
2n)N1 (2n)N2 ( (2n)N3 )

oo () (on iy ut (m+Rw@+9).

w Ny
> Eor (M) > koe(Niy (= 1,2) se tiene Lot

NeoL < 1. Por otro lado

Como log(%) ~
() T (R) T e () <@t (F),

|
N! _3N’

Z _ (pa+6)! < 9lutpl
N1+N2+N3=N N;j!N3!N3!

ZNlSM+ﬁz (4B —N1)IN1! —

T n T (] ‘
y del lema 0.1.6, (27+3)lut5l < M ke () Por 1o tanto

_ T x| | — "
ANa gyl < 2CkEk|\If|k3N( e ;N’)<P D) ke (1550) e 2Ry (27+2)

- [N7a,7

Como el soporte de Ay.q.5+..(7, 7, -) estéd contenido en el conjunto {£ € R? : 2" < [¢| <
2721 cuya medida de Lebesgue es (2"11)P(47 — 1), finalmente obtenemos

o o n 1
|DxD;(Kn<x?y) - Kn+1<x?y))| < 2| +’YI(2 +1)p(4p - 1>C_N[N,Oé7’7‘
0

Consideremos el sistema de seminormas en &£,)(£2) (véase lema 0.1.10)

—la «a e’
10n(F) = sup sup eI £ @) exp (= g (120)),
z€D aeNg m
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siendo D un compacto de Q y m € N.
Ponemos R* := R'/(»=%)_ Entonces, usando que % < R, deducimos

- n+1\p( Ap (R*)Nekw*(%) (p—9) (m+2E)w(2"+3)
Goi(Fn — Kps1) < 2B C|U[p(27)P (4P — 1) (S gim—) " Ve
siempre que log(4:) > £¢*(%). Observemos que las estimaciones obtenldas tamblen se
verlﬁcan si reemplazamos N por j < N. Tomando ahora N tal que ng ( ) < log( 1) <
& +1g0 *(2£L) una aplicacién del lema 0.1.7 da

Vi ko™ (£)
0<jSN - (2m)d

F)+log(%)

y si k es bastante grande podemos concluir
QQ,E(Kn — Kn+1> < ZCkEk‘\If|k<2n+1)P(4p _ 1)efw(2")

de donde se sigue que ([,) es una sucesién de Cauchy en £(Q). Y consecuentemente
(20, Yo) no pertenece al soporte singular respecto de (w) de la distribucién nicleo K. O

Ahora estamos en condiciones de demostrar que los operadores pseudodiferenciales son
pseudolocales.

Teorema 1.5.7 Sea A : £ (2) — D, () un operador pseudodiferencial asociado a la
amplitud a(z,y,§) en S} (). Entonces

sing,) supp(Ap) C sing,) supp(u)
para cada p € &, ().

DEMOSTRACION. Sea K € D, (2 x Q) la distribucién nicleo del operador pseudodife-
rencial A : £,,(Q2) — Dzw)(Q)

Supongamos que o ¢ sing,, supp i, siendo p € &,(2) y tomamos V' un entorno de
z9, W un entorno de sing,, supp p1 tal que VAW = (Z) Sean ¢ € D) (V), ¥ € Dyyy(W),
¢ =1 en un entorno de g, y ¢ = 1 en un entorno de sing,, supp . Entonces

Ap = A(p) + A((1 = P)p).

Se tiene que (1 — ) tiene soporte compacto y, por la eleccién de ¢, (1 —¥)p € Ey ().
Por lo tanto (1 — ) € Dy,)(2) y en consecuencia A((1 — ¥)u) € &, (Q)

Para concluir que o ¢ sing,, supp A, es suficiente probar que A( ) (w)(€2), siendo
2 un entorno de x,. Para ello consideramos el operador B : D(,(2) — ( ) dado por
Bw := pA(¢w). Calculamos su niicleo: Para cada w,v € D(w)(Q) se tlene

< Bw,v> = <A@w),pv>=< K, pv® pw >
= <(p@V)K,v@w>.
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Luego el nucleo de B es K = (p® ) K. Como sing,y supp K C Ay supp ¢ Nsupp ¢ = 0,
se tiene que Kp € £ (2 x Q) y por lo tanto B se extiende a un operador lineal y continuo
B: g(/w)(Q) — E(M)(Q).

Por tltimo, sea (u;) € D) () tal que u; — u en &, (). Para cada v € D) () se
cumple

< pA(u),v > = h’]m < pA(Wu;),v > = h}rn < B(uj),v >=
= < B(u),v >,

siendo B(u) € Eu)(€2). Si © es un entorno de zy de modo que ¢ = 1 en €, entonces
AWu)|a € E)(22), lo que prueba que zg ¢ sing,, supp Au. O

Ya hemos visto que algunos operadores de convolucion son operadores pseudodiferen-
ciales. Es natural preguntarse si todo operador de convolucién es un operador pseudo-
diferencial. La respuesta, tal como se deduce del teorema anterior, es negativa. En efecto,
si un operador de convoluciéon ¢ — 9 x S, 1 € D, (RP), S € DEM) (RP), es un operador
pseudodiferencial, el (w)-soporte singular de S se reduce a {0}, pues si consideramos la
convolucién con S como operador de Eéw) (RP) a Dzw) (RP), en virtud del teorema 1.5.7,

sing,) supp(S) = sing,, supp(é * S) C sing,, supp(d) = {0}.

Por lo tanto, no todo operador de convolucién es un operador pseudodiferencial.

Un argumento conocido permite deducir del teorema 1.5.6 que, dado un operador pseu-
dodiferencial A, podemos encontrar un operador pseudodiferencial con soporte propio B
tal que A — B es (w)-regularizante (véase, por ejemplo, [18]).

Lema 1.5.8 Sean w y o dos funciones peso tales que w(t'/") = o(c(t)) cuando t — oo
para cierto 0 < r < 1. Entonces, dados X\, > 0 existe Cy, > 0 de modo que, para todo
J € Ny se tiene

w/d wd
Apo(7) = Oaut W%(;)~

DEMOSTRACION. Como w(tY/") = o(c(t)) (t — o), dados A, u > 0 existe C := Cy , > 0
tal que pw(et/™) < C 4 Ao(e') para cada ¢t > 0. Por lo tanto

x(J .
Aps(7) = sup{jt = do(e)} <

Jt t vJ
< Cprsup{=——gu(=)} = C+prel(*),
t>0 QT r H
para cada j € Ny. U

Lema 1.5.9 Sean w y o dos funciones peso tales que w(t'/?) = o(a(t)) cuando t — oo
siendo d = p — 4. Si a(z,y,§) es una amplitud en S)'°(Q) (respectivamente en AS](Q))

P06
m,w

Y x(2,y) € Eo)(Q2xQ), la funcion a(x,y,§)x(z,y) es una amplitud en S (Q) (respectiva-
mente en AS]5%(€2)).
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DEMOSTRACION. Veamos el caso en que a € S)5°(€2). Para el caso en que a € AS]'*(Q2)
los mismos argumentos son vélidos. Observemos también que si p =1y 6 = 0 la condicién
sobre los pesos no supone ninguna restriccion.

La funcién y € ASS:;”(Q)(C Sg:g’(Q)). En efecto, fijado un compacto QQ C Q x €, para
cada n € N existe C,, > 0 tal que

a nips (132
siempre que (z,y) € Q, a,v € N y n € N. Por el lema 1.5.8, existe una constante D,, tal
que
(\Oé+"/|)

NP5 < D, elr-dmen (=

— 9

de donde .
| DgDyx(w,y)| < Epelr= 50,
para una nueva Conszante E,, > 0, siempre que (z,y) € @, a,v € Nj y n € N. De donde se
deduce que xy € AS5(€2).
Aplicando ahora la proposicion 1.2.15 se concluye. U

Teorema 1.5.10 Sean w y o dos funciones peso tales que w(t'/?) = o(o(t)) cuandot — oo
siendo d = p — 0. Todo operador pseudodiferencial T en la clase Z}“(Q) (respectivamente

en la clase AS)3°(Q)) se puede descomponer como T = Ty + Ty, siendo Ty € S)5°(Q2)
(respectivamente T € A Z}éw(Q)) un operador pseudodiferencial de soporte propio y Ty un

operador (w)-regqularizante.

DEMOSTRACION. Sea (¢;)72; una particiéon localmente finita de la unidad con ¢; €
D(), 5 =1,2,....

Definimos x(x,y) = > per 9i(2)er(y), siendo I = {(j, k) |suppp; N supp ox # 0}.
Entonces x estd bien definida y x € £4)(2 x Q) C &£,)(£2 x ), puesto que la suma es
localmente finita y w(t) = o(o(t)), cuando t — oo.

Veamos que 1 — y se anula en un entorno de la diagonal A(2 x Q) = {(z,z) | x € Q}.
Dado zp € 2y V C  un entorno relativamente compacto de x, existe N tal que ¢;|y =0
si j > N. Ademas, si (j,k) ¢ I, (zo,70) & supp @; X supp ¢, luego existe W C V' entorno
de o tal que (W x W) N (supp ¢; x supp ¢x) = 0, para cada (j,k) ¢ I. En consecuencia

1—x(z,y) = Zs@j(w)wk(y) =Y pi@eny) = > ei(@)ely) =0,

(gk)el (k)L

para todo (z,y) € W x W. Por lo tanto 1 — x se anula en un entorno de (xg, zo), para cada
xo € €1, es decir, 1 — x se anula en un entorno de la diagonal.
Ademds, supp x C U(jr)er SUPP @; X supp ¢, luego si K es un compacto de Q y C' :=

sSupp X,
C(K) ={z € Q| existe y € K con (x,y) € supp x}.

Pero {k : supppr N K # 0} es finito y si k varfa en dicho conjunto {j | existe k : (j, k) €
I, supppr N K # 0} =: I es finito.
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Veamos que C(K) C Ujer, supp ;. Para ello, sea x € C(K). De la definicién de
C(K) existe y € K de modo que (x,y) € supp X C U(jker SUPP ; X supp ¢x. Por lo que
existe (j, k) € I tal que (x,y) € supp p; X supp ¢x. Asi, y € K Nsupp ¢, # 0 y, ademas,
x € supp p;, siendo j tal que (j,k) € I. Entonces j € Ik, de donde la conclusién.

Como el conjunto I es finito, se deduce entonces que C'(K) es compacto. Andloga-
mente, C~!(L) es compacto, por lo que concluimos que supp x es propio.

Sea ahora a(r,y,§) una amplitud en la clase S)';*(Q) que define el operador T' (la
demostracion para el caso analitico es idéntica). Entonces

bl(‘ra Y, 6) = X(l’, y)a(m, Y, 5),

b2($,y7£) = (1 - X(m,y))a(m,y,f)

son amplitudes en S, (©). Supongamos por un momento que esto es cierto. Entonces,
a = by + by, luego T se puede descomponer como 1" = T} + T, siendo T; el operador
pseudodiferencial asociado a b;, i = 1, 2.

Como x(z,y) es una suma localmente finita de funciones ¢;pj resulta que el nicleo
K7, del operador T} coincide con la distribucién x(z, y) K7, con lo cual supp K7, C supp x.
Por lo tanto T; tiene soporte propio. Por el lema 1.5.9, Ty € S75°(Q).

Ademds, como sing,, supp Ky C A(RP x RP) (teorema 1.5.6) y Kr, = (1 — x)Kr,
deducimos que Kr, € £,)(RP x RP), por 1.3.3 el operador T es regularizante. 0



Capitulo 2

Calculo simbdlico

Uno de los objetivos de la teoria de operadores pseudodiferenciales es reemplazar tanto
como sea posible el calculo de los ntcleos de los operadores por el calculo de simbolos de
modo que la teoria de los operadores se pueda convertir en una teoria algebraica para los
correspondientes simbolos. Esto justifica la necesidad de desarrollar el calculo simbdlico en
el contexto de las clases no casi analiticas.

La definicién que presentamos de suma formal (de amplitudes) y de sumas formales
equivalentes se basa en las definiciones que aparecen en Rodino [38] y Zanghirati [45]
(para operadores en clases de Gevrey de tipo Roumieu) en el siguiente sentido: si tomamos
w(t) =14, 0 < d < 1, entonces nuestras definiciones son las ‘reformulaciones’ naturales de
las definiciones de [38, 45] si pretendemos desarrollar una teoria para operadores pseudodi-
ferenciales en clases de Gevrey de tipo Beurling.

Después de las primeras definiciones probamos que si una amplitud es equivalente a 0
entonces el operador pseudodiferencial que define es regularizante.

Los espacios de funciones D(,(£2) son limites inductivos de espacios de Fréchet y por
tanto, topolégicamente mas complejos que los espacios de funciones test de tipo Gevrey
(Roumieu) que son limite inductivo de una sucesién de espacios de Banach. Esta diferencia
tiene su importancia cuando pretendemos construir una amplitud a partir de una suma
formal y ‘explica’ la construccion por bloques que se lleva a cabo en la demostracion del
teorema 2.1.8. Por tltimo, en relacion con este problema queremos mencionar que la teoria
de Matsumoto [33] no permite construir un simbolo a partir de una suma formal en el caso
en que la clase sea lo suficientemente grande para contener todas las clases de Gevrey.

El trabajo con amplitudes, y no sélo con simbolos, permite estudiar facilmente el ad-
junto de un operador y usar dualidad para probar de manera sencilla que todo operador
pseudodiferencial se puede extender a una aplicacién definida en el espacio de las (ul-
tra)distribuciones de soporte compacto y que toma valores en el espacio de todas las (ul-
tra)distribuciones. Pero también presenta algunos inconvenientes, siendo uno de ellos que
un operador pseudodiferencial puede tener muchas representaciones distintas en térmi-
nos de amplitudes. Ademds, no se puede esperar que la amplitud de una composicion
de operadores sea ‘esencialmente’ el producto de las dos amplitudes. El teorema 2.1.14
prueba que todo operador pseudodiferencial A se puede escribir, localmente y médulo un

67



68 Calculo simbdlico

operador regularizante, como un operador P(x, D) asociado a un simbolo p(z, £) con desar-
rollo asintético conocido y expresado en términos de la amplitud que define el operador A.
Para obtener este resultado necesitamos trabajar con clases de funciones lo suficientemente
grandes como para contener alguna clase de Gevrey. Esta condicién se verifica si w es un
peso fuerte ([34]) y garantiza que un andlogo al cldsico teorema de Borel es cierto para la
clase &.,)(RP). No obstante, la posibilidad de resolver el problema de Borel no se utiliza
explicitamente en la demostracion que presentamos.

Después de introducir la traspuesta y la composicién de sumas formales, probamos
que nuestra clase de operadores pseudodiferenciales es cerrada al componer operadores y
al tomar traspuestas y verificamos que, como era deseable, estas operaciones se reducen
a operaciones formales entre los correspondientes simbolos de los operadores. Asi, por
ejemplo, bajo las condiciones apropiadas la composicién P(z, D)o Q(z, D) se puede expre-
sar, médulo un operador regularizante, como un operador pseudodiferencial con simbolo
(2m)Pp(x,&)q(x, &) + r(x, &) donde r(x, &) admite un desarrollo asintético

r(z, (2m)P ZZ 'agpnga(xﬁ)

J70 |al=j5

(teorema 2.3.3).

2.1. Calculo simbodlico

Uno de los problemas que se plantean es como determinar la clase de amplitudes de
modo que la teoria de los operadores se pueda convertir en una teoria algebraica para
las correspondientes amplitudes. Mas aun, la clase de operadores debe ser cerrada para el
producto y al tomar adjuntos de operadores. Esto justifica la necesidad de desarrollar en
este contexto el calculo simbdlico clasico.

Definicién 2.1.1 Denotamos por FAS](Q) el conjunto de todas las sumas formales
> jen, 42, y,§), tales que aj(z,y,§) € C'OO(Q x Q x RP) y para cada conjunto compacto
Q CQxQexisten R>1, B>1 y una sucesion C,, >0, n € N con la propiedad

|D§‘D7Dﬁaj(m, y, )| < CnBlﬁlme(p—é)nw*(7"”1'”)emW(E)(l + ’§|)|a+7|5—|ﬁ|p—(p—6)j (1.1)

para cada j € Ny, (x,y) € Q y 10g(|€|) ‘mnﬂSO*( n

Observemos que, para cada j € N, a;(z,y,£) es una amplitud en ASZS“(Q) (y, por lo
tanto, cualquier suma finita de a;’s): en efecto, con la notacién anterior, fijado j € N, se
tiene

o n \O‘Jr"/\ —&no* (L) mw a — —(p—9)7

|DS DVDga](:I: y,6)| < ' BB 31(p=0)ne™ (575 o (p=0)ne™ (5) (é)(1+ ]£|)| +716—1Blp—(p—0)j

Iﬁijj) > ?90*(%)7 se tiene |§‘j(p_5) > e(pfg)w*(%)’ y asi

Como log('§) > 5=¢"(

(1+1]€)~ (p=0) < e=(p=0)ne™(5; )
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De donde se deduce

DDy DLas(,y,€)] < GBI Glele-dme (=5 gmat©)(1 . jgyjatals-1slo
lo que concluye la prueba.

Podemos establecer un resultado similar al lema 1.1.3. La prueba del mismo es analoga
a la de dicho lema:

Lema 2.1.2 La suma formal 3.y, a;(x,y,§) pertenece al espacio FASS*(S2) si, y solo
si, para cada conjunto compacto Q) C 2 x Q existen R > 1, B> 1, A > 1 y una sucesion
C, >0, n €N cumpliendo una de las siquientes propiedades:

(1) Para cada (z,y) € Q:

AlotrlHi g(p=d)ng (1)

]g‘*MHHPIBH(p%)j

|D2D)D/a;(x,y,£)| < C,3'B” em(©) (1.2)

siempre que || > 1y =0,7=00 log(%) Wﬁjgo*(‘ﬁljj). Y también

|D2D} Dlay(x,y,€)| < CpBI B Al clo=dne (L) () (1.3)
para cada [£] < 1.

(2) Para cada (z,y) € Q:

Alat |+ glo—d)me* (E1E)

apnynb, . | RO mw(§)
|D$DyD£a’]<x7y7€)| S OnﬁB (1 + |€|)75‘a+7‘+p|ﬁ|+(p,5)je (14)

siempre que j € Ny y log(&l) > g (12).

Sea a € ASZS‘”(Q) y pongamos ag := a, a; := 0 para j # 0. Entonces podemos
identificar a con la suma formal ) a;.

Ejemplo 2.1.3 Sea a(r,y,€) € ASIS(Q) v py(2,€) = Yy, 4 DE00a(w,y.)jyms- Enc

tonces la serie Y °° p;(7,§) es una suma formal en FAS*(€).
En efecto, por la regla de la cadena

D;/D? [D? ?(Jxa(x7yag)|y=$] = Z (Z)DZD;/_V [D?—i_ﬁa;a(a:a y?&)\yzx} .

v<vy

Supongamos que |a| = j. Fijado un compacto K C €2, dado que a(z,y,§) € AS](9),
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existen una sucesién (C,,) de nimeros positivos y constantes R > 1y B > 1 tales que
}D’YDﬁ[Da ya(,y, &)= | <
<> O)DLDy Do a(x,y, ) =) | <

v<vy

e(p_(;)nw*(W)

181+l T )
< CnB (ﬁ + Oé)' Z (1/) (1 + |£|)|y+w—u+a|§—ﬂ\f¥+5|e =

vy

plp—0)ner (1L
(11 [¢)PIB=rlA—(—5)i €
|a+ﬁ\) _ 1Bl45

< C, B (6 4 a)12h! maw (&)

la+8] IﬁH-j).
n

et (5

siempre que x € K y log(‘ﬂ) ©*(
Por lo tanto, de la definicién de p;(z, §):

D1 Dpj(x, )| <
v‘nﬂ) () Z (ﬁ—}-a)'
(1 + [)PI—rla—G—)i ol

olp—0me(!

< ¢, BIAI+ighl

laf=j

Como (ﬁ:a) < 28tal ge tiene

Z (5‘;‘@) — 3 Z <5+ a) 5|2|ﬁ|+j Z 1< ﬁl2|ﬂ\+JpJ

lor|=3 ' lo|=5 Blo |or|=5
Una aplicacién del lema 2.1.2 concluye la prueba.
Definicién 2.1.4 Dos sumas formales Y a; y > b; en FA Z}w(Q) se dice que son equiva-

lentes si para cada conjunto compacto () C € x ) existen R > 1, B > 1 y dos sucesiones,
(Cp) de nimeros positivos, y (N,,) de nimeros naturales, con la propiedad

|D§‘D;D§ Z(aj —b,)| < CnB\ﬁlme(p—&mp*(W)emw(f)(1 + [¢]) etIS=I8lo—(o=a)N

J<N

para cada (z,y) € Q, N > N,, log(%) ’ WZN)‘

EEad
Nota 2.1.5 Si a(z,y,£) = 0 para cada z,y € Q y |{| > M entonces a ~ 0. En particular,
todo operador (w)-regularizante estd asociado a una amplitud equivalente a cero (véase la
proposicién 1.3.2).

Puede darse un resultado similar al lema 2.1.2 para la definicién 2.1.4. De hecho, que
a ~ 0 significa que: Fijado un conjunto compacto @ C €2 x €2, existen dos sucesiones (C),)
(de ntimeros positivos) y (N,) (de nimeros naturales) y constantes B > 1y R > 1 tales
que

D2 D} Dla(,y,€)| < C,BY Blelp=8yne" () gma(€) | ¢ Blatrl=plB—(p=6)N

para cada (x,y) € Q, N > N,, y log('gl) ‘miN(p*('ﬂHN) (podemos suponer que N > 1

siempre).
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Proposicién 2.1.6 Sea A un operador pseudodiferencial definido por una amplitud a €
AS;”&“’(Q) que es equivalente a cero. Entonces A es un operador (w)-reqularizante.

DEMOSTRACION Veremos que K (z,y) := [ @ (x,y,£)d¢ pertenece a £ (2 x Q) y
que (Au)(z) = [ K(x,y)u(y)dy para Cada u € D,)(2). Fijamos un conjunto compacto
QCQx Q entonces (nota 2.1.5)

D2 DY a(z,y, &)| < Crele=me’ () gma©) | ¢ Slatr|=(p=O)N

para cada (z,y) € Q, N > N,,, y log(m) >

n k(N

N ()
Ahora fijamos ny € N y tomamos 0 < €

>

<lyne€ Nconw(%) > ew(t) — 1
(p — &)n > 2ng. Entonces, para cada N > Ng, y (3¢* (&) <)2e (&) < log(l%‘)

N+1<p *(£l), teniendo en cuenta que

B (=) < dp (E0) 4 (37) < mog (9557 - dng (1),

tenemos que | DS D] (' ¥%qa(x,y,£))| no es mayor que

la—B+ [+N
CS"ZZ pp=8)8mp” (U=t R o) Bl 8la—Ptry—pl—(p=O)N gmus(€) <
B<a u<ly
<G YD (5) ()l (=550 ¢ 184+ Sla =~ (0=D)N () o (p—8)ng (3.
B<a p<y

Una aplicacion del lema 0.1.6 proporciona

(¢ [Pl 4l gm0’ (== Jnow(©)

y también
€1l < gnowt (55 gnow@)

De la convexidad de ¢*,

prop* (=1 4 g (124 < (12l

y, teniendo en cuenta » 5 > (;) (Z) < 2l concluimos que

la+7|

|D2D) (e VEa(z,y,€))| < Cgp2lote™? g

)e(m+2n0)w(§) (p—06)dnp*( 4ﬂ |£| (p— 6N.

Del lema 0.1.7(2), y usando que log(|¢|/R) < {w(§) para cierta constante ¢ € N,

€| Neine™(£5) < R— (Ifl) -N oAne* (3 ) < e 2nw(€/R)Hoa(€l/R) <

< €f2nw(§/R)+€w(£) < o 2enw(§)+2E +lw(E)



72 Calculo simbdlico

y asi

(I §|—N€4nw*(%))('“_5) < e (P=02em§)+H(p=0) 4 (p=0)() < P o(—Ano+Dw(E),

donde D, := elP~ 9% Lo que implica finalmente

D2 D (45 Dea (x5, y, €))] < Dy 2047109 (55 glmte-2m0)6)

Tomando ng lo bastante grande obtenemos que la integral que define K (z, y) es convergente.
Luego K es derivable bajo el signo integral y, si E,,, := D, [ e(mt=2m0»@q¢

* (o |
|DgD3K(qj’y)| < Dn02|0¢+’¥|6n0<ﬂ( n—;'v)/ (m+€—2n0)w d§<

< E 6|oz-‘r";/| noy (‘ +7‘)

)

siempre que (z,y) € Q. Asi

sup sup |Dy D) K (x,y)|e” o1l e=he" (5 <
(z,y)eQ a

para todo £ > ng. Como () es un compacto de €2 x €0 arbitrario, esto que prueba que
K e g(w)(Q X Q)

Para terminar, veamos que A coincide con el operador con niicleo K. Dada u € D((£2),
para cada x € () se tiene

Aute) = [ ( [ oo uty)dy)de.

Fijado ahora un compacto K C €2, aplicando las estimaciones anteriores en el compacto
@ = K x suppu con o = v = 0, obtenemos que para cada x € K, la funcién (y,§) —
u(y)a(z,y, £)e@¥E pertenece a L;(R?) e intercambiando el orden de integracién en la
férmula para Au(z) queda

[ ut)( [ atw.eta)a,

es decir, (Au)(x) = [ K(z,y)u(y)dy, como querfamos probar. O

Lema 2.1.7 ([44, p. 241]) Eziste una sucesion (®)e>1 y constantes C, D > 0 tales que
D € D) (RP), |De(§)] < 1, ©4(€) = 1 para [¢] < 2, @4(§) = 0 para [§| = 3 y con la
propiedad

@5 (¢)] < C(g)laglam

siempre que |a| < 2¢.
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Para construir una amplitud a partir de una suma formal, la idea es la siguiente: Para un
n fijo, como en [45] podemos encontrar una funcién C'; a", que satisface las estimaciones
en 1.2.10 solo para este n fijo. Como cada a" es una serie de las funciones a;’s, podemos
tomar, para cada n, un bloque finito de la serie, de modo que al juntar los bloques se
obtenga una amplitud que es equivalente a la suma formal.

Sea (j,) una sucesién creciente de nimeros naturales tal que j,,/n — oo cuando n crece.
Para cada j, < j < juu1, escribimos

‘)

Uin(§) =1— @(W , (1.5)

donde R > 1 es la constante de la definicién 2.1.1. Del lema 2.1.7 se deduce inmediatamente
que si € estd en el soporte de ¥, ,,(£), entonces

€] > 2Re5¥" W),

Ademas, |V;,(&)] < 2.
Derivando esta funcién se obtiene

: DD,
B — L (16
(Res® (ﬁ))|i|
para cada multi-indice ¢. Una aplicacién del lema 2.1.7 proporciona

D

IDA\ < (O(————
‘ £E*D, (6)’ = (BRQ?SO*(%)

ylil fli+1

para cada multi-indice ¢ con [i| < 2j.
Sii#0y Di®;(§) # 0, se tiene
2Re5% (W) < |¢] < 3ReT ¥ ), (1.7)
De donde se obtiene finalmente la desigualdad
D
§

Teorema 2.1.8 Sea ) a; € FAS;Z(;W(U) y £ un subconjunto abierto relativamente com-
pacto de U. Entonces existe una amplitud a € AS]5*(Q2) tal que a ~ 3 a; sobre Q.

| DEW(€)] < O (7). (1.8)

DEMOSTRACION. Consideremos las funciones U; ,(£) definidas anteriormente.

Ya sabemos que
) D ...
D ()] < Ol 5™

para cada |i| < 2j.
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Asociado a R pongamos Ry := (2R)?~°. Como ya hemos dicho, ¥;,(§) # 0 implica
€] > 2Re7 ") y asf ele—0ne"(R) < €[~ ()7, Mientras que si € estd en el soporte de
alguna derivada también se cumple que |¢| < 3Re7? %) y por lo tanto (%)j(p*‘;)(ﬁ%)j <

(p—6)ne* (L)
e n),

De la convexidad de ¢* se deduce que

2np" (5 < np*(155) 4 np*(2),

para cada par de multi-indices a, v y cada natural j. Asi, de acuerdo con la deﬁnicién 2.1.1
podemos elegir R lo bastante grande para que (por ejemplo, de modo que 2= < 1)

=, jelir
J
Iy

< 00, (1.9)
=1

y, para cierta sucesién (C,),

|D2DYDlaj(z,y,&)| < CuBIIlele-2ne" (55D gmt® g latrld=10l | (=)
<, B g1el—9mem (22

e () €] la+118—181p o (p—8)ne” (L) |§|—(0—5)j

siempre que (z,y) € 2, los(%) > pige" (52 (2 e’ (77).

Primero suponemos que (z,y) € Q, n € N, log(m) > 5 (Iﬂ\) y U,.(€&) # 0. En-
7 2n

|ﬁ|) jSO (ﬁ)) Z \ﬁ|+j90 (WH—]) Mas aun Dy \IJ]TL( ) 7é 0 im-

plica log( |g\) < %o *(L), y consecuentemente, |3| < j por ser ¢*(t)/t creciente. Entonces
podemos usar el lema anterior y estimar

tonces log(‘gl) > max(wgp (

D3 D D (a(2, 3. ) W5(€) e ™ < > ()| DeW;0(6) DE Dy DYy, y, €) e ™
i<pB

que es menor que

CC, elP=me" ("1+W‘)|£’\a+v\5 (p=8)ne*( |£‘ (p—0)j (1.10)
I Dlilsli+1 3 — )1 Bl6—il
Z 5] J (6 ) <
= (6 —ah! |§Jlil[g |1 B
< 181 31 o (p—=0)n™ (12E2L) | ¢ ta418—1Blp o (p—O)ne™ (2) | ¢|—(p—0);
< CC,BYBle I3 e €]

plil flil+1
DILTEE
7! -

1<

oty 1 Dlil jlil+
< CC, Bl g1ele—0ne" (550 ¢ latrlo-18lp( Z—

Y
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donde en la tltima desigualdad se usa que e(P=9m¢" () < |¢|ilP=0)( B}J ). Ademds,
- J i oPDJj
>~ < Z , | Z = je,
i<B |i|=0
puesto que >, % =p" (lema 0.1.1).

Sea (j,) la sucesion definida después del lema 2.1.7. Por induccién, podemos elegir los

términos de la sucesién (j,) de modo que ji =1, j, < fpr1, My oo 22 =00y
Jn+1 Di
jePDJ ep J
Cuta Z Z
J=Jn+1 J=Jn
Entonces
Jn+1—1 oPDj
D, =0C, v
J=Jjn 1
satisface D, < %. En efecto:
jn+2_1 . D ]n+1 ]n+1 1 . -
= jersr O, jep J D,
Dn+1—Cn+1'Z =i §2 2 _—C Z R —7
J=dn+1 1 J=in Ry J=in
Ahora probaremos que
o0 jn+1_1
a(x,y,ﬁ) = aO(Q:ayaf) +Z Z \Ijjﬂ(g)aj(x?yaé) (111)
n=1 j=jn

es una amplitud.
~ Veamos primero que la suma que define a es localmente finita: en efecto, dado que
I — 00, fijado € € R?, existe n tal que si j > j, se cumple

€] < 2Re7# (W)

Lo que implica que ¥;,(§) = 0. Por lo tanto, la suma es localmente finita. Asi, a es una
funcién bien definida y C'°.

Supongamos que log( |§|) > 5 (l ). Entonces, para cada n € N,

Jé]

oo Jr+1—1

[DgDID{Y D Wik(©)aj(w,y,€))] <
k=n j=ji
(lack] Ir417 ljeij
n et « mw
<C’B\Blﬁlep S)nep* )|£|I +710-1Blp £)ch Z R{ _
k=n J=7k

— O B glele=0me" (4520 ¢l ld=1Blp gmec(e) 3 D
k=n
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Ademas, por la acotacion (1.10), ag+>_,— Zikz Ly jk@; es una suma finita de amplitudes,
y concluimos que a(z,y,§) € AS)3(Q).

Para terminar hay que probar que a ~ > a; sobre ). Para ello, supongamos que
N
(w,9) € Qy log(3%) > Hime (1Lt

). Estimamos las derivadas de

oo Jr+1—1 N-1
a — E a; = E E \Ifj,kaj — E Q.
J<N k=1 j=jk Jj=1

Sélo consideraremos el caso N > nj, (esto es coherente con la definicién 2.1.4 de sumas
formales equivalentes). Para cada j € N existe &k € N con j, < j < jri1. Entonces
k < n implica j < j,(< N) y log( |§\) > Lot (%) > %90*(%) > %go*(%), y resulta que la
correspondiente funciéon ¥ es idénticamente 1, luegon\I/j » — 1 = 0. Por otro lado, £ > n
y N > j también implican log( |§|) > Lo (&) > gp (1) y Yin(§) =1

En consecuencia, a — jon @5 Se puede expresar como una suma de funciones ¥; ;a;
conj>Nyk2>n.

Se trata por lo tanto de dar una cota de la expresion

|D}3D3D?(ag’(%y7§)q/j,k(§))|€_mw(§) (1.12)

cuando j > N y k > n. Hemos supuesto que log( ‘ﬂ) > G (‘ﬁHN) Dado que k& > n,

en particular se tiene log( |£‘) |ﬁ|<,0 (‘BI) Podemos asumir también que log( 3% L =) > ;(p (1),

pues en caso contrario U, ;(§) = 0, entonces

Usamos ahora que 2ky* (M) < k@*(W) + ke* (=) y la acotacién (1.10) con
n = 2k. Asi, la expresién (1.12) es menor que

|a+v|+9

CC%BI/@\ (p—06)2ke™ (55—
gL DU i)
2 G e <

* [¢3 ‘
< CCy,BY! @e (p=0)kep ('*ﬂ>|5,\a+wa—m|pf<pfa)zv _

|§| |a+|6 |§| —(p—0)j

i<pB

e (P=0)ke™( |£‘ (p—5)( )jeij <
< CC%BW'@e p—0)ke™ ('aMHN)|§’\a+w\6—\ﬁ|p—(p—6)N
1
J=N;epDj —
( Rl) J

N jeij

= Ccszm'R{Vﬁ!e(”_‘s)W*(W)|€|Ia+v|5—|ﬂ|p—(p—5 =
1

Y
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donde la tltima desigualdad se sigue del hecho que VU, ;(£) # 0 implica que log(%) >
bt (1) = Ere (5
Finalmente obtenemos

|D§;D;D§ (a - Z aj)| < Z |DO‘D7Dﬁ (U;5a,)|

<N j>N
donde en el tltimo sumatorio se entiende que k > n. Al ser k@*(W) < mp*(W),
esta ultima expresion estd dominada por
s o |+N J—
CBPIBIRY ¢lo—0)ne () |¢[lat8=18lp—(p=O)N gmew(€) Z D,..
k>n
Lo que concluye la demostracion, en virtud de la nota 2.1.5. U

Observemos que cualquier otra eleccién de la sucesion (j,,) y la constante R que satis-
faga las estimaciones en la prueba del resultado anterior dard otra amplitud que define el
mismo operador pseudodiferencial, médulo un operador (w)-regularizante. Por tanto, en lo
sucesivo asumiremos sin pérdida de generalidad que tanto los términos de la sucesién (j,,)
como la constante R sean tan grandes como sea necesario.

Nuestro préximo proposito es dar la féormula de expansién asintética. En adelante,
supondremos que &,)(£2) contiene la clase de Gevrey I's}(Q) para algiin s > 1. Entonces,
para o(t) := t/* se tiene que E()(§2) estd contenido (y es denso) en &) (€2) (véase [9]).

Supondremos que gp *(£) > n para cada j > j,. Ponemos ¢; := W, si j, < j < jnq1,

wo(§) = 1.

Sea () un conjunto abierto relativamente compacto. En L(Di.,(£2), D, (€2)) conside-
ramos la topologia de la convergencia uniforme sobre los acotados de D, (£2).

Observemos ademads que, por la definicién de ¢;, se tiene que ¢; — ¢;41 es la diferencia
de dos funciones test (véase el lema 2.1.7 y la definicién de ¥}, en la ecuacién (1.5)), luego
©; — @jt1 € Dy (RP). De la proposicion 1.3.1, ¢; — ;1 € ASﬁ)’?(Q).

Como en la prueba de 1.2.2 tenemos lo siguiente

Lema 2.1.9 Sea a € ;’fgw(Q) y A el operador pseudodiferencial definido por a. Entonces,
para cada u € D, (),

Aw) = 3 Ay(w)
=0
siendo A; el operador pseudodiferencial definido por la amplitud (¢; — @j+1)(§)a(z,y,§).

DEMOSTRACION. La funcién (p; — @ji1)(§)a(z,y,€) es una amplitud en AS](Q) en
virtud de la proposicion 1.2.15.
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Procediendo como en el teorema 1.2.2 se tiene

Au)(r) = Ew)(©2) — 1im (/(1 — i) (©)e’  a(x, y, E)uly)dy) dE,

j—oo

y como 1 — ;i1 = (1 — o) + -+ (@; — @j11), se concluye. O

Sea U un abierto de RP y €2 un subconjunto abierto de U relativamente compacto.
Consideremos una suma formal » 7% p;(z,£) en FAS(U). De la definicién 2.1.1 se

deduce que, dado el compacto Q, existe una sucesién (C,) y constantes R > 1y B > 1 de
modo que

|DO‘D£p]( fl<C Blﬂlﬁlep )nep* (= ( + |§|)6Ia\ plBl—(p—8)j (1.13)

|B|+j)_

n

para cada z € Q y log(%) WH]SO “(

Lema 2.1.10 Sean U, Q, > 772 p;(,€) y (Cy) como antes. Sea (j,) como en la prueba de
2.1.8 que satisfaga ademds ?gp*(%) > max(n,log C,,) para j > j,. Ponemos

)i= 2 wiOpi(w,€),

que es un simbolo en AS;”‘”(Q). Entonces, el correspondiente operador pseudodiferencial
P(z, D) es el limite en L(D,)(2), D, (2)) de la sucesion de operadores

Sy 1 Dy () = Ew) (),

donde cada Sy es un operador pseudodiferencial con simbolo

N

Z( — @j+1)( Zpl z,¢€))-

J=0

DEMOSTRACION. La funcién p(z, ) es un sfmbolo, como se comprobé en la demostracién
del teorema 2.1.8 (véase la ecuacién (1.11)). Para cada j € Ny, la funcién

(05 — @j41)( Zpl z,¢€))

es también un simbolo en AS* ().
En efecto, p;—¢ji1 € AS;):;"(Q) por ser una funcién test. Ya sabemos que >7_ py(,€) €
ASJ(Q). Por lo tanto, basta aplicar la proposicién 1.2.15 para concluir.
Observemos ahora que
N J

D95 = i) ©Q_p(z,€) = D @s(©ps(r.€) = ona(8) Y_ps(w,€).

j=0 =0
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Sea B un conjunto acotado en Dy,)(£2) y sea K un conjunto compacto en €. Vamos a ver
que

(@) [ (o @i (©pi(a, €)e=a(€)de — [(3232, @i ()ps(x, €))e=sa(€)de
b) [ onr1(©)( g ps(w, £)eta(E)ds — 0

cuando N tiende a infinito, uniformemente sobre x € K y u € B.
Como B es acotado en Dy,)(£2), por el teorema de Paley-Wiener existe D > 0 con

y

[a(€)] < De—(m+3)w(&)
para cada u € B. Se sigue de la eleccién de las constantes (C,,) que

o= (2)

omel®)
O e

pi(z, )] <

siempre que = € y log(%) > ?go*(%) Como ¢;(&) # 0y jn < j < jny1 implican

log( |£‘) ?gp*(%), se tiene

C, B
i (E)p;(x, )a(§)] < WDB Bw(€)

Como log(t) = o(w(t)) cuando t — oo, podemos suponer que e~ < | P < para

£ € suppy;. Entonces, para j; < N < ji41 se tiene, usando que ?gp*(%) >lo C’n para cada
nGNan§j<jn+1a

[e'e} ]n+1
A~ 1 - w
/Isoj )pj(z,)a€)d¢ < DY Z y(p 5) w*(fd/ e <

j=N+1 n=lj Jn-l—l
o0 ]n+1
—2w(§)
< DY D o [ S
n= l]_]n"rl
[e'e} Jn+1
< DZ Z 2R ](P 3)

lo que demuestra (a
),

)-
Para probar (b), dado N tomamos n con j, < N+1 < j,.1 y observemos que pn11(§) #

0 implica que log(%) > ﬁgp*(%) Luego, dado que |pn(€)| < 2 para cada N € N,
N l
lone (O pi(x.€)| < 20, Z | fw 5 I et
=0

< 20,30 () Ve,
7=0
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Como antes, por Paley-Wiener, y de la desigualdad e ) < L < L,
|§‘ 2Rejw (T)
N o0 1 (r—5); N1
|QON+1(§)(ij(fﬂ,f))ﬁ(f)| < QDC"Z (ﬁ) P=ON =2w(&) o= N1 " ()
§=0 §=0

*( N+1

< O wl@ w55
siendo C := 2DC,, Z;io (%)(pﬂs)j. De donde se sigue (b), puesto que j, < N + 1 < jn1
implica NLHgo*(%) > n. O

Lema 2.1.11 Para cada n € N se tiene

If N
Nooo g2 (E)

DEMOSTRACION. En caso contrario existe 0 < ¢ < 1 y una sucesién no acotada (Ny) de

nimeros naturales tal que

¢ Ve (Nk)Nk > emp*(%)_

De la férmula de Stirling se sigue que existe A > 0 tal que

Nk |
N]in < Ae—Nk"
vV 27TNk
que contradice la proposicién 0.1.5, apartado (4). O

Lema 2.1.12 Seanm > n y %e%@*(l

) <t< e?‘ﬁ*(%)_ Entonces
(1 > e (g,

En particular | |
e () > pn=Dw(®) 20" (3)

st j es lo bastante grande.

DEMOSTRACION. Como en la demostracién del apartado (2) del lema 0.1.6 se tiene

n(t) < log(t) + sup {k Log(?) - ne' (M),

Dadoque 0 <t < 5o ) y %(t) es una funcion creciente, se deduce que klogt — mp*(%)
siempre que k > j y, por tanto, nw(t) < log(t) + llog(t) — ny*(L) para cierto 0 < 1 < j

n



2.1 Célculo simbdlico 81

(véase el lema 0.1.7(1)). De donde

Ho— tle—nw*(%)tj—l ne* (L)
m *("L)
Z e nw(t)— log(t( )] l mcp
ﬂs@ (2=
> gnelt)- log(t)( l@ " )j—lemw*(#)

e (O)—log(t) gme* (1)~ (=1) gmep* (L)

S gnelt)—log(t) ;] 2me* (k)

¢*(L)

En particular, si s = e , obtenemos
e (L) ot () gl pnet ()
> enw(s)flog(s)e(j—l)?ﬂo*(%)ensﬁ*(%)
> enw(s)—log(s) ean*(ﬁ) )

Ahora, log(s) = o(w(s)), cuando s — oo, luego nw(s) —log(s) > (n — 1)w(s), si s es
bastante grande. De donde, si t < er?¥ () = s, entonces

enw*(%) > e(n—l)w(s)GQnap*(%) > e(n—l)w(t)e%w*(%),

lo que finaliza la prueba. O

Lema 2.1.13 Sea o(t) = t%, 0 < d < 1, y w una funcién peso tal que w(t) = o(co(t)).
Entonces existe A > 0 y una sucesion (j,) de nimeros naturales tal que

Ao (eF?)) >

para cada j > .

DEMOSTRACION. Para cada n € N existe 4, > 0 con w(t) < A, + +0(t) para todo ¢t > 0.
Por lo tanto

or(t) = sup{st —w(e®)} > sup{st — A, — %0‘(68)} =

5>0 s>0

1 1
= —A, + —sup{nts —o(e’)} = —A, + —¢:(nt).
n s>0 n

En particular, si t = j/n,
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Como A, solo depende de la relacién entre o y w, tomamos j, tal que % < 1. Entonces,

Sij > ju, al ser L7 (j) = Llog(d),

n J 1 Ji
Zo (L) > 14 Zloe( L
Sendy = -1+ log(Z),
es decir, 0'(6?%”(%)) > (%)dé, luego basta tomar A > ded*!. O

Teorema 2.1.14 Sea w una funcion peso tal que w(t) = o(t?), d < p—4§, d < 1. Sea
a € ASZ}“(U) con operador pseudodiferencial asociado A y € un subconjunto abierto
relativamente compacto de U. Entonces ezisten un operador pseudodiferencial P(x, D) :
Dw)(2) = Ew)()) y un operador (w)-regularizante R : & \(€2) — Ew,)(2) tales que Ap =
P(x,D)¢ + Ry para cada ¢ € Di,y(2). Mds aun

p(x,f) ~ ij@j‘,f)

donde p;(z,§) = szj ﬁD?GECL(iB,y,f)Iy#'

DEMOSTRACION. Sean (571) y R > 1la sucesién y la constante, respectivamente, asociadas
a la definicién de amplitud 1.2.10 para la funcién a(z,y,§).
Observemos que la sucesién (p;(,§)) define una suma formal en FAS5*(U) en virtud

del ejemplo 2.1.3. Sean (C,) y R > 1 asociadas al compacto Q en la definicién de suma
formal 2.1.1 para Z;’io p;(z,§) como en la férmula (1.13). Supondremos, por comodidad,

que C,, > 6’,” para cadan € N, y que R > R.

Sea (jn) como en el lema 2.1.13, que ademés cumpla las hipétesis del lema 2.1.10 para la
suma formal » 7% ) p;(z, €). Los términos de la sucesién (j,) y la constante R se modificardn
més adelante para que se cumplan ciertas condiciones (ya se sabe que se pueden tomar tan
grandes como sea necesario).

Tomamos p(x,&) como en el lema 2.1.10 y P := P(z, D). De acuerdo con el lema
2.1.9, el operador A coincide con Y %_, An, siendo Ay el operador pseudodiferencial con
amplitud a(x,y,&)(pn — ©n+1)(€). Del lema 2.1.10 el operador P = limy_,« Sy, donde
Sy es el operador pseudodiferencial con simbolo Z;V:()(ij — i) (O, mi(x,€)). Por lo
tanto, A — P : D) (Q) — &) () se puede representar como A — P := >~ T | Py, donde

/

Py (u)(z) = [ Ky(z,y)u(y)dy y la serie es convergente en L(Dy,)(12), D,(2)), y ademds

N

Kn(z,y) = /(SDN —en+1)(§)(alz,y,§) — ij(%f))ei(x_y)gdf

J=0

es una funcion en £ (€2 x €2), como se deduce del hecho que px — pn41 € D(,)(RP) (basta

aplicar el lema 1.2.1(1), pues ya sabemos que la funcién Z;V:o p;(x, &) es un simbolo).
Asi, cada operador Py es (w)-regularizante, y nuestro propésito es demostrar que tam-

bién Y N_, Pn es (w)-regularizante. Para hacer esto necesitamos obtener una representacién
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diferente de las series. No hay pérdida de generalidad en suponer que €) es convexo (en
otro caso, podemos recubrir el abierto {2 con una unién numerable de bolas, Q = |J,,cy Bn:
que son conjuntos convexos y, en vista del teorema 1.5.6, s6lo tenemos que probar que la
distribucion nicleo de A — P es una funcién ultradiferenciable de clase (w) en B,, X By,
para cada n € N).

Procediendo como en [45, 2.25] consideremos, para N > 1, el desarrollo de Taylor de
orden N de la funcién a(x,y, £) respecto de la variable y, en y = z,

N

(.6 = 3 —fale, O -2+ Y —walr . o)

|a|=0 |o|=N+1

siendo

wolz,y,8) = (N + 1)/0 Iy a(r,x +t(y — ), &) (1 - t)yNdt.

Entonces, para N > 1 tenemos

/(SON — oni1)(©alz,y, €)' Ve =
N

= /(SON - 90N+1)(5)( Z i@;“a(x,m,g)(y — x)a)ei(mfy)fdg +

|| =0

+/(90N —one)O( Y iwa(ﬂcayﬁ)(y — x)") e’ VEde

|a|=N+1

e /(SDN — o) (©)alz, z, )"V +

+ZZ T ﬁ / gy o, €)dE +

la|=1 <
+ Z Z ﬁ' O[ - / i(r_y)gTN’auB(x7 y7 §)d§7
|a|=N+1 B<a
donde
o082, ) = DL (pn(€) — en+1(§) D 00 a(x, 2, €)
y

TNa(2, 4, €) = DL (on () — on+1(8)) DEPwal(@, 1, €).
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Por lo tanto

pi(,€))e' 8 de =

M-

Kn(e,y) = / (o — ona) (€)(alz, . €) —

Jj=0

= /(SON —on+1) (&) (a(z, x,§) —po(g;’g))ei@—y)&dg +

al 1 .
+ ( > m/el(m N o, €)dE —

J=1  |a|=j B<a

- / UV o — i) (O)p (. )€ ) +
1 i(rx—y
+ 2 25325157:7;570/"6< a2, y, €)dE.

la|=N+1 f<a

Ahora, cuando § =0,

ONa0(2, ) = (N — ¢N+1)(5)D?3;a($7$>§)7

por lo tanto, de la definicién de p;(z,§),

1 )
Z _l /el(xy)fo'N,a,O(x}g)dg =
(6%

lal=j

S 5 / G oy — on4) (€) DEalw, , €)dE =

laf=j

_ / D (o — on)()p;(x, E)dE.

Ademas, po(x,€&) = a(x,x, ). Asi que Ky = Zﬁlzl AN + Ry, siendo

A (z,y) = Z m/emy)éama,ﬁ(%ﬁ)df

0#£8<a

e i= 3 3 gy [ e st e

|a|=N+1 <
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N N N N
Por otro lado, usando > > = > > queda
r=1|a|=1 |a|=1 r=|c]
N r
DD Ailey) =
r=1 |a|=1
N N ]
= > > DL (0 (&) — 41 () Dg PO alw, x, €)dE
jal=1 r=al 025<a ﬁ!(‘)‘_ﬁ)‘/ ‘ T
- 1
= 4(xfy)§D5 o _ Da—ﬁaa ., d
|azzmﬁga T PO o@D (e

j=1

Es decir, >N | D=1 A = SN I; — Wy, con

1 < _
Ii(z,y) == Z Z m/el(xy)éD?SOj(f)D? Y00 a(x,x,€)dé

laf=j 0#£B<a

N
Wate)i= 3 3 g [ @D w1 0., e

la=1 0£B<a

En consecuencia Z;VZI K; = Zjvzl I; + Z;VZI R; — Wy. Para terminar la demostracion
vamos a ver que > Rj(z,y) y 77, Ij(7,y) convergen en ) (2 x Q) y que la sucesion
de operadores definida por los ntcleos (Wy) converge a cero cuando N tiende a infinito.

(a) Sea j, < j < jn+1. Entonces
DiDyli(x,y) =
- X 3 3 O [ €07 Dl ©DE D Gjate . ) g

lo|=j 0#B<ay<p

De donde se deduce que |D¥DyI;(z,y)| no es mayor que

> Y X g DL NP (D 0gale. . €)de

la|=j 0£B8<a y<p

Fijamos k € N y tomamos n > k y ¢ := 2n. Recordemos ahora la férmula (1.7): si §# 0y
D?goj (&) # 0 entonces

J

2Re5 ¥ (W) < [¢| < 3ReT¥ ) (1.14)

y tenemos que ]Dg”D?iﬁa;‘a(:c, z,&)| es menor o igual que (nota 1.2.11)

Cola — B)1 Blo=Blelp=0)te" (M7 H(e=0)te" (1) gmus(€) | ¢ 1=l =p(lal-18))
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Ahora usamos que £<p*(|;) + lp*(1) < ke ('“ oy + lp*(1). Como |a| = j, se tiene
dla| = plar= B = plB| = (p = 0)j v ast, [DEYDe ™ Ba" (z,2,¢)

esta acotado por
Cola — 5)[B\oc—ﬁle(p—@(kv*(%)Mw*(%))emw(f)|§|5lu—vl+p\6|—(p—5)j'

Tengamos en cuenta también que, al ser || < j, |D5 0;(&)] < C’( )'ﬁ‘jw‘“ (véase la formu-

la (1.8)) y [£]olm—le=0ke" < 2% (del lema 0.1.6). También ||+ < ehe” () ke )
y, por de la férmula (1.14),

(|M ’Yl)

1 n i 2 n i |§| nox (L

_e-<P (n) < _€-<P (n) < < e-‘P (n)

e T

Podemos aplicar entonces el lema 2.1.12 para obtener la estimacion
29" (3h) < o (n=Dw(gy) ne” (4)

Luego |DEDyI(x,y)| estd mayorado por

Cy Z Z Z CDIﬁ\ 18141 ko (M52) B ok (520 (p—8)ng” (£) |

|a|=7 0#£B<a y<p

/ R[] 7181 g (p=D)(n= 1)) m(©) 5w E) | ¢ olFl | |~ (0= g

Como

) ReOFIRE tm(E) < (htm)n(e)

i) [¢]7gPe < 1,

: 1 *(J
iif) ¢~ < W@’(p"y)mp () (por la desigualdad (1.14)) y
iv) @W*(luzﬂ)epk¢*(|“?|) < ekgﬁ(%)

queda finalmente
| DDy, y)| <

< Z Canjek“"*(wyl Z Z CDW' 1O+ A g,

loo|=4 0;&B<a V<

siendo
Ay pm / e 2RFm)w(©)~(n—1)(p=0)(5) ¢
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Dado k podemos elegir n suficientemente grande para asegurar que la integral Ay, r es
menor o igual que 1. Por otro lado, Zlﬁl 1 <ply, al ser Iﬂ' < plfl para cada 8 € NF,

1 ,
3 ﬁwa < 3 W'plﬂ\plﬁ\j\ﬁ\ﬂ
0#B<La 0#£8<a

<3 (Y pwpi) <5 TP sy
k=0

k=0 |B|=k

También "y < olul < el Entonces, para j, < j < jp+1, obtenemos
Y<p 5 p J J In+

LDV ePir” |l (12E2]
| DL Dy Ii(,y)| < CChjp’ B We e
Procediendo como en la prueba de 2.1.8 podemos elegir una sucesién (j,,) y una cons-
tante R > 1 de modo que la serie ) I;(x,y) sea convergente en &,)(£2 x Q) : en efecto, sea
R de modo que
2pBer2
QR) D =

converge.

2
Esto asegura que la serie >~ i1 jp BI W

Elegimos entonces (j,) para que la sucesién (D,,), definida por

jn+1 1 Djp2
D — J -
Dni=Cin Z ' ir'B (2R)(p=0)5’
J=In

cumpla Enﬂ < Dy
De donde, usando que »_.., => 2 Z]é“ ' queda

oo Js+1—1 Djp2
v , b (50 —
!Di‘Dy(PZjIJ(x»W)\ < Cermr ;CQS ; e T

o0

x(lutv] =

—  (elHtkem (5 )E Dy,
s=n

lo que concluye, pues la suma .- D, es un nimero finito que depende de n, es decir, de
k.

(b) Con un argumento similar podemos probar que ) 7%, R;(z,y) converge en &,)(§2 X
Q) para una eleccién adecuada de (j,) vy R > 1. De hecho, recordemos que

= > Zﬁl / !V sy, §)dE.

la|=j+1 B<a
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Luego
| DDy R;(z,y)| <

< Y EEY OG0 D e Ol

lo|=j+1 B<a v<p r<v

Ahora, fijamos k € N y tomamos n > ky £ = 2n + 2. Sea j, < j < jns1- De la definicién
de Tj,a,ﬁ(xa Y, 5)?

DY Dy 08w, 5, €)| < DL — i) ()G + 1) -

1
: Z “) / tr=rl(1 — )it potv=r D e De Pz, @ + Hy — ), €)|dt.

s<pu—y 0

Dy~ DDy DEPa(a, @ + ty — ), €)| <

plp=0)ter (7 =aly (p—6)ep™ (LHL) mu (€)

=Bl _ 3)I
<GB = ) |€[Pla—Bl=dli+v+a—r—]

Usamos entonces

(1) |§|6|u+u—rfv|€—6kw*<“””7:*”> < k()

(2) |¢|hHrl < ehe (P ghw(©)

lutv|

(3) ehe (B epke (M=) < ket (8 ¢ e

@) 2z (H?) < 2k,

para obtener que

€0 DL Dy 62, . €))
esta acotado por

5 elktm+ok)w(s)
‘Dg(@j —pir1)(§ )|‘§|p i+1—|8)—0(G+1)

.2‘#*W|BJ‘+1*|5\CZ(Q — B)(j + 1)ek* () Jo=d)ee ()
Para terminar, distinguiremos casos:

Supongamos primero que § = 0, entonces (¢; — ;1) # 0 implica

n+1

(2Re3H () < )2Re5¥ ) < |¢] < 3ReFTE ()
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y, en particular,

Ahora, una aplicacion del lema 2.1.12 da

€[7+2 > (3R)j+2enw<%)G&p*(%)e—ml),
y, en consecuencia, [£|~ (=G < elo=0)log el R=(p=0)(i+1) g~ (p- S)nw($5h) o= (p=0)te™ (FF1) pi+1 Pode-
mos pues elegir n de manera que

(k+m+dk)w(€) )
€ _ ; . *(lptvl _ x(Jt1
’(@j - ij+1)(€)|W2w VlB]Jrng ol (] + 1)€k(p (% )e(p )™ ()

esté mayorado por

efw(g)

Wz‘Wﬂ(@B)jHCg al (j+ 1)616@*(%)_

Supongamos ahora que # # 0. Usaremos que |D?(<pj —wi+1)(§)] < |D£<pj( )|+
[D{1(&)]- Como i < j < jnsa,

(1) D{p;(€) # 0= 2Re’? ")<|§|<3R6J )

=)

9Rert1? (57 Sij+1< o

(i1) Dipj(€) #0=

n+1

IRe+1? (n+1) < |§| < 3R€]+1<,0 (%11) sij+1=Jnm1

Para acotar en el caso (i) tengamos en cuenta que, al ser 8] < j+1 < 2j, [DPy;(€)] <

O(%W'jwﬂ (véase el lema 2.1.7), ademds el lema 2.1.12 da

IE[F+2 > (3R)i2eme(sin) 2" (i) o= (41
y, por 10 tantoj ’£|_(p_5)(]+1) S e(p_é) 10g|§|R—(p—6)(j+1) —(p—8)nw( \ﬁl) —(p—0)2nep* ( )6]+1 En el
caso (ii), en cambio, |D%p;1(&)] < C’(%)'m(j + 1)IA+1Y el lema 2.1.12 asegura, tanto
sij+ 1< jpp1 comosij+1=j,41, que

IE[7+2 > (3R)TH2en(5) " () o= (+D),

y aSl/7 |€|7(p75)(]’+1) S e(pf(;) lOg‘glRf(pf(s)(j‘i’l)e_(p_é)nw(l%)e (p 6)27150 ( 2n )€]+1 Entonces pode_

mos elegir n tal que

(k+m+dk)w(§) 9lu—| Bi+1-1B v j
e ) wludwly (oo witl
{|D6gpj(§)|—|—|D5<pj+1(f)|} == Cola— P (j+1)eH % ) p(P=0)te" (15
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esta acotado por

20Dl(j + 10, o=l BI+1=18l (¢, — B)1ei*L(j 4 1)2eke (D),

R(p—=08)(G+1)

De donde se obtiene finalmente
|DEDy Rj(w,y)| <

< 3 YY) gy ] PPy (v 0l

lo|=j+1 B<a y<p r<v

et(j+1)2BIH! o (lptv]
lutv] ko™ ( ) —w(&) e .
<200, RG] 2T Ihe L /e d&

B35 D WAIGICEETIS

la|=j+1 <a y<p r<v

i+1/( 4 2 1
elt (] —+ 1) B+ QQW"F”‘ ko™ (|M+V)/e_w(£)d€'

<206 R—8)G+1)

18! (D (DG +1))”
DD e T

la|=j+1 B<La

Ahora % < plfl < plol = pit1 v ademss, Z|a|:j+1 1 < p*L. Por otro lado

Z(D(jJrl))ﬁlgi (D iprH _ (e

|
pa 181 k=0 |B|=k ' k=0

Entonces Dt o
er 1. Ul e (lutvl
T pp—o R,H;p)ﬁl(] + 1)222|“+ lehe" (5% )>

para cierta constante 5n > 0 que depende de n.
Procediendo como en el apartado (a) elegimos R de manera que

|DEDYR;(2,y)| < Co

2€pD+1Bp2 .
Re5 T
y (jn) de modo que la sucesion (ﬁn) dada por
Jnti=l pDy1 2
Dui=C0 3 (s PG+
J=Jjn

cumpla l~)n+1 < %.
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Obtenemos en este caso

js+1_1

IDEDY (D > Ry(x

s=n j=Js
Jstiml opiip 2
w( lutvl ~ ePPTE Bp® . .
< gtk 5 G s )G =
s=n J=Js

lo que demuestra que Y7, Rj(z,y) € (2 x Q).

(c) Sea Ty : D)(2) — D, (2) el operador con nicleo Wy. Como > neo Pn con-
verge en L(D()(€2), D, (€2)), se deduce de (a) y (b) que (IT) converge a un operador
T : Dw)(2) — D, () en L(D,(2), Dy, (R2)): En efecto, ya sabemos que Z;VZI K; =
Z;.Vzl I; + Z;VZI R; — Wy, por lo tanto, el operador Z;V:O P; tiene nicleo

N N N
Y Kj=Ko+» L+> Ri—Wy. (1.15)
j=0 j=1 J=1

Dado que ZN,l I + ZN R; converge en &) (Q x ) cuando N — +o0, en particular,
converge en D(, (€2 x €2). Por el teorema de los nicleos 1.4.3, Z] L+ Z] L Rj es el
ntcleo de un operador que converge en L(D(,)(2), D(,,(2)) cuando N — +oo. Asf, (1)
también converge en L(Dy,)(€2), Dy, (£2)).
Para probar que 7" = 0 es suficiente ver que 7" se anula en el conjunto denso D(,)(£2),
N+

o(t) := te. Para ver esto, fijamos N € N, j, < N+1 < j,,1,y ponemos ay := Rewe (50,
Entonces Doy ,1(€) # 0 implica que 2ay < |€] < 3ay. Dado que

a) [¢A7lel~ < 1,

b) |¢|-Dlel > (2R)(p—a)\a|€(p—6)lalﬁ@*(%) > (2R)(P-9lele (p—&w*(%) sil<|al] <N,

para u € D) () se tiene, usando de nuevo |D§¢N+1( §)| < C’(‘El)lm(N + 1)lB1+1
T (u)(z)] <
N
< Y g [ [Plena©@0r gate s a6 e <
|a|=10#8<a
N « (o]
CDIFI(N + 1)81+1 Bla=8lcy, (oo (15)) /
< s e Oa(e)]de <
§=:1 0£6<a CHISIY [€[te=0lel=eld €[>2an
N
CDIPI(N + 1)B+1 Ble=BlC -
<2 ( ' ) SR) -] / Ol ()lde.
A ( ) |€>2an
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Sea A como en el lema 2.1.13. Entonces Ao(ay) > N + 1. Para cada u € D(,(2) se tiene
a(€)] < e WD para |¢] bastante grande (Paley-Wiener). Como log(t) < lo(t)
cuando ¢ — oo obtenemos

/ emw(€) [a(é)|de < / 6—(Ap2+1)0(£)d£
|§]>2an |€1>2an

/ PO g < o= MPo(2an) / =€) e
‘§|>2a]\]

|£1>2a N

IA

e—Ap20(2aN) 1
<
2an)? ~ (2ay)2e” N1

para N bastante grande.
Por el lema 2.1.11 podemos asumir que

( 5 < 5= para cada j > j,. En consecuencia,

181
como Y, % < eV’ (N+1) obtenemos

N |al 1Bl+1
()] < Z%ﬁf—)ﬁ I el I LGIL

|
|a\—1 0£B<a g

oN+1C, C DB
< C Z \ |V + o P
= 2Rp 6 ay 2ay — 2" le

pues C,, < ay (ver enunciado del lema 2.1.10). Se deduce entonces que T (u)(z) converge
a 0 uniformemente en x € €2 cuando N tiende a infinito.

Finalmente, de (a), (b), (¢) y de la férmula (1.15) se obtiene que la distribucién niicleo
del operador A — P es la funcién de £ (2 x ) dada por

K(ZE,y) = K0<$’y) + ij(x7y) + ZRj<x»y)

Por lo tanto, A — P es (w)-regularizante. O

2.2. Propiedades de sumas formales
Calculos conocidos ([45]) y las propiedades de ¢* permiten probar:

Proposicién 2.2.1 Sea > p; € FAS(Q) una suma formal. La sucesion (q;) dada por
4(7,8) = D0 hmi o £02D2 (pu(x, =€), para cada j, es una suma formal.

DEMOSTRACION. Sabemos que para cada compacto K en () existen constantes B > 1
y R > 1y una sucesién (C),) con la propiedad

D2 D2p(2,€)] < CBYIBlelr-9ne () gma©) (1 | )plel—rl3I- (-9
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siempre z € K y log(%) ‘ﬂﬁjw*(

Ahora 1
D]Dig(x.§) = Y —DIDI0¢D; (pn(w, =€)
jol-+h=
Supongamos que log(ﬂ) n__p* (Lo Entonces
R |a+y[+7 n :

| . o
|DﬁD§QJ< 75)‘ < Z J’Dx+ﬂD§+'yph<x7_£)| <

laf+h=j

< e 3 gl

x| h
plp—0)nepr (1ot

|a|+h=j al (1 + |€])Plo+rl+(p—d)h—dlats —
—5)n WHJ
= Cpem™® o )| T( %) ) = O BT (@ +7)!
(1 + |§|)p7 p |a|+h—j (0%
Ademas,
Ble+l (a+y)! B~ J N glel <« gvAl J a7l plal <
D B = ml y D (B s B} () B <
|a|+h=j =0 =
J
j+
< Bty (B <
k=0
< B'y!(1+ pB)"*hl,
de donde se obtiene la conclusién, en virtud del lema 2.1.2. 0

Definicién 2.2.2 Para ) p; € FAS];*(2) definimos (3_p;)* como la suma formal 3~ g;,
siendo

(€)= Y kD (s, —6).

oo +h=j
En particular, si p(x,£) es un simbolo, p'(z,€) denota la suma formal ;4 dada por
1 (6% (0%
lor|=g

Ejemplo 2.2.3 Supongamos que P(z,D) = }_,/<,, @%(z)D* es un operador lineal en
derivadas parciales con coeficientes en &,)(£2). Sabemos que (véase el ejemplo 1.3.3) tiene
1

simbolo
P(@.8) = G D Gal@E”

la|<m




94 Calculo simbdlico

Comprobaremos a continuacién que la suma formal pf(z, &) coincide con el stmbolo del
operador traspuesto P(z, D)’
El operador traspuesto viene dado por

Pz, D)f = Y (=1)*D*aa(2)f(x)) =

laj<m
= > (- Ia\z ) D P f(2). (2.16)
la|<m B<a

siendo f € Dy, (€2). Luego tiene simbolo

P9 = s 2 (<173 () D) (2.17)

|a|<m B<a

POI‘ otra parte, pt(x7§> = Z;i()pj<x7§)7 donde p](JI,é) = Z\fﬂzj ﬁﬁgD;(p(x, _5))
Observemos que si j > m, entonces p;(z, &) = 0, pues p(z, ) es un polinomio de grado m
en la variable £. Si 7 < m se tiene

pi(z,§) = Z S" Dlaa(x) _7)!( 7=
=5 | \a<lzm
! - a

por lo tanto

> opi8)= 30 3 ()1 Dl (a)e T = ().

|| <m y<a

En [45] o [38, 3.2.19], se puede encontrar el siguiente resultado.

Proposicién 2.2.4 (> p;)") = p;.

Lema 2.2.5 Sean o, aq, as, 01, y P2 multi-indices. Entonces:

Sep =01 Z D GG B2+ a)l(az — Bo)! < 2eHaglalertesl, (2.18)

B1<ay B2<an
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DEMOSTRACION. Basta observar que

~(Braas—B) = ()Blar — B)! <

«

Bo+a ;
] laal+7 - |
( o )Oég. <2 Qg!

IA

Y Aue D5 <o D gi<a (gll) (;j) < olontan | .

Proposicién 2.2.6 Sean ) p; € FAS5“(Q) y Y q; € FAS$(Q) dos sumas formales.

La sucesion (r;), definida por vj(x,£) = 320 hinej i@gph(x,f’)D;‘qk(x,g), es una suma
formal en FAS;?ngmZ’w(Q).

DEMOSTRACION. Denotamos pjl- =p;y p? = ¢; para cada j. Fijado un compacto K de
() existen constantes B > 1, R > 1 y una sucesién (C),) tales que

la+5

‘DgD?p;j(aj’g” < C, BAIg1ele=0ne™ (55) gmiw(€) (1 4 ’5‘)5|a\—p|ﬂ|—(p—5)j (2.19)

siempre que = € K, log(%) > ﬁgp*('ﬁ‘nﬂ), i=1,2.

El papel de los multi-indices « y 3 en la expresién (2.19), lo jugarédn oy, ag, 81y (2 en
los célculos que siguen, y « se usard para la definicién de r;.
Como

Dng?QTj(x, ) =

1 e o B o
= 3 Y Y )G DD o) DI DD (0, 6),

la|+k+h=j  p1<on B2<an

teniendo en cuenta que

(\a+ﬁ2\+h) (\az—ﬁz|+k’)

n *( |az|+7 > ¢ n * n *
[azl1s ¥ ( ) = méx (\a+52\+h¢ n ' Taz—Bal +k ¥ n )

n

resulta, para cada z € K, log(%) > Ia;\Lﬂ SO*(‘OQJ;Fj) :

DI DEogpa(x, &) - D3P DD 2 g, )] <
e(p—é)mp*(W)e(mrFmZ)w(f)

(1 + |§’)p\a—l—az|+(p—6)(h+k)—5|a+o<1| -

< CzB‘aHQl(ﬁz + a)l(az — Ba)!
= Prag,
siendo m :=mq +ms y

e (P8 (151)

(1 + |&|)Plozlt+(p=0)i—dlaa|’

e (E)

Popj = CRBr21(8, + a)l(as — Bo)! (2.20)

pues || +h+k =j.
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Por lo tanto,
(1 4 |€])Plazl+(p=0)i=dlan]
elp=o)mer (F5F)

< Z Z Z 52+04)(2—52)!: Z Sa,8)

|a|+h+k=j /31<0¢1 B2<as |o|+h+k=j

O e e

siendo S, 5 la expresion definida en la férmula (2.18).
Del lema 2.2.5 y de la propiedad Z‘M:S 1 < p® se deduce que el sumatorio anterior
estd acotado por

J
Z 2\a2|+ja2!2\a1+02\ < jpj4|a2|2|alla2!
lal=0

Una aplicaciéon del lema 2.1.2 permite concluir. U

Definicién 2.2.7 Para Y p; € FASmW( ), >.q € FASmW( ) definimos (> pj) o
(22 q5) = 22y, donde
1
(@& = > —0mn(z,§)Dig(z,).
lof+kt+h=j

Para demostrar el siguiente resultado necesitamos un lema.

Proposicién 2.2.8 Si Y p; ~ > pi y > q; ~ > q;, entonces (3_p;)o (> q;) ~ (D_pj)o
(2 d)-

Lema 2.2.9 Si Y p; ~ 06 Y q; ~0, entonces (3 p;) o (> q;) ~ 0.

DEMOSTRACION DEL LEMA 2.2.9. Por comodidad supondremos que N,, = 1 para todo
n € N en la definicién 2.1.4.

Supongamos primero que Y ¢; ~ 0. Dado un conjunto compacto K de 2 sean B > 1,
R>1y C, >0 (neN) tales que

IDSDE (D g5) (6] < O3 BIBlelr=8ne" (5 gmaw(©) (1 4 | )Slal=rIBI—(r=O)N
j<N
1€l n s« |Bl+N
siempre que x € K, log() > EER ( ), N e N.

Como
Dy DE(Y rj) =

j<N

N—|a|—h—1
SV IR o S 1 [ L S
|a|+h<N ﬁ1<011 Ba<ag
N—|a|-h—1

Z Z Z ocg Dﬁz D,Bl aﬁ ph) Z Dzlfﬁl DQO;Dngﬁz n

|a|+h<k ,@1<a1 B2<az k=0
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si suponemos a partir de ahora que = € K, y

log(%) > |a2r+N90*(|a2L+N)< > Iag—ggl—kN(p*(‘%_%HN))-
se cumple
N—|a|—h—1
|Dg1—ﬁ1+aD?2*ﬁ2 ( Z Qk) (l‘, 5)’ <
k=0

ep=0)mp* (I=ELET=R) ()

n

(1 + |&])Ploz—B2F (o= (N —Tal-F)—éla1—Ar+al

< Cnlag — 52)!B|a2_'62‘

Ponemos m := mj; + ms y, como en la demostracion de la proposicion 2.2.6,

N—|a|-h-1

DI DO pn(x, &) - [D D@ (Y @) (2,6)] < Puagpy
k=0

siendo P, s~ la expresién definida en la férmula (2.20) para j = N.
Finalmente queda

1D D2 (> )| <

J<N
o(p—ng* (1Y) mae)

( Z Sa,,@) CELB‘OQ‘(]-—'— |§|)p|a1|+(p—5)N—5|0¢1‘7

a,h
|a]+h<N

siendo S, s la expresién definida en la férmula (2.18).
Aplicando el lema 2.2.5:

(Y 5us) <

a,h
|a]+h<N
N—-1 N-1
<37 N aleRigylatesl < glealglerlay) N (2p) < N(2p)Valelglrl !
7=0 |a|=0 J=0

Supongamos ahora que Y p; ~ 0. Usando la notacién de la demostracién del caso
anterior, suponemos ademas

lal+N

DIDY (Y p3) (@.)] < o BIelem e () amaet€) (1 . |t (-l

j<N

siempre que x € K, log(%) > _n (p*(\ﬁlﬂv)'
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Ahora se tiene

J<N
N—|a|—k-1 1
= > > = > GC)(DEDI o) (D3 DI DE T gy).
la|+k<N  h=0 @ <o fa<as
Siz€ Ky log(%) > \062|TL+N90*(‘Q27‘1+N)( = |ﬁz+a|+rll\7—\a|—k(‘0*(|62+a|+7]zv_|a|_k)) se tiene
IDEDFOE( Y pa)(@ 8| <
h<N—|a|—k

e(ﬂ—5)n<ﬁ*(7ml |+Nn_‘a|_k)em1w(§)

(1 + |&])AAatPal o= (N—lal—R)=3[1]

S CnB‘Oz+ﬁ2‘(ﬁ2 + Oé)'
El resto de calculos es analogo al caso anterior. U

DEMOSTRACION DE LA PROPOSICION 2.2.8. La aplicacién FFAS]'} (Q) x FAS)3 () —
FASTS(Q) tal que (3 pj, Y- q;) = (3_p;) © (D ¢;) es bilineal. Entonces

O p)o O a) - oD d) =
=)o (i =)+ O (=)o O 4.

que es equivalente a cero por el lema 2.2.9. ]

2.3. La composicién y el operador traspuesto

Finalizamos este capitulo comprobando que nuestra clase de operadores pseudodiferen-
ciales es cerrada al componer operadores y al tomar traspuestos de operadores.

Proposicién 2.3.1 Sea P(x,D) el operador asociado a p(x,§) € AS)3*(U) y sea
un abierto relativamente compacto de U. Entonces el operador traspuesto (restringido a
D)(R2)) se puede descomponer como P(x,D)' = Q(z,D) + R, siendo R un operador
(w)-regularizante y Q(x, D) el operador definido por q(x, &) ~ p'(x,§).

DEMOSTRACION. Ya sabemos que P(z, D) es el operador asociado a p(y, —§) (véase
el corolario 1.2.6). Entonces, es suficiente aplicar el teorema 2.1.14. U

Necesitamos ahora un resultado técnico relativo a sumas formales.

Lema 2.3.2 Sea 2 C R? un abierto, y sean p(x,§),q(z,§) € ASZ%’”(Q). Supongamos que

b(z, &) € AS)(Q) satisface b(z, &) ~ ¢'(z, =€) y que r(z,§) € AS?,ZL’“(Q) es equivalente a

Zj Z\a|:j ﬁagaD?(p(% €>b(y7 5))’9230 Entonces, ’f’(l’, 5) ~ p(x, 5) © q(x, 6)
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DEMOSTRACION. Observemos primero que » ;> ,_; 02Dy (p(x,£)b(y, €))|y== €s una
suma formal: De la proposiciéon 1.2.15 la funcién p(z,£)b(y,§) es una amplitud. Ahora,
basta aplicar el ejemplo 2.1.3.

Por comodidad supondremos que N,, = 1 para todo n € N en la definicién 2.1.4.

Recordemos que
-y &

J o lal=j

\al

85 D3q(x,§)

Yy que

plx,§)oq(z, &) = > prfDawi)

J \OéIJ

Tenemos que estudiar las derivadas de

22 { p(x, )D3b(,€)) = éagp(x,f)ng(x,g)}.

J<N |a|=j

Sumando y restando la expresion Z‘SKN (=) |85D5q(:v €) queda

s!

—1)sl
> 53?(19(%@1?? CEOED I 51!)

§D§CI($75)D +

laj<N [s|<N

—1)lsl
S {2 o (Y S a0, 0)) - Soe, D0}
o] <V ’ |s|<N ) ’

Acotaremos ahora las derivadas del primer sumando, que coincide con

=Y IS Ot g oipirg - Y T 0 o)

|a|<N ! r<a |s|<N
Se tiene
DIDML@E) = Y =SS ST ()C)Dr D (e
|a\<N "<y 1B r<a

—1)lsl
DD s w6~ Y S e o).

|s|<N

Fijado un compacto K C € existen una sucesién (C),) y constantes R > 1y B > 1 tales
que para cada z € Ky

(I/J‘HN)( > 2n (Iﬂ—,@1+a—T\+N))’

[4
log(R) = \/3|+ng [B—Br+a—r[+N ¥ 2n
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como b(z, &) es equivalente a la suma formal ¢'(x, —¢), se cumple

-1 —B1 qa—r Na (_1)‘5‘
| D7 Do D b, ) — > I

[s|<N

p(p=8)2np (A (e

(1 + [&])PIB—Prta=ri+(p=0)N=dly=y1+al’

< CQn(ﬁ - 61 + o — r)!B|B—ﬁ1+a—r|

Luego, usando que (61 +r)l(8 — 1 + a —r)! < (6 + a)!,

DyD¢t, SDIF-DID DD NWI(H

\a|<N 71<7 B1<B r<a

o (p—0)2np" (LN o (e)

C3,(8 + a)1B7*e

(1 + [€])PIBtal+(p=ON=dly+al

o(p=0)2ne* (RN ome(e)

1
2 L ohp+al gl+al !
<Ch 2o BEUB + ) T gprrer o —aral

Pero log(%) |ﬂ|+N90*( ) > 2or(E) > W”‘go*(%), y en particular

Asi
elp=0)2ne" () B elp=8)ne™ (B ppnig™ (121) < (- (LN
(&
(L+[g)elet = (1 + |¢[)rle -
Como (6+a)' (’6;&)6! < 2BHNB1 se deduce
o(p—=0)me* (L) Jame(e)

1
v B 2 = olv+B+al plB+al |
|DID{Ly(z,¢)| < anHZN 2 BB+ )\ e v <
o<
plp—0ne (LY J2me(e)

2 ol N (4 YN g1y
< 0y 27pT(AB)TTIN (1 + [€])PIB(r—N =0T

Vamos a acotar ahora las derivadas de

Z{Z CO% 0 (vt 0D (. 8)) — L 2w(r O Da(r.©)} =

la|<N  |s|<N

—1)lsl
= S (X EOE S Ot 09 Ds e ) — ~oEn(e. O D(r.6) )

la|<N [s|<N 7 or<a
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La primera suma es

2

la|<N |s|<N 7 r<a

Z Z Z Oé'S' 821)(3: f)as+o¢ rDoz+s (iIZ' f)

[r|<N |s|<N r=«

() OEp(w, )T DY q(x,6) =

|| <N
HZ Z > C )t 001 DLl )
rl<N - t2r s+at

[t|<2N

donde el iltimo sumatorio se extiende solo sobre los multi-indices s, tales que r < a'y
|r] < N, |s| < N. Lo denotaremos como »__ para abreviar. De aqui queda:

Iy(x,§) =
S S 3 E O a9 Dt &) — (e ©1D(x.0))

|,,,|< t>r
[t|<2N -2

» Para cada multi-indice r (de la primera suma) estudiamos el caso t = r. Aqui s+a =
t =1y como « > r se tiene necesariamente que o = r, s = 0, y toda la expresién se
reduce a

0519(% §)Dyq(x,8) — @gp(x §)Dyq(x,§) = 0.

» Para cada multi-indice r estudiamos ahora cuando r < t, r # ¢, [t| < N con t fijo
(un multi-indice). La suma

_1)\Isl
S O o) gt ) Dl ) =

als!

—1)lsl
= Lo 9 Dl )Y Y

« sl(a—r)!

Como en [19],

_ 1)l el o 1)l
Z*ﬁ - T;;t(t—(a)!)(a—r)! o) |k<zt:T t—r— 'k'

= 0

Entonces I,(x,&) se reduce al sumatorio

2N—-2

Z{ZZ S,Q, (") dep(x, €08 Dka(w,€) }.

Irl<N =N
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Por lo tanto

D;Dﬁb(iﬁ §) =

IN—2
Z Z Z s'a' Z Z 71 51 711)618519@ §)-Dy~ %Dﬁ Blat "Dlq(z,€).
|r|<N [t|=N 1<y B1<p

Luegosiz € Ky log(m)

()(,) =274, cbienomos

2 GNP () (= BN ? "(PHER)), dado que (;) <2V

|DID]1,(x,6)| <

~ N8l plo+l o920 (5 g2mae)
<2 m e

Ahora bien, si |t| > N entonces [t| = N + ¢, siendo { > 1y

e2ne” (55) — 2o (BT e (B0 onen (1)
w(IBHENN < n £y s s
Ademas, log(%) EEsg4 (%) > 24*(£) implica

P+
usando que (t — s)! = al, se obtiene

|DgD§I2(ZE7§)} S

2N -2 —5)ne* (Y o,
( 3 Z Z (> B|ﬂ+t|) Oy 31 2N 101 et (BI "( )i)N ;T)
nM~- +(p— _ Y

lo que concluye la demostracion del lema, pues el primer factor de la expresion anterior
esta acotado por

2N -2 2N -2

>y Z OCHBe < 3% Z olilgla+t Blo+ <

Ir|<N |t|=N |s|=[t|—N+1 [r|<N [t|=N |s|=]t|—N+1
2N -2

< 4NQIBI4N pIAI+2N Z Z Z 1<

Ir|<N |t|=N |s|=[t|—N+1
< N3@2B)FI(4B)2Np*N.
0
El objetivo del préximo teorema es componer dos operadores pseudodiferenciales P(z, D)
y Q(z, D), médulo un operador regularizante, de modo que el simbolo de la composicién

admita un desarrollo asintético equivalente a (27)P(p(z, €) o q(x,&)). Necesitaremos que al
menos uno de los operadores tenga soporte propio.
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Teorema 2.3.3 Sean p(z,§),q(z, &) € AS)*(U) y W un conjunto abierto relativamente
compacto en U. Denotemos por P y ) los correspondientes operadores pseudodiferenciales
asociados y supongamos que P 6 ) tiene soporte propio en W. FEntonces, mddulo un
operador regularizante, se puede definir la composicion Po@Q : D, (2) — £ (), QA C W,
de modo que coincide con el operador pseudodiferencial asociado a (2m)?(p(x, &) o q(x,£)).

DEMOSTRACION. Supondremos que el operador P tiene soporte propio en W y tomamos
0, relativamente compacto y abierto y que contenga a W.

Sabemos que Q = (Q")' y que Q' viene dado por q(y, —§). En consecuencia, sobre
Q, Q' = Q' + T, siendo T" (w)-regularizante y Q' definido por un simbolo ¢’ sobre €,
que es equivalente a ¢ (véase la proposicién 2.3.1). Como la clase de los operadores (w)-
regularizantes es cerrada al tomar traspuestos, sobre €2y, () coincide, médulo un operador
(w)-regularizante, con el operador Q)1 asociado a b(y, &) := ¢'(y, —&) ~ ¢'(y, —¢£). Es decir,
Q = Q1+ 11, siendo T (w)-regularizante. Entonces P o T} es el operador (w)-regularizante
obtenido al componer T} : £ (W) — Ew)(W) v P : Ew)(W) — Ey(W).

Por otra parte, podemos considerar @1 : D\ (W) — Dr, () (R )Y P :Dp ) (RP) —
Ew) (W), con lo cual la composicién P o @; define un operador D,y (W) — E,)(W) vy se
tiene

P(Q1f) () = / pla, )0 F(€)ede.

Pero, de la demostracién de la proposicién 1.5.3, apartado (i), Q1 f(z) = I (—x), siendo
= [b(y, &) f(y)e ¥ dy, lo que implica que Q1 (&) = (2m)PI(€). Esto es, Po Q es el
operador pseudodiferencial asociado a a(x,y, &) = (2m)Pp(z,£)b(y, £).
Una aplicacién del teorema 2.1.14 permite descomponer, en €2,

POQ1:S+T7

siendo 7' un operador (w)-regularizante y S el operador pseudodiferencial asociado a
r(z,€) € ASQm “(€Q), simbolo equivalente a la suma formal

2rp 3 3 D (e, b(y, €)=
J o lal=j

Dado que b(z, &) ~ ¢'(z, —=£), se deduce del lema 2.3.2, que r(z,§) ~ (27)Pp(z, ) o ¢(x, &),
lo que concluye la prueba. [l






Capitulo 3

Operadores hipoelipticos

Un operador pseudodiferencial de clase (w), P : &, () — D(,,(Q2), se dice que es
(w)-hipoeliptico si cumple que sing,y supp Pu = sing, supp u para cada u € wa)(Q).
La hipoelipticidad del operador proporciona informacién acerca de la regularidad de las
soluciones de la ecuacién Pf = g. Estamos interesados especialmente en el caso en que
P = P(x, D) es un operador en derivadas parciales con coeficientes variables. Restringimos
nuestra atencion a los operadores lineales en derivadas parciales de fuerza constante, que
pueden considerarse como perturbaciones acotadas en un cierto sentido de operadores con
coeficientes constantes, por lo que cabe esperar que tengan un comportamiento respecto a
la regularidad de las soluciones similar al de los operadores con coeficientes constantes.

Este capitulo consta de dos partes bien diferenciadas. Los resultados obtenidos en la
primera no dependen de la teoria desarrollada en los capitulos anteriores. En la segunda
parte estudiamos la hipoelipticidad con el método de la paramétrix y es entonces cuando
los operadores pseudodiferenciales juegan un papel esencial.

Es bien conocido que si P es un operador en derivadas parciales con coeficientes cons-
tantes entonces P es (w)-hipoeliptico si, y solo si, P es homogéneo (w)-hipoeliptico, en el
sentido de que si ) es un abierto en Q y u € D, () satisface Pu = 0 en ' entonces
u € &,(). En consecuencia, siempre que o sea una funcién peso tal que o = O(w),
tendremos que si P tiene coeficientes constantes y es (w)-hipoeliptico entonces P también
es (o)-hipoeliptico y un resultado andlogo se cumple también cuando trabajamos con clases
no casianaliticas de tipo Roumieu (en particular en las clases de Gevrey).

Los resultados anteriores no se mantienen si consideramos operadores con coeficientes
variables. De hecho, varios autores (Rodino [39], Baouendi y Treves [1], Okaji [36], Cat-
tabriga, Rodino, Zanghirati [11], Gramchev [17]) han dado ejemplos de operadores cuyos
coeficientes son funciones real analiticas, que son homogéneo hipoelipticos y no hipoelipti-
cos. Asf como operadores que son {t?}-hipoelipticos (0 < d < 1) y no son C*-hipoelipticos.

Demostramos que si un operador P(z, D) de fuerza constante y coeficientes en &, (€2)
es homogéneo (w)-hipoeliptico entonces P(z, D) es (o)-hipoeliptico para cada ¢ = O(w)
(3.1.14). El hecho de que una clase de funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu sea la
interseccion de todas las clases de Beurling que la contienen permite deducir un resultado
andlogo para las clases de Roumieu.

105
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M. Taylor [43] prob6 que si P(z, D) es un operador en derivadas parciales con coe-
ficientes variables definidos en €2, hipoeliptico y de fuerza constante en 2, entonces el
operador con coeficientes constantes P(zg, D) es hipoeliptico para cada xy € ). Nosotros
obtenemos una version del teorema de Taylor para clases no casianaliticas lo suficientemente
grandes como para contener cualquier clase de Gevrey, como por ejemplo para w(t) =
(log(1+1))®, s > 1.

Para obtener los resultados anteriores necesitamos una discusiéon previa relativa a es-
pacios locales de Hormander, en la versién méas general proporcionada por Bjork [4].

En la segunda parte del capitulo presentamos una condicién suficiente para que un
operador pseudodiferencial de clase (w) admita una paramétrix, esto es, una inversa a la
izquierda médulo un operador regularizante. Esta condicién fue obtenida por Hérmander
para simbolos clasicos en C'™°. Una versién para operadores en clases de Gevrey se puede
encontrar en [45].

Buscando condiciones para garantizar la hipoelipticidad de operadores en derivadas
parciales con coeficientes variables en C'*°, Hérmander [23], e independientemente Mal-
grange [32], demostraron que si P(x, D) tiene coeficientes C* y fuerza constante en 2 y si
P(z, D) es hipoeliptico para cada xy € 2, entonces P(z, D) es hipoeliptico.

El resultado de Malgrange/Hormander ha sido generalizado a operadores de fuerza
constante que actian sobre clases de Gevrey (de tipo Roumieu) cuyos coeficientes son
funciones real analiticas, o pertenecen a alguna otra clase de Gevrey. Véase Iftimie [25] y
Shafii-Zielezny [41]. Algunos resultados parciales para operadores que actian sobre clases
de funciones ultradiferenciables de tipo Roumieu &y, 3 (R?), bajo ciertas condiciones sobre
la sucesiéon {M, }, pueden verse en Pascu [37].

Como consecuencia del resultado previamente obtenido acerca de la existencia de para-
métrix, obtenemos algunas condiciones en los pesos (w,o) para poder concluir la (w)-
hipoelipticidad del operador de fuerza constante P(x, D) a partir de la (¢)-hipoelipticidad
de P(xg, D), y en el caso en que los coeficientes del operador sean funciones real analiticas
o pertenezcan a alguna clase no casianalitica.

También damos un ejemplo de un operador (w)-hipoeliptico que no es de fuerza cons-
tante, que se obtiene combinando y modificando sendos ejemplos de Kumano-go [28] y
Liess-Rodino [31].

3.1. Operadores (w)-hipoelipticos y homogéneo (w)-hipo-
elipticos

Segun la definicién de Schwartz [40], un operador lineal en derivadas parciales P con
coeficientes en C'*°(2), siendo 2 un abierto de RP, es hipoeliptico en §2 si Pu € C*(Y)
implica que u € C*(€), para cada abierto €' C Q y para cada u € D'(?'). O lo que es lo
mismo, se da la igualdad

sing supp Pu = sing supp u

para toda u € D'(§2) (véase [22, 13.4.4]).
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Los operadores lineales en derivadas parciales con coeficientes constantes fueron car-
acterizados por Hormander, quien dié varias condiciones equivalentes. Asi, por ejemplo,
P(D) es hipoeliptico si, y sélo si, existen constantes positivas ¢ y C' tales que

[POEI/IPE)] < Clel~

si £ € RP y |[£| es bastante grande. En particular, podemos seleccionar « con longitud
la| = m = gradoP de modo que P es una constante no nula, y se deduce que si
P(D) es hipoeliptico entonces existen ¢,C' > 0 de modo que |P(£)7Y < Cl€]7™€ si [€] es
suficientemente grande.

La definicién de Schwartz motiva la siguiente

Definicién 3.1.1 Si P es un operador lineal en derivadas parciales con coeficientes en
E.(Q), se dice que P es *-hipoeliptico en € si

sing, supp Pu = sing, suppu

para cada u € D,(Q), donde x = (w) ¢ {w}.

Definicién 3.1.2 Sea P como en la definicion 3.1.1. Se dice que P es homogéneo -
hipoeliptico en Q si para cada abierto ' de Q y cada u € D,(Q') con Pu =0, se cumple
u € E (D).

Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que la ultradistribuciéon v en las defini-
ciones anteriores tiene soporte compacto.

Nuestro objetivo es demostrar que los operadores (w)-hipoelipticos de fuerza constante
coinciden con los operadores homogéneo (w)-hipoelipticos. Como consecuencia, todo ope-
rador (w)-hipoeliptico de fuerza constante sera (o)-hipoeliptico para cada funcién peso
0 = O(w). Para ello, extenderemos un resultado debido a Hérmander (véase [22, 13.3.3])
acerca de la existencia de un cierto operador de soluciones, lo que nos obliga a considerar
versiones de los espacios By, y B (considerados por Hérmander en el capitulo 10 de [22])
para clases de funciones ultradiferenciables. Esta generalizacién, debida a Bjork [4, 2.1], se

obtiene tomando funciones peso k con un crecimiento més rapido que las definidas en [22].

Las definiciones que damos a continuacién, asi como los resultados que enunciamos sin
demostracion, se deben a Bjork [4]. Véase también Fieker [15] para una versién para pesos
no subaditivos.

En lo que sigue, la dimensién del espacio euclideo serd N y no p (es decir, trabajaremos
sobre RY), para evitar confusiones al introducir los espacios B .

Definicién 3.1.3 Sea w una funcion peso. Denotamos por S, el conjunto de todas las
funciones @ € Li(RY) tales que ¢ y € C™ y para cada multi-indice o y todo mimero no
negativo A se tiene

Pa(p) = sup @ D%(x)| < oo,

TzERN

Tan(p) = sup O[D*G()] < oo.
EERN
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La topologia de S,, esta definida por las seminormas pax Y Ta -

El espacio S, es un espacio de Fréchet y la transformada de Fourier es un automorfismo
de S,,. Se tienen las inclusiones continuas

Dw)(RY) C S C ) (RY). (1.1)

Ademés, D) (RY) es denso en S, lo que nos permite identificar S/, con un subespacio de

D) (RY). De las inclusiones (1.1) obtenemos Elw) RY)cC S.,.

La funcién w(€) = log(1 + |£]) no es una funcién peso (pues no cumple la condicién
(7)). Pero es interesante observar que en este caso S, = S, el espacio de las funciones
rapidamente decrecientes introducido por Schwartz. Para un peso w cualquiera, se cumple
S, C S. Una forma lineal y continua sobre S, se llama ultradistribucion w-temperada. El
espacio de todas las ultradistribuciones w-temperadas se denota por S'. Para cada u € S

se define la transformada de Fourier u € S, por

u(p) =u(@), ¥ €S

La transformada de Fourier es un automorfismo continuo en S, y en §,.

Definicién 3.1.4 Sea w una funcion peso. Se define KC,, como el espacio de las funciones
k:RY — [0, +00[ tales que, existe X > 0 de modo que

EE+n) < eDk@m),  néeRY.

Definimos también

0 = mp i

Si k, k1 y ko pertenecen a K, y s € R, se cumple ky + ko, ky - ko, méx(ky, ko), min(ky, k2)
y k* pertenecen a IC,. Si P es un polinomio en C[z] no nulo, se tiene

Pek,,

siendo
1/2

P(¢) = [Z |DP(€)?

Siguiendo a Bjork [4], generalizaremos a continuacién los espacios B,y introducidos por
Hormander para el caso en que k € IC,,.

Definicién 3.1.5 Sea w una funcidn peso, k € K, y sea 1 < p < oco. Denotamos por By,
el conjunto de los u € S/, tales que u es una funcion medible y

el = ((%)N / |k<§>a<£>vd§) " (12)

donde ||u||cor denota supess k(&)[u(§)].
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El espacio By, es un espacio de Banach con la norma || - ||, . Se tienen las inclusiones
: hw 1 ‘< N w :
continuas S, C By, C S,,. Ademéds Dy, (R™) es denso en BY, si p < oo,
La definicion de B, no depende de la funcién peso w mientras k € K, en el siguiente
sentido: Si w; y we son dos funciones peso y we = O(w;) entonces la restriccién a B3 de

/

la inclusién continua i : Df ) (RY) — Dy, (RY) es una isometria de B3 en By}

Por lo tanto, podemos identificar todos los espacios B, para cada funcién peso w
mientras k € K,,. Denotaremos el resultado de esta identificacion por B, .

SikeK,, ue B,y ¢ €S, entonces se sigue que pu € By y
I éullpe<Il & 1.zl 2 [lp -

Es 1til conocer que las funciones en K, pueden ser reemplazadas por otras equivalentes
que varian mucho mas lentamente:

Lema 3.1.6 Si k € K, podemos encontrar, para cada 6 > 0, una funcion ks € K, y una
constante Cs > 0 tales que

1 < ks(§)/k(S) < C
M, (€) < e (€D

donde A\ > 0 no depende de §, y My, — 1 uniformemente en los compactos cuando § — 0.

Y

Observemos que si k € K, y ks es como en el lema 3.1.6, se cumple B, = B, ;-
Ademas:

Proposicién 3.1.7 Sea k € K, y ks definida como en el lema 3.1.6. Para cada ¢ € S,
existe 6o > 0 tal que

I dullprs< 21l & lluall w llpks

siempre que 0 < 6 < dp y u € By .

DEMOSTRACION. Solo hay que probar que existe dy > 0 :

16 1, <20 ¢ llaa

siempre que d < dg. Pero, del lema 3.1.6, sabemos que
M, (€) < U para cada § > 0.

Ademéds, al ser ¢ € S,
[ 1861 < +cx.

Y se tiene que
16 sy, = @0 / ()| M, (€)de
< (@n)V / 3(6) D,
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para cada o > 0. Por otra parte, del lema 3.1.6, M}, — 1 uniformemente en compactos.
Asi, se deduce del TCD, que

u/@@ﬂM@@Mé—%/W&owa

es decir, || ¢ [[1,m,, — ¢ [[1,1, cuando § — 0. En particular, existe do > 0 de modo que
para todo 0 < 6 < (50, H ¢ ||1’M’“6§ 2 || ¢ HLl' ]

Se puede definir para cada conjunto abierto Q C R¥ un subespacio de Dzw)(Q) cuyos
elementos se comportan localmente como los elementos de B, .

Definicién 3.1.8 Sea w una funcion peso. Sea k € I, y 1 < p < oo. Definimos
w,loc . w
B Q) = {u € D,y (Q) : V€ Dwy(Q), up € By}
La topologia viene dada por el sistema de seminormas u — ||u|lpx (¢ € Dwy()).

B;}ioc(Q) es un espacio de Fréchet y
Ew) () C By (Q) € D, (),

con inclusiones continuas.

Tal como sucede con los espacios By, podemos afirmar que los espacios locales B;}iOC(Q)
no dependen de w. Sea w una funcién peso y k € K. Identificamos todos los espacios
B;’,ioc(Q) para los cuales k € K, y llamamos al resultado de la identificacién B ().

Teorema 3.1.9 Sea w una funcion peso y ki, ke en K. St uy € Byg, N S(W)(Q) Y uy €
Boo iy, S€ tiene uy x us € By gk, Y ademds

” Uy * U ||P,k1k2§H Uy ||PJ€1|| U2 ||<>0J€2 :

Dado un polinomio P(§), escribimos

1/2

ﬁ@>=[§quP@W

[0}

Decimos que el polinomio Q(&) es mds débil que P(§), o que P(§) es mas fuerte que Q(§)
si, para cierta constante C' > 0

Q&) <CP(¢), €eRV.

Si @ es mas débil que P y P es mas débil que ) diremos que P y () son igualmente
fuertes.
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Definicién 3.1.10 Un operador en derivadas parciales lineal P = P(x, D) con coeficientes
en C®(Q) se dice que tiene fuerza constante si, dados xg,yo € Q los polinomios p(xg, &) y
p(Y0, &) son igualmente fuertes como funciones de &, es decir:

C'pyo, €) < plxo, &) < Ch(yo, €), ¢ eRY,

para una constante C' > 0 adecuada que depende de xq, Yo.

Si P = P(z, D) tiene fuerza constante, para un xy € €2 fijo, se escribe Py(D) = P(zq, D).
Sea Py(&),..., P.(¢) una base del espacio vectorial de dimensién finita de los polinomios
més débiles que Py(&); entonces podemos escribir

P(z, D) —i—Zc]

donde los coeficientes ¢;(z) € C*°(2) estan univocamente determinados, y ¢;(xg) = 0 si
j=0,1,...,7. Silos coeficientes de P(x, D) estan en &, (£2) entonces cada funcién c;(x)
esta también en &,)(2).

Estamos en condiciones de demostrar una extensiéon del teorema [22, 13.3.3].

Teorema 3.1.11 Sea P(z, D) un operador en derivadas parciales con coeficientes en £ (Up)
y fuerza constante en Uy, entorno de vy € RY. Si X es un entorno bastante pequerio de
o, existe una aplicacion lineal E : &, (RY) — Elw) (RYN) con las siguientes propiedades:

(1) Ple, D)Ef=fen X si f € ng)(RN),
(2) EP(z,D)ju=uen X siu€ & (X),
(3) 1 Ef N, mn< Okl S llpn
si f € ELRY)NB,x yk €K, (Cy es independiente de f).
DEMOSTRACION. Escribiendo, para cada € > 0,
Xei={r R | o — o] <e},

elegimos £y > 0 de manera que se tenga X., C Up. Sea x € D,y (RY) tal que x =1 en un
entorno de la bola {z | |z| < 2e} y sea Fy = xFEy, donde E, € BZOC (RN) es una solucién

fundamental de Py(D) (véase [22, 10.2.1]). Si supp f C X, tenemos Foxf=FEy* fen
X.,, y por lo tanto

Fo(D)(Fo * f) = Fo x (Po(D)f) = Eo x (Po(D)f) = f (1.3)

en X, si f € & (X,). Notar también que Fy € B__ 5 .
Tomemos ahora ¢ € Dy, (RY) tal que 1(x) = 1 cuando |z| < 1y suppy C {z | |z]| < 2}.
Denotando

o) = (——22),

€
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vamos a probar que la ecuacion
9+Z¢eCij(D)(Fo*9) =Y. f (1'4)
5=0

tiene solucion unica g € S’W) (RY) para cada f € 5(’w) (RY)y 0 <e <& < 2. Supongamos
que esto es cierto por un momento. Ponemos

De la ecuacion (1.4) se tiene que suppg C supp .. Como suppip. C X,,, se tiene g €
Eluy(Xeo)-
Se sigue ahora de las féormulas (1.3) y (1.4),

P(D)Ef = P(z,D)(Fy*g) :PO(D)(FO*g)—i—chPj(D)(Fo*g) —

= g+ Y tee;P(D)(Fo*g) = vef = f,
j=0

en X.. Lo que prueba que
P(z,D)Ef = f
en X, para cada f € £, (RY).
Sea ahora u € & (X:), definimos f = P(z, D)u. Veamos que g = Fy(D)u es una
solucién de la ecuacién (1.4) para esta f. En efecto, dado que Xo. C X, , se cumple (1.3),

es decir
Foxg=Fyx By(D)u=u

en Xo.. Como ambas partes de la ecuacion (1.4) tienen sus soportes en Xs., podemos
aplicar esto ultimo (teniendo en cuenta que 1.(z) = 1 si x € X, y que suppg C X, se

tiene ¥.g = g):

g+ > Wi Pi(D)(Fy* g) = g+ > thec;P(D)u =
j=0

J=0

— G R(D)u+ 3 & Py(D)u) = . P(w, D)u = ..

Lo que implica que
EP(z,D)u=Fy* (Py(D)u) =u en X,.

Para probar la existencia y unicidad de soluciones en la ecuacién (1.4) definimos

A.: D]

(RY) — D (RY)

(@)
g Do e Py (D) (Fo * g)



3.1 Operadores (w)-hipoelipticos y homogéneo (w)-hipoelipticos 113

Estimaremos la norma de A. g en B, , siendo k € K, y ks como en el lema 3.1.6. Como
Fy € B, p, v los polinomios P;(§) son mas débiles que (), existe una constante C' > 0 tal

que || P(D)Fylloe,1 = supgegn |P](§)ﬁo(§)] < (Cparacadaj=0,...,r. Dado que ¢.c; € S,
de la proposicion 3.1.7 y el teorema 3.1.9 se deduce:

I Ag lpas < 2D ey all Pi(D)Fo* g llpa
j=0

IA

20 ee luall 9 llpws (1.5)
=0

siempre que g € B, ,. Por tanto, A : By, — B, , es un operador lineal y continuo con
norma N(A;) < 2C 377 o || ¥ecj (|11 Por el lema [22, 13.3.2] podemos elegir e; > 0 tal
que 0 < &1 <égo/2y

. 1
Z | ¥ecs lla< ok
7=0

siempre que 0 < € < g1. Notar que la elecciéon de 1 es independiente de la funcién k. De
1.5 se sigue entonces

1
” Acg Hp,k‘(sS 5 || g Hp,ka? (1'6)

siempre que g € By, x,. De donde se deduce que la norma del operador A., N(A.), es menor
o igual que 1/2. Luego el operador

I+ AE : Bp,ka e D,ks

tiene inversa. Como B, , = By, obtenemos que la ecuacién (1.4), que se puede escribir
como

([ + As)g = wsfa

tiene una unica solucién g € B, cuando f € B, ;. Ademés g € Eéw) (RY), puesto que 1.
tiene soporte compacto y

g=1.f —Ag = b-(f = > _ ¢;P;(D)(Fy * g)).
0

Dado que cada conjunto finito de ultradistribuciones en 5(’w) (R™) estd contenido en algiin
By, concluimos que la ecuacién (1.4) tiene solucién tnica g € &, (RY) para cada f €

€, (RY). De (L.6),

1 1
5 W9 llowks = Mg llors =5 119 lpws=<Il 9 lpes = Il Aeg llprs
19+ Acg llpks = Def llpns:

IA
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aplicando el teorema 3.1.9,

1 E S Nl <IEO oo, 9 llpiks

y de la proposicion 3.1.7,

1 E0 Moo, 9 llps < 4 11 Eo Moo p, | S Mlpts | 902 1.1,

lo que concluye la demostracion, pues || - ||,xs ¥ || - [|lpx son equivalentes. O

Es obvio ahora que:

Corolario 3.1.12 Si P(z,D) y X son como en el teorema 3.1.11, para cada u € 5(’w) (X)
con P(x,D)u € B, , se cumple
u € Bp,ﬁok‘

DEMOSTRACION. Sea E': &, (RN) — Elw) (R™) la aplicacién lineal del teorema 3.1.11.
Escribimos f = P(z, D)u € By N &, (RY) (obsérvese que Ew(X) C &, (RM)). Por (2)
del teorema 3.1.11, Ef = E P(z, D)u = u en X. Puesto que u € &,(X) podemos tomar
¢ € D,)(X) de modo que u = @E(f). Asi, aplicando (3),

Il (], mx =1l OB F ||, mp< o0

g

En el siguiente corolario es esencial que podamos elegir el mismo X para cada k en el
teorema 3.1.11:

Corolario 3.1.13 i P(z, D) y X son como en el teorema 3.1.11, para cada f € E)(RY)
existe u € E,)(RY) tal que
P(z,D)u = f en X.

DEMOSTRACION. Sea x € D(,)(RY) tal que x = 1 en un entorno de X. Entonces
Xf € Dy(RY) C By, para todo k € K. Por el teorema 3.1.11(3) existe una solucién
u € 5éw)(RN) de P(z,D)u = xf tal que u € B, p, para todo k € K, (en particular
u € By para todo k € k).

Veamos que u € &, (RY). Para verlo, comprobaremos que pu € D, (RY) para cada
v € Dy, (RM): sabemos que pu € By, para cada k € K. Lo que implica en particular que

pu € L. Entonces pu = (2m)~V @ como distribuciones (por las propiedades de la transfor-

mada de Fourier en §')). Como @ tiene un representante continuo (por ser gu integrable),
se sigue que @u es continua y de soporte compacto. Dado que [ |pu(z)|e?®dr < oo para
cada A > 0, por ser u € By, para todo k € K,,, deducimos que pu € D(,)(RY). Ademsds,

P(x,D)u=xf=fen X.
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Teorema 3.1.14 Sea P(x,D) de fuerza constante en Q0 con coeficientes en &) (Q2). Si
P(z, D) es homogéneo (w)-hipoeliptico en Q, entonces es (o)-hipoeliptico en Q2 para cada
o < w. En particular, si P(z,D) es homogéneo (w)-hipoeliptico y de fuerza constante en
Q, entonces es C*°-hipoeliptico en €.

DEMOSTRACION. Fijamos un peso o < w. Sea f € D(,)(©2) C D, () tal que h :=
P(z,D)f € £4,)(2) y sea xy € Q. Sea X un entorno abierto de zy como en el teore-
ma 3.1.11 con o en lugar de w y x € D()(£2) tal que x = 1 en X. Entonces xh €
D) () C Dy(RY) C E)(RY). Podemos aplicar ahora el corolario 3.1.13 para obtener
u € E(RY) C €y (X) de modo que P(z,D)u = xh = h = P(z,D)f en X. Al ser
P(z, D) homogéneo (w)-hipoeliptico, u — f € D, (?) y P(z,D)(u — f) = 0 en X de-
ducimos u — f € &4)(X) C &) (X). En particular, f € £, (X). Como z, es arbitrario,
concluimos que f € &4)(£).

El mismo razonamiento prueba que para cada abierto Q' C Qy f € D] G)(Q’ ) con
P(x,D)f € £ () se cumple f € £,)(£), lo que prueba que P(z, D) es (o)-hipoeliptico.
UJ

Recordamos que si 0 = o(w) entonces £, (2) C £ () ([9, 4.7)).

Corolario 3.1.15 Sea Q@ C RY un abierto y P(x,D) un operador con coeficientes en
£} (Q) y fuerza constante en Q. Entonces P(x, D) es {w}-hipoeliptico en Q si, y solo si,
es homogéneo {w}-hipoeliptico en Q). Ademds, en este caso, P(x, D) es {o}-hipoeliptico en
Q para cada 0 = o(w).

DEMOSTRACION. Supongamos que P(z, D) es homogéneo {w}-hipoeliptico en 2. Ob-
servemos primero que si 0 = o(w) entonces P(z, D) es homogéneo (o)-hipoeliptico en €.
En efecto, supongamos Q' es un abierto de 2y u € D, (') cumple P(z, D)u = 0. Como
u € D}, ('), resulta que u € 3 (') v, por lo tanto u € & (€Y'). El mismo razonamiento
prueba que P(x, D) es homogéneo {o}-hipoeliptico.

Veamos ahora que P(z, D) es {w}-hipoeliptico. Sea 2" como antes y u € D}, (') con
P(z, D)u € Egy(€Y). Por el teorema 7.6 de [9] existe wy = o(w) tal que u € Dy, , ().

Una aplicacién de la proposicién 3.5 de [5] proporciona

() = m {€) () : wy <o, 0 =0(w)}.

Entonces, para concluir que u € £,y (§Y') bastara probar que u € £)(Y') para cada wy < o,
o = o(w). Pero P(x,D) es (o)-hipoeliptico (teorema 3.1.14) y P(z,D)u € () C
E»)(&Y) para cada wy < 0 = o(w), lo que concluye la prueba. O

El siguiente corolario se aplica en particular a los pesos w(t) := (log(1+1¢))°, s > 1. En
el caso s = 1 se tiene &,)(2) = C*(12) y recuperamos el teorema de M. Taylor [43]. El
resultado es consecuencia del hecho bien conocido de que todo operador hipoeliptico con
coeficientes constantes es hipoeliptico en alguna clase de Gevrey.
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Corolario 3.1.16 Sea w(t) = o(t*) para cada 0 < a < 1 y Q@ C RY un abierto. Sea
P(xz, D) un operador con coeficientes en £,)(2) y fuerza constante en 2. Si P(x, D) es
(w)-hipoeliptico, entonces P(xq, D) es (w)-hipoeliptico para cada o € Q.

DEMOSTRACION. Si P(z, D) es (w)-hipoeliptico, entonces es hipoeliptico por el teorema
3.1.14 (y con coeficientes C'*°). Por el resultado de Taylor [43], el operador con coeficientes
constantes P(xg, D) es hipoeliptico para cada o € 2. Entonces existe 0 < a < 1 tal que
P(xo, D) es {t*}-hipoeliptico (véase [21]). Luego P(z, D) es (w)-hipoeliptico. O

3.2. Una condicién suficiente de hipoelipticidad

Consideremos un operador pseudodiferencial P(x, D) definido por el simbolo p(z,¢).
Estableceremos una condicién suficiente para que el operador sea (w)-hipoeliptico, usando
para ello el método de la paramétrix.

Definicién 3.2.1 Se dice que un operador pseudodiferencial P = P(x, D) definido por un
simbolo p(,§) € AS]37(Q) es (w)-hipoeliptico si se cumple

sing, supp Pu = sing,, supp u,
para cada u € &,,(2).
Definicién 3.2.2 Sea P = P(x,D) un operador pseudodiferencial con soporte propio
definido por un simbolo p(x,§) € ASZ?&“’(Q). Decimos que el operador pseudodiferencial

Q = Q(x, D) es una paramétriz por la izquierda (resp. por la derecha) de P si Q P =1+ R
(resp. PQ =1+ R), siendo R un operador (w)-regqularizante.

Si el operador P tiene una parametrix por la izquierda @, entonces es (w)-hipoeliptico:
fijada u € £,,(©2),
sing(,ysuppu = sing,, supp(Q Pu — Ru) =
= sing,)supp Q Pu C sing,, supp Pu,

pues R es (w)-regularizante y @) es pseudolocal (véase el teorema 1.5.7).

Pretendemos ahora dar condiciones suficientes para la (w)-hipoelipticidad de operadores
pseudodiferenciales y obtener, asi, criterios de hipoelipticidad fundamentalmente para ope-
radores en derivadas parciales con coeficientes variables.

Lema 3.2.3 Sea w una funcion peso subaditiva. Fijamos A > 0 y tomamos
AP ()

J!

Entonces para cada 5,k € N, se cumple

aj - ap < Qg (2.7)
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DEMOSTRACION. Se tiene

et (3) Aot (R) eis—e(s) ekt=Xe(t)
. = su - su
51 k! TR Y
ejlogu+klogv—)\(w(u)+w(v))
= su _ <
ot il
< wok (o) o ( i )j+k; —w(u+tv)
su e ; sup (v +v)’ e
o uvfl j'k' o (] + k)‘ u,'ugl
< : sup elUtk)s=Ae(s) — : P (T
VT | G+ k)
O
Con una prueba andloga a la de la proposicién 1.2.15 se tiene el siguiente resultado:
Lema 3.2.4 Sean ) 7~ a;(v,y,§) € FAS3¥(Q) y b(z,y,§) € AS)3“(Q). Entonces

> ai(7,y,§)b(w,y,§) € FAST(Q), siendo m = my + ma.

Lema 3.2.5 Siw; y ws son funciones peso equivalentes, se cumple

U A mwl U ASm wg
m>0 m>0

DEMOSTRACION. Basta probar que si p(z,&) € A m“”(Q) para cierto m > 0, entonces

p(x, &) € A mu’Q(Q) para otra constante m > 0.
Supondremos, sin pérdida de generalidad, que existe una constante C' > 0 tal que

Fwi(s) < wa(s) < Cwy(s) para cada s > 0. Denotamos ¢,, () = w;(e”), i = 1,2. Entonces

G(e) = suples — 0 (9} < supfes — Za(s)}

s>0 s>0
1 L,
= Gop{(C)s — pul(5)} = el (Co) 28)

Tomamos ahora k£ € N de manera que £ > C. Sea K un subconjunto compacto en €.
Como p(z,§) € AS)5 (2), existen R > 1y B > 1 tales que, para cada n € N existe una
constante Ch, > 0 cumpliendo

o]

|DaD p(z,8)] < C /31 B elp= 0kl ( k)(l + |£D6Ia\fplﬁ|€mw1(£)

siempre que a, 3 ENY, z € K y log(%) %’T@Zl(‘%)
De la férmula (2.8) obtenemos

. laly _nk oo
LERE < <
nk(ﬁwl( k) C(lpwg(nk,/cr) TLQDWQ( n )7
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y ademas
15| 18|
et 2 e, (5,
Por otra parte wi(§) < Cwq(§), entonces, llamando m = C - m y D,, := Cyy, se tiene
finalmente

D2 DY p(x,€)| < Dy BBl ele=0met, (5D (1 4 |g]ydlal-lBl giwa(©)

siempre que x € K y log(%) I |90w2( =), lo que concluye la demostracion. O

El método de demostracién del siguiente resultado es estdndar (Kumano-go [28], Zanghi-
rati [45]) y viene motivado por la expresion de una composicién de operadores en términos
de sumas formales. No obstante, hay que ser muy cuidadoso a la hora de obtener las
estimaciones adecuadas para las derivadas.

Teorema 3.2.6 Sea Q) C RY un subconjunto abierto y relativamente compacto, 0 < § <
p < 1, w una funcién peso, o un peso fuerte de modo que w(t'/?=9) = o(c(t)) cuando
t — 00. Sea p(x,§) € AS]57(Q2) tal que:

i) Eziste A >0 de modo que |p(z,§)| > Le ™) si|¢] > A,

ii) Existen € Ny C > 0 cumpliendo
D2 DEp(a, &)] < ClM P gtenes 1 p(r, €)|(1 4 |¢)~471+1
siempre que x € ) y || > A.
Entonces existe q(z,§) € AS,5"(Q) tal que gop ~ 1 en FAS*(Q2).

DEMOSTRACION. Al ser o un peso fuerte, o es equivalente a un peso subaditivo [34].

Supondremos, sin pérdida de generalidad, que o es subaditivo. Ponemos qo(z,&) = p(i )

para z € Q, |£| > A. Probaremos por induccién que existe C; > 0:
a 1% (n _
|Dg Do, €)| < O prener oD gq (, )| (1 + [¢]) #1701 (2.9)

siempre que z € Q y [¢| > A.
Esta desigualdad se cumple para o = 3 = 0. Ahora, p(x,&)qo(z,£) = 1 proporciona

o olp!
p(x, &) Dy Digo(w, &) = — > g e Dép(e )DL Deao(w,€)
ptr=a
v+0=3

(¥,0)<(a,B)
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Por lo tanto, si suponemos que la desigualdad se cumple para (v,0) < («, (3), obtenemos

131
P, DDl o) < S~ pr (e, €)1 DDl €)] <

Il
Pt plvly16!
v+0=4
(v,0)<(a,3)
< Z alf! Cletylen®s Ml | p (2, €)](1 + |¢]) Pk
= 1111161 ' ’
ut+r=a
v+0=5
(1,0)<(a,B)

'C|V+9‘9'6 *(nlv|) ’(]0(33 §)|(1 + ‘5|)—p|9\+5\1/|

Oéﬁ ‘1/—‘,—9‘6” ( |/’*|)+ 4,00(n|l/‘)
< Z wle\quv'Cl (L EAAoa Ip(z,€)|qo(x, &)

ptr=a
v+0=06
(1,0)<(ev,3)

Usamos ahora que C' < C] y que ,V, < |Jﬁ|'|, Del lema 3.2.3 se deduce

|p(x>€)DgD§QO($a€)| <
< Ol ged s (e, O)llao(w, (1 + ) S ()
1

ptr=a
y+0=3
(v, 9)<(oc B)

Ahora, de la desigualdad Zm:k 1 < N* siendo 1 un multi-indice, se obtiene

la+B la+B] NC
IINCEED DD ST SED N Ceos
ptv=a Cl k=1 |n|=k k=1
Y+H0=p5
(1,0)<(e,B)

por lo que basta elegir C lo bastante grande de modo que

(N_C)’f <1
Ch '
k=1
Para j € N, definimos por induccién
1
g(7.8) = —qo(z,) Y 9 aimu(z O Dip(, ©)

0<|p|<i

Vamos a comprobar que existen constantes positivas Cy y C3 tales que €7 < Cy < (5 y
para cada z € Q y [¢| > A se cumple

| DS DY g;(x, )| < (2.10)

gAczﬁﬁ'cgei*"?("'a”)(W';J) mel€) (1 4 [¢])-PlBIolal~(o-0)]
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La prueba es de nuevo por induccién. Para j = 0 ya lo hemos probado, es la fémula (2.9).
Supongamos que la estimacion es cierta para 0 < £ < j y que C3 > Cy > C (siendo C5 y
(' bastante grandes). Entonces

|DSD{g;(,§)| <

alp! 5
= . |Der DY .
S 2 Gimais D Pw o)

ajtaztaz=«

B1+B2+B3=0
1 o « 3
> SIDEDE G (2, O)||Dg D p(a, €)|
o<lul<i
alp! a1 +81 ]
< Co‘l Us len ®s (nlonl) go(z, E)|(1 + |¢ plB1|+dlon]
;; I REAIATATN o, 11 +16D
51+ﬁ2+ﬁ3 B
Z AC|O‘2+52+“|CJ WMGWJ(S)e s (2| +i— D))+ Ees (n(lasl+ul) |
0Spies (7 = [ul)!

s tB (1 - [¢])~olBaBsutdloztontal (1 4 |e])=r=0)G= p(z £)] 3

Usando que M aumenta con || (y por lo tanto {2 2|+]) < 8 |+] -) obtenemos, multiplicando

y d1v1dlend0 por (g +a3)! 'y J!,

D3 D¢y, €)] <
< (1 + [g])-ooolal--5 B I 4 i) 3

1
a!ewé(nlal\)c‘l"‘ﬁﬂﬂ

(042 + Oég)!Oq!

i
J: ar1taztasz=a
B1+B2+B3=0
. |
S Clortl gl gl sl s ! 1 gz (s 1)+ Lo (nlaa--al)
02 Cg ClesTrs ( as )(Iul) N' ’ ’

0<|pl<y
Como o es subaditivo,

(|a2+a3|+j)e%wé(n(\az|+J’*|M|))+%w§(n|a3+ul) < exeb(n(laztas|+))

oz -+~
Ademas
|ea+as) J ) '
et ) G _laatoaglyt (laof + 5 — [u)!as + pl!
(lox sty (laa +as| +5)!  |aof!|as|!u]!(G —[u])!
a2+ ul

(|a2|+]\ ||M|)2|Oc3+ﬂ\
J—|p
(|Oé2+<;c3|+j)

< 2|a3+u\’

IN
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loz|+5—pl |oz+as|+j—|ul |z +as|+j
puesto que ( 2]‘—\,4 ) < ( : j_g‘u‘ ) < ( : ; ° ) De donde se deduce

(a2+a3) ( J )6%¢Z(n(|a2\+j—\u\))+%<ﬂé(nlas+ul) <
Qs |l -

IN

(laT;Tsl) (‘i‘)e%wé(n(\az\+j*|u|))+%so§(n|a3+m) <
2
1

795 (n(laztas|+i))glaz+pul|

IN

e
Por lo tanto

| DYDY g;(x,€)| <
< A O (1 4 |¢])PIBI+lal=(e=0) Mcmmlﬂm
< J‘

Y (ZAG sl oy g e nseatelosh § 10 2020yt
aq

|
Qtortas—a “ o<lu<i H Cs
B1+B2+83=0
Como (Zl) < (:Z'l‘) < (‘Olif\]) y o es subaditivo se tiene
(a )en%(nlallH ¢ (n(i+lezl+as)) < ones(nllal+s))
a1 —

Por otro lado |u|! < N !y D=k I < N, Tuego

Dy D{gj(,€)] < (2.11)

< Ae™©)(1 + |§|)—p\ﬂ|+5|a\—(p—é)jcgoéwrﬁle%w;}(n(\alﬂ'))M .

= i

2C,C |1 +B1 |4z + 63| 2N202C k
> S (ECC)

a1tastaz=« 2 0<k<j 3

B1+B2+83=0
Ahora

la+0] 0o
20,C |a1 461+ +P3] 201 QNCI
ENEES SDIP L SIE pE
o1taztaz=a k=0 |n|=k =0
B1+B2+33=0

si Cy(> () es lo bastante grande. También
N202 = 2N202 1
I e 213)
0<k<j =1

para una eleccién adecuada de C3(> Cy). De las férmulas (2.11), (2.12) y (2.13) se deduce
(2.10).
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Del lema 1.5.8 concluimos que para cada ¢ € N existe una constante D, > 0 de modo
que, para cada j,

| DS D g, €)| < (2.14)
< DyAe™ ) (1 + [¢])PIBIlel—(=8)i 0 Ot Pl o—)ten () W
siempre que z € Q y [£| > A.
Ademas, se cumple
W < 2P| g|1 < 2P+ 1AL g (2.15)

por lo que la sucesién g; satisface las estimaciones de la definicién 2.1.1 para z € Q y
|€] > A (véase el lema 2.1.2).

Extenderemos ahora la funcién ¢; para todo & € RY y todo j = 0,1,2,.... Sea ¢ €
D) (RY) de modo que suppp C {£ € RN : €] <24} y p =1 para [¢] < A. La funcién
gi(z, &) = q;(z,)(1 — ¢)() es una extension de g; para || > 24, pues ¢;(z,§) = ¢;(z,§)
para |£| > 2A. Ademds, se entiende que gj(x,£) = 0 para [{| < A. De la proposicién
1.3.1 se tiene que 1 — (&) € AS;):;)(Q). Una aplicacion del lema 3.2.4 permite concluir que
g; € FAS"(€2). Por comodidad identificaremos g; con g;.

Veamos ahora que ) gj op ~ 1, como se deduce de la propia definicién de los g; ’s. En
efecto,

q](fv,f)p(iﬁ,f) = = Z ,%agq]—|ﬂ|(x7§)Dgp(x7€)

0<|pl<i

= —ry(2,€) + (Ol €),

para j > 0, siendo > r; = > ¢; o p. Entonces r;(z,§) = 0 para todo j > 0 y ademads
ro(x, &) = p(x,&)qo(z,§) = 1, para cada z € Q y || > 2A (esto prueba que > gjop ~ 1,
pues en la definicién 2.1.1 podemos tomar la sucesién (N,,) y la constante R > 1 de modo
que las estimaciones (1.1) se cumplan sélo cuando |£| > 2A). De los teoremas 2.1.8 y 2.2.8,
existe un simbolo ¢ € A Zéw(Q) tal que gop ~ 1. O

Corolario 3.2.7 Sean ), w, o y p(x,&) como en el teorema 3.2.6. Supongamos ademds
que P(x, D) es un operador pseudodiferencial con soporte propio. Entonces P = P(x, D)
es (w)-hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Sea @@ = Q(z, D) el operador asociado al simbolo ¢(z, ) que propor-
ciona el teorema 3.2.6. Aplicando el teorema 2.3.3 se tiene que (W@) o P = I+ R siendo

R un operador pseudodiferencial (w)-regularizante. Es decir, el operador @' = ﬁ@ es
una parametrix por la izquierda de P. Lo que implica que P es (w)-hipoeliptico. O

Como aplicacién, mostraremos a continuacién un ejemplo de un operador (w)-hipoelipti-
co que no es de fuerza constante. Este ejemplo se inspira en [28] y [31, 4.3.6].
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Ejemplo 3.2.8 Sea ¢(£) > 0 un polinomio hipoeliptico, m, m’ € Ny, m > m/. Definimos

p(x,€) = |2|*q(&)™ + q(&)™"

Vamos a encontrar p y 6 de modo que 0 < 6 < p < 1y si w es una funcién peso tal que
w(t) = o(t*) siendo d := p — 0 < 1y a < d, entonces P(z, D) es (w)-hipoeliptico.

Para ello, trataremos de aplicar el corolario 3.2.7. Observemos primero que si o(t) := t"
siendo 7 := a/d, entonces ¢ es un peso fuerte y ademas, w(t'/¢"=9) = o(c(t)).

Por otra parte, como ¢, y por lo tanto cualquier potencia de ¢ es hipoeliptico, existen
C>0,0<p<1 tales que (véase [22, Teorema 11.1.3, II b)])

laﬁ(qm(é)) ‘8%’”'(5))
q"(&) g (€)
Al ser ¢(§) > 0, se tiene |p(z,&)| > |q(&)|™ > £|¢|** para algtn A > 0. En particular,

Ip(z,&)| > %e‘“’(&) para cualquier peso w si |£| es suficientemente grande, luego se cumple
la condicién (i) de 3.2.6. Ademads

<C —plB| <C —plBl
3 §

8?29(56,5)‘

p(z,§)

2?07 (9)] | 0% (€)]
) T e -
< QC|£‘fp\ﬁ|.

Por otra parte
|D*(|z[*")] < K|x|2h|x|_‘o‘| — K(|;p|2h)1—%

]

= > 0, ya que en otro caso D*(|z|*") = 0.

para cierta constante K. Observemos que 1 —
Sia € N) y a # 0 queda

DeDep(x &) | _ [ Dallal™)|o¢a" ()] Di(ll)0ga™ (€)] (216)
p(x,€) |z[?hqm(€) g (€) ’ '
Sea s = grado(q) y supongamos que h > m —m' tal que si 7 = %, d=T1(m—m')s < p.

Distinguimos dos casos:
Caso 1: (]x|2h)_1 < (q(¢§))™™, entonces

(‘x|2h)—7\a| < (q(é))ﬂal(m—ﬂﬂ) < A\a”f“r(mfm/ﬂa\s

si|€] > 1y A es grande. Por lo tanto

- Cle|PPl <

DeDep(, )| |Dg(af™)|
s | T P

K(]x|2h) —T|a||£|fplﬁl < Aledl|g|dlel=rlBl

IA
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/

CAso 2: Si (|:c|2h)_1 > (g(¢))™™, entonces

’

() ()™ ™ < (q(ey) TN et
— (&) < lel|grlm=mlals

si |€] > 1. Luego

D2 ()17 g™ (€)]
q™ (€)

A8 m
< k(e

< KAWl|g[on—m)slal=el8l < f¢ glel|¢slal—ri]

g€ <

Entonces, de la desigualdad (2.16), se tiene que, para cierta constante B > 0, se cumple

D2 D/p(z,€)

K Bletbl(1 blal—plB]
R (1+1€)) :

si |¢] > B. Lo que implica
D3 DEp(r,€)] < KBI(1 4 fel) 1 )],

para |£| > B. Por lo tanto, el operador P(x, D) es (w)-hipoeliptico.
El operador no es de fuerza constante, puesto que si tomamos zoy = (0, N, 0)y z =
(1, ¥)., 1), el polinomio p(x1, €) tiene grado estrictamente mayor que el grado del polinomio

p(z0,§). O

Para el caso en que ¢(€) es el simbolo del laplaciano, véase Kumano-go [28].

Veamos algunas de las aplicaciones del teorema 3.2.6 para operadores en derivadas
parciales con coeficientes variables. Empezamos con unos lemas previos.

Lema 3.2.9 Sea p(z,§) = ﬁzlv\gm a, ()¢, 0 < r < 1, wtY") = o(o(t)) cuando
t — 00. Siay € (), entonces p(x,§) es un simbolo de clase (w) y tipo (r,0).

DEMOSTRACION. Fijado n € N se cumple que para cada k € N existe D;, > 0 de modo
que
||

1
—ey{nlal) < D+ rhey ()

siempre que a € NY (lema 1.5.8). Usando que a, € £(,}(9), fijado un compacto K C
existe n € N tal que )
|D%a ()| < C,en?smlal)

siempre que |y| < m, z € K y a € N)'. Por lo tanto, para cada k € N existe Fj, > 0 tal
que
x (|af
D°a, (2)] < B i5)
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siempre que |y| <m, z € Ky a € N}
De la férmula (3.6) se obtiene ahora, para 3 < 7,

D2 D (a,(2)€7)] < Brem 08 () B1(1 + €19

siempre que |[y| <m, z € K, a € N y £ e RV,
Y finalmente

E . (la
1D D2p(a,€)| < e B2 (L e (32 )
lyl<m
siempre que r € K, ay S € NY y £ e RY. O
Lema 3.2.10 Sea P(D) = >, <, @aD® un operador con coeficientes constantes (w)-

hipoeliptico. Denotamos
d(€) =mf{|¢ — 2| : 2€CV, P(z) =0}, ¢eRV.

Entonces

d
lim ﬁ = +00
gl=+o0 W (&)
, . |Imz|
DEMOSTRACION. Sabemos que | ‘hm B = 400 (teorema [5, 2.1]).
z|—+oo WIZ
P(2)=0

Supongamos ahora que existen A > 0, (§,) C RV, 2" < |&,| < 2|&,41] de modo que

d(&n) < Aw(&n).
Para cada n € N existe z, € CV de modo que P(z,) =0, |z, — &| < Aw(&,) < [€.]/2

si n es suficientemente grande. Ahora, |z,| > |£,| — Aw(&,) > |€,]/2. Ademas,

|Rezn| = [Rezn — & + &nl = [&nl — |20 — &ul = [&nl/2-
Mientras que
’Imzn‘ S ‘Zn - €n| < Aw(fn)a

de donde |[Imz,| < Aw(2|Rez,|), lo que no puede ocurrir si P(D) es (w)-hipoeliptico. [

Lema 3.2.11 Sea w un peso fuerte y P(D) = 3_,, <., aaD* operador (w)-hipoeliptico con
coeficientes constantes. Entonces existe 0 < a < 1 tal que w(t) = o(t*) y P(D) es {t"}-
hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Sea d(§) := inf{|¢ — 2| : 2z € CV, P(z) = 0}, £ € RY. Denotamos
entonces

M(R) = |51\Iif3d<€)

Por [22, Teorema 11.1.3, Corolario A.2.6] existen A > 0, b € Q tales que
M(R) = AR*(1 +0(1)), si R — +oo. (2.17)
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Sib > 1, delaférmula (2.17) se tiene d(§) > M (|¢|) > B|¢| para cierta constante B > 0
si |€| es bastante grande, luego P(D) es eliptico (véase, por ejemplo, Hérmander [21]). En
particular, P(D) es {t*}-hipoeliptico para todo 0 < a < 1. Ademds, como w es un peso
fuerte, w(t) = o(t?) para cierta constante 0 < d < 1, lo que concluye la prueba en este caso.

Si0 < b < 1tomamos a := b. Sabemos que limg_ 4o % = +oo (lema 3.2.10), es
decir,

i MEB)
R—+o0 w(R)

De las férmulas (2.17) y (2.18) se obtiene

(2.18)

ta
lim
t——+oo w(t)

= +007

es decir, w(t) = o(t*). Ademads, usando la férmula (2.17) de nuevo,
d(§) = M([¢]) = Al§|*(1 +o(1)) = B¢|*

para cierta constante B > 0, siempre que |¢| sea lo bastante grande, lo que prueba que
P(D) es {t“}-hipoeliptico (Rodino [39, 2.4]). O

A partir de ahora P(z, D) = >_, .., @a(2)D* es un operador en derivadas parciales
con coeficientes en cierta clase de funciones ultradiferenciables y de fuerza constante en €2,
y xg € ). En el proximo teorema, los coeficientes estan en una clase de tipo Roumieu.

Teorema 3.2.12 Sean o y w pesos tales que o es un peso fuerte y w(t'/") = o(o(t)) si
t—00y0<r<1 Siag € () y Py, D) es {t"}-hipoeliptico, entonces P(x, D)

(w)-hipoeliptico.

S
€

DEMOSTRACION. Sea Py(&), Pi(§),. .., Pr(£) una base del espacio vectorial de los poli-
nomios méas débiles que Py(€) := p(xo, £). Pongamos

k
P(z,D) =) ¢;(x)Py(D)
=0
donde ¢;(z) € E51(2), co(wo) =1y ¢j(x0) = 0si j # 0. Como en [38, p. 150] (ndtese que

hay una errata en [38]: donde pone (1+4|£])~"™ deberfa ser (1+[£|)"™), para cada compacto
K C Q existen C' > 0y m € N tales que

(1) [p(z, O = (1 +[€)™,
(il) |D¢p(x,&)] < Clp(, E)|(1 + €)1
siempre que |{| > C'y x € K. Como ¢;(z) € E,}(Q?) existen n € Ny C > 0 de modo que

. Do (2] < Cpteslal
o@?ﬁi?}?' cj(z)| < Cene
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y obtenemos, para cierta C' > 0,
k
Dy D{p(e, €)] < Cen?alel "1 DOPy(¢)|
§=0

para cada = € K. Por otro lado, por ser Py(§) = p(xo, &) un operador C*°-hipoeliptico, se
sigue del lema [38, 3.3.14],

IP;(€)] < Py(€) < C1Py(€) < Gyl Po(€)]

siempre que |£| sea bastante grande.
Aplicando ahora el lema [38, 3.3.17] existe C' > 0:

IDPP;(&)] < CIRy(E)I(1+ €))7,
siempre que || > C. Por lo tanto, existe C' > 0 y n € N cumpliendo
DS Dp(w,€)| < Cens "D Py()] (1 + [¢]) ="

si ¢ > C.
El lema 3.3.14 y la proposicién 3.3.16 de Rodino [38] permiten concluir

|Po(€)] < plao, &) < Cip(x, &) < Caolp(z, )|

y las constantes 7 y C5 estan acotadas uniformemente siempre que x € K. Con lo que
existe C >0y n € N:

|D2Dlp(x, )] < ClelPlenestlal|pz 6)(1 4 |¢) =
siz e K, €] > Cy (a,8) # (0,0).

Ademas, p(z, &) es un simbolo de clase (w) y tipo (r,0) y podemos aplicar el corolario
3.2.7 para concluir. O

Veamos algunas consecuencias de lo anterior. Sean ¢ y w funciones peso.

Corolario 3.2.13 Supongamos que o es un peso fuerte y que

r := lim sup M

> 0, 2.19
t—to00  loOgt ( )

y supongamos que w(t'/") = o(co(t)) cuando t — co. Si a, € Epy(Q) y P(xg, D) es (0)-
hipoeliptico, entonces P(z, D) es (w)-hipoeliptico.
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DEMOSTRACION. Por el lema 3.2.11 existe 0 < a < 1 tal que o(t) = o(t*) y P(zo, D) es
{t*}-hipoeliptico. La condicién o(t) = o(t*) implica r < a. En efecto, de la férmula (2.19)
existe una sucesion (t,,) que tiende a infinito tal que

L oBo(0)
n—oo logt,

Supongamos que r > a. Entonces existe ng tal que

loa(o(ta) _
logt,

para cada n > ng. Lo que implica log(o(t,)) > log(t,*) (n > ng), y por lo tanto
o(ty,) > t,°

siempre que n > ng, que contradice la condicién o(t) = o(t*). Asi, r < a, luego P(zy, D)
es {t"}-hipoeliptico. Por el teorema 3.2.12, P(x, D) es (w)-hipoeliptico. O

Comparese el siguiente resultado con el teorema 3.3 y el ejemplo 1 de [25] y con el
teorema 3 de [41].

Corolario 3.2.14 Sea w(t) = o(t?), 0 < d < 1, a, € Eay(2) y P(xo, D) un operador
{t"}-hipoeliptico. Sir < d yd > C;l entonces P(x, D) es (w)-hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Si tomamos o(t) = t¥, aq € E,1() y la condicién &' > ¢ implica

w(t'") = o(c(t)). Podemos aplicar de nuevo el teorema 3.2.12 para concluir. ' O

Corolario 3.2.15 Sea a, € Epay(R2), 0 < a < 1, y supongamos que P(x, D) {t*}-
hipoeliptico y w(t) = o(t*). Entonces P(x, D) es (w)-hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Tomamos o(t) = t% y r := a. Entonces w(t'/") = o(c(t)). Se concluye
por el teorema 3.2.12. O

Corolario 3.2.16 Si los coeficientes a, son real-analiticos y P(xo, D) es (w)-hipoeliptico,
entonces P(x, D) es (w)-hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Existe 0 < a < 1 tal que P(zg, D) es {t®}-hipoeliptico y w(t) = o(t*)
cuando ¢ — oo (lema 3.2.11). Ademds, aq € Erary(S2) con d' =1y tomando d =r = a se
tiener <d' yl=d > g = 2. Aplicamos el corolario 3.2.14 para concluir. O

Ahora abordamos el caso que no queda cubierto por el corolario 3.2.13.

Corolario 3.2.17 Sea a, € Euay(2), 0 < a < 1 y supongamos que P(xg, D) es (w)-
hipoeliptico. Si w(t) = o(t?) para cada 0 < d < 1, entonces P(x, D) es (w)-hipoeliptico.
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DEMOSTRACION. Existe d > 0 tal que P(zg, D) es {t?}-hipoeliptico. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que d < a, con lo cual, como a, € Eay () vy w(t) = o(t%),
aplicando el corolario 3.2.15 se concluye. U

Corolario 3.2.18 Supongamos que o es un peso fuerte y aq € E(y(Q). Si P(xo, D) es
eliptico y w = o(o), P(x, D) es (w)-hipoeliptico.

DEMOSTRACION. Basta aplicar el teorema 3.2.12 con r = 1. O

Corolario 3.2.19 Supongamos que o(t) = (log(l—l—t))s, s> 1. 8iaq € E () y Pz, D)
es (o)-hipoeliptico, entonces es (w)-hipoeliptico siempre que w = o(0).

DEMOSTRACION. Sabemos que existe 0 < r < 1 tal que P(zg, D) es {t"}-hipoeliptico.

Ademas,
1/r 1/r 1/r
St _wlth) o)

oty — otVr)y ot

cuando t — +o00. Es decir, w(t'/") = o(c(t)). Para concluir basta aplicar el teorema 3.2.12.
0J
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