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PROLOGO

Como una entrada a esta memoria, en este prologo se incluye una breve introduccion a la
problematica de la planificacibn de movimientos y la motivacion, objetivos vy
planteamiento de la Tesis Doctoral realizada, presentando el resto de la memoria.

—Sigue sin haber vocaciones, ¢eh?

—Oh, hay algunas, pero solamente en las categorias donde la necesidad no es vital.
Lo que necesitamos son investigadores. Usted lo sabe muy bien. El problema es que
con los robots prohibidos en la Tierra, el dedicarse a la robdtica se ha convertido
en algo impopular.

—EI maldito complejo de Frankenstein —dijo Bogert, imitando conscientemente
una de las frases favoritas del otro.

“Lenny”. Isaac Asimov, 1957.

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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l. Introduccion: Aspectos en la Planificacion de
Movimientos

En los ultimos afos existe un interés creciente en dotar al robot la capacidad de
planificar sus propios movimientos cuando esté llevando a cabo alguna tarea, de forma
que se consiga la autonomia del mismo. Esta es, grosso modo, la filosofia que subyace
en los estudios de planificacion de movimientos (motion planning). No es dificil
comprender la importancia de dicha empresa, como tampoco es complicado ser
consciente de su envergadura. Efectivamente, salvo casos muy sencillos, muy bien
estudiados, no es facil dotar al robot de la inteligencia necesaria para ejecutar tareas con
una total independencia. Precisamente, un aspecto clave en el tema de la planificacion
de movimientos, que permitird o impedira su aplicacion industrial, es la complejidad
computacional de los algoritmos utilizados.

Conseguir una mayor automatizacion facilitaria al mismo tiempo la programacion
simbolica de los sistemas robotizados, describiendo de forma declarativa el objetivo de
una tarea, sin entrar en como hay que resolver la tarea, ni las acciones que deba realizar
el robot para resolverla.

La planificacion de movimientos es un campo muy amplio. Por ejemplo, en una tipica
tarea industrial de ensamblaje, acciones como coger elementos, transportarlos y
posicionarlos, pueden ser realizadas por un robot. Para ello se debe conocer como son y
donde estan todos los componentes de la escena (piezas a transportar y obstaculos fijos
del entorno, asi como el mismo robot). Esta informacion podria ser suministrada por el
usuario mediante un sistema CAD/CAM, pero también puede ser generada
automaticamente con el uso de sensorizacion. Normalmente la forma de los objetos se
aproxima de alguna manera para reducir la complejidad del problema, representando
los objetos mediante algin modelo.

Para evitar que el robot (y su carga) colisione con los obstaculos, habra que realizar el
calculo de distancias entre los modelos que los representen. Es entonces cuando la
planificacion de movimientos puede entrar en juego, con objeto de obtener por donde
debe moverse el robot (es decir, el camino a recorrer por el robot) para no colisionar
con los obstaculos de su entorno. La resolucion de este problema, denominado
problema bésico de la planificacion de movimientos o planificacion del camino (path
planning), especifica un camino geométrico libre de colisiones, pudiéndose realizar en
el espacio de configuraciones o directamente en el espacio cartesiano. En este problema
se deben considerar la evitacion de colisiones con los obstaculos estaticos y los rangos
de trabajo de las articulaciones del sistema robotizado.

Sin embargo, esta situacién no es de las mas complejas; podria ser mucho mas
sofisticada. De hecho no es nada extrafio que pueda haber mas de un robot cooperando
en la realizacion de una tarea, o es posible que los obstaculos tengan algun tipo de
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movilidad ([War90] y [Fio95] presentan trabajos en estos dos campos). En tales
circunstancias el entorno es variable, por lo que la planificacion no sera, tan soélo,
funcion de la geometria del problema, sino también del tiempo, debiendo obtenerse,
ademas del camino a recorrer por el robot, las caracteristicas de ese movimiento
(velocidades y aceleraciones fundamentalmente). Este nuevo problema, denominado
generacion de trayectorias (trajectory generation), debe ajustar unas funciones
temporales suaves (con segunda derivada continua) al camino geométrico en el espacio
de las variables de articulacion ([K&Z86], [FS+95]). En este problema, al considerarse
el tiempo, hay que tener en cuenta los limites de los actuadores (velocidades y
aceleraciones) y la evitacion de colisiones con obstaculos dindmicos 0 moviles.

Adicionalmente el robot puede tener multiples articulaciones, manos con varios grados
de libertad, restricciones en sus movimientos u otras consideraciones que pueden
aumentar considerablemente la complejidad del problema. Finalmente, la tarea podria
incluir algunos criterios de optimizacion de algun indice de prestaciones (casi siempre
se trata de minimizar el tiempo total de un ciclo de trabajo, la longitud del camino a
recorrer por un punto caracteristico, el volumen barrido por el movil, etc.). Sin
embargo, el planteamiento de una solucion comdn a todos estos aspectos es inabordable
en el contexto de un Unico trabajo.

La planificacion de movimientos estd muy ligada a otros campos afines, como el
problema del seguimiento del camino (path tracking), que es la implementacion en
tiempo real del movimiento mediante un control con realimentacién ([Kha86],
[GC+95]). Esta fase debe incluir la calibracion, monitorizacién y sensorizacion del
robot, asi como, evidentemente, el control ejercido sobre los actuadores del mismo.

Todos estos aspectos estan fuertemente relacionados entre si, pudiéndose esquematizar
con una arquitectura jerarquica como la que se muestra en la Figura P.1. Entre los
diferentes niveles existe una interaccion que permite tener siempre disponibles en un
nivel, como resultados de un modulo de otro nivel, los datos de entrada requeridos.

Por encima del nivel de la planificacion de movimientos deben considerarse aquellos
niveles que permiten al usuario realizar la programacion del robot. En concreto, el nivel
superior es el sistema de programacion, sobre el que interactia el usuario para
especificar de forma declarativa las tareas que debe realizar el robot. Trabajar a este
nivel permite definir tareas del estilo “ensambla las piezas A y B mediante el tornillo
C”. La planificacion de tareas para el ensamblado automatico de componentes es un
tema tratado desde hace mucho tiempo [Ern61], [Ino74]. Existen numerosos sistemas,
métodos y lenguajes para programar los sistemas robotizados ([L-P83a], [PC+93]),
destacando sobremanera aquéllos que incluyen sistemas CAD para la simulacion de los
movimientos del robot ([Agh95]).

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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Usuario

\ 4

SISTEMA DE
PROGRAMACION

Tareas

A 4

PLANIFICADOR
DE TAREAS

Subtareas

\ 4

FASE DE
SINTESIS

Secuencia de Movimientos

Y
DETECCION GENERACION CAMINO
DE COLISIONES [ LIBRE COLISIONES
Distancias lCamino
CALCULO DE GENERACION DE
DISTANCIAS TRAYECTORIAS
Modelos lTrayectoria
MODELOS ROBOT SEGUIMIENTO DE Desviacion
Y ENTORNO TRAYECTORIA ]
Representacion chfcrencia
BASE DE DATOS
SISTEMA CAD ACTUADORES SENSORES
A A
Objetos
SENSORES
Valores Actuales

&
SISTEMA MECANICO
(ROBOT)

Figura P.1. Integracion de la Planificacion de Movimientos en el Proceso
Global de la Automatizacion de la Robética. La entrada a la planificacion de
movimientos es una secuencia de movimientos del robot, obtenidos en un nivel
superior a partir de un planificador de tareas y la fase de sintesis. La planificacion
de movimientos se basa en la deteccion de colisiones, a su vez fundamentada en el
célculo de distancias y los modelos del robot y su entorno, que pueden ser
obtenidos de los sistemas CAD y/o sensores externos. A partir del camino generado
se obtiene una trayectoria, cuyo seguimiento se realiza mediante un control con
realimentacion de la desviacion.
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En el siguiente nivel, el planificador de tareas resuelve la forma en que debe realizarse
esta tarea, descomponiendo esta tarea principal en una serie de subtareas, como por
ejemplo, “coge la pieza A y déjala en una posicidon conocida”, “coge la pieza B y déjala
sobre la pieza A” y “coge el tornillo C y ajusta ambas piezas con ¢1”. Esta fase,
denominada secuenciacion del ensamblado o planificacion de la secuencia del
ensamblado, ha sido ampliamente estudiada ([HMS91], [W&R91], [D&G92],

[WLL92] y [WK+95]).

Cada una de estas subtareas se sintetiza en una secuencia de movimientos
(“aproximacién a pieza A”, “movimiento a posicion de agarre de pieza A”, etcétera) y
acciones de robot (“movimiento libre”, “movimiento rectilineo”, “cerrar pinza”, ...),
dando lugar a un programa robot. Dentro de este campo se encuentran los estudios
realizados para determinar el agarre 6ptimo de piezas ([PLP90], [F&C92], [PSF93] y

[Bic95]).

Son las acciones definidas en un programa robot, especialmente los movimientos de la
configuracién actual del robot a otra nueva configuracion, los que se deben transformar
a un problema de planificacion de movimientos.

Como ya se ha comentado, en paralelo a la planificacion de movimientos se encuentra
la deteccion de colisiones, utilizada fundamentalmente para la generacion de un camino
libre de colisiones. Para detectar y evitar estas colisiones, se debe disponer de un
modelo del robot y su entorno, sobre los que se aplicaran el calculo de distancias. Los
modelos del robot y de su entorno pueden ser tomados de la representacion de los
mismos de un sistema CAD asi como generados directa o indirectamente (a través del
sistema CAD) mediante sistemas de vision artificial ([1ke93], [Ina93], [K&I93],
[KI194] y [G&T95]) o por medio de sensores de diferentes tipos ([N&Y92], [MDW93],
[L&C94], [FBE94], [Eve95], [Sud95] y [K&K95]). La posible incorporacion de este
tipo de sensorizacion es necesaria para dotar a los robots de una flexibilidad cada vez
mas necesaria en los procesos industriales. Ademas la integracion sensorial es necesaria
para la monitorizacion en tiempo real de las acciones ejecutadas por el robot.

[I. Motivacion y Objetivos de la Tesis Doctoral

En todo campo de investigacion, siempre se encuentra un hito que marca el estado en que
se encuentra dicho campo. En la planificacién de movimientos, la publicacion de “Robot
Motion Planning” [Lat91] por Latombe, autor de numerosas aportaciones en este campo,
marca el final de una etapa, asi como el inicio de otra bastante diferente. [Lat91] revisa el
estado del arte en la planificacion de movimientos muy acertado, estudiando las
diferentes alternativas para solucionar el problema basico y diferentes extensiones del
mismo. A partir de entonces, los investigadores, si bien no han dado la espalda a este

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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problema, si que han centrado sus esfuerzos en otras variantes del problema no
consideradas hasta entonces o propuestas como campos abiertos en [Lat91].

Sin embargo, pese a todos los esfuerzos realizados en el campo de la planificacion de
movimientos, los resultados de estas investigaciones han tenido poco impacto en el
mundo industrial. Realmente, la disponibilidad de algoritmos de planificacion de
movimientos suficientemente rdpidos para su implantacion en sistemas comerciales es
muy reciente, y siempre hay un retraso entre el desarrollo de las nuevas tecnologias y su
incorporacion en productos industriales. De hecho, todavia no se disponen de
aplicaciones industriales que incluyan de forma integrada la planificacion de
movimientos libres de colisiones, aunque empiezan a aparecer comercialmente sistemas
simuladores graficos que incluyen algunas prestaciones para la deteccion de colisiones,
como un primer paso hacia la planificacién de movimientos.

Probablemente, las dos razones fundamentales de la falta de aplicacion de la
planificacion de movimientos a la robdtica tradicional son la dificultad de construir y
mantener modelos geométricos precisos del entorno y el tiempo requerido para producir
una planificacion de movimientos aceptable para robots y entornos razonablemente
complejos. Lozano-Pérez [L-P93], otro de los pioneros en el campo de la planificacion de
movimientos en sistemas robotizados, resalta principalmente el primer aspecto frente al
segundo, quiza generalmente mas citado, por la dificultad que lleva consigo el generar los
modelos a partir de datos sensoriales, lo que da lugar a que cada vez se aplique mas la
planificacion de movimientos en campos donde los modelos ya estan disponibles y la
velocidad no es un aspecto critico (el disefio mecanico, los graficos y la simulacion por
ordenador, la quimica, la biologia e incluso la medicina).

Por tanto, se puede concluir que, aln existen dos puntos abiertos dentro de la
planificacién de movimientos libres de colisién, que tienen gran influencia a la hora de
desarrollar procedimientos eficientes en entornos complejos y sobre los que resulta
necesario concentrar esfuerzos de investigacion. Estos dos puntos son:

o La representacion y modelado del robot, asi como de los objetos (obstaculos) que se
encuentren en su region de trabajo.

o La posibilidad de disponer de procedimientos rapidos para la deteccion de colisiones
entre el robot y los obstaculos.

En el estudio y el desarrollo de nuevos métodos para estos dos aspectos, asi como en la
busqueda de nuevas técnicas que faciliten su aplicacion a la planificacion de
movimientos de sistemas robotizados, se centra el trabajo de investigacién desarrollado
durante los altimos afios por el autor de esta Tesis Doctoral.

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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[1l. Planteamiento de la Tesis Doctoral

Esta Tesis Doctoral presenta un nuevo enfoque al problema de la planificacion de
movimientos que permite trabajar directamente en el espacio cartesiano, con sistemas
multi-robot y entornos complejos, basado en la aplicacion de varios métodos de
optimizacion inéditos dentro de las técnicas de planificacién de movimientos con campos
potenciales y en el desarrollo de procedimientos rapidos de deteccion de colisiones,
mediante las simplificaciones realizadas al utilizar un modelo original basado en esferas.

En concreto, el presente trabajo comienza introduciendo una nueva técnica de modelado
de cualquier tipo de objetos, pero con altas prestaciones para el modelado de sistemas
robotizados, que facilita la deteccion de colisiones entre el robot y los obstaculos de su
area de trabajo y posibilita su aplicacion en problemas de planificacién de movimientos
para entornos industriales.

Los modelos que se plantean en este trabajo se componen de infinitas esferas y su
volumen sirve como envolvente de los objetos reales. Para poder trabajar con estos
modelos se extienden los conceptos tradicionales del algebra vectorial a un espacio
esférico (Seccion 2.3.1). Estos volumenes esféricos se definen mediante un ndmero
reducido de esferas de control. La aplicacion de unas relaciones lineales entre estas
esferas de control produce unos modelos esféricos, que se han denominado poli-esferas
(Seccion 2.3.2), que se pueden considerar como una extension de los politopos
convencionales (poliedros convexos). Estas relaciones lineales se pueden aplicar con mas
de un parametro o grado de libertad, produciendo modelos mas o menos complejos. La
formalizacién de estos modelos, cuya base se recoge en [T&M94], ha permitido extender
trabajos anteriores ([THK91] y [HKT92]).

Aplicando a las esferas de control relaciones cuadraticas o cubicas, se definen las
esferoides (Secciones 2.4.1-3), lo que permite extender al espacio esférico el concepto de
splines, muy utilizado en la interpolacion de curvas para sistemas CAD. Estos modelos
resultan muy adecuados para modelar brazos-robot articulados, tal como se muestra en
[M&T93]. También en este caso se pueden considerar diferentes grados de libertad en los
parametros, permitiendo obtener un conjunto muy amplio de modelos (Seccién 2.4.4).

Una vez se dispone de la definicion matematica de estos modelos geométricos sencillos
pero potentes, se debe determinar una técnica de calcular estos volimenes esféricos como
envolventes de objetos reales. Para ello se desarrolla un nuevo método que permite
obtener la poli-esfera minima envolvente mediante una optimizacion con dos niveles: el
nivel superior, basado en el método Downhill Simplex, busca los centros de las esferas de
control que permitan obtener un volumen minimo; el nivel inferior, mediante la
utilizacion de la Transformada de Hough, determina los radios de las esferas que
producen el minimo volumen envolvente posible (Seccion 3.1.1).

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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Este método, cuyos fundamentos se mostraron en [B&T95a] y [B&T95b], se generaliza
en este trabajo para su aplicacion a cualquier tipo de poli-esferas. Ademas, una
inicializacion adecuada, mediante un preproceso de agrupamiento o clustering de los
puntos de entrada, mejora notablemente los resultados iniciales, tanto en la velocidad de
calculo como en el volumen obtenido (Seccion 3.1.2). Los resultados de esta
optimizacion para determinar volimenes minimos en el contexto de la robotica se han
publicado en [BTM96].

Para simplificar ain méas los modelos utilizados, se desarrolla un método, basado en la
determinacion de la dimension o grados de libertad del volumen generado, que permite
reducir el nimero de esferas necesarias para definir un objeto mediante una poli-esfera
como volumen esférico envolvente (Seccién 3.2). Este método de reduccion y
simplificacion de poli-esferas también esta incluido en [T&M94].

Por otra parte, el calculo de esferoides como modelos envolventes se puede realizar
utilizando Unicamente técnicas de agrupamiento (Seccidn 3.3). Las esferoides presentan
el inconveniente de ser en general modelos no convexos, por lo que sélo se puede
garantizar que engloba completamente un objeto realizando una comprobacion de una
manera exhaustiva. Un estudio empirico permite detectar los casos méas conflictivos al
aplicarse como envolventes de brazos-robot articulados y determinar unos factores de
correccion que presentan buenos resultados.

Los sistemas robotizados suelen presentar una naturaleza jerarquica con diferentes
niveles: células, sistemas, sub-sistemas, elementos, bloques, primitivas, etcétera. Una
estructura jerarquica extendida con estos niveles y diferentes grados de precision en sus
modelos (esferoides y poli-esferas como representacion aproximada y poliedros como
representacion exacta), se introduce en este trabajo (Seccién 3.4). Esta estructura,
generada automaticamente mediante el algoritmo desarrollado para el célculo de
volumenes envolventes, resulta altamente provechosa para la implementacion de un
procedimiento rapido de deteccion de colisiones, tal como se mostr6 en [TM+92].

El hecho de recurrir a aproximaciones con envolventes esféricas se debe a la ventaja que
estos modelos presentan frente a los poliedros (utilizados convencionalmente) a la hora
de considerar la sencillez, tanto desde el punto de vista matematico y geométrico del
modelo, como de sus posibilidades para el desarrollo de procedimientos de deteccion de
colisiones, lo que sobrepone la pérdida de precision inicial del nuevo método. Para ello se
generalizan los algoritmos utilizados sobre modelos tradicionales, obteniéndose
algoritmos rapidos de deteccion de colisiones basados en el calculo de distancias y
optimizados para el caso de las poli-esferas (Seccion 4.3). Cuando en los modelos
intervienen esferoides, se dispone de ecuaciones no lineales, por lo que el célculo de
distancias se ha resuelto mediante técnicas de optimizacion clasicas (Seccion 4.4).

En este trabajo, como ampliacion de las bases que se presentaron en [TM+92], se
concreta una metodologia que permite aplicar la deteccidn de colisiones entre modelos
basicos a una estructura jerarquica extendida que representa una célula con mas de un
sistema controlable (célula multi-robot) para resolver el problema de la auto-colision
(Seccion 4.5). Esta metodologia tiene unas caracteristicas que posibilitan su aplicacion en
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tiempo real: la respuesta es rapida y anticipativa, entendiendo por tal que todo
movimiento de cualquier robot ha sido validado antes de su ejecucion, por lo que no
necesariamente debe realizarse en un proceso de simulacion off-line. Para garantizar estas
caracteristicas, el procedimiento permite fijar dindmicamente las velocidades de los
movimientos de los sistemas, de forma que cuanto mas cercano se encuentre un robot a
un obstaculo (u otro robot que actGa como obstaculo para el primero) mas lento sera su
movimiento, permitiendo utilizar modelos mas precisos con mayor tiempo de respuesta.

El objetivo de disponer de modelos sencillos y procedimientos rapidos de calculo de
distancias es conseguir metodos eficientes y rapidos de planificacion de movimientos
libres de colisiones en sistemas robotizados. De hecho, la técnica de planificacion de
movimientos denominada de campos potenciales artificiales, basada fundamentalmente
en el calculo de distancias, se va a beneficiar enormemente de estos dos aspectos,
sacando muy buen partido cuando los potenciales atractivos y repulsivos se definen para
los modelos esféricos (Seccion 5.2).

Cuando se dispone de un mdvil con traslacion y rotacion, la mayoria de trabajos
resuelven el problema convirtiéndolo en un nuevo problema en el espacio de
configuraciones. Sin embargo, trabajar en este espacio sélo produce buenos resultados
para entornos conocidos y estaticos, ya que los objetos se deben convertir al espacio de
configuraciones del robot, dificultindose el desarrollo de aplicaciones en tiempo real. En
este trabajo se introduce, a partir de una representacion homogénea de posicion y
orientacion, una nueva definiciobn de campos potenciales con rotacion que permite
realizar la planificacion de un movil directamente en el espacio cartesiano, evitando la
conversion al espacio de configuraciones (Seccion 5.3).

Por otra parte, la necesidad de experimentar nuevas formas de realizar la planificacién
sobre entornos modelados con campos potenciales, ha motivado a la aplicacion, por
primera vez en este contexto, diversos métodos de optimizacion clasicos (Seccién 5.4).
Para ello, se consideran tres métodos diferentes, uno basado en el gradiente, otro en el
Hessiano y un tercero como combinacion de ambos. [M&T96] recoge las aportaciones
obtenidas al aplicar estos métodos, asi como la definicion de potenciales con rotacion en
el espacio cartesiano.

De cara a validar los aspectos tedricos sobre un sistema robotizado industrial, resulta
necesario disponer de sistemas experimentales que permitan realizar pruebas sobre
aplicaciones prototipo, ya que los sistemas comerciales suelen ser bastante cerrados. El
desarrollo de diverso software para la programacion, simulacion y control de sistemas
robotizados (Seccion | del Epilogo) ha sido publicado en un diversas publicaciones,
resumidas por ejemplo en [M&V94], [M&V95] y [V&MI5].

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
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V. Presentacion de la Memoria

La memoria se ha organizado en este prélogo, que incluye una breve introduccion a la
problematica de la planificacion de movimientos y la motivacién, objetivos y
planteamiento de la Tesis Doctoral realizada, mas cinco capitulos y un epilogo.

El primer capitulo realiza una exposicion del problema de la planificacion de
movimientos que incluye la definicion de un problema bésico, los métodos de modelado
que se han utilizado para resolver este problema o ampliaciones sobre el mismo y una
clasificacion de las técnicas utilizadas para la resolucion del problema.

El segundo capitulo se centra inicialmente en modelos basados en esferas relacionados
con el trabajo desarrollado en esta Tesis Doctoral y se introducen los modelos esféricos
que se utilizan en los siguientes capitulos, las poli-esferas y las esferoides.

El objetivo del tercer capitulo es presentar procedimientos que permitan generar
automaticamente el modelado esférico del mundo (el robot y los objetos de su entorno).
En concreto se veran la aplicacion de técnicas de agrupamiento al modelado esférico y la
estructura jerarquica de representacion del mundo. También se plantean métodos de
reduccion de los modelos esféricos de cara a obtener modelos mas simples.

El cuarto capitulo hace una revision de las técnicas de calculo de distancias y deteccion
de colisiones para modelos tradicionales y posteriormente se extienden estas técnicas a
los modelos esféricos presentados anteriormente. En los algoritmos se introducen varias
mejoras que permiten obtener buenos resultados para los modelos tratados. Finalmente se
presenta una metodologia basada en la estructura jerarquica extendida anterior para
resolver la deteccion de colisiones de una célula multi-robot.

En el quinto capitulo se analiza la técnica de planificacion de movimientos basada en
campos potenciales, con especial interés en su aplicacion a los modelos esféricos. La
formalizacion de esta técnica para el caso de un movil con rotacion y el estudio y analisis
de la utilizacion de técnicas de optimizacion clasicas para resolver la planificacion de
movimientos con campos potenciales artificiales son los temas tratados en este capitulo.

Finalmente, el epilogo muestra diversos sistemas experimentales realizados con el
objetivo de corroborar el trabajo desarrollado mediante unas aplicaciones prototipo,
presenta las conclusiones obtenidas en este trabajo, resume las principales aportaciones
realizadas y contempla una autocritica al trabajo y ampliaciones futuras a realizar.

La memoria contiene 242 referencias listadas al final de la misma, si bien no se incluyen
por motivos obvios aquellas con una orientacion hacia el campo de la ciencia ficcion.
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Capitulo 1. El Modelado en la Planificacién de Movimientos

CAPITULO 1. EL
MODELADO EN LA PLANIFICACION
DE MOVIMIENTOS

Este capitulo, que debe considerarse como un estado del arte en la planificacién de
movimientos, realiza una exposicion del problema de la planificacion de movimientos
que incluye la definicion de un problema bésico, los métodos de modelado que se han
utilizado para resolver este problema o ampliaciones sobre el mismo y una clasificacion
de las técnicas utilizadas para la resolucion del problema.

—La acusacion estd estableciéndose en una posicién desde la cual pueda
demostrar que el EZ-27 no era un robot ordinario. Era el primero de su tipo que
era ofrecido al publico. Era un modelo experimental que necesitaba ser probado
sobre la marcha, y la universidad era el Gnico medio decente de proporcionarle esa
prueba. Eso parecera plausible a la luz de los intensos esfuerzos del doctor
Lanning para colocar el robot, y la buena voluntad de la U.S. Robots alquilandolo
por tan poco. La acusacion argumentara luego que las pruebas sobre el terreno
demostraron que Easy era un fracaso. ¢Ve ahora usted la finalidad de haber
empezado con todo esto?

—Pero EZ-27 era un modelo perfectamente bueno —argumenté Robertson—. Era
el que hacia veintisiete en la produccion.

—Lo cual es realmente un punto contra nosotros —dijo sombriamente la defensa—
¢Qué fue lo que fallé con los primeros veintiséis? Obviamente algo. ¢Por qué
entonces no podia haber también algo malo en el que hacia veintisiete?

“Esclavo en Galeras”. Isaac Asimov, 1957.

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
en Sistemas Robotizados mediante Volimenes Esféricos. 13



Capitulo 1. El Modelado en la Planificacién de Movimientos

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
14 en Sistemas Robotizados mediante Voliumenes Esféricos.



Capitulo 1. El Modelado en la Planificacién de Movimientos

1.1. El Problema de la Planificacion de Movimientos

De forma muy general, un robot es un dispositivo mecéanico, que puede adoptar formas
muy diferentes (puede tener varias articulaciones, puede disponer de uno o varios
brazos, puede o no tener ruedas, etc.), que suele tener actuadores y sensores. La
versatilidad y rendimiento de estos instrumentos radica en su capacidad de ser
programados para que lleven a cabo tareas diferentes. El robot funcionard en un
determinado espacio de trabajo, limitado, dentro del mundo. Dicho espacio no esta
normalmente desierto, sino que en él existen diversos objetos. Los objetos y el robot
estan sometidos, como no, a las leyes fisicas. Para que el robot pueda realizar tareas en
el contexto de dicho entorno, necesitard moverse. Este movimiento del robot debe estar
restringido por las propiedades, no solo del robot, sino del entorno que lo envuelve. Es
deseable que el robot esté integrado lo mejor posible en el espacio en que opera, de
forma que pueda realizar su trabajo sin entrar en conflicto con los elementos que
existen a su alrededor, dentro de su area de actuacion.

Todo esto enfatiza el hecho de que la planificacién de movimientos no consiste en un
problema simple y bien definido, sino mas bien en una coleccién de muchos problemas,
cada uno de los cuales puede verse como una variante de otro. Es pues poco factible
(desde un punto de vista conceptual y, sobre todo, computacional) encontrar una
definicion general del problema que pueda cubrir todos los casos posibles.

1.1.1. Problema Basico de Planificacion de Movimientos

La mayoria de las técnicas de planificacion de movimientos se han estudiado y planteado
para problemas muy particulares (robots planares en 2D, entornos especificos, ...).
Plantear un problema comdn que sea resuelto por todas estas técnicas de forma eficiente
resulta cuanto menos complicado, si no imposible. En esta secion se va a presentar el
problema basico de planificacion de movimientos que permitira mostrar los
planteamientos generales de las técnicas de planificacion de movimientos, que se
comentaran posteriormente.

En el problema basico de planificacion de movimientos definido por Latombe [Lat91] se
asume que el robot es el Unico objeto maévil en el espacio de trabajo y se ignoran las
propiedades dinamicas del robot, evitando temas temporales. Asi mismo, una
simplificacion adicional consiste en considerar que el robot es un objeto rigido simple, es
decir, un objeto cuyos puntos son fijos unos respecto a otros. Los movimientos se
restringen a aquellos sin contacto, para ignorar temas relacionados con la interaccion
mecénica entre dos objetos fisicos. Estas suposiciones transforman el problema de
planificacion de movimientos fisico en un problema puramente geométrico. Los
obstaculos son las Unicas restricciones a los movimientos de este objeto.
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El problema basico de planificacion de movimientos resultante de estas simplificaciones
es el siguiente:

Sea A un objeto rigido simple, el robot, moviéndose en un espacio Euclideo
W, su area de trabajo, representado como 97".

Sean By,...,Bi objetos rigidos fijos distribuidos en W, llamados obstéculos.

Astmase que la geometria de A, By,...,Bx y sus localizaciones en W son
conocidas de forma precisa. Asimase ademas que ninguna restriccion
cinematica limita los movimientos de A (se dice que A es un objeto de vuelo
libre).

El problema se define como: dadas una posicion y orientacion inicial y una
posicién y orientacion destino de A en W, generar un camino 7 que
especifique una secuencia continua de posiciones y orientaciones de A
evitando cualquier contacto con los obstaculos, que empiece en la posicion y
orientacion inicial y termine en la posicidn y orientacion destino.

Si dicho camino no existe se debe responder con fallo.

La Figura 1.1 muestra el planteamiento de un problema bésico y una posible solucion al
mismo. En este ejemplo, el espacio de trabajo del movil es bidimensional, pero éste
dispone de tres grados de libertad, dos ejes de traslacion para el cambio de posicion g, gy
y un giro para el cambio de orientacion g, Aunque pueda parecer que este ejemplo solo
puede ser significativo para el caso de un AGV con estos tres grados de libertad, esto no
es cierto: este ejemplo puede ser la instanciacion de cualquier robot con tres grados de
libertad mediante sus tres variables de articulacion: g, dy Y d.

Otros autores definen el problema basico de planififcacion de movimientos con mas
diferencias en la notacion que en el concepto bésico. Por ejemplo, [Til90] lo define
como:

Se tiene un espacio X de posibles posiciones (0 configuraciones) de un
robot. Se considera un robot movil cuya posicion x eX puede representarse
por sus coordenadas con respecto a un sistema de referencia dado. Como
datos se tiene un estado inicial xoeX y un punto final x;eX. Se desea
calcular un camino x(t), te[0,t] tal que x(0)=Xo, X(t)=xr y "te[0,t] x(t)
permanece fuera de un conjunto dado de posiciones “‘inadmisibles”
(conjunto de obstaculos), O. Es decir, x(t) eX-0O, te[0,t].
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Figura 1.1. Problema Basico de Planificacion de Movimientos. En la Figura de la
izquierda se muestra el planteamiento del problema para un espacio bidimensional
donde el movil, un tridngulo, dispone de tres grados de libertad, dos de posicion y
uno de giro. EI movil debe ir de una situacion inicial a otra final, sin que durante su
movimiento se produzca colision alguna con ninguno de los obstaculos que se
encuentran en la zona de trabajo del mévil. Los obstaculos pueden ser modelados de
diferentes formas: convexos, cdncavos, curvos, elipticos, etcétera. En la Figura de la
derecha se muestra una posible solucion de un camino del mévil libre de colisiones
gue se visualiza como una secuencia discreta de posiciones y orientaciones
intermedias.

[H&Z94] también enuncian el problema de forma similar:

Dado un objeto con una configuracion (posicion y orientacion) inicial, una
configuracion destino, y un conjunto de obstaculos distribuidos en el
espacio, encontrar un camino continuo para el objeto desde Ila
configuracion inicial hasta la configuracién destino, sin colisionar con
ningun obstaculo a lo largo del camino.

Evidentemente, el problema basico conlleva una gran simplificacion. Sin embargo, la
navegacion de robots moviles (por ejemplo, vehiculos autoguiados) son casos
practicamente reales del problema basico. Ademas, un estudio inicial del problema basico
permite aplicar posteriormente técnicas para su solucion a problemas mas completos y
reales.

1.1.2. Extensiones del Problema Bésico

Como se ha visto en la definicion del problema bésico, se han hecho tantas
simplificaciones que se pone en duda la utilidad de las soluciones; es decir, puede
resultar bastante dificil reducir un problema actual de roboética a una instancia de dicho
problema basico, resolverlo y adaptar las soluciones encontradas para satisfacer las
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condiciones que el problema original planteaba. Por este motivo se incluye ahora, de
forma informal, una breve discusion de varias lineas generales en las que es posible
extender el problema.

Multiples Objetos Moviles

Bajo este epigrafe podemos incluir tres ampliaciones del problema que eliminan la
suposicion realizada sobre la caracteristica estatica de los obstaculos y la unicidad de
movil en el entorno:

Movimiento de los obstéculos.

Hay que afiadir una dimension, el tiempo, al espacio de configuraciones del robot
para poder obtener una funcidén continua en el tiempo que especifique la
configuracién del robot en cada instante de tiempo. Si no existe ninguna restriccién
en la velocidad y la aceleracion del robot, y el movimiento de cada obstaculo es
conocido de antemano, es bastante directo ampliar los métodos que tratan el
problema bésico para resolver este nuevo problema [ELP86] y [Fio95]. Sin
embargo, si se imponen limitaciones, por ejemplo, en la velocidad o en la
aceleracion, habra que traducirlas en restricciones geométricas en la pendiente y la
curvatura de la trayectoria como funcién de la dimension temporal, y el problema se
vuelve mas complejo [K&Z86].

Operacién simultanea de varios robots en el mismo espacio (robots multiples). Cada
robot supone un obstaculo potencial para los demas.

Este escenario difiere del que presenta obstaculos en movimiento en que el
movimiento de cada uno de los robots debe ser planificado, mientras que el
movimiento de los obstaculos no se sometian a control. Una forma de tratar con
multiples robots consiste en considerarlos a todos ellos como un solo robot de varios
cuerpos (single bodied robot) [BLL89]. Asi, el espacio de configuraciones
compuesto estara formado por el producto de los espacios de configuraciones de los
robots individuales. Otra aproximacion consiste en planificar el movimiento de
forma separada para cada robot, de forma mas o menos independiente de los otros, y
considerar, en una segunda fase, la interaccion entre caminos [OLP89]. También se
puede plantear la programacion de los diferentes robots de forma secuencial,
pasando a ser considerados obstaculos mdviles para los robots aln no programados.
Mediante esta aproximacion, puede reducirse la complejidad computacional si bien a
costa de perder completitud.

Robots articulados, constituidos por varios objetos rigidos unidos por articulaciones.
Un robot articulado se compone de varios objetos rigidos unidos por articulaciones
prismaticas o de revolucion (el ejemplo tipico seria un brazo-robot). Cada
articulacion restringe el movimiento relativo entre los dos objetos que une. De una
forma bastante directa es posible extender algunos métodos de planificacion para el
problema basico, al menos de una forma teorica [Bur88]. En la préctica el problema
que se presenta es que la dimension del espacio de configuraciones crece con el
namero de articulaciones.
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Restricciones Cinematicas

Las Gnicas restricciones que el problema bésico imponia al movimiento del robot
venian dadas por la sola presencia de los obstaculos; sin embargo, en muchas ocasiones
se quieren imponer, de forma adicional, restricciones cinematicas al movimiento del
robot. Se puede hablar de restricciones holonémicas y no-holonémicas.

Si una configuracion es representada por una lista de parametros de cardinal minimo,
una restriccion de igualdad holonémica es una relacion de igualdad entre estos
parametros que puede resolverse para uno de ellos [ABF88]. Tal relacion reduce en 1 la
dimension del actual espacio de configuraciones. Un conjunto de Kk restricciones
holonémicas independientes lo reduce en k dimensiones.

Una restriccion de igualdad no-holondmica es una ecuacion no integrable que incluye
los pardmetros de configuracién y sus derivadas (parametros de velocidad) [Lau86].
Aunque tal restriccion no reduce la dimension del espacio de configuraciones
alcanzables por el robot, si reduce la dimension del espacio de, por ejemplo, el espacio
de direcciones de velocidad en una configuracion dada.

Incertidumbre

Rara vez es posible aceptar el hecho de que la geometria del robot y de los obstéaculos,
asi como la localizacion de los mismos es conocida con precision. Tampoco es
admisible, en general, la asuncion de la capacidad del robot de seguir fielmente los
caminos que el planificador genera. Tanto los modelos geométricos como el control del
robot son imperfectos, aunque, a menudo, no suele ser preocupante esta imperfeccion,
pues es pequefia en relacion con la tolerancia de la tarea a realizar.

En un caso extremo, el robot podria tener poco o ningun conocimiento a priori sobre el
espacio de trabajo, y tendria que confiar en sus sensores en tiempo de ejecucién para
obtener la informacion necesaria para la realizacion de la tarea [LMT84]. Pero cuando
mas incompleto es el conocimiento inicial del entorno, mas se aparta el problema del
tema de la planificacion de movimientos. Una situacion intermedia se da cuando
existen errores en el control del robot y en los modelos geomeétricos iniciales, pero estos
errores estan contenidos dentro de regiones acotadas [Can89].

Objetos Movibles

Antes ya se ha indicado la posibilidad de movimiento de los objetos, pero ahora nos
referimos a aquellos objetos que el robot puede desplazar. De esta forma, si no existe
un camino que lleve el robot a la posicién objetivo, dada una configuracion del entorno,
el robot podria crear una nueva disposicion, moviendo alguno de estos objetos
movibles.
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Con ello se alternaria entre movimientos de transito y movimientos de transferencia; en
el primero el robot se moveria solo, en el segundo, junto a un objeto movible [L&A89].
Estos dos tipos de movimientos tendrian lugar en espacios de configuraciones
diferentes: uno en el espacio de configuraciones del robot, otro en el espacio de
configuraciones de la unién del robot y del objeto movible moviéndose con él. El
problema principal estribara en determinar qué espacio usar y cudndo cambiar de uno al
otro. Agarrar los objetos es una forma en que el robot puede desplazar un objeto
movible, pero no la Unica; también es posible que el robot empuje el objeto. Cada una
de estas maneras de mover objetos requiere unas capacidades por parte del robot.

Si se tienen objetos que pueden moverse, podemos hablar de nuevos tipos de problemas
de planificacion en los que el objetivo a perseguir no es alcanzar una configuracién
determinada del robot sino una disposicion espacial de un conjunto de piezas (los
objetos movibles) [ASL89].

1.2. Modelos en la Planificacion de Movimientos

La planificacion de movimientos, generacion automatica de trayectorias, deteccion de
colisiones, etc., son aspectos fundamentales hoy en dia en tareas de sistemas robotizados.
Su desarrollo ha venido influenciado por diversos aspectos, siendo quiza uno de los mas
importantes el modelado del robot y su entorno o area de trabajo. Un buen modelado
puede y debe mejorar la velocidad de calculo computacional, facilitar el calculo de
distancias y otros aspectos geométricos. A continuacién se presenta una perspectiva
historica de la evolucion de la planificacion de movimientos y los métodos mas
destacados, haciendo especial hincapié en el tipo de modelado utilizado.

1.2.1. Evolucion del Modelado en la Planificacion de Movimientos

El primer sistema robotizado movil con capacidad de planificacion, Ilamado Shakey,
modelaba el espacio de trabajo y las acciones del robot expresandolas en un lenguaje de
célculo predicativo [Nil69]. Este sistema presentd el método del grafo de visibilidad
(Grafo-V) para planificar los movimientos del robot.

Utilizando matrices en coordenadas homogéneas, en [A&P75] se calculan las posiciones
de diferentes objetos a partir de relaciones espaciales simbolicas entre los rasgos
distintivos de dichos objetos. Una extension de este método, con mas relaciones, permitio
implementar posteriormente un lenguaje de programacion de robots de alto nivel, el Rapt
[PABSO].
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Casi simultaneamente, se realizaron los dos primeros intentos para desarrollar sistemas
integrados para la programacion automatica de robots: el Lama [L-P76] y el Autopass
[L&WT77]. Ambos sistemas partian de la descripcion de un montaje mecanico, mediante
los modelos geomeétricos de las diferentes piezas del montaje y las relaciones entre estas
piezas en la estructura final. La tarea del sistema era generar automaticamente los
programas del robot para montar la estructura. Aunque dichos sistemas nunca se
implementaron completamente, contribuyeron a enfatizar la importancia del modelado y
razonamiento geometrico en la planificacion de robots, asi como a resaltar los problemas
claves en la planificacion de movimientos en el contexto de montajes mecanicos.

Taylor [Tay76] investigd el problema de la planificacion de movimientos en presencia de
incertidumbre. Propuso un método, conocido como refinamiento esquematico, basado en
técnicas de propagacion numérica de la incertidumbre. Un aproximacion similar se
presentd en [L-P76], mientras que una mejora posterior, basada en técnicas de
propagacion simbolica en vez de numérica se describe en [Bro82].

Un nuevo método de modelar un robot y su zona de trabajo, presentado en [Udu77],
consistia en utilizar un espacio “apropiado” donde el robot se podia comprimir a un unico
punto. Este método fue expuesto de una forma mas sistemética en [LPW79], aplicandolo
a robots poliedricos (o poligonales) sin rotacion, moviéndose entre obstaculos poliédricos
(o poligonales). Con este tipo de modelado, propusieron un algoritmo de planificacion de
movimientos, considerado como la primera aportacion a la planificacion de movimientos
“exacta”. Los obstaculos son modificados en funcién del tamafio y la orientacion del
robot. Posteriormente, Lozano-Pérez llamG al modelo resultante espacio de
configuraciones, nocion tomada de la Mecéanica que se popularizd dentro de la
planificacion de movimientos. Uno de los problemas de trabajar en el espacio de
configuraciones es lo costoso que puede resultar generar este espacio. [Kav95] utiliza la
Transformada de Fourier Rapida (FFT) para transformar los obstaculos a este espacio.

Lozano-Pérez amplié sus trabajos anteriores e introdujo el principio de la técnica de
descomposicién celular aproximada para modelar los obstaculos en el &rea de trabajo
[L-P81] y [L-P83b]. En [Cha82] se utiliz6 por primera vez una técnica para modelar con
una descomposicion celular exacta del area de trabajo libre de obstaculos en celulas
convexas. La idea de descomposicion celular exacta se extendié posteriormente como
espacio de configuraciones libre. Con esta técnica, Chatila estudio la planificacion de
movimientos con conocimiento incompleto para un robot movil representado como un
punto en un area de trabajo bi-dimensional. El planificador trabajaba en linea,
actualizando periddicamente la descomposicion para considerar la nueva informacion
suministrada por los sensores.

Posteriormente, en [Gou84] se describe la primera implementacion de un planificador de
movimientos para un brazo robot con articulaciones de revolucion con un modelo basado
en el método de descomposicion celular aproximada. EI método consiste en aproximar el
espacio libre como un conjunto de células rectangulares obtenidas por la division del
rango de posiciones angulares posibles para cada articulacion en pequefios subintervalos.
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Estos métodos para modelar el espacio de configuraciones libre se han estudiado y
refinado por otros investigadores. Por ejemplo, la utilizacion de conos generalizados en
[Bro83a]; la representacion en arboles octales del espacio libre tridimensional se utiliza
en [FavB84] y [Her86]; corredores rectangulares y sus intersecciones para obstaculos
rectangulares en [Mad86]; areas convexas para un objeto puntual en [S&W86]; cilindros
generalizados y poligonos convexos en [KZB85]; discos circulares para crear el diagrama
de Voronoi generalizado definido por la localizacion y la forma de los obstaculos en
[T&S89]; arboles de codigo multivalor, de estructura similar a arboles 2", en [P&R91].

Independiente, pero casi simultaneamente, se presentaron dos métodos clasificados
dentro de la técnica del mapa de carreteras, la retraccion [O&Y82] como una
aproximacion tedrica y la técnica del camino-libre [Bro83b] como un método de
planificacion méas empirico.

Mason reforzd la importancia de incluir movimientos para empujar objetos en ciertas
tareas de manipulacién [Mas82]. Su trabajo inicial se enfocé en modelar los mecanismos
para empujar bajo condiciones quasi-estaticas, ampliandolo a la planificacion de
movimientos.

La primera vez que se describio un método exacto para la planificacion de caminos libres
de un objeto poligonal con posibilidad de trasladarse y rotar en un espacio bi-dimensional
con obstaculos poligonales fue en el primer articulo de los cinco que componen la
llamada Piano Movers' Problem Series [S&S83a]. En el segundo articulo de esta serie
[S&S83b] se establece el primer limite superior en la complejidad temporal de la
planificacion de movimientos en un espacio libre semi-algebraico de cualquier dimension
fija.

En [L&P83] los objetos se modelan mediante superficies planas, cilindricas y esféricas
para poder definir el posicionamiento de la garra de una mano mecanica sobre objetos.
Ello dio lugar a un planificador que trabaja en dos fases: en una primera, el planificador
genera varios agarres y valora su viabilidad usando un conjunto de pruebas empiricas. En
una segunda fase, comprueba la accesibilidad global para cada agarre, planificando un
movimiento en el espacio de configuraciones de la mano.

En [LMT84] se describe el encadenamiento hacia atras pre-imagen en planificacion de
movimientos con incertidumbres ocasionadas por inexactitud en el modelado de los
objetos, errores en el control y ruido en la sensorizacion. Por primera vez, esta
aproximacion consider6 movimientos completos en la planificacion, por lo que se
considera la primera aproximacion valida a la planificacion de movimientos correcta
(fine motion planning). En el articulo original, la aproximacion era esencialmente un
esquema teorico, no implementado, pero el impacto de este trabajo en el campo de la
planificacién de movimientos ha sido tal, que no es extrafio encontrar referencias a esta
técnica denominandola problema LMT o planificacion LMT. Desde entonces, la teoria e
implementacién de esta técnica ha avanzado bastante.
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Una aproximacion implementada a la planificacion de movimientos con incertidumbre,
basada en el aprendizaje inductivo se describe en [D&L84]. La técnica consiste en
ejecutar la misma tarea varias veces, combinando las trazas de ejecucion en una estrategia
general.

Otro método de representar el espacio libre, en el que Khatib fue el pionero, es la técnica
de los campos potenciales [Kha80] y [Kha86]. Aungue su primera implementacion fue
como un modulo para evitar colisiones en tiempo real dentro del controlador de un robot,
la técnica se extendio para modelar el espacio de trabajo en la planificacion de
movimientos, estando actualmente en gran auge. Con una variante de los campos
potenciales, en [F&T87] y [F&T89] se encuentra la implementacion de un sistema
practico capaz de planificar movimientos de un brazo manipulador con ocho
articulaciones moviéndose entre tubos verticales. [K&V88] modelan el entorno con una
funcién potencial artificial supercuadratica con n-elipses modificadas como contornos
isopotenciales. Otra forma de modelar el entorno para crear una funcion potencial
artificial es mediante ecuaciones frontera de politopos [H&A88].

El método de campos potenciales, como método local, presenta el inconveniente de la
posible aparicion de minimos locales. Existen muchos estudios que tienden a utilizar
modelos que eviten este problema. La utilizacion de una funcién de navegacion, funcion
potencial libre de minimos locales, se debe a Koditschek [Kod87], estudiada
profundamente junto con Rimon [R&KS88], [R&K89], [R&K90] y [Rim91]. Combinando
el método de campos potenciales con técnicas aleatorias para escapar de minimos locales,
en [B&L89a], [B&L89b] y [B&LI0] se explica un planificador para generar movimientos
libres para robots con un elevado nimero de grados de libertad. En [K&K91] se utiliza
una representacion potencial armonica para evitar minimos locales.

[CBW90] sustituyen el modelo de distribucion de carga de Khatib por un potencial bajo
condiciones de frontera de Diritchlet, obteniendo una mejora en el método, pese a existir
la posibilidad de presentar zonas planas en el modelo. Una variante diferente se presenta
en [T&B91], que utiliza campos potenciales eléctricos escalares en 2D, modelando los
caminos como flujos de corriente desde una fuente de corriente (punto origen) a otra de
signo contrario (punto destino) en un medio conductor evitando elementos no
conductores (obstaculos).

Laumond [Lau86] y [Lau87] considero el problema de planificar movimientos libres para
robots moviles con un modelo no-holondmicos, similares a automoviles. Produjo como
resultado interesante que un camino libre para un robot de vuelo libre en un espacio
bi-dimensional siempre se puede transformar en un camino libre para un robot
no-holonémico teniendo la misma geometria y moviéndose en el mismo espacio de
trabajo, introduciendo maniobras simples de marcha atrés. Li y Canny [L&C89] fueron
los primeros en aplicar herramientas desarrolladas en teoria de control de sistemas no
lineales a robots no-holondmicos, haciendo posible generalizar los resultados de
Laumond.
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En [L-P87] se describe un sistema robdtico implementado, el Handey, que integra un
planificador de agarre y un planificador de movimientos. Este sistema es capaz de
planificar los movimientos de un robot manipulador para construir montajes simples
hechos de objetos poliédricos, y ejecutar los movimientos suponiendo que no hay
incertidumbre. Parte del conocimiento inicial acerca del area de trabajo se obtiene usando
un sistema de vision. Ademas, el sistema es capaz de planificar el re-agarre de un objeto,
si ningun agarre en la localizacion inicial del objeto es compatible con un agarre en la
localizacion final.

La técnica del Grafo-V, introducida como la primera técnica en la planificacion de
movimientos, ha sido utilizada durante muchos afos. Recientemente, se ha presentado un
método que aumenta la flexibilidad de dicha técnica, el grafo tangente (Grafo-T)
[L&A94]. El Grafo-T permite incluir obstaculos modelados con caras curvas, no solo
poligonales como el Grafo-V, y se basa en considerar las rectas de tangencia entre los
obstaculos. En el mismo articulo también se presenta el grafo tangente extendido, que
depende de los obstaculos en el area de trabajo real, no en el espacio de configuraciones.
De esta forma se dispone de mayor flexibilidad para diferentes tamafos de robot y/o
distancias de seguridad.

Como se puede ver, existen un gran nimero de métodos para resolver el problema basico
de planificacion de movimientos, si bien no todos lo resuelven con completa generalidad.
Por ejemplo, algunos requieren que el area de trabajo sea bidimensional y los objetos
poligonales. En grandes rasgos, los métodos se basan en tres técnicas basicas: el mapa de
carreteras, la descomposicion celular y los campos potenciales artificiales. Normalmente,
estas técnicas se basan en el concepto del espacio de configuraciones, tratado en la
siguiente seccion.

1.2.2. Modelado en el Espacio de Configuraciones

Una de las formas mas utilizadas para modelar un robot y su entorno es la utilizacion del
espacio de configuraciones. El espacio de configuraciones es un espacio apropiado, por
ejemplo, el espacio de configuraciones de un robot, que permite representar el robot
como un punto, asi como realizar transformaciones de los obstaculos a este espacio. Estas
transformaciones convierten el problema de planificacion de movimientos de un objeto
dimensional al de planificar movimientos de un punto. Ademas, las restricciones de los
movimientos del robot son mas explicitas en el espacio de sus configuraciones. Por
contra, como inconveniente frente a trabajar en el espacio cartesiano, cuando el entorno
es variable, resulta muy costoso utilizar este modelo para aplicaciones on-line.

Considérese el problema basico. Sea el robot A, en una posicion y orientacion dada,
descrito como un subconjunto compacto de W, y los obstaculos By,...,Bx como
subconjuntos cerrados de W. Sea Fa el sistema de coordenadas local de A 'y Fyy el sistema
de coordenadas de W. Fa es un sistema movil mientras que Fy es fijo. Por definicion, si
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A es rigido, cada punto a de A tiene una posicion fija respecto a Fa, pero su posicién en
W depende de la posicion y orientacion de Fa respecto a Fw. Como los obstaculos
B1,...,Bk son objetos rigidos y fijos en W, cada punto de cualquiera de los obstaculos tiene
una posicion fija respecto a Fy.

La configuracién de un objeto es la especificacion de la posicion de cada punto de este
objeto respecto a un sistema de referencia fijo. Por tanto, la configuracion q de A consiste
en determinar la posicion Y y orientacion © de Fa respecto a Fy. El espacio de
configuraciones de A es el espacio C de todas las configuraciones posibles de A. El
espacio de W ocupado por A en la configuracion g es Aq, mientras que aq representa el
punto a de A para la configuracion g en W.

Se puede describir una configuracion mediante una lista de parametros reales. Por
ejemplo, la posicion Y es el vector de n coordenadas del origen de Fa respecto a Fy. La
orientacion © se puede describir como una matriz nxn cuyas columnas son los vectores
unitarios a lo largo de los ejes de Fa expresados respecto a Fy. Realmente, esta matriz de
rotacion se puede obtener mediante una secuencia de rotaciones basicas. EI numero de
rotaciones basicas necesarias para poder obtener cualquier orientacién depende del
espacio de trabajo en que se esté trabajando. Por ejemplo, para un espacio bi-
dimensional, existe un Unico pardmetro de rotacion, mientras que para el espacio tri-
dimensional, hay tres parametros de orientacién. La dimension de C, m, se define como
el nimero minimo de parametros independientes necesarios para definir g. Por tanto,
g=(Y',0) se representa Unicamente con un vector de m parametros. Por ejemplo, para n=2,
m es tres (dos parametros para posicion y uno para orientacion), mientras que para n=3,
m es seis (tres para posicion y tres para orientacion).

Se define un camino de A desde una configuracién inicial g; a una destino g¢ como una
funcion continua

©.[0,1] > C con 1(0)=q;, 1(1)=qq
La continuidad de T implica que para todo tye[0,1] se cumple
limd((t), 7(t,)) = 0
donde d:CxC —*R es una funcion distancia, definida por ejemplo como
d(a.q) = maxa, - a|

siendo [|a-b|| la distancia Euclidea entre dos puntos a, b en R".

A es un objeto de vuelo libre si, en ausencia de obstaculos, cualquier camino definido asi
es realizable por A.
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La definicidn previa de un camino no toma en consideracién a los obstaculos. Lo que se
pretende es determinar los movimientos que solucionan el problema basico cuando
existen obstaculos en el area de trabajo. Para ello, hay que transformar los obstaculos al
espacio de configuraciones y obtener el subconjunto de C formado por las
configuraciones libres de contacto.

Cada obstaculo B;, i=1,...,k en el espacio W se transforma en una region en C, llamada
C-obstaculo, dada por CB, = {q e C:A,NB; # O}.

Cuando A es un punto (robot puntual) no tiene sentido hablar de su orientacion, por lo

que el espacio de configuraciones de A es una copia de R", siendo un espacio Euclideo.
Los C-obstaculos son identicos a los obstaculos en W.

Cuando A es un disco o un objeto dimensional que se puede trasladar libremente sin
rotacion (el origen de Fa puede seguir cualquier camino en W pero siempre con una
orientacion fija respecto a Fy), el espacio de configuraciones también es R", pero los
C-obstaculos se obtienen ampliando los obstaculos con la forma de A, tal como se ilustra
en la Figura 1.2.

BN

M(’)\(IL Y GENERAC;(’)N DEL C-OBSTACULO
OBSTACULO C-OBSTACULO OBTENIDO

Figura 1.2. Método de Obtencion de un C-obstaculo. El obstaculo, en este caso un
rectangulo, se debe agrandar con la zona delimitada por el area barrida por un
punto de referencia del movil, en este caso un triangulo, cuando se consideran todas
las posibles posiciones en las que el mévil mantiene contacto con el obstaculo. En el
ejemplo, el punto de referencia del movil es el vértice del angulo méas agudo del
triangulo y el C-obstaculo obtenido se muestra an la grafica de la derecha. Planificar
el movimiento del movil con el obstaculo original es similar a planificar el
movimiento de un punto con el C-obstaculo asi generado.
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k
La unioén de todos los C-obstaculos, UCBi, se llama region C-obstaculo y el conjunto
i=1

C=C-~ QCBi = {q e CIA, r‘(gcsij: o}

se denomina espacio de configuraciones libre. Cualquier configuracion de C; se llama
configuracion libre.

Un camino libre entre dos configuraciones ¢; y gq es una funcion continua 1:[0,1]>C;,
con t(0)=q; y t(1)=qq4. Dos configuraciones pertenecen a la misma componente conectada
de C; siy solo si estan conectadas por un camino libre.

Dadas unas configuraciones inicial y final, el problema basico de la planificacion de
movimientos consiste en obtener un camino libre entre estas dos configuraciones si es
que pertenecen a la misma componente conectada de C; o devolver fallo en otro caso.

1.3. Técnicas de Planificacion de Movimientos

Han sido muchas las técnicas que se han ido investigando sobre el tema de la
planificacion de movimientos. Como es normal, cada una de ellas tiene sus aspectos
positivos, pero también sus restricciones. Las limitaciones pueden consistir en que la
implementacion de una técnica en un caso real no es suficientemente eficiente, lo que
impide su aplicacion en tiempo real. O es posible, como sucede en muchos casos, que
se parta de hipdtesis muy simplistas, como puede ser suponer un espacio bi-
dimensional, objetos poligonales, etc.

En esta seccion se da una pequefia vision de las principales técnicas existentes. A pesar
de que existen muchas técnicas, la mayoria de ellas se pueden clasificar dentro de tres
categorias: mapa de carreteras, descomposicion celular y campos potenciales. Una
descripcion muy completa se puede encontrar en [Lat91].

1.3.1. Mapa de Carreteras

El método del mapa de carreteras (roadmap) consiste en obtener la conectividad del
espacio libre del robot en una red de curvas unidimensionales en el espacio libre C; Una
vez se ha construido el mapa R, se utiliza como un conjunto de caminos estandares, por lo
que la planificacion de movimientos se reduce a conectar las configuraciones inicial y
final a puntos de R y buscar un camino en R que una esos puntos. El camino solucién, si
existe, es la concatenacion de tres subcaminos: uno conectando la configuracion inicial
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con el mapa, otro contenido en el mapa y un tercero conectando el mapa a la
configuracién destino.

Varios métodos se han propuesto basados en esta idea general, que calculan diferentes
tipos de mapas de carreteras, tales como el grafo de visibilidad, el diagrama de Voronoi,
la red de camino libre y el mapa de la silueta. A continuacion se comenta uno de ellos.

El método del grafo de visibilidad es uno de los primeros métodos de planificacion de
movimientos. Se utiliza fundamentalmente en espacios de configuraciones
bidimensionales con C-obstaculos poligonales, ya que su extensién a dimensiones
mayores resulta sumamente compleja. Es un grafo no dirigido G cuyos nodos son las
configuraciones inicial y final y todos los vértices de todos los C-obstaculos. Los arcos de
G son todos los segmentos rectos que conecten dos nodos sin interseccion con algun
C-obstaculo. La Figura 1.3 muestra un ejemplo de grafo de visibilidad. EI mapa de
carreteras R consiste en aquellos arcos de G formados por solo los vértices de los
C-obstaculos. El resto de arcos conectan el mapa con las configuraciones inicial y final.
El camino mas corto (segln métrica Euclidea en %) en G que una las configuraciones
inicial y final sera el camino libre resultado (realmente es un camino semi-libre, ya que se
permiten contactos con los obstaculos). EI camino, si existe, es una linea poligonal que
conecta la configuracion inicial con la final através de los veértices de los C-obstaculos.
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Figura 1.3. Grafo de Visibilidad. El espacio de configuraciones libre esta limitado
externamente por un rectangulo e internamente por dos poligonos (C-obstaculos). El
mapa de carreteras se forma uniendo mediante rectas todos los pares de vértices de
los C-obstaculos visibles (dos vértices son visibles cuando la recta que los une no
intersecciona con el interior de ningin C-obstaculo). Las configuraciones inicial y
final se unen a aquellos vértices visibles desde estas configuraciones (lineas a
puntos). Con un mayor espesor se muestra el camino mas corto obtenido sobre este
mapa.
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1.3.2. Descomposicion Celular

Los métodos de descomposicion celular (Cell-Decomposition) son quiza los mas
utilizados durante la aparicion de los primeros estudios sobre la planificacion de
movimientos. Consisten en descomponer el espacio de configuraciones libre del robot en
regiones simples, llamadas células, tal que resulte facil generar un camino libre entre dos
configuraciones de la misma célula. Para representar las relaciones de adyacencia entre
las células se construye un grafo no dirigido. Este grafo, llamado grafo de conectividad,
tiene como nodos las células obtenidas del espacio de configuraciones libre y existe un
arco entre dos nodos si y solo si sus células correspondientes son adyacentes. Una
busqueda en el grafo produce una secuencia de células llamada canal. Un camino libre
continuo se puede calcular a partir de esta secuencia. La descomposicién celular puede
ser exacta y aproximada:

e Los métodos de descomposicion celular exacta (Figura 1.4) descomponen el espacio
de configuraciones libre en células cuya unién produce exactamente este espacio. La
frontera de una célula suele corresponder a algun aspecto critico, tal como un cambio
repentino en las restricciones del movimiento del robot. El espacio de configuraciones
libre se descompone en células. Un grafo de conectividad permite obtener un canal, a
partir del cual se puede obtener un camino libre.
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Figura 1.4. Descomposicion Celular Exacta. El espacio de configuraciones es el
mismo que en la Figura 1.3, descomponiéndose exactamente en células trapezoidales.
Estas células se consiguen mediante proyecciones verticales de los vértices de los
C-obstaculos. Etiquetando estas células y formando un grafo de conectividad con
ellas, es posible obtener un canal de células que conecten la célula donde se esta la
configuracion inicial con aquella donde esté la destino. Sobre este canal se determina
un camino que lleve de la configuracién inicial a la destino, por ejemplo, mediante
los puntos medios de las fronteras de cada dos células sucesivas del canal.
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o Los métodos de descomposiciéon celular aproximada producen células de formas
predefinidas cuya union esta estrictamente incluida en el espacio de configuraciones
libre. La frontera de una célula no caracteriza una discontinuidad de ningun tipo ni
tiene ningun sentido fisico. La Figura 1.5 muestra un ejemplo de método de
descomposicion celular aproximada basada en la representacion de arbol cuaternario
(arbol octal en tres dimensiones). Normalmente, este método opera de forma
jerarquica, usando una baja resolucion al principio y refindndola hasta que se
encuentre un camino adecuado o se alcance un limite de resolucion.
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Figura 1.5. Descomposicion Celular Aproximada. El espacio de configuraciones es
el mismo que en la Figura 1.3. El rectangulo exterior se descompone recursivamente
en rectangulos mas pequefios, generandose cuatro rectdngulos en cada
descomposicién, por lo que esta técnica se denomina quad-tree, al poder ser
representado por un arbol de grado 4 (en 3D se utilizan cubos, denominandose
oct-tree al poder ser representado por arboles de grado 8). Los nuevos rectangulos se
marcan como llenos (los que caen completamente dentro de un C-obstaculo), vacios
(los que caen completamente en el espacio libre) o parciales (aquellos que una parte
cae dentro de un C-obstaculo y otra fuera), de forma que solo se subdividen los
parciales. Tras terminar la subdivisién para un nivel de precision dado, sélo las
células vacias se utilizan para generar el grafo de conectividad. Si una busqueda en
el grafo termina con éxito, se puede calcular facilmente un camino libre, por ejemplo
uniendo los centros de estas células. Si no es asi, o bien la resolucion es insuficiente o
bien no existe ningtn camino libre que conecte las configuraciones inicial y final.
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1.3.3. Campos Potenciales Artificiales

En la técnica de campos potenciales artificiales el robot o movil es tratado como una
particula bajo la influencia de un campo potencial artificial U(q) producido por la
configuracion destino y los obstaculos. U(q) se define tipicamente (aunque no es la
Unica aproximacion) como la suma de un potencial atractivo, que atrae el robot hacia la
configuracién final, y un potencial repulsivo, que tiende a alejarlo de los obstaculos.
Bajo estos potenciales, el movimiento se planifica de forma iterativa, determinando
secuencias de configuraciones del movil g;. En cada iteracién, la fuerza artificial
F(gi)=-V(U(qi)), inducida por la funcion potencial en la configuracion actual, es
utilizada para determinar la siguiente configuracion, ya que se considera como la
direccién mas prometedora de movimiento hacia el destino®”. La Figura 1.6 muestra la
nocion de potenciales artificiales.

Como se mueve el mévil inmerso en un campo potencial artificial también se explica
utilizando comparaciones. Si observamos un campo potencial dibujado (por ejemplo,
en un espacio 3D donde la componente en Z represente el valor del campo para cada
punto (x,y)), se puede ver como éste consiste en una serie de elevaciones mas notorias
que corresponden a los obstaculos, y una pendiente mas o0 menos pronunciada, pero
continua, con el punto méas bajo en la configuracion final. Visto asi, el camino que
seguiria el movil colocado en cualquier punto de este campo seria la que buscase
siempre el punto de mayor pendiente, no pudiendo subir a las elevaciones que
representan obstaculos. Y de esta forma tan sencilla se entiende como esta técnica
permite que el movil se mueva hacia el destino, evitando colisionar con los obstaculos.
Una experiencia bastante cotidiana acabara por dejar clara la idea: una pelota dejada en
lo alto de una pendiente tiende, por leyes fisicas, a descender, buscando siempre la
menor altura en la direccion de la mayor pendiente. Similes hidraulicos o eléctricos
también resultan ilustrativos.

Khatib [Kha86] fue el primero en estudiar esta técnica, desarrollada inicialmente para
aplicaciones “on-line”, en las que el robot no tiene un modelo previo de los obstaculos
sino que los detecta durante el movimiento. Como tal aplicacion en tiempo real, es
posible la presencia de minimos locales que atrapen el movil en una determinada
configuracion. Con un modelo anterior del espacio de trabajo, es posible utilizar
técnicas basadas en campos potenciales, que sean locales con una vision global. La
técnica de planificacion basada en potenciales puede o no asumir una funcién potencial
especifica. Ademas es aplicable tanto al espacio cartesiano 3D como al espacio de
configuraciones.

®) El gradiente proporciona la direccion de la pendiente més pronunciada hacia arriba. La direccion
opuesta del gradiente es la direccion del descenso mas pronunciado. Esta es la razon por la que se
considera el gradiente cambiado de signo, ya que se busca un minimo, no un maximo.
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Figura 1.6. Campos Potenciales Artificiales. El espacio de configuraciones es el
mismo que en la Figura 1.3. En la grafica superior se muestra una representacion
tridimensional del potencial resultante como suma de un potencial atractivo, que
tiene un minimo global en la configuracion destino y un potencial repulsivo no nulo
s6lo a cierta distancia de los C-obstaculos. Un camino entre las configuraciones
inicial y destino se construye siguiendo el gradiente negado del potencial total.
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1.3.4. Métodos Locales y Globales

Los métodos del mapa de carreteras y de descomposicion en celdas reducen el
problema de encontrar un camino libre a realizar una busqueda en grafo previo andlisis
de la conectividad del espacio libre. Los métodos de campos potenciales no incluyen
ningan tipo de preprocesamiento para capturar la conectividad del espacio libre. En
cada paso, se mueve de una a otra, utilizando como criterio para seleccionar la siguiente
configuracién el gradiente de la funcién potencial. Ahora bien, tal gradiente depende
normalmente del contenido del espacio en una vecindad de la configuracion actual del
robot. Por eso los métodos de campos potenciales se suelen denominar locales,
mientras que los métodos de roadmap y descomposicion en celdas se conocen como
métodos globales.

De esta forma, un método de campos potenciales podria ejecutarse mientras el robot se
mueve, calculando en cada paso el gradiente negativo del potencial, definido como una
funcién tanto de la distancia a la configuracion destino como de las distancias a los
obstaculos, medidas éstas por medio de sensores de alcance. Sin embargo el caracter
local de los métodos basados en campos potenciales no es completo. Por ejemplo,
podria utilizarse una técnica que evite minimos locales (como se ha descrito
anteriormente). En dicho caso, calcular la funcion potencial con ausencia de minimos
locales necesita considerar la geometria del espacio libre, no en una vecindad, sino en
conjunto. Y en este sentido este método seria tan global como el de roadmap o el de
descomposicion en celdas.

De forma similar, si los métodos de descomposicion en celdas o roadmap se restringen
de forma que se apliquen tan sélo en un subconjunto del espacio de configuraciones
alrededor de la configuracion actual del mdvil, lo que se habrd hecho no es mas que
hacer locales estos métodos globales. Es posible actuar de esta forma, tratando
configuraciones intermedias como configuraciones finales dentro de un ambito local y
obteniendo el camino completo mediante concatenacidn de estos caminos locales.

Ademaés existen técnica que no se pueden catalogar en uno sélo de estos métodos, como
[H&Z94] que combinan, de una interesante forma, los métodos de descomposicion en
celdas y campos potenciales artificiales. Empiezan por reducir el problema a 2-D
indicando que aunque el robot y los obstaculos son tridimensionales, pueden
proyectarse y considerarlos objetos bi-dimensionales, asumiendo que si no existe
colisién en el caso bi-dimensional, tampoco lo habra en el problema 3-D original. Los
obstaculos son modelados como poligonos (concavos o convexos) y el movil es
rectangular. Por supuesto asumen un entorno de trabajo completamente conocido a
priori. La idea fundamental consiste en utilizar un método de descomposicion celular
jerarquica, con celdas hexagonales, para encontrar el camino libre de colisiones. El uso
de celdas hexagonales se justifica por las ventajas que ello comporta (posibilidad de
dividir recursivamente un hexagono, simplificacion del procedimiento de bdsqueda, las
distancias del centro de un hexagono a los centros de sus seis celdas vecinas es el
mismo, etc). EI campo potencial artificial se utiliza como funcién para guiar la
busqueda. A las celdas se les asocia un atributo que describe su estado. Cuando se tiene
que pasar de una celda a alguna de sus vecinas se calcula el potencial en el centro de las
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celdas candidatas (las que tengan un estado que permita que el mdvil pase a ellas). Sera
seleccionada la celda con el menor potencial. Realizan un tratamiento para evitar
minimos locales, por medio del uso de un atributo que permita recordar por qué celda
se ha pasado, para evitar ciclos infinitos, o asignando un potencial infinito a la celda
que es seleccionada por segunda vez.
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CAPITULO 2.
MODELOS
ESFERICOS

Este capitulo, tras comentar inicialmente otros trabajos con modelos basados en esferas,
presenta la definicion matematica de unos modelos esféricos nuevos, las poli-esferas y las
esferoides, que seran la base del desarrollo de procedimientos de deteccion de colisiones
y planificacion de movimientos en capitulos posteriores.

Habia desatornillado la placa pectoral del mas cercano a ellos mientras hablaba, e
insert6 la pequefia esfera de unos cinco centimetros que contenia la pequefia chispa
de energia atémica que era la vida de un robot. Le costdé encajarla, pero lo
consiguid al fin, y volvié a atornillar la placa con un esfuerzo. Los radio controles
de los modelos mas modernos no se conocian todavia hace diez afios. Luego repitié
la operacion con los otros cinco.

“Circulo Vicioso”. Isaac Asimov, 1942.
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2.1. Modelado Tradicional

En el modelado geométrico y solido existen principalmente dos esquemas de
representacion [Hof89], la representacion de fronteras (B-rep) y la geometria sélida
constructiva (CSG). Las caracteristicas basicas de cada tipo son:

e B-rep: representa un solido mediante la descripcién de su superficie, para obtener
informacion completa del interior y el exterior de un objeto. Esta representacion da dos
tipos de descripciones, la geométrica (parametros necesarios para describir caras,
aristas y veértices) y la topoldgica (adyacencias e incidencias de vértices, aristas y
caras). La descripcion geométrica se basa en una descripcion analitica de Vvértices
(coordenadas), aristas (ecuaciones de las aristas) y caras (semiespacios).

o CSG: representa los solidos mediante la teoria de conjuntos con expresiones logicas
sobre objetos primitivos. Como operaciones en CSG se tienen la rotacion, la traslacion,
la union regularizada, la diferencia regularizada y la interseccion regularizada. Las
primitivas tipicas de CSG son paralepipedo, esfera, cilindro, cono, prisma triangular y
en algunos casos el toro. Para crear una primitiva solo se requiere especificar sus
dimensiones, ya que se suelen definir mediante instanciacion de primitivas puras. Cada
primitiva tiene un sistema de coordenadas local asociado que se utiliza para situarla
respecto a un sistema de coordenadas global (del mundo) mediante traslaciones y
rotaciones. Un objeto se genera localizando primitivas y realizando operaciones logicas
regularizadas entre ellas.

Un método mixto entre estos dos esquemas de modelado consiste en representar las
primitivas mediante objetos B-rep y realizar operaciones CSG sobre éstas.

Otras técnicas, como las descomposiciones regular e irregular del espacio, arboles octéles
(oct-trees) y la enumeracion ocupacional del espacio suelen utilizarse para aplicaciones
muy concretas, como es el caso de analisis por elementos finitos.

Las primitivas tipicas de CSG, excepcién hecha del toro, son todas convexas, por lo que se
pueden definir mediante politopos. Un politopo es el casco convexo de un conjunto de
puntos. Si P es un conjunto de puntos {po,...,pn}, €l casco convexo de P es un conjunto
infinito de puntos expresado como

CoP={pei)€3:p:Zkipi, p,eP, 0<A,,i=0,...,n, Zkizl}
i=0 i=0

Por tanto, un politopo puede verse como un poliedro convexo generado a partir de sus
vértices. Téngase en cuenta que objetos con caras curvas se pueden representar mediante
aproximaciones poliédricas. Asi, cilindros, conos, esferas, etc. estan generados de manera
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aproximada por politopos. Por otra parte, los objetos no convexos siempre se pueden
descomponer en la union de objetos convexos.

2.2. Modelos Esféricos

En el modelado tradicional se trabaja con un modelo basado en un elemento béasico de
volumen nulo: el punto. Las técnicas de modelado esférico se basan en considerar un
elemento bésico casi igual de sencillo que el punto pero con volumen propio: la esfera. La
utilizacion de la esfera permitira mantener la misma complejidad que el modelo
tradicional pero aumentando las posibilidades del modelo, ya que su elemento béasico es
mas completo. Por ejemplo, con el modelo basado en puntos, se requieren al menos cuatro
elementos béasicos para definir un volumen, ya que un punto no tiene volumen, dos puntos
definen un segmento sin volumen y tres puntos dan a lo sumo un tridngulo, es decir, un
area. Otro aspecto importante es que trabajar con modelos esféricos debe incluir siempre
al modelado tradicional definido con puntos, ya que la esfera de radio nulo es un punto.

La esfera tiene tres propiedades intrinsecas que la hacen muy util para el modelado de
objetos en el marco en que nos encontramos:

o La esfera queda descrita por un Unico parametro que la caracteriza completamente, el
radio

« El movimiento de una esfera se describe completamente mediante el movimiento de un
Unico punto, el centro.

« Para la esfera no existen rotaciones, los movimientos son siempre de traslacion.

Muchos problemas en diferentes areas se han resuelto con mayor facilidad para el caso
particular de la esfera, por resultar muy costosos con otro tipo de objetos. De hecho es
posible encontrar numerosos antecedentes en los que se usa la esfera como primitiva de
representacion en campos tales como graficos por ordenador, geometria computacional y
en algunos casos de robdtica. Sin embargo, en la mayoria de casos se utilizan circulos en
el plano o aproximaciones groseras del objeto con una Unica esfera. En otros casos se
representa un modelo con un conjunto de esferas sin posibilidad de mejorar la
representaciéon con mayor precision [Abr88], [Tha88]. En [Dai89] se utiliza el casco
esférico (esfera envolvente) para aproximar objetos, y cuando éstos estdn en movimiento,
el casco esférico generalizado envuelve el casco esférico de las posiciones inicial y final.
Elementos basados en esferas, como cilindros con semiesferas en sus extremos, se ha
utilizado en [J&GB85], [GIK88] y [S&M89], ya que dan una buena aproximacién de los
elementos de un brazo-robot. Otros autores que han utilizado representaciones esféericas
sencillas son [Wid74], [0&B79], [HSS83], [S&S83c] y [0&Y82].
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Mas recientemente, otros investigadores como Bonner [Bon89] y del Pobil [dP091] han
trabajado con modelos esféricos para aplicaciones de deteccidn-evitacion de colisiones y
planificacion de movimientos en sistemas robotizados. Posteriormente, Hubbard
([Hub93], [Hub94] y [Hub95]) y Zelinsky ([Zel94]) presentaron, en el campo de los
gréficos por computador, modelos esféricos, denominados sphere-trees y distance space
bubbles, muy similares ambos al modelo de del Pobil que se comenta acontinuacion.
[dP091] fijé las caracteristicas adecuadas que debe cumplir un buen modelado esférico:

o Debe ser mejorable, es decir, a partir de un modelo se puede obtener otro con menor
error. El error se define como la diferencia entre la representacion del modelo y el
objeto real. Por tanto, la representacion debe converger a un modelo de error nulo.

o Debe ser 6ptimo, es decir, el que tenga el menor error para el nimero de esferas que lo
componen.

o Debe ser equilibrado, es decir, el error debe estar repartido homogéneamente sobre el
objeto, sin zonas de acumulacion de error.

Para conseguir estos objetivos, Bonner y del Pobil han utilizado modelos esféricos
discretos jerarquicos, si bien desde diferentes perspectivas. En el siguiente apartado se
resumen los trabajos realizados por estos autores.

2.2.1. Modelos Esféricos Jerarquicos-Discretos

Los modelos esféricos de Bonner y de del Pobil tienen unos principios muy similares.
Ambos utilizan un modelado esférico jerarquico basado en sucesivas aproximaciones del
modelo, de forma que cada aproximacién es una mejora del modelo anterior. También se
puede entender que ambos modelos esféricos son discretos, ya que para un nivel de
aproximacion dado, la representacion esta determinada por un ndmero finito de esferas.
Ademas tanto uno como otro obtienen una representacion exterior por exceso y una
representacion interior por empaquetamiento (Bonner los denomina limites superior e
inferior).

Bonner llamé a su modelo esférico SSA (Successive Spherical Approximation) [Bon89] y
tiene su aplicaciéon Unicamente sobre poliedros convexos. La representacion SSA de un
objeto esta compuesta de una serie de niveles sucesivamente detallados que van desde una
esfera envolviendo todo el objeto a las propias caras del objeto. Todas las aproximaciones
estan referidas a un punto central comun, elegido arbitrariamente siempre y cuando esté
dentro del objeto, resultando adecuado utilizar el centroide del objeto. Cada nivel esta
compuesto de dos limites, denominados limite superior que envuelve completamente la
porcion modelada del objeto y el limite inferior contenida completamente por la parte
modelada del objeto. EI modelo del objeto menos preciso estd compuesto por su esfera
envolvente (limite superior) cuyo radio esta definido por la méaxima distancia del punto
central a un veértice y su esfera envuelta (limite inferior) cuyo radio esta definido por la
minima distancia del punto central a las caras del objeto.

El siguiente nivel de precision, la aproximacion envolvente de las caras, divide las esferas
anteriores en sectores rectangulares segun las caras del objeto. Cada sector se define
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mediante dos rangos angulares, segin un sistema de coordenadas esféricas global que
localiza cada cara respecto al punto central. Estos dos rangos se determinan calculando las
coordenadas esféricas de cada veértice del objeto y obteniendo los valores minimo vy
maximo de cada angulo. EI limite superior de una cara es el sector esférico que contiene
completamente esta cara de una esfera cuyo radio es la maxima distancia del punto central
a la cara. El limite inferior de una cara es el sector esférico contenido completamente por
esta cara de una esfera cuyo radio es la minima distancia del punto central a la cara. La
representacion es, por tanto, un conjunto finito de esferas, tantas como caras tenga el
objeto, si bien se utiliza Unicamente un sector esférico de cada esfera.

La aproximacion de caras divididas descompone cada sector esférico de la aproximacion
envolvente de las caras en un conjunto de subsectores, resultando una aproximacion mas
cercana a las caras del objeto. La descomposicion se realiza dividiendo la diferencia entre
los radios de los sectores esféricos de los limites superior e inferior por cierto nimero fijo
y asignando un subsector a cada incremento. Realmente se puede utilizar cualquier otro
método razonable de descomposicién del sector esférico.

La ultima aproximacion, la aproximacion por caras, es el modelo exacto del objeto
mediante sus caras, donde coinciden los limites superior e inferior. La Figura 2.1 muestra
esquematicamente los cuatro niveles de aproximacion propuestos por esta técnica.

El modelo esférico SSA tiene varios inconvenientes: por una parte, la utilizacion de
sectores esféricos en vez de esferas completas complica en gran medida su aplicacion,
ademas de la relativa complejidad de su generacion; para que la aproximacion de caras
divididas tenga una buena precision, se requiere un nimero elevado de sectores esféricos,
con el consiguiente aumento de memoria requerida, ya que cada sector esférico debe
almacenar los cuatro pardmetros de una esfera y otros cuatro de los rangos angulares del
sector; para elementos desproporcionados en dimensiones, tal como la columna de la
Figura 2.2, que tiene una dimension mucho mayor que las otras, las aproximaciones de
todos los niveles darian resultados bastante malos. Una posible solucion a este Gltimo
problema consiste en realizar una division del objeto respecto a su dimension mayor,
modelando posteriormente cada una de sus partes. Evidentemente, ademas de aumentar
aun mas la cantidad de memoria necesitada, esta solucidn trae el problema de tener que
distinguir entre caras interiores, que no se necesitaria modelar y caras exteriores del
objeto.

La utilidad de este tipo de modelado esférico en la deteccién de colisiones y la
planificacion de movimientos segun la filosofia de generacién-y-prueba en sistemas
robotizados se puede encontrar en [B&K88], [B&K89a], [B&K89b] y [B&KS89Ic].
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Figura 2.1. Modelo Esférico SSA de Bonner. En el nivel 0 (figura superior
izquierda) se obtienen la esfera envolvente y la esfera envuelta del objeto respecto a
un punto del interior del objeto. En el nivel 1 (figura superior derecha) se obtienen un
sector esférico envolvente y un sector esférico envuelto por cada una de las caras del
objeto. En el nivel 2 (figura inferior izquierda) estos sectores esféricos se
descomponen cada uno en dos sectores esféricos de diferentes esferas. En el ultimo
nivel se alcanza el modelo exacto del objeto, un poliedro convexo (figura inferior
derecha). Por claridad, la figura muestra el caso para un poligono convexo en 2D.

Frente al modelo esférico SSA, del Pobil propone una jerarquia basada en un algoritmo
recursivo de refinamiento que busca en cada paso mejorar una aproximacion sustituyendo
la esfera “peor” del modelo (la esfera que tiene un mayor volumen no contenido por el
objeto) mediante dos nuevas esferas. Por otra parte, del Pobil utiliza también dos modelos,
un modelo exterior que busca un recubrimiento de la frontera del objeto (no de todo el
interior el objeto) y un modelo interior para obtener un conjunto de esferas que estén
incluidas dentro de la frontera del objeto. El proceso de obtener el modelo esférico
aproximado se denomina esferizacion.

Este modelo esférico tridimensional esta basado fundamentalmente en un modelo circular
bidimensional, ya que los objetos considerados son generados por un barrido de traslacion
de un poligono convexo. Esta restriccion posibilita por otra parte una gran simplicacion:
cubriendo una seccién del objeto mediante un conjunto de circulos es relativamente facil
obtener las esferas que cubren al objeto. Por tanto, para modelar objetos tridimensionales
se realiza una traslacion del recubrimiento 2D para obtener el recubrimiento 3D.
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Sobre poligonos 2D se plantean dos tipos de recubrimiento con discos o circulos, el
recubrimiento de la frontera y el recubrimiento de toda el area incluida en el interior del
poligono. Para obtener el modelo exterior del objeto se realiza inicialmente un
recubrimiento de la frontera de la base del objeto utilizando un conjunto de discos. Una
traslacion de estos discos produce un conjunto de cilindros generalizados, que son
sustituidos en una segunda fase por un conjunto de esferas con idéntico radio. Este
conjunto de esferas recubre toda la frontera lateral del objeto, denominada SIDE, pero
sobre las bases superior e inferior del mismo, denominadas TOP, debe realizarse un
recubrimiento de toda el &rea incluida en el interior de las mismas. La Figura 2.2 muestra
esquematicamente el método de construccion del modelo esférico exterior de un objeto
con el recubrimiento del TOP y del SIDE mediante esferas.

En ciertos casos puede resultar conveniente realizar un tercer recubrimiento sobre dos
nuevas regiones, denominadas TIP, adyacentes a las dos bases del objeto, obtenidas por
subdivision de la frontera lateral. Sobre estas zonas se realiza un recubrimiento similar al
del SIDE, pero independiente del mismo.

El modelo esférico interior se basa en un diagrama de VVoronoi de las aristas del poligono
base. En concreto se determina un conjunto finito de discos cuyos centros se encuentran
en el diagrama de VVoronoi y son tangentes al menos a dos lados del poligono, siendo este
conjunto el recubrimiento interior del poligono. Una extension al caso 3D, con generacion
de cilindros generalizados a partir del recubrimiento interior de la base y realizando la
conversion de estos cilindros generalizados a un ndmero finito de esferas permite obtener
el modelo esférico interior del objeto.

Del Pobil realiza un estudio de la precision y convergencia de sus modelos, obteniendo
que el error cometido, obviamente, se acerca a cero cuando el nimero de esferas tiende a
infinito. Sin embargo, si bien esta propiedad es deseable, tal como se vid anteriormente, el
modelo esférico exterior de una columna similar a la mostrada en la Figura 2.2, con
250cm de alto, el error cometido es de 8.82cm (3.528%) cuando se utilizan cien esferas.
Esta convergencia no es muy rapida, ya que para 20 esferas, [dPS92a] muestra que esta
distancia maxima de error es aproximadamente 13cm (5.2%), por lo que el error sélo se
reduce en un 1.7% al multiplicar por 5 el nimero de esferas. Evidentemente, el nimero de
esferas, y por tanto la memoria, a utlilizar para alcanzar grandes precisiones de
representacion puede llegar a ser muy elevado para entornos minimamente complejos.
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Figura 2.2. Modelo Esférico de del Pobil. La columna a modelar se muestra en la
figura de la izquierda, con la base a partir de la cual se ha generado mediante un
barrido de traslacion. En la parte central se puede observar el recubrimiento de
frontera realizado para modelar el SIDE mediante siete discos (figura central
superior) y el recubrimiento global del TOP realizado con tres discos (figura central
inferior). Repitiendo el modelo del TOP para las bases superior e inferior y el modelo
del SIDE diez veces para las caras laterales del objeto, en la figura de la izquierda se
puede ver el modelo esférico exterior de la columna obtenido con 76 esferas.

La utilizacion de este modelado esférico en el campo de la deteccion de colisiones y la
planificacion de movimientos en sistemas robotizados se puede encontrar en [dPS92a],
[dPS92b], [dPE93], [dPS94a] y [dPS94b]. Como esta técnica de modelado sélo es
aplicable a prismas rectos obtenidos por un barrido traslacional de poligonos convexos, los
Gltimos trabajos de del Pobil tienden a resolver este inconveniente, mediante extensiones
para considerar el recubrimiento de poligonos no convexos [MdP95a] y poligonos
generalizados [MdP95b].
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2.3. Poli-Esferas

Frente a los dos modelos comentados anteriormente, en esta seccion se presenta un nuevo
modelado esférico, las poli-esferas. Este tipo de modelado esférico se puede entender
como continuo, ya que para cualquier nivel de aproximacion deseado, el modelo esta
compuesto de infinitas esferas, frente a los modelos esféricos discretos anteriores que
utilizan un namero finito de esferas para cada nivel. EI concepto de poli-esferas se basa en
una aproximacion para el modelado geométrico denominada inicialmente los politopos
esféricos o s-topos, que se presentd en [THK90] y [THK91]. Con esta aproximacion, los
objetos (y en particular los elementos de un sistema robotizado) se aproximan por un
namero infinito de esferas, produciendo volimenes de forma esférica. Estos trabajos
previos adolecian de una falta de formalizacion y generalizacion, trabajando y aplicando
relaciones lineales de forma independiente a los centros y radios de las esferas. En esta
seccion se introduce una normalizacion general para este tipo de modelos, que facilita su
utilizacion en los siguientes capitulos.

2.3.1. Espacio Vectorial Esférico

Es bien conocido que la esfera se define mediante cuatro parametros, por lo que se puede
representar como un punto en R* mediante una 4-tupla, representada por s=(x,y,z,r) e ‘R*
cuyo centro se denota por s.c=(5.x,5.y,5.z) e R> y su radio por s.reR y que se define como
el conjunto de puntos cuya distancia al centro de la esfera es menor o igual al radio de la
esfera:

s={pe®R:|p-sc|<sr]
siendo ||+ la norma Euclidea en 12,

Esta representacion de las esferas constrasta con otras representaciones utilizadas
recientemente por otros autores como [Ped88], [DMT92], [BC+91], [BC+92] y [D&G94],
que han representado una esfera como un punto en R* (o un circulo como un punto en R%)
mediante la 4-tupla (x,y,z,R) donde el radio de la esfera es r=x*+y*+z’-R. Si bien este tipo
de representacion tiene sus ventajas en la geometria computacional, no es asi para el
modelado que se presenta en este capitulo.

El conjunto de todas las esferas posibles en el espacio 3D se denomina Espacio Esférico,
denotado por Q, cuya esfera origen s, es la esfera nula formada por cuatro componentes
nulas.

Dada una esfera, s;, se define su vector esférico desde el origen, s;, como una 4-tupla con
las mismas cuatro componentes que la esfera s;. Un vector esférico tiene como sentido
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geométrico la union de su esfera definitoria con un cono tangente a esta esfera cuyo
veértice es el origen. Se denomina circunferencia tangente del vector esférico a la
circunferencia de tangencia entre el cono tangente y la esfera definitoria. Se denomina eje
del vector esférico s; al vector tridimensional v; que va desde el origen al centro de la

esfera s; y eje unitario a este vector dividido por su norma, ¥, = v, /|v,|. Se denomina
grado de convergencia del vector esférico s; al valor m, =s,.r/ ||v,|| y éangulo de
convergencia a y;=sin™m;. Para valores del grado de convergencia igual o mayor que uno
(mi>1) el vector esférico es degenerado, no existiendo ni cono ni circunferencia tangente.
Se denomina f; a cualquier vector unitario normal al cono tangente (apuntando hacia el
exterior) del vector esférico s; por lo que cumple que h, -V, = —|ni|. Se define el vector

esférico nulo, s, a aquél con sus cuatro componentes nulas. La Figura 2.3 muestra éstos y
otros parametros de los vectores esféricos.

Dadas dos esferas s;, s, se define el vector esférico s;; de la esfera s; a la esfera s;, como el
vector esférico desde el origen a la esfera resultado de restar a cada componente de la
esfera s; la correspondiente componente de s;, por lo que siempre existe una esfera s tal
que s,=s;jj. En este caso, el eje del vector esférico sjj es el vector tridimensional v;; que une
los centros de las esferas (siendo su vector unitario el eje unitario), el grado de

convergencia es m; :(sj.r—si.r) / “vij H y el angulo de convergencia y“-:sin'lnij. Notese
que un vector generado asi puede tener radio negativo en su esfera definitoria.

Sobre el conjunto de vectores esféricos se definen las siguientes operaciones internas:

o Lasuma (resta) de vectores esféricos es el vector esférico resultante de realizar la suma
(resta) de sus componentes:
S X=8.XES;.X, S,.Y=S5.y+S,.y,
S; S, =5S,: _ _
P S$.2=8;.2£8,.Z, S, .I=S.rts..r
e El producto de un vector esférico por un real se define mediante el producto de cada
componente por el escalar:
AS, =S,:

S, - X=AS,.X, S,..Y=AS,.Y,
Sy.Z=MAS;.Z, S,.r=AS,.r

Estas operaciones cumplen las siguientes propiedades:
o Conmutativa: sits=sjts;
o Asociativa: (Sits;j) £Sk=sit(sjtSk)
« Distributiva: A(sitsj)= AsitAs;

Ademas se define la suma (resta) de una esfera y un vector esférico como la esfera
resultado de sumar (restar) sus componentes:

S, X=8.X£S,.X, S,.y=S.y%£5..y,

45 =5,
SES T8¢ 52252452, §.=85.Is.1
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Figura 2.3. Sentido Geométrico y Pardmetros de un Vector Esférico. Un vector
esférico s; viene definido por una esfera s; y su cono tangente con vértice en el origen.
El eje del vector esférico es el vector tridimensional v; que va desde el origen al centro
de la esfera. El angulo de convergencia v; es el semidngulo del cono y el grado de

A

convergencia m; es el seno de este angulo. El vector fi; es perpendicular al cono
tangente del vector esférico. La norma esférica euclidea ||s;|s es la distancia del origen
a un punto del circulo formado por la interseccion de la esfera definitoria con un
plano que pasa por el centro de la esfera y tiene como vector normal el eje del vector
esférico; la norma esférica tangente ||si||; es la distancia del origen a la circunferencia
de tangencia entre el cono y la esfera (ambos valores son diferentes al mddulo del eje
[Ivill), mientras que las normas esféricas minima ||sil|m y méaxima ||sj|lm son las distancias
del origen al punto de la esfera mas cercano y lejano respectivamente.

Se define la norma esférica euclidea de un vector esférico sj;, representada por Hsin , COMO
S
la norma euclidea de la 4-tupla representativa del vector esférico, es decir:

= \/(sij.x)z +(Sij.Y)2 +(5u-z)2 +(sij.r)2

Para ciertos casos, esta norma no es muy significativa como medida de distancia, por lo
que se pueden definir también las siguientes tres pseudo-normas:

Hsu
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o Pseudo-norma esférica tangente de un vector esférico Hsin segun:
t

Io | = (%) +(5v) +(s,.2)" ~(5,.1)

 Pseudo-norma esférica minima de un vector esférico HSU—H segdn:
m

HSi,- i =HVuH—Su-f

« Pseudo-norma esférica maxima de un vector esférico Hsij HM segun:

il =lval sy

La norma esférica euclidea representa la distancia euclidea del origen a un punto del
circulo formado por la interseccion de la esfera definitoria con un plano que pasa por el
centro de la esfera y tiene como vector normal el eje del vector esférico. La pseudo-norma
esférica tangente representa la distancia euclidea del origen a un punto de la circunferencia
tangente del vector esférico (longitud exterior del cono tangente). La pseudo-norma
esférica minima (maxima) se corresponde con la minima (maxima) distancia del origen a
la esfera definitoria (el significado de estas normas se puede ver en la Figura 2.3).

Un vector esférico es unitario respecto a una norma esférica cuando su norma esférica es
uno. Por tanto existen cuatro formas de normalizar los vectores esféricos, cada una de ellas
con un significado diferente. La Figura 2.4 muestra comparativamente diferentes vectores
esféricos unitarios respecto a cada una de estas normas.

Es de resaltar que las tres Gltimas normas definidas son pseudo-normas por que no
cumplen una de las tres propiedades de las normas, en concreto la que expresa que la
norma de la suma de vectores es menor o igual a la suma de normas. La utilidad de estas
diferentes normas esféricas se verd al analizar el célculo de distancias entre objetos
modelados con poli-esferas.

Dados n vectores esféricos respecto a una misma esfera So, {So,...,Son}, Se dice que son
linealmente independientes si cualquier combinacion lineal no trivial es no nula, es decir,

ZOLiSOi =0 solosi o;=0,i=1,...,n
i=1
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Figura 2.4. Vectores Esféricos Unitarios Respecto a Diferentes Normas Esféricas.
Los vectores esféricos de la figura superior izquierda son unitarios respecto a la
norma esférica euclidea, cumpliendo todos ellos que la frontera de su interseccion
con la esfera unitaria (esfera centrada en el origen y de radio unidad) es una
circunferencia con el mismo radio que la esfera definitoria del vector esférico. Los
vectores esféricos de la figura superior derecha son unitarios respecto a la norma
esférica tangente, cumpliendo todos ellos que la frontera de su interseccién con la
esfera unitaria es la circunferencia tangente del vector esférico. Los vectores
esféricos de la figura inferior izquierda son unitarios respecto a la norma esférica
minima, cumpliendo todos ellos que sus esferas definitorias son tangentes
exteriormente a la esfera unitaria. Los vectores esféricos de la figura inferior derecha
son unitarios respecto a la norma esférica maxima, cumpliendo todos ellos que sus
esferas definitorias son tangentes interiormente a la esfera unitaria.

En cualquier otro caso son linealmente dependientes, y por 1o menos uno de los vectores
esféricos es una combinacién lineal de los demas, es decir

n -, . o
o, £ 05, = 2 Bisy, By = i=leniz]

i1 j

i#]

Se define el producto escalar esférico entre dos vectores esféricos no nulos, s; y s; de la
siguiente forma:

S 'S; = HsiHSHstS cosf;
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siendo [ el minimo angulo que forma el eje del vector esférico s; con el cono tangente del
vector esférico s; y cuyo coseno se define como:

cosf; = cos(ocij —yj) = COSOL; COSY | +Sinoysiny;
siendo a;j el éngulo que forman los ejes v; y v; de los vectores esféricos s; y sj, cuyo coseno
es cosoy; = HH H y v;j el angulo de convergencia del vector esférico s;. Notese que este

producto escalar esférico s6lo es conmutativo cuando ambos vectores esféricos tienen
igual grado de convergencia.

Se dice que el vector esférico s; es perpendicular al vector esférico sj cuando s; -s; =0, es
decir, el eje de s; es perpendicular al cono tangente de s;, por lo que se debe verificar que
9,-9,=n.

Se define el producto vectorial esférico entre dos vectores esféricos no nulos, s; y sj como
aquel vector esférico sy que es perpendicual a s y s;:

Sk =S; XS; <5, -5, =0ys, -5, =0

De las dos condiciones se puede plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

>
>

' Oi_—‘ni‘ Ve XV, . X+V,.yV..y+ vk.zvlz:—‘n,‘
v, \71.——‘11].‘ Ve XV, X+V,.yV,.y+ Ak.Z\A/Jz:—‘nJ‘

Se puede comprobar que un multiplo del vector unitario solucion del sistema es el vector
obtenido mediante el siguiente determinante:

A

Sin embargo, resulta mas interesante expresar el eje unitario ¥, respecto al sistema
formado por V;, ¥,y ¥, xV; segin v, = o, +fV, +’Y(\7i xvj) que se obtiene a partir
de:
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Jni(vi'vj)_‘ni‘
v, \7,=a+B(vi~VJ)— ‘n,‘ \A/ix\“/j2
v, \7j:oc(\7i-vj)+B:—‘nJ‘ B:‘ni (\7I vj)—‘nj‘
o, %9,

La condicion de vector unitario fija:
N 2 2 PN 2|l ~ |2
V-V, =1=a" +PB +20cB(vi~vj)+y Hvi ><ij =1

de donde despejando se obtienen dos valores de vy, descartandose el valor negativo (que
corresponde al eje del producto vectorial esférico en orden contrario, s; xs;).

Una vez fijado el eje del vector esférico resultado del producto vectorial esférico, el radio
de la esfera definitoria del vector sy se puede fijar para que cumpla:

_ vV, VXV,
s..T=|Vv,[siny, concosy, =

HVKH HVi X Vj“

2.3.2. Poli-Esferas. Elementos Basicos

Una poli-esfera es el casco convexo de un conjunto finito de esferas, S={so,....5n} Y Se
define como

CoS:{SGQ:s:Zkisi,si €S, 0<A,,i=0,...,n Zki :1}
i=0 i=0

n
De las condiciones en A;, se puede eliminari,: A, =1- Zki . Substituyendo en la ecuacion
i=1
anterior, da la expresion basada en vectores esfericos que se utilizara para poli-esferas:
n
seQs=s,+ insm,
i=1

CoS =15, =(5-5).5, €S,s, €S,i=1,...,n,

0<A,i=1..,n> A <1
i=1
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Una poli-esfera formada a partir de un conjunto de esferas {So,...,Sn} se denomina So.p.
Para las poli-esferas simples (las de orden menor o igual a cuatro) las esferas se listan
explicitamente. Por ejemplo, So12 es una poli-esfera definida a partir de las esferas S, S1 Yy
So.

Las esferas que definen la poli-esfera se llaman sus vértices esféricos. Si se toma un
vértice esferico, preferentemente la esfera con menor radio (por ejemplo sg), como esfera
primaria, hay n vectores esféricos (So;, ..., Son) que definen la poli-esfera. La esfera
primaria sirve para situar la poli-esfera, asi como para producir un efecto offset sobre la
misma (aumento de radio). El orden de una poli-esfera es el niUmero de esferas que la
definen, y el grado es el nimero de vectores esféricos, cumpliéndose que grado=orden-1.
Los valores de orden y grado se utilizaran posteriormente para reducir la complejidad de
las poli-esferas.

Una poli-esfera contiene un conjunto infinito de esferas, llamado el conjunto de esferas
barridas, obtenidas segun la relacion lineal del casco convexo. Una esfera barrida que
pertenezca a una poli-esfera se obtiene fijando un valor para los pardmetros: por ejemplo,
la esfera obtenida en Sp,, para un conjunto de valores fijos A4,..,A, Se denomina
So-n(A1,--An). La expresion matricial que permite obtener una esfera barrida de una poli-
esfera So., para los valores A4,..., A, €S

1 -1 oo —1]
010 --0[s,] ['So,
0

|r
10 . ;:sm---xntz
{E".“.lOan o+ [ ]SOn
0---0 01

Notese que el conjunto de esferas barridas no incluye todas las posibles esferas que estan
incluidas dentro de la poli-esfera, sino sélo aquellas generadas por esta ultima ecuacion.

Son(hpyeeshy)=[1 A - A,

| E—— |

El conjunto de todas las posibles esferas que se encuentran dentro de una esfera s se
denomina S.,(s) y se puede expresar como:

S.(s) = {si < Q:Hs.c—si.cH < s.r—si.r}

El conjunto de todas las posibles esferas que estan incluidas en una poli-esfera Sy., se
denota por S..(So-n) Y Se puede expresar como:

S, (Son) ={s e Q3,0 A0, 0< A, i=1,..0,0, in <l,se Sw(So-n(kl,...,kn))}
i=1

Una poli-esfera es sobre-especificada si uno o mas de sus Vértices esféricos se pueden
eliminar sin cambiar el volumen ocupado por su casco convexo. Este 0 estos vértices
esféricos son redundantes. Formalmente, una poli-esfera Sy, es sobre-especificada si se
cumple que:

.....
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sobre-especificada es valida.

Eliminando los vectores esféricos linealmente dependientes, se puede encontrar un
conjunto minimo de vectores esféricos que formen una base de la poli-esfera Sp.,. Las
esferas utilizadas para definir la base de Sy, se llaman sus esferas basicas. EI nimero de
elementos de la base se denomina la dimension de la poli-esfera So.,, representado por o, y
es el grado minimo de la poli-esfera. Notese que ¢ no puede ser mayor que 4, la
dimensién del Espacio Esférico Q.

Una poli-esfera So., formado a partir de {so,...,Sn} con dimension @ es sobre-dimensionada
si @<n. En otro caso, (¢=n), es bien-dimensionada. Una poli-esfera sobre-dimensionada
puede reducirse a una poli-esfera bien-dimensionada formada por @+1 esferas basicas y
que ocupe el mismo volumen. Por tanto, la poli-esfera se puede representar con sélo ¢
parametros (A',...,A’,) en vez de con n parametros (Ay,...,An).

Una poli-esfera que es valida y bien-dimensionada se denomina irreducible. A
continuacion se presentan brevemente las poli-esferas simples :

m La poli-esfera mas simple es una esfera (o mono-esfera). Una poli-esfera formada
por una esfera sy se denota por Sy y es idéntica a esa esfera. Su dimension es cero

(9=0).

m Una poli-esfera formada por dos esferas so y si1, €s una bi-esfera, denotada por Sp;
(Figura 2.5). La dimension de una bi-esfera irreducible es 1 (¢=1). La expresion que
describe el conjunto de esferas barridas que definen la bi-esfera se obtiene
reescribiendo la ecuacion general de poli-esferas de la siguiente forma,

801={5eQ:s=so+k1501, 0< klél}

Las esferas barridas por una bi-esfera se obtienen con la ecuacion

1-17s, |
801(7”1) = [1 7“1][0 ]]LSZJ =50+ 7‘*1501
Por tanto, una bi-esfera puede ser engendrada a partir de una esfera primaria sp y un
vector esférico So;.

Existen diversos parametros que pueden utilizarse para describir la bi-esfera So;,
basados fundamentalmente en los paramteros de los vectores esféricos:

o Laesfera primaria es la esfera de menor radio, o
« El offset de la biesfera es el radio de la esfera primaria, So.r
« El eje esférico de la bi-esfera viene determinada por el vector esférico s,
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Figura 2.5. Bi-Esferas. En la parte superior se muestra las representaciones
aldmbrica y superficial de un bi-esfera, donde se puede observar claramente que la
bi-esfera esta generada a partir de dos esferas. En la parte inferior se muestran tres
posibilidades de modelado con bi-esferas, mediante una representacion sombreada
de un modelo sélido, donde la bi-esfera de la izquierda se forma a partir de dos
esferas de idéntico radio, la central de dos esferas de radio diferente y en la bi-esfera
de la izquierda una esfera tiene radio nulo, es decir, es un punto.

e Los mddulos euclideo, minimo y méximo de la bi-esfera vienen dados por las
normas esféricas euclidea, minima y maxima de su vector esférico,

Hsm o’ 501Hm ’HSMHM
o El eje, el grado de convergencia y el angulo de convergencia de la bi-esfera
vienen dados por sus correspondientes valores de su eje esférico, Voi, Mo1 Y You.

Cuando el vector esférico de la bi-esfera es degenerado (valores del grado de
convergencia igual o mayor que uno) el volumen degenera en el de una simple
esfera igual a la mas grande de las dos esferas extremas de la bi-esfera.

m Una tri-esfera es una poli-esfera formada a partir de tres esferas, So, S1 Y Sz, ¥ Se
denota por Soi2 (Figura 2.6). Una tri-esfera irreducible tiene dimension 2 (¢=2). La
expresion que describe el conjunto de las esferas barridas en una tri-esfera es

Soz ={s € Qs=s+ MSor + A2So2, 0<Aq, A0, M+ A, <1}
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Figura 2.6. Tri-Esferas. En la parte superior se muestra las representaciones
aldmbrica y superficial de un tri-esfera, donde se puede observar claramente que la
tri-esfera estd generada a partir de tres esferas. En la parte inferior se muestran
cuatro posibilidades de modelado con tri-esferas, mediante una representacion
sombreada de un modelo sdlido, donde de izquierda a derecha, la primera la tri-
esfera se forma a partir de tres esferas de idéntico radio, la segunda de tres esferas
de radio diferente, la siguiente tiene dos de sus esferas con el mismo radio y otra de
radio nulo y en la Ultima tri-esfera hay dos esferas de radio nulo, probocando que
una arista esférica sea un segmento rectilineo.

Las esferas barridas por una tri-esfera se obtienen con la ecuacion

1 -1 -1][s, S
8012(7\'117"2):[1 7"1 7"2] 0 1 0 St 230+[}\’1 A’Z]LM}
0 0 1||s, ”

Por tanto, una tri-esfera puede ser engendrada a partir de una esfera primaria o y
dos vectores esféricos sp1 Y Soo. EXisten diversos parametros que pueden utilizarse
para describir la tri-esfera Sp,:

o Laesfera primaria es la esfera de menor radio, so

e A las tres bi-esferas que delimitan la tri-esfera se les llama aristas esféricas

o El offset de la tri-esfera es el radio de la esfera primaria, So.r

e El plano de centros es el plano definido por los centros de las tres esferas, y la
normal al plano de centros es el vector unitario perpendicular a los ejes de las
tres aristas esféricas y cumple A, =V, x ¥,

e Cada uno de los dos planos tangentes de una tri-esfera esta definido por un
vector normal que es el eje de uno de los vectores esfericos normales a la tri-
esfera, definidos por s,,, =Sy, xSy, Y que es perpendiculares ambos a las aristas

esféricas.
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e El grado de convergencia de la tri-esfera se define mediante el valor
Mo = Noy, - Yoy, dONde Vo €5 el eje del vector esférico normal Sozo.
o El &ngulo de convergencia de la tri-esfera viene dado por y,,, = cos™ 1,

Una tri-esfera puede degenerar en una simple bi-esfera cuando uno de sus vértices
esféricos estd completamente contenido por la bi-esfera definida por los otros dos
vértices esféricos.

m Una tetra-esfera es una poli-esfera formada por cuatro esferas (Figura 2.7). La
notacion para una tetra-esfera es similar a la de los casos anteriores: una tetra-esfera
formada por los vértices esfericos so, S1, S2 Y S3 Se denota por el simbolo Sg2s. La
dimension de una tetra-esfera irreducible es 3 (¢=3). La ecuacion para una
tetra-esfera es similar a la de la tri-esfera,

Figura 2.7. Tetra-Esferas. En la parte superior se muestra las representaciones
aldmbrica y superficial de un tetra-esfera, donde se puede observar claramente que
la tetra-esfera estd generada a partir de cuatro esferas. En la parte inferior se
muestran tres posibilidades de modelado con tetra-esferas, mediante una
representacion sombreada de un modelo solido, donde la tetra-esfera de la izquierda
se forma a partir de cuatro esferas de idéntico radio, la central tiene una esfera de
radio nulo y la tetra-esfera de la derecha tiene tres esferas de radio nulos,
produciendo que tres aristas esféricas sean segmentos rectilineos.
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Sozz = {5 € Q:S=5y+ A1So1 + A2S02 + AzSos, 0< A1, Az, As, 7\«1"'7\«2"'7\4331}

Las esferas barridas por una tetra-esfera se obtienen con la ecuacion

[1-1-1-1]%] Mo

~ 0 10 0ls,| | S|
30123(7\,1,7\.2,7\,3)—[1 7\'1 7”2 7"3] 0 0 1 0|82 |_So+[7‘1 7"2 7Vs] So2
{0 00 1JL33 [0,

Por tanto, una tetra-esfera puede ser generada a partir de una esfera primaria o y tres
vectores esféricos So1, So2 Y So3.

Una penta-esfera es una poli-esfera formada a partir de cinco vértices esféricos so,

S1, Sz, S3 Y Ss, denotada por Sp4. Cuando sea irreducible, su dimension es 4. La
ecuacion de la penta-esfera es

4 4
So_4:{S€Q:S:So+Z7\,iSOi, 0§7\,1,7\,2,7\,3,7\,4, 27\431}

i=1 i=1

Las esferas barridas por una tetra-esfera se obtienen con la ecuacion

[1-1-1-1-1]

01 00 0]s,] sy, |
Sea(hyve ) =[12, -~ 2,]]00 1 0 0] 5J=so+[kl M]{ J

LO 0 01 OJS4 Sos

00001

El volumen engendrado por una penta-esfera puede ser obtenido siempre a partir de
una o dos tetra-esferas. Sin embargo, las esferas barridas no, ya que su ecuacion
tiene una componente en el radio que la diferencia, generando esferas en su interior.

2.4. Modelos Esféricos No Lineales

Las poli-esferas definidas en la seccion anterior se basan en la utilizacion de una relacion
lineal en el espacio paramétrico a partir de vectores esféricos obtenidos de un conjunto de
esferas. Es posible ampliar considerablemente el dominio de objetos representables a
partir de un conjunto de esferas utilizando relaciones no lineales de segundo o tercer grado
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(e incluso grados mayores) en el espacio paramétrico. El conjunto de volimenes
representable de esta forma constituye una extension esférica a los cilindros generalizados
[KZB85] [K&N90] y los conos generalizados [Bro83a], y serdn de utilidad para modelar
brazos-robot completos, con utilidad en la deteccion de colisiones con obstaculos de su
entorno y/o otros brazos-robot.

2.4.1. Esferoides Cuadraticas

Considerando una relacion cuadratica en un Unico parametro A, para generar un volumen
se requieren tres restricciones, es decir tres esferas, So, S1, Sz, denominadas esferas de
control, o lo que es lo mismo, una esfera primaria sp y dos vectores esféricos, So1 Y Soz,
denominando esferoide cuadrética, S,,, al volumen generado, compuesto de infinitas
esferas segun:

8(2)12 :{SEQ:S:SO+7\1301+7\«25021 0< 7\431}

La formulacion matricial de la esferoide cuadratica que define todas las esferas barridas
es:

s, |
S, (W) =[1 4 A7 |s, | 0<a<1

s
Las esferas de control sg, s; y Sz se pueden obtener a partir de las dos esferas extremas de
la esferoide cuadratica, oo y G, y de una esfera interior o1, necesaria para completar la
definicion del volumen, de forma que SZ,,(0) = c,, S;,() =0, Yy S2,(X) =0, para un
A" fijo entre 0 y 1. El valor de A" se considera relativo a las normas de los vectores
esfericos s, Y S12, de forma que si se toman do1=||Co1ls, d12=||C12|ls ¥ doz=do1+d12 entonces
A"=do1/dgo. Con este planteamiento se pueden obtener las tres ecuaciones siguientes:

A=0 :>S§12(0)=so=cso Sy = 0o
. do (dmj do  d} d, doo
7\, :—:>S2 — | = +Syu— +Spp 5 =oi = =0+ ———0pp—— O
do  “02\dgy) ~ 2 0y, T, T TR TR G g, O gy, O
2 _ dgz doz
A=1 = 8012(1):So+501+502:62 $2=060— 7 ,; Oont+ O
d01d12 d12

Por lo que la esferoide cuadratica se puede expresar también en funcién de su esfera
extrema inicial oo, y de dos vectores esféricos, op; definido desde oo a una esfera
intermedia c1 y oo, definido desde oy a la esfera extrema final G, como:
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r501 r
5o [=[1 2 22][P,]

I3y

S2,(\) =1 A A?] 001 0<A<1 con

o

1 0 0
db dos
P,|={0 -
[ 2] d01d12 d12
2
o b do
dOldlz d12 .

En la Figura 2.8 se ilustran las posibilidades de modelado mediante esferoides cuadraticas.

Figura 2.8. Esferoides Cuadraticas. En la parte superior se muestra la
representacion aldmbrica de cinco esferoides cuadraticas, donde se puede observar
que todas estan generadas a partir de tres esferas, dos esferas extremo y una
intermedia. En la parte inferior se muestran una representacion sombreada de sus
modelos solidos. Los diferentes ejemplos ilustran la potencia de modelado que se
puede alcanzar en el caso de las esferoides cuadraticas, incluyendo como caso
particular a la bi-esfera cuando los centros y radios de las esferas mantienen una
relacion lineal.
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2.4.2. Esferoides Cubicas

Si para utilizar una relacion cuadrética se necesitan tres esferas, con cuatro esferas se
puede utilizar una relacion cubica, obteniendo una esferoide cubica. En este caso se parte
de las cuatro esferas de control, So, S1, S2 ¥ S3, 0 bien de una esfera primaria Sp y tres
vectores esféricos, S, So2 Y Sos, siendo S3,,., el volumen generado por la esferoide clbica,
compuesto de infinitas esferas segun:

53123 = {S € Q:Ss=3y+ ASp + A%Sp + A3s45, 0< KSl}

La formulacion matricial de la esferoide cubica que define todas las esferas barridas es:
Sis(M) =14 A% A7

También en este caso las esferas de control s, S1, Sz Y S3 Se pueden obtener a partir de las
dos esferas extremas de la esferoide cubica, 6o y o3, y de dos esferas interiores 61 y G2,
necesarias para completar la definicion del volumen, partiendo de S},..(0)=o,,
St (D) =0,YSi:(A)=0,Y S,.(A)=0, paraun A"y A' fijo entre 0 y 1. Los valores
de A"y A' se consideran relativos a las normas de los vectores esféricos So1, S12 Y Sps, de
forma que si se toman d01:||0'01||s, d12:||0'12||s, d23:||0'23||3, d022d01+d12, d13:d12+d23 Yy
dos=do1+di2+dy3 entonces A'=dgy/dos Y A'=dgo/dos. Con este planteamiento se pueden
obtener las cuatro ecuaciones siguientes:

A=0 = S50 =%=o

. d d do: d3 d3
A :£3ng( Ol) Sot+So1 —= + Sp2 01"'303 = =0

d03 do d03 d03 d03

doo (dozj do . d  di
AM=— = &3 +5 +5 s =

do — P\dw) T el Cds

A=1 :>83123(1)=So+801+502+503:03

de donde se obtiene
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So =
51260+ d02d%3 o — dOldSS o +d01d020_

dordi2Gis O dopliplos - disles
& = oy dgs (doz + doa) - dgs (d01+ dos) Gor— doa(d01+ doz) -
? dodiabis 0 doplipdes diades
U - S U
3T ot dednds 2 dids

Por lo que la esferoide cubica se puede expresar también en funcion de su esfera extrema
inicial oo, y de los vectores esféricos, cp1 Y oo, definidos desde o, a unas esferas
intermedias 61 Y 02, Y 0oz definido desde oy a la esfera extrema final o3 como:

M >
S (¢]
S2ps(V) =[1 A A xﬂﬁ; J:[1 A A2 xe'][Ps]tG;’; J 0<A<1
Sos Gos3
donde
1 0 0 0
O dOngs _ dOld(2)3 dOldOZ
[P ] - do1di2 013 do2d12d23 di3dzs
3 0- d33(d02 +d03) dga(dm"‘dos) B dos (d01+d02)
do1d;,d1s do2dy,dss di3dos
R dh
do1d12ds3 do2d12d2s di3dos J

En la Figura 2.9 se ilustran las posibilidades de modelado mediante esferoides cubicas. Es
de resaltar que las esferoides cubicas amplian notoriamente la flexibilidad de modelado,
ya que al no existir relacion de coplanaridad entre los centros de las esferas, se pueden
alcanzar modelos que se retuerzan en el espacio o que presenten inflexiones entre
concavidad y convexidad. Por contra, en el caso de las esferoides cuadraticas, esto no era
posible, teniendo siempre relacion de coplanaridad entre centros (y entre cualquier trio de
dimensiones incluyendo el radio) y el volumen generado presentaba propiedades de
concavidad o convexidad, pero nunca ambas.
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— {7 1,

Figura 2.9. Esferoides Cubicas. En la parte superior se muestra la representacion
alambrica de siete esferoides cubicas, donde se puede observar que todas estan
generadas a partir de cuatro esferas, dos esferas extremo y dos intermedias. En la
parte inferior se muestran una representacion sombreada de sus modelos sélidos. Los
diferentes ejemplos ilustran la potencia de modelado que se puede alcanzar en el
caso de las esferoides cubicas, incluyendo como caso particular a las esferoides
cuadraticas. En los dos casos de la derecha, los centros no son coplanares,
obteniéndose volimenes que se retuercen en el espacio, con zonas céncavas y
convexas.

2.4.3. Esferoides Spline

Cuando el nimero de esferas de control supera las cuatro, no resulta interesante ampliar
el grado excesivamente, por lo que se puede utilizar la conocida técnica de
interpolacion por splines. Esta técnica se basa en conseguir una serie de segmentos
mediante formulacion cubica que en global generen un Gnico modelo con interpolacion
de los datos de entrada. Normalmente esta técnica es muy utilizada en sistemas CAD
para el modelado de curvas [dBo78], [BBB87], donde los datos de entrada son puntos a
interpolar. Igualmente se ha venido utilizando para la especificacion de trayectorias en
sistemas robotizados, bien la trayectoria del elemento terminal de un brazo-robot en el
espacio cartesiano, bien la trayectoria del robot en el espacio de configuraciones
[W&J88] [M&TI1] [VTMI2].

Existen muchos métodos de interpolacion por segmentos, con diferentes bases, como
por ejemplo, exigir que los segmentos consecutivos tengan la primera derivada
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continua. El éxito de la técnica de splines es tomar como premisa que dichos segmentos
tengan tanto primera como segunda derivada continua. Asi se consigue “suavizar” el
modelo resultante, sin apenas diferenciacion entre los segmentos.

La aplicacion de la interpolacion mediante splines para el caso de modelos esféricos
[M&T93], requiere para interpolar m+1 esferas de control oy,...,cm, Una secuencia de
segmentos cubicos, cuyo modelo global se denomina esferoide spline. Cada uno de los
m segmentos serd una esferoide cubica, que queda completamente determinada por
cuatro coeficientes  esféricos, SP(A) =5, +S; uA+S; A7 +5;gA°,  i=0,...,m-1,
recorriendo la esferoide S*(A) la zona que va desde la esfera o a la esfera Gi1. Al

haber m segmentos, en total se necesitan 4m ecuaciones para poder resolver las 4m
incognitas existentes.

En cada uno de los m-1 esferas interiores, c1,...,0m-1, donde se conectan dos segmentos,
se va a exigir que se cumplan cuatro condiciones para i=1,...,m-1:

« Elvalor inicial del (siguiente) segmento, S’(1A), es la esfera a interpolar, ci:
Sis(o) =0; = S =0;

« El valor final del (anterior) segmento, s?, (1), es la esfera a interpolar, oi:
3
S =0, =8 15+Si 10 +Si10 +Si103 =O;

« Dos segmentos consecutivos, S¥ () Y S’(1), tienen continuidad en primera
derivada:

ds’, (V)

dA

_dsi)

d =S +2S 10 +35 103 =S

A=0

A=1

« Dos segmentos consecutivos, s3,(A) Y S (1), tienen continuidad en segunda
derivada:

d’sy, ()| d’si(u)|

dr? CdA?

= 2S; 1097 68103 =25,

|x:1 |k:0

Ademas, en las esferas extremas 6o y 6, tenemos las siguientes condiciones:

« Elvalor inicial del primer segmento, s] (), es la primera esfera a interpolar, co:
3
Sp(0) =0, =840 =0,

o El valor final del Gltimo segmento, s ; (1), es la Gltima esfera a interpolar, om:
3
Spi=0,= Sm1,0 T Sm101 tSm102 +Sm10s =Onm

Con todas estas condiciones se han obtenido un total de 4m-2 ecuaciones, por lo que se
requieren dos condiciones mas para poder resolver el sistema.
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Existe una gran variedad de formas para fijar las dos condiciones que faltan, pero
normalmente estas condiciones se aplican en los extremos de la curva, y dan lugar a
diferentes tipos de splines. La técnica mas utilizada es la llamada splines cubicas
naturales, que exigen segunda derivada en los extremos nula. Esto implica dos nuevas
ecuaciones:

o El valor inicial de la segunda derivada del primer segmento, s} (1), es el vector
esférico nulo:
d’s3(L)

K =S85 = 280,02 =Sy,

A=0

o El valor final de la segunda derivada del Gltimo segmento, s® . (»), es el vector
esférico nulo:
d*s;. ()

K =S4 = 23m—1,02 + 6Sm71,03 =Sy

A=1

Resolver este sistema implica resolver un sistema de 4m ecuaciones con 4m incognitas
(las esferas sip y los vectores esféricos Sio1, Sio2 Y Sios para cada uno de los m
segmentos), por lo que es bastante complejo para m grande. Existen métodos mas
adecuados para resolver las splines [BBB87] mediante dos niveles:

o Replantear el sistema de 4m ecuaciones con 4 m incognitas a un sistema de m+1
ecuaciones con m+1 incdgnitas nuevas, denominadas en el caso esférico S;,
i=0,...,m, que representan el valor de los vectores esféricos derivada en las esferas a
interpolar.

o Resolver el nuevo sistema y plantear un caso de interpolacion que parta de derivadas
conocidas, como por ejemplo el de Hermite, que tiene una resolucion comoda.

En cierta forma, lo que se esta consiguiendo con este método es obtener cuales son las
derivadas en las esferas de control de la esferoide spline segmentada que se quiere
encontrar para que mantenga continuidad en su segunda derivada.

Para el caso esférico, el sistema de m+1 ecuaciones que se obtiene es

. 0] ) 30,

orN
[EEN NN
Y o)

=N

Bwlgcnén...,\gn'_(néj)
W
Q

or h
R =
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Figura 2.10. Esferoides Spline. En esta figura se muestran la representacion
sombreada de dos modelos s6lidos de esferoides spline. La esferoide spline de la
izquierda esta generada a partir de ocho esferas de control, dando una forma de tipo
muelle, donde el radio se ha mantenido constante. En la esferoide spline de la
derecha se puede apreciar claramente la variacion de radio de la misma,
obteniéndose un modelo con forma de serpiente.

Aparte de que este método de resolucion es mas rapido que el inicial, otra ventaja
adicional es que la matriz de este sistema de ecuaciones estd bien-condicionada.
Resolviendo este sistema, se obtienen los vectores esféricos derivada, S;, i=0,...,m, que
se utilizan para resolver todas las esferoides cubicas sustituyéndose en las ecuaciones
siguientes:

Sio =0

Siot = S
Sine = 3Gi,i+1 - 23 - S+1
Sios =20, +S+S,

Dos ejemplos de esferoides spline aparecen en la Figura 2.10. Obviamente, por
construccidn la esferoide spline esta compuesta de una secuencia de esferoides cubicas
que actlian como segmentos, pero manteniendo continuidad hasta segunda derivada.

2.4.4. Extensiones Esféricas Bi-Paramétricas y Tri-Paramétricas

Las esferoides definidas en la secciones anteriores se basan en la utilizacion de una
relacion cuadratica o cibica mono-paramétrica a partir de vectores esféricos obtenidos de
un conjunto de esferas. Es posible ampliar considerablemente el dominio de objetos
representables a partir de un conjunto de esferas utilizando relaciones de segundo o tercer
grado (e incluso grados mayores) sobre dos 0 mas parametros. EI conjunto de volimenes
representable de esta forma seran de utilidad para modelar barridos en las trayectorias de
movimiento de un robot y asi detectar colisiones con los obstaculos de su entorno.
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Considerando una relacion cuadratica con dos parametros se obtiene la denominada
superficie esferoide bi-cuadratica, S2*; , definida por nueve vectores esféricos sy, ... , Sg:

2

2
SZ, (M, \,) = {s eQis=D > AMAis,,; 0< AL, 31}

i=0 j=0

Cuando la relacién es cubica, se requieren dieciséis vectores esféricos, dando la llamada
superficie esferoide bi-clbica, S}, como la mostrada en la Figura 2.11:

3 3
33 . inij
S0715(7\'1’7‘2) = {5 eQis= Zzwlkésmﬂ"o < 7“1’7“2 < 1}
i=0 j=0
También se puede generar una superficie esferoide cuadréatica-cubica, siendo cuadrética
en un parametro y cubica en otro, por lo que requiere un total de doce vectores esféricos:

2 3
23 . inj
SZ (A Ay) = {s eQs=D > MAls,, ,0<A,A, < 1}
i=0 j=0
Como generalizacion de las esferoides splines, también se pueden generar superficies
esferoides spline como union de “parches” de superficies esferoides bi-cubicas,
manteniendo continuidad hasta la segunda derivada.

Si se consideran tres parametros, se tienen relaciones similares, dando lugar a hiper-
volumenes esferoides tri-cuadraticos, tri-clbicos o de una combinacién de 6rdenes. Asi se
tiene, por ejemplo, que un hiper-volumen esferoide tri-cuadratico tendria la formulacion
siguiente:

2

2
833226 (A Ag ) = {5 eQs= Z inl}\';}\’gsgiﬁhk 0 <A, A0, < 1}

2
i=0 j=0 k=0

Se puede observar que con una complejidad sencilla, relaciones cuadraticas y/o cubicas, se
puede alcanzar un dominio de objetos muy elevado, requiriendo muy poca memoria para
una precision aceptable.
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Figura 2.11. Superficie Esferoide Bi-Cubica. En la figura se muestra una
representacion sombreada de una superficie esferoide bi-cibica. Esta superficie
esferoide bi-ctbica esta definida mediante una esfera yseis vectores esféricos. Una de
sus propiedades es que sus cuatro contornos volumétricos son esferoides cubicas.
Con este tipo de superficies esferoides se puede llegar a representar un dominio de
objetos muy elevado con un coste pequefio (ecuaciones de orden cubico).
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CAPITULO 3.
MODELADO DE SISTEMAS
ROBOTIZADOS

El objetivo de este capitulo es presentar procedimientos que permiten generar
automaticamente el modelado esférico del mundo (el robot y los objetos de su entorno).
En concreto se ha desarrollado una técnica de minimizacién del volumen envolvente que
presenta la originalidad de trabajar en dos niveles, el superior basado en el método de
optimizacion Downhill Simplex y el inferior en la transformada de Hough. Para obtener
unos valores iniciales adecuados, asi como para obtener un modelo con mayor rapidez se
aplican técnicas de agrupamiento al calculo del modelo esférico. Finalmente se desarrolla
una estructura jerarquica extendida con diferentes grados de precision para la
representacion de una célula flexible. También se plantean métodos de reduccién de los
modelos esféricos de cara a obtener modelos mas simples.

Robbie asintio con la cabeza..., un pequefio paralelepipedo con bordes y angulos
redondeados unido a otro paralelepipedo similar pero mucho mas grande que le
servia de torso mediante un tallo corto y flexible..., y se puso obedientemente cara
al arbol. Una delgada pelicula metalica descendi6 sobre sus resplandecientes 0jos,
y del interior de su cuerpo brotd un regular y resonante tictaqueo.

“Robbie”. Isaac Asimov, 1940.
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3.1. Generacion de Poli-Esferas Envolventes

Para las aplicaciones de deteccion de colisiones y planificacion de movimientos en
sistemas robotizados, los modelos esféricos presentados en el capitulo anterior se
utilizan como envolventes de los sistemas reales, de forma que faciliten el célculo de
distancias. Dos posibilidades pueden surgir, objetos del entorno conocidos y objetos
desconocidos que son obtenidos por sensorizacion. En el primer caso, se parte de un
modelo lo més exacto posible del sistema real, lo que posibilita un procesamiento off-
line para buscar el modelo envolvente dptimo. Es el caso de aquellos elementos del
entorno del sistema robotizado fijos, como maquinas-herramientas, dispositivos de
transporte, sistemas de almacenaje, etcétera.

En el segundo caso, se trata de objetos desconocidos que aparecen repentinamente en el
entorno del sistema robotizado, siendo el sistema de sensorizacion disponible el que se
encarga de obtener puntos de la superficie del objeto, a partir de los cuales hay que
obtener, en el minimo tiempo posible, un modelo envolvente. En las siguientes
secciones se analiza la forma de obtener modelos esféricos envolventes y se distinguen
técnicas para cada uno de los casos posibles.

3.1.1. Célculo de una Poli-Esfera Envolvente con Volumen Minimo

Para obtener un modelo envolvente de un objeto conocido mediante poli-esferas, se
parte de una representacion lo mas precisa posible del objeto, mediante un conjunto de
puntos de la frontera del mismo. El problema consiste en una minimizacion de la funcién
volumen, donde las variables son las coordenadas y radios de los vértices esféricos de la
poli-esfera resultante.

El problema se plantea como:

Dado un conjunto de puntos P={py,...,pn} que definen un objeto incluido en el
politopo convexo Po.n, encontrar la poli-esfera de orden n+1 y volumen
minimo, So., de forma que P_(Po.n)< S..(So.n)

El problema de minimizacion se puede resolver con la siguiente filosofia:

1.-Fijar un conjunto inicial de n+1 puntos, P, siguiendo algun criterio

2.-Calcular la poli-esfera Sp., cuyos vértices esféricos tienen como centros los
puntos de P’ y los radios son tales que producen el minimo volumen necesario
para englobar completamente Po.,

3.-Recalcular P’ en una direccion que lleve a un volumen menor

4.-Repetir los pasos 2..3 hasta convergencia
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Para poder aplicar este proceso hay que determinar:
e Los valores iniciales
« La forma de calcular los radios que producen el minimo volumen necesario
« La obtencion de una direccion adecuada para modificar los centros de las esferas

En [BTM96] se ha presentado, como generalizacion aplicable a poli-esferas del método
expuesto en [B&T95a] y [B&T95b], un procedimiento automatico y general capaz de
generar la minima poli-esfera necesaria para envolver a un objeto real dado. Esta
técnica encuentra, partiendo de un conjunto de puntos que representan al objeto a
aproximar, y del tipo de envolvente deseado, el modelo de ese tipo con minimo
volumen que envuelve a todos los puntos.

La técnica de minimizacidn de volimenes en cuestion, esta desarrollada para que pueda
modelar objetos mediante su envolvente, utilizando diversas modelos geométricos,
como por ejemplo, poli-esferas, politopos, poliedros, etc.

El método para encontrar el modelo de minimo volumen, parte de un conjunto de
puntos pertenecientes a la superficie del objeto real a modelar, asi como la estructura
geométrica deseada. La minimizacién del volumen se consigue en dos niveles
jerarquicos: el nivel superior estd basado en el método de optimizacion Downhill
Simplex [N&M65] y se encarga de buscar la posicion y la orientacion del modelo
envolvente que minimiza una funcion volumen. El nivel inferior consiste en la aplica-
cion de la Transformada de Hough [FGL85], y utilizando los parametros
proporcionados por el nivel superior (la posicion y orientacion del modelo), se obtiene
la envolvente minima (para esa posicion y orientacion), que modela completamente al
objeto. El volumen de la envolvente generada sera devuelto al nivel superior. Asi pues,
la minima envolvente se obtiene a través de un proceso iterativo, donde el nivel
superior ir4 Illamando al nivel inferior, hasta encontrar la posicion y orientacion del
modelo minimo.

El problema de la aproximacién del volumen implica que se dispone de un conjunto de
N puntos de la superficie del objeto real. Inicialmente, se puede suponer que estos
puntos son obtenidos de la base de datos de un sistema CAD. El modelo a obtener
finalmente debe ser el de minimo volumen con la restriccion de que todos los puntos
del objeto a modelar se encuentren en su interior.

Evidentemente, la complejidad del problema depende de la complejidad del volumen
utilizado para la envolvente. Por ejemplo, si el tipo de envolvente deseado es una
esfera, se requieren cuatro parametros (3 para el centro y uno para el radio), mientras
que para un cilindro se requieren siete parametros, o para un politopo con n vértices se
requieren 3n parametros. EI caso méas general, es el de una poli-esfera con n vértices
esféricos, lo que implica un total de 4n parametros necesarios. Obviamente, el caso mas
simple implica un modelo con baja precision, mientras que a mayor complejidad se
tiene un modelo més preciso del objeto real. Las poli-esferas presentan en general un
buen compromiso entre complejidad y precision.
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Una vez seleccionado el tipo de modelo, el problema de optimizacion plantea
minimizar una funcion volumen, que depende de m parametros con N restricciones
(una por punto conocido). Las restricciones son ecuaciones cuadréaticas, representando
que la distancia de un punto al objeto debe ser menor o igual a cero. La funcion
volumen a utilizar generalmente es una ecuacion cubica en m parametros. Esto
posibilita utilizar técnicas de programacion no lineal, si bien la complejidad de estas
técnicas crece al tomarse valores mayores de my N.

El método utilizado resuelve este problema mediante dos niveles jerarquicos: el nivel
superior se basa en la optimizacion de una funcién con m-k parametros sin
restricciones, pudiendo utilizarse el método de optimizacion Downhill Simplex. El
nivel inferior minimiza la funcion volumen para k parametros (el nivel superior ha
fijado m-k parametros) con N restricciones. Este nivel consiste en la aplicacion de la
Transformada de Hough. El primer paso consiste en determinar los k parametros que no
se deben considerar en el nivel superior pero si en el nivel inferior. Las poli-esferas se
adaptan perfectamente a este planteamiento, ya que los k parametros seran los radios de
las n esferas vértices, con k=n.

Para una poli-esfera So., con n+1 vértices esféricos, el problema global tiene m=4(n+1)
parametros, con k=n+1 radios como parametros utilizados por el nivel inferior, y para
el nivel superior g=m-k=3(n+1) parametros.

El volumen de una poli-esfera se obtiene distinguiendo inicialmente la parte superior e
inferior de la poli-esfera. La parte superior consiste en regiones curvas y planas
limitadas por aristas en forma de arcos circulares y segmentos rectilineos. Proyectando
un rayo vertical hacia abajo desde cada punto de una arista se generan paredes
verticales asociadas a las aristas. Estas paredes descomponen el espacio bajo la
envolvente superior en prismas curvos, cuyos volimenes se pueden calcular en tiempo
constante. EI nimero de prismas curvos esta linealmente relacionado con el nimero de
caras de la poli-esfera. La suma de estos volumenes proporciona el volumen total por
debajo de la parte superior de la poli-esfera. Realizando el mismo proceso se puede
obtener el volumen bajo la parte inferior de la poli-esfera. EI volumen ocupado por la
poli-esfera se obtiene mediante la diferencia entre ambos volumenes. Para un caso
sencillo como el de la bi-esfera, este volumen se puede calcular mucho mas facilmente,
al ser una envolvente de revolucion, mediante la siguiente formula:

2 4
Vs, = gn(so.r3 +5,.1°) +§ym(so.r3 —s,.1°) +%vaucosym(so.r+sl.r)

En el nivel superior, el método Downhill Simplex trabaja en un espacio g-dimensional
con una variable C=(cy,...,Cpn), el conjunto de centros de los vertices esfericos, por lo que
g=3(n+1). El proceso parte inicialmente de un simplex, que consiste en g+1 puntos
expresados como Cp y Ci=Co+de;, i=1,...,q, donde Cy es un cierto valor inicial, e,..., &q
son q vectores unitarios linealmente independientes y & es un pardmetro elegido segun
una escala dimensional caracteristica del problema.
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En un primer paso, el nivel superior llama al nivel inferior para calcular los volimenes
minimos obtenibles por poli-esferas definidas segin cada uno de estos g+1 puntos g-
dimensionales (conjuntos de centros de esferas). Entonces, y para cada paso del proceso
iterativo, el método downhill simplex refleja el punto g-dimensional del simplex que
tenga mayor volumen a través de la cara opuesta del simplex hasta un nuevo punto con
volumen menor. Por tanto, en el siguiente paso, solo se ha de encontrar la poli-esfera
con minimo volumen para este nuevo conjunto de centros. Si con esta reflexion no se
hubiera producido una mejora en el volumen, se puede expandir o contraer el nuevo
punto en su direccidén de movimiento. Si tampoco se alcanza una mejora en el volumen,
el simplex se puede contraer en todas sus direcciones, acercandose a un minimo de la
funcién volumen, para lo que se deben realiza q nuevas busquedas de minimos
volimenes. Se puede demostrar que una secuencia apropiada de tales pasos siempre
converge a un minimo de la funcién.

Por otra parte, el nivel inferior serd el encargado de, dados los centros de esfera
suministrados por el nivel superior, generar la poli-esfera con minimo volumen posible,
considerando las N restricciones impuestas por los N puntos de entrada. Para generar la
poli-esfera con minimo volumen, se requiere sélo calcular los radios de las esferas. Una
vez obtenidos éstos, se devuelve al nivel superior el volumen ocupado por la poli-esfera
generada. La clave de este nivel se centra en como obtener los radios apropiados para
que el volumen de la poli-esfera con centros fijados por el nivel superior sea minimo,
cumpliendo siempre las N restricciones impuestas por los puntos de entrada. Este
problema se puede resolver mediante la Transformada de Hough.

Para ello, cada punto de entrada p; se proyecta perpendicularmente a la estructura con

dimension (n+1) formada por los centros de C, co,...,Cn, Calculando el punto normal
segun:

pil =Cy +§7\'ij(cj _Co)

Este punto normal se puede obtener resolviendo el siguiente sistemas de ecuaciones
lineal:

(piL - pi)'(cj _Co):O’ j=1...n
De esta forma, para cada punto p; se obtiene un conjunto de pardmetros (Ais,...,Ain),

siendo necesario un parametro adicional d; para expresar completamente el punto p;
respecto a la estructura (n+1)-dimensional:

d, :HpiL _piH

Con este proceso, cada punto p; se puede expresar como el vector (Aig,...,Ain,di) respecto
a la estructura aportada por el nivel superior.
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Se denomina Half-Way Points (HWP) a aquellos puntos pi=(Ai1,...,Ain,di) que cumplen:
Ay >0,j=1...,n, 2, <1
j=1

Del resto de puntos, denominados Outer-Way Points (OWP), se pueden descartar
algunos:

o Puntos pi=(Ai1,...,Ain,di) tal que A; <0, j=1,...,n fijando ag™ = max(Hpi -COH )
o Puntos pi=(Ait,...,Ain,di) cON A; > 1, A > 1+ ikik fijando d;“i” = max(”pi -ch )
k=1

k#]

donde dJ™,...,d™ representan los minimos radios para los centros co,...,C, que generan
una poli-esfera envolvente de todos los puntos OWP. Notese que siempre se debe
verificar que di™ >0,j=0,...,n.

Los puntos HWP pi=(Ai1,....Ain,di) se transforman en hiperplanos mediante la
Transformada de Hough, segun:

—r d;—-r, ( 1\ d, .
= =>r=|1-—+—,j=1,..,n
: L xijJO 7‘~ij

donde ro,...,I'n son las variables del hiperplano. Estas variables deben ser mayores o
igual a cero porque representan los radios incognitas de los vértices esféricos sq,...,S, de
la poli-esfera a obtener. A estos hiperplanos se les denomina Hough Hyper-Planes
(HHP).

Los hiperplanos HHP cumplen las siguientes caracteristicas:

e Las pendientes de las rectas en el plano definidas por ro, r; son siempre negativas:
n

Todo HHP generado de un HWP pi=(Ait,..,Ain,di), cOn A; >0, j=1,...,n, inj <1
j=1

1 1
cumple que — >1 1-—<0,j=1,...,n
pleq Ay - Ay J

(1 d.
e Un HHP determina en rq,...,r, el semi-hiperespacio r, zkl—x—Jro +7»_|’ j=1..,n
ij ij
donde todos los puntos (ro,...,I'h) Situados en este semi-hiperespacio generan una poli-
esfera que envuelve a todos los HWP p;.
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Para los puntos OWP se definen nuevos hiperplanos con rj=d;”"‘,j=1,...,n que

producen nuevos semi-hiperespacios r; > d;‘“”, j=1,...,n

La unidn de todos estos semi-hiperespacios obtenidos determina la region valida de los
radios de los vértices esféricos de la poli-esfera con centros co,...,Ch que envuelven
completamente todos los puntos de entrada. Esta region se denomina Valid Radii Zone
(VRZ). Por construccion, se puede comprobar que para cualquier conjunto de valores
(ro,...,n), que haga fallar la ecuacion de un semi-hiperespacio, existe por lo menos un
punto pi=(Ais,...,Ain,di) que no estd envuelto por la poli-esfera con vértices esféricos
definidos mediante centros (Co,...,Cq) Y radios (ro,...,rn).

Una vez determinada la region donde se encuentra los valores de los radios que hacen
posible una poli-esfera que envuelva completamente a los puntos de entrada, hay que
determinar cudl es la poli-esfera de volumen minimo dentro de esta zona. Es decir, cual
es el punto (ro,...,I'm) de esta region que representa una poli-esfera con volumen minimo.
El punto que produce un volumen minimo, ademas de cumplir todas las ecuaciones de
los semi-hiperespacios, debe verificar al menos la ecuacion de un hiperplano para
encontrarse en el limite del semi-hiperespacio: si no fuera asi, al menos un radio r; se
puede reducir, manteniendo el punto en la regién valida y obteniendo una poli-esfera
con volumen minimo que sigue envolviendo a todos los puntos de entrada.

El conjunto de valores ry,...,r, que se encuentran en la region VRZ y verifican al menos
la ecuacién de un hiperplano se denomina Minimum Volume Locus (MVL), es decir el
lugar de valores donde va a encontrarse la poli-esfera con minimo volumen. Nétese que
al tener cualquier recta en este hiperplano pendiente negativa, el MVL es convexo visto
desde el punto (ro,...,r)=(0,...,0), 0 cédncavo desde (ro,...,rn)=(+eo,...,+o).

Por tanto, una vez fijados los centros por el nivel superior, el nivel inferior calcula los
radios que determinan completamente la poli-esfera con minimo volumen que envuelve
a todos los puntos de entrada realizando una busqueda de aquel punto del MVL con
menor resultado en la funcion volumen. Los radios calculados y el valor del volumen
son los resultados devueltos por este nivel al nivel superior.

Por ejemplo, para obtener la bi-esfera (n=1) con minimo volumen que envuelve a un
conjunto de puntos de entrada se tiene:

e La proyeccion de cada punto de entrada en la linea definida por co,c; se obtiene
(pi - CO)(Cl - Co)
2
Hcl - COH

mediante la ecuacién (p: —p,)-(c, —c,) = 0 dando A, =

o El parametro d; mediante d, = pr - piH con p; =c, +A,;(c, —¢,)
« Para aquellos pi=(A;,d;) con A;<0 se determina dJ" = max(Hpi —COH )

« Para aquellos pi=(\i,di) con A;>1 se determina d"" = max(Hpi -clu )
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o Los HHP seran lineas rectas en el espacio roxr; definidas por la ecuacion:

1) d,
r = 1—x r0+x

o EI'VRZ viene delimitado por las ecuaciones de todos los semiespacios:

r (1 ijr +$ r >dminyr >dmin
1= }\'i 0 7\'i 10 — M0 1=>1
o EI MVL son aquellos puntos del VRZ que pertenecen al menos a una recta HHP,

es decir, que verifican la condicion de igualdad en al menos una de las ecuaciones

de los semi-espacios.

La Figura 3.1 muestra el espacio roxr, con la region VRZ y el lugar MVL. Cada par
(ro,r1) representa los dos radios que determinan completamente una bi-esfera (los
centros vienen fijados por el nivel superior), de la cual se puede calcular su volumen.
La envolvente de minimo volumen se encontrard con un proceso de busqueda barriendo
el MVL hasta encontrar el minimo volumen. Para esta busqueda se puede realizar un
barrido de todo el MVL o bien aplicar una técnica divide-y-conquistaras.

1,4

MVL
\K >

i T,
i min 0
0

Figura 3.1. Célculo de la Bi-Esfera con Volumen Minimo. En el espacio de los
radios roxr;, cada punto de entrada HWP genera, mediante la Transformada de
Hough, un semiespacio delimitado por una recta r; y los puntos OWP generan los
semiespacios que fijan dos radios minimos. La interseccién de todos estos
semiespacios fija la VRZ, donde estaran las bi-esferas que envuelven a los puntos de
entrada. El volumen de las bi-esferas serd mayor cuando mas se alejen del origen
(zonas claras) y menor cuanto estén mas cerca del origen al tener radios menores
(zonas oscuras). Para determinar aquella bi-esfera con minimo volumen, se debe
realizar una blsqueda en la zona del MVL desde el punto A al B.
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Para obtener la tri-esfera (n=2) con minimo volumen que envuelve a un conjunto de
puntos de entrada se tiene:

o La proyeccién de cada punto de entrada en el triangulo definido por cy,c1,Co se
obtiene mediante el sistema de ecuaciones

{(pﬁ—pi)-(cl—co)=o

(pt=p,)-(c, -¢,) =0 cuya resolucion da Ai, Aiz

o El parametrodies d, = Hpﬁ - piH con p; =c¢, + A, (C, —Cy) + A, (C, —Cp)
« Para aquellos pi=(Ai,Aiz,di) con Ai1<0, A;»<0 se calcula dJ™ = max(Hpi -COH )

o Para aquellos pi=(Ai1,Aiz,di) con Ai1>1, Ain=1+A4; se calcula
dp" = max[p, -c,]

o Para aquellos pi=(Ai1,Aiz,di) con Aix>1, Aip>1+A4; se calcula
;" = max{[p; -¢,| )

e Los HHP seran planos en el espacio roxryxr, definidos por las ecuaciones:

S VYL P W L
o EI VRZ viene delimitado por las ecuaciones de todos los semiespacios:

1 di 1 di min min min
= 1_}\’_il rO+K—u,r22 1—rm r°+k_i2’ ro=>dg", rnp=>d™yr >d/

e EI MVL son aquellos puntos del VRZ que pertenecen al menos a un plano HHP.

Esta técnica se ha implementado en un programa C para comprobar sus resultados. Por
ejemplo, la Figura 3.2 muestra cuatro pasos para conseguir la bi-esfera con minimo
volumen envolvente de la herramienta de un sistema robotizado. De la herramienta,
modelada en un sistema CAD, se han obtenido todos los puntos necesarios para
definirla (112 puntos). Resulta necesario recordar que, por la propiedad de convexidad
que cumple la bi-esfera (las poli-esferas en general), si una bi-esfera envuelve un
conjunto de puntos, todo objeto compuesto de elementos convexos definidos con estos
puntos esta envuelto en la bi-esfera. Cuando el objeto no es convexo, como el caso de
la pinza, siempre se puede encontrar una descomposicién en elementos convexos. En
este caso, la bi-esfera calculada envuelve completamente a todos los elementos
convexos que forman la pinza.
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Figura 3.2. Ejemplo de Aplicacion del Célculo de la Bi-Esfera con Volumen
Minimo Envolvente de una Herramienta. En los cuatro pasos mostrados en la
grafica se puede observar la evolucidn de la bi-esfera hasta alcanzar el minimo
volumen que engloba completamente a una herramienta tipo pinza de un sistema
robotizado.

3.1.2. Aplicacion de Técnicas de Agrupamiento

La técnica mostrada en la seccion anterior resuelve el problema de optimizacion
descomponiéndolo en dos niveles: el nivel superior utiliza el método Downhill Simplex
para mover los centros de las esferas vertices de la poli-esfera y asi minimizar el
volumen alcanzable por la poli-esfera para la que el nivel inferior calcula los radios.
Los radios se obtienen mediante una bdsqueda en el lugar generado mediante la
aplicacion de la Transformada de Hough.

La implementacion de esta técnica ha mostrado los siguientes problemas:

« El método Downhill Simplex puede quedar atrapado en un minimo local.

o Es un método muy sensible a los valores iniciales, tanto el resultado como el
coste del proceso.

e Para un numero de puntos de entrada alto, el tiempo de ejecucion es muy
elevado.

Respecto al tercer punto, el coste computacional es lineal al nUmero de puntos de
entrada, pero la ejecucion de pruebas experimentales con puntos de entrada generados
aleatoriamente produce los tiempos que se muestran en la Figura 3.3. Se puede concluir
que los tiempos de ejecucion, por ejemplo veinte minutos para calcular la bi-esfera de
volumen minimo que envuelve a 2500 puntos dados, lo hacen totalmente inoperante, no
sOlo para aplicaciones en tiempo real, sino incluso casi para aplicaciones off-line. Por
ejemplo, calcular la bi-esfera envolvente minima de un modelo tan sencillo como la
herramienta de la Figura 3.2 tarda casi 25 segundos.
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Estos tres problemas vienen directamente relacionados con el valor inicial de prueba
que se seleccione, por lo que a continuacion se va a proponer la aplicacién de técnicas
de agrupamiento para aportar un valor inicial suficientemente bueno (un modelo inicial
que englobe los puntos de entrada con un volumen que no sea desproporcionado).

Las técnicas de clasificacion automatica o agrupamiento (clustering) [J&D88] estan
destinadas a producir agrupaciones de elementos descritos por un determinado nimero de
caracteristicas. Una vez realizadas las agrupaciones, los elementos de un mismo grupo
tendran caracteristicas que los haran similares entre si y que los diferenciaran de los
elementos de los demas grupos. Estas técnicas son muy utilizadas en tratamiento
estadistico de datos y suelen ser un paso previo a técnicas de analisis como la factorizacion
o el analisis de varianza, o incluso pueden ser utilizadas como una técnica de analisis de
datos.

La forma de agrupamiento optima seria aquella en la que la suma de las “distancias entre
los elementos” de un mismo grupo es minima. El problema surge al tratar de definir el
concepto “distancia entre elementos”, al ser una propiedad que depende de la naturaleza
de dichos elementos. Por lo general, dados unos valores numéricos para las caracteristicas
de los elementos, se suele partir de la distancia euclidea o de una funcion de ésta.
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Figura 3.3. Tiempos de Ejecucion del Célculo de la Bi-Esfera Minima. Si bien el
coste computacional es lineal al nimero de puntos de entrada, en la gréafica se puede
observar que el tiempo medio de calculo necesario para generar la bi-esfera de
volumen minimo que engloba a 2500 puntos de entrada se acerca a los veinte minutos.
Para obtener esta grafica se ha ejecutado un programa en C en un ordenador Pentium
a 160MHz y se han obtenido los tiempos medios de 100 pruebas con puntos
distribuidos aleatoriamente en el espacio.
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Para determinar el agrupamiento Optimo seria necesario desarrollar todas las agrupaciones
posibles, calcular distancias entre elementos y coger aquel agrupamiento en el que la suma
de distancias, dentro de un grupo, es minima. Sin embargo, el nimero de agrupaciones
posibles para un conjunto de elementos es muy elevado, incluso para conjuntos pequefios,
y crece exponencialmente con el tamafio de éstos, por lo que no es aconsejable utilizar esta
forma exhaustiva de busqueda. Los métodos de agrupamiento no pretenden conseguir la
solucion dptima formalmente, sino que son metodos algoritmicos que pretenden buscar
una de las mejores soluciones posibles, repartiendo los elementos de un conjunto de forma
que la distancia entre los elementos que forman parte de un mismo grupo se minimice.

Antes de realizar un agrupamiento puede ser necesario realizar una normalizacion o
reescalado. Esta necesidad puede surgir si la naturaleza de las variables o caracteristicas
que definen cada uno de los elementos es diferente, por lo que se puede primar alguna de
las variables. El agrupamiento obtenido puede ser distinto segun la escala que se asigne a
cada variable. Existen dos familias de métodos algoritmicos para realizar los
agrupamientos:

o Métodos Ascendentes o Jerarquicos: también son llamados aglomerativos porque se
basan en la construccion de grupos por aglomeracion sucesiva de objetos.

« Métodos Descendentes 0 no Jerarguicos: consisten en realizar un agrupamiento inicial
e ir mejorando este agrupamiento sucesivamente.

Los métodos ascendentes consisten en agrupar los elementos de forma gque en cada paso se
agrupen aquellos elementos que estén mas cerca entre si. El algoritmo termina cuando
queda un namero determinado de grupos o cuando la distancia entre los elementos a
agrupar es menor que un valor determinado.

Como elementos también hay que considerar los grupos ya formados en pasos anteriores,
con lo cual surge el problema de como calcular la distancia de un punto a un grupo o de un
grupo a otro grupo, influyendo esto en el resultado final del algoritmo. Estas distancias
entre grupos, considerando a un elemento como un grupo de un Unico elemento, se pueden
considerar de distintas formas:

o La minima distancia entre un elemento de cada grupo, si bien presenta el
inconveniente de no distinguir entre grupos que estan muy cercanos o entre grupos
encadenados.

e La maxima distancia entre un elemento de cada grupo, si bien tiende a formar
grupos del mismo didmetro y se ve afectado por valores atipicos.

« Ladistancia al grupo centroide o al grupo medio.

o Considerar la distancia entre dos grupos como la inversa de la densidad del grupo
que formarian ambos, siendo esa densidad el nimero de puntos dividido por el
volumen que ocupa todo el grupo. Esta distancia tiende a formar grupos
compactos y resulta complicada de calcular.
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El algoritmo del salto minimo es uno de los métodos ascendentes mas utilizados, teniendo
los siguientes pasos:

1. Obtener una matriz triangular superior de distancias entre todos los grupos
(inicialmente elementos)

2. Determinar los dos grupos que tengan la minima distancia dentro de la matriz

3. Agrupar los dos grupos en un grupo, reduciendo en uno la dimension de la matriz,
recalculando las distancias de ese nuevo grupo a todos los demas

4. Repetir los pasos 2-3 hasta que se alcance un nimero predefinido de grupos

El algoritmo del salto minimo parece adecuado para obtener un modelo aproximado de
objetos mediante poli-esferas envolventes. Los elementos a agrupar seran puntos
tridimensionales (el conjunto de vértices que definen al objeto). Agrupando estos Vértices
se puede simplificar el problema del céalculo de envolventes sugiriendo formas para la
envolvente del modelo. El reescalado o la normalizacion de los elementos, solo cabria
aplicarlos si por alguna razén se quiere ponderar alguna dimension sobre las otras.

Los métodos ascendentes tienen una ventaja importante y es que permiten aplicar distintas
formas de calcular las distancias entre los grupos, pudiéndose elegir aquella que mas
interese. EI método que mejores resultados ofrece para generar modelos envolventes es el
de la distancia al grupo centroide.

Para envolver un objeto mediante una poli-esfera se puede aplicar este método, agrupando
los puntos hasta que se obtengan el numero de grupos necesarios para el tipo de poli-
esfera deseado: dos grupos para la bi-esfera, tres para la tri-esfera o n para una poli-esfera
con n vertices esféricos. Posteriormente, para cada grupo de puntos generado calcula la
minima esfera envolvente, con lo que la poli-esfera queda formada. Sin embargo, el coste
computacional de estas técnicas es exponencial, por lo que sélo deben aplicarse cuando el
namero de puntos de entrada es muy reducido.

Frente a los métodos de agrupamiento ascendente, los métodos de agrupamiento
descendiente realizan una subdivision del espacio en n grupos, e iterativamente mejorar el
agrupamiento desplazando elementos de un grupo a otro, hasta que el agrupamiento
converja en un agrupamiento estable.

El algoritmo de agrupamiento descendente mas utilizado, llamado de las nubes dinamicas,
es el siguiente:

Se seleccionan inicialmente n puntos como centros iniciales de agrupamiento

Se asigna cada uno de los elementos al centro que esté mas proximo

Se recalculan los centros de masa de los grupos formados

Repetir los pasos 2-3 hasta obtener un agrupamiento estable, es decir, que se repita
el agrupamiento de la iteracion anterior

HwbhE

La eleccion de estos centros iniciales determinara la velocidad de convergencia e incluso
el resultado final. Sin embargo, para la generacion de envolventes mediante poli-esferas
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resulta sencillo determinar unos centros iniciales adecuados. Por ejemplo, para encontrar
una bi-esfera se pueden tomar como valores iniciales los dos puntos més alejados, para
una tri-esfera el triangulo con mayor &rea, 0 para una tetra-esfera el tetraedro con mayor
volumen.

Como se puede observar en la Figura 3.4, que muestra los tiempos medios de ejecucion
del algoritmo de las nubes dindmicas, el orden es lineal al nimero de puntos de entrada.
Sin embargo, los tiempos de ejecucion dependen de la distribucion que tengan los puntos
de entrada. En la gréfica de la derecha se puede observar el comportamiento temporal del
programa para un agrupamiento con cuatro centros, distinguiéndose cuatro tipos de
pruebas segun los puntos formen grupos claramente diferenciables o grupos solapados. Se
puede observar claramente que la pendiente de la grafica es mucho mayor para puntos
distribuidos en grupos totalmente solapados que para puntos previamente semi-
distribuidos en grupos.

La primera utilidad de la técnica de agrupamiento de las nubes dinamicas es para
determinar unos centros adecuados como valores iniciales del nivel superior (método de
optimizacién Downhill Simplex) del proceso para calcular una poli-esfera de volumen
minimo envolvente de un conjunto de puntos de entrada. A partir de estos centros, el nivel
inferior, mediante la utilizacion de la Transformada de Hough, calcula los radios que
producen la poli-esfera con minimo volumen, repitiéndose el proceso para nuevos centros
recalculados por el nivel superior. Al tomar unos centros iniciales adecuados, el proceso,
no solo va a resultar mas rapido, sino que ademas los resultados seran mejores, ya que se
reduce enormemente la posibilidad de que el nivel superior quede atrapado en un minimo
local.
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Figura 3.4. Coste del Algoritmo de Agrupamiento de las Nubes Dinadmicas. En la
grafica izquierda se muestra el tiempo medio de ejecucion del algoritmo de las nubes
dinamicas respecto al nimero de puntos de entrada para desde 2 a 10 centros, siendo
lineal al nimero de puntos de entrada. EI tiempo necesario para agrupar 1000 y 2500
puntos en dos grupos es de 56 y 157 milisegundos respectivamente. En la grafica
derecha se muestra la influencia que tiene, en los tiempos de calculo del
agrupamiento, la distribucion en que se encuentren los puntos de entrada, para el caso
concreto de agrupamiento a cuatro grupos. Las gréaficas se han obtenido tomando los
valores medios de 500 pruebas de un programa C ejecutado en un ordenador Pentium
a 160MHz.
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Inicializacion por Agrupamiento — — — Sin Inicializacién
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Figura 3.5. Mejoras Obtenidas al Aplicar Inicializacién por Agrupamiento. En la
gréfica izquierda se muestra comparativamente el tiempo medio de ejecucion del
método para calcular una bi-esfera envolvente de puntos generados aleatoriamente
cuando se utiliza inicializacion por agrupamiento con el algoritmo de las nubes
dindmicas frente a no utilizar esta inicializacion. En la gréafica derecha se muestra la
relacion de volimenes obtenidos (volumen obtenido con inicializacion por
agrupamiento dividido por el volumen obtenido sin inicializacion por agrupamiento).
Obsérvese que la mejora ronda el 75%, al evitarse minimos locales en el proceso de
optimizacién por Downhill Simplex. Estos resultados se obtienen como media de 100
ejecuciones con puntos aleatorios de un programa C en un ordenador Pentium a
160MHz.

La Figura 3.5. muestra comparativamente las mejoras obtenidas al aplicar un proceso de
inicializacion por agrupamiento al método del calculo de la bi-esfera de volumen minimo
que engloba unos puntos de entrada. En la gréfica izquierda se comparan los tiempos
medios de ejecucion del programa con y sin inicializacion por agrupamiento. Como
ejemplo significativo, calcular la bi-esfera de minimo volumen envolvente de 2500 puntos
baja de casi veinte minutos a poco méas de 75 segundos. En la gréfica de la derecha se
muestran las mejoras medias conseguidas en los volimenes obtenidos, al rededor del 75%,
al reducir la posibilidad de quedar atrapado en un minimo local.

Para reducir estos tiempos, se pueden considerar Unicamente una serie de puntos
caracteristicos, eliminando aquellos puntos que no van a influir en el modelo envolvente
final. Formalmente, se deberia considerar el minimo nimero de puntos que define un
politopo envolvente del robot real y obtener el modelo esférico envolvente de este
politopo. En la practica, no va a ser necesario realizar este proceso, sino que facilmente se
pueden descartar aquellos puntos que no influyen en el modelo envolvente, por ser
vértices de zonas concavas del objeto.
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Elemento Puntos Puntos Tiempo Calculo
de Definicién | Caracteristicos Bi-Esfera
Base y Cuerpo 505 72 0.72s
Brazo 118 28 0.28s
Antebrazo 99 52 0.52s
Mufieca y Mano 645 34 0.34s

Figura 3.6. Envolvente de un Brazo-Robot Industrial Mediante Bi-Esferas. La
aplicacion del método para calcular la bi-esfera de minimo volumen envolvente a los
puntos caracteristicos que definen cada elemento de este brazo articulado industrial
(robot IRB L6 de ABB) permite obtener un modelo sencillo envolvente del mismo. En
la tabla se puede observar el coste de realizar este modelado, dando un total de 1.86s
modelar completamente todos los elementos del robot. Los tiempos de célculo se
obtienen de la ejecucién de un programa C en un Pentium a 160MHz.

Este método puede aplicarse ahora al célculo de modelos envolventes de objetos
conocidos a priori en un proceso off-line. Dentro de los objetos conocidos se puede
considerar tanto el caso de elementos fijos del entorno, como de los elementos del mismo
sistema robotizado. Por ejemplo, en la Figura 3.6 se muestra un modelo de un brazo-robot
industrial mediante bi-esferas envolventes de sus elementos, junto con una tabla que
muestra el tiempo de célculo de cada elemento. Este modelado se realiza una vez para el
robot y los modelos envolventes se asocian a los elementos reales del robot, de forma que
un movimiento del robot a una configuracion diferente implique sélo actualizar la
posicion y orientacion de las envolventes.

Analizando los tiempos de célculo (1.86s para modelar todos los elementos del robot), se
deduce claramente que la obtencion de un modelo envolvente con volumen minimo se
puede realizar solamente para un proceso off-line, pero nunca para una aplicacion on-line.
Este tipo de aplicaciones, con restricciones de tiempo real, pueden darse en dos casos
tipicos:
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e La aplicacion sobre un brazo-robot articulado para obtener un Unico modelo
envolvente, que se actualice segun la configuracion nueva del robot. EI modelo se debe
ir regenerando segun el robot se mueve, al cambiar de posicion los puntos que definen
al brazo-robot.

e Si se desea obtener la envolvente de un objeto desconocido del que el sistema de
sensorizacion capta puntos de su superficie. EI modelo debe ser modificado para
envolver todos los puntos captados por los sensores en cada instante de tiempo, para
que el sistema robotizado pueda aplicar con éxito un proceso de evitacion de colisiones.

Estos casos requieren una velocidad de célculo elevada, pese a que a la calidad del modelo
envolvente no sea Optima. Este compromiso impide utilizar en aplicaciones on-line el
proceso de minimizacion del volumen envolvente. En su lugar, si para cada grupo
generado por el algoritmo de las nubes dindmicas se obtiene la esfera minima que lo
envuelve, se dispone de un modelo aproximado que sirve inicialmente, mientras que un
proceso off-line no lo mejore.

El problema de determinar la minima esfera envolvente de un conjunto de puntos es un
problema que, con diferentes nombres (spanning ball, minimum sphere), ha sido
tradicionalmente estudiado en el campo de la geometria computacional ([R&T57],
[Mel85], [Meg89], [Sky91], [Wel91], [ESZ93]) y que también presenta un coste lineal al
nimero de puntos. El tiempo de calculo total para generar una primera aproximacion
envolvente de un objeto sera la suma del coste de agrupamiento en un numero de centros
determinado y del coste de generacidn de las esferas minimas que envuelven a cada grupo.
La Figura 3.7 muestra la evolucion de este coste respecto al numero de puntos de entrada.

0,4 71 —€—2 Centros

0,35 - —8— 3 Centros N ——

0,3 +{ —&—4Centros /
0,25 +{ %5 Centros j’(/
2 —%— 6 Centros /x/ /
/.—_d./

0,15

e

250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

Tiempo (s)
o
N

Puntos

Figura 3.7. Tiempo de Ejecucion del Calculo de una Poli-Esfera Envolvente. La
obtencién de una poli-esfera envolvente mediante la utilizacion del algoritmo de las
nubes dinamicas mas el calculo de la esfera minima envolvente de cada grupo
generado tiene un coste lineal al nimero de puntos de entrada. Como ejemplo
significativo, el tiempo medio necesario para generar una bi-esfera envolvente de 1500
puntos es de 82 milisegundos. La gréafica se ha obtenido tomando los valores medios
de 500 pruebas de un programa C ejecutado en un ordenador Pentium a 160MHz.
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El estudio realizado hasta ahora se basa en considerar el caso peor, ya que al ser el coste
lineal al nimero de puntos disponibles, los tiempos serdn bajos para pocos puntos y
creceran segin aumente el ndmero de puntos de entrada. El estudio trata de reducir los
tiempos cuando hay un nimero de puntos de entrada elevado, del orden de 2000 o 2500.
Sin embargo, para el modelado de sistemas robotizados, el numero de puntos
caracteristicos no va a resultar tan elevado. Por ejemplo, en la Figura 3.8 se muestra un
brazo-robot completo (con 114 puntos caracteristicos) modelado mediante una bi-esfera
envolvente, junto con una tabla de tiempos de célculo del modelo (el modelado se realiza
en 3.3ms). A diferencia de los modelos obtenidos en la Figura 3.6, este modelado se debe
recalcular cada vez que el robot se mueve a una configuracion diferente.

Puntos de Puntos Tiempo Célculo de la
Definicion Caracteristicos Bi-Esfera Envolvente
1367 114 3.3ms

Figura 3.8. Envolvente de un Brazo-Robot Industrial Mediante una Bi-Esfera. La
aplicacion del método para calcular la bi-esfera de envolvente a los puntos
caracteristicos que definen este brazo articulado industrial (robot IRB L6 de ABB)
permite obtener un modelo sencillo envolvente del mismo. En la tabla se puede
observar el coste de realizar este modelado, dando un total de 3.3ms para modelar
completamente el robot. Los tiempos de célculo se obtienen de la ejecucion de un
programa C en un Pentium a 160MHz.
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3.2. Simplificacion de Poli-Esferas

Al aplicar el agrupamiento para obtener un modelo envolvente mediante poli-esferas,
puede producirse grupos de puntos y por tanto esferas, que no se requieran para definir el
volumen del modelo. Esto se produce principalmente cuando los puntos son captados por
un sistema de sensorizacion, por lo que puntos erréneos pueden producir esferas dentro
de los objetos. Estas esferas redundantes se deben eliminar para simplificar el modelo.
Por otra parte, también pueden surgir esferas que sean combinacion lineal de otras
esferas, permitiendo también que se pueda reducir el modelo.

La simplificacion de las poli-esferas se debe realizar en dos pasos [T&M94]: primero
eliminar los Vértices esféricos redundantes de las poli-esferas sobre-especificadas,
obteniendo una poli-esfera valida. Entonces se determinan sus esferas basicas y su
dimension para obtener una poli-esfera bien-dimensionada, que al ser valida, es
irreducible.

3.2.1. Eliminaciéon de Vértices Esféricos Redundantes

El problema de determinar si una poli-esfera es sobre-especificada consiste en determinar
para cada uno de sus Vértices esfericos, si éste esta contenido en el volumen generado por
la poli-esfera formada por el resto de vértices esféricos. Si es cierto, el vértice esférico es
redundante y se puede eliminar, manteniéndose el mismo volumen.

Una forma facil de determinar si la esfera sy esta contenida en el volumen generado por
una poli-esfera Sp., con vertices esfericos S={so,...,Sn} consiste en los siguientes pasos:

o Considerar el conjunto de n esferas S'={s;-So,...,Sn-So}
o Sila poli-esfera S';1., contiene al Origen, entonces Sg., contiene a So.

Ahora el problema se reduce a determinar si el origen de coordenadas esta incluido en el
volumen generado por una poli-esfera. Para ello, se calcula la distancia al origen de la
poli-esfera y si esta distancia es positiva, el origen es exterior a la poli-esfera, mientras
que si es negativa, esta incluido.

3.2.2. Dimension y Esferas Béasicas de Poli-Esferas

Si se determina la base de una poli-esfera, los vértices esféricos no incluidos en ella seran
combinacién lineal de las esferas basicas. Planteando estas relaciones lineales en el
espacio de los parametros como nuevas condiciones del volumen generado, se pueden
eliminar. El siguiente algoritmo permite determinar la dimension y las esferas basicas de
una poli-esfera.
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Dado un conjunto de esferas S={so,...,Sn}, construir las siguientes matrices, a partir de Sy,
la esfera de minimo radio:

[®],,=[So1 - Son]
[¥l,, =[Vor - Voo

Llamense ¢=rango([®]) y ¢=rango([¥]). Notese que [¥] estd formado por las tres
primeras filas de [®] (los ejes de los vectores esféricos que forman [®]) y por tanto, ¢

sera igual a ¢ 0 a ¢+1. Los valores de ¢ y ¢ se pueden utilizar para determinar la
dimension de la poli-esfera Sp.,. Ocho casos posibles se pueden presentar, listados en la
siguiente tabla:

CASO

Una esfera

Bi-esfera degenerada (esferas concéntricas)

Una bi-esfera

Tri-esfera degenerada (bi-esferas con centros alineados)

Una tri-esfera

Tetra-esfera degenerada (Tri-esferas con planos base coplanares)

Una tetra-esfera

Nlw|lw | |NMNR |, |o]|®
wlw v k|, |lolo v

Una penta-esfera

Se pueden distinguir dos casos caracteristicos:

a) ¢=¢. Para este caso, habra un subconjunto de S con ¢ esferas, {ci,...,0,} cuyos
vectores esféricos respecto a So, Ooy,...,00, SON linealmente independientes. El resto de
vectores esféricos son combinacion lineal de ellos, es decir,

Soi = W10y ++* + Wiy Oy,, 1=1,...,N

Entonces la dimension de So.n es @ y el conjunto de @+1 esferas, {s,01,...,6,} son las
esferas basicas de la poli-esfera Sqg.,. Como se muestra en la tabla, ¢ puede tomar
cuatro valores diferentes:

e @=0 implica la reduccion a una esfera

o @=1 quiere decir que se puede reducir a una bi-esfera
e (=2 con reduccion a una tri-esfera

o =3 reduciéndose a una tetra-esfera
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b) ¢=¢+1. En este supuesto, habra un subconjunto de S con ¢ esferas, {c3,...,6.} para las
que los centros de todas las esferas verificaran que

Voi :O(,i1V01+"'+OLi(pVO(p, i :1,...,n

Pero solo si una nueva esfera, c,, se considera, la relacion es cierta para las esferas
completas (considerando los radios):

Soi — O(.i10'01+"' +O(,ig0'0g+0(.i(p0'0q), i :1,...,n

Entonces, la dimension de So.n €s @ y un conjunto de @+1 esferas, {so,01,...,6,,0,} son
las esferas basicas de la poli-esfera Sp.,. Sin embargo, uno de sus centros es
combinacion lineal de los otros. Los cuatro posibles valores de ¢ dan lugar a los
siguientes casos:

e @=1: reducible a una biesfera degenerada con esferas concéntricas (con el

volumen igual al de la esfera de mayor radio)

e @=2: reducible a una tri-esfera degenerada (bi-esferas con ejes alineados)

» @=3: reducible a tetra-esfera degenerada (tri-esferas con planos base coplanares)

o @=4: reducible a una penta-esfera

3.2.3. Reduccion de Poli-Esferas

Las esferas basicas de la poliesfera Sy., se pueden determinar diagonalizando la matriz
[@], lo que da una matriz triangular superior de la forma siguiente:

[q)] D{ I‘Pv(P (X(Pvn—(P —|

04—%@ 04—<pvn—<P

donde ¢ es la dimension de la poli-esfera So-n; [l],,, €s la matriz identidad @x¢; [o],n-, €S
una matriz @x(n-¢) de coeficientes reales; [0]a-,, [0]4-,n-, SON Matrices nulas con sus
correspondientes dimensiones.

Apartir de la matriz [o] con elementos

o:N-@?

R

| 1
[OL] =| : : |
[0yt Ol ]

se puede obtener la siguiente expresion para las n-¢ esferas que no son esferas basicas

o, :SO-I_iO(‘i,jGOi’ j=o+1,...,n
i=1
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A continuacion se presentan tres casos bastante habituales de reduccion de poli-esferas: la
reduccion a una bi-esfera, a una tri-esfera y a una tetra-esfera.

1) Cuando ¢=1, suponiendo c1=c,=s1, la poli-esfera So., se puede reducir a la bi-esfera
So1. La matriz obtenida después del proceso de diagonalizacion tiene la siguiente
forma:

|_1(xl,2 (xl,n—|
[q)]blo 0 - 0 I
00 - 0|
00 - 0|

Y por tanto si=Spt+01iCo1 1=2,...,n

Evidentemente, la bi-esfera generada por {so,51} con férmula Sp;=So+ACo1, AeA;
contiene al resto de esferas. Para este caso particular, Aj={A: Amin<A<Amax}. El rango
A del parametro A se puede calcular como sigue

Amin =04 j=Minoy; i=0,...,n
7\rmax= (x'l,k = maxal,i i = Oy"'ln

con o 0=0Yy o 1=1.

Si se requiere una formulacion normalizada en el rango del parametro, la bi-esfera se
puede definir a partir de las dos esferas extremos s;, s;, obtenidas en el proceso
definido por las ecuaciones para obtener A; y A,, de la forma siguiente

Sij:Si+7LSij 0<A<l

2) Cuando @=2, suponiendo 61=5; Y 0,=0,=S, la poli-esfera So., se puede reducir a una
tri-esfera Sg1o. La férmula de la tri-esfera sera:

Sorz =So * MOy +A,00,, A A, € Ay,
La matriz obtenida tras la diagonalizacion seré:
[10 Oy o+ (X‘l,n—|
|0 1o, - oy, I
|00 0 -~ 0 |
o0 0 - 0]

[®] >

Y por tanto, todas las esferas se pueden expresar como combinacién lineal de las tres
esferas basicas:

S, =S, +0, ;0 +0.,,0,, 1=3,...,n
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3)

El subespacio A;,cR? esta limitado por rectas que unen los vértices esféricos en el
espacio paramétrico. EI semiespacio definido por la arista esférica que une s; con s;
formulada como el semiespacio limitado por una recta en términos de A3, A, se puede
calcular a partir de la siguiente ecuacion (tomando oty g=0t2,0=0):

Aoy Oy
A, Oy, Oy | >0
1 1 1

Siguiendo este procedimiento, se calculan todas las rectas en Aj, que corresponden a
aristas esféricas de la poliesfera a partir de sus vértices esféricos.

Cuando @=3, suponiendo 61=s, 62=S; Yy 03=0,=S3, la poli-esfera So.n se puede reducir
a la tetra-esfera So103. La formula de la tetra-esfera seré:

Spizs =Sp * A0y +A,0, + 7\'30'031 A ’7\'2’7‘3 € Ay

La matriz obtenida tras la diagonalizacion sera:

[100 oy, =+ 0, |
(@] >| 0100, - a,, I
|O 01 Qgyq - Oy |
000 0 - 0 ]

Y por tanto, todas las esferas se pueden expresar como combinacion lineal de las
cuatro esferas basicas:

S; =Sy ¥ 0;O + 0,0, +0,;3;00, 1=4,...,n

El subespacio A123c3R® esta limitado por planos que unen los vértices esféricos en el
espacio paramétrico. El semiespacio definido por el plano esférico que une s;, Sj y Sk
formulado como el semiespacio limitado por un plano en términos de A1, Ay, A3 Se
puede calcular a partir de la siguiente ecuacion (tomano o g=0t2,0=0t30=0):

My (0‘1,1' _al,i) (al,k _al,i) oy,

i Oy Oy

A, (az,j _az,i) (az,k _az,i) 2|0l Olpj Oy
- — Oy Oy O
Ag ((x&j OL3’i) (as,k aB,i) i O3 Oak

Siguiendo este procedimiento, se pueden calcular todos lo planos en Ajz que
corresponden a planos esféricos de la poliesfera a partir de sus vértices esféricos.

Es importante remarcar que al aplicar diagonalizacion, suele resultar necesario realizar
intercamnbios de filas o columnas en la matriz. Estos cambios representan lo siguiente:
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« Si se intercambian las columnas i, j, las esferas s;, sj se deben intercambiar. Al final
del proceso, el conjunto de esferas {So,...,.Sn} que generaba la poli-esfera So., ha
sufrido un proceso de reordenacion.

e Si se intercambian las filas i, j, las coordenadas i, j se deben "intercambiar”,
teniendo en cuenta que las coordenadas X, y, z y r son respectivamente 1, 2, 3y 4.
Este intercambio se debe realizar s6lo l6gicamente, considerando una matriz de
permutaciones [P] que afecte a la matriz [a] en las ecuaciones anteriores. Cuando
la coordenada r haya sufrido algun intercambio, se presentara alguno de los casos
degenerados explicados anteriormente (@=¢+1).

Por tanto, una poli-esfera Sy, con vértices esféricos S={sq,...,sn} definida segun:
Soon ={s e Qis=s, +in50i,50i =S, —5,,S;, € S,0<A,,i =1,...,n,2ki < 1}
i=1 i=1

se puede reducir, ocupando el mismo volumen, a una poli-esfera S’o_(P con vértices
esféricos S={s,...,s ,}, subconjunto de S, con g=rango([®])<4 definida segin:

Soo :{s e Qs=s, +ikis'0i,s'0i =S;—S0,5; € S',iaijxi > Bj,jzl,...,n}

i=1 i=1

Esta nueva poli-esfera irreducible solo requiere @ pardmetros A; para relacionar sus ¢+1
esferas, frente a los n parametros A; necesarios anteriormente para relacionar sus n+1
esferas. Ademas, el numero de ecuaciones lineales que delimitan los rangos de los
parametros A; se ha reducido de n+1 a n.

Como ejemplo de aplicacion, considérese el segundo elemento de un brazo robot PUMA
estandar como el mostrado en la Figura 3.9, del cual se ha generado como modelo
envolvente una poli-esfera con los Vértices esféricos que se muestran en la tabla de la
figura.

X y Z r
— So | -57.50| -58.50| 0.00 | 20.00
— I s1 | 20.00 | -58.50| 0.00 | 16.00

s, | -57.50| 58.50 | 0.00 | 20.00

I\ i S3 | 20.00 | 58.50 | 0.00 | 16.00

sq | 155.00f -17.55| 0.00 | 8.00

Ss | 155.00{ 17.55| 0.00 | 8.00

Figura 3.9. Envolvente del Segundo Elemento de un Robot PUMA. La envolvente
generada por agrupamiento esta definida mediante los 6 vértices esféricos mostrados
en la tabla de la derecha.
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Su formulacién como una poli-esfera de cinco dimensiones, So.s €s:
5 5
Sos =S+ X hiSy 02y, XA <1
i=1 i=1

Aplicando la diagonalizacion a la matriz [®] se tiene:

[775 0 775 155 155 | [101 2 2 |
[(D]:I 0 117 117 4095 76.05|[>|0110.35 0.65|
/0 0 0 0 0 ||]000 O O |
|4 0 -4 12 -12] |ooo0 0 o0 |

Como el rango es dos (g=¢=2), existe una tri-esfera que engloba al volumen esférico
generado por Sy.s. Considérese la siguiente tri-esfera, Sp12=So+A1S01+A2S01, donde A, Az
van a estar limitados por las ecuaciones de las rectas que unen las siguientes esferas:

A 01
o Laarista esférica que une sp con si:|A, 0 0 >0 que da la condicion A,>0
111
Al o2
o Laarista esférica que une s; con sq |A, 0 0.35 > 0 da la condicion 0.35A;—A,<0.35
111
o202
 Laarista esférica que une s4 con ss [A, 0.35 0.65 > 0 da la condicion A,<2
1 1 1
A2
« La arista esférica que une ss con s3 |A, 0.65 1> 0 da la condicion 0.35A1+A,<1.35
1 1
A 10
o Laarista esférica que une s3con sy |A, 1 1/ > 0 da la condicion A,<1
111
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A, 00
 La arista esférica que une s, con sp [A, 1 0/ >0 da la condicion A;=0
111

Tras aplicar el método de reduccion propuesto, se obtiene la siguiente tri-esfera:
Sop =Sp * 7‘1301 + 7‘2302

con

A, 7\,2€A123:{OS7\,1S2, OS?\.ZS]., O.357L1—7L2$0.35, 0.357\.1'*‘7\,231.35}
que presenta el mismo volumen que So.s.
Aplicando el método de reduccion desarrollado, el mismo volumen se representa en el
ejemplo anterior, utilizando sélo 3 esferas con 2 pardmetros y 6 condiciones, en vez de 6
esferas con 5 parametros y 6 condiciones. En general, para n+1 esferas, su reduccion a

tri-esfera representa eliminar n-2 esferas y n-2 pardmetros, manteniendo el mismo
numero de condiciones de los pardmetros.

3.3. Generacion de Esferoides Envolventes

La segunda posibilidad de modelar un objeto, a partir de las esferas de control
envolventes de los conjuntos de puntos obtenidos por agrupacion, es mediante
esferoides. Este tipo de modelado va a resultar principalmente adecuado para brazos-
robot articulados, por la forma ‘zigzagueante” que pueden adoptar. EI nimero de
esferas de control envolvente de los conjuntos generados en la fase de agrupamiento y
el tipo de esferoide que se utiliza como envolvente del sistema robotizado vienen
directamente relacionados segun:

« Para modelar el robot mediante una esferoide cuadratica se necesitan tres esferas de
control

« Para modelar el robot mediante una esferoide clbica se necesitan cuatro esferas de
control

« Para modelar el robot mediante una esferoide spline se necesitan cinco o mas esferas de
control

La esferoide obtenida dependera de los grupos obtenidos en el proceso de agrupamiento,
por lo que la eleccién de los puntos iniciales para realizar el agrupamiento va a ser
decisiva. Para que el modelo sea adecuado, las esferas de control deben situarse en las
proximidades de las articulaciones. Teniendo en cuenta que sobre los ejes de estas
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articulaciones se colocan los sistemas de coordenadas locales de los elementos, los puntos
origenes de estos sistemas resultan adecuados para iniciar las agrupaciones. Ademas,
durante los movimientos del robot, se conoce dénde se encuentran estos puntos.

Por tanto, para obtener una esferoide envolvente de un brazo-robot en una
configuracién dada, se realiza un agrupamiento partiendo de los puntos caracteristicos
situados en los origenes de los sistemas de coordenadas locales de los elementos.
Alrededor de estos puntos, el algoritmo de las nubes dindmicas generara grupos de
puntos sobre los que posteriormente se generan las esferas de volumen minimo que los
envuelven. Las esferas generadas se encontraran situadas siempre a lo largo del robot,
siendo su situacién simétrica cuando el robot lo sea. Con estas esferas se pueden obtener
facilmente las esferoides.

El coste de obtener una esferoide va a ser similar al de realizar un agrupamiento y calcular
la esfera minima de cada grupo, ya que obtener la esferoide a partir de estas esferas es un
proceso cuyo tiempo de calculo no es significativo frente al tiempo anterior (centésimas de
milisegundo). Pero por la idiosincrasia del problema, los puntos caracteristicos que
definen un brazo-robot se encuentran semiagrupados inicialmente respecto a los ejes de
articulacion, por lo que los tiempos de calculo son muy bajos. La Figura 3.10 muestra la
evolucion de estos tiempos segin el nimero de puntos de entrada para las esferoides
cuadraticas, cubicas y splines de cinco y seis esferas de control.

—&— Esferoide Cuadrdtica —8— Esferoide Clbica
—h— Esferoide Spline (5) —»— Esferoide Spline (6)

01

0,08 X
0,04

0,02 1

\

Tiempo (s)

0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 2250 2500

Puntos

Figura 3.10. Tiempo de Ejecucion del Calculo de una Esferoide Envolvente. La
obtencion de una esferoide envolvente mediante la utilizacion del algoritmo de las
nubes dinamicas mas el calculo de la esfera minima envolvente de cada grupo
generado tiene un coste lineal al nimero de puntos de entrada. El tiempo medio
necesario para generar una esferoide cuadratica, cibica o spline de cinco o seis
esferas de control envolvente de 2500 puntos es de 55, 63, 74 y 82 milisegundos
respectivamente. La grafica se ha obtenido tomando los valores medios de 500
pruebas de un programa C ejecutado en un ordenador Pentium a 160MHz con puntos
de entrada semidistribuidos aleatoriamente alrededor de tantos centros aleatorios
como esferas de control se deban conseguir.
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La utilizacion de modelos esféricos envolventes tiene como aplicacion el modelar un
brazo-robot completo, de forma que el modelo se debe recalcular cuando se mueva el
robot. Aunque los tiempos pueden considerarse como suficientemente rapidos (menos de
una centésima de segundo cuando se dispone de hasta 250 puntos caracteristicos) el
proceso de generacion se puede acelerar mediante alguna de las dos aproximaciones
siguientes:

e Generar las esferas de control una vez para una configuracion inicial y aplicar la
cinematica directa sobre ellas cuando el robot se mueva, generando la nueva esferoide
envolvente. Como los puntos caracteristicos varian de posicion al moverse el robot,
para evitar que algunos puntos se salgan de las esferas de control, se puede aumentar el
radio de las mismas. Este problema no aparece si las esferas de control se generan para
el peor caso posible, aquel que produce radios de esferas mayores, pero produce que en
los casos mejores las esferas estén sobredimensionadas.

e EI movimiento del robot producira cambios en la posicion de los puntos caracteristicos
pero empiricamente se ha comprobado que estos cambios no altera el grupo al que
pertenecen. Por tanto, si ante un movimiento del robot los grupo siguen manteniendo
los mismos puntos caracteristicos, bastaria con aplicar la cinematica directa sobre estos
puntos Yy realizar Unicamente el calculo de la esfera minima que envuelve a este grupo.

El principal problema que plantean las esferoides es que no son objetos convexos, por lo
que, pese a estar generados por esferas que envuelven a todos los puntos caracteristicos de
un robot, no se garantiza que envuelvan completamente al mismo. Empiricamente se ha
comprobado que el caso peor se produce cuando dos elementos unidos por una
articulacion presentan un giro de 90°. Este problema se puede resolver de dos formas:

e Aumentando el radio de la esfera de control que se encuentra en este eje de
articulacion. El incremento del radio sera mayor cuando la variable de articulacion mas
se acerque a 90°. Sin embargo, el incremento puede llegar a ser grande (20% del radio).
Es la solucion a utilizar para mantener modelos del tipo esferoide cuadratica o cubica.

e Introduciendo nuevas esferas de control en zonas intermedias de los elementos, de
forma que se fuerza a que el modelo se aproxime mas al robot. Eso lleva a que los
modelos a utilizar sean esferoides splines con varias esferas de control. Adicionalmente
se pueden aumentar los radios de las esferas por seguridad.

Las Figuras 3.11 a 'y b muestran como se han modelado dos brazos-robot industriales con
esferoides cuadratica, cubica y spline de cinco y seis esferas de control. Para los casos
cuadratico y cubico resultd necesario aplicar una correccion a los radios de las esferas de
control. En ambos casos, la esferoide cubica es la que peor modelo presenta, debido a la
mala distribucion que presentan las esferas de control a lo largo del robot (las dos ultimas
esferas de control se encuentran muy proximas). Los tiempos de calculo de estos modelos
son muy bajos, tardando 4ms para el modelo més completo. Para el modelado sélo se han
considerado la parte articulada de los robots, es decir, sin considerar la plataforma, la base
y el cuerpo, siguiendo la filosofia de modelado jerarquico que se presenta en la siguiente
seccion.
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Figura 3.11a. Modelado con Esferoides de un Brazo-Robot Industrial. En esta
gréafica se muestran los modelos con esferoides cuadrética, cibica y spline con cincoy
seis esferas de control del robot IRB L6 de ABB. S6lo para los dos primeros casos se
ha requerido aplicar un factor de correccion a los radios de las esferas de control
(incremento del 5% y 20% del radio para la esfera de control situada en el codo en los
casos cuadratico y cubico respectivamente). En las gréaficas, con las esferas de control
solapadas a la esferoide generada, puede observarse que el caso cubico es el que
menos se ajusta a la forma de este robot. Los modelos se han obtenido a partir de 124
puntos caracteristicos del robot con un programa C ejecutado en un ordenador
Pentium a 160MHz dando unos tiempo de ejecucion de 2.5ms, 3ms, 3.5ms y 4ms para
los casos cuadratico, cubico y spline de cinco y seis esferas de control
respectivamente.
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Figura 3.11b. Modelado con Esferoides de un Brazo-Robot Industrial. En esta
grafica se muestran los modelos con esferoides cuadrética, cibica y spline con cinco y
seis esferas de control del robot IRB1500 de ABB. Sélo para los dos primeros casos se
ha requerido aplicar un factor de correccion a los radios de las esferas de control
(incremento del 5% del radio para la esfera de control situada en el codo en el caso
cuadratico y del 20% del radio para la esfera de control situada en el codo y del 5%
para la esfera de control situada en la mufieca para el caso cibico). De las graficas se
puede deducir que el caso cubico es de nuevo el que menos se ajusta a la forma de este
robot. Los modelos se han obtenido a partir de 82 puntos caracteristicos del robot con
un programa C ejecutado en un ordenador Pentium a 160MHz dando unos tiempo de
ejecucion de 1.5ms, 2ms, 2.25ms y 2.5ms para los casos cuadratico, cubico y spline de
cinco y seis esferas de control respectivamente.
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3.4. Modelado Jerarquico de Sistemas Robotizados

El modelado de un sistema robotizado y su entorno implica representar los distintos
objetos que aparecen en dicho sistema con distintos modelos, los cuales tendran una
mayor 0 menor precision. Esto introduce el concepto de modelo jerarquico o arbol de
ensamblaje [Mye81], [Fav86], [Qui94]. Ademas, debido a la naturaleza propia de los
sistemas robotizados, para describirlos resulta conveniente utilizar una estructura
jerarquica. En esta estructura se definen diferentes niveles: células, sistemas, sub-
sistemas, elementos, ...

Las células son el nivel superior de la estructura, incluyendo robots con ejes externos,
lineas de ensamblado, conjuntos robot/maquina-herramienta, etcétera, correspondiendo
los siguientes niveles a brazos-robot, vehiculos autoguiados, maquinas-herramienta,
cintas transportadoras para el nivel sistema y finalmente los elementos del brazo-robot,
componentes de maquinas-herramientas y vehiculos autoguiados, etcétera para el nivel
elemento. A partir de este nivel, pese a que los elementos son sistemas rigidos, se pueden
definir otros niveles: los elementos se descomponen en bloques, éstos se forman con
primitivas y éstas se definen (o se pueden aproximar) mediante caras planas u otras
formas geométricas de representacion.

Las células y los sistemas deben tener un modelo cinematico, basado en matrices de
transformacion homogénea y en los parametros de Denavit-Hartenberg [D&H55], que se
utiliza para determinar la posicion y orientacion de sus elementos. Para ello, se describen
puntos caracteristicos de cada elemento respecto a unos sistemas de referencia locales a
los elementos. Estos sistemas de referencia, basados en la representacion de
Denavit-Hartenberg, se sitdan sobre los ejes de articulacion que unen dos elementos. Las
matrices anteriores son las que relacionan la posicion y orientacion de cada sistema de
coordenadas local con el sistema previo, en funcién de la variable de esa articulacién
[Cra88].

Un sistema podra ser modelado, por ejemplo, mediante una simple esfera que lo
envuelva totalmente, pero parece claro que en determinadas aplicaciones este modelo
resulta muy inexacto, por lo que se debe aumentar la calidad del modelo, representando
el sistema mediante una bi-esfera. Evidentemente, la precision se ha incrementado,
pero, si se requiere mayor fidelidad en el modelo, hay que aumentar mas la complejidad
del volumen envolvente, utilizando esferoides o bien poli-esferas con mas vértices
esféricos. Por contra, utilizar envolventes mas complejas cada vez, produce que los
tiempos de procesamiento de las aplicaciones se incremente considerablemente. Por lo
tanto, los volimenes que sean excesivamente complejos pueden llegar a ser, en general,
contraproducentes.
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Sin embargo, podemos aumentar la calidad de la aproximacion, modelando
independientemente cada uno de los elementos que componen el sistema en cuestion, y
ademaés, también de un modo jerérquico. Asi cada elemento puede ser envuelto a traves
de un esfera, una bi-esfera, una tri-esfera, etc.

En este modelado jerarquico, se contemplan todas las posibilidades anteriormente
expuestas, es decir, modelado en los niveles célula, sistema, elemento, bloque y
primitiva. La estructura jerarquica permite modelar varios objetos independientemente en
un cierto nivel, o como una Unica entidad en el nivel superior. Por ejemplo, los elementos
de un brazo-robot se pueden modelar independientemente en el nivel elemento o
globalmente en el nivel sistema. Aunque es dificil de conseguir, siempre que sea posible,
el volumen del modelo en un cierto nivel debe cotener al volumen de la union de
modelos usados en el nivel inferior. Para los objetos del nivel elemento, los volimenes
dependeran de la forma y las dimensiones de los objetos; para niveles superiores, ademas
habré que tener en cuenta la configuracién en cada instante, obtenida mediante el modelo
cinematico.

La topologia de la estructura jerarquica se puede almacenar en un arbol cuya raiz sera el
nivel mas alto, normalmente la célula, mientras que las hojas serén todas las primitivas
que la forman. Los nodos intermedios representaran diferentes niveles de descomposicion
(sistemas, elementos, bloques, ...). La descomposicion de un nodo en sub-nodos no tiene
por que ser Unica, pudiendo haber diferentes formas de descomonerlo en paralelo. La
aplicacion de deteccion de colisiones que utilice este arbol sera la encargada de
seleccionar qué subdivision escoger dinamicamente, no s6lo segun la configuracién
actual del nodo como hace [HC+92], sino considerando ademas otros nodos del mismo
arbol o de otros arboles que sean los obstaculos. Para obtener un mayor rendimiento, se
consideran niveles intermedios entre los niveles sistema y elemento, para permitir la
agrupacion de diferentes elementos en un sub-sistema.

Respecto al modelo geométrico con que se modela cada nodo, tradicionalmente se han
utilizado los modelos poliédricos [Pas89], [Cam89], [Hub93]. Una estructura jerarquica
extendida [TM+92], con diferentes grados de precision, se puede formar utilizando poli-
esferas (que incluyen a los modelos poliédricos) y esferoides. Esta estructura se puede
generar automaticamente a partir de los modelos exactos del sistema robotizado,
disponibles en la base de datos de un sistema CAD, mediante las técnicas presentadas
para el calculo de volimenes esféricos envolventes. Cada modelo en un nivel dado se
obtiene calculando el volumen del tipo considerado que envuelva todas las partes de este
nivel. Un ejemplo de los modelos para un elemento herramienta con tres pinzas se
muestra en la Figura 3.12.
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Figura 3.12. Diferentes Grados de Precision de Modelos Envolventes de un
Elemento. En la gréfica se muestra un herramienta con tres pinzas modelada en dos
niveles: para el nivel superior se considera toda la herramienta con los grados de
precision esfera, bi-esfera, tri-esfera y tetra-esfera; para el nivel inferior, se muestran
una descomposicion con una pieza de sujecion (modelada con una bi-esfera) y las tres
pinzas (izquierda a derecha con esferas, bi-esferas y tri-esferas) y otra descomposicion
con dos elementos de sujecion (modelados con bi-esferas) y las tres pinzas (modeladas
con tri-esferas).

Para los niveles elemento, bloque y primitiva, este proceso se puede realizar off-line,
obteniendo el modelo envolvente de minimo volumen. Para estos niveles, los volimenes
esféricos més adecuados son las poli-esferas, cuyos vertices esfericos se expresan en
funcion del sistema de coordenadas local del elemento correspondiente. La
representacion cinematica comentada anteriormente se utiliza para recalcular la nueva
posicion de los vértices esféricos cuando el robot se mueva. El nivel elemento no debe ser
literalmente una descomposicion en los elementos del robot, ya que puede interesar
agrupar elementos muy cercanos en un Gnico elemento, como suele ocurrir con la
mufieca y la mano, incluida la herramienta, o con la base y el cuerpo. Lo mismo ocurre
con las primitivas, pudiéndose modelar un grupo de primitivas con un Gnico modelo
envolvente.

Para el modelado en los niveles célula, sistema y sub-sistema, hay que tener en cuenta
el hecho de que un cambio en la configuracién del sistema hace que el modelo deba
actualizarse, a menos que el sistema se modele previamente incluyendo todas sus
posibles configuraciones, cosa que resultaria excesivamente costoso. Es en los niveles
sistema y sub-sistema donde las esferoides aportan mayores ventajas.

Si bien en cada nivel se pueden aplicar todos los grados de precision, esto puede ser
contraproducente de cara a su aplicacion en la deteccion de colisiones. Por ejemplo,
modelar un elemento alargado como el antebrazo de un robot mediante una esfera
produce un modelo envolvente con una distribucién del error muy irregular, ya que la
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distancia de los puntos extremos del elemento a la esfera es muy pequefia mientras que
un punto intermedio esta muy lejano de su envolvente. Esto puede producir que el
modulo de deteccion de colisiones, al comprobar inicialmente la distancia de la
envolvente a un objeto se crea que el elemento esta muy cercano cuando esta muy lejano
0 vicerversa. Por tanto, es conveniente eliminar aquellos modelos que no se acoplen bien
a la forma de los elementos, y generar la estructura jerarquica extendida con sélo aquellos
cuya forma se asemeje al elemento en cuestion. La misma solucion se debe aplicar en
cualquier otro nivel.

La Figura 3.13 muestra la topologia, representada con un grafo AND-OR en forma de
arbol, de la estructura jerdrquica dindmica extendida generada para un brazo-robot
industrial. Los modelos utilizados segun diferentes grados de precision para cada nodo se
muestran en la Tabla 3.1, siendo el modelo méas costoso de calcular, para los puntos
caracteristicos seleccionados, la poli-esfera de seis esferas de control de todo el robot, con
un coste proximo a los 18ms. La utilizacion de esta estructura jerarquica dindmica
extendida va a presentar claras ventajas en la deteccion de colisiones. Para ello, el
maodulo de deteccidn de colisiones (seccion 4.4) es el encargado de recorrer el arbol de
forma correcta.

Aunque pueda parecer que la estructura jerarquica planteada solo sirve para brazos-
robot articulados, esto no es cierto: modelar un AGV es modelar un sistema que puede
tener sus propios elementos articulados (torreta con camara de vision, portapalets, etc).
El modelo cinemético es el del propio AGV maés el de estos elementos articulados. La
situacion inicial y el modelo exacto del que se parte son los propios del AGV.

El modelo jerarquico del mundo, también resuelve el modelado de los obstaculos, con
el mismo nivel jerarquico que el dado en el modelado de robots. Por ejemplo, una mesa
se modela globalmente a nivel sistema y mediante sus patas y el tablero superior a nivel
elemento. Ademas, no existe distincion alguna sobre si los obstaculos son estéticos
(cinemética nula) o dinamicos (aplicacion de un modelo cinematico concreto).
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e
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Figura 3.13. Definicion del Modelado Jerarquico de un Sistema Robotizado
Industrial. En la gréfica se muestra una parte del arbol de definicion del modelo
jerarquico de un brazo-robot (IRB1500 de ABB). La descomposicion realizada es en
los niveles sistema (raiz del arbol), sub-sistema, sub-sub-sistema y elemento,
pudiéndose descomponer ademéas en bloques y primitivas (hojas del arbol). En un
nodo del arbol pueden surgir diferentes descomposiciones en paralelo, indicadas con
diferentes inicios de flechas. Para cada nodo existen mas de un modelo envolvente,
segun el grado de precision deseado, tal como se indica en la Tabla 3.1.
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Tabla 3.1. Modelos Esféricos Utilizados para el Modelado de los Nodos del Arbol de la Figura 3.13.

Nodo del Puntos || Puntos Modelos Utilizados segin
Arbol Totales || Caract. Grado de Precisén
886 122 Esfera Poli-Esfera (6)
618 82 | Esferoide Esferoide Cubica | Esferoide Spline
Cuadratica
496 76 Bi-Esfera Tri-Esfera
316 58 | Esferoide Esferoide Spline | Tri-Esfera
Cuadratica
241 56 Bi-Esfera Tetra-Esfera
377 56 Esferoide Bi-Esfera Tri-Esfera
Cuadratica
268 66 Esfera Penta-Esfera
105 34 Esfera Bi-Esfera Tri-Esfera
204 56 Penta-Esfera
302 36 Esfera Tetra-Esfera
75 24 Bi-Esfera Tri-Esfera
119 34 Esfera Bi-Esfera
122 34 Bi-Esfera Tetra-Esfera
64 24 Esfera Tri-Esfera
41 28 Esfera Bi-Esfera
163 51 Penta-Esfera
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CAPITULO 4. CALCULO DE DISTANCIAS Y
DETECCION DE COLISIONES CON MODELOS
ESFERICOS

Este capitulo hace una revision de las técnicas de calculo de distancias y deteccion de
colisiones para modelos tradicionales y posteriormente se extienden estas técnicas a los
modelos esféricos presentados anteriormente. En los algoritmos se introducen varias
mejoras que permiten obtener buenos resultados para los modelos tratados. Finalmente se
presenta una metodologia basada en la estructura jerarquica extendida del capitulo
anterior para resolver la deteccion de colisiones de una célula multi-robot.

—Esta demasiado lejos, Greg. Es casi un kilometro.

—Tranquilo —respondié Powell—. No olvides la gravedad mercuriana y un brazo
de acero como lanzador. Espera, ¢quieres?

Los ojos del robot estaban midiendo la distancia con mecanica precision
estereoscopica.

“Circulo Vicioso”. Isaac Asimov, 1942.
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4.1. Deteccidn de Colisiones y Céalculo de Distancias

Por ser campos muy afines, suele ser facil confundir los conceptos de deteccion de
colisiones y calculo de distancias entre objetos, pero realmente son diferentes. El
calculo de distancias es el proceso que permite obtener la minima distancia de
separacion entre dos objetos. Opcionalmente, puede devolver también la intensidad de
penetracion entre los objetos cuando interfieren, asi como el llamado vector de colision,
definido por los dos puntos més cercanos entre los objetos, perteneciendo un punto a
cada objeto. La deteccidon de colisiones es el proceso que permite determinar si un
objeto mavil interfiere (colisiona) en algln instante de su movimiento con algun otro
objeto (estatico o movil), siendo conveniente que devuelva los instantes de inicio y fin
de colision.

Pese a que el calculo de distancias se suele utilizar para la deteccion de colisiones,
también tiene otro tipo de aplicaciones, como la planificacion de movimientos mediante
campos potenciales. Por otra parte, la deteccion de colisiones puede no requerir el
calculo de distancias, realizando Unicamente comprobaciones de interferencia entre los
objetos implicados.

4.1.1. Deteccién de Colisiones

La deteccion de colisiones se debe utilizar para verificar que un camino generado en la
fase de planificacion de movimientos es correcto, Ilamandose a este tipo de
planificacion de movimientos de generacion-y-prueba. Una solucién al problema de la
deteccion de colisiones puede ser [C&K86]:

o Eficiente si es capaz de decidir cuando en tiempo y espacio se debe volver a
comprobar la colision entre objetos.

o Completa cuando se garantice que no hay ninguna colisién que no se detecte.

« Util si informa precisamente de los puntos en el espacio y en el tiempo en los que los
objetos empiezan y finalizan a colisionar.

Las soluciones eficientes, completas y utiles permiten una correccion en la
planificacion de movimientos denominada con proposicion-y-correccion. Para ello dos
objetos se deben clasificar en tres categorias:

« Separados, cuando su interseccion es vacia.
« En contacto, si su interseccion esta formada sélo por puntos de sus fronteras.
« Interfiriendo, la interseccion de los objetos incluye puntos de sus interiores.

El inicio de una colisién es una transicion de separados a en contacto, mientras que el
fin de una colision es la transicion de en contacto a separados. Una transicion de
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separados a interfiriendo (o viceversa) durante un intervalo de tiempo indica que el
inicio (o fin) de la colision ha ocurrido dentro del intervalo.

Las comparaciones exhaustivas, mediante algoritmos de fuerza bruta, entre dos objetos
para detectar sus posibles colisiones deben evitarse en lo posible al ser muy costosas
computacionalmente. Una forma de evitarlo es envolver cada objeto con una
aproximacion mas simple o con una jerarquia de objetos, como en [Mye81], o en
[Fav86] que introduce el concepto de &rbol de ensamblaje.

En general los métodos de deteccion de colisiones deben ser conservativos en el sentido
de que puede ser permisible que devuelvan colisién errbneamente si no existe, pero no
pueden cometer el error de no detectar una colision. Por tanto, la aproximacion mas
fina (con mas nivel de detalle) puede ser aquella que envuelva al objeto real mediante
una distancia de seguridad o margen de error, aunque pueda ocurrir que se rechacen
caminos validos entre envolventes de los objetos.

Las colisiones se deben detectar tanto en tiempo como en espacio, por lo que considerar
intervalos de tiempo fijos puede provocar que colisiones breves empiecen y terminen
dentro de uno de los intervalos de tiempo. Por eso, considerar zonas de seguridad con
un adecuado intervalo de tiempo garantiza que todas las colisiones se puedan detectar.
Por ejemplo si los objetos se agrandan con una distancia de seguridad ds y un intervalo
de tiempo adecuado dt, funcion de la velocidad de los objetos, se asegurara que ningun
objeto se mueve mas que una distancia ds durante un tiempo dt, por lo que no hay que
volver a comprobar la posibilidad de colision dentro de este intervalo temporal. Con
esta técnica hay que encontrar un valor ds que no sea muy grande (los intervalos de
tiempo serdn grandes pero se rechazaran muchos caminos validos) ni muy pequefio
(intervalos de tiempo muy pequefios y tiempo de calculo muy elevado).

[HA+95] define la deteccion de colisiones como el conjunto de técnicas usadas para
asegurar si objetos méviles colisionan entre ellos, a partir de sus formas y movimientos.
En robdtica, estas técnicas se utilizan para planificar caminos validos del robot
mediante una planificacién de movimientos con generacion-y-prueba. Esto contrasta
con las técnicas de planificacion de movimientos llamadas globales, que realizan una
basqueda en el conjunto de configuraciones seguras. En la detecciéon de colisiones
existen dos paradigmas:

« Las técnicas basadas en la busqueda de raices, cuando los caminos de los objetos
moviles se define en términos de un pardmetro y se usan técnicas de bldsqueda de
raices para calcular el valor del pardmetro en que se produce una colision. Las
técnicas de este tipo se basan en que existen solo dos tipos no degenerados de
colisién [L-P83b]: cara-vértice y arista-arista, y los objetos a analizar son
convexos o0 estan descompuestos en subconjuntos convexos. Dentro de este grupo
se encuentran también [Boy79], [Can86], [G&H89], [Cam85] y [Bar89].

« Las técnicas basadas en un incremento temporal, cuando se discretiza una escala
temporal y en cada paso de una trayectoria se aplica una deteccion estatica de
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colisiones. Las colisiones se detectan determinando si la distancia que separa los
objetos es nula, mediante una busqueda exhaustiva o casi exhaustiva entre cada
par de elementos. Particularmente dentro de este grupo de técnicas se pueden
encontrar dos métodos de resolucion:

a) Métodos de calculo de distancia mediante geometria computacional, que
optimizan la complejidad computacional asimptética del peor-caso, como una
funcién del tamafio total de los objetos mediante estructuras de datos
adecuadas. Sin embargo, como estos métodos buscan mejorar la complejidad
computacional asimptética, su eficiencia practica para poliedros con nimero
de vértices relativamente pequefios no es muy elevada. Dentro de este grupo se
encuentra [D&K85].

b) Métodos iterativos con célculo de distancia, que buscan una solucién que se
mueve por las fronteras de los objetos, minimizando una funcion objetivo
cuadrética, la distancia euclidea. La utilizacion de programacion cuadratica
para resolver el problema se ha utilizado en [H&S88] y [Bob89], mientras que
la utilizacion de funciones soporte se ha utilizado en [GJK88], [G&J85] y
[G&F90].

Las técnicas basadas en un incremento temporal se pueden acelerar mediante cinco
tipos de mejoras [HC+92]:

(i) Aproximacion de Primitivas: es un método off-line que reduce la complejidad del
calculo a realizar en cada paso. Consiste en aproximar los objetos con primitivas
geométricas. Al ser una aproximacion, las distancias no son exactas y se pueden
descartar caminos validos. Son ejemplos de esta mejora los algoritmos de
[Lin94], [GSF94]y [HC+92].

(i) La Inicializacion en un paso con el resultado del paso anterior, reduciendo on-line
la complejidad de célculo en cada paso. El grado de mejora depende de la
distancia recorrida por el mévil durante un incremento temporal. Son ejemplos de
esta mejora los algoritmos de [GJK88]y [L&C91].

(iii)Actualizacion de las Distancias, donde para un camino discreto se resta a la
ultima distancia calculada la mayor longitud recorrida por el movil. Si el
resultado es menor que un cierto umbral, se recalcula la distancia entre los
objetos. Asi se reduce on-line la cantidad de pasos en los que realizar calculo para
un camino completo. Sin embargo, la nueva distancia es aproximada, no real.
Ejemplo de esta mejora son los algoritmos de [C&C86], [Fav89], [HA+95] vy
[Fio95].

(iv)Jerarquias Estaticas, aproximando off-line los objetos mediante arboles de
ensamblaje, donde para cada nivel hay una aproximacion definida, siendo peor la
aproximacion para niveles méas altos. Asi se reduce la cantidad de calculo para
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cada paso. Son ejemplos de esta mejora las diferentes vertientes de [Mye81],
[Pas89], [Fav89], [Cam89], [Hub93] y [Qui94].

(v) Manipulador Virtual, donde para un manipulador de n grados de libertad se
genera al manipulador virtual de k grados de libertad sustituyendo los Gltimos
elementos por su volumen barrido al dejar libres las articulaciones k+1,...,n. Un
manipulador virtual de k grados de libertad es una aproximacion mas gruesa al
manipulador original que el manipulador virtual de k+1 grados de libertad. Asi se
reduce off-line la cantidad de célculos a realizar en cada paso. Una vez mas,
[Fav89] también saca partido de esta mejora.

Estas cinco mejoras se pueden clasificar segin sean on-line (inicializacion y
actualizacion de las distancias) u off-line (aproximacion de primitivas, jerarquias
estaticas y manipuladores virtuales) o bien segin reduzcan la cantidad de pasos en que
realizar célculos (actualizacion de distancias, jerarquias estaticas y manipulador virtual)
o reduzcan la complejidad de los calculos en cada paso (aproximacion de primitivas e
inicializacion).

Cuando la trayectoria del mévil no se conoce o so6lo se conoce parcialmente a priori,
solo las técnicas basadas en incremento temporal se pueden utilizar, obteniendo
posiciones y velocidades directamente de los sensores. Por contra, el problema de estas
técnicas repetitivas es que las mismas pruebas se deben realizar para cada incremento
temporal, aunque se produzcan solo pequefios cambios entre los objetos. Algunos
métodos iterativos [GIJK88], [L&C91] y [Lin94], usan la solucion del instante anterior
para inicializar la basqueda en el siguiente instante, produciendo una convergencia muy
rapida, ya que la inicializacion esta muy proxima a la solucién, siendo muy adecuados
para utilizar en una trayectoria completa.

[Boy79] estudio la deteccion de colisiones entre un poliedro que se mueve, bien con
traslacion uniforme, bien con rotacién uniforme, con obstéculos poliédricos. Se basa en
una busqueda exhaustiva de intersecciones entre cada arista de un poliedro y todas las
caras del otro, por lo que no obtiene distancias ni intensidades de penetracion. Esta
busqueda exhaustiva de las raices de las restricciones algebraicas que describen todos
los posibles contactos cara-vértice y arista-arista se realiza comprobando si las raices se
encuentran dentro de las restricciones expresadas por las fronteras de los poliedros.
Para traslaciones obtiene ecuaciones lineales y para las rotaciones ecuaciones
cuadraticas. Sin embargo, no hace mencion de ninguna implementacion de estas ideas.

Canny ([Can84], [Can86] y [Can88]) presenta un algoritmo capaz de detectar si un
poliedro que se mueve en linea recta a velocidad constante y velocidad angular casi
constante (un recta en el espacio de configuraciones del maévil, es decir, movimientos
aproximadamente inerciales del mdvil) colisiona con otros poliedros estaticos,
devolviendo los puntos de colision. Para ello representa la orientacion mediante
cuaterniones frente a la representacion tradicional con angulos (normalmente de Euler),
con lo que elimina funciones trigonomeétricas, sustituidas por restricciones algebraicas
puras. Para no aumentar la complejidad al usar cuaterniones (7 dimensiones en vez de
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6) proyecta el espacio 7-dimensional a un hiperspacio 6-dimensional mediante la
propiedad del escalado de cuaterniones. Para cada tipo de colisiones definidas en [L-
P83b], (cara-vertice, vértice-cara y arista-arista), encuentra una condicion en la
configuracién del mdvil, expresada mediante cuaterniones, que definen las superficies
frontera entre el espacio libre y el de colisiones con obstaculos en el espacio de
configuraciones. El algoritmo, de busqueda exhaustiva de raices, no se basa en el
calculo de distancias, sino en condiciones expresadas como ecuaciones cubicas en un
parametro que si son ciertas devuelven colision. Las colisiones se obtienen resolviendo
una ecuacion de quinto grado. Finalmente el algoritmo se amplia para considerar mas
de un obstaculo movil.

En [Cam85] se describen varios métodos para la deteccion de colisiones entre
poliedros, pero ninguno de ellos calcula los puntos de colision cuando hay traslacion y
rotacion. Los caminos se describen mediante segmentos lineales y usa una estructura de
datos jerarquica en el espacio 4D tiempo-espacio basada en extrusiones (un poliedro
extruido es un hiperpoliedro en 4D). La estructura de datos se forma rapidamente
comprobando intersecciones en 4D mediante la poda de secciones enteras. Como
ampliacion a estos trabajos, en [C&C86] se define la minima distancia de traslacion
entre 2 objetos como la longitud de la traslacion relativa mas corta que hace que los
objetos estén en contacto, por lo que devuelve la distancia entre los objetos cuando no
interseccionan o la intensidad de penetracién cuando interseccionan. Este articulo
presenta un algoritmo cuando los objetos son poliédricos, basado en la distancia entre el
origen y la diferencia de Minkowski de los poliedros definida mediante semiespacios.
También en [C&K86] se amplia el trabajo original, presentando un algoritmo completo
y util para la deteccion de colisiones entre dos objetos que devuelve el inicio y el final
de las colisiones, basandose en los limites de distancia y velocidad y usando la minima
distancia de traslacion entre los objetos de [C&C86]. La idea es determinar el tiempo
minimo en que se debe comprobar la colision entre objetos segun la velocidad con que
se desplaza el movil. Muestra un par de ejemplos entre dos esferas cuando una de ellas
se traslada o gira respecto a la otra.

Los trabajos de Cameron continlan en esta linea y asi en [Cam89] presenta los s-
bounds como volimenes envolventes de las primitivas que forman un objeto CSG. Con
la definicion de operaciones de pseudo-interseccion entre los objetos, s6lo se debe
realizar una busqueda de interseccion en detalle sobre ciertas zonas. En [Cam90] se
extiende este trabajo utilizando 4 dimensiones al considerar el volumen espacio-
temporal barrido por un objeto a lo largo de su trayectoria, si bien el coste
computacional de esta técnica parece elevado [Cam91].

Existen otros trabajos en 4D al considera el tiempo como una cuarta dimensién, como
en [J&P87] que resuelve la colision entre politopos 4D mediante una generalizacion del
algoritmo de [D&KS85] cuando los objetos poliédricos se mueven con traslaciones
lineales.
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Otra alternativa a la deteccion de colisiones se basa en el volumen barrido por los
objetos durante su movimiento [PBB83]. La deteccién de colisiones se realiza
comprobando las intersecciones entre los volimenes barridos con los obstaculos
estaticos. Cuando s6lo hay un mévil, bastard con comprobar que no existe interseccién
entre su volumen barrido y los obstaculos, sin necesidad de realizar una comprobacion
temporal. Por contra, cuando hay mas de un movil, las intersecciones hay que
verificarlas dentro del espacio temporal. [F&H93] simplifica el problema mediante
subdivisiones de la trayectoria que son aproximadas mediante volumenes convexos
barridos en cada tramo.

[HA+95] estudia el problema de la deteccion de colisiones entre un numero grande de
objetos dindmicos, considerando todas las interacciones dos a dos entre objetos y
manteniendo una estructura que refleja la inminencia o urgencia de colision para cada
par. Los objetos se determinan mediante sus posiciones y limites en las velocidades y
aceleraciones relativas tal como se definen en [FHA90]. También enfocan la cuestion
de determinar el intervalo de tiempo minimo en el que se debe comprobar si se ha
producido colision para asegurar que toda colision es detectada. Muestra una
experiencia del llamado Algoritmo de Urgencia Dinadmica, que predice colisiones, en el
caso de muchas esferas moviéndose simultanea y aleatoriamente. También mediante
cotas en las velocidades y aceleraciones de los objetos, en [Hub93] se restringe la zona
donde pueden encontrarse los objetos tras un intervalo de tiempo, pudiendo comprobar
entonces si se producen interferencia entre los mismos.

La programacion lineal y cuadratica también se ha utilizado para resolver la deteccion
de colisiones. En [Bar89], mediante la programacion lineal se muestra una solucion
simple y eficiente a la deteccion de colisiones para objetos que se mueven con
traslaciones puras. La complejidad en el peor caso es lineal al nimero total de vértices,
tal como muestra en varias ejemplos. [H&S88] utiliza técnicas estdndares de
programacion cuadratica al plantear el problema de minimizar la norma del vector entre
dos puntos de dos poliedros, con una funcién donde las restricciones son las caras de
los poliedros. De forma analoga, [Bob89] utiliza la programacion cuadratica con
condiciones especiales, que relacionan las restricciones activas con el gradiente de la
funcién objetivo. EI comportamiento es lineal al nimero de restricciones, pero la
complejidad en el peor caso es cuadratica.

Para resolver el caso de deteccion de colisiones on-line de sistemas robotizados
maultiples [HC+92] utiliza jerarquias dinamicas que se ajustan a la configuracion actual
del robot para calcular el vector de colision. Pese a presentar diferentes
aproximaciones, incluyendo esferas y cilindros esféricos, considera sélo las cajas
contenedoras de los elementos del robot por dar una mejor aproximacion al vector de
colision. A partir de las cajas contenedoras de los elementos del robot se genera la
jerarquia dindmica mediante un arbol de cajas contenedoras. Los resultados se
comparan con otros tipos de mejoras posibles clasificadas en varias categorias.
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Varios son los trabajos de deteccion de colisiones en sistemas de simulacion. [B&D83]
describe el sistema GRASP para la programacion off-line de robots con verificacion de
si los programas robot producen colisiones entre robot y obstaculos mediante una
busqueda exhaustiva de intersecciones entre todas las caras de cada par de objetos
usando geometria vectorial estdndar. [UOT83] considera el problema de la interseccion
dividiendo el espacio en pixels y almacenando para cada pixel los objetos que lo
contienen, siendo una técnica muy costosa para elevadas precisiones. [GSF94] muestra
un sistema de simulacién que realiza la deteccion de si dos objetos colisionan mediante
cuatro pasos, de mas rapido a menos: (i) verificar la matriz de interés de colision, que
para cada par de objetos almacena si es posible la colision o no, (ii) calcula la colision
entre pares de elementos contenedores (minima caja que contiene al objeto), (iii)
calcula la colision entre voxels y (iv) calcula la colision entre pares de caras. Para el
tercer punto, se tiene un modelo geométrico jerarquico que ordena los poligonos
espacialmente usando voxels.

4.1.2. Calculo de Distancias

Dobkin y Kirkpatrick [D&K85] analizan algoritmos de célculo de distancias entre
politopos. La separacion entre dos poliedros convexos se define como la minima
distancia de un punto de uno a un punto del otro, sin ser necesariamente puntos
extremos. El articulo presenta un algoritmo de tiempo lineal como complejidad
asintdtica o caso-peor para encontrar el par de puntos de distancia minima entre dos
poliedros convexos. Para ello se basa en una descripcion jerarquica de los poliedros:
una secuencia finita de aproximaciones poliédricas, progresivamente mas fina, de
forma que cada aproximacion contenga a su predecesora. De esta forma un poliedro se
almacena en una estructura de datos tipo arbol recursivo. Una extension de este trabajo
[D&K90], que requiere un preprocesamiento de orden lineal, permite determinar el
calculo de distancias entre poliedros convexos con un orden igual al producto de los
logaritmos de los vértices de cada objeto.

El algoritmo de [D&K90] es uno de las mejores cotas tedricas de la complejidad
computacional caso-peor, pero al aplicar el célculo de distancias a la deteccion de
colisiones, normalmente, no es tan importante la complejidad computacional en el caso-
peor, sino que suelen interesar algoritmos heuristicamente buenos (de coste
aproximadamente lineal) aunque tengan mayor complejidad asint6tica. [Tor95] muestra
que en la deteccién de colisiones hay dos estrategias de acotacion espacial para
determinar las zonas de un objeto con mayor posibilidad de colision con otros objetos,
las basadas en la delimitacion de un volumen, donde se encuentran las mejoras por
jerarquias estaticas comentadas en el apartado anterior y las basadas en la restriccién de
los elementos fronterizos de los objetos que pueden entrar en contacto, como los
métodos de clasificacion de aristas que se comentan a continuacion.

Meyer introdujo en [Mey86] el algoritmo de clasificacion de aristas que determina la
minima distancia entre dos paralepipedos rectangulares (boxes). Se basa en
compartimentar el espacio respecto a un box en 27 regiones: la caja en si, 8 zonas (una
por veértice) tipo conico, 12 zonas (una por arista) tipo cufia, 6 zonas (una por cara) tipo
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barra. Para un punto de cada una de estas zonas, se conoce cual es el elemento mas
cercano al punto, por lo que de la otra caja se analiza cada arista en qué zonas cae,
realizandose un tratamiento directo para cada zona. Cuando la arista cae en varias zonas
se subdivide en subaristas que caen cada una en una zona, a no ser que se detecte que la
arista apunte hacia afuera de la primera caja. Frente a algoritmos de busqueda
exhaustiva, que tratan todos los elementos (caras, aristas y Vértices) igual, el algoritmo
de la clasificacion de aristas realiza un tratamiento especial segln la situacion relativa
de cada elemento de una caja respecto a la otra caja. También explica como plantear el
problema como programacion u optimizacion no lineal.

En [L&C91] y [L&C92] se presenta un algoritmo para el calculo de distancias entre
politopos que tiene sus raices en el método anterior de Meyer. Se basa en encontrar los
dos elementos (cara, arista, vértice) mas cercanos, mediante los tres criterios de
aplicabilidad de [Don84], que si fallan dan lugar a otro par de elementos més cercanos.
El coste es heuristicamente menor que lineal al nimero de vértices, pero resulta
especialmente interesante cuando, conocidos los dos elementos més proximos, algln
politopo (o ambos) se mueve, ya que los elementos mas proximos se suelen mantener
para movimientos incrementales. En este caso el coste es constante, produciéndose no
mas de un cambio durante cada paso del algoritmo. Resulta conveniente realizar un
preproceso para evitar casos como un vértice interseccion de méas de cuatro o cinco
aristas, caras limitadas por mas de cuatro o cinco aristas, etcétera. Este trabajo inicial se
completa en [Lin94] donde se presenta un algoritmo para la deteccion de colisiones y la
determinacion de contactos entre modelos geométricos, descritos mediante fronteras
lineales o curvas (superficies splines racionales o funciones algebraicas), con
movimientos rigidos. El nacleo del algoritmo es un método incremental simple y rapido
para calcular la distancia entre poliedros convexos que utiliza las propiedades de
convexidad para establecer unos criterios de aplicabilidad y verificar los elementos méas
cercanos. Realiza un preproceso para que el nimero de elementos vecinos de un
elemento sea constante y garantizar ejecuciones en tiempo constante para cada prueba.
Para politopos no convexos usa una representacion jerarquica de la medida de la
distancia. Ademas describe dos métodos para reducir la frecuencia de la realizacion de
la deteccion de colisiones entre pares de objetos mdviles: utilizando una cola de
prioridades ordenada por la minima cota en tiempo de colision y utilizando un test de
solapamiento entre cajas contenedoras. Finalmente presenta un algoritmo global
oportunistico de planificacion de movimientos [C&L93] que usa el algoritmo del
calculo de la distancia incremental para obtener un esqueleto mono-dimensional sobre
el que se debe mover el mavil.

Lin, junto a Manocha, ha extendido recientemente sus trabajos para entornos dindmicos
con multiples objetos complejos mediante una técnica de reduccién de dimension para
podar el nimero de pruebas a realizar [CL+94] y [CL+95]; para cualquier tipo de
objetos B-rep mediante una jerarquia de cajas contenedoras mediante una variante de la
representacion oct-tree [PML94]; para poliedros no convexos mediante barridos y
podas jerarquicos [LMP95]; para objetos curvos definidos mediante superficies
NURBS y Bézier [L&M95].
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En [T&T94] también se extiende esta técnica para modelos poliédricos generales, no
necesariamente convexos, evitando ademas el preprocesamiento inicial de [Lin94] que
puede crear numerosas caras y aristas ficticias con el consiguiente aumento de coste
computacional en los algoritmos de determinacion de interferencias. Cada predicado de
un criterio de aplicabilidad se transforma en la evaluacion del signo de un determinante,
lo que aumenta la robustez del algoritmo. Ademas, muestran la forma de obtener una
cota inferior de la distancia entre los poliedros no-convexos. La utilizacién de una
estrategia de poda mediante la representacion de un grafo esférico de orientaciones de
caras en [J&T95] permite reducir el espacio de busqueda de la distancia entre los
objetos para la deteccion de colisiones con movimientos translacionales. Una poda de
pruebas en la deteccidn de colisiones utilizando descomposicion celular se utiliza en
[E&T95].

Gilbert es uno de los investigadores mas productivos en el campo del calculo de
distancias. En [G&J85] formulan un problema de planificacion de movimientos como
control optimo, donde las distancias son restricciones activas para la deteccion de
colisiones. Para ello realizan un estudio de la continuidad y derivabilidad de la distancia
como funcion del estado del sistema, obteniendo que so6lo son continuamente
diferenciables cuando los objetos son modelados mediante conjuntos convexos. Los
resultados los aplican a un mévil 2D con rotacion. En [J&G85] aplica los resultados
anteriores considerando el espacio 3D y un control 6ptimo de tiempo minimo.

Posteriormente, en [GJK88] se presenta un algoritmo para determinar la distancia entre
conjuntos compactos, optimizado para politopos 3D. El algoritmo es eficiente y
aproximadamente lineal en el ndmero de puntos total que definen los politopos.
Ademas devuelve los puntos mas cercanos de los politopos o una cota a la intensidad de
penetracion entre ellos. Para aplicaciones de deteccidn de colisiones se puede inicializar
de una forma especial en funcion del resultado anterior para reducir el coste
computacional. Los autores vuelven a utilizar la extension esférica de politopos (con
radio constante) como en [J&G85] para garantizar una distancia de seguridad. El
algoritmo se basa en la diferencia de Minkowski y la evaluacién de una funcion soporte
que se puede expresar, al igual que su solucion, mediante productos escalares de los
vértices que definen la diferencia de Minkowski. El algoritmo es iterativo, evaluando
para cada paso la funcién soporte y su solucién, inicializandose segun una direccion
como por ejemplo la del centroide. En cada paso, para una direccién, considera la
solucion soporte y los vertices mediante los que se definen.

En [G&H89] explica un algoritmo iterativo para deteccion de colisiones entre dos
objetos convexos cuyos movimientos se definen por un camino con traslacion y
orientacion en el espacio de configuraciones. Ambos objetos se pueden mover
simultaneamente de forma independiente. El algoritmo devuelve que no hay colision o
el primer punto donde colisionan. Estudia los casos 2D y 3D. El algoritmo se basa en
determinar, para una direccién dada, el hueco de menor espesor segun los hiperplanos
definidos por la funcion soporte en cada politopo, asi como el espesor de este hueco,
que es la minima distancia entre los politopos en la direccion dada. Plantear esta
distancia en funcion de la variable de configuracion de los politopos y resolver la
ecuacion que hace la distancia nula, devuelve si no hay colision en el intervalo a medir

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
en Sistemas Robotizados mediante Volimenes Esféricos. 115



Capitulo 4. Calculo de Distancias y Deteccion de Colisiones con Modelos Esféricos

o por el contrario cuando volver a considerar otra direccion para evaluar su funcion
soporte.

Finalmente, en [G&F90] generaliza el algoritmo de célculo de distancias de [GJK88]
para cualquier tipo de objetos convexos en 3D, incluyendo objetos curvos, evitando
errores por aproximacion de politopos. Consiste en una serie de reglas que permiten
obtener tanto la funcidn soporte como la solucion soporte de objetos complejos en base
a las funciones soporte y soluciones soporte de los elementos basicos componentes de
esos objetos. Para ello presenta férmulas de diversos objetos bésicos, tanto objetos 3D
como elementos 2D en el espacio 3D. Asi consigue reducir el tiempo al calcular la
funcidn soporte y la solucion soporte con formulas directas en vez de tener que realizar
comparaciones con productos escalares de puntos por el vector direccion en cada paso.

Algunos de los colaboradores de Gilbert, como Keerthi, han seguido trabajando en
estos temas: en [S&K92] analiza la complejidad computacional de cuatro problemas de
proximidad entre politopos convexos: a) comprobar si dos politopos interseccionan, b)
si se tocan, en caso de no interseccionar, ¢) la minima distancia entre ellos d) y si
interseccionan, la intensidad de penetracion entre ellos, mientras que en [SSK93]
presenta algoritmos para calcular la intensidad de penetracion entre objetos planares y
poliédricos cuando los objetos colisionan.

También se han utilizado técnicas de optimizacion en el célculo de distancias. [ZRL92]
realiza el calculo de distancias entre politopos convexos 3D basado en una
minimizacion de la funcién distancia obteniendo una sucesion de direcciones 6ptimas
de basqueda sobre las frontera de los politopos, para dar lugar a los dos puntos mas
cercanos. El algoritmo combina el método de la proyeccion del gradiente con una
direccion de bdsqueda 6ptima adicional cuando el primer método da fendomenos
zigzagueantes. En este articulo, los objetos se modelan mediante politopos definidos
por semiespacios.

Normalmente, al calcular la distancia entre dos objetos se suele considerar la norma
euclidea entre dos puntos, cada uno perteneciente a la frontera de un objeto. Sin
embargo, hay trabajos que utilizan otros tipos de normas al considerar la distancia,
como la norma-1 o la norma-- ([K&S89a] y [K&S89b]).
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4.2. Calculo de Distancias entre Politopos

En la seccidon anterior se han repasado las técnicas mas importantes de deteccion de
colisiones y calculo de distancias. En esta seccién se analizardn dos conceptos
utilizados posteriormente para aplicar sobre los modelos esféricos: la diferencia de
Minkowski y la funcidn soporte.

4.2.1. Diferencia de Minkowski y Funcion Soporte

La diferencia de Minkowski entre dos poliedros convexos es un poliedro convexo
cuyos puntos frontera representan configuraciones de contacto entre los poliedros
originales, mientras que los puntos del interior representan configuraciones de
interseccion. Por tanto, la minima distancia de traslacion entre dos poliedros es igual a
la minima distancia de traslacion entre el Origen y la diferencia de Minkowski entre los
poliedros. Las caras del poliedro generado mediante la diferencia de Minkowski se
corresponden a uno de los tipos de contacto definidos en [L-P83b]: cara-vértice,
veértice-cara y arista-arista.

El célculo de distancias entre politopos desarrollado en [GJK88] aprovecha el hecho de
que la distancia minima entre dos objetos es la misma que la distancia mas corta desde el
Origen al objeto formado por la Diferencia de Minkowski de los dos objetos. Para ello,
dados dos conjuntos de puntos P y Py, que definen dos politopos, se forma un nuevo
politopo con el conjunto de puntos siguiente:

Pa=P:-P.={p:p=p,-P,, P, €P1,P, € P}

Aunque fue Wolfe [Wol76] el primero en utilizar una funcion soporte para el calculo de
distancias sobre la Diferencia de Minkowski de dos politopos, su utilizacion en robotica
se plantea por primera vez en [GJK88]. La funcion soporte hp(n) de un politopo PcR™
en una direccion neR™ es el maximo producto escalar de un punto de P por n:

hp(n)=rpg,xn-p,neﬂ%m
Una solucion soporte de un politopo para una direccion, pp(n), es aquel vértice del
politopo que devuelve la funcion soporte (maximo producto escalar con el vector

director), es decir el punto del politopo mas lejano en la direccién dada:

Pp(M) € PM-pp(M)=h, (M)
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Tanto la funcion soporte como la solucion soporte se pueden definir mediante los
vértices del politopo.

El algoritmo de célculo de distancia entre los politopos P y Q basado en la diferencia
de Minkowski y la funcion soporte se descompone en un subalgoritmo de célculo de
distancias y en un algoritmo iterativo que para cada paso se aprovecha la direccion
"probablemente mas adecuada” para calcular el punto mas cercano y considerar solo los
vértices necesarios para definirlo. La direccion probablemente més adecuada viene
definida por el punto més cercano al origen encontrado hasta ahora.

Basicamente, el algoritmo tiene los siguientes pasos:

1. Obtener P-Q a partir de la diferencia de Minkowski entre Py Q.

2. Inicializar un conjunto Vy con el punto vo=pp.q solucion soporte de P-Q para la
direccion cp-Cq, siendo cp y Cq los centroides de P y Q, es decir, con el vértice
de P-Q que de maximo producto escalar con cp-Co.

3. Calcula el punto v; del conjunto V; mas cercano al origen mediante el
subalgoritmo de calculo de distancia. Se considera -v; la direccion
"probablemente méas adecuada” de la distancia del origen a P-Q.

4. Obtener vi:1 como la solucion soporte de P-Q para la direccion -v;, es decir el
vértice de P-Q mas cercano al origen en la direccion -v;.

5. Actualizar el conjunto Vi1 incluyendo vi:1 en V; y eliminando los vértices no
necesarios para definir vi.;.

6. Incrementar i e ir al paso 3 si no se cumple la condicién de convergencia (por
ejemplo, |([[Vis1]|*-(he-o(-Vi+1))?)| menor que cierta tolerancia).

El subalgoritmo del calculo de distancia calcula el punto méas cercano al origen de un
politopo con hasta cuatro vertices. Ademas, devuelve los Unicos vértices necesarios para
definir ese punto: por ejemplo, si el punto mas cercano es uno de los vértices del
politopo, sdlo ese vertice se necesita para definir el punto mas cercano; si el vértice esta
en una arista (cara) solo sus dos (tres) vértices extremos se necesitan. S6lo se requieren
cuatro vértices cuando el punto esté en el interior del objeto, lo que produce una colision.

4.3. Calculo de Distancias entre Poli-Esferas

Pese a que las poli-esferas son una generalizacion de los politopos, permitiendo un
dominio de modelos mucho mas amplio, esto no complica el calculo de distancias. En
ambos problemas, célculo de distancias entre politopos y entre poli-esferas, se debe
encontrar el par de elementos mas cercanos: en el primer caso los dos puntos mas
cercanos y en el segundo, las dos esferas méas cercanas. Esto implica que para identica
complejidad del problema, con poli-esferas se tiene la ventaja de poder calcular la
distancia entre objetos mas generales y por tanto mas complejos.
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El algoritmo de [GJK88] del apartado anterior o bien calcula la distancia méas corta entre
dos politopos, devolviendo ademéas un par de puntos (uno por politopo) que definen esta
distancia y el vector de colision, o bien devuelve que existe colision entre los politopos.
Sin embargo, este algoritmo presenta los tres problemas siguientes:

¢ No es general para poder ser aplicado a poli-esferas.

e No devuelve la intensidad de penetracion cuando los objetos colisionan, lo que sera
necesario conocer cuando se utilice el calculo de distancias para la deteccion de
colisiones con estructuras jerarquicas extendidas de sistemas robotizados.

e No devuelve todas los posibles pares de elementos (puntos en este caso) que definen la
distancia entre los objetos (politopos en este caso): si existe mas de una solucion,
devuelve aleatoriamente una de ellas. Por ejemplo, cuando un objeto tiene una arista
paralela a un plano del otro objeto, la distancia méas corta entre los objetos viene
determinada por ese par arista/plano: sin embargo, el algoritmo devuelve
aleatoriamente un par de puntos solucién (uno perteneciente a la arista de un objeto y
otro al plano del segundo objeto) de los infinitos pares solucién existentes. Para la
utilizacion de este modulo del calculo de distancias en la planificacion de
movimientos de objetos con rotacién, va a resultar necesario determinar
completamente los elementos que definen el par de elementos mas cercanos entre las
objetos.

El problema de encontrar la distancia mas corta entre dos poli-esferas, Son y S, , S€
puede formalizar, al igual que el calculo de distancias entre dos politopos, como un
problema de minimizacién:

d(So.n,S,.,) = rrr;in d(si,s;)

s'jeso,m

siendo d(si,s'j) la distancia entre las esferas s; y sJ es decir, la norma esférica minima,

Hsin , del vector esferico s;; definido por las esferas s; y sJ
m

Formulando en el espacio de los parametros queda:

(o0, S0.n) = N S0 (Rasvves hn) Sy (o)

7\.j,j:1,...,m

Muchos métodos numéricos se pueden aplicar al problema, pero un algoritmo para una
solucion geométrica muy rapida se muestra en [THK91], formalizada en [HKT92] como
una extension esférica del calculo de distancias entre politopos comentado en la seccién
anterior. Con este algoritmo se resuelve el primer problema, la generalizacion del célculo
de distancias entre politopos al célculo de distancias entre poli-esferas, pero
permanenecen los dos Gltimos problemas.
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A continuacion se muestra otra forma de realizar una extension esférica del algoritmo del
calculo de distancias entre politopos para poder aplicarlo al calculo de distancias entre
dos poli-esferas. Este nuevo algoritmo devuelve la intensidad de penetraciéon cuando los
objetos colisionan, asi como los elementos necesarios para definir completamente la
distancia entre las poli-esferas. Al igual que en el planteamiento original, el método se
basa en unos algoritmos bdsicos, que permiten calcular la distancia al origen o la
intensidad de penetracion del origen de los cuatro tipos basicos de poli-esferas (esfera, bi-
esfera, tri-esfera y tetra-esfera) y un algoritmo iterativo que se basa en los algoritmos
basicos.

4.3.1. Algoritmos Basicos de Calculo de Distancias al Origen

Los algoritmos basicos para el célculo de distancias entre poli-esferas son cuatro
algoritmos diferentes pero interdependientes, consistentes en el calculo de la distancia
al origen de una esfera, una bi-esfera, una tri-esfera y una tetra-esfera. Estos cuatro
algoritmos se utilizan para encontrar la distancia entre una poli-esfera y el origen ya
que éste se basa en los algoritmos de poli-esferas con menor nimero de vértices.

Distancia a una Esfera

Al hablar de distancia a un objeto nos referimos a la minima distancia entre el Origen y
este objeto. Lo podemos denotar por DIST(0bjeto).

Para una esfera s;, este calculo es trivial:
DISTo(si)=]Isillm

Notese que si el origen estd incluido en la esfera s;, la distancia devuelve la intensidad
de penetracion.

Se define la distancia maxima del origen a la esfera s; como DISTom(Si)=||Sil|m-

Distancia a una Bi-Esfera

La distancia del Origen a una bi-esfera Sp; es igual a la distancia del origen a un esfera
si perteneciente al conjunto de esferas barridas por la bi-esfera, es decir, sj(A)=Se1(A)
para cierto A, de forma que los vectores esféricos si(A) y So1 son perpendiculares,
cumpliendo

s.(A)-s, =0

lo que da lugar a la ecuacion siguiente:
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cosf,(A) = coso, (A) cosy,, +sino, (A)siny,, =0

siendo Bi(A) el angulo que forma el eje vi(A) del vector esférico sj(A) con el cono
tangente del vector esférico so1; oi(A) el angulo que forman los ejes Vi(A) ¥ Vo1 Y Yo €l
éngulo de convergencia del vector esférico sp;. Sustituyendo en la ecuacién anterior

i So-T
cosoy () = =TT
H HH I

ST (v, (V) -V, (M) = (V; (M) - Vy)?

Sustituyendo Vv, (A) =V, +Avy, (siendo v, el vector del origen al centro de sg) y
operando:

HVMHZ(H"MHZ _Sol'rz) A +2(HV01H2 —301.r2)(v0 Vo) At (v, 'V01)2 _501-r2HV0H2 =

Resolviendo la ecuacion de segundo grado obtenida y simplificando con las

expresiones [all* [b|* —(a-b)® =(axb)-(axb) =axb|’ y tgy,, = S 7 — se
Sgy- 17 —HVMH
tiene:
X:_(VO‘\Z()l)itgy HVOXV H AL
HV01H HV01H

El primer término de la solucién A" representa aquel valor de A que hace perpendicular
a los ejes Vi(A) y Vo1, dando la esfera barrida por la bi-esfera con centro mas cercano al
origen, mientras que el segundo término AA sirve como corrector para que la
perpendicularidad sea entre el eje vi(A) y el cono tangente del vector esférico sp;. Estas
dos soluciones representan los vectores esféricos que son perpendiculares al cono
tangente de la bi-esfera por fuera y por dentro, tal como se muestra en la Figura 4.1. Es
facil comprobar que la solucion adecuada es sumando ambos términos, tanto si tgyo: €s
positivo como negativo, por lo que no es necesario comprobar ambas soluciones y
descartar una.

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
en Sistemas Robotizados mediante Volimenes Esféricos. 121



Capitulo 4. Calculo de Distancias y Deteccion de Colisiones con Modelos Esféricos

(0]

Figura 4.1. Distancia del Origen a una Bi-Esfera. El calculo de la esfera barrida
por la bi-esfera mas préxima al origen se realiza en dos pasos: primero se determina
aquella esfera que tenga como centro el punto del eje de la bi-esfera mas cercano al
origen y después se corrige esta posicion para encontrar la esfera deseada. De esta
forma se obtiene una esfera cuyo vector esférico es perpendicular al vector esférico
de la bi-esfera. El vector esférico dibujado a puntos se descarta por ser su eje
perpendicular al cono tangente de la bi-esfera por dentro de la misma.

Al mismo resultado se llega en [THK91] mediante una interpretacion geometrica
directa del problema o si se considera que la derivada respecto a A de la minima
distancia del origen al vector esférico sj(A) debe ser cero:

d d
Sl - S, 25, -0

lo que produce una ecuacion de segundo grado idéntica a la anterior.
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Finalmente, si A€[0,1] entonces DISTo(So1)=DISTo(si(A)). Si el parametro A esta fuera
del rango [0,1], se tiene que si A<0, DISTo(Se1)=DISTo(So) Y por el contrario, si A>1,
DISTo(S01)=DISTo(s1). Nétese que si el origen esta incluido en la bi-esfera So;, la
distancia devuelve la intensidad de penetraciéon, al basarse en el calculo de la distancia
del origen a una esfera.

Se define la distancia m&xima del origen a la bi-esfera DISTom(So1) a aquella obtenida
utilizando A—AX y la distancia méxima a la esfera en vez de la distancia a la esfera. La
Tabla 4.1. resume el calculo de ambas distancias.

Tabla 4.1. Célculo de las distancias minima y méxima de una bi-esfera al origen

AL = _(Vo '\2’01)
||V01||
V, XV
=g, el
||V01||
A=A"+AL A=A —AL
0<A<1 D|STQ(SQ]_):D|STO(Si(7\,)) OSKMS:L D|ST0M(801):D|STom(SiO\,M))

A<0 DlSTo(501):D|STo(So) 7\,M<0 DlSTom(So;L):D'STom(So)
2>1 D|STO(801):D|STO(31) 7\,M>1 DISTOM(SM):DISTOM(Sl)

Nota: Sombreadas se encuentran las condiciones que representan fuera de rango

Distancia a una Tri-Esfera

La direccion de la distancia mas corta del origen a la tri-esfera Spi2(A1,A2) viene dada
por la direccion del eje de uno de los vectores esféricos normales a la tri-esfera,
resultado de los productos vectoriales esféricos Sp12=S01XSp2 O S021=S02XSo1. Para
determinar cual de los dos casos posibles es el adecuado, basta comprobar si
Vv, ~(v01 xvoz) < 0, en cuyo caso se considera Sp12, Mmientras que en caso contrario, se

considera spp1. El siguiente desarrollo presupone que el vector adecuado es Soiz,
sustituyéndose por Sgz1 €N €aso necesario.

Sea Sjj=So12(AiAj) la esfera barrida por la tri-esfera méas cercana al origen y sea
dij=l|sij.c|| la distancia del origen al centro de la esfera s;. Es evidente que se debe
cumplir:

_dij Voo =Vo + 7\’i Vo + 7‘,‘ Voo
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Multiplicando esta ecuacidn escalarmente por Vpixvgiz y teniendo en cuenta que
a-(axb) =0 yaque ay axb son perpendiculares da:

Vo '(V01 X sz)

Voo '(V01 X V012)

0=v, -(v01 XV012)+0+7\.J-V02 ~(v01 ><V01z) =>A=-

De la misma manera, si la misma ecuacion se multiplica ahora por v xVo:2 Se tiene:

Vo '(Voz X V012)

"= —
Vou '(Voz X Vo12)

Con lo que se obtienen los valores A;, A; que definen la esfera s;; barrida por la tri-esfera
So12 mas cercana al origen. Finalmente, los parametros A;, A; pueden estar dentro o

fuera del rango delimitado por A0, A0, Ai+A;<1 presentdndose diferentes casos,
ilustrados en la Tabla 4.2.

Tabla 4.2. Célculo de la distancia minima de una tri-esfera al origen

Si v, -(vOl x voz) < 0 entonces

Vi :(Voz XV012)1 \& :(Vm ><V012)

si no
Vi = (Voz X VOZl)’ V= (V01 x V021)
}\’i _ V-V, | }\’j _ Vo'Vj
Voo Vi Vo2 'Vj
0< A 0< A LitAi<l | DISTo(So12)=DISTo(si)
Ai<0 0< )\ LitAi<l | DISTo(S012)=DISTo(Se)
0< A;<0 LitA<l | DISTo(S012)=DISTo(So1)
0< A 0< A I<Ai+d; | DISTo(S012)=DISTo(S12)
7\,i<0 7\«j<0 7\ri+7\ij1 DISTO(8012):min(DISTO(801), D|STQ(802))
7\,i<0 o< 7\,1- 1<7\«i+7‘«j DlSTo(Solz):min(D|STO(S()2), DISTO(S]_Z))
o< 7\4 7\,j<0 1<7\,i+7\,j D|ST0(8012):min(D|ST0(801), D|STQ(812))
Ai<0 7\]<0 1<7bi+7»j IMPOSIBLE

Nota: Sombreadas se encuentran las condiciones que representan fuera de rango
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Como el calculo de la distancia del origen a una tri-esfera se basa en el calculo de la
distancia del origen a una esfera o0 a una bi-esfera, si el origen esta incluido en la tri-
esfera, el algoritmo devuelve la intensidad de penetracion.

Se define la distancia maxima a la tri-esfera, DISTom(So12) @ aquella calculada usando
el eje del otro vector esférico normal y las distancias maximas a la esfera y la bi-esfera
cuando corresponda. Su célculo viene definido en la Tabla 4.3.

Tabla 4.3. Célculo de la distancia méxima de una tri-esfera al origen

Si v, -(vOl X voz) > 0 entonces
Vi = (Voz X V012)' V= (V01 X V012)
si no
Vi = (Voz X VOZl)' V= (V01 x V021)
AL AR W Bt
Voo " Vi Vo *Vj
0< A 0< A LitA<l | DISTom(So12)=DISTowm(si)
Ai<0 0< A AitA<1l | DISTom(So12)=DISTom(So2)
0< A A;<0 LitAi<l | DISTom(So12)=DISTom(So1)
0< A 0< A 1<Ai+}; | DISTom(S012)=DISTom(S12)
7\,i<0 7\,j<0 }\ri+7\ij1 D|STO|\/|(S()12):min(D|ST0M(S()1), D|STO|\/|(802))
Li<0 0< A 1<Ai+d; | DISTom(S012)=min(DISTom(Se2), DISTom(S12))
0< A A;<0 1<Ai+}; | DISTom(So12)=min(DISTom(Se1), DISTom(S12))

Nota: Sombreadas se encuentran las condiciones que representan fuera de rango

Distancia a una Tetra-Esfera

Como el origen es un punto del espacio tridimensional, se puede expresar como una
combinacion lineal en funcion de los vectores eje Vo1, Vo2 Y Vos Segun:

0=V, +A,Vy, + ljvoz + A Vs

Multiplicando esta ecuacion escalarmente por V2xVos, Vo1xXVos, Y Vo1XVoz, Se obtiene:
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—Vo '(Voz X Voa) —Vo '(V01 X V03) —Vo '(V01 X Voz)

7\.. = }\, = ,7\« =
| Vo '(Voz XVos) o Vo '(V01 XVOS) ‘ Vs '(V01 ><Voz)

Si estos tres pardmetros son no negativos y su suma es menor o igual que la unidad, el
origen se encuentra dentro del tetraedro formado por los centros de las esferas que
definen la tetra-esfera. En este caso se debe devolver la intensidad de penetracion que
corresponde a la minima de las distancias maximas a las tri-esferas de la tetra-esfera:
D|STOM(80123):-min(D|STO|\/|(S()12),D|STOM(5013),D|STom(Sozg),D|SToM(5123))

Si los pardmetros se salen del rango establecido, la distancia resultado se obtiene en
funcién de distancias a tri-esferas, devolviéndose cuando asi ocurra la intensidad de
penetracion. En total, pueden presentarse los dieciséis casos posibles que se muestran
en la Tabla4.4.

Tabla 4.4. Calculo de la distancia de una tetra-esfera al origen (devolviendo la intensidad
de penetracién cuando se produce colisién).

-V, '(Voz X Vos) -V, '(Vo1 x Vos) -V ’(Vo1 X Voz)

A = A = A, =
Vo '(Voz x Vos) ) '(V01 X Vos) Vs '(V01 X Voz)

0<Ai | 0<A | 0<Ak | it | DISTo(S0123)=DISTom(So123)

Ai<0 | 0<h | 0=k | AitAj+A<1 | DISTo(S0123)=DISTo(So23)

0<Ai | A<O | 0<Ax | AitAj+Asl | DISTo(S0123)=DISTo(So13)

0<Ai | 0<Aj | Ak<0 | Ai+Aj+A<l | DISTo(S0123)=DISTo(So12)

0<Ai | 0<Aj | 0<Ax | I<Aitdj+Ax | DISTo(S0123)=DISTo(S123)

Ai<0 | Aj<0 | 0<Ai | AitAj+Ausl | DISTo(So125)=min(DISTo(Se23),DISTo(So13))

Ai<O | 0<hy | A<0| Ai+Aj+A<L | DISTo(So123)=min(DISTo(Se23),DISTo(S012))

Ai<0 | 0<A; | 0S| 1<hitAj+Ai | DISTo(So125)=min(DISTo(Se23),DISTo(S123))

0<Ai | Aj<O | Ak<0 | Ai+Aj+M<1 | DISTo(So123)=min(DISTo(So13),DISTo(S012))

0<Ai | A<O | 0<Ay | I<Ahitdj+Ax | DISTo(So123)=min(DISTo(So13),DISTo(S123))

0<Ai | 0<Aj | Ak<0 | I<Ai+Aj+Ax | DISTo(So123)=min(DISTo(Se12),DISTo(S123))

7\,i<0 7\,J<0 7\4k<0 7\,i+7\,j+7\,kgl D|STo(Solzg):min(DlSTo(Sogg),DlSTo(Sol3),D|STo(8012))

Ai<0 | A<0 | 0=\ | 1<AitAj+A | DISTo(So123)=min(DISTo(Se23),DISTo(S013), DISTo(S123))

Ai<O | 0<Aj | A<O | I<AitAj+Ai DISTo(S0123)=min(DISTo(S023),DISTo(So012), DISTo(S123))

0= | Aj<O | Ak<O | T<AitAj+Ai DISTo(S0123)=min(DISTo(S013),DISTo(S012),DISTo(S123))

7\,i<0 7\’J<0 }\,k<0 1<7\,i+}\,j+}\,k IMPOSIBLE

Nota: Sombreadas se encuentran las condiciones que representan fuera de rango
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Estos cuatro algoritmos basicos, que permiten calcular la distancia al origen de las
cuatro clases de poli-esferas bésicas, se han implementado en un programa en C y
ejecutado en un ordenador Pentium a 160MHz sobre cien elementos generados
aleatoriamente, obteniéndose los tiempos de ejecucién resumidos en la Tabla 4.5.

Tabla 4.5. Evaluacion de tiempos para el célculo de la distancia de poli-esferas béasicas al

origen.
Poli-esfera Tiempo Minimo | Tiempo Medio | Tiempo Maximo
Esfera 0.0 0.001 0.001
Bi-esfera 0.014 0.015 0.016
Tri-esfera 0.065 0.065 0.066
Tetra-esfera 0.182 0.183 0.188

Nota: Los tiempos se muestran en milisegundos

Es de destacar lo reducido que son estos tiempos, ya que muchas veces se utilizaran
estos elementos basicos para modelar objetos. Por ejemplo, para planificar los
movimientos de un vehiculo autoguiado, suele ser aconsejable envolver el mismo con
un modelo sencillo que, ademas de servir como zona de seguridad, permita el célculo
de distancias rapido para poder aplicar en tiempo real y comprobar los datos previstos
por el planificador off-line con los resultados medidos con sensores de distancia y
actuar en consecuencia. Ello hace que muchas veces se modele el AGV como una
esfera y los obstaculos como elementos de pocas esferas, pudiéndose obtener calculos
de distancias entre ellos en pocos milisegundos.

4.3.2. Célculo de Distancias entre Poli-Esferas

Se define la Diferencia de Minkowski Esférica, a partir de dos poli-esferas S, . y S, ,
con vértices esféricos $’={s,,...,s,.} y S ={s;....,S,} respectivamente, entre las que se
quiere calcular la distancia, como aquella poli-esfera definida por los vértices esfericos
S={s,,-.-,S,} con n=(m+1)x(k+1)-1 segun:

* .

Sikenysj =Si =S, 1=0,...,m,j=0,...,K

siendo el operador binario Diferencia de Minkowski Esférica (~) para dos esferas como
la esfera resultante de realizar la diferencia de centros y suma de radios:

S, ~S, =$:8.C=5,.C—S5,.C,S.I =S,.[ +S,.T
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De esta forma, el célculo de la distancia entre las dos poli-esferas se calcula a partir de
la distancia de la poli-esfera diferencia de Minkowski al origen.

Se define la funcién soporte esférica hs(m) de una poli-esfera So., definida a partir del
conjunto finito de esferas S={so,...,sn} en una direccion neR® como el méaximo
resultado de realizar el producto escalar del centro de una esfera de S por el vector ny
sumarle el radio de la esfera:

hg (n) = max n-s.c+s.rl,ne R

Una solucién soporte esférica de una poli-esfera para una direccion ne®t®, denominada
ss(n), es aquella esfera vértice de la poli-esfera que devuelve la funcién soporte esférica
(méximo producto escalar de su centro con el vector director méas su radio), es decir la
esfera de la poli-esfera mas lejana en la direccion dada:

ss(n) € Sim-sg(M).c+s5(n).r =hsm)

Tanto la funcién soporte esférica como la solucion soporte esférica se pueden definir
mediante los vértices esféricos de la poli-esfera.

El algoritmo de célculo de distancia entre las poli-esferas So.n y S, ,, cOn Vértices
esféricos S={so,....sn} Y S’={s,,...,s,} respectivamente, basado en la diferencia de
Minkowski esférica y la funcién soporte esférica, utiliza los algoritmos basicos de
calculo de distancias a poli-esferas de hasta cuatro vértices esféricos de la seccién
anterior.

La forma de actuar del algoritmo es iterativa, aprovechando para cada paso la direccion
"probablemente mas adecuada” para calcular la esfera méas cercana y considerar solo los
vértices esféricos necesarios para definirla. La direccion probablemente mas adecuada
viene definida por el centro de la esfera mas cercana al origen encontrada hasta ahora.

El algoritmo devuelve la intensidad de penetracion cuando hay colision, ya que los
algoritmos basicos la calculan. Ademas, genera los elementos necesarios para definir
completamente las dos esferas mas proximas cuando la solucion no es Unica.

Basicamente, el algoritmo tiene los pasos que se muestran a continuacion:
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1. Obtener S como la diferencia de Minkowski esférica entre S’ y S” de una forma
ordenada, para que sea posible recuperar, a partir una esfera s de S, el par de
esferas s’ de S’ y s* de S™ que la han generado. Si S esta vacio, terminar con
mensaje al respecto; si sélo tiene una esfera, terminar devolviendo la distancia
di=llslm.

2. Para i=0, inicializar un conjunto Z; con la esfera c; de S més cercana al origen;
inicializar ni=-ci.c y gi=-ci.Cc-ci.c+ci.I; inicializar s; con la esfera de S solucion
soporte esférica de m;i: si=ss(mi) y eliminarla de S; inicializar hi=-n;s;.c+s;.r;
inicializar d; con ||ci|lm; eliminar de S la esfera s; y toda esfera s; tal que
Ni‘Sj.C+S;j.r<g;

3. Si hi<g; terminar con:

e 0j la esfera mas cercana al origen, o;.c el vector de colision, d; la distancia
entre las poli-esferas

e Afadir a Z; toda esfera s; de S tal que n;s;j.c+s;j.r=g;

e Recuperar todas las esferas s’ de S’ ys” de S’ que definen las esferas de Z;

4. Generar Zi=ZiU{si}

5. Calcular la esfera ci:1 de la poli-esfera definida mediante Zi,; méas cercana al
origen mediante los algoritmos basicos de célculo de distancias al origen;
actualizar di+1=||Ci+1||lm, Mi+1=-Ci+1.C Y Qi+1=Ni+1°Ci.C+Ci.I

6. Eliminar de X1 los vértices esféricos no necesarios para definir i+

7. Si Zj4; tiene cuatro vértices terminar con:

e Mensaje de colisién con o1 la esfera mas cercana al origen, oci.1.C el vector
de colisién y dis; la intensidad de penetracion

8. Si S esta vacio terminar con:

e i1 la esfera mas cercana al origen, oi.1.c el vector de colision, di. la
distancia entre las poli-esferas

e Afadir a Zj;; toda esfera sj de S tal que ni+1Sj.C+Sj.r=gi+1

e Recuperar todas las esferas s’ de S’ ys de S que definen las esferas de i

9. Calcular si+; como la esfera de S solucion soporte esferica de Mi+1: Si+1=Ss(Mi+1);
actualizar hi+1=mi+1Si+1.C+si+1.I; eliminar de S la esfera si+1 y toda esfera s; tal que
Ni+1'Sj.CtSj.I<gi+1

10.Incrementar i e ir al paso 3

La terminacion del algoritmo en los pasos 3y 8 se realiza con dos conjuntos de esferas de
S’y S” que representan los elementos necesarios para definir completamente las esferas
mas proximas cuando la solucion no es Unica. La terminacion en el paso 7 se realiza
devolviendo la intensidad de penetracion como una distancia de valor negativo. La Figura
4.2 ilustra el algoritmo.
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'
S’y

c) d)

Figura 4.2. Pasos del Algoritmo del Calculo de Distancias entre E’oli-Esferas. El
primer paso para calcular la distancia entre las poliesferas S’o, y S o3 (figura a) es
calcular la poli-esfera diferencia de Minkowski esférica, Sg.1, (figura b), para
encontrar la distancia al origen. Después, (figura c) se calcula la esfera o, mas
cercana al origen y s, como la solucidn soporte del vector co.c, para definir una bi-
esfera de la que se calcula o; como la esfera mas cercana al origen. Se repite el
proceso (figura d) para determinar s; como la solucién soporte de ¢;.c y c, como la
esfera mas cercana al origen de la tri-esfera definida mediante oy, So, 1, eliminando
Op, Ya que no resulta necesaria para obtener c,. Como la funcién soporte respecto a
0,.C no se mejora, el algoritmo termina devolviendo la distancia, el vector de colisién
y recuperando los elementos originales que producen esta distancia.
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Figura 4.3. Coste Computacional del Algoritmo del Calculo de Distancias entre
Poli-Esferas. El coste computacional es aproximadamente lineal al nimero de puntos
total utilizado para definir la poli-esfera diferencia de Minkowski esférica. Ademas se
puede apreciar que el coste es mayor para determinar la distancia cuando no hay
colision que cuando hay colisiéon. El algoritmo es tan rapido (menos de 3
milisegundos para obtener la distancia al origen de una poli-esfera definida con 500
vértices esféricos) por su rapida convergencia: no suele requerir mas de tres o cuatro
iteraciones.

Este algoritmo se ha implementado en un programa en C y ejecutado en un Pentium a
160MHz, usando una poli-esfera de hasta 500 Vértices esféricos generados
aleatoriamente. En la Figura 4.3. se muestran los resultados de coste computacional,
donde se puede ver que éste es lineal al nimero total de vértices, produciendo resultados
muy rapidos (menos de 0.7 (3) milisegundos para calcular la distancia al origen de una
poli-esfera definida mediante 100 (500) vertices esféricos. La rapidez de este algoritmo
se basa en la convergencia tan rapida que tiene, necesitando normalmente sélo 3 6 4
iteraciones para determinar la distancia minima. Ademas, en la gréafica se puede observar
que resulta mas costoso obtener la distancia cuando no hay colisién que determinar la
intensidad de penetracion cuando se produce colision.

4.3.3. Calculo de Distancias con Reduccion de Poli-Esferas

A partir del ejemplo mostrado en la seccion anterior (Figura 4.2), se puede deducir que
al aplicar la diferencia de Minkowski esférica entre dos poli-esferas, en general
aparecen esferas redundantes, no necesarias para definir el volumen ocupado por la
poli-esfera resultante, es decir, que la nueva poli-esfera es reducible. Esto puede sugerir
la conveniencia de realizar un proceso de reduccion de la poli-esfera generada por la
diferencia de Minkowski esférica antes de calcular su distancia al origen.

Recordando (Seccién 3.3.3) que el resultado de reducir una poli-esfera Zo., definida a
partir de un conjunto de esferas Z={co,..., on} es una poli-esfera So., que ocupa el
mismo volumen, definida a partir de un conjunto de esferas S={s,...,S,}, subconjunto
de Z, con @=rango([®])<4 segun:
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S :{SE Q:s:so+ixi30i,50i =S, —S,,S es,ioc”xi sz,jzl,...,m}
i=1 i=1

Esta nueva poli-esfera irreducible solo requiere ¢ pardmetros A; para relacionar sus ¢+1
esferas, frente a los n parametros A; necesarios anteriormente para relacionar sus n+1
esferas. Ademas, el nimero de ecuaciones lineales que delimitan los rangos de los
parametros A; se ha reducido de n+1 a m con m<n.

Como ambas poli-esferas representan el mismo volumen en el espacio tridimensional,
la distancia al origen de Zo.n y So-, €s la misma.

Como ¢ es menor que n, se puede deducir erroneamente que el coste computacional de
calcular la distancia al origen de So., s menor que el de calcular la distancia al origen
de la poli-esfera Zo.,. Sin embargo, la distancia al origen de So., no depende solo de las

esferas {so,...,S,}, Sino también de las m ecuaciones iaijki > [3;, que limitan el rango
i=1

de los parametros, con lo que los costes computacionales son similares. Si ademas se
afiade el coste computacional de realizar una reduccion basada en la diagonalizacion de
la matriz, resulta que reducir la poli-esfera resultado de la diferencia de Minkowski
esférica no presenta mejoras frente al algoritmo utilizado en la seccion anterior. Esto es
debido a que el algoritmo anterior presenta una convergencia muy rapida: en cuatro o
cinco iteraciones ya ha encontrado la esfera solucion. Ademas, en cada paso elimina un
namero elevado de esferas a considerar.

4.4. Calculo de Distancias con Esferoides

La utilizacion de modelos esféricos no lineales, como esferoides cuadraticas y/o cubicas,
hace que se puedan presentar dos casos diferentes para el célculo de distancias, la
distancia de una esferoide a una poli-esfera y la distancia entre dos esferoides. Si bien
para ambos casos se podria buscar una solucion analitica, bien pretendiendo determinar el
vector esférico perpendicular a las superficies externas de la esferoide y la poli-esfera, o
determinando los parametros que hacen la derivada nula, estos métodos resultan muy
laboriosos, por lo que se ha optado por el planteamiento de un problema de minimizacion
multi-dimensional o bi-dimensional.
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Calcular la distancia entre una esferoide Sg_, de grado g y una poli-esfera So., con n
vértices esféricos es un problema de optimizacion multi-dimensional:

Min DIST(SG 4 (W), Sy, (M5 2,)

0<A;<1,
i=1,...,n

Para resolver este caso se puede utilizar como técnica de minimizacion el método
Downhill Simplex que ya se utilizd, en otro contexto, en el capitulo anterior. En
principio, las derivadas no estan disponibles, ya que son dificiles de obtener.

La técnica Downhill Simplex es un método de optimizacion local, por lo que el resultado
obtenido puede ser un minimo local pero no global. Sin embargo, al aplicar esta técnica
al célculo de distancias entre esferoides y poli-esferas, se conoce el maximo numero de
minimos locales que se pueden presentar, lo que simplifica mucho el problema. De
hecho, la distancia entre una esferoide cuadratica y una esfera puede presentar hasta dos
minimos, aumentando el nimero de minimos locales progresivamente segin aumente el
numero de vértices esféricos de la poliesfera, dando un total de n+1 minimos locales al
calcular la distancia entre una esferoide cuadratica y una poli-esfera con n vértices
esféricos. De la misma forma, la distancia entre una esferoide cubica y una poli-esfera
con n vertices esfericos puede presentar como maximo n+2 minimos locales. En el caso
del calculo de la distancia entre una esferoide spline con m esferas de control y una poli-
esfera con n vertices esféricos, cada uno de los m-1 segmentos es una esferoide cubica
que podria presentar n+2 minimos locales, dando un total de (m-1)(n+2) minimos.

Con una implementaciéon del algoritmo Downhill Simplex en un programa en C y
ejecutado en un Pentium a 160MHz, se ha aplicado al célculo de distancias entre las
esferoides cuadratica y cubica envolventes del robot IRB L6 mostradas en la Figura 3.11a
del capitulo anterior a una poli-esfera. En la Tabla 4.6 se muestra el tiempo medio de
ejecucion sobre 500 pruebas realizadas con el robot en una configuracién aleatoria y una
poli-esfera de hasta 8 vértices esféricos generados aleatoriamente. La precision con que
se obtiene la distancia es 1mm.

Calcular la distancia entre dos esferoides Sg_ y St_, de grados g y h es un problema de
optimizacion bi-variable al que se puede aplicar de nuevo el método Downhill Simplex:

min_DIST(SL, (A, ), S5, (A,)

0<Ay A, <1

El nimero maximo de minimos locales que se pueden presentar entre dos esferoides
cuadraticas es cuatro, entre dos cubicas es nueve mientras que entre una cuadratica y una
clbica es seis. Para una esferoide spline con n esferas de control y una esferoide
cuadrética es 6(n-1), con una esferoide ctbica es 9(n-1) y con otra esferoide spline con m
esferas de control es 9(n-1)(m-1).
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Tabla 4.6. Evaluacion de tiempos para el calculo de la distancia de la esferoide cubica
envolvente de un robot y una poli-esfera.

NUmero de Vértices
Esféricos de la Poli-Esfera 1 2 3 4 5 6 7 8

Tiempo Medio de Calculo
para la Esferoide Cuadrética| 0.4 | 0.5 | 09 | 15 | 1.8 | 25 | 3.0 | 3.9

Tiempo Medio de Calculo
para la Esferoide Cubica 06 | 08 | 14 | 22 | 27 | 38 | 46 | 59

Nota: Los tiempos se muestran en milisegundos

Aplicando la implementacion del algoritmo Downhill Simplex, ejecutado en un Pentium
a 160MHz, al calculo de distancias entre las esferoides cuadraticas y cubicas envolventes
de los robots IRB L6 e IRB 1500 mostradas en las Figuras 3.11a y 3.11b del capitulo
anterior, el tiempo medio de ejecucidn sobre 500 pruebas realizadas con ambos robots en
configuraciones aleatorias ha sido de 2.6ms (entre dos esferoides cuadraticas), 4ms (entre
una esferoide cuadratica y una cubica) y 6ms (entre dos esferoides cubicas). La precision
con que se obtiene la distancia es Imm.

4.5. Deteccion de Colisiones con el Modelo Jerarquico

La implementacion de un modulo eficiente de deteccion de colisiones exige el
establecimiento de un compromiso entre la precisién del modelo utilizado y la
eficiencia temporal que se exija al modulo de célculo de distancias. Para una aplicacion
donde el tiempo no sea un factor primordial, como la verificacion en la fase de
simulacion de un programa robot off-line, se podrian calcular tantas configuraciones
intermedias por las que se mueve el robot como se deseen y para cada una de ellas
calcular la distancia del robot a los obstaculos de su entorno utilizando modelos exactos.
La precision con que se trabaja serd funcion de la frecuencia con que se realice la
deteccion de colisiones (una cada segundo, cada décima o centésima de segundo,
etcétera) y la velocidad de movimiento. Por ejemplo, para una velocidad tipica de 1m/s y
una frecuencia de deteccion de colisiones de 0.1s, se realizan diez detecciones de colision
para un movimiento de la herramienta de un metro, es decir, una cada 10cm de
movimiento de la herramienta. Evidentemente, aunque dos configuraciones del robot no
produzcan colisiones, no se asegura que configuraciones intermedias no las produzcan,
por lo que la frecuencia debe ser elevada para trabajar con una precision aceptable.
Ademas de tener que realizarse muchas verificaciones de la deteccion de colisiones, al
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utilizarse modelos exactos del robot y los obstaculos, el tiempo de célculo sera muy
elevado para cada deteccidon de colisiones.

Por otra parte, la deteccion de colisiones tampoco debe ser una aplicacion completamente
en tiempo real, comprobando si la configuracion en que se encuentra el robot en este
preciso instante colisiona o no con los obstaculos de su entorno: un mensaje del tipo “el
robot esti colisionando en este instante con el obsticulo x” seguramente producira
resultados desastrosos.

Por tanto, la deteccion de colisiones debe resultar tan rapida que resulte transparente para
poder aplicarse on-line, dando la impresion de ser en tiempo real, pero trabajando de
forma anticipativa, para asegurar que el siguiente movimiento se puede realizar porque
no produce colision. De esta forma se intenta que el robot esté en movimiento continuo
sin tiempos de espera, pero la deteccion de colisiones se esté aplicando a configuraciones
futuras por las que el robot va a pasar.

La frecuencia con que se trabaja debe determinarla el propio detector de colisiones, de
forma que si las distancias son pequefias y no va a tener suficiente tiempo para detectar la
posible colisién en la siguiente configuracion, reduzca la velocidad de movimiento del
robot para disponer de mas tiempo. Esta filosofia es la que utilizamos en la vida cotidiana
cuando, por ejemplo, conducimos un vehiculo: segin nos aproximamos a otro vehiculo
reducimos la velocidad para disponer de un tiempo de reaccion suficiente para poder
evitar un posible chogue. Un técnico programador de robots realiza la misma funcién
cuando prueba un programa, reduciendo o aumentando la velocidad de ejecucién en
funcién de la distancia a los objetos. Cuando el robot esta cercano a las piezas que va a
manipular o sobre las que va a realizar cierta operacion, el programador reduce la
velocidad de ejecucion y realiza una comprobacion de posibles colisiones visualmente. Si
cree que va a producirse una colisién durante un movimiento, detiene el programa antes
de que se produzca y lo corrige. Por contra, cuando las distancias son grandes, el operario
puede aumentar la velocidad de ejecucion para no ralentizar el proceso de prueba del
programa.

Disponer de un detector de colisiones suficientemente rapido para aplicar on-line, no sélo
reducira los tiempos de verificacién de un programa off-line en la fase de simulacién,
sino que podré utilizarse para la programacion on-line del robot. Un programador suele
introducir las posiciones de movimiento mediante el guiado del brazo con una unidad de
programacion que normalmente dispone de un teach-pendant para mover el robot. Para
introducir una instruccion de movimiento del robot a partir de la configuracion actual ya
programada, el programador indica, mediante pardmetros relativos o absolutos, otra
configuracién para programarla, o realiza movimientos del robot por articulaciones con el
teach-pendant y alcanza la nueva configuracion. EI camino intermedio por el que ha
pasado el robot no se almacena, y en su lugar sélo se guardan las dos configuraciones
extremas. Durante la ejecucidn de esta instruccion, se realizara una interpolacion (en el
espacio de articulaciones o en el espacio cartesiando segun el tipo de movimiento
seleccionado), produciéndose el movimiento del robot. Un detector de colisiones on-line
debe verificar si la instruccién introducida producira una colision en ejecucion, y en su
caso dar un mensaje para impedir esta instruccion de movimiento. Evidentemente, este
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proceso puede realizarse sélo para obstaculos conocidos y fijos del entorno del robot.
Cuando el obstaculo es desconocido, o puede cabiar de forma y posicion (por ejemplo,
otro robot 0 un AGV), se requiere una simulacion off-line de todos los elementos que
intervengan para asegurar la inexistencia de colisiones.

Una primera aproximacion para acelerar el proceso de la deteccién de colisiones se
muestra en [TM+92] y consiste en considerar una estructura jerarquica extendida con
diferentes grados de precision utilizando modelos envolventes esféricos para determinar
si hay colision entre un sistema robotizado y un obstaculo. El procedimiento de deteccion
de colisiones comienza testeando modelos globales del sistema robotizado completo
(nivel célula) con la menor precision disponible (por ejemplo, esferas). Mientras no se
detecte colision se sigue manteniendo este modelo, ya que permite el calculo de
distancias de forma muy rapida. Si se detecta una colision, se deben considerar modelos
globales con menor precision (por ejemplo, bi-esferas). Cuando en un nivel se ha
producido colision para el grado de mayor precision disponible, se desciende de nivel,
para considerar, por ejemplo, brazos-robot en el nivel sistema. De nuevo se recorre de
menor a mayor precision este nivel (esfera, bi-esfera, tri-esfera, ...). Si persiste la colision,
se repite el proceso para el nivel elemento, comparandose todos los elementos de un
sistema con todos los elementos del otro sistema. El procedimiento termina cuando no se
detecte colision o cuando los modelos de mayor precision disponibles a nivel elemento
devuelvan colision. La ventaja de utilizar diferentes grados de precision se muestra en
[T&B92] para una célula multi-robot, comparando la deteccidn de colisiones de 16.384
configuraciones uniformemente distribuidas, utilizando s6lo el méaximo grado de
precision frente a utilizar varios grados de precision, alcanzando reducciones medias de
mas del 90%.

Este planteamiento resulta muy util, pero s6lo para determinar que no existe colision dada
una configuracion fija de un robot, ya que en casos méas generales puede acarrear la
realizacion de una gran cantidad de calculos que sean innecesarios. Por ejemplo, para un
caso de colisién, se habra recorrido toda la estructura en todos sus niveles y grados de
precision hasta detectarlo.

Una posible solucion para asegurar la existencia de colisién en una configuracién del
robot, consiste en disponer una estructura jerarquica (extendida con varios grados de
precision o no) paralela con los modelos envueltos. Es evidente que si dos modelos
envueltos colisionan se asegura la existencia de colisiones.

Otra posible solucion, que no consume tanta memoria (no necesita una estructura
jerérquica paralela) ni tiempo de célculo (no requiere la distancia entre objetos
envolvente y envueltos), es una extension de las mejoras de actualizacion de distancias y
jerarquias estaticas y consiste en acotar el error realizado por cada modelo envolvente.
Para ello, en la estructura jerarquica se puede guardar junto a cada modelo una cota
méaxima del error que se comete al sustituir el objeto real por su correspondiente modelo.
Representando por la dupla nivel-grado (N,g) al grado de precision g del nivel N, llamese
EMng al mayor error cometido y E™n g al menor error cometido en el modelado del
sistema robotizado completo para ese nivel-grado (méxima y minima distancia entre los
modelos envolventes y sus correspondientes modelos exactos). Si para este nivel-grado
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existe colision, el procedimiento de célculo de distancias devolverd la intensidad de
penetracion, d°n ). Es evidente que cuando |d°ng>E" g existe colision, mientras que
cuando se cumpla |d°(N,g)|<EM(N,g) no existe colisién, por lo que resulta innecesario
recorrer el resto de la estructura jerarquica en ambos casos. Si no se cumple ninguna de
estas condiciones hay que continuar la busqueda en el arbol hasta que se encuentre un
nivel-grado que cumpla alguna de estas condiciones o se llegue al altimo nivel-grado (las
hojas del &rbol con el modelo exacto del robot), donde se determina si hay 0 no hay
colision.

Por otra parte, si el procedimiento se quiere aplicar a la deteccion de colisiones de un
camino fijado para un robot se deberia aplicar el procedimiento anterior para cada
configuracién alcanzada del camino. Supdngase que para una de estas configuraciones el
procedimiento devuelve colision en todos los grados de precision de los niveles sistemay
sub-sistema, pero no para el nivel elemento. Un minimo movimiento del robot implicaria
calcular nuevamente todas las distancias en los niveles sistema y sub-sistema, aunque el
movimiento haya sido tan pequefio que resulte imposible para dichos modelos haber
salido fuera de la zona de colision.

Seria conveniente poder determinar cual es el movimiento minimo que debe haber
realizado el robot para que modelos que hayan producido colision puedan haber salido,
en el mejor de los casos, de la situacion de colision (hayan salido realmente o no) y
vuelvan a tenerse en cuenta dentro de la estructura jerarquica.

Este nuevo planteamiento consiste en detectar colisiones para la trayectoria de un robot
en ciertos instantes de tiempo, {to,..., tn}. Representando la configuracién en que se
encuentra un robot como un vector q de las variables de articulacion del robot, la
trayectoria vendrd definida mediante una sucesion de configuraciones, {qo,...,0n},
generadas por el médulo cinematico del sistema a partir de una configuracion inicial go,
una configuracién final g, y una velocidad de movimiento, realizando una interpolacién
lineal en el espacio de articulaciones, de forma que en el tiempo t=t; el robot se
encuentra en la configuracion q;. Para cada intervalo de tiempo (ti,ti+1), de duracion
Ati=ti,1-t;, el robot habra realizado cierto movimiento Aq; a una velocidad predefinida.
Como existe un limite de velocidad, la velocidad programada de movimiento del robot,
el desplazamiento realizado serd acotado. Se define Aa(q;) como el maximo recorrido
posible realizado por un punto del robot en el intervalo de tiempo (t;,ti+1) al moverse de
la configuracion g; a la gi+1. Este valor es facil de obtener sabiendo para cada elemento
del robot cual es el punto mas alejado del eje de rotacion respecto al que se realiza el
giro en las articulaciones de revolucion. Para articulaciones prismaticas es igual al
desplazamiento realizado.

Supoéngase que en un cierto instante t;, se ha detectado colision para el nivel-grado (N,g).
El célculo de distancia habra devuelto la intensidad de penetracion d°g como el menor
valor (el mas negativo) de las distancias obtenidas entre los modelos de este nivel y el
obstaculo. Sin embargo, para el siguiente grado de precision considerado, g+1, no se
produce colisién, obteniéndose la distancia al obstaculo d°ng+1) como la menor distancia
entre los nuevos modelos de este nivel y el obstaculo. Si no existe el grado de precision
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g+l se plantea de forma similar un cambio al nivel N+1 con la menor precision
disponible (g=1). Las siguientes cuestiones se pueden plantear: En el instante de tiempo
t=tis1, ¢€S necesario detectar colisiones?. Si lo es, ¢a partir de qué nivel y grado de
precision se empieza la comprobacidn?. Dos respuestas posibles son las siguientes:

1. Si Aa(gi)<d“ng+1) resulta imposible que el modelo envolvente del nivel-grado
(N,g+1) haya colisionado en este movimiento. Por tanto, no es necesario
comprobar colisiones para t=ti;;. Evidentemente, no es necesario comprobar
colisiones en el nivel-grado (N,g+1) hasta el instante de tiempo t=t;.; tal que

i+j
iAa(qk) > dngn
k=i
con lo que se evitan célculos en los instantes de tiempo t=tis1 ,..., ti+j-1.

2. Si Aa(gi)<|dng)| resulta imposible que este modelo del robot haya evitado la
colision en este movimiento. El procedimiento de deteccion de colisiones para el
grado-nivel (N,g) devolverd colision, por lo que resulta innecesario su
comprobacidn. Por tanto, no es necesario comprobar colisiones para el nivel-grado
(N,9) hasta el instante de tiempo t=t;,; tal que

ﬁAa(qk) > |y

con lo que se evitan célculos en los instantes de tiempo t=tis1 ,..., ti+j-1.

Hasta ahora se ha considerado un arbol jerarquico como el considerado en [TM+92],
donde se desciende de un nivel al nivel inferior con una Unica descomposicion posible y
de forma horizontal: si los modelos a nivel sistema de dos robot colisionan, se descende a
nivel elemento y se comprueba la existencia de colision entre todos los pares elemento-
elemento formados por un elemento de cada robot. Si dos elementos colisionan, se
desciende a nivel primitivas y se realizan las comprobaciones involucrando a todas las
primitivas de los dos robots.

La novedad de la técnica que se presenta a continuacion es que también se puede aplicar
al arbol jerarquico dinamico extendido de la Seccion 3.4 que permitia que un nodo se
descomponga de diferentes maneras en paralelo. Ademas, la estructura permite
descomponer solo un nodo de forma vertical, sin tener que descomponer todos los nodos
de un cierto nivel para pasar al nivel inferior. Como el arbol guarda para cada nodo
diferentes grados de precision con modelos esféricos envolventes, se utilizaran los
métodos del calculo de distancia explicados en las Secciones 4.3y 4.4.

Por otra parte, la deteccion de colisiones se realiza entre ramas de un mismo arbol, es
decir, que si el arbol representa una célula, hay un sub-arbol por robot, otro por cada
obstaculo, otro para un AGV, etcétera. También puede aparecer un nivel intermedio que
agrupe dos o0 mas de estos sistemas, para permitir, por ejemplo, que el mddulo de
deteccion de colisiones de un robot vea inicialmente al resto del arbol como a un dnico
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obstaculo. Este planteamiento convierte la deteccién de colisiones en un problema de
deteccion de auto-colisiones (self-collision detection problem).

Para no tener que replicar la estructura jerarquica para cada dispositivo, se dispone de una
base de datos comun de la célula que guarda el &rbol completo. Cada sistema controlable
tiene un mddulo cinematico que actualiza la configuracion en que se encuentra ese
sistema a partir del programa que gobierna sus movimientos. Esta actualizacion se realiza
solo sobre los nodos del nivel elemento, propagandose automaticamente al resto de nodos
del arbol. El arbol se ha inicializado con los modelos envolventes de los nodos rigidos ya
calculados off-line en todos sus grados de precision, mientras que para aquellos nodos
articulados se dispone de un modulo que calcula la envolvente segin el grado de
precision requerido.

Para la célula debe haber un coordinador que se encarga de determinar cual de los
sistemas controlables debe realizar una deteccién de colisiones, asi como de cuando los
modulos cinematicos tienen que actualizar el arbol y qué movimientos se pueden realizar
en cada momento.

Para cada sistema controlable (robots, AGVs, ...), su detector de colisiones se compondra
de tantos modulos como sistemas con los que se deba realizar la deteccion de colisiones.
No se deben considerar aquellos obstaculos que se encuentren fuera de su zona de
alcance, pero si que es posible que exista un modulo para detectar la auto-colisén de ese
sistema. Un gestor global de este sistema se encarga de decidir cudndo se debe arrancar
cada uno de los mddulos segun el resultado de la Gltima comprobacién, asegurandose que
solo se ejecuten los médulos necesarios. Cada modulo es un gestor del &rbol con una lista
que almacenaré pares de nodos (uno del sistema controlable y uno del sistema obstaculo),
grados de precision de cada nodo y el menor tiempo en el que se puede producir colision.

La Figura 4.4. muestra el arbol de una célula compuesta de cuatro sistemas, de los cuales
tres, al ser controlables (dos brazos-robot y una AGV) deben tener un detector de
colisiones, mientras que el otro sistema es un obstaculo fijo (una mesa) que no requiere
detector de colisiones. Para los tres detectores de colisiones se representa la situacion
inicial con que se debe partir en cada modulo, es decir, aquellos pares de nodos
considerados. Obsérvese que el brazo-robot del primer sistema puede colisionar con su
plataforma base, por lo que su detector de colisiones debe tener un médulo para este caso.
Por otra parte, el vehiculo autoguiado del cuarto sistema de la célula puede colisionar con
el brazo-robot del tercer sistema de dos formas distintas, por lo que la situacién de partida
es con dos pares de nodos en la lista.

Modelado, Deteccion de Colisiones y Planificacion de Movimientos
en Sistemas Robotizados mediante Volimenes Esféricos. 139



Capitulo 4. Calculo de Distancias y Deteccion de Colisiones con Modelos Esféricos

14 A4 AV4 v N N |74 N NN
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RB 1500| | MESA || IRB L6 AGV IRB 1500| | MESA AGV IRB 1500| | MESA IRB L6
‘ GESTOR GLOBAL ‘ ‘ GESTOR GLOBAL ‘ ‘ GESTOR GLOBAL ‘
DETECTOR DE COLISIONES DETECTOR DE COLISIONES DETECTOR DE COLISIONES
DEL IRB 1500 DEL IRB L6 DEL ROBUTER

Figura 4.4. Estructura Jerarquica de una Célula y Detectores de Colision
Necesarios. La célula se compone de cuatro sistemas, dos brazos-robot y un AGV
(que deben disponer de un detector de colisiones) y una mesa (que no lo requiere).
Los detectores de colisiones tienen tantos médulos como sistemas con los que puedan
colisionar. EI IRB 1500 de ABB debe tener un médulo para detectar colisiones con su
plataforma, mientras que el AGV Robuter tiene dos posibles formas de colisionar con
el IRB L6 de ABB. Las flechas indican los nodos con que parte cada mddulo.
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El coordinador de la célula se encarga de lanzar los detectores de colision de los sistemas
segun el tiempo previsto en que se puede producir colision, de forma que se dispare
primero aquel que antes pueda provocar una colision. El coordinador maneja dos tiempo:
un tiempo ty para el que se conoce que no hay colision y a todos los sistemas se les ha
permitido que se muevan hasta la configuracion alcanzable en ese momento y un tiempo
ti (t>tm) que es el minimo tiempo en que un sistema puede colisionar. El coordinador se
debe asegurar (mediante llamadas a los médulos cinematicos) que el arbol represente la
situacion del instante t; y lanzar aquellos detectores que hubieran devuelto este tiempo.
Cuando se obtenga un nuevo minimo tiempo de colision tj, se deben mandar
movimientos a los sistemas de la célula hasta el antiguo tiempo t; y actualizar el arbol
para el nuevo tiempo t.

Los datos de entrada al coordinador de la célula y el proceso que debe realizar el
coordinador de la célula se resumen en el siguiente algoritmo:

Datos de Entrada del Proceso:
Configuraciones Programadas de los Sistemas Qi
Velocidades Programadas V;

Proceso del Coordinador:

Hacer t=0, t;=0, T={J}, di=0io

Para cada Detector de Colisiones de un Sistema Controlable:
ti=Proxima Deteccion de Colisiones del Detector i
T:TU{ti}

Repetir
tm:tj, tj:min{tieT}, t:tj, T:T“‘{tj}
di=dli,o+tj(din-dli.0)
Permitir Movimiento de los Sistemas hasta ¢; a velocidad V; para Tiempo ty,
Ordenar Mddulos Cinematicos que Actualicen Arbol para Tiempo t;
t;=Proxima Deteccion de Colisiones del Detector j
Si hay Colisién

Detener Movimientos de la Célula y Mostrar Mensaje de Colision

T=TU{t}

Hasta que gi=Qin

Un gestor global de un detector de colisiones de un sistema controlable de la célula sera
invocado por el coordinador de la célula para un tiempo t para el que existe al menos un
maodulo que puede producir colision. Para todos estos modulos se debe calcular el nuevo
tiempo en que se produce colision y devolverlo al coordinador superior.

El proceso que debe realizar el gestor global del detector de colisiones de un sistema se
resume en el siguiente algoritmo:
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Proceso del Gestor Global del Detector de Colisiones:
Mientras Exista un Modulo con Tiempo de Colisién t
Considerar el Modulo i
ti=Proxima Deteccion de Colisiones del Modulo i
Si hay Colision
Devolver Mensaje de Colisién
Devolver t; el Minimo Tiempo de Colision de un Médulo

Cada modulo de un detector de colisiones dispone de dos listas: en una primera lista
(Lista_Nodos) guarda todos los pares de nodos, uno por sistema, que no colisionan, junto
a sus grados de precision y el tiempo minimo en que se puede producir una colision. En
otra lista (Lista_Colision) se guardan todos los pares de nodos, uno por sistema, que han
producido colision, junto a sus grados de precision y el tiempo minimo en que se puede
evitar la colision. Cuando el gestor global invoca al mdédulo con un tiempo t, no existe
ningun par de nodos en la Lista_Nodos que pueda haber dado colision antes de ese
tiempo. Esta condicion de inicio se debe conseguir asegurando al final del proceso que se
devuelve el minimo tiempo en que un par de nodos pueden producir colision, por lo que
el gestor global solo vuelve a invocar a este modulo para este tiempo.

El médulo debe calcular la distancia entre todos los pares de nodos que tienen como
minimo tiempo de colisién el tiempo actual en que se invoca al mddulo. Para todos los
pares de nodos que produzcan colision, se intenta aumentar el grado de precisién de uno
de los nodos o, en su defecto, descomponerlo. En ambos casos se debe guardar en la
Lista_Colision los casos de colision producidos, con el minimo tiempo en que podria
evitarse la colision. Si para un caso de colision, no es posible aumentar el grado de
precision o descomponer alguno de los nodos, debe terminarse el proceso con un mensaje
de colision, ya que se ha producido colisién para el maximo grado de precision de las
hojas de los arboles. Cuando dos nodos no dan colision, se actualiza el minimo tiempo en
que se puede producir colision.

Para asegurar la posibilidad de ascender de nivel, si durante la ejecucion del modulo no
se realiza en ningun caso un aumento del grado de precision ni ninguna descomposicion
de un nodo, se comprueba si algiin nodo padre guardado en la Lista_Colision puede haber
salido de la colision. Para ello, se consideran sélo los que tienen tiempo menor que el
tiempo actual, calculdndose las distancias. Si se produce colision, se actualiza el minimo
tiempo en que se puede evitar la colision. Si no hay colision, se elimina este par de nodos
de la Lista_Colision, se guarda en la Lista_Nodos, y se elimina de esta Gltima todos los
pares de nodos que estén formados por sucesores de estos nodos. Se entiende por sucesor
de un nodo, no sélo a aquellos nodos hijos, sino a aquellos con mayor grado de precision.

El proceso que debe realizar cada mddulo del detector de colisiones de un sistema se
resume en el siguiente algoritmo:
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Proceso del Médulo j:
Mientras Exista {(Nodosis,gsis, Nod0ows,Jobs),ti} con ti=t en la Lista_Nodos
Considerar un {(Nodos;s,Jsis,; Nod0Oops,Jons),ti}
Calcular distancia entre (Nodos;s,Jsis,N0d0Oops,Jobs)
Si hay Colision Entonces
Eliminar {(Nodosis,gsis, Nod0os,Jons),ti} de Lista_Nodos
t.=Minimo tiempo en que se puede evitar la colision
Guardar {(Nodosis,gsis, Nod0ops,Jons),tc} €n Lista_Colision
Si se puede aumenter el grado de precision de un nodo
Decidir para cuél nodo se aumenta la precision
Aumentar grado de precision del nodo
Guardar el nuevo {(Nodosis,gsis, Nodoons,gobs),ti} en Lista_Nodos
Si no, si se puede descomponer algin nodo
Decidir cual nodo se descompone
Decidir qué descomposicion se realiza
Descomponer el nodo en nodos hijos
Guardar los nuevos {(Nodos;s,gsis, Nodoops,Jons),ti} en Lista_Nodos
En otro caso
Devolver Mensaje de Colision
Si no hay Colision
ty=Minimo tiempo en que se puede producir colision
Sustituir t, en vez de tj en {(Nodos;s,gsis, NOd0Oops,Jobs), ti} de Lista_Nodos
Si no ha habido ningun caso de Colision
Mientras Exista {(Nodosis,gsis, Nod0ops,Jobs),ti} con ti<t en la Lista_Colision
Considerar el {(Nodos;s,Jsis,;Nod0oops,Jons),ti} con menor t;
Calcular distancia entre (Nodos;s,Jsis, Nod0Oons,Jobs)
Si Hay Colision Entonces
t.=Minimo tiempo en que se puede evitar la colision
te=max{t.,t}
Actualizar con t; en {(Nodosis,gsis, NOd0ops,Jons) ti}de Lista_Colision
Si no hay Colision
Eliminar {(Nodosis,gsis, Nod0ops,Jons) ti} de Lista_Colision
ty=Minimo tiempo en que se puede producir colisién
Guardar {(Nodosis,gsis, Nod0oops,Jobs),tk} en Lista_Nodos
Eliminar de Lista_Nodos elementos con sucesores de Nodos;s
Eliminar de Lista_Nodos elementos con sucesores de Nodogps
Obtener t;=Minimo t; de Lista_Nodos
Devolver t; como el minimo tiempo sin colision para el modulo j

Cuando en este algoritmo se calcula la distancia entre dos nodos con cierto grado de
precision hay que recordar que puede ser necesario calcular los modelos envolventes de
los nodos si no se dispone de ellos (son sub-sistemas articulados) a partir de sus puntos
caracteristicos.
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La situacion de partida con que debe inicializarse todos los procesos, mediante un
maodulo de inicializacion es la siguiente:

Situacién de Partida (Inicializacion):
Arbol de la Célula para Configuracion Inicial
Préxima Deteccidn de Colisiones de los Detectores = 0
Préxima Deteccion de Colisiones de los Modulos de los Detectores = 0
Lista_Nodos de los Modulos = Pares {(Nodosjs,1,Nodoops,1),0} Considerados
Lista_Colisién de los Médulos = Vacia
gio = Configuraciones Iniciales de los Sistemas

La Figura 4.5. muestra el proceso de un mddulo del detector de colisiones de un sistema
controlable con otro fijo. En la grafica se muestra la situacion inicial con la parte de los
arboles visible por el modulo y tres pasos del proceso con las descomposiciones
realizadas. En el primer paso, se produce una colision y se descompone un nodo del
sistema 2. En el segundo paso se producen dos colisiones y para ambos casos se
descompone un nodo del sistema 1. En el tercer paso, se produce una colision, y se
descompone un nodo del sistema 1 solo para ese par de nodos. En todo momento, la
Lista_Nodos tiene almacenados todos los pares de nodos con sus grados de precision
entre los que se esta realizando la deteccion de colisiones actualmente y la Lista_Colision
guarda aquellos pares de nodos con su precision que han producido colision en algun
momento. Por simplicidad, la grafica no repite pares de nodos para diferentes grados de
precision, como en realidad ocurre.

En el algoritmo anterior no se refleja ningln cambio en la velocidad de movimiento de
los sistemas. En principio parece logico, como se comentd anteriormente, que la
velocidad de un sistema sea proporcional a las distancias obtenidas entre ese sistema y
sus obstaculos. Sin embargo, al utilizar una estructura jerarquica con modelos
envolventes segun diferentes grados de precision, esta solucion no parece adecuada. Por
ejemplo, si la envolvente de un sistema esta cercano a un obstaculo, no representa que el
sistema lo esté, ya que al descender de nivel en el arbol, las distancias pueden ser mucho
mayores. Por contra, parece adecuado que cuanto mas bajo se encuentren los modelos del
sistema menor sea la velocidad. Se podria plantear una relacién entre la velocidad de
movimiento con el nivel méas bajo del modelo que se esté utilizando y la distancias que se
obtengan con ese modelo.
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CELULA

SISTEMA 1
(Brazo-Robot)

SISTEMA 2
(Mesa)

‘Lu‘/ai('nlisidn H Lista_Nodos ‘

MODULO PARA COLISIONES
CON EL SISTEMA 2

GESTOR GLOBAL

DETECTOR DE COLISIONES
DEL SISTEMA 1

DETECTOR DE
COLISIONES
DEL SISTEMA 3

DETECTOR DE
COLISIONES
DEL SISTEMA 4

SISTEMA 2
(Mesa)

SISTEMA 2
(Mesa)

SISTEMA 2
(Mesa)

Figura 4.5. Proceso de un Modulo del Detector de Colisiones. En la grafica
superior se muestra la situacion de partida del mddulo (con los nodos guardados en
Lista_Nodos) remarcandose la parte del arbol visible. En las tres gréaficas inferiores
se muestran los pasos que produce el algoritmo: primero se produce una colision y se
descompone el arbol del sistema 2; después se producen dos colisiones y para ambos
casos se descompone el arbol del sistema 1; en el tercer paso, se produce una
colision, y se descompone el nodo del sistema 1 solo para ese par de nodos. La
Lista_Colision tiene almacenados todos los pares de nodos que han producido
colision. La Lista_Nodos guarda aquellos nodos con los que actualmente esta
realizando la deteccion de colisiones. Por simplicidad, no se repiten nodos para
diferentes grados de precision, como en realidad ocurre.
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En el algoritmo anterior ha quedado otro punto pendiente: cuando hay que aumentar la
precision de un nodo o descomponer un nodo, ¢cémo se decide qué nodo se selecciona?
Existen varias formas de realizar esta seleccion:

« Probar todos los casos posibles y quedarse con el que devuelva mayor distancia entre
los nodos. Esta opcién dara siempre los mejores resultados, pero es una blsqueda
exhaustiva y consume mas tiempo.

o Frente a la opcion anterior, se podria tomar siempre un caso predeterminado (por
ejemplo, seleccionar siempre el nodo del sistema controlable), pero esto evita la
posibilidad de tomar diferentes alternativas.

« Mejor que la segunda opcion es seleccionar el caso en que se puedan calcular las
distancias mas rapidamente, pero tampoco producira diferentes caminos para recorrer
los arboles.

e Otra opcidn es seleccionar el nodo aleatoriamente, lo que producird diferentes
alternativas con poco coste.

Una buena opcion de realizar la seleccion del nodo para el que se aumenta la precision o
se realiza la descomposicion consiste en una mezcla de las dos dltimas: realizar la
seleccion aleatoriamente pero con unas probabilidades proporcionales a la rapidez con
que se puedan calcular las distancias. Esta opcién favorece a los casos rapidos pero
permite diferentes variantes de forma aleatoria.

El algoritmo se podria mejorar si la ascension de nivel también se puede realizar de
diferentes formas, y no s6lo como una vuelta atras de la descomposicion realizada
anteriormente. Para ello habria que seleccionar qué nodos se agrupan, de una forma
similar a como se seleccionan los nodos de descomposicién.
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CAPITULO 5. PLANIFICACION DE
MOVIMIENTOS MEDIANTE CAMPOS
POTENCIALES ARTIFICIALES

En este quinto capitulo se analiza la técnica de planificacién de movimientos basada en
campos potenciales, con especial interés en su aplicacion a los modelos esféricos. La
formalizacion de esta técnica para el caso de un movil con rotacion y el estudio y analisis
de la utilizacién de técnicas de optimizacion clasicas para resolver la planificacion de
movimientos con campos potenciales artificiales son los temas tratados en este capitulo.

—iCorrecto! ;Y donde estamos ahora?

—Exactamente en la explicacion. El conflicto entre las varias reglas es subsanado
por los diferentes potenciales positronicos en el cerebro. Supongamos que un robot
se dirige hacia un peligro y lo sabe. El potencial automatico implantado por la
Regla Tres le hace volver atras. Pero supongamos que tu le ordenas que se dirija
hacia ese peligro. En ese caso, la Regla Dos establece un contrapotencial mas
elevado que el anterior, y el robot sigue las 6rdenes con riesgo de su existencia.

“Circulo Vicioso”. Isaac Asimov, 1942.
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5.1. La Técnica de Campos Potenciales Artificiales

En comparacion con otros métodos, la técnica de planificacion de movimientos mediante
campos potenciales artificiales [Kha86], ya introducida en la Seccion 1.3.3, puede ser
muy eficiente, pese a tener un gran inconveniente: al ser un método de minimizacion
local puede quedar atrapado en minimos locales que no sean la configuracién destino.
Una solucion es disefiar funciones potenciales que no tengan minimos locales distintos a
la configuracién destino o bien sean pequefios en nimero y tamafio, como los intentos de
[V&K8T7], [K&V88] y [K&K91]. Otra opcidn consiste en combinar campos potenciales
con mecanismos potentes de escape de minimos locales, como los movimientos
aleatorios de [B&L89a], [B&L89b] y [B&L90], el seguimiento de obstaculos de
[War89], el relleno de minimos locales con valores infinitos del potencial de [P&L88], el
aprendizaje de caminos mediante diferentes técnicas de [F&T89], o el conexionado de los
minimos y maximos locales de la funcién potencial en el espacio de configuraciones de
[SSK92].

Una de las funciones propuestas es la de los campos potenciales generalizados [Kro84].
Se trata de una funcion que depende tanto de la configuracion del robot como de su
velocidad: el robot sera repelido por un obstaculo s6lo si esta cercano al mismo y su
velocidad apunta hacia el obstaculo; si el robot se mueve paralelo al obstaculo, no
tendra que ser repelido. Una idea similar utilizando campos potenciales vectoriales se
presenta en [M&B93].

Una idea similar [F&T87a] describe un método consistente en minimizar un criterio
cuadréatico bajo unas restricciones lineales. La minimizacion provoca la atraccion del
robot hacia el destino, mientras que cada restriccion actia a modo de amortiguador,
apartando el robot de los obstaculos cuando estd cerca y se dirige hacia ellos. Estas
funciones potenciales, si bien son interesantes, provocan, como efecto secundario, la
presencia de minimos locales, puede que incluso mas dificiles de tratar que el caso
general.

Existen funciones potenciales con ningun minimo local, pocos o pequefios minimos
locales. La ‘“calidad” de una funcién potencial se puede medir con el nimero de
minimos locales, pero existen otros factores importantes, como el “tamafio”, el “poder”
o la “potencia” atractiva de estos minimos. Es decir, una técnica de busqueda puede
quiza escapar de varios minimos locales pequefios sin dificultad y, sin embargo, fallar
en el intento de escapar de un Gnico pero potente minimo local.

[Til90] considera dos tipos de campos locales: clasicos y generalizados. EI campo
potencial repulsivo clasico depende sélo de la posicion relativa del robot y los
obstaculos, de forma que se ejercen fuerzas repulsivas en puntos cercanos a obstaculos,
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atenuando la fuerza con la potencia k-ésima de la distancia al obstaculo méas préximo,
incluso si no existe ninguna componente de la velocidad del robot en la direccion del
obstaculo. Este fue el hecho que motivo, al menos en parte, a Krogh [Kro84] a
investigar sobre un campo potencial generalizado que fuese funcion de la velocidad, no
solo de la posicion. Con esta idea, un obstaculo no ejerce grandes fuerzas repulsivas en
puntos vecinos que estan estacionarios o alejandose del mismo. Este campo potencial
generalizado es sensible al tiempo de impacto, mas que a la distancia. Krogh define el
potencial generalizado como la inversa del “tiempo reserva de evitacion”, que es la
diferencia entre el tiempo que costaria decelerar con la menor velocidad constante
permitiendo al robot detenerse cuando llegue al obstdculo mas proximo en una
direccion dada y el tiempo que permitiria la detencidn con la méxima deceleracion. El
potencial generalizado se aproxima a infinito cuando el tiempo reserva se acerca a cero,
lo que corresponde al caso de tolerancia nula para evitar una colisién. A medida que el
robot se aproxima al obstaculo el tiempo de reserva disminuye y, eventualmente, la
fuerza total apuntara hacia fuera del obstéaculo.

Es de destacar que no es posible afirmar nada sobre la “bondad” de un campo potencial
de forma independiente al algoritmo usado para la generacion de la trayectoria. Por eso
Tilove [Til90] estudia cuatro posibilidades, las que resultan de utilizar campos clasicos
0 generalizados con dos algoritmos de generacion de caminos: hill climbing (en cada
paso se mueve en la direccion de la fuerza) y force control (se trata al movil como una
unidad de masa y al campo como una fuerza de entrada, definiendo asi la direccion de
aceleracion, méas que la siguiente posicion del robot). La ventaja de éste Gltimo es que
tiene en cuenta la dindmica del vehiculo. Los ejemplos muestran que no deberian usarse
campos generalizados junto con hill climbing. Oscilaciones indeseables se
experimentan al utilizar algoritmos force control, resultantes de interacciones entre la
aceleracion del robot y los limites de velocidad. Para mitigar el efecto de estas
oscilaciones se afiade una fuerza amortiguadora viscosa en la direccion normal a la
direccion hacia el destino y cuya magnitud depende de la componente de la velocidad
en la direccion normal.

Los minimos locales diferentes del minimo global son la causa de la ineficiencia, casi
inherente, de los métodos de campos potenciales. La idea de las funciones de
navegacion es la siguiente: puesto que la funcién potencial no es algo que venga
impuesto en la formulacion original del problema bésico de planificacion, surge la
siguiente pregunta:

¢Es posible construir una funcion potencial U con un dnico minimo
localizado en la configuracion final cuyo dominio de atraccion incluya el
subconjunto del espacio libre (no ocupado por obstaculos) que esta
conectado a la configuracion final?

Si tal funcidn existe se Ilama funcion de navegacién global. Y si se pudiese construir,
con una busqueda depth-first se garantizaria la llegada al punto destino para
cualesquiera que fuesen las configuraciones inicial y final, ambas en el mismo
subconjunto del espacio libre, y la indicacion de fallo en caso contrario.
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Sin embargo es posible demostrar, que en general no existe una funcion de navegacion
global vélida para todos los casos. Pero de todos modos no parece haber ninguna
objecion topoldgica para la existencia de una funcién potencial con las caracteristicas
arriba mencionadas aunque con un conjunto de puntos de silla de la funcién potencial.
Tales puntos serian configuraciones en equilibrio inestable y, con una ligera desviacion
aleatoria, seria posible evadirlos. Entonces se tendria una funcion cuasi de navegacion
global.

Aunque parece dificil construir una funcién de navegacion de forma analitica, el
problema puede volverse mucho mas sencillo si se calcula una funcion de navegacion
numeérica sobre la representacion del espacio de configuraciones discreto, en forma de
rejilla o grid. En [B&L89a] y [B&L89b] se proponen algoritmos para hallar dos de
estas funciones de navegacion, que son eficientes cuando la dimensién del espacio de
configuraciones es pequefia (2 6 3) y su complejidad es independiente de la geometria
del espacio libre. También trabajan en espacio discreto [CLZ95] y [Jan95].

Los potenciales elipticos son otra aproximacion para reducir el nimero y el tamafio de
los minimos locales de la funcién potencial. Consiste en definir la funcion potencial U
como una combinacion de un potencial atractivo con una simetria alrededor de la
configuracién objetivo (una parabola, por ejemplo) y un potencial repulsivo eliptico. La
idea basica es sencilla: definir el potencial repulsivo alrededor del obstaculo de tal
modo que las lineas o las superficies equipotenciales converjan hacia la frontera del
obstaculo cuando la distancia al mismo tiende a cero y hacia superficies esféricas
cuando la distancia aumenta [V&K87]. Se desarrollan ecuaciones que representan n-
elipses (con n>1). Esta expresidn se modifica progresivamente para que vaya
cumpliendo las restricciones deseadas. Ademas se puede actuar sobre ciertos
parametros que participan en las ecuaciones resultantes de forma que eligiendo los
valores apropiados, se ajuste el “poder” de los minimos locales.

No obstante las funciones elipticas tienen varios inconvenientes que dificultan su
aplicacion practica:

e SOlo se pueden generalizar a formas convexas simples en espacios bi- y tri-
dimensionales usando formulaciones supercuadraticas con factores de escala no
constantes.

e Se requiere que los obstaculos estén bastante separados unos de otros; ningun
obstéaculo debe estar en la zona de influencia de otro obstéculo.

e Su definicion no proporciona un modo directo de calcular el potencial en
determinadas configuraciones y requiere interpolacion entre valores precalculados
en configuraciones vecinas.

La formulacion supercuadratica es una generalizacion del método de funciones
potenciales elipticas, y por tanto es viable para una clase mucho méas amplia de objetos
[K&V88].
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[CBWI0] vy [K&KI1] son dos ejemplos en los que se discute el uso de funciones
harmonicas, que son funciones que satisfacen la ecuacion de Laplace. Con estas
funciones, la basqueda de caminos puede realizarse de forma muy répida en el espacio
de configuraciones del robot, y lo mas importante es que estas funciones no presentan
minimos locales. EI computo de la ecuacion de Laplace puede realizarse de forma muy
adecuada sobre arquitecturas masivamente paralelas (MPP). Tras una presentacion
bastante formal de las funciones harmonicas, en estos articulos se analizan los
problemas que presenta la superposicion de funciones harmonicas, entre otros aspectos.
Se concluye que la prevencion de minimos locales se consigue a costa de una menor
velocidad, aunque esto no lo consideran gran inconveniente si se recurre a MPPs.

La técnica de planificacion Depth-First [Lat91] consiste en construir una trayectoria
como concatenacion de segmentos sucesivos de trayectoria donde cada uno de estos
segmentos se orienta en la direccion del gradiente negativo de la funcién potencial. Su
aplicacion se basa en un proceso iterativo donde para cada configuracion, segun la
direccion del gradiente, se determina la siguiente configuracion a alcanzar. La longitud
de cada segmento se acota para asegurar que el movimiento del mdvil a lo largo del
segmento no interseccione con una zona ocupada por los obstaculos. Resulta
aconsejable utilizar longitudes de segmentos pequefios, para que el movil no colisione
con los obstaculos por un lado, y por otro que el segmento de la trayectoria no sea tan
largo que el mdvil sobrepase la configuracion destino, pues, de lo contrario, podria
producirse alguna oscilacion del maévil (incluso indefinidamente) en las cercanias de la
configuracién destino. Por otra parte, la longitud del segmento puede ser un valor
variable durante la trayectoria, funcion de la distancia al destino y/o a los obstéaculos.
Esto es particularmente interesante, pues permite que en zonas sin obstaculos cercanos,
el movil pueda aprovechar esta situacion y avanzar con segmentos de longitudes
mayores. También tiene sentido que el mévil avance a tramos mayores si se encuentra
lejos de la configuracion destino que si se encuentra cerca de ella.

La técnica anterior sigue la filosofia de seguir siempre la mayor pendiente descendente
de la funcién potencial hasta conseguir la configuracion final (de ahi su nombre,
primero en profundidad). Esta técnica tiene como inconveniente la facilidad con que
puede quedar atrapado el moévil en un minimo de la funcion potencial diferente de la
configuracién destino, no resultando facil tratar de solucionar los minimos locales en la
planificacion Depth-First. Ni tan siquiera descubrir que el movil ha llegado a uno de
estos minimos resulta directo, ya que, los movimientos son discretizados y no es
probable que el movil se pare exactamente en una configuracion donde la suma de las
fuerzas se anule. En cambio, sera usual que se genere un bucle de segmentos
intermedios alrededor de esta configuracién de minimo local.

Para detectar que se alcanza alguno de estos minimos habré que comprobar que varias
configuraciones sucesivas estan bastante cercanas unas de otras. Una vez detectado un
minimo local, el planificador deberia escapar de él. Una posibilidad es moverse a lo
largo de cierta direccion una cierta distancia. La direccion de este movimiento podria
ser tangente a la superficie equipotencial repulsiva en el minimo local, lo cual equivale
a moverse alrededor de la combinacion de obstaculos que originan este minimo
problematico.
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Por tanto, en la técnica Depth-First, ni la deteccion de los minimos locales ni el escape
de los mismos se basan en un mecanismo sistematico y seguro. Una aproximacion mas
metodica que la anterior es la técnica Best-First [Lat91], donde se construye una rejilla
regular de configuraciones tras discretizar todas las dimensiones que constituyen el
espacio y se utiliza el concepto de p-vecinos, con 1<p<m, siendo m el nimero de
dimensiones de la rejilla. Los p-vecinos de una configuracion se definen como las
configuraciones de la rejilla que tienen como maximo p coordenadas diferentes. La idea
de Best-First es construir iterativamente un arbol cuyos nodos son configuraciones en la
rejilla, siendo la raiz del arbol la configuracion inicial. En cada iteracion, el algoritmo
examina los p-vecinos de la hoja del arbol que tiene el menor valor de la funcion
potencial, se queda con los vecinos que todavia no estan en el arbol en los que la
funcién potencial es menor que un cierto umbral relativamente grande, e instala los
vecinos con los que se queda en el arbol como sucesores de la hoja actualmente
considerada. EIl algoritmo termina cuando se alcanza la configuracion final (éxito) o
cuando el subconjunto de la rejilla accesible desde la configuracion inicial ha sido
completamente explorado (fallo). Cada nodo en el arbol tiene un puntero hacia su
padre. Si se alcanza la configuracion destino se puede generar la trayectoria
recuperando los punteros desde la configuracién inicial a la configuracion destino.

El algoritmo presentado garantiza que se devuelve una trayectoria libre de colisiones
siempre que ésta exista y que informa del fallo en otro caso. Sin entrar en
consideraciones temporales o de memoria, se puede usar un arbol balanceado para tener
las configuraciones en el arbol ordenadas segln las coordenadas. Esta modificacion
incrementa ligeramente el tiempo de ejecucion, pero reduce la cantidad de memoria
necesaria. Sin embargo, esta técnica presenta dos inconvenientes: es una planificacion
totalmente global y, por tanto, off-line y se basa en un espacio (cartesiano o de
configuraciones) discretizado y no continuo.

Finalmente, otra técnica comentada en [Lat91] es el movimiento segun planteamiento
optimo, construyendo una funcién de la trayectoria que se optimiza sobre todas las
posibles trayectorias. Si la funcion potencial esta definida sobre todo el espacio de
configuraciones, con valores grandes en los obstaculos y valores pequefios en el espacio
libre, una posible forma de definir la funcion trayectoria es como suma de un término
para hacer que la optimizacién produzca una trayectoria libre de colisiones y un
segundo término (opcional) para poder obtener trayectorias mas cortas. Ademas, otros
objetivos/criterios pueden codificarse de forma similar en la funcion trayectoria. Esta
elegante posibilidad es la mayor ventaja de esta técnica. EI mayor inconveniente es
similar al de Depth-First, los minimos locales, junto al hecho de optimizar un indice
sobre un espacio de méas dimensiones (el numero de configuraciones en el camino), lo
gue puede y suele ser muy costoso.
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5.2. Definicién de Campos Potenciales

Las propiedades que deberia tener una funcion potencial para modelar obstaculos
[K&V88] son:

« El potencial deberia tener simetria esférica (principalmente para grandes distancias),
para evitar la creacion de minimos locales cuando este potencial se suma con otros.

o EI contorno del potencial cerca de la superficie de un objeto deberia seguir el
contorno de la superficie, de forma que no se eliminen grandes porciones del area de
trabajo.

« El potencial repulsivo de un obstaculo deberia tener un rango de influencia limitado.

« Tanto el potencial como su gradiente deben ser funciones continuas.

Sin embargo, la mayoria de técnicas basadas en campos potenciales comentadas en la
seccidn anterior representan los objetos (obstaculos, movil, ...) como entes poligonales,
lo que dificulta la definicion de una funcion potencial que cumpla las caracteristicas
anteriores. EI modelado de objetos con vollimenes esféricos permite definir unas
funciones potenciales que cumplan las caracteristicas anteriores, ya que las dos
primeras caracteristicas se cumplen directamente, por lo que s6lo hay que exigir las dos
ultimas, facilmente conseguibles. Ademas la utilizacion de envolventes esféricas reduce
la complejidad del problema de la planificacion de movimientos, por la rapidez con que
se pueden calcular las distancias entre objetos, y presenta grandes ventajas para su
utilizacion en la técnica de campos potenciales, ya que ésta se basa fundamentalmente
en el calculo de distancias.

Aunque el robot o movil se represente geométricamente mediante poli-esferas, su
situacién en el espacio de trabajo se puede definir mediante su configuracién. Si el
movil tiene m grados de libertad, se trabaja en un espacio R"™, donde la configuracién
del robot se puede representar como un vector g=(,...,0m). Cualquier cambio de la
situacion en que se encuentre el robot es un cambio en su configuracion. Para gobernar
los movimientos del robot, se define una funcion potencial U(qg):)R™—R derivable con
un minimo global en el destino a alcanzar y con valores elevados donde se encuentren
los obstaculos.

En este entorno, el movimiento del movil se puede obtener como aplicacion de una
fuerza en la direccion negativa (para alcanzar el minimo) del gradiente del potencial,
F(q) =—-VU(q), definido éste segln:
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ou(q)
aq,

oU(q)
aq,,

vU(a) =

Para conseguir que el robot sea atraido hacia el destino y repelido por los obstaculos,
U(q) se construye como la suma de dos funciones potenciales méas elementales:

U(g) = U,, (9) + U, (0)

donde U,(q) es el potencial atractivo asociado con la configuracion destino qq, Y
Urep(q) es el potencial repulsivo asociado a los obstaculos. Ua(q) es independiente de
los obstaculos; mientras que Urep(0)) es independiente de la configuracion final.

Con esta nomenclatura, F(q) es la suma de dos vectores:

F(q) = —VU(Q) = _VUatr (q) - VUrep (q) = I:atr (Q) + Frep (q)

Ilamados fuerza atractiva Fa(q) y fuerza repulsiva Frep(q). Las formas de definir los
potenciales atractivos y repulsivos, y de obtener las fuerzas atractivas y repulsivas se
comenta en las dos secciones siguientes.

5.2.1. Potenciales Atractivos

El campo potencial atractivo se puede definir de varias formas, por ejemplo como una
funcién parabolica, esto es:

€
UL (@) = la-a.[

donde ¢, es un factor de escala positivo, que actia como factor de atraccion, indicando
con qué intensidad la fuerza atractiva tendera a llevar al movil hacia su configuracion
final. El potencial U’ (q) es siempre positivo excepto en la configuracion destino, g,

atr

donde existe un minimo global con U’ (q,) =0.

=]
atr

La fuerza atractiva Fa(q) se obtiene derivando U_, (q), lo que resulta:

F. (@) =-VU; (@) =-¢,(q-q,)

El modulo de esta fuerza atractiva converge linealmente hacia 0 a medida que la
configuracién del robot se aproxima a la configuracion final. Sin embargo, genera una
fuerza que aumenta con la distancia a la configuracion destino y tiende a infinito
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cuando dicha distancia tiende a infinito. Esto produce que los efectos de este potencial
atractivo parabdlico sean buenos “cerca” del destino pero excesivos “lejos” de €l.

Para evitar este problema se puede definir el campo atractivo como un “pozo” conico:

US, (@) = ¢ Ja-a.|

El factor de escala ec tiene el mismo significado que en el caso anterior. Para este caso
la fuerza atractiva F,;(q) resultante es:

Fatr (q) = _VU;:tr (q) =—€; w
Ja—a]

El médulo de esta fuerza atractiva cdnica es constante, por lo que este potencial es
bueno “lejos” del destino, excepto en (g, donde la funcidn potencial es singular. Ahora
la amplitud de la fuerza no tiende a 0 cuando g—qg, por lo que “cerca” de el destino no
tiene las caracteristicas de estabilidad de la funcion parabolica.

Una forma de combinar las ventajas de ambos tipos de funciones es definir un potencial
parabdlico cerca de destino, y otro conico para distancias mas alejadas de la
configuracién objetivo. EI campo resultante seria el siguiente:

UL (@ sifa-a,]<2.=
P

U:t(r:(q): e,
US (@ sifa-a.f>2-°%
.

La distancia umbral de cambio de potencial debe ser 2ec/ep para que el campo no
pierda su propiedad de continuidad. Sin embargo, pese a que en los dos casos anteriores
el gradiente era continuo, en este caso el gradiente no es continuo, por lo que este
potencial no cumple la cuarta condicion exigible a una buena definicion de potencial.

La Figura 5.1 intenta ilustrar estas ideas: el potencial atractivo cénico cumple que el
modulo de su fuerza atractiva se mantiene constante con la distancia al destino (este
comportamiento no es deseable cerca del destino, puesto que podria producir
inestabilidades en el mdvil); para el potencial atractivo parabdlico, el mddulo de su
fuerza atractiva decrece con la proximidad al destino (de esta forma se puede producir
la necesaria convergencia), pero su magnitud aumenta con la distancia, no siendo
deseable este tipo de fuerzas tan elevadas lejos del destino; la combinacion de las
ventajas de ambos, produce un campo potencial del que se derivan unas fuerzas cuyo
modulo es constante cuando la distancia es mayor que un umbral y se reduce con la
distancia al destino cuando la distancia es menor que esa distancia umbral. Sin
embargo, aunque el potencial que resulta es continuo, no lo es el mdédulo de su fuerza.
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ANV @] VUL (a) VU @)

la—a.| la—a Ja—a.

Figura 5.1. Campos Potenciales Atractivos Cdnico, Parabdélico y Combinado. En
la gréfica de la izquierda se muestra un potencial atractivo conico, donde el médulo
de la fuerza atractiva es constante, independientemente de la distancia al destino. En
la gréfica central se muestra un potencial atractivo parabdlico, con el médulo de la
fuerza proporcional a la distancia al destino. En la gréfica de la derecha se muestra
un potencial combinado, con el problema de la discontinuidad en el médulo de la
fuerza. En todas las gréficas, el avance en el sentido positivo del eje de abcisas
supone el alejamiento del destino (punto medio de un espacio de trabajo 2D).

Una posible alternativa consiste en utilizar, en lugar de una distancia umbral, un campo
potencial atractivo parabdlico-cénico ponderado, de forma que para cualquier distancia
al destino se tuviese en cuenta los dos campos, pero ponderados: un factor proporcional
a la distancia multiplicaria al potencial conico (de esta forma, este potencial pesaria
mucho a distancias elevadas), mientras que un factor inversamente proporcional a la
distancia multiplicaria al potencial atractivo (asi contribuiria mas al potencial resultante
a pequenas distancias).

5.2.2. Potenciales Repulsivos

La definicion de un potencial repulsivo pretende crear una especie de barrera potencial
alrededor de cada obstaculo impidiendo asi que pueda ser atravesado por el robot.
Ademas es interesante que el potencial repulsivo no afecte al movimiento del robot si
éste esta suficientemente alejado de los obstaculos, y por tanto no existe peligro de
colision (tercera caracteristica deseable de la definicion de un potencial artificial). Estas
dos condiciones se tienen en cuenta en la siguiente funcién de potencial repulsivo para
un obstaculo:
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donde:

||q - qobs|| denota la minima distancia del movil en la configuracion g al obstaculo.
e d*® es un factor de escala positivo que representa la zona de influencia que

inf

determina el espacio alrededor del obstaculo dentro del cual la accion repulsiva del
obstaculo influira sobre el mdvil. De esta forma, el movil se hace insensible al
potencial repulsivo del obstaculo cuando les separa una distancia grande (mayor que
la distancia de la zona de influencia).

e El factor de repulsion noys €s un factor de escala que permite ponderar en mayor o
menor medida el grado de repulsién que el obstaculo ejerce sobre el mévil cuando se
encuentra bajo su area de influencia.

e La constante positiva no nula d°> se llama distancia de seguridad del obstaculo y se

seg

utiliza como un margen de seguridad del obstaculo. Esta distancia previene que el

movil se acerque demasiado al obstaculo, definiendo una especie de envoltura que el

movil no debe sobrepasar. Sin este parametro, el movil no llegaria a colisionar, pero
podria rozar el obstaculo, lo que, en general, no sera deseable.

® (sqg €S el obstaculo con un desplazamiento exterior de valor d;’f; (en el caso de

utilizar modelos esféricos, equivale a aumentar los radios que definen la poli-esfera
con un incremento d°).

seg
o La constante Ksq Sirve para conseguir que el potencial y su gradiente sean continuos
y debe cumplir:

( \
nO S 1 1
“u ™ (dobi’)s oz e )

seg

Estos parametros permiten definir unos obstaculos mas sensibles 0 amenazantes a la
colisién que otros, es decir, si por cualquier causa, es especialmente importante que el
movil no colisione con él o0 no se aproxime tanto. En general, los obstaculos que

obs

resulten mas peligrosos para una colision, tendran los valores d®®, Mobs Y Oy Mas altos
que el resto de obstaculos.
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La funcion potencial repulsiva, tal como se ha definido, es positiva o cero, tendiendo a
infinito a medida que q se aproxima al obstaculo y es nula cuando la distancia de la
configuracién del robot al obstaculo es mayor que la distancia de influencia.

La fuerza que ejercerd el obstaculo sobre el movil viene dada por el gradiente del
potencial repulsivo. Para ello hay que tener en cuenta que el gradiente de la distancia
del movil en la configuracion q al obstaculo qeps €s el vector unitario de colision

expresado como W Por tanto, la fuerza repulsiva ejercida por un obstéaculo es:
~ Mobs
0 si dif < ”q - qobS”
1 1 1 (9-0u)
_ Uobs — _ dobs < _ < dpbs
\% mﬁ@ nmnh_qm” ﬁﬁ}%—qmrnq—q%” Sl wg<k qu< inf
Kig (0= e ) + (0l ) si o dgs,| <%

El tercer término representa el vector Kseg(Oseg-Qobs) pero considerado en la direccion
que va del obstaculo al movil. EI campo repulsivo total ejercido por todos los
obstaculos es la suma del potencial repulsivo debido a cada uno de los obstaculos. Si
existen nobs obstaculos, el campo repulsivo total es:

nobs

Uy (@) = D US ()

obs=1

Analogamente, la fuerza repulsiva que se ejerce sobre el mévil se obtiene como suma
de todas las fuerzas repulsivas ejercidas por cada obstaculo:

nobs

Fep (@) =—VU,,, (Q) = - X VU (q)

obs=1

Un problema tipico de la utilizacién de estos potenciales es que la configuracion
destino gq a la que se quiere llevar el movil se encuentre cerca de un obstaculo,
quedando englobada por la zona de influencia de ese obstaculo. En este caso, no se
puede garantizar que la configuracion destino sea un minimo global de la funcion
potencial total, ya que aunque si lo es para el potencial atractivo, no lo es para el
potencial repulsivo. Esta situacion puede provocar que el robot sea incapaz de llegar a
gq, dado el fuerte potencial repulsivo que el obstaculo cercano provoca sobre él.

Una forma de resolver este problema es acotar la distancia de influencia de los
obstaculos a un valor menor que la distancia que existe entre el obstaculo y el destino.
Sin embargo, esta solucién limita la posibilidad de definir obstaculos muy sensibles a la
colisién con el mavil cerca de la configuracion destino.
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Sin embargo existe una mejor forma de tratar este caso, consistente en definir una
fuerza atractiva minima Fnin=VUep(Qa), €s decir, igual en modulo a la fuerza repulsiva
que existe en el destino, pero de sentido opuesto. Esta fuerza minima se superpondria,
en cada punto alcanzado por el movil, a la fuerza resultante, dando una fuerza total:

F(a)=Frep(Q)+ Farr(0)+Fmin

Por otra parte, para evitar oscilaciones cuando el movil esta cercano al destino, se
puede definir un umbral suficientemente pequefio que permita llevar al movil
directamente al destino.

Otro problema que puede plantearse es que el movil se encuentre en la zona de
influencia de mas de un obstaculo, con lo que se suman las fuerzas repulsivas
resultando una fuerza mas grande que si hubiera un Unico obstaculo de mayor tamafio.
Por ello se pueden ponderar los potenciales segun el tamafio de los obstaculos,
realizando, por ejemplo, el calculo automatico del factor de repulsion neps en funcion de
los tamarios de los obstaculos.

5.2.3. Planificacion Depth-First

En la técnica Depth-First se calcula la siguiente configuracion del movil, a partir de la
configuracién actual, tomando la direccion de la fuerza resultante total (el gradiente
negativo de la funcion potencial).

Sea q; la configuracion actual del movil y g;.1 la nueva configuracion a obtener en el
segmento i-ésimo de la trayectoria. Sea F(q;) = —VU(q;i) la fuerza resultante total (suma
de la atractiva, las repulsivas y la minima) ejercida sobre el movil en la configuracién
actual. Considérese el vector unitario de dicha fuerza If(qi) = F(qi)/||F(qi)||. Por tanto
el valor de gi+1 puede obtenerse como:

Qiy =0; +9; (Qi)le(ch)

Esta expresion indica que, al calcular la trayectoria, el calculo de una configuracion en
el paso i se basa en el valor calculado para la configuracion anterior (en el paso i-1); se
trata de un proceso iterativo en el que:

1. Se calcula la fuerza resultante y se halla el vector unitario de dicha fuerza.

2. Se calcula gi+1 en funcion de g;.

3. Se vuelve al punto 1, repitiéndose el proceso hasta que se consigue llegar a la
configuracién destino, o a una vecindad de la misma.

El valor de di(q;) puede ser una constante pequefia a lo largo de la trayectoria, por un
lado para que el movil no colisione con los obstaculos, y por otro para que el segmento
de la trayectoria no sea tan largo que el movil sobrepase la configuracion destino, pues,
de lo contrario, podria producirse alguna oscilacién del movil (incluso indefinidamente)
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en las cercanias de la configuracion destino. Por tanto, la longitud de cada segmento se
debe acotar por la minima distancia a un obstaculo o al destino.

Por otra parte, puede ser un valor variable durante la trayectoria, funcion de la distancia
al destino y/o a los obstaculos. Esto es particularmente interesante, pues permite que en
zonas sin obstaculos cercanos, el mévil pueda aprovechar esta situacion y avanzar con
segmentos de longitudes mayores. También tiene sentido que el movil avance a tramos
mayores si se encuentra lejos de la configuracion destino que si se encuentra cerca de
ella. Esta posibilidad es factible usando una funcion 6;i(q;) apropiada.

Otra forma alternativa de calcular la nueva configuracion gi.1 a partir de la anterior g;
es:

4 = d; +5;(q;)F(q;)

con lo cual no se utiliza el vector unitario, sino directamente el vector fuerza en la
direccion mas prometedora. En este caso la eleccion de di(q;) es més peligrosa, o sea, es
mas dificil tener una funcién que cumpla las restricciones anteriores (no colisién, no
sobrepasamiento del destino), ya que la fuerza resultante puede ser muy grande lejos
del destino o cerca de los obstaculos.

En cualquier caso se puede intuir que, a partir de estas dos ecuaciones anteriores, es
posible realizar combinaciones interesantes de la funcion 6;(q;) consiguiendo diferentes
propiedades de las trayectorias resultantes.

La Figura 5.2. muestra tres ejemplos de planificacion depth-first en un entorno de
trabajo bi-dimensional, dos utilizando el vector unitario de la fuerza pero con diferentes
constantes y otro utilizando directamente el vector de la fuerza acotado siempre por la
minima distancia a los obstaculos y el destino. El potencial atractivo en ambos casos es
conico, y tanto el movil como los obstaculos se han modelado mediante poli-esferas
(esfera para el movil y bi-esfera y tri-esfera para los obstaculos). De las gréficas se
desprende que esta técnica de planificacion depende enormemente de las constantes
seleccionadas, ya que si el incremento es demasiado grande, se producen oscilaciones
cerca de los obstaculos.
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Figura 5.2. Planificacion Depth-First con Objetos Modelados con Poli-Esferas.
En los tres casos se utiliza la direccion del vector fuerza resultante para obtener la
siguiente configuracion del mavil, pero en con diferentes incrementos. En la grafica
de la izquierda, el vector unitario resulta demasiado grande, produciéndose
oscilaciones en los entornos del obstaculo. En la gréfica central, el avance en cada
segmento estd acotado por la minima distancia a los obstaculo y al destino, lo que
produce movimientos largos en zonas despejadas y cortos en las proximidades de los
obstaculos y el destino. En la gréafica de la derecha, donde el mévil se dibuja cada 10
iteraciones, se ha considerado un factor pequefio del vector unitario (0.1) con lo que
el resultado es mucho més suave. En todos los casos se utiliza el mismo espacio de
trabajo, con un mavil representado por una esfera, dos obstaculos con una bi-esfera 'y
una tri-esfera, la posicion inicial en la zona inferior izquierda y la posicion final en la
superior derecha. Los obstaculos (y las paredes de la zona de trabajo) se representan
con su distancia de seguridad (marcada a trazo-punto) y su zona de influencia
(dibujada a puntos) © . El obstaculo tri-esfera tiene un factor de repulsién y una zona
de influencia mayor que el obstaculo representado con una bi-esfera, por lo que el
movil se acerca mucho menos al primer obstadculo que al segundo. En todos los
casos, el potencial atractivo es conico.

5.2.4. Simplificacion del Calculo de Potenciales Repulsivos

Sea cual sea la técnica que se utilice en la planificacion de movimientos, resulta
evidente que es deseable obtener un resultado tan eficiente como sea posible, siendo el
tiempo de célculo uno de los pardmetros de eficiencia que se puede considerar. La
obtencion del camino libre de colisiones basada en potenciales es un proceso iterativo;
en cada iteracion hay que calcular diferentes fuerzas, obtener la resultante de todas ellas
y aplicar un método de planificacion que permita obtener la configuracion siguiente a
partir del actual. La cantidad de fuerzas repulsivas que se calcule en cada paso depende
del nimero de obstaculos. La siguiente idea pretende introducir una mejora temporal
reduciendo el nimero de obstaculos a considerar durante la planificacion de
movimientos y, por tanto, reduciendo el nimero de fuerzas repulsivas que habria que

™) Esta forma de representar la distancia de seguridad y la zona de influencia de los obstaculos y las
paredes se mantiene en todas las graficas de este capitulo (generadas todas con el mismo programa)
mientras no se indique lo contrario.
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calcular. La idea se basa en los algoritmos de calculo de distancias incrementales,
realizandose una poda en los obstaculos a considerar.

Para reducir el nimero de obstaculos a tener en cuenta en cada iteracion, se tiene un
array en el que, para cada obstaculo, se guarde la distancia que necesita recorrer el
movil para entrar en la zona de influencia de ese obstaculo. De esta forma el obstaculo
puede no tenerse en cuenta mientras el mévil no haya realizado un desplazamiento
similar a esta distancia. El array se inicializa cuando el movil se encuentra en su
posicion inicial, almacenando para cada obstaculo la distancia que le separa del movil y
substrayendo a esta cantidad la distancia de influencia del obstaculo.

Al aplicar un método de planificacion, se obtendra una nueva configuracion del mavil.
Sabiendo el maximo desplazamiento realizado por un punto del movil, se resta esta
distancia a todos los elementos del array. En la préxima iteracion sélo habra que
considerar aquellos obstaculos que tengan en la posicion asociada en el array un valor
negativo en el vector. En este caso hay que reinicializar el valor de este componente del
array, como se hizo en principio. De esta forma se asegura que sélo se considera
aquellos obstaculos en cuya zona de influencia puede haber entrado el movil.

Como mejora de esta técnica, se puede ampliar la informacion que se guarda para cada
obstéaculo en el array. Si se introducen los vectores de colision, se podra conocer si el
movil se dirige hacia el obstaculo o se separa del mismo. El producto escalar del vector
desplazamiento (en una iteracion) por el vector de colisién unitario es la proyeccion del
avance del mavil en el vector de colision, es decir, la cantidad que se ha alejado (o
acercado si resulta negativo) el mavil al obstaculo en la direccion del vector de colision.
Si en cada paso del algoritmo se suma esta cantidad a la almacenada en el array, de
nuevo solo habra que considerar los obstaculos con valor negativo en el array, y en este
caso, recalcular la nueva distancia y el nuevo vector de colision. Asi se acumulan
acercamientos/alejamientos a cada obstaculo.

Sin embargo, debido a la rapidez con que se calculan las distancias entre modelos
esféricos envolventes, la aplicacion de esta técnica s6lo ha presentado mejoras
significativas para entornos con un numero elevado de obstaculos (del orden de 50) con
cierta complejidad en sus modelos (poli-esferas con un numero alto de vértices
esféricos, tanto para el moévil como para los obstaculos).
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5.3. Potenciales con Rotacion en el Espacio Cartesiano

La definicion de campos potenciales atractivos y repulsivos de la Seccion anterior
implica la utilizacion de un espacio R™ donde se mueve el robot 0 mévil considerado.
Cuando los grados de libertad del robot son traslacionales, la definicion anterior sirve
para aplicar correctamente una planificacion de sus movimientos, tanto en el espacio de
configuraciones como en el espacio cartesiano.

Sin embargo, al considerar la rotacién de un robot que se mueve en un espacio
tridimensional™ se suele trabajar en el espacio de configuraciones ([Z&H94]) donde se
define la configuracion en que se encuentra el robot mediante un vector de seis
componentes, q=(qx,dy.dz,d,,.9s,0,), donde las tres primeras representan la posicion del
origen de un sistema de referencia local al robot y las tres Gltimas suelen ser tres
valores angulares para representar la orientacion del sistema de referencia local
respecto al fijo. Una solucion extendida en robdtica es utilizar los angulos de Euler
RYP (roll-yaw-pitch) que representan los tres &ngulos de giro del sistema de referencia
local OUVW respecto a los ejes principales X,Y,Z (en este orden) del sistema de
referencia OXYZ del espacio de trabajo, pero cualquier otra representacion de la
orientacion se puede calcular a partir de estos tres angulos. Los tres giros de Euler RYP
son equivalentes a tres giros respecto a los ejes principales del sistema de referencia
local W,V,U (en este orden), ya que la matriz de rotacion obtenida es:

R= Rz,yRY,BRx,a = RW,va,BRU,a

Trabajar en este nuevo espacio de configuraciones implica convertir el movil en un
punto 6D y obtener C-obstaculos de los obstaculos, que se suelen representar por slices
para rotaciones discretas [L-P83b]. Asi es posible aplicar potenciales de traslacién en el
nuevo espacio, teniendo precaucion con las distancias, puesto que los C-obstaculos no
son convexos en general. El problema principal es obtener el gradiente de la distancia,
es decir, el vector de colision en el caso de traslacion en el nuevo espacio.

Este problema se puede evitar trabajando directamente en el espacio cartesiano. Sin
embargo, la existencia de grados de libertad rotacionales implica que se debe realizar
una adaptacion de la técnica de los campos potenciales. Una extension natural se
presenté en [HBC90], que contemplaba el efecto de giro debido a la accion de un
potencial sobre el movil mediante la utilizacion de momentos de giro. Su idea béasica es
muy intuitiva: si la planificacion de movimientos con potenciales determina un camino
hacia el destino usando la fuerza resultante para dirigir los movimientos traslacionales,
también deberia ser posible determinar los movimientos rotacionales considerando
momentos de giro. Sobre esta base proponen un algoritmo para un espacio 2D donde se

®) Para un espacio de trabajo bi-dimensional, se consideran sélo dos componentes de traslacion y una de
orientacion, siendo el vector que representa una configuracion del robot q=(qx,0y,ds)-
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consideran dos términos independientes: por una parte, los movimientos traslacionales
se fijan mediante fuerzas atractivas y repulsivas como si el mévil no tubiera rotacion;
por otra parte, el obstdculo més cercano al mévil genera una serie de momentos sobre
un conjunto de puntos distribuidos uniformemente a lo largo del contorno del movil
cuya suma se utiliza para determinar el &ngulo de giro del maévil. EI momento de giro
producido en cada uno de estos puntos se obtiene mediante la tercera componente del
producto vectorial entre el vector de posicion de ese punto respecto al centroide del
movil y el vector de colision entre el mavil y el obstaculo més cercano.

Sin embargo, el algoritmo propuesto presenta los siguientes problemas:

o No es general para trabajar en 3D.

« La configuracion destino no genera ningin momento de giro, con lo que resulta
imposible forzar una orientacion final a alcanzar.

« EIl momento generado en cualquier par de puntos equidistantes del centroide es
igual en valor absoluto, independientemente de la mayor o0 menor cercania de ese
punto al obstéculo.

o La suma de momentos generados en puntos del contorno se cancela facilmente,
anulando posibles giros.

o El angulo de giro obtenido en cada paso es proporcional unicamente al momento
calculado, lo que hace dificil determinar una amplitud adecuada.

o El angulo de giro no estd acotado, por lo que un giro puede provocar un
acercamiento del movil al obstaculo.

« Solo considera el obstaculo mas cercano, sin tener en cuenta que una traslacion o
rotacion podria producir una colision con otro obstaculo.

o Es dificil acotar el movimiento del movil de forma homogénea en traslacion y
rotacion.

« No determina ninguna distancia de seguridad entre mdvil y obstaculo.

« No determina una zona de influencia del obstaculo en el giro del movil, por lo
que éste siempre girara por efecto de algun obstaculo.

Para resolver estos problemas, a continuacion se introduce una nueva definicion de
potenciales [M&T96] que utiliza las distancias calculadas directamente en el espacio
cartesiano para definir las traslaciones y rotaciones en tres dimensiones provocadas por
el destino o los obstaculos y acotar los desplazamientos realizados por el movil
mediante una representacién homogénea.

5.3.1. Representacion Homogénea de Posicion y Orientacién

Se desea disponer de una representacion de la posicion y orientacion del maévil para la
que sea comoda acotar los desplazamientos realizados por una transformacion que
incluya traslacion y rotacion. Para ello, seria aconsejable disponer de dimensiones
homogéneas y utilizar, por ejemplo, una norma euclidea. Ademas, debe permitir
trabajar de forma vectorial donde un incremento en cada una de sus componentes
equivalga al desplazamiento producido por el cambio de un grado de libertad.
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En el espacio cartesiano 3D donde se mueve el mdvil, éste dispone de un sistema de
referencia local OUVW (no necesariamente dentro de él) cuyo origen fija su posicion q
en el espacio y sobre cuyos ejes normales se aplican las rotaciones. La forma del movil
vendrd definida mediante una poli-esfera de vértices esféricos So,...,Sn, Cuyas
componentes se expresan respecto al sistema de referencia local.

Es evidente que si se aplica una traslacion al movil determinada por un vector v, el
maximo desplazamiento de un punto del movil (de todos ellos) producido por esta
traslacion es ||v/|.

Cuando se aplica una rotacion sobre el eje U del sistema de referencia local del movil,
el maximo desplazamiento producido por este giro viene dado por el punto del movil
maés alejado del eje U. Este punto, 0 mas concretamente, la distancia de este punto al eje
se puede obtener segun:

d, = jrrg%{\/(sj.y—q.y)z Jr(sj.z—q.z)2 +sj.r}

Si el giro producido sobre el eje U es un &ngulo o, el maximo desplazamiento lineal
provocado en un punto del movil es ady.

Igualmente, las maximas distancias de un punto del movil a los ejes V 'y W son:

dy
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=
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dando Bdy y ydw como los maximos desplazamientos lineales provocados por un punto
del movil al girar &ngulos B y 7y sobre los ejes V' y W respectivamente.

Una representacion del estado en que se encuentre el mdvil segun los objetivos
deseados es la siguiente:

Q:(q duOC de dWY)T

La ventaja de introducir estas tres nuevas componentes en vez de considerar
directamente los angulos de rotacion como suele ser habitual, es que al representar el
maximo desplazamiento realizado por un punto del mévil producido por un giro del
mismo, se puede normalizar con las componentes de desplazamiento traslacional del
movil, es decir, se puede acotar el maximo desplazamiento realizado en el movil por
efecto de una transformacion (cambio de posicion y orientacion).
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Ahora el estado destino que se desea alcanzar sera:

Qz(qd dyo, dyBy dde)T

Se define la resta entre dos vectores en este nuevo espacio homogéneo de
configuraciones mediante la operacion:

Ql_sz(Ch_% dU(al_a‘Z) dv(Bl_BZ) dW(Yl_y2))T

con una resta angular definida para devolver siempre el menor angulo dentro del
intervalo (-wt,m):

0,-0,+2m si6,-0,<-m
0,-6,=16,-6,-2n si0,-0,>n
0, -0, en otro caso

Se define la norma de un vector en este espacio como:

Il = ylal” +(du0)” +(duB)” +(du)’

Esta nueva representacion homogénea del mévil permite definir potenciales atractivos y
repulsivos con rotacion directamente en el espacio cartesiano. Es importante resaltar
que la informacién necesaria para realizar la planificaicon es el gradiente del potencial
y no la propia funcion potencial, lo que va a simplificar su calculo sobre todo en el caso
de la rotacion. Definiendo -VWu(Q) Yy -VWie(Q) como los gradientes de los
potenciales atractivos y repulsivos generados por el destino y los obstaculos
respectivamente, asi como -VW(Q) como la suma de ambos, se puede realizar una
planificacion depth-first que permita obtener Qi.; a partir de Q; segun:

_o - YWQ)
Qi+1 - Qi ||VW(Q)||

La definicion de VW(Q) Y VWiep(Q), con especial atencion al término de rotacion en
el caso repulsivo, se muestra en las dos secciones siguientes.
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5.3.2. Potenciales Atractivos con Rotacién

Con la utilizacion de esta nueva representacion homogénea, el gradiente atractivo se
puede definir con la misma filosofia cuando se considera la rotacion que como se hizo
cuando sélo se considero la traslacion, es decir, proporcional a la diferencia entre los
vectores que representa las configuraciones actual y destino para el caso parabolico,
dividiéndose por la norma en el caso cénico:

(@-Q.)

_VWaFt’r (Q) =—€p Q_Qd y _VWafr (Q) =€ ~ 1
@-Q,) o-all

Aunque su calculo no resulte necesario, es facil comprobar que para ambos casos se
puede definir un potencial con el respectivo gradiente anterior, obteniendo:

W (@ = - y Wi (@ =ef-Q

La Figura 5.3. muestra dos ejemplos de planificacion depth-first para un movil con dos
grados de libertad de traslacion y uno de rotacion en un espacio de trabajo 2D sin
obstaculos en el que se ha definido un potencial atractivo parabolico con rotacion.

Lq

Figura 5.3. Aplicacion del Potencial Atractivo con Rotacion. En un espacio de
trabajo 2D sin obstaculos con un movil representado por una bi-esfera que puede
girar respecto a su centro, se ha definido un potencial atractivo parabdlico con
rotacion. La configuracion inicial se encuentra en la zona inferior izquierda y la
destino en la superior derecha. En la gréafica de la izquierda, la posicién destino esta
girada 90° respecto a la inicial y en la grafica de la derecha, lo esta 180°. EI mdvil se
dibuja cada 5 iteraciones.
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5.3.3. Potenciales Repulsivos con Rotacion

El gradiente del potencial repulsivo generado por nobs obstaculos serd la suma de
gradientes de potencial debido a cada uno de ellos:

nobs

- vWrep (Q) = Z W:?zs (Q)

obs=1

La fuerza repulsiva producida por los obstaculos sera la suma de las fuerzas que
producen cada uno de ellos. La fuerza que produce un obstaculo est4 formada por dos
sub-vectores:

obs rzbsdes (Q)
- VW, (Q) = ( WrZESm (Q)]

donde —VW®_ (Q) representa el desplazamiento provocado por el obstaculo

rep,des

mientras que — VW _(Q) va a suponer las rotaciones sobre los ejes del sistema de

rep,ro
referencia local del movil que genera el obstaculo.

El término — W,‘;zsdes (Q) es la fuerza repulsiva ejercida por el obstaculo como si no

hubiese rotacién, siendo por tanto:
VWr?ezsdes (Q) vu?é)ps (q)

El término — VW2* (Q) debe producir un giro respecto al punto de referencia del

rep,
movil tal que aleje el movil del obstaculo, pero no siempre es posible definir este giro.
Sean Sy Y Sobs las esferas del movil y obstaculos méas cercanas (pueden no ser unicas) y
el vector de colision desde el obstaculo al movil ve=(Sm.C-Sops.C). EStos valores son
devueltos por el modulo del célculo de distancias entre movil y obstaculo. En los
siguientes tres casos, cualquier giro del maévil disminuye la distancia entre movil y
obstaculo (Figura 5.4):

e La esfera sy es un vértice esférico de la poli-esfera que representa al movil,
definiendo una linea que une su centro y el centro de Sqps, Y €l punto de referencia qo
cumple que el vector (sm.C-qo) es paralelo con el mismo sentido que V.

o Existe una arista esférica del movil paralela al obstadculo (a uno de sus vértices,
aristas o planos esféricos), con lo que sy, que puede no ser Unica, pertenece a una bi-
esfera Sp; de eje vp; y se cumple que la proyeccion en la direccion v, (en su sentido o
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el opuesto) del punto de referencia qgo sobre la linea definida por vo; cae dentro del
eje de la bi-esfera.

o Existe una cara esférica del maévil paralela al obstaculo, con lo que sy, que puede no
ser Unica, pertenece a una tri-esfera y se cumple que la proyeccion en la direccién v
(en su sentido o el opuesto) del punto de referencia qo sobre el plano de centros de la
tri-esfera cae dentro del triangulo definido por los centros de las esferas vértices de
la tri-esfera.

Para estos tres casos, en los que no se debe producir ningun giro del movil, se dice que
el movil se encuentra en equilibrio de orientacion respecto al obstaculo considerado,
siendo los casos ideales de orientacion entre mavil y obstaculo, es decir, aquellos a los
que debe tender el giro producido en el movil por el obstaculo.

Cuando el mévil no se encuentra en equilibrio de orientacion con un obstaculo, se
puede definir, a partir de v. y vi=(Sm.C-Qo), considerando la esfera s, mas cercana a qo
cuando hay mas de una, el eje del giro rq segun:

o =V, AV,
’ Obstaculo
—Obsticulo C 4 N Cara del

Obstaculo

Figura 5.4. Situaciones en las que un Giro Acerca el Mdvil al Obstaculo. En la
grafica de la izquierda, el movil se acerca al obstaculo si se produce un giro respecto
a qo, situado sobre la linea que define la minima distancia entre mévil y obstaculo. En
la grafica central, donde el mdvil y el obstaculo tienen aristas esféricas paralelas, se
muestra sombreada la zona en que si se encuentra qo, el giro produce un
acercamiento del movil al obstaculo, ilustrdndose un ejemplo. En la gréfica de la
derecha se resalta la misma zona cuando el mdvil y el obstaculo tienen caras
esféricas paralelas.

El plano de giro seré aquél que tiene rq como vector normal y pasa por go. EI méximo
giro permitido es aquél que lleva el mdvil a una situacion de equilibrio de orientacion
con el obstaculo. Para determinar este maximo giro, se realiza una seccion del movil
por el plano de giro y se calcula, para todas las aristas esféricas, la esfera cuyo centro es
interseccion del eje de la arista con el plano de giro. Todas estas esferas, incluida la
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esferas sm, se ordenan en el sentido de las agujas del reloj visto desde el eje rq y a partir
de un punto del interior del mévil (por ejemplo, sn.c). Se considera la esfera s, anterior
segln esta ordenacion a la esfera sy. De esta forma se define la bi-esfera Sy, con
vértices esféricos s, ¥ Sm que tiene como angulo de convergencia y, y como eje V,. El

angulo que forma este eje con el vector de colision es = cos*l(\?C -\7a). Entonces el

angulo maximo de giro se define como Oma=P+ya-m/2. Este &ngulo es el que fuerza a la
bi-esfera S,m a ser perpendicular al vector esférico v, (Figura 5.5).

Hay una situacion, complementaria al primer caso de equilibrio en orientacion, donde
el eje de giro no esta definido, al ser los ejes v; y v, paralelos y con el mismo sentido.
Para este caso se debe tomar como eje de giro, aquél perpendicular a v, que permita
obtener el mayor O, posible.

Figura 5.5. Determinacion del Maximo Angulo de Giro. Tras realizar la seccion
del mdvil con el plano de giro y obtener y ordenar las esferas con centro en este
plano, se determina la esfera s, anterior a la esfera s, definiéndose la bi-esfera Sy
A partir de esta bi-esfera es facil calcular el maximo angulo de giro como aquel
angulo de giro respecto a g, que situa a la bi-esfera perpendicular al vector de
colision v..
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Para la definicion de un buen potencial, el gradiente, es decir, el giro producido, debe
ser nulo cuando el movil se encuentre fuera de la zona de influencia del obstaculo, para
ir incrementando segun el movil esté mas cerca al obstaculo. El giro maximo Oy« debe
ocurrir s6lo cuando el movil se encuentre tocando la zona de seguridad del obstaculo.
Para casos intermedios, se puede definir cualquier tipo de interpolacion (lineal,
cuadratica, cubica, ...). Por ejemplo, utilizando una interpolacién lineal, el angulo de
giro que debe aplicarse al mavil se define segun:

0 Si dionbfs < ||q_qobs||
d _obs _ _
0(Q) =1 obs”? dﬂ;’“” O S A% < [a— | < di
inf seg
emax si ||q_qobs|| < d::;

El angulo de giro es positivo, ya que el sentido de giro viene dado por el sentido del eje
ro. Este giro respecto a un eje arbitrario rq expresado respecto al sistema de referencia
local del movil, se puede representar mediante tres angulos de Euler (ou,Bryr),
obteniendo finalmente:

d,o,
- VWr(e)zt[))s,rot (Q) = dVl3r
dW'Yr

La Figura 5.6 muestra cinco ejemplos de la aplicacion del potencial repulsivo con
rotacion definido de esta forma en un espacio de trabajo 2D con un movil bi-esfera que
dispone de un grado de libertad de rotacion y dos de traslacion. En los dos ultimos
ejemplos, se puede observar la buena respuesta que presenta esta técnica para entrar en
el pasillo formado por dos obstaculos y para bordear obstaculos, ya que el giro pretende
siempre que el movil sea paralelo a los obstaculos.
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Figura 5.6. Aplicacion del Potencial Repulsivo con Rotacién. En un espacio de
trabajo 2D con un movil representado por una bi-esfera que puede girar respecto a
su centro, se ha definido un potencial atractivo parabdlico con rotacion y un
potencial repulsivo con rotacién. La configuracion inicial se encuentra en la zona
inferior izquierda y la destino en la superior derecha. En la grafica superior
izquierda, la posicién destino tiene la misma orientacidn que la inicial, en la gréafica
superior central esta girada 90° respecto a la inicial y en la gréafica superior derecha,
lo estd 180°. En la grafica inferior izquierda se puede observar la respuesta que
presenta para entrar a pasar entre dos obstaculos esféricos que se encuentran en su
camino. En la gréfica inferior derecha, se puede observar cémo el bordeo o
seguimiento del contorno de un obstaculo de tipo bi-esfera presenta caracteristicas
muy adecuadas, ya que el efecto del potencial repulsivo de giro fuerza al mévil a
desplazarse paralelamente al obstaculo. En todos los casos, cuando el movil esta
fuera de la zona de influencia de los obstaculos, los giros producidos, si los hay, son
debidos al potencial atractivo con rotacidon debido al cambio de orientacion del
destino. En las graficas superiores el mévil se dibuja cada 10 iteraciones, cada 5 en
las inferiores.
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5.4. Planificacion Mediante Técnicas de Optimizacion
Cléasicas

La planificacion de movimientos mediante campos potenciales artificiales es un
problema de optimizacion donde la configuracion del movil debe buscar un minimo.
Ademas se debe aprovechar que el gradiente esta disponible, por lo que los métodos de
optimizacion tradicionales basados en el gradiente se pueden aplicar para resolver este
problema. En concreto, a continuacion se van a introducir la aplicacion de los métodos
de Davis, Swan y Campey, basado en el gradiente como técnica depth-first o steepest
descendent, de Newton, basado en el Hessiano y de Davidon que conjuga ambos
métodos [M&T96]. Estas técnicas van a mejorar uno de los problemas tipicos de los
campos potenciales: la oscilacién que se produce al recorrer pasillos entre obstaculos
[K&B9I1].

5.4.1. Aplicacion del Método de Davis, Swan y Campey

El método de Davis, Swan y Campey (DSC) [Bur74] es un método de optimizacion en
la direccion de la fuerza resultante. Considerando el incremento de movimiento
variable:

VU(Q)
" =0-6———F
Q=0

se pretende encontrar un minimo del potencial U(Q) en la direccion -VU(Q). Para ello
se prueban valores incrementales de o hasta que se obtengan tres valores 61, 0, y 03 de
forma que se garantice que incluye un minimo, es decir:

U(Q'(3,)) > U(Q'(3,)) < U(Q'(3,))

Para conseguir estos valores 81, &, y 83, teniendo en cuenta que la fuerza resultante
apunta en una direccion decreciente en el potencial, se puede utilizar el algoritmo
siguiente, con el que se consigue acotar la zona en que se encuentra el minimo del
potencial en la direccién de la fuerza resultante en un intervalo de longitud 2'H. El §
optimo a considerar para el movimiento en la direccion de la fuerza resultante, teniendo
en cuenta que los puntos generados por el algoritmo son equidistantes, es:

5,U(Q'(5,)) +3,U(Q'(5,)) +8,U(Q"(3,))
S = 72(8,+8,+8 )‘%( U(Q'(,) + U(Q'(3,)) + U(Q 6,)) j
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Un algoritmo que encuentra el valor de este dmi, Optimo es el siguiente:

Ao =0
U, = u(@Q)
repetir _
Ay =X, +2'H
U, =U(Q ()
hasta U,,, > U,
7\‘Ii+l = 7\'i+l - 2i71 H
U =U(Q (1))
si i=0 (caso a)
1 HU',+2HU,
8min =3H - FETEET T
4U,+U' +U;
sino, si U, ,<U, (caso b)
5 = i IAU A0, U+, Uiy
m 2 2 Ui + U'i+l+Ui+l
sino (caso c)
3hi 1AUp +AU +4, Uy
S .. = _ =

T2 T2 UL +U +U,

Para ilustrar esta técnica, la gréfica de la Figura 5.7 muestra lo que podria ser una
seccion transversal de la superficie que representa el campo potencial total. La seccion
se tomaria en base al vector que marca la fuerza resultante, esto es, la direccion de la
méaxima pendiente. Un problema de esta técnica, ilustrado en esta Figura, es que se
puede pasar por alto un méximo local (obstaculo) buscando un minimo local. Ello se
produce si U;<Ui.; cuando existe un obstaculo entre Q(Ai) y Q(Ai+1), ya que los valores
obtenidos son discretos. Para resolver esta situacion hay que acotar el méximo
desplazamiento en la direccion resultante mediante la distancia al obstaculo mas
proximo, es decir, acotar el incremento teniendo en cuenta la desigualdad:

_dobs

seg

ngH <|Q-Qus

Si en ese tramo no se ha garantizado la existencia de un minimo, se toma el maximo
avance posible en esa direccion (distancia al obstaculo mas proximo). Para evitar
aquellos obstaculos que no se encuentran en la direccién de la fuerza resultante, una
posible mejora consiste en considerar la minima distancia a los obstaculos que se
encuentran en esa direccion.

La eleccion del valor de H puede resultar critica: debe ser funcion de la distancia al
destino o al obstaculo mas proximo (en este caso, cuando se esté cerca de un obstaculo,
los movimientos seran pequefios).
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JUQ , 2UQ)
U, '
U, U
U, U?
U..,
H/2 H/2 U,
<—><—> A U, 2P| 2FH A
> <——2><—> >
7\‘0=0 7\"1 }\‘l 7\‘020 7\’1 7\"141 7\‘1\1
a) b)
JUQ) 2UQ)
U, +— U
U, U
U'1+1UH 1 U A
Ui-l Ui U#l
il il i1 U"<+ il il
2"'H| 2"H| 2"'H A i 2"H| 2"H "y
7\‘020 7\"1 1 7\"i 7\"1+1 ?\'Hl 7\’0_0 7\‘1 7\"{+1 7\’1+1
¢) d)

Figura 5.7. Acotacion del Minimo en la Direccién del Gradiente. Las graficas a,
b y ¢ muestran los tres casos posibles representados en el algoritmo. En a se
obtiene un primer valor para A=H mayor que el potencial inicial, estando el
minimo ya acotado. En b tras sucesivos valores descendentes, se acota el minimo
entre A; y Ai+1. En el tercer caso, mostrado en c, resulta necesario volver un paso
atras para tener el minimo acotado. En d se muestra la posibilidad de pasarse por
alto un méximo local, que representa un obstaculo, ya que los valores U; obtenidos
son los mismos que en el caso b, por lo que se corre el peligro de suponer que hay
un minimo dentro del obstaculo.

Esta técnica de optimizacion basada en el gradiente resulta adecuada lejos del destino y
los obstaculos (se pueden realizar grandes avances), pero suele ser muy lenta, ya que
para cada paso del algoritmo hay que evaluar varias veces la funcién potencial. La
Figura 5.8 compara esta técnica con la técnica de planificacion depth-first. En el
segundo ejemplo se puede observar la reduccion de oscilaciones producidas en el mavil
al recorrer un pasillo estrecho.
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Figura 5.8. Planificacion Mediante la Optimizacién de Davis, Swan y Campey.
El espacio de trabajo es 2D con un movil modelado con una esfera que debe ir de
su configuracion inicial (posicion inferior) a una destino (posicion superior). En el
ejemplo superior, donde hay 10 esferas de obstaculos, se compara la técnica depth-
first (gréfica izquierda) y la optimizacion DSC (grafica derecha), pudiendo
observarse que esta Ultima realiza grandes avances en zonas despejadas y
pequefios desplazamientos cerca de los obstaculos o el destino. En el ejemplo
inferior, donde dos bi-esferas forman un pasillo, la aplicacion de la optimizacion
DSC (derecha) no presenta oscilaciones en el pasillo, a diferencia de la técnica
depth-first (izquierda). En ambos casos, el nimero de iteraciones del proceso se ha
multiplicado por 10 y el tiempo de calculo por 100 al utilizar la técnica DSC. En el
caso superior, la longitud del camino encontrado es un 10% mayor para la técnica
DSC, pero en el segundo ejemplo, es casi el 45% que el de la técnica depth-first al
evitarse las oscilaciones. En todos las gréaficas el movil se dibuja cada 10
configuraciones calculadas.
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5.4.2. Aplicaciéon del Método de Newton

El método de Newton [Bur74] se trata de otro método de optimizacion en el que la
direcciéon en la que se moverd el movil depende del gradiente y del inverso del
Hessiano, segun la siguiente expresion:

J7(q;)F(q;)

'+1: i+6 -1
B = 4 O g F@))]

con o una constante de proporcionalidad. Como se puede observar, el movimiento no
siempre se realizara en la direccién de la fuerza resultante.

Para un mévil con traslacioén, el Hessiano del vector fuerza se define como:

oF. (q. oF, (q; oF. (q;
X (q|%x X (q%y X (ql%z
oF, (a;) oF, @) oF, @)
J(@;) = A( oy 42

8qugé; 6qu9é; 8qugé;

Puesto que se utiliza el Hessiano, hay que calcular las derivadas parciales del vector
fuerza. Ya que se tienen fuerzas atractivas y repulsivas, el Hessiano resultante sera la
suma de Hessianos:

nobs
I(0) = I (@) + 22IE(A) + I i

obs=1

El Hessiano atractivo depende del potencial atractivo utilizado. Para un potencial
atractivo conico, el Hessiano tiene determinante nulo, por lo que no se puede obtener la
inversa. Para un potencial atractivo parabolico, la fuerza atractiva es:

F.o (@) =—2,(a-q,)
Calculando las derivadas parciales:

alzaltr,q>< (q) _ 6Fatr,qx (q) _ al:atr,qz (q)

aq, aa, oq, ’
aFatr,qx (q) _ aFatr,qx (q) _ al:atr,qy (q) _ O
ody oq, aq,
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Por tanto, el Hessiano es:

-, O 0
Jes(@=| 0 —-g, 0 |con

0 0 -—¢;

‘Jatr (q)‘ = _S?I;

La fuerza repulsiva generada por un obstaculo sobre el mévil cuando éste se encuentra
en su zona de influencia es:

1 1 1 0ons C C
Frz?)s((]) = T|obs[|| J (q Aoy ) nobs(” ke - 3}

a=Aee] Ao ) oo Jo— el vt d2|v]

inf

con Vv, el vector de colision que va del obstaculo al movil. Las derivadas parciales son:

aFobs
FooelD_((ver Ale)+ B(a)
ax
Fr(:zk;))sq (q) 2
aqy = nobs((vc,y) A(q) + B(q))
OF o, (0)
# = Tlobs((vc,z)zp‘(q) + B(q))
OF sy () aFfé?fq (a) 5':235% (@
aq, oq, aq, - _nobsA(q)C(q)
donde
3v. |- 4dr diw —[v .
Alg)=——-—5—: B Ve,V
D="gp B gy O

El Hessiano repulsivo producido por un obstaculo en su zona de influencia es:

(ve.) A(@)+B(@)  -A(g)c(q) - Aa)c(a)
IR =Nw| -Al)C@  (v.,)Al@+Ba)  -Aa)c(q)
- Aa)c(a) ~Afa)cla)  (v..) Aa)+B(a)
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Para que fuera de la zona de influencia no intervenga el obstaculo, el Hessiano
repulsivo total del obstaculo se define como:

. 1ob
55 sidif < Hq ~ Qops
IB(A) =13m (@) sid% <[q—qg,[<d
- b
|3><3 S Hq - qobs < d(s)ec;

Esta técnica de optimizacion basada en el Hessiano resulta adecuada cerca del destino y
los obstaculos. En general, esta técnica presenta resultados muy similares a la técnica
depth-first, pero el tiempo de célculo aumenta al necesitar calcular el Hessiano y su
inverso. La Figura 5.9 compara mediante dos ejemplos esta técnica con la técnica de
planificacion depth-first. En el segundo caso se puede observar la reduccion de
oscilaciones producidas en el mavil al recorrer un pasillo estrecho.

5.4.3. Aplicaciéon del Método de Davidon

A partir de una idea original de Davidon se han desarrollado una serie de métodos que
son los mas utilizados como métodos del gradiente [PF+88]. Su planteamiento basico
es muy simple, intentar aprovechar lo mejor de las dos técnicas anteriores y evitar lo
peor de ellas. La técnica de DSC es lenta pero siempre decrece el valor de la funcion,
solo requiere la primera derivada y es bueno lejos del destino. La técnica de Newton
converge rapidamente, es buena cerca del destino pero requiere las segundas derivadas
y la inversa de este Hessiano. EI método de Davidon busca comenzar como el DSC y
terminar como el de Newton, pero utilizando sélo las primeras derivadas, de forma que
la direccion de busqueda varie suavemente de un método a otro.

La actualizacion de la configuracion se realiza en cada método segun:
DSC: Qi =Q,; +35,,,IW(Q,)
Newton: Qiy =Q; +I(Q)W(Q)
El método de Davidon considera un compromiso entre 3 . IW(Q;) y J™(Q,)W(Q,):
Qi = Q; +8,;,H(Q)WI(Q;)

Se debe construir una secuencia de matrices Hi=H(Q;) que sean simétricas, definidas
positivamente y que tiendan a J™' seglin i—»e. Para conseguir esta secuencia de
matrices, se estima Hi.; a partir de la anterior con un cierto error E;:

H.,=H, +E
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Figura 5.9. Planificacion Mediante la Optimizacion de Newton. El espacio de
trabajo es 2D con un mdvil modelado con una esfera que debe ir de su
configuracion inicial (posicion inferior) a una destino (posicién superior). En el
ejemplo superior, donde hay una bi-esfera de obstaculos y el mévil se dibuja cada
10 configuraciones calculadas, se comprara la técnica depth-first (gréafica
izquierda) y la optimizacion de Newton (gréfica derecha), pudiendo observarse que
esta Gltima reacciona antes ante la presencia de un obstaculo. En el ejemplo
inferior, donde hay dos bi-esferas de obstaculos que forman un pasillo, y el mévil
se dibuja cada 10 configuraciones calculadas, se compraran las técnicas depth-first
(izquierda) y Newton (derecha), siendo resaltable que esta ultima técnica no
presenta casi oscilaciones en el pasillo, a diferencia de la primera. En ambos
casos, el nimero de iteraciones del proceso y la longitud del camino se mantienen
similares, pero el tiempo de calculo aumenta un 50 por 100 al utilizar la técnica de
Newton, ya que se requiere calcular el Hessiano y su inverso.
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Una clase de soluciones a este problema viene dada por ([PF+88]):

Hiyiu;r((x)_'_ iniT(B)
ui (a)y, yViT(B)yi

Ei(OC’B'Y) ==

donde

Yi=W,,—-W, p,=Q;,-Q,
u;(0) =p; +aH,y;, Vi(B) =p; +BHy;

por lo que se dispone de una familia de tres parametros (o.,B,y). Se puede comprobar
que para una funcion cuadréatica de n variables se alcanza la convergencia al minimo en
n pasos siempre que las blsquedas lineales se realicen exactamente. Entre todas las
posibles aproximaciones destacan los siguientes tres casos:

a) y=1,00= o0, B=0;

Ea_pip? Hyyi H,
'oplyr YiHY,

b) y=1,00=-1,p=-1:

Eb _ (pi - Hiyi)(pi - Hiyi)T

i T
(pi_Hiyi) Yi
1
y;rHiyiJ
) b piY;
1 [ y.TH.y.J |
EiC: |(1+ NV iiT_iiTHi_HiiiT
PIYi pry, FiPr TP pr

Un algoritmo para aplicar el método de Davidon es el siguiente:

Wo=W(Qo); Ho=I

repetir
Calcular dmin que minimiza U(Q;+oH;W;)
Calcular Qi+1=Qi+3HW,; y Wix1=W(Qi+1)
Calcular yi=Wi:1-W; y pi=Qi+1-Q;
Actualizar Hi.;=H;j+Ejsegina,boc

hasta Convergencia
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El problema que tiene este método es el calculo de la minimizacién lineal para obtener
Omin €n el primer paso del bucle. Se puede utilizar una técnica similar a la del método
DSC, pero suele resultar bastante costoso para un paso intermedio del algoritmo. Una
técnica relativamente sencilla que da buenos resultados es considerar en cada paso la
secuencia do=H y 0i:1=0.19;, hasta que se consiga una reduccion significante en el
potencial, y entonces realizar una interpolacion cubica para determinar una
aproximacion al minimo dmin. De nuevo la eleccion de H dependera de la distancia al
destino y al obstaculo més cercano.

En los ejemplos que se muestran en la Figura 5.10 se puede comparar las tres variantes
de Davidon con las técnicas anteriores DSC y Newton. Para los tres casos el inicio es
similar, actuando bien lejos del obstaculo (como DSC) y cerca del mismo (como
Newton). Sin embargo, siempre presentan la misma respuesta al salir de la zona de
influencia del obstaculo: mantiene la misma direccion de movimiento, tardando en
reaccionar hacia el destino. Esto es debido a que para calcular la nueva direccion se
utiliza la direccion anterior, realizando un filtrado o suavizado. De esta forma se puede
concluir que la técnica de optimizacion de Davidon, pese a comportarse segin lo
esperado, no mejora las caracteristicas de las técnicas DSC y principalmente de
Newton, cuyo comportamiento es el mas adecuado de los tres.
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Figura 5.10. Planificacion Mediante las Tres Variantes de Optimizacion de
Davidon. El espacio de trabajo es 2D con una bi-esfera como obstaculos y el
movil, modelado con una esfera, debe ir de su configuracion inicial (posicion
inferior) a una destino (posicion superior). En los dos ejemplos superiores, se
muestra el resultado de aplicar la optimizacién con DSC (grafica izquierda) y
Newton (grafica derecha). En los tres ejemplos de la parte inferior se muestran, de
izquierda a derecha, las tres variantes de la optimizacién de Davidon. En los tres
casos el inicio es similar, actuando bien lejos del obstaculo (como DSC) y cerca del
mismo (como Newton). Sin embargo, siempre presentan la misma respuesta al salir
de la zona de influencia del obstaculo: mantiene la misma direccién de movimiento,
tardando en reaccionar hacia el destino. EI mévil se dibuja en los cinco casos para
todas las configuraciones calculadas.
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EPILOGO

En este epilogo se muestran diversos sistemas experimentales realizados con el objetivo
de corroborar el trabajo desarrollado mediante unas aplicaciones prototipo, se presentan
las conclusiones obtenidas en este trabajo y las principales aportaciones realizadas v,
finalmente, se contempla una autocritica al trabajo y ampliaciones futuras a realizar.

—¢Entonces ya no fabrican robots flexibles y adaptables como yo? —pregunto
Andrew.

—No.

—Las investigaciones que he efectuado con motivo de mi libro —continué diciendo
Andrew— indican que soy el robot mas antiguo actualmente en activo.

—EIl mas antiguo ahora —dijo Smythe-Robertson— y el mas antiguo que jamas
existird. Ningun robot es de utilidad alguna después de cumplidos los veinticinco
afios de vida. Los recuperamos y los sustituimos por modelos mas modernos.

“El Hombre del Bicentenario”. Isaac Asimov, 1976.
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|. Plataformas Experimentales y Aplicaciones

Con el fin de poder aplicar la investigacion realizada en el campo de la planificacion de
movimientos de sistemas robotizados, resulta necesario integrar los métodos
desarrollados en sistemas de programacion de robots para comprobar sus resultados. Si
bien en los ultimos afios se empieza a considerar seriamente la necesidad de una
estandarizacion en la programacion de robots, hoy en dia los robots industriales se
programan en diferentes lenguajes, desarrollados por las propias compafiias fabricantes
de los robots. De hecho, la mayoria de fabricantes disponen de su propio lenguaje de
programacion, ejecutable directamente sobre la unidad de control. Estos sistemas
suelen ser cerrados, dificultando enormemente la posibilidad de integrar modulos de
deteccion de colisiones o de planificacion de movimientos. Esto ha hecho que muchos
de los trabajos realizados en el campo de la planificacion de movimientos se queden en
meras simulaciones, sin verificacion sobre los sistemas reales.

Como consecuencia, en paralelo al trabajo de investigacion expuesto en los capitulos
anteriores, ha resultado necesario invertir un gran esfuerzo en el desarrollo de sistemas
orientados a la programacién (y simulacion) de los robots disponibles en el Laboratorio
de Robética™ del DISCA para utilizarse como plataformas experimentales. Todas las
aplicaciones software han sido implementadas en C++ para entornos Windows. A
continuacion se realiza una breve explicacion de los sistemas desarrollados, si bien una
vision global con las caracteristicas principales de la mayoria de ellos se puede
encontrar en varias publicaciones ([M&V94], [M&V95] y [V&MB95]). Tras la revision
de estos sistemas, se comentara su integracion con los conceptos tedricos de
planificacion de movimientos desarrollados.

El primer paso para disponer de un sistema de programacion abierto, con la posibilidad
de integrar médulos especificos, consiste en evitar la programacién del robot desde la
unidad de control, permitiendo programarlo desde un ordenador externo. Para ello se ha
desarrollado el sistema denominada WinArla [VMV93] que emula graficamente el
interfaz de las unidades de control S2 y S3E de los sistemas robotizados IRB de ABB, asi
como de sus unidades de programacion. Con esta aplicacion software se puede programar
el sistema sobre un modelo virtual del robot en un PC, con una metodologia similar a la
que dispone la unidad de programacion del sistema de control del robot real y utilizando el
mismo lenguaje de programacion, el ARLA, aunque actualmente se estan desarrollando
sistemas analogos que permitan programar los robots con otros lenguajes, tal como el
VAL Il, el RAPL o el formato propuesto como estandar internacional IRL.

®) Robots industriales IRB L6 (cinco grados de libertad, sistema de control S2, motores DC, lenguaje de
programacion ARLA, herramienta maltiple con dos pinzas) e IRB 1500 (seis grados de libertad, sistema
de control S3E, motores AC, lenguaje de programacion ARLA, herramienta maltiple con tres pinzas) de
ABB, vehiculo autoguiado Robuter de Robosoft.
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El programa dispone de los menus desplegables, iconos y botones necesarios que
reemplazan a los dispositivos fisicos reales. Las tres ventanas principales de la aplicacion
(Figuras E.la-c) estan disefiadas para que ofrezcan un aspecto lo méas parecido posible a
los dispositivos reales, esto es, a partir de iconos, marcos, botones, texto integrado, mapas
de bits, etcétera. WinArla tiene su propio simulador grafico del robot para poder moverlo
con un interfaz semejante a la palanca de mando real y verificar los movimientos en la
pantalla del robot. Esta filosofia de trabajo es comparable a la que utiliza ABB en su
nuevo sistema S4 con programacion desde PC, sacado al mercado el afio 1995 (cabe
resaltar que la primera version de WinArla se desarrollé dos afios antes).

El sistema ofrece la posibilidad de dos modos de trabajo: sin conexién con el robot y
conectado al robot. La primera posibilidad permite una programacion y simulacién off-
line, trabajando sobre un modelo del robot en pantalla. Por otro lado, la segunda
posibilidad permite comunicar con el robot con el fin de llevar a cabo tareas como la
creacion, edicion y correccion de programas, el aprendizaje por parte del robot de
movimientos programados, la ejecucion de programas, etcétera.

Otro sistema desarrollado en esta linea, denominado IntArla, es un intérprete de
programas robot en lenguaje ARLA con un interfaz sencillo (Figura E.1d) que incluye
un simulador 3D de los robots de la serie IRB de ABB. La aplicacion toma como
entrada dos ficheros ASCII, uno con el cddigo fuente que puede incluir mas de un
programa ARLA con llamadas entre ellos y otro que define las localizaciones
(posiciones y orientaciones) por las que debe pasar el robot. ElI cddigo fuente es
interpretado y ejecutado, avisando de cualquier error sintactico que tenga el programa.
Entre sus caracteristicas principales se encuentran la posibilidad de simular la ejecucion
de un programa pasa 0 paso para la deteccion y correccion de errores y la ejecucion de
forma continua, tanto en simulacién como en conexion con el robot.

Como segundo paso, de cara a evitar trabajar de una forma dependiente de la sintaxis
de un lenguaje, se ha desarrollado un sistema, denominado SIPRAC (Sistema Integrado
de Programacion de Robots Asistida por Computador), que permite programar un robot
en formato neutro a partir de la definicion gréafica en un sistema CAD de la trayectoria
que debe seguir la herramienta del robot [SMV96]. Ademas, con el interfaz desarrollado
(Figura E.l.e) para este programa, se puede acceder al resto de aplicaciones ya
comentadas, permitiendo una integracion del software a través de los ficheros de
programas robot con un formato neutro, TRY, similar a los estdndares internacionales
propuestos. Este formato incluye una cabecera de inicializacion propia para cada robot y
un conjunto de acciones y movimientos que se pueden ejecutar sobre el robot real
seleccionado.

La generacion de la trayectoria de la herramienta se puede realizar con cualquier
programa CAD que permita salida a formato DXF, utilizando sus posibilidades gréaficas
con lineas, polilineas, arcos, circulos, elipses, curvas Bezier y splines, etcétera. El
fichero se interpreta en SIPRAC y se digitaliza, entendiendo por este proceso el cambio
de curvas a polilineas controlado por una cierta precision. Para poder ejecutar esta
trayectoria, se deben seleccionar pardmetros de movimiento en cada tramo de la
trayectoria, tales como velocidad, tipo de movimiento (libre, lineal, circular, ...),
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precision, etcétera. Un aspecto importante es la definicion de la orientacion de la
herramienta, no incluida en la trayectoria inicial. Igualmente, después de cada
movimiento basico, opcionalmente se pueden incluir acciones del tipo abrir/cerrar
pinzas, esperas temporales, esperas a la activacion de una entrada digital, tratamiento de
salidas digitales, control de registros, ...

Para disponer de una herramienta que permita la programacién y simulacion desde un
entorno grafico se desarrollo el sistema RCad ([VMT91], [MTV92], [VMT923] vy
[VMT92b]). Esta aplicacion, desarrollada bajo el programa de Disefio Asistido por
Ordenador AutoCAD, permite programar interactivamente y simular los movimientos de
varios robots sobre un modelo gréafico 3D de los mismos en la pantalla de un ordenador
(Figura E.1.1). El sistema realiza automaticamente las verificaciones oportunas (rangos,
sintaxis, etcétera) para garantizar que los programas generados por dicha herramienta
sean validos a la hora de su posterior ejecucion. Cuando resulte necesario, se puede
verificar la programacion sobre los robots reales. El sistema desarrollado resulta ser una
herramienta de manejo y aprendizaje facil de cara a la programacion de robots
industriales, ya que se apoya en las caracteristicas gréficas propias de un sistema CAD,
a la vez que permite disponer de un entorno agradable de trabajo para el programador.

Por dltimo, la cineméatica de los robots se resuelve mediante el sistema SimCef,
orientado al modelado y la simulacion geométrica y cinematica de sistemas
robotizados. SimCef (Figura E.1.g) es una completa herramienta CAD especializada en
el modelado de sistemas robotizados que permite la representacion grafica de objetos
tridimensionales. Para ello implementa una serie de primitivas muy utilizadas a la hora
de modelar estos sistemas, cdémo son el prisma rectangular, la pirdmide truncada, el
cilindro, el cono truncado, la semiesfera, un elemento unién de un cilindro y una
pirdmide y un elemento compuesto de dos cilindros unidos. Los elementos suponen un
nivel mas en el proceso de modelado de un sistema robotizado: son modelados
partiendo de primitivas y constituyen las partes ldgicas (separadas mediante
articulaciones) en las que podriamos dividir un robot. SimCef esta pensado de forma
que se pueda generar incluso una libreria de elementos que puedan ser utilizados
posteriormente en el modelado de sistemas completos. Finalmente, un sistema es
modelado partiendo de una serie de elementos. Entre cada par de elementos se debe
definir un eje de articulacion, pudiendo ser ésta de revolucion o prismatica.

A partir del modelo geométrico del robot y de la definicidn de los ejes de articulacion,
SimCef calcula el modelo cinematico del sistema mediante la conocida representacion
de Denavit-Hartenberg. Una vez efectuado este célculo, se pueden consultar y
modificar las variables de cada articulacion, definiendo movimientos mediante el
encadenamiento de diferentes configuraciones. Cada vez que se ejecute la trayectoria
del robot, ésta ird simulandose gréficamente en pantalla, pasando por todas las
configuraciones almacenadas.
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Figura E.1. Ejemplos de Plataformas Experimentales Desarrolladas. En las
graficas a, b y ¢ se muestran las tres ventanas principales de la aplicacién WinArla,
que permite realizar una programacion del robot similar a como se realiza en la
unidad de control. En d se muestra el interfaz del sistema IntArla, que interpreta,
simula y ejecuta un programa robot en c6digo ARLA. SIPRAC permite, mediante el
interfaz mostrado en e, generar programas robot a partir de la definicién grafica
de la tarea a realizar. En la grafica f se muestra la utilizacién de la aplicacion
RCad a la programacién y simulacién de una célula multi-robot. Finalmente, en g
se muestra un ejemplo del modelo geométrico y cinematico de un robot tipo Puma
obtenido mediante el sistema SimCef.
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Para resolver la comunicacién entre el ordenador y el robot, se ha desarrollado una
libreria de comunicaciones PC-robot, denominada CToolWin [ND+96]. La libreria
CToolWin, desarrollada para los robots de la serie IRB de ABB, es un libreria de
funciones que pueden ser llamadas por el usuario desde un programa C o C++ para
facilitar la transferencia de datos entre el PC y la unidad de control del robot. Esta
libreria permite al usuario escribir aplicaciones en un lenguaje de alto nivel, accediendo
a la unidad de control del robot a través del puerto serie del PC via RS-232C.

El protocolo utilizado para el nivel de enlace de datos entre el PC y la unidad de control
del robot es el ADLP-10 (ASEA Data Link Protocol) cuya mision es garantizar la
integridad de los datos que se transfieren en ambos sentidos. El protocolo del nivel de
aplicacion usado es el ARAP (ASEA Robot Application Protocol) cuyo propésito es
definir los tipos y el formato de los mensajes que son intercambiados entre el PC y la
unidad de control del robot durante la comunicacion. Ambos protocolos son
absolutamente transparentes al usuario, el cual simplemente dispone de una serie de
funciones para la comunicacion, obviando el funcionamiento a bajo nivel de la mismas.

Por encima de la libreria se ha implementado un sistema que monitoriza y controla la
comunicacion del PC con los robots, a la vez que permite compartir y administrar su
uso en una red de area local con mas de 10 PCs. La administracion, basada en la
implementacion WinSockets del protocolo TCP/IP, se realiza de forma transparente al
usuario, con un acceso desde cualquier puesto de trabajo de la red a cualquiera de los
dos robots existentes. Los robots son compartidos con la misma filosofia que se
comparten recursos informaticos en la red, es decir, impresoras, directorios de discos,
etcétera, pero, evidentemente, con especial tratamiento al tema de seguridad.

Con el uso de todas estos sistemas, se ha obtenido un entorno completo de modelado,
programacion y simulacién de sistemas robotizados que permite integrar y validar de
forma cdmoda y eficiente las técnicas desarrolladas en este trabajo de investigacion de
planificacion de movimientos con deteccion de colisiones. De hecho, para modelar los
sistemas robotizados con volimenes esféricos, se pueden utilizar tanto SimCef como
RCad para obtener los puntos originales del sistema robotizado real, calculandose asi
mismo el modelo cinematico con la primera aplicacion. Como entrada a la planificacion
de movimientos, la programaciéon de los robots puede ser realizada con diferentes
sistemas, tal como SIPRAC, WinArla, IntArla y RCad, siendo este ultimo
especialmente interesante para simular el comportamiento del robot.

La filosofia de integracion dentro de estas aplicaciones de un médulo de planificacion
de movimiento con deteccion de colisiones para sistemas robotizados se refleja en la
arquitectura de la Figura E.2. En el esquema se muestran las relaciones que existen
entre los diferentes mddulos asi como los formatos de ficheros utilizados por cada uno.
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Figura E.2. Integracion de la Planificacion de Movimientos con los Diferentes
Sistemas de Programacion de Robots. En la arquitectura propuesta se dispone de
un mddulo para la planificacion de movimientos con deteccion de colisiones
basada en el calculo de distancias entre volimenes esféricos. La entrada al médulo
puede ser tomada a partir de diferentes sistemas de programacion, como SIPRAC,
WinArla, IntArla y RCad, siendo este Gltimo de gran utilidad para la simulacion del
comportamiento de los robots. Los modelos geométricos y cinematicos de los
robots se pueden obtener como salida del sistema SimCef. Una vez el médulo de
planificacion de movimientos determina los caminos libres de colision, éstos se
pueden ejecutar sobre los robots reales mediante el médulo administrador de los

robot.
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Con la utilizacién de todas estos sistemas se ha definido una serie de aplicaciones
prototipo sobre las que se han aplicado los conceptos tedricos desarrollados en este
trabajo. Estas aplicaciones pueden cubrir desde la deteccidn de colisiones de un robot o
en una célula multi-robot a la planificacion automatica del movimiento de un robot o de
un AGV. Algunas de estas aplicaciones se comentan a continuacion.

La deteccidn de colisiones basada en la estructura jerarquica con diferentes grados de
precision y para el modelado con volimenes esféricos se ha utilizado para verificar los
movimientos realizados por dos robots (con variacion en todas sus articulaciones) cuyas
herramientas se cruzan en el espacio (Figura E.3a). Este ejemplo se ha programado y
simulado mediante RCad, si bien los programas se podrian haber generado con
WinArla o SIPRAC. El movimiento de una posicién a otra para cada robot se realiza
con una interpolacion lineal en las variables de articulacion de los robots, generada con
SimCef.

Por la situacion en que se encuentran los robots, s6lo pueden colisionar los elementos
desde el brazo a la herramienta, por lo que la plataforma, la base y el cuerpo no se
consideran en la estructura. En la secuencia de gréaficas para las situaciones inicial y
final (Figuras E.3b y E.3f), asi como para tres pasos intermedios (Figuras E.3c-e),
puede observarse como actua el procedimiento desarrollado. Inicialmente, los modelos
considerados para cada robot son dos esferoides cuadréticas, entre los que calcular la
distancias se realiza en 2.66ms. Esta representacion se mantiene mientras no se
produzca colision entre ellas, en cuyo caso se pasa a utilizar otros modelos 0 a
descender de nivel, como ocurre en este ejemplo. En este ejemplo, el mayor nivel de
precision requerido ha consistido en modelar un robot con seis bi-esferas y el otro con
una esferoide cuadrética, una tri-esfera y dos bi-esferas. En esta situacion, la deteccion
de colisiones se puede realizar en 14milisegundos. En el siguiente paso se representa un
robot con 2 bi-esferas y el otro con una spline esférica con cinco esferas de control,
calculandose la distancia entre ellos en 6.4milisegundos. En el Gltimo paso mostrado, se
consideran una esferoide cuadratica y una cubica como modelos, con un tiempo de
calculo de distancias de 4ms.

Para verificar completamente el movimiento de los robots han sido necesario realizar 8
calculos de distancia (dos para el primer paso, tres para el segundo, uno para el tercero
y dos para el Gltimo) realizados en un total de 57.72ms. Al utilizar la estructura
jerarquica extendida, cuando se desciende de nivel (o aumenta el grado de precision), es
porque se ha producido colision en un nivel superior, habiendo sido infructuoso este
calculo. Para este ejemplo, se han invertido 36.26ms en célculos de distancias no
provechosos. El tiempo necesario de calcular los modelos, descartando aquellos que se
pueden obtener mediante un preproceso off-line, es de 24ms. Por tanto, la verificacion
del movimiento realizado por los dos robots se realiza en un tiempo total de
118milisegundos. Este resultado se debe considerar como muy bueno, teniendo en
cuenta la dificultad del problema, ya que en el caso mas conflictivo, la distancia entre
las herramientas de los robots es menor a 10cm. Sin utilizar el modelo jerarquico ni las
envolventes esféricas, es decir, considerando la representacion exacta de los elementos
considerados, se puede estimar que el tiempo total para la deteccion de colisiones es
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aproximadamente de 24 segundos (3segundos para cada uno de los 8 calculos de
distancia realizados).

Figura E.3. Aplicacion Prototipo para la Deteccion de Colisiones entre Dos
Robots. En la gréafica a se muestra el ejemplo al que se aplica la deteccion de
colisiones, con dos robots que realizan un movimiento con variacién en todas sus
articulaciones, con una distancia minima de diez centimetros entre sus pinzas. La
secuencia de graficas b-f muestra los diferentes modelos que se utilizan para la
deteccidn de colisiones en la estructura jerarquica extendida. La verificacién de los
movimientos se realiza con un tiempo total de 118ms, incluyendo todos los calculos
de distancias y la generacion de modelos necesaria segun la configuracion de los
robots.
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Otra aplicacion posible seria aquella en que se supone una programacion en tiempo real
de un brazo-robot donde el programador mueve el brazo con la palanca de mandos para
definir una instruccién de movimiento. EI movimiento se realiza en diversos pasos,
implicando cada paso el movimiento independiente de una articulacion del robot. Estas
acciones se pueden introducir mediante WinArla. Todos estos movimientos basicos se
combinan para producir el movimiento de la configuracion inicial a otra final, que
corresponden al comando de movimiento del robot. El efecto de la ejecucion de esta
instruccion no serd repetir la secuencia de movimientos que el programador ha guiado
al robot con la palanca de mandos, sino realizar una interpolacion lineal para cada una
de las variables de articulacion del robot (si el movimiento es rectilineo o circular, se
interpolara lineal o circularmente en el espacio cartesiano para un punto caracteristico
de la herramienta). Esta interpolacion se puede obtener mediante SimCef, ya que
dispone del modelo cinematico del robot. ElI problema se plantea porque el
programador no sabe si el movimiento introducido presenta un problema de colision,
debiendo ser el sistema el que le responde de una forma rapida. EI mismo caso se
plantea si la programacion es off-line, realizada por ejemplo con IntArla o SIPRAC,
aunque el requisito temporal no es tan importante.

La planificaciobn de movimientos con campos potenciales se puede aplicar para
determinar los movimientos de un brazo-robot en el espacio cartesiano de dos formas
diferentes. En la primera se utiliza una filosofia de generacion-y-prueba: si el robot
debe transportar una carga, se planifica el movimiento de la carga desde su posicidn
actual a la posicién destino como si fuera un objeto de vuelo libre. Para cada una de las
posiciones intermedias de la pieza a transportar se resuelve el problema cinematico
inverso para calcular los valores de las variables de articulacion del robot. Realizando
una deteccién de colisiones del robot con los obstaculos se podra verificar este
movimiento. En caso contrario, para la posicion de la carga donde se ha producido
colisién se genera ficticiamente un obstaculo, probandose un nuevo camino. Esta
filosofia ha sido utilizada, por ejemplo, por [Z&H94].

La otra posibilidad de aplicar los campos potenciales en el espacio cartesiano a un
brazo-robot se basa en la aplicacion de los campos potenciales con rotacién. Sobre los
diferentes elementos se considera el potencial atractivo generado por el destino y el
potencial repulsivo generado por los obstaculos. En ambos casos se considera la
rotacion (traslacion) que se produce sobre el eje de articulacion de revolucion
(prismatica). A diferencia del caso general planteado en el Capitulo 5, cuando el eje es
de revolucidn, el momento de giro y la rotacion vienen dadas respecto a un eje fijo.

La planificacion de movimientos por campos potenciales también se puede aplicar a un
vehiculo autoguiado en un entorno modelado con volimenes esféricos. Un ejemplo en
un entorno real se muestra en la Figura E.4 para el vehiculo autoguiado disponible en el
Laboratorio de Robotica del DISCA. El entorno se modela con diferentes poli-esferas,
mientras que para el movil se han considerado dos envolventes, una esfera (Figura
E.4c) y una bi-esfera (Figura E.4d). En el primer caso se ha utilizado la optimizacion de
Newton, mientras que para la bi-esfera se utiliza la rotacion. En ambos casos, la
planificacion obtenida ha permitido dirigir el AGV hasta la posicion destino. Las
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pequefias oscilaciones que se producen en el camino no son preocupantes, ya que son
suavizadas directamente por la unidad de control del AGV mediante clotoides.
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Figura E.4. Aplicacion Prototipo para la Planificacion de Movimientos de un
AGV. En las gréficas a y b se muestran una perspectiva y la planta del laboratorio
donde se desea dirigir el AGV desde su configuracion actual a otra destino. Tras
modelar el entorno con poli-esferas, en la grafica ¢ se muestra el resultado de
aplicar la optimizacion de Newton a la esfera modelo del AGV. En la gréfica d el

movil se modela con una bi-esfera y se realiza la planificacion considerando la
rotacion del mdvil.
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Il. Conclusiones y Principales Aportaciones

El trabajo de investigacion reflejado en esta Tesis Doctoral aporta un nuevo enfoque al
problema de la planificacién de movimientos que permite trabajar directamente en el
espacio cartesiano y que ha sido aplicado con buenos resultados a diferentes aplicaciones
industriales prototipo para sistemas multi-robot en entornos complejos. Su desarrollo se
ha basado en la aplicacién de varios métodos de optimizacion nuevos en el contexto de la
planificacion de movimientos con campos potenciales y en la especificacion de
procedimientos rapidos de deteccion de colisiones sobre una estructura jerarquica
extendida que representa, mediante diferentes niveles y grados de precision, una célula
flexible con diferentes sistemas. Ambos procesos se han acelerado mediante la utilizacion
de unos modelos basados en esferas.

Mas especificamente, se han definido unos modelos esféricos que pueden entenderse
como continuos, ya que para cualquier nivel de aproximacion deseado, formado por un
numero finito de esferas de control, el modelo real esta compuesto de infinitas esferas. El
dominio de objetos representables es casi ilimitado, al poder aplicarse tanto relaciones
lineales (poli-esferas) como polinomios en uno o varios grados de libertad (las esferoides
y sus extensiones) a las esferas de control.

Frente a los modelos esféricos discreto-jerarquicos, presentan la ventaja de su sencillez,
la facilidad de su calculo y la rapidez con que se pueden generar a partir de la
representacion real del objeto (alcanzable en un nimero de pasos de refinamiento finito),
lo que hace de estos modelos una potente herramienta para el modelado de sistemas
robotizados.

Su utilizacién, como volumen envolvente representativo de un margen de seguridad para
diferentes grados de precision, es la base del desarrollo de una estructura jerarquica
extendida, representable mediante un grafo AND-OR, para la deteccion rapida de
colisiones en una célula multi-robot. Para ello se ha desarrollado, en el caso de las poli-
esferas, un procedimiento de deteccion de colisiones rapido que generaliza y amplia las
caracteristicas de los algoritmos utilizados para los poliedros convencionales.

Con los modelos esféricos como cimiento y el procedimiento répido de deteccion de
colisiones como soporte, se ha podido aplicar, directamente en el espacio cartesiano, la
planificacion de movimientos mediante campos potenciales artificiales a diferentes
sistemas robotizados, asi como presentar alternativas a las técnicas de bdsqueda de
caminos optimos.

Es de resaltar que la investigacion realizada ha sido desarrollada principalmente dentro
del marco de dos proyectos de investigacion subvencionados por la Comision
Interministerial de Ciencia y Tecnologia (C.I.C.Y.T.). Por una parte, la definicion de
modelos esféricos y el desarrollo de procedimientos rapidos de deteccidn de colisiones
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ha venido motivada por la participacion en el Proyecto “Inspeccion y Manipulacion
Inteligente de Productos Deformables: Automatizaciéon Agroalimentaria” (Proyecto
Numero ROB91-0362, 1992-1994). Asi mismo, la generacion automatica de modelos y
la planificacion de movimientos mediante campos potenciales es una labor realizada
dentro del Proyecto(*), todavia en fase de desarrollo, “Planificacién de Movimientos para
Vehiculos Autonomos en Entornos Industriales Basados en Percepcion Sensorial”
(Proyecto Nimero TAP95-1086-C02-01, 1995-1998).

Con estas aportaciones se han abordado dos aspectos fundamentales, la representacion y
modelado del robot y los obstaculos que se encuentren en su region de trabajo y la
posibilidad de disponer de procedimientos rapidos para la deteccion de colisiones entre
ellos, abriendo una nueva via de impulso para la implantacion de la planificacion de
movimientos en el campo de la robotica.

lll. Autocriticay Trabajos Futuros

A la hora de realizar un balance sobre el trabajo realizado, no seria légico ni justo
olvidar aquellos aspectos en los que no se ha alcanzado el objetivo deseado o que no se
han contemplado en el trabajo. De hecho, esta reflexion resulta necesaria para poder
reforzar una labor que nunca debe darse por terminada para que una linea de
investigacion siga abierta.

La formalizacion de los modelos esféricos debe servir de sustento a futuros trabajos en
el campo de la planificacion de movimientos que se beneficien de la sencillez que estos
modelos aportan. Las posibilidades de algunos de ellos no ha sido investigada en
profundidad, tal como las extensiones bi-paramétricas de las esferoides, potencialmente
muy Utiles para determinar el volumen barrido en el movimiento realizado por un
brazo-robot en aplicaciones de deteccion de colisiones.

Los modelos presentados son suficientemente generales para ser aplicados tanto en el
espacio cartesiano como en el de configuraciones. A pesar de las claras ventajas que
trae consigo trabajar en el espacio cartesiano, muchos autores prefieren utilizar una
representacion en el espacio de configuraciones ([Val90], [BR+92], [K&S95], [E&C9I5]
y [BB+95]). Consideraciones y simplificaciones especiales que se puedan presentar al
utilizar esta metodologia de modelado no han sido analizadas, ni sus posibilidades al
aplicarse a los métodos de planificacion de movimientos diferentes a los campos
potenciales, tal como la descomposicidn celular o los mapas de carretera.

Respecto a la generacion automatica de los modelos, si bien se ha determinado una
forma rapida y eficiente de calcularlos, se puede echar en falta cuestiones como el

®) En colaboracién con la Universidad de Murcia y la Universidad de Valencia.
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analisis de las precisiones utilizadas o de la dispersion de los errores cometidos por la
aproximacion. Igualmente, se puede evaluar que el esfuerzo invertido en la
simplificacién y reduccion de los modelos no ha dado los frutos apetecidos, si bien es
cierto, que ello es debido a la rapidez de convergencia que presenta el procedimiento
del célculo de distancias con las poli-esferas.

El céalculo de distancias cuando intervienen esferoides se ha resuelto mediante un
problema de optimizacion que presenta resultados satisfactorios. Sin embargo, resulta
bastante probable que se pueda mejorar utilizando un planteamiento geomeétrico como
extension al algoritmo que normalmente se utiliza del calculo de distancias entre dos
curvas tri-dimensionales ([Gla90]).

La deteccion de colisiones basada en la estructura jerdrquica extendida debe ser
ampliada con un mayor nivel de inteligencia, que decida las descomposiciones o
agrupaciones de nodos a realizar cada vez que se desciende o asciende de nivel, asi
como el grado de precision a utilizar en cada caso. Algunas opciones ya se presentaron
en la seccidn correspondiente, si bien no han sido estudiadas con profundidad.

Respecto a la utilizacién de métodos clasicos de optimizacidn para la busqueda del camino
optimo en la planificacion de movimientos basada en campo potenciales, la via ha
quedado abierto a nuevas perspectivas con la utilizacion de otros métodos diferentes.
Tanto los métodos introducidos como los nuevos por considerar deben buscar incluir la
posicion y orientacion para permitir trabajar comodamente en el espacio cartesiano.

Evidentemente, aparte de estos aspectos concretos, se pueden considerar campos mas
amplios en los que el autor de esta Tesis Doctoral se plantea como objetivos inmediatos y
que quedan reflejados a continuacion:

e A nadie puede escaparse que este trabajo no ha tenido como objetivo el resolver el
principal problema de los campos potenciales: los minimos locales. Muchas técnicas se
han desarrollado para generar potenciales con un Unico minimo local (el destino) o para
escapar de los diferentes minimos en que pueda quedar atrapado el movil. Sin embargo,
parece que el camino a seguir debe consistir en una prediccion de estas situaciones para
la determinacion de una busqueda alternativa de caminos. Esta prediccion debe actuar
en un nivel global, por encima de comportamientos reactivos de funcionamiento del
robot. Este debe ser uno de los campos a cubrir en el Proyecto ya resefiado sobre
planificacion de movimientos en vehiculos autonomos que se encuentra en fase de
desarrollo.

e Las posibilidades de la integracion sensorial han provocado hoy en dia un auge en la
robética mévil como plataformas de investigacion. Los vehiculos autoguiados, al
disponer de menos grados de libertad, no son tan complejos como los brazos-robot
articulados, resultando ademés mas comodo, por su estructura mecanica, acoplarles
dispositivos sensoriales. La utilizacion de AGVs ha abierto de nuevo las puertas a
temas de investigacion préacticamente cerrados en la robotica tradicional, como la
calibracién y auto-localizacion ([FBE94], [PJU95] y [CFG95]) o el suavizado de
trayectorias cumpliendo las restricciones cinematicas de los vehiculos no-
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holonémicos ([Z&M92], [L&C93], [ACB95] y [CBA96]). Estos campos estan
siendo tratados en el marco del Proyecto subvencionado por la Comision Europea
dentro del Programa de Tecnologias de la Informacion “Use of the Expert System
Platform REAKT for Transport Robot Guidance”, RETRARO® , (NUmero 20.778,
1995-1997).

e La integracion completa de todo el software desarrollado con las plataformas
experimentales existentes debe completarse con los nuevos aspectos a considerar en los
dos apartados anteriores, permitiendo estudiar casos hasta ahora no implementados
como la planificacion de un robot con campos potenciales artificiales en el espacio
cartesiano con rotacion en tres dimensiones.

™ En consorcio con GMV S.A. (Espafia), TZ RS, FH Weingarten y Albert Weber (Alemania).
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Powell alcanzé el Manual de Robética que gravitaba precariamente en una esquina
de su escritorio y lo abri6 con reverencia. En una ocasion habia saltado por la
ventana de una casa en llamas vestido tan sdlo con calzoncillos y el manual. En
caso de necesidad, se hubiera desprendido de los calzoncillos.

“Atrapa esa Liebre”. Isaac Asimov, 1944.
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