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La mayoria de las ideas fundamentales de la ciencia son
esencialmente sencillas vy, por regla general, pueden
ser expresadas en un lenguaje comprensible para todos.

Albert Einstein






Resumen

En esta tesis se desarrolla y valida un nuevo enfoque, basado en el videoanalisis,
para la docencia de la dindmica en los primeros cursos universitarios de Fisica. En lugar
de usar los planteamientos tradicionales, basados en contrastar la trayectoria medida, 7(t),
con la asociada a un modelo predeterminado, se analiza directamente la relacion entre las
variables que definen la dindmica del sistema, esto es, la relacién entre posicién, velocidad y
aceleracién. De esta manera se puede contrastar la ecuacién diferencial que regula la dindmica
del movimiento, lo que ofrece una visién diferente de los problemas.

Entre otras ventajas, este enfoque simplifica la explicacién de los fenémenos, ya
que soOlo es necesario describir la ecuacion de la dindmica sin necesidad de integrarla. Esto
resulta mucho mas simple para los alumnos y permite analizar, ademds, sistemas dinamicos
mas interesantes que no se suelen estudiar en los primeros cursos. Por otra parte, en este
planteamiento se introducen herramientas como los diagramas en el espacio de fases, que
facilitan la interpretacion de la evolucion de un sistema de una manera grafica e intuitiva
para los alumnos. Finalmente, las ecuaciones de la dindmica son mucho mas sensibles a las
desviaciones entre el modelo y la realidad que sus integrales. De esta manera, los alumnos
pueden comprobar la validez de determinadas hipdtesis como la linealidad o la ausencia de
rozamiento, aspecto fundamental cuando se analizan movimientos reales.

Para poder aplicar este planteamiento, se ha desarrollado un sistema de visién por
computador adaptado a las necesidades de un laboratorio docente de Fisica, pero con las
prestaciones propias de uno de investigacién. Se han analizado las limitaciones de los actuales
sistemas docentes de videoandlisis y se han resuelto los principales problemas relacionados
con la configuracion de las camaras, su calibracion, la deteccién automatica del movil en
imagen y la precisién en la captura de movimientos. Como resultado de este desarrollo, se
dispone de un sistema de vision automatico, muy preciso y compatible tanto con camaras de
bajo coste como con las de altas prestaciones.

El sistema de captura y analisis de movimientos se complementa con unos algoritmos
de suavizado y derivacién numérica que permiten calcular las velocidades y aceleraciones de
forma muy precisa. El sistema conjunto (captura de movimientos més suavizado), ha sido
validado en una serie de experimentos. Su precisién es del orden del 0.1 % en la medicién de
posiciones, del 0.5 % para las velocidades y del 2 % para las aceleraciones, incluso trabajando
con camaras web de muy bajo coste. Ningiin equipo de laboratorio docente puede medir de
forma continua y simultdnea las magnitudes cinematicas con tanta precisiéon y a tan bajo
coste.

Para ilustrar las posibilidades de este nuevo enfoque, se han disenado cinco practicas
de dindmica mediante videoanalisis, cubriendo aspectos como la cinematica del punto y del
sélido, las oscilaciones no lineales, los sistemas con equilibrio dindmico, los sistemas de masa
variable o la dindmica del sélido rigido.

Finalmente se ha evaluado la mejora en el rendimiento de los alumnos asociada
a este tipo de experiencias. Para ello se ha realizado un estudio de validacién en el que
han participado 152 alumnos de tres titulaciones de grados en Ingenieria de la Universidad
Politécnica de Valencia. Los resultados del estudio muestran mejoras muy significativas en la
comprension de los conceptos de la dindmica en el grupo de alumnos que realizé practicas de
laboratorio con la nueva metodologia docente, frente al grupo de control.

Aunque el desarrollo de las nuevas practicas se ha centrado en la materia de Fisi-
ca de primer curso, los equipos y el software desarrollados pueden ser aplicados en estudios
experimentales de materias mas especializadas, como la Mecanica, Teoria de Maquinas, Es-
tructuras, Dinamica de fluidos, Biomecénica y, en general, en cualquier tipo de experiencia
donde deban cuantificarse con precision las relaciones entre las variables de posicién y sus
derivadas.






Resum

En aquesta tesi es desenvolupa i valida un nou enfocament, basat en el video-analisi,
per a la docencia de la dinamica en els primers cursos universitaris de Fisica. En compte
d’usar els plantejaments tradicionals, basats en contrastar la trajectéria mesurat, 7(¢), amb
la associat a un model predeterminat, s’analitza directament la relacié entre les variables
que defineixen la dinamica del sistema, aco és, la relacioé entre posicié, velocitat i acceleracié.
D’aquesta manera es pot contrastar I’equacié diferencial que regula la dinamica del moviment,
la qual cosa ofereix una visio diferent dels problemes.

Entre altres avantatges, aquest enfocament simplifica I'explicacié dels fenomens,
ja que només és necessari descriure ’equacié de la dinamica sense necessitat d’integrar-la.
Ao resulta molt més simple per als alumnes i permet analitzar, a més, sistemes dinamics
més interessants que no se solen estudiar en els primers cursos. D’altra banda, en aquest
plantejament s’introdueixen ferramentes com els diagrames en ’espai de fases, que faciliten
la interpretacié de I'evolucié d’un sistema d’una manera grafica. Finalment, les equacions
de la dinamica sén molt més sensibles a les desviacions entre el model i la realitat que els
seus integrals. D’aquesta manera, els alumnes poden comprovar la validesa de determinades
hipotesis, com la linealitat o ’abséncia de fregament.

Per a poder aplicar aquest plantejament, s’ha desenvolupat un sistema de visié per
computador adaptat a les necessitats d’un laboratori docent de Fisica, pero amb les presta-
cions propies d'un d’investigacié. S’han analitzat les limitacions dels actuals sistemes docents
de video-analisi i s’han resolt els principals problemes relacionats amb la configuracié de les
cameres, el seu calibratge, la digitalitzacié automatica i la precisié en la captura de movi-
ments. Com resultat d’aquest desenvolupament, es disposa d’un sistema de visié automatic,
molt precis i compatible tant amb cameres de baix cost com amb les d’altes prestacions.

El sistema de captura i analisi de moviments es complementa amb uns algoritmes de
suavitzat 1 derivacié numerica que permeten calcular les velocitats i acceleracions de forma
molt precisa. El sistema conjunt (captura de moviments més suavitzat), ha sigut validat en
una serie d’experiments. La seua precisié és de 'orde del 0.1 % en el mesurament de posicions,
del 0.5% per a les velocitats i del 2% per a les acceleracions, inclis treballant amb cameres
web de molt baix cost. Cap equip de laboratori docent pot mesurar de forma continua i
simultania les magnituds cinematiques amb tanta precisio i a tan baix cost.

Per a il-lustrar les possibilitats d’aquest nou enfocament, s’han dissenyat cinc prac-
tiques de dinamica mitjancant video-analisi, cobrint aspectes com la cinematica del punt i
del solid, les oscil-lacions no lineals, els sistemes amb equilibri dinamic, els sistemes de massa
variable o la dinamica del solid rigid.

Finalment s’ha avaluat la millora en el rendiment dels alumnes associada a aquest
tipus d’experiencies. Per a aix0 s’ha realitzat un estudi de validacié en que han participat 152
alumnes de tres titulacions de grau en Enginyeria de la Universitat Politecnica de Valencia.
Els resultats de I'estudi mostren millores molt significatives en la comprensié dels conceptes
de la dinamica en el grup d’alumnes que va realitzar practiques de laboratori amb la nova
metodologia d’ensenyanca, enfront del grup de control.

Encara que el desenvolupament de les noves practiques s’ha centrat en la materia de
Fisica de primer curs, els equips i el programari poden ser aplicats en estudis experimentals de
materies més especialitzades, com la Mecanica, Teoria de Maquines, Estructures, Dinamica de
fluids, Biomecanica i, en general, en qualsevol tipus d’experieéncia on hagen de quantificar-se
amb precisio les relacions entre les variables de posicio i les seues derivades.






Abstract

This thesis presents, develops and validates a new methodology based on video
analysis for the lessons related to dynamics during the first Physics courses at Universities.
Instead of applying traditional approaches based on comparing the measured trajectory, 7(t),
with such associated to a determined model, in this thesis it is proposed to analyze directly
the relation among the variables which define the dynamics of the system, i.e. the relation
among position, speed and acceleration. In this way, it is possible to compare the differential
equation that regulates the dynamic of the movement, providing a different perspective on
the problems.

Among others, one major advantage of the proposed approach is to ease the ex-
planation of some phenomena because it is only necessary to describe the equation of the
dynamics but without the requirement of its integration. This is considerable simpler for the
students and lets them analyze other interesting dynamic systems which are not used to be
studied during the first courses at University. On the other hand, this approach presents some
tools, like the diagrams in thephases space, which ease the graphic interpretation of system
evolution. Finally, the equations of the dynamics are quite more sensitive to the deviations
between the model and the reality of its integrals. Thus, the students can assess and validate
some hypotheses like the linearity or the absence of friction.

In order to apply this approach, a computer vision system is developed and adapted
to the requirements of a teaching lab of physics, but with the same performance as a research
lab. The main limitations of current teaching systems of video analysis are identified, and the
main problems related to the configuration of the cameras, their calibration, the automatic
digitalization and the accuracy in the movement acquisition are solved. A result of this
development is an automatic computer vision system ofhigh precision and interoperability
with both cameras of low cost and a more sophisticated performance.

The video acquisition system and the movement analysis integrate some specific
algorithms for smoothing and numeric derivation. These algorithms are used to calculate
accurately speed and acceleration of a movement. The final system (providing a smoother
capture of movements) is validated through some experiments. The accuracy in position
measuring is about 0.1 %, 0.5% for speed and 2% for acceleration, even though using web
cameras of very low cost. Nowadays, there is not any teaching lab equipment able to measure
continuously and simultaneously these cinematic magnitudes with so high accuracy while
being so cheap.

In order to show the multitude of possibilities that are offered by this new approach,
five practices of dynamics using this video analysis system are designed, covering aspects like
the cinematic of the point and the solid, the non linear oscillations, the systems with dynamic
balance, the systems with variable mass or the dynamic of rigid solid.

Finally, the improvement in the student performance associated to this kind of ex-
periences is evaluated. For this, a validation study is carried out using the participation of
152 students coming from three different bachelor degrees of Engineering in thePolitécnica
University of Valencia. The results of this study show relevant improvements in the unders-
tanding of dynamics concepts in such students who carried out their lab practices using the
new methodology in comparison with the control student team.

Although the development of new practices has been focused on the first courses of
Physics degree, the proposed equipment and software can be applied in other experimental
studies like Mechanic, Theory of machines, Structures, Dynamic of fluid, Biomechanic and,
in general, in any kind of experience where it may be necessary to measure accurately the
relation between position and its derivates.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

El desarrollo de los ordenadores, de los sistemas de adquisicién de datos y de una
amplia variedad de sensores esta teniendo un importante impacto en la docencia de las ciencias
experimentales en general y de la Fisica en particular. Uno de los campos con mayor desarrollo
es el de la Visién por Computador, con numerosas aplicaciones en &mbitos tan diferentes como
la Robdtica [179], el diseno de productos [18], el control de calidad [24], la Biomecénica [73,131]
o el desarrollo de videojuegos [67,112] y la Realidad Aumentada [5].

Hay evidencias de que el uso de nuevas tecnologias para el registro automatico de
senales supone una mejora en la ensenanza de la Fisica [85,168,216], ya que amplia las posi-
bilidades de realizar experimentos, adquirir datos y proporciona una nueva forma interactiva
de interpretar los resultados [98,195,196]. Ademas, existen estudios que demuestran que el
uso de estas herramientas facilita la comprensién de los fenémenos fisicos [14, 188], mejoras

que se han cuantificado a partir de tests normalizados [97].

A pesar de ello, de la revisién preliminar realizada se deduce que las aplicaciones
de las nuevas tecnologias al desarrollo de practicas de Mecanica son limitadas. Asi, la ofer-
ta comercial es reducida y los escasos experimentos que permiten un registro continuo del

movimiento utilizan dispositivos complicados, caros y poco versatiles.

Estos problemas de los sistemas comerciales se pueden resolver utilizando video-
fotogrametria para el registro continuo y preciso de movimientos. Si bien hace 10 anos los
equipos de fotogrametria de precisiéon eran caros y complejos, el avance en la calidad de las
camaras ha ido acompanado de una reduccién en los precios que convierten a esta herramien-
ta en una alternativa muy interesante. Ademads, los avances en el ambito de la Visién por

Computador han dado lugar a mejoras metodolégicas muy importantes en cuanto a algorit-
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mos de andlisis de imagen [90, 185], calibracién de cdmaras [68,176] y algoritmos de anédlisis
de movimientos [144, 146].

Desde el punto de vista pedagogico, existen estudios que constatan el efecto positivo
en la actitud y motivacion de los alumnos con el uso del videoanalisis [54,93]. En general, el
trabajar de forma interactiva con una representacion visual de la escena facilita la compren-

sién del fenémeno fisico que se estudia y la interpretacién de los resultados obtenidos [75].

Por otra parte, es importante remarcar lo sencillo y econémico que resulta elaborar
practicas con esta herramienta ya que sélo es necesario disponer de los videos de la experien-
cia y del programa de analisis correspondiente. Esta forma de trabajo permite compartir y
reutilizar videos, ahorrando tiempo en la elaboracién de las practicas. Ademads, no se pierde
contacto con la realidad; aunque no se reproduzca la experiencia en el laboratorio, la infor-
macién grafica contenida en los videos permite interpretar la naturaleza del movimiento e

interactuar con la escena.

1.2. Planteamiento del problema

A pesar del interés docente del videoandlisis, existe un desfase importante entre las
prestaciones de las aplicaciones docentes y las de ambitos industriales o cientificos donde se
usa la fotogrametria. Como se comentarda mas adelante, las aplicaciones docentes presentan
un nivel tecnolégico muy por debajo de las posibilidades de esta herramienta. De hecho, no
se ha encontrado ninguna revisién critica con las experiencias y posibilidades de la videofoto-
grametria para el andlisis de fenémenos fisicos. Las aplicaciones no son sistematicas y se han
desarrollado al margen de otros campos de trabajo donde el videoandlisis estd mucho mas

desarrollado.

Las principales limitaciones de las aplicaciones actuales de videoandlisis en el &mbito

docente se refieren a los siguientes puntos:

s Deteccion manual de la posicién del mévil en imagen.

La localizacién manual es tediosa y muy poco precisa. Estos inconvenientes son mas
evidentes en el andlisis de videos con muchos fotogramas, como es el caso de experi-
mentos largos o cuando se utilizan camaras de alta velocidad para analizar movimientos
rapidos. Ademds, la falta de precisién en la deteccién manual del mévil en imagen es

un factor critico a la hora de calcular derivadas a partir del registro del movimiento.

s Modelo de camara simplificado .

La mayoria de programas docentes utilizan un modelo de caAmara simplificado, en el cual

se asume que el plano del movimiento es paralelo al plano de la cdmara, existiendo una

- 2 -
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relacién lineal entre las posiciones en imagen (medidas en pixeles) y las posiciones en el
plano de medida (en unidades métricas). En general, estas condiciones no se cumplen
en la préactica lo que repercute tanto en la precision de los puntos reconstruidos como

en la usabilidad del sistema.

Por una parte, la orientacion de la camara paralela al plano del movimiento no es
un proceso simple, y su resultado es dificil de comprobar sin los medios adecuados.
Por otra parte, aiin asumiendo la condicién de paralelismo, la mayoria de camaras
de video no reunen las condiciones necesarias para utilizar un modelo lineal; pueden
existir factores de escala diferentes en los ejes X e Y y la Optica puede introducir
deformaciones no lineales que afectan a la precisién [148]. Ademads, este efecto se acentia
en los dispositivos econdémicos y con campos de visién amplios, como ocurre en la

mayoria de cdmaras convencionales [182].

= Calculo de velocidades y aceleraciones.

El estudio de la Mecédnica implica el andlisis de las variables que definen tanto la po-
sicion de un sistema como su estado de movimiento. De ahi la necesidad de estimar
las velocidades y aceleraciones. Sin embargo, en los trabajos revisados las derivadas
se calculan mediante diferencias finitas, procedimiento muy sensible a errores como
los descritos anteriormente [153,157]. Como resultado, la precisién en la estimacién de
velocidades o aceleraciones suele ser muy reducida, lo que limita la posibilidad de rea-
lizar analisis donde aparezcan estas variables, por ejemplo calcular energias cinéticas o

analizar empiricamente las ecuaciones diferenciales que gobiernan el sistema dindmico.

En definitiva, el desarrollo actual de las herramientas docentes de videoanalisis pre-
senta importantes limitaciones en cuanto a versatilidad y precisiéon. No obstante, estas limi-

taciones pueden resolverse a partir de los avances experimentados en otras dreas.

Asi, el uso de técnicas de tratamiento de imagen permite automatizar la deteccion
de la posicién del mévil en imagen y aumentar la precision. En la actualidad existen diver-
sos algoritmos y librerias de programas para la deteccion de puntos de control en imagen
que podrian utilizarse en las practicas de andlisis de movimientos para automatizar la de-
teccion [6,175] y aumentar la precisién [185]. La técnica més adecuada dependerd del diseno
experimental de cada practica. Aspectos como la geometria del movil, las condiciones de ilu-
minacion o la precisién requerida son condicionantes a tener en cuenta en la eleccion de la

técnica mas adecuada.

En cuanto a los problemas derivados de utilizar un modelo de camara simplificado,
estas cuestiones han sido resueltas en el &mbito de la Robética o la Visiéon por Computador. En
la actualidad hay disponibles modelos que tienen en cuenta todos los efectos involucrados en el
proceso de formacién de la imagen digital y existen procedimientos versatiles para estimarlos

con precisién [167,176]. Utilizando estos modelos, se elimina la restriccién de paralelismo al
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plano del sensor y se corrigen los efectos no lineales introducidos por la distorsién de las
opticas. Con estas correcciones, es posible utilizar camaras convencionales y de bajo coste

(tipo Webcam) sin comprometer la exactitud de las medidas [148].

Ademsds del equipo y los programas para estimar las posiciones, para estudiar la
dindmica del movimiento es necesario conocer con precision la velocidad y la aceleracién. La
solucién a este problema pasa por utilizar técnicas de suavizado y derivacion numérica como
las desarrolladas en el dmbito de la Biomecénica [145] o el Andlisis de Datos Funcionales
(FDA) [56,165,187]. De hecho, ya se han publicado algunos trabajos del ambito cientifico
sobre el estudio de la dindmica de sistemas [144,146] donde se han utilizado estas técnicas y
se demuestra su eficacia en el cdlculo de derivadas a partir de datos experimentales con cierto

nivel de ruido.

Por otra parte, existen componentes especializados que aumentan las posibilidades
de este sistema de medida. Asi, las camaras de alta velocidad permiten estudiar movimientos
rapidos y que no pueden ser analizados de otra forma. También existe una amplia gama de
opticas que permiten ajustar el tamano y la resoluciéon del campo de medida lo que permite
medir en volimenes desde unos pocos centimetros hasta cientos de metros. Por ltimo, existen
otros componentes como filtros épticos, focos de luz o materiales reflectantes que facilitan y

aumentan la robustez de la detecciéon del moévil en imagen.

Es importante matizar que, aunque algunos componentes 6pticos puedan resultar
caros, el coste del equipo utilizado en esta tesis para analizar movimientos a velocidades por
debajo de 1000 fps ha sido inferior a 500 €, un precio muy econdémico si se compara con el
coste de los sistemas ofertados por las casas comerciales especializadas en material docente.
Una consideracién importante es que el videoandlisis permite grabar las experiencias en la-
boratorios especializados y reutilizar los videos en clase. En estos casos el coste se reduciria
a la construcciéon del montaje experimental, que en la mayoria de casos puede hacerse con

equipos habituales en los laboratorios de Fisica.

Finalmente, pensamos que la unién de sistemas precisos para la captura de mo-
vimientos y de algoritmos eficientes de derivacion numérica puede ayudar al desarrollo de
enfoques diferentes de las actuales experiencias docentes sobre dindmica. En efecto, a pesar
del creciente uso del videoanalisis para el estudio de movimientos, la mayoria de practicas
utilizan esta técnica sélo para medir la posicién en funcién del tiempo. Esta respuesta del sis-
tema es la que se compara con las predicciones de un modelo que deben conocer los alumnos,

comparacién que se hace generalmente mediante un ajuste por regresion.

Sin negar el interés de este planteamiento tradicional, pensamos que no saca todas las
posibilidades de una técnica tan precisa como el videoandlisis, e incluso que puede presentar
ciertas limitaciones. En efecto, para comparar los resultados de un modelo con los resultados

medidos, en términos de posicién, es necesario conocer las integrales de las ecuaciones de
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la dindmica. Salvo en el caso de modelos simples, dichas integrales pueden ser demasiado
dificiles para plantearlas en primer curso. Por ejemplo, cualquier movimiento con rozamiento
cuadratico plantea ecuaciones que no sabré resolver un alumno de primer curso. Esta es una
de las razones por las que acotamos mucho el tipo de experimentos, y también de problemas,

en los primeros cursos, y supone limitar bastante el estudio de muchos fenémenos interesantes.

Por otra parte, incluso en casos sencillos, la integral puede contener funciones tras-
cendentes, cuyo ajuste exige técnicas no lineales que tampoco estan al alcance de los alumnos.
Movimientos tan interesantes como las oscilaciones amortiguadas, los movimientos en siste-
mas de masa variable o la caida con rozamiento cuadratico plantean este tipo de situaciones.
Ademads, y como se comprobara en esta tesis, las funciones de posicién pueden ser muy poco
sensibles a las desviaciones de la realidad frente al modelo que la representa. El movimiento
medido es consecuencia de la ecuacién diferencial que gobierna su dinamica, pero al integrar
esta ecuacién es posible que modelos bastante diferentes den respuestas parecidas, de ma-
nera que sea dificil identificar tales desviaciones. Esto ocurre, por ejemplo, en el caso de la
hipétesis de linealidad de las oscilaciones, donde sistemas claramente no lineales ofrecen un
movimiento oscilante que apenas se diferencia de uno armonico. En este trabajo se mostraran

algunos ejemplos mas de este problema.

En esta tesis planteamos un enfoque diferente, en el que se trata de analizar la
dindmica del movimiento a partir sus ecuaciones dinamicas, es decir, de las relaciones entre
la posiciéon, velocidad y aceleraciéon. En la mayoria de ejemplos que se plantean en un primer
curso, estas ecuaciones son mucho més simples que sus integrales y pueden estudiarse a partir
de simples representaciones graficas sin necesidad de desarrollos matematicos. Ademas, esta
representacion es capaz de mostrar las discrepancias entre el modelo y la realidad, ya que
realmente se estan midiendo las fuerzas que actian. Esto aumenta el campo de aplicacién del
videoanadlisis a muchos fenémenos y permite estudiar situaciones en las que no se verifican

determinadas simplificaciones (linealidad, ausencia de rozamiento, rozamiento lineal, etc).

Evidentemente, para este tipo de andlisis es necesario disponer de medidas suficiente-
mente precisas de las derivadas, lo que implica, por una parte, un sistema de videoandlisis muy
preciso y automatico y, por otra, un sistema de derivacién numérica adecuado. En esta linea
se plantea este trabajo, en el que en primer lugar se pone a punto una técnica experimental de
alta precisién pero de bajo coste y, posteriormente, se plantean nuevos experimentos donde
se estudia la dindmica del movimiento chequeando directamente las ecuaciones diferenciales.
Como se verd en el trabajo, esta forma de proceder presenta ventajas docentes importantes
ya que permite a los alumnos verificar las fuerzas presentes en el sistema, sin reducirlo a un

problema numérico complejo que distrae la atencién del fenémeno que se estudia.
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1.3.

Estructura de la memoria

Esta memoria se ha estructurado en los siguientes capitulos:

Capitulo 2. Revisién

En este capitulo se muestra la revisién realizada sobre las técnicas utilizadas en el
analisis de movimientos en el contexto de las practicas docentes de Fisica. En el apartado
2.1 se analiza la influencia del uso de nuevas tecnologias en el proceso de aprendizaje,
concluyendo que el uso de nuevas tecnologias tiene un efecto positivo en el aprendizaje

de los alumnos.

En el apartado 2.2 se revisa la oferta comercial de material docente para andlisis de
movimientos, donde se constata que los sistemas de medida de posicién y tiempo de for-
ma automadtica son escasos y las experiencias que se pueden analizar con estos sistemas
son muy limitadas. Frente a esta situacién, en el apartado 2.3 se plantean las ventajas
del videoandlisis para el estudio de movimientos, el principio de funcionamiento de esta

herramienta asi como una recopilacién de las principales herramientas disponibles.

En el apartado 2.4 se realiza una revision critica de aplicaciones docentes que usan vi-
deoanalisis en el estudio de sistemas mecanicos. Finalmente, en el apartado 2.5 se mues-
tran las conclusiones sobre el estado actual de las aplicaciones docentes de videoanalisis
y las limitaciones encontradas. Ademds, se plantearan soluciones a estas limitaciones
considerando los avances experimentados en otros campos de trabajo como la Robdtica,

la Visién por Computador o el Anélisis de Datos.

Capitulo 3. Objetivos En este capitulo se detallan los objetivos de la tesis asi como

el plan de trabajo.

Capitulo 4. Material y Métodos

El objetivo de este capitulo es describir el desarrollo de la herramienta de medida.
Este equipo estda compuesto por un sistema de visién por computador para estimar la

posicién del moévil y un software para el suavizado y el calculo de derivadas.

En el apartado 4.3 se describe de forma pormenorizada el sistema de medida y se
analizan aspectos fundamentales a considerar en la seleccion de los dispositivos de
captura de video y su configuracién: caracteristicas de los sensores, las épticas y demads

componentes hardware que componen el sistema.

Una vez configurado el sistema de adquisicion, estamos en disposicién de grabar las
experiencias y obtener los videos para su procesado. En el apartado 4.3.2 se describen
las técnicas de tratamiento de imagen que permiten automatizar la localizacién del mévil
en imagen con la maxima precision. Como resultado, se detallan las caracteristicas del

programa desarrollado.
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Una vez obtenida la posicién del mévil en imagen para todos los fotogramas, es necesario
trasladar las coordenadas en pixeles al sistema de referencia del laboratorio en unidades
métricas. En el apartado 4.3.3 se describe el modelo de camara y una revision de
métodos para estimar los parametros que lo definen (proceso conocido como calibracién

de cdmara). Finalmente, se describe el procedimiento utilizado en este trabajo.

A partir de los pardmetros de cdmara y de la posiciéon del moévil en imagen se puede
realizar la restitucién de las coordenadas 2D. En el apartado 4.3.3.5 se describe como

realizar este proceso, lo que finalmente nos proporciona la trayectoria de los marcadores
7(t).

La automatizacion de la deteccién del movil en imagen y el uso de un modelo de camara
adecuado, reducen notablemente tanto los errores sisteméaticos como los accidentales en
la medida de 7(¢). Sin embargo, para estimar velocidades y aceleraciones, es necesario
aplicar procedimientos de suavizado que reduzcan los errores que aparecen cuando se
utilizan sistemas de derivacion por diferencias finitas. A este respecto, el proceso de
suavizado es de gran importancia para los objetivos de esta tesis y en el apartado 4.3.4
se describen las técnicas de suavizado y derivacién numérica que permiten calcular la

funcién suavizada y sus dos primeras derivadas con precision.

Una vez puesto a punto el sistema de medida, en el apartado 4.4, se describen las prue-
bas realizadas para evaluar cuantitativamente la precisién de los principales bloques
funcionales: deteccién de puntos en imagen, calibracién de cdmara, reconstruccion, sua-
vizado y derivaciéon numeérica. La estrategia seguida ha sido analizar movimientos muy
controlados y estimar la precision a partir de las diferencias encontradas entre los datos

medidos y el modelo tedrico.

Validado el sistema de medida, en el apartado 4.5 se muestra una breve descripcién de
las préacticas que desarrollaremos en el apartado de resultados y los objetivos docentes

que perseguimos con cada una de ellas.

Finalmente, en el apartado 4.6 se describe el estudio de evaluacion realizado en una
muestra de estudiantes de la Universidad Politécnica de Valencia (UPV), con la finalidad
de cuantificar las mejoras en la comprensién de conceptos basicos de dinamica del

sistema, propuesto frente a las practicas tradicionales.

s Capitulo 5. Resultados y Discusién

En este capitulo se presentan algunas préacticas de dindmica preparadas a partir del
planteamiento anteriormente descrito, y se describen los resultados del estudio de vali-
dacion.

A la hora de disenar las nuevas practicas, se han seguido varios criterios. En primer
lugar, las practicas tienen una dificultad progresiva, de manera que cada una se apoya en
conocimientos anteriores y se van introduciendo nuevos conceptos o técnicas de analisis

de los resultados de forma gradual. De esta forma se consigue, ademas, adaptarnos al

orden habitual en la ensenanza de la dindmica en los primeros cursos de Ingenieria.
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Por otra parte, se ha procurado incidir en el caracter dindmico de los problemas del
movimiento. Es decir, en nuestra opinién, la esencia del planteamiento y comprension
del movimiento de un sistema dindmico estd en aplicar correctamente las leyes corres-
pondientes y plantear la ecuacion diferencial que regula el comportamiento dindmico
del sistema. Ese comportamiento se refleja mejor en las relaciones entre la posicién y
sus derivadas que en la obtencién de una solucién particular mediante la integracién. De
ahi que se hayan diseniado experimentos donde la relacion entre las variables dindmicas

sea facilmente interpretable a partir de los diagramas en el espacio de fases.

Finalmente, hemos intentado plantear el andlisis de los limites de aplicacion de los
modelos. Este punto es muy interesante para la formacion de los futuros ingenieros, que
deben comprender que determinadas simplificaciones (la linealidad de los modelos, por
ejemplo) no siempre se cumplen y esto puede tener consecuencias sobre los resultados

experimentales.

En una primera practica, apartado 5.2, se ilustran las ventajas del sistema de medi-
da propuesto en el estudio de un movimiento sencillo pero de gran importancia en la
docencia de la mecédnica: el movimiento circular uniforme. Aunque este movimiento se
introduce en cursos preuniversitario, no es frecuente encontrar practicas en las que se
analicen experimentalmente las relaciones vectoriales entre la trayectoria y sus deriva-
das. Ademas, en la préactica se exponen las ventajas de estudiar la ecuacién diferencial
del movimiento directamente sin necesidad de resolverla para acabar estudiando la ex-

presion analitica de 7(t).

En una segunda practica, apartado 5.3, se describe el uso de los diagramas de fase
para caracterizar un movimiento con rozamientos de diferente naturaleza: seco y vis-
coso. En este caso, la dependencia del rozamiento viscoso con la velocidad conduce a
ecuaciones diferenciales complejas de dificil resolucion. Frente a la opcién de resolver
estos complejos sistemas de ecuaciones, se mostrara que estudiando las relaciones del
tipo f(x,v,a) = 0 es posible analizar experimentalmente las fuerzas presentes en el
sistema, caracterizarlas numericamente asi como intruducir conceptos interesantes para

los alumnos como el equilibrio dindamico y la velocidad limite.

En una tercera practica, apartado 5.4, estd dedicada a las oscilaciones lineales, lineali-
zables para baja amplitud y oscilaciones intrinsecamente alineales. El objetivo de esta
experiencia es que los alumnos comprueben las limitaciones de asumir linealidad, algo

muy frecuente en el andlisis de problemas de oscilaciones.

La siguiente practica, descrita en el apartado 5.5, esta dedicada a profundizar en los
sistemas de masa variable. Uno de los problemas de introducir estos sistemas en primer
curso es que los alumnos deben plantear la segunda ley de Newton a partir del concepto
de variacién infinitesimal del momento lineal, lo que supone un concepto dificil de
comprender en primer curso, dado que no poseen soltura suficiente en la interpretacién

fisica del andlisis infinitesimal.

En una dltima préactica, apartado 5.5, se analiza el movimiento de rodadura y caida libre
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de un sdlido rigido en 2D. En lo relacionado con la cinematica, con esta practica se ilus-
tra el concepto de campo de velocidades y su cardcter antisimétrico. Ademas, permite
profundizar en conceptos importantes para la formacién de los ingenieros como la rela-
cion entre las velocidades lineales y la velocidad angular, el concepto de eje instantaneo

de rotacién o el andlisis de los movimientos de rodadura con y sin deslizamiento.

Finalmente, en el apartado 4.6, se describen los resultados de la experiencia con alumnos
para evaluar la incidencia en su rendimiento al introducir estas practicas en el estudio

de la dinamica de sistemas.

s Capitulo 6. Conclusiones y Lineas Futuras

En este capitulo se enumeran las principales conclusiones del estudio, se comentan sus
limitaciones y se plantean futuras lineas de actuacién orientadas a la aplicacién de la

metodologia propuesta en la practica docente de los primeros cursos de ingenierias.
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Capitulo 2

Revision de herramientas docentes

En este capitulo se mostrard una revisién de las herramientas docentes disponibles
para el andlisis de movimientos. Se comenzara justificando el valor pedagogico y la mejora de
aprendizaje de los alumnos con el uso de nuevas tecnologias (apartado 2.1). A continuacién,
se realizard una revision del material ofertado por las principales casas distribuidoras de
material docente para andlisis de movimientos (apartado 2.2). Se mostrara que el grueso de
la oferta se centra en dispositivos basados en sensores tradicionales tipo fotocélulas, sensores
de ultrasonidos y temporizadores. Con este equipamiento, el niimero de experiencias donde se
pueden medir tiempo y posicién de forma sincronizada es muy limitado. Ante esta situacion,
en el apartado 2.3 se vera que el videoandlisis solventa estos problema y presenta numerosas
ventajas. Se describiran los programas y recursos disponibles en la red y se realizard una
comparativa del estado de desarrollo de estas herramientas basadas en videoanadlisis respecto
a otros campos de trabajo. Finalmente, en el apartado 2.4 se mostrara una revision critica

de aplicaciones docentes publicadas en las que se utiliza videoanalisis.

2.1. Influencia de las nuevas tecnologias en docencia

Los LC (Laboratorios Computerizados) se utilizan en la ensenanza de Fisica desde
hace mas de 30 anos. En estos laboratorios, los estudiantes pueden registrar de forma au-
tomatica medidas de una amplia gama de magnitudes fisicas: fuerza, velocidad, temperatura,
presion sonora, campo magnético, etc. Incluso es posible trabajar con las senales adquiridas

en tiempo real.

Las ventajas de los LC han sido analizada en diferentes trabajos [168,196] y entre

las mas relevantes podemos citar las siguientes:

s Los alumnos pueden explorar libremente y de forma directa tanto la captura de datos
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como la visualizacién y el andlisis de resultados.

= Los datos registrados pueden visualizarse sobre gréficas en tiempo real, facilitando la

interpretacion y comprensiéon del experimento.

s La adquisicién y visualizacion de resultados se realiza rapidamente y los estudiantes

disponen de mads tiempo para observar el fenémeno fisico, analizarlo y discutirlo.

= Se pueden realizar una amplia variedad de medidas a través de una misma interfaz, sin
necesidad de perder tiempo aprendiendo a usar equipos y sistemas de medida especificos

para cada tipo de experimento.

= Hstas herramientas son compatibles con experimentos de niveles de dificultad muy

diferentes. Por lo tanto, pueden utilizarse desde la ensenanza primaria a la universitaria.

Respecto al aspecto pedagdgico, hay evidencias de que el uso de nuevas tecnologias
para el registro automético de senales supone una mejora en la ensefianza de la Fisica [168],
ya que amplia las posibilidades de realizar experimentos, adquirir datos y proporciona una

nueva forma interactiva de interpretar los resultados [195,196].

Ademss, existen estudios que demuestran que el uso de estas herramientas facilita la
comprension de los fendmenos fisicos [188]. En [14] se definen procedimientos para cuantificar
la efectividad de estas herramientas a partir de test normalizados, alcanzandose ganancias
normalizadas de hasta el 60 %, siendo la ganancia el cociente entre el aprendizaje conseguido

por el estudiante y el aprendizaje méximo posible (ecuacién 2.1).

Puntuacionpost — Puntuacionprg

G, =100 x

(2.1)

Puntuacionyax — Puntuacionpprg

Resultados parecidos se muestran en [188], donde un equipo de profesores de dis-
tintas universidades desarrollaron cuatro moédulos de practicas asistidas por computador que
fueron utilizados en mas de 58 facultades para la docencia de la dindmica. Como resultado,
obtuvieron una mejora considerable en la comprensién de las leyes de Newton por parte de

los alumnos, mejora que también fue cuantificada mediante tests normalizados.

Podemos concluir que existen evidencias de que el uso de nuevas tecnologias para
el registro automatico de sefiales supone una mejora en la ensefianza de la Fisica. A este
respecto, en el siguiente apartado se mostrard una revisiéon de las herramientas disponibles

para el andlisis de movimientos.
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2.2. Herramientas basadas en sensores tradicionales

La estructura tipica de los laboratorios computerizados estd formada por un PC o
un microcomputador que registra, visualiza y /o almacena las senales capturadas por sensores
(figura 2.1). Los sensores son transductores que registran las magnitudes fisicas a las que
son sensibles, transforméndolas en magnitudes eléctricas medibles, generalmente una senal
eléctrica de tension. Suelen colocarse en posiciones estratégicas sobre un montaje experimental
segin los objetivos de la practica. Una vez capturada la senal por el equipo de trabajo
(generalmente un PC), la senal es digitalizada y procesada, calculdndose otras magnitudes

derivadas o bien efectuando representaciones graficas.

Equipo de visualizacion y/o
procesado

Montaje experimental Sensores

Magnitudes Magnitudes
fisicas cuantificadas
- e

Figura 2.1 — Esquema genérico de un laboratorio computerizado (LC). Un montaje experimental

reproduce el fendémeno fisico que se quiere analizar. Los transductores transforman la magnitud

fisica que se quiere medir en senal de tensién que es digitializada, almacenada, procesada y/o
representada en un ordenador.

El antecedente de los laboratorios computerizados (LC) estd en equipos portatiles
o DataLogger. Son sistemas que capturan y almacenan las senales registradas por los trans-
ductores para un analisis diferido de esta informacién. En la actualidad, los DataLogger han
evolucionado para integrarse en los LC como parte de la cadena de medida. Su funcién ya no
es sélo capturar y almacenar las senales, sino también realizar acondicionamiento de senal e
implementar un interfaz de comunicacién (USB, Wireless, EIB, Ethernet) por el que envian
los datos al PC. Una vez en el PC, programas especificos permiten visualizar, procesar o
almacenar los datos de forma comoda y versatil, como los dispositivos Cobra 4 de Phywe
(apartado 2.2.1.2) o los Xplorer de Pasco (apartado 2.2.1.3).

Otra opcion interesante es utilizar sensores que pueden conectarse directamente a
un PC sin necesidad de ningtn equipo intermedio. Es el caso de los dispositivos Wireless
Dynamics Sensor System o el Motion detector de la casa Vernier (apartado 2.2.1.4). Esta
arquitectura de funcionamiento tiene gran potencial pues permitiria utilizar equipamiento
de uso industrial sin demasiados problemas en aplicaciones docentes, ademas de evitar la

necesidad de equipos intermedios.
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2.2.1. Distribuidores de material docente

El potencial docente de los LC se ve reflejado en una amplia oferta de productos
a cargo de las grandes casas distribuidoras de material docente de laboratorio como Pasco,
Phywe, Vernier o Arbor Scientific. Por ello, en este apartado, se describe el equipamiento

disponible para el estudio de experiencias de Mecénica.

2.2.1.1. Arbor Scientific

Dispone de una amplia gama de productos para el estudio de la Mecéanica. Funda-
mentalmente se trata de equipamiento para ensenanza secundaria donde se recrean movimien-
tos simples pero muy ilustrativos: velocidad constante, movimiento de proyectil, plano incli-
nado, aceleracion, gravedad, etc. La mayoria de montajes no incorporan sensores ni realizan
medidas cuantitativas de magnitudes fisicas, basando el experimento en simples demostra-
ciones semicuantitativas de las leyes del movimiento. En 2.2a se ilustra el disposito mecénico
para el estudio del tiro parabdlico: variando el dngulo de salida del proyectil se estudia el
punto de caida. El montaje mostrado en 2.2b permite estudiar el movimiento uniformemente
acelerado: la fotocélula colocada al final de la rampa mide la velocidad de paso del coche
que varia en funcién de la inclinacién. Estos dispositivos permiten estudiar las leyes de la
conservacién de la energia con ejemplos muy ilustrativos y sencillos, al igual que el montaje

de la figura 2.2c.

(b)

Figura 2.2 — Ejemplos de montajes de Arbor Scientific. (a) Sistema para el estudio del tiro
parabdlico. (b) Montaje para el estudio del movimiento uniformemente acelerado. (c) Sistemas
para estudiar las leyes de la conservacion de la energia.

Los equipos de este distribuidor son muy ilustrativos e intuitivos. No obstante, la
principal limitacién es que no se registran de forma continua ni el tiempo ni la posicién del
mévil. Como consecuencia, no es posible realizar analisis cuantitativos del movimiento, ni
verificar el modelo tedrico de la trayectoria segun las leyes que rigen el movimiento. Mas

informacién de este distribuidor podemos encontrarla en [178].
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2.2.1.2. Phywe

Esta firma dispone de una mayor variedad de montajes que Arbor Scientific para
realizar experimentos de Mecdnica. Para cada experiencia oferta los componentes mecanicos
necesarios para generar el movimiento asi como los sensores para registrar de forma automati-

ca, aunque no continua, las variables de posiciéon y tiempo.

Como se observa en la figura 2.3, en la mayoria de experimentos de dindmica se
utilizan fotocélulas colocadas en puntos estratégicos para registrar el instante de paso del
movil. Esta filosofia permite medir tiempos de una manera muy precisa, pero sélo en un
ntmero muy limitado de puntos, por lo que no se obtiene realmente un registro continuo de

la trayectoria r(t).

(©) (d)

Figura 2.3 — Ejemplos de montajes de la marca por Phywe. (a) Carril cinemético para el estudio
de la 2® ley de Newton. Un accionador colocado al principio del rail permite imprimir diferentes
velocidades iniciales a un mévil que se desplaza y rebota al otro extremo sin rozamiento. Las
fotocélulas permiten registrar los instantes de paso a lo largo del recorrido. (b) Dispositivo para
el estudio del tiro parabdlico. La velocidad y dngulo de salida es controlada con un muelle.
Variando estos parametros, puede estudiarse la altura méxima y el punto de caida. (c¢) Montaje
para el estudio del péndulo. La fotocélula registra los instantes de paso por el punto de menor
altura, permitiendo analizar la variacién del periodo en funcién de la longitud. (d) Montaje para
el estudio del péndulo de torsion. También permite estudiar el momento de inercia y la velocidad
angular. Para una velocidad angular, el momento de inercia depende de la masa del mévil y de
la distancia al eje de rotacién.

Este distribuidor ademas de los montajes tradicionales también dispone de equipos
portatiles para visualizar y procesar los datos directamente en un display: es el caso de los

dispositivos Cobra 3, Cobra 4, Timer 2-1 o Large-scale display. Algunos de ellos permiten
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enviar las senales adquiridas a un ordenador a través de interfaces Wireless, USB o COM,
como ocurre en los equipos Cobra 4 Timer 4-4 with USB-interface, Cobra 4 USB-Link, Cobra

4 Wireless-Link, etc. En la figura 2.4 se muestra uno de estos dispositivos.

Figura 2.4 — Dispositivo portatil Cobra 4 USB-Link de Phywe que registra variables continuas
y las transmite al PC donde son analizadas.

Una de las ventajas de este distribuidor es que dispone de una amplia gama de
montajes para recrear diferentes movimientos. No obstante, no ofertan los sensores necesarios
para registrar de forma continua tiempo y posicion. En general, se toman medidas discretas
del tiempo a partir de fotocélulas y temporizadores mientras que las distancias son medidas
manualmente o controladas a partir de los montajes que reproducen el movimiento. En [154]

se puede consultar més informacién sobre el material ofertado por este distribuidor.

2.2.1.3. Pasco

Pasco ha desarrollado varios montajes para reproducir diferentes fenémenos fisicos,
incluyendo los sensores necesarios para registrar las variables de interés. No obstante, la

cantidad y variedad de experimentos respecto a Phywe es menor.

La base del sistema de medida son los dispositivos portatiles Xplorer Datalogger y
Xplorer GLX que permiten registrar la senal de uno y cuatro sensores de forma continua (fi-
guras 2.5a y 2.5b). Los sensores compatibles con estos dispositivos miden distancias, angulos
y tiempos. El Xplorer Datalogger tiene una pantalla de 2 lineas que permite visualizar los va-
lores obtenidos, mientras que el Xplorer GLX dispone de una pantalla de puntos que permite
representaciones graficas, almacenar en memorias externas o imprimir. Ambos dispositivos
pueden conectarse a un PC, donde el software DataStudio los reconoce automaticamente y

permite visualizar y procesar los datos.

Como se observa en la figura 2.6, los sensores disponibles en este distribuidor per-
miten registrar de forma continua y sincronizada el tiempo y desplazamientos de un grado de
libertad (desplazamiento lineal en el rail instrumentado y giro con el sensor angular). Para el
caso de movimientos de dos grados de libertad, Pasco comercializa un software de videoandli-

sis llamado VideoPoint Physics Fundamentals 1.0. que es una adaptacién simplificada del
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(a) (b)

Figura 2.5 — Dispositivos de registro de datos desarrollados por Pasco. (a) Xplorer Datalogger.

Este dispositivo permite registrar las variables de un sensor directamente conectado y/o enviar

los datos a un PC donde visualizarlos en tiempo real. (b) Xplorer GLX. Puede registrar las

senales de hasta 4 sensores simultaneamente e incorpora en el mismo dispositivo 2 sensores de

temperatura, 1 de sonido y 1 de voltaje. Permite representar los datos adquiridos en el mismo

dispositivo o mandarlos directamente a un memoria externa o a la impresora. Con este dispositivo
puede realizarse cualquier experimento sin la necesidad de un PC.

software VideoPoint adaptada a la ensefianza de educacién secundaria y universitaria (figura
2.7). El software permite medir la posiciéon del mévil sobre el video para cada instante de
forma manual, transformando las posiciones en imagen a posiciones 2D, a partir de las cuales
pueden ajustarse curvas o estimar velocidades. También permite grabar o analizar videos
ya adquiridos. En la seccién 2.3.3 se describe en detalle la funcionalidad de los principales

programas de videoandlisis, entre los que se encuentra la versién completa de VideoPoint.

Entre las ventajas del material ofertado por este distribuidor, podemos destacar el
potencial de los Datalogger junto a los sensores de movimiento lineal y angular para realizar
medidas precisas y continuas de tiempo y posicién. A pesar de que con estos dispositivos no
es necesario un PC, también pueden conectarse para analizar los datos a través del software
DataStudio.

Como limitacion, podemos destacar la escasa variedad de experimentos y sensores de
este distribuidor en comparacién con la oferta Phywe. Por otra parte, es importante senalar
la dificultad que supone para los alumnos aprender a manejar los dispositivos portatiles. Se
trata de equipos con funcionalidades limitadas y muy especificas, que no son aprovechables
en otras materias donde también se realizan practicas de laboratorio (electrénica, quimica,
resistencia de materiales, etc), ni en los equipos industriales asociados a la practica profesional.
Esta diversificacién de material especifico no contribuye, en nuestra opinién, a facilitar el
aprendizaje a los alumnos de primeros cursos, ya que pierden mucho tiempo en aprender a
manejar los equipos en lugar de centrarse en el fenémeno fisico a estudiar. En este sentido,

las configuraciones basadas en PC son més versatiles y faciles de usar.

En cualquier caso, esta marca es la unica que dispone de sistemas para el registro

continuo del movimiento, lo que ofrece bastantes mas posibilidades de andlisis que otros
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sistemas discretos. Ademds, el software de videoandlisis es interesante como discutiremos

més adelante. M4s informacién de este distribuidor se puede consultar en [152].

(b)

(d)

Figura 2.6 — Algunos ejemplos de montajes de Pasco. (a) Rail instrumentado para estudios de
dindmica; movimiento lineal, leyes de Newton, caida libre, etc. El rail estd equipado con un sensor
de proximidad por ultrasonidos que mide la distancia del mévil al sensor de forma continua. Este
sensor se conecta directamente al Xplorer donde se procesa la senal. (b) Candén para el estudio
del tiro parabdlico. Permite modificar el angulo de salida, dos fotocélulas colocadas a la salida
calculan la velocidad. Utilizando el modelo de tiro parabdlico y conociendo la velocidad inicial y
el dngulo es posible estudiar el punto de caida. (¢) Configuracién para el estudio de las leyes de
caida libre que permite analizar el efecto de la resistencia del aire. Un sensor temporal registra
el instante en el que se suelta el mévil y otro sensor de impacto registra el instante final. (d)
Montaje para el estudio del péndulo balistico basado en un sensor angular.

VIDEOPOINT

Figura 2.7 — Software de videoanalisis VideoPoint. A partir de la posicién en imagen es posible
estimar la trayectoria 2D del movil.
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2.2.1.4. Vernier

La arquitectura de los sistemas de la casa Vernier se basa en incorporar en los
sensores un interfaz de comunicacién con el PC (fundamentalmente USB y Wireless). Una vez
disponibles las seniales en el PC, el software Logger Pro permite registrar, visualizar y tratar
los datos de diferentes sensores simultaneamente. Los sensores disponibles para el andlisis de
movimientos son el Motion detector que es un sensor de proximidad por ultrasonidos (figura
2.8a) y el Wireless Dynamics Sensor System, que incorpora acelerémetros, un altimetro y un

dinamémetro (figura 2.9a) .

(b)

Figura 2.8 — (a) Dispositivo Motion detector. Es un sensor de proximidad por ultrasonidos en un
rango de 15 cm a 6 m y pueden conectarse directamente al PC. (b) Ejemplo de uso del dispositivo
Motion detection para realizar practicas de caida libre .

(a) ()

Figura 2.9 — (a) Dispositivo Wireless Dynamics Sensor System, combina un acelerémetro tria-

xial, un altimetro y un sensor de fuerza en un tunico dispositivo portatil que se comunica por

wireless con el PC, donde los datos son tratados con el software Logger Pro. (b) Ejemplo de
practica para estudiar fuerzas e impactos.

El sofware Logger Pro permite analizar movimientos 2D con videoandlisis y a par-
tir de la version 3.0 permite la captura desde el propio programa, dando la posibilidad de
sincronizar el video con otros sensores. También comercializa un libro de practicas de vi-
deoandlisis donde se muestran practicas utilizando los videos desarrollados en el proyecto

LivePhoto [121], proyecto docente sobre el uso de videoanalisis puesto en marcha en 2008.
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Figura 2.10 — Software de videoandlisis Logger Pro. Permite la captura de videos desde el propio
programa asi como sincronizar los videos con otros sensores.

Entre las ventajas del material ofertado por este distribuidor, podemos destacar la
versatilidad que ofrece el Wireless Dynamics Sensor para el estudio de fuerzas y aceleraciones,
yva que se puede anclar al mévil a estudiar, ya sea un carril lineal, la rueda de una bicicleta o
un estudiante subido a una montana rusa. Igual ocurre con los dispositivos Motion Detection
que pueden usarse en el carril para estudiar el movimiento lineal o la caida libre de objetos.

Estos dispositivos permiten un registro continuo de la senal.

Como inconveniente, el nimero de sensores es limitado, lo que reduce bastante la
variedad de experimentos que podemos analizar. Ademads, los sensores de movimiento sélo
permiten registrar de forma continua movimientos lineales. Mas informacién de este distri-
buidor en [204].

2.2.2. Conclusiones

Para el estudio dinamico de sistemas mecanicos solo es necesario medir tiempos y
desplazamientos (lineales o angulares) de forma continua. No obstante, cada distribuidor ha
desarrollado sus propios sensores y montajes, adoptando en cada caso soluciones con arquitec-
turas de funcionamiento y prestaciones diferentes. A pesar de ello, la mayoria de dispositivos
comerciales sélo permiten medir tiempos en posiciones discretas utilizando montajes experi-

mentales complicados y caros.

Sélo Pasco y Vernier ofrecen equipos que permiten la medida continua de posiciones,
aunque solo para movimientos de un grado de libertad: desplazamiento lineal y angular. La
variedad de experimentos que pueden realizarse con estos dispositivos es muy limitada; los
sensores de ultrasonidos sélo permiten medir movimientos lineales en un rango y con una
resolucién espacial muy acotada, practicamente estan limitados al uso en carriles cinematicos.
Igual ocurre con el sensor de giro de Pasco, disenado especificamente para el estudio del

péndulo.
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Podemos concluir que existe una dificultad importante a la hora de usar los ins-
trumentos de medida tradicionales para registrar las variables tiempo y posicién de forma
continua y precisa para la amplia variedad de experiencias que pueden disenarse en el labora-
torio de Fisica. Estas dificultades aumentan si pretendemos extender el analisis a movimientos

2D, campo en el que existen variados experimentos de gran interés didactico.

Todos estos problemas de falta de versatilidad de los sistemas comerciales se pueden
resolver de forma muy sencilla, y generalmente més barata, utilizando videofotogrametria
para el registro continuo y muy preciso de movimientos. Si bien hace 10 anos los equipo de
fotogrametria de precisién eran caros y complejos, el avance en la calidad de las cdmaras
ha ido acompanado de una reduccién en los precios que convierten a esta herramienta en
una alternativa muy interesante. Ademas, en d&mbitos como la Visiéon por Computador, la
Robdtica o la Visién Artificial se han experimentado grandes avances y se han desarrollado
multiples herramientas y algoritmos tutiles para el andlisis de movimientos con videoanalisis;
técnicas de tratamiento de imagen, algoritmos de calibracién de cdmaras, suavizado y cédlculo

de derivadas, etc.

En el siguiente apartado, describiremos el principio de funcionamiento del videoanali-
sis, las ventajas respecto a otros sistemas de medida y se mostrara una revisién de los prin-

cipales programas y recursos disponibles en la red.
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2.3. Herramientas de videoanalisis

Como se ha indicado en apartados anteriores, el videoanalisis es una de las pocas
herramientas disponibles para medir movimientos en dos dimensiones de forma continua. En
este apartado se describe el principio de funcionamiento y las ventajas de esta técnica de
medida y se muestra una revisiéon de los principales programas y recursos disponibles en

Internet.

2.3.1. Principio de funcionamiento

Las primeras aplicaciones de la fotogrametria al andlisis de movimientos son casi
tan antiguas como la propia fotografia. Asi, en la figura 2.11 se muestra una de las primeras
aplicaciones al estudio del vuelo del pelicano [123]. Sin embargo, las aplicaciones de analisis
de movimientos importantes aparecen con el desarrollo de los primeros sistemas de video
analdgico. Una vez grabado el movimiento en una cinta magnética, estos videos eran repro-
ducidos en un televisor donde una cuadricula transparente superpuesta permitia marcar la
posicién del mévil sobre el papel, recorriendo la pelicula con la funcionalidad de play/stop.
Posteriormente aparecié la posibilidad de digitalizar el video analdgico a través de tarjetas

digitalizadoras.

Figura 2.11 — Primeras aplicaciones de la fotogrametria al andlisis de movimientos. ”Vuelo de
un pelicano”. E.J. Marey, 1886.

En la actualidad, gracias a los avances de los iltimos 10 anos en el campo de la
tecnologia digital y méas concretamente en los dispositivos de imagen, han salido al mercado
una amplia gama de camaras digitales de alta calidad a un precio relativamente bajo que
pueden utilizarse en practicas de videoanalisis. En paralelo al desarrollo de los sistemas de
captura de video digital, la potencia computacional de los ordenadores actuales ha permitido
el desarrollo de una amplia variedad de programas de edicion de video. Con estos programas
es comodo recorrer el video marcando la posicién del mévil con clicks de ratéon. Ademas,
algunos de estos programas permiten la captura de videos a partir de videocdmaras conecta-

das directamente al ordenador. En los experimentos tipicos de videoanalisis, los estudiantes
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pueden utilizar videos grabados por ellos mismos, grabados con anterioridad o descargados

de Internet.

El fundamento para realizar medidas a partir de una imagen se basa en la semejanza
entre un objeto y su imagen cuando la camara es colocada paralela al objeto. A partir de la
posicién del mévil en imagen, es posible obtener la posiciéon 2D siempre que el movimiento
se produzca sobre un plano paralelo al plano del CCD de la cdmara como se muestra en la
figura 2.12.

Plano CCD de la camara Plano de movimiento

Xe

YN

Figura 2.12 — Esquema de funcionamiento del videoandlisis 2D de un dnico factor (es necesario
que el movimiento se produzca en un plano paralelo al plano del CCD de la cdmara).

Para convertir los pixeles en unidades métricas es necesario estimar un factor de
escala y ajustar el sistema de referencia en imagen. El factor de conversién mm/pzr depende
del tamano del sensor y la distancia de la cdmara al plano de movimiento. Para calcularlo, se
suele colocar una varilla de dimensiones conocidas en el plano del movimiento y a través del
programa se marcan los extremos de esta varilla. Calculada la distancia de la varilla en pixeles
y conocida la distancia en metros, el factor de escala se calcula segin la ecuacion 2.2. En la
figura 2.13 se muestra un ejemplo de cédlculo del factor de conversién extraido del trabajo que
posteriormente analizaremos. El ajuste de los sistemas de referencia se realiza para establecer
el centro y los ejes de coordenadas del plano de medida. Para ello, sobre el video se dibujan los
ejes y el centro, de modo que las coordenadas obtenidas quedan expresadas en dicho sistema

de referencia.

Distancia 3D [mm)]

Factor [mm/px] = (2.2)

Distancia enimagen [px]

Realizados estos pasos, los estudiantes seleccionan la posicién del objeto en imagen
con el ratén recorriendo el video fotograma a fotograma, mientras el software representa
sobre gréficas la trayectoria del movil. Este sistema permite a los alumnos analizar los datos,

ajustar curvas o exportar los resultados para ser analizados con otros programas.
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Figura 2.13 — En blanco se aprecia el sistema de referencia elegido, también se muestra la marca
horizontal utilizada para estimar el factor de escala mm/pz. Imagen extraida de la practica [81].

Casi todos los programas permiten utilizar cualquier punto de la imagen como origen
del sistema de referencia. Sin embargo, no todos ofrecen la posibilidad de elegir libremente
la direccién de los ejes, siendo tipico que el eje X sea el eje horizontal y el Y el vertical. Para
solventar esta limitacién, en la mayoria de ocasiones se coloca la caAmara de forma que los ejes
de movimiento coincidan con los ejes de la imagen. No obstante, en algunas ocasiones, como
en la practica de anélisis de colisiones expuesta en [25](ver apartado 2.4.2), interesa modificar
el sistema de referencia en cada fotograma, para, por ejemplo, transformar un movimiento

2D a un analisis 1D, como ocurre en el trabajo senalado.

Un problema importante consecuencia de utilizar el modelo de reconstruccién des-
crito, es la dificultad de colocar la cimara perfectamente paralela al plano del movimiento. Si
no se realiza esta accién de forma correcta, la imagen registrada estara distorsionada por una
aplicacién proyectiva, los ejes X e Y dejan de ser perpendiculares y se introducen errores en
las medidas [148]. Otra fuente de error importante es el efecto de la distorsién éptica asociada
a la lente. Como se mostrard mas adelante, todas estas cuestiones que afectan a la precisién
no suelen ser consideradas en los sistemas docentes de analisis de movimientos, a pesar de
que pueden ser resueltas de manera muy efectiva aplicando los modelos de camara basados en
la geometria proyectiva que se han desarrollado en el campo de la Fotogrametria de precision

y en la Visién por Computador.

2.3.2. Ventajas del videoanalisis

Como se mostré en el apartado 2.2, los dispositivos tradicionales para el andlisis de
movimientos estan limitados a movimientos de un tnico grado de libertad y sélo en el caso
de los sensores de ultrasonidos es posible medir la posicién y el tiempo de forma continua.
Frente a esta situacion, el videoandlisis permite registrar posicién y tiempo de forma continua

y precisa, y presenta las siguientes ventajas:

1. No hay limitacién de distancia entre movil y la camara. Los sensores de ul-

trasonidos estdn limitados a un rango de medida entre unos pocos centimetros a unos
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pocos metros de distancia al sensor. En cambio, una cdmara permite ajustar el cam-
po de visién utilizando diferentes Opticas, lo que permite analizar desde movimientos
microscépicos (adaptando la cdmara a un microscopio) a movimientos que ocurren a

grandes distancias del sensor.

2. La camara es un sensor no intrusivo ya que las medidas se hacen a distancia
y no se interfiere en el movimiento. Esta particularidad es importante en movi-
mientos donde no es posible instrumentar el mévil como es el caso de caida libre de

objetos, fuerzas viscosas, etc.

3. Es posible analizar varios moéviles simultaneamente. Los sensores de proximidad
por ultrasonidos tienen una zona de medida de un cono de visién de unos 20° en el cual
registran la distancia del mévil al sensor, no siendo posible registrar el movimiento de
mas de un mévil de forma simultdnea. En cambio, en una cdmara no existe limitacion
en cuanto al nimero de moviles a analizar, lo que permite el analisis de experimentos

de dinamica de sistemas.

4. El videoanalisis permite el estudio de movimientos en 2 o 3 dimensiones.
Es posible medir movimientos en 3 dimensiones si se emplean dos 0 mas cdmaras sin-
cronizadas. Incluso es posible medir el movimiento de un sélido en 3D con una séla
camara y el uso de patrones. En el caso de los sensores de ultrasonidos, teéricamente es
posible medir movimientos en 2 dimensiones utilizando varios sensores y fusionando la
informacién de éstos, aunque el montaje necesario es complicado y el campo de visién

de este tipo de sensores limita mucho los movimientos en 2D que se pueden analizar.

5. La configuracion de un sistema de videoandlisis es muy sencilla. Los sensores
de ultrasonidos son dispositivos muy limitados en precisién por los diferentes factores
que pueden alterar las medidas: reflexiones en objetos cercanos, luces fluorescentes,
desalineaciones entre el moévil y el sensor, etc. Siendo, en general, un tipo de sensor
que ha de utilizarse con cierta precaucién. En cambio, los dispositivos de imagen son
robustos, sencillos e intuitivos de ajustar, ya que sélo es necesario ajustar la iluminacién
de la cdmara para visualizar correctamente el mévil. Esto permite ahorrar tiempo en la
configuracién de los experimentos, dejando un mayor tiempo a la discusion y analisis

de resultados.

6. Precision. La precision que se puede obtener con un sistema de videoandlisis es muy
alta. En efecto, un sistema correctamente configurado permite realizar medidas con
errores inferiores al 0.01%. Esto ocurre en aplicaciones de metrologia por Visién y
Fotogrametria. No obstante, como se comentara en las conclusiones, los programas con
fines docentes tienen ciertas limitaciones que impiden obtener resultados de este orden

de precision.

7. Permite trabajar de forma sencilla sin instrumentacién especifica. La fuente

de informacién para el videoandlisis son los videos del movimiento y sélo es necesario
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disponer de un ordenador y el software de videoanalisis. Ademads, gracias a la capacidad
computacional de los ordenadores actuales y la velocidad de los interfaces de comunica-
cion es posible realizar videoanalisis en tiempo real a partir de una simple cdmara web.
Por otra parte, los alumnos se sienten cémodos con el uso de programas de PC y no

necesitan invertir grandes esfuerzos en aprender a manejar instrumentacién especifica.

8. Permite al usuario visualizar los resultados en miiltiples formatos. Actual-
mente existe una amplia variedad de programas de videoandlisis (ver apartado 2.3.3).
Estos programas estdn desarrollados sobre sistemas operativos de PC (Windows, Li-
nux, Mac) y por lo tanto son muy variadas las posibilidades de analizar, visualizar o de

almacenar los resultados.

9. Las practicas de videoanadlisis son faciles de entender. Puesto que con videoanali-
sis se trabaja directamente sobre la representacion visual del experimento, se facilita la
comprension de los resultados y su relacién con el mundo real. En otro tipo de dispo-
sitivos ésto sélo es posible observando in situ el movimiento. Por otra parte, una vez
capturado el video, se puede modificar y revisar la posicién del mévil rehaciendo los

calculos automaticamente.

10. El equipamiento de videoanalisis es barato. Como los ordenadores son equipos
comunes en cualquier instalaciéon docente, la puesta en marcha y el uso del videoandlisis
puede resultar muy econdémico puesto que existe software gratuito y una extensa canti-
dad de videos accesibles en Internet. Por otra parte, el precio de una cdmara de video
es bajo en comparacién al precio de cualquier sensor de analisis de movimientos. Es
posible realizar muchas experiencias con una simple Webcam de muy bajo coste. Si se
desean més prestaciones, se puede encontrar una amplia gama de cdmaras industriales

con precios que oscilan entre pocos cientos de euros a miles de euros.

11. Las précticas con videoanalisis pueden ser reproducidas por el alumno fuera
del laboratorio. Actualmente casi todos los alumnos disponen de su propio ordena-
dor personal, por lo que pueden ”llevarse a casa” el experimento que han realizado y
trabajar con él o analizar los resultados. También tienen acceso a todas las experiencias

que se graben y se pongan a su disposicién a través de webs institucionales.

Como hemos visto, son muchas las ventajas de esta herramienta para su uso en
docencia. A continuacién, describiremos los principales programas y recursos disponibles en

Internet.

2.3.3. Recursos disponibles en Internet

En la actualidad existen numerosos programas disponibles en la red para realizar
practicas de Fisica a partir de videos. A continuacién se muestra una revision de los mismos,

tanto libres como de pago.
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VideoPoint. Es el programa de videoanalisis recomendado por la Aso-
ciacion Americana de Profesores de Fisica y es considerado por esta
asociacién como el mejor programa de videoandlisis, aunque también
es el més caro (2558 + 99% del médulo de captura). Tiene la posi-
bilidad de modificar el centro y orientacién del sistema de referencia
y ajustar curvas de forma sencilla, opciones no disponibles en otros
programas.Permite visualizar simultdneamente diferentes graficas, in-
cluye unos 200 videos de ejemplo y permite la captura de videos des-
de el propio programa. Es comercializado por diferentes distribuido-
res entre los que se incluyen Pasco. Més informacion del programa en
http://wwuw.lsw.com/videopoint

Logger Pro . La casa Vernier ha incluido el videoanalisis en las ulti-
mas versiones del software Logger Pro. El software dispone de las
funcionalidades mas frecuentes: ajustar el centro del sistema de re-
ferencia pero no la orientacién, captura de videos desde el propio
dispositivo o usar videos ya filmados, localizacién manual y tabula-
cién de los resultados. Permite ademds realizar calculos y represen-
taciones gréaficas de buena calidad. Mas informacién del programa en
http://www.vernier.com/soft/lp.html

Tracker. Este software, de cédigo abierto, contiene muchas de las ca-
racteristicas presentes en los software descritos anteriormente. Permite
ajusta el origen y orientacién de sistema de referencia, detecciéon ma-
nual o semi-automatica usando correlaciones, construye gréaficas y per-
mite parametrizar funciones para calcular y dibujar velocidades, ace-
leraciones y fuerzas. La pdagina web del software se pueden descar-
gar tutoriales para configurar los experimentos. Incorpora una fun-
cionalidad no presente en otros programas conocida como Line Profi-
le que permite visualizar los niveles de intensidad a lo largo de una
linea en imagen, utilidad interesante en experiencias de difraccién co-
mo las realizadas en [25] y [36]. Mds informacién del programa en
http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/index.html .

DataPoint . Es un programa gratuito muy sencillo pero con menos
prestaciones que los anteriores. La detecciéon del mévil se realiza de
forma manual. Permite exportar el tiempo y las coordenadas de la
imagen en una tabla. A partir de esta tabla es el usuario el encar-
gado de pasar a escala métrica y realizar la representacién de los da-
tos, sin que el sistema ofrezca mas ayuda para procesar la informacién
o realizar representaciones graficas. Mas informacién del programa en
http://www.xannah.org/datapoint/
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Coach . Es un software desarrollado y distribuido por el CMA (Cen-

tro de Aplicaciones para Microcomputadoras) entidad asociada a la

Facultad de Ciencias, Matematicas e Informatica de la Universidad de

Amsterdam. El software da soporte a una extensa variedad de sensores

ofertados por el propio CMA y también es compatible con algunos

sensores de otras casas distribuidoras. Ofertan una version limitada para

,  précticas de videoandlisis, Coach 6 Studio MV. Es uno de los programas

. de videoandlisis comerciales con més herramientas y prestaciones:

! vi;  permite la captura de video, ajustar el sistema de referencia (tanto el

o (Rl centro como la orientacién), no utiliza un modelo de cdmara completo

aunque permite corregir la perspectiva de la imagen cuando la camara

no se coloca paralela al plano de medida. Implementa técnicas de detec-

cién semi-automatica utilizando correlaciones, y diferentes herramientas

para el andlisis de datos como interpolaciones o derivacién numérica

utilizando el método Runge Kutta. Mas informacién del programa en
http://www.cma.science.uva.nl/english/Resources/softwareCoach6.html

Measurement in Motion. Programa gratuito desarrollado original-
mente para equipos Macintosh pero ya disponible para Windows. Incor-
pora las funcionalidades basicas y no permite la captura de videos. El
formato del software es un poco complejo, requiere algunos conocimien-
tos de Fisica y puede no ser recomendable para aquellos que empiezan.
Contiene algunos ejemplos de prueba. Mas informacién del programa en
http://www.learninginmotion.com/products/measurement/index.html

Physics ToolKit. Programa gratuito y muy facil de usar. Contiene
mas de 200 videos de experiencias, tutoriales y ejemplos ttiles para
profesores. El software permite desplazar el origen pero no rotar los
ejes, no incluye la captura de videos. Mas informacién del programa en
http://www.physicstoolkit.com/

Junto a los programas de videoandlisis descritos en el punto anterior, existe un
extenso numero de portales que ofrecen videos para descargar de Internet. Son videos de
experiencias basicas de educaciéon primaria, secundaria y primeros cursos de Universidad.
Ademads del analisis de movimiento, hay videos de electrostatica, éptica, difraccién, etc. La
mayoria de estas experiencias pueden analizarse con los programas descritos en 2.3.3. Algunos

portales permiten la descarga gratuita de contenidos y otros son de pago.

RIT LivePhysics Videos
http://livephoto.rit.edu/LPVideos/LPVideos.php

Rutgers Physics Quicktime Movies
http://paer.rutgers.edu/pt3/movie_listl.php

Doane Physics Quicktime Movies
http://physics.doane.edu/physicsvideolibrary/default.html

Texas A&M .AVI Movies

~ 98 —


http://www.cma.science.uva.nl/english/Resources/softwareCoach6.html
http://www.learninginmotion.com/products/measurement/index.html
http://www.physicstoolkit.com/
http://livephoto.rit.edu/LPVideos/LPVideos.php
http://paer.rutgers.edu/pt3/movie_list1.php
http://physics.doane.edu/physicsvideolibrary/default.html

CAPITULO 2. REVISION DE HERRAMIENTAS DOCENTES

http://www.science.tamu.edu/CMSE/videoanalysis/

VidShell 2000
http://wuw.webphysics.ccsnh.edu/vidshell/vidshell.html

Video Analysis on the Web
http://electron9.phys.utk.edu/video/

A World in Motion
http://wuw.physicstoolkit.com/

Tracker Video Analysis
http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/

Physics Curriculum & Instruction
http://www.physicscurriculum.com/

Recomendaciones para la creacion de videos de anélisis de movimientos segin Patrick J. Cooney
http://muweb.millersville.edu/~pjcooney/making-movies/

VideoPoint Resource Library
http://wuw.lsw.com/videopoint/vprl/

Site of Physics Education Department of the University of Munich
http://www.physik.unimuenchen.de/didaktik/Computer/DAVID/video.htm

Physics Site of North Carolina School of Science and Mathematics:
http://courses.ncssm.edu/physics/video.htm

World in Motion Site
http://members.aol.com/raacc/wim.html

Entre las experiencias de analisis de movimientos mas comunes para analizar con videoandlisis

encontramos las siguientes:

= Movimiento rectilineo uniforme y acelerado

= Estudio de velocidad relativa

= Movimiento rectilineo uniformemente acelerado

= Estudio de caida libre con y sin rozamiento

= Movimiento circular uniforme y acelerado

s Estudio del péndulo

= Experiencias de conservacién de energia

» Conservacion de la cantidad de movimiento: colisién eléstica e ineldstica

= Estudio de las Leyes de Newton

En general se trata de movimientos de un solo movil que es tratado de forma puntual
y puede digitalizarse a mano sin mucho esfuerzo. El cédlculo del factor mm/pzx se realiza a
partir de un objeto de dimensiones conocidas colocado en la escena. La mayoria de videos
fueron adquiridos con camaras analégicas a 25 fps y la duracion de los experimentos no suele

superar los 20 segundos.
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2.3.4. Conclusiones

En la actualidad, existe una amplia oferta de programas, videos y otros recursos
disponibles en Internet para estudiar movimientos utilizando videoanadlisis. Las tinicas dife-
rencias son las opciones que incorporan: ajuste del centro y ejes del sistema de referencia,
ajuste de curvas, herramienta de zoom, etc. Todos tienen el mismo principio de funciona-
miento basado en un tnico factor de conversién de pixeles a metros (descrito en el punto
2.3.1), lo que implica asumir que el plano de la imagen es paralelo al plano del movimiento.
Diseniar el experimento con estas restricciones es una limitaciéon importante que afecta tanto
a la usabilidad como a la precisién. Por una parte, alinear la camara perfectamente parale-
la al plano de movimiento es dificil ya que no es posible verificarlo de forma experimental,

mientras que los errores por falta de paralelismo se traducen en errores sistematicos [148].

Sélo el software Coach permite corregir la perspectiva, para ello, utiliza 3 puntos en
imagen con separaciones conocidas. A pesar de que ésta es una mejora importante, siguen
existiendo efectos no modelados que afectan a la precision. La dptica puede introducir im-
portantes deformaciones no lineales en la posicién del mévil. Este efecto también es conocido
como aberraciéon 6ptica y es especialmente importantes en los dispositivos econémicos y de

angulares grandes, como es el caso de la mayoria de cimaras domésticas [182].

Por otra parte, la mayoria de programas sélo permiten digitalizar el movimiento
de forma manual, mientras que la deteccién automadtica es una prestacién importante para
analizar experiencias con gran cantidad de fotogramas, como es el caso de movimientos de
larga duracién o movimientos rapidos filmados con cdmaras de alta velocidad. No obstante,
incluso en experiencias tipicas, digitalizar un video de s6lo 5 segundos filmado a 25 fps supone
un trabajo importante; es necesario seleccionar la posicién del mévil en 125 imégenes. Otro
inconveniente es la falta de precision del proceso manual, en muchas ocasiones se digitaliza
el centro de forma aproximada lo que supone una importante fuente de ruido aleatorio en las

medidas.

Los programas Tracker y Coach son los unicos que incorporan funcionalidades para
realizar detecciones semi-automaticas; permiten definir en un fotograma el area ocupada por
el mévil y en el siguiente fotograma se busca por correlacion. Las técnicas basadas en correla-
ciones tienen el inconveniente de que el objeto y el fondo no pueden cambiar significativamente
ni de forma ni de intensidad de un fotograma al siguiente. Como se comentara mas adelante,
para implementar técnicas de deteccién automética es suficiente con disenar el experimento
de modo que el movil sea facil de identificar en la imagen y mantenga constantemente de-
terminadas caracteristicas que dependen de la técnica utilizada. Este aspecto ha sido poco

cuidado en la mayoria de los videos disponibles en los portales analizados.

En cuanto al cédlculo de derivadas, solo algunos programas incorporan técnicas de

derivacién numérica basados en diferencias finitas. Estas técnicas son muy sensibles al ruido
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en las medidas lo que limita la precisién el sistema. Como veremos, no es habitual realizar

andlisis precisos de la dinamica del movimiento utilizando estos programas.

En definitiva, las herramientas docentes de videoandlisis presenta importantes li-
mitaciones en cuanto a versatilidad y precisién. A lo largo de este trabajo se mostrarda que
estas limitaciones pueden resolverse a partir de los avances experimentados en otros campos
de trabajo, convirtiendo el videoanalisis en una herramienta muy precisa y versatil para el
calculo de posiciones, velocidades y aceleraciones. A pesar de las limitaciones encontradas,
el videoanalisis sigue siendo una de las pocas herramientas para analizar movimientos 2D y
la variedad de recursos disponibles ha permitido desarrollar numerosas aplicaciones. En el
siguiente apartado se revisaran trabajos publicados en revistas cientificas donde se hace uso

de esta herramienta.
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2.4. Aplicaciones de videoanalisis

En este apartado, se muestra un analisis critico y detallado de trabajos publicados
en revistas cientificas en los que se utiliza videoandlisis con fines docentes. La tematica de los
trabajos publicados es muy variada: efecto docente de esta herramienta, practicas basicas de
analisis de movimientos, aplicaciones avanzadas y trabajos donde se exponen mejoras de la

técnica.

En el punto 2.4.1 se revisan una serie de trabajos centrados en evaluar el impacto
de esta técnicas sobre el proceso de aprendizaje de los estudiantes. Tengamos en cuenta que
el uso de ordenadores y el videoanalisis en docencia han abierto un sinfin de posibilidades
para realizar practicas de laboratorio y es importante evaluar la mejora en el rendimiento

académico con el uso de estas herramientas.

En el apartado 2.4.2 se describen diferentes trabajos publicados sobre aplicaciones
del videoandlisis en el laboratorio de Fisica. En la mayoria de trabajos se utiliza alguno
de los programas descritos en el apartado 2.3.3, caracterizados por utilizar un modelo de
camara simplificado y detectar la posicién del mévil de forma manual. Esto supone una
importante limitacién en cuanto a precision del sistema de medida y, como se verd, en ningun
trabajo se plantean experiencias que requieran altos niveles de precision. El enfoque mas
comun consiste en plantear el modelo tedrico, obtener la ecuacién de la trayectoria de forma
analitica y ajustarla a los valores medidos. En los trabajos de este bloque no se utilizan
técnicas automaticas de deteccion del movil en imagen, no se evaliia experimentalmente la

precision del sistema de medida ni se utilizan técnicas de suavizado.

Un tercer grupo de trabajos se comenta en el punto 2.4.3 y constituye el grupo de
articulos de mayor interés para esta tesis. Se trata de trabajos donde se hace un uso avanzado
del videoanalisis; practicas en las que se plantean técnicas de tratamiento de imagen para
detectar la posiciéon del movil de forma automatica y precisa, trabajos donde se utiliza un
modelo de camara completo que permite estimar la posicién del mévil con mucha precisién y
analizar movimiento en 3D utilizando 2 camaras sincronizadas. En algunos se estos trabajos se
utilizan técnicas de suavizado y derivacién numérica para estimar con precision velocidades
y aceleracién. Esta es una prestacion importante que permitird verificar directamente las
ecuaciones diferenciales del movimiento, sin necesidad de resolver complicadas integrales para

obtener la ecuacién de la trayectoria.

2.4.1. El videoandlisis como herramienta docente

Uno de los primeros impulsores del videoandlisis como herramienta docente es el

profesor Dean Zollman. En 1996 propuso un nuevo enfoque pedagégico [219] utilizando esta
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herramienta; colocaba acetatos transparentes sobre una pantalla de television y registraba
la posicién del mévil fotograma a fotograma. Después de tomar las medidas, los alumnos
prodian crear graficas para describir el movimiento. Este enfoque pedagdgico ha sido seguido
y modificado por varios grupos [9,12] y el propio Zollman para aprovechar al méximo las

capacidades del videoanalisis.

Existen diferentes trabajos donde se plantea que los alumnos de Fisica tienen difi-
cultades para interpretar la dindmica del movimiento a través de graficas temporales [8,128],
siendo uno de los errores més frecuentes, creer que los gréficos z(t) son un réplica exacta de
la posicién del mévil en la escena. A este respecto, E.A.George et al. en [75] plantean que la
claridad que ofrece el videoanalisis para asociar los datos obtenidos con el movimiento anali-
zado ayuda a solventar esta dificultad. No obstante, también se comenta que la gran cantidad
de informacién que ofrece el videoanalisis no garantiza el mejor aprendizaje del fenémeno,
ya que es necesario que los alumnos sepan leer e interpretar correctamente la informacion

mostrada en las graficas.

También existen multiples estudios que muestran el interés y predisposicién de los
alumnos al estudio de movimientos mediante videoandlisis [54,117]. De igual forma, en [54,93],
se constata que el uso de esta herramienta tiene un efecto positivo en la actitud y motivacion
de los alumnos. A pesar de ello, en [117] se matiza que es necesario que los alumnos entiendan
el fenémeno fisico que se estudia y sélo en estos casos estaria justificado el tiempo necesario
para aprender a utilizar el software. También en [141] se llega a resultados parecidos; la
efectividad de las tecnologias basadas en PC depende tanto del uso del software y el ordenador

como de la interaccién del usuario con estas tecnologias.

Es importante matizar los resultados de estos estudios. Tengamos en cuenta que las
herramientas de videoanalisis han evolucionado de forma considerable en los tltimos anos;
el desarrollo del video digital, el analisis en tiempo real, la potencia de las representaciones
graficas o el coste de los dispositivos de captura de imagen, son condicionantes que han
mejorado notablemente, facilitando la evolucién de estas herramientas. A este respecto, la
usabilidad del software asi como la claridad de las representaciones gréaficas son factores

criticos que facilitan la comprensién del fenémeno por parte de los alumnos.

Otra cuestion importante es conocer si hay diferencias entre las técnicas basadas en
sensores tradiciones y las basadas en videoandlisis. En [75] se compara el uso de sensores de
proximidad y videoanalisis frente a la tradicional instrumentacion con fotocélulas y sensores de
impacto para estudiar los principios de conservacion de momento y energia en colisiones. Los
resultados del estudio muestran que tanto los sensores de proximidad como el videoanalisis
proporcionan més informacion que las técnicas instrumentales tradicionales, encontrando

resultados docentes similares entre el uso de sensores de proximidad y videoanalisis.

No obstante, el videoandlisis es una de las herramientas mas sencillas de utilizar para
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elaborar practicas de andlisis de movimientos, ya que solo es necesario disponer de videos y
el softare de andlisis correspondiente. Esta forma de trabajo permite compartir y reutilizar
videos, sin necesidad de montajes experimentales complicados, ahorrando tiempo. Ademas,
no pierde contacto con la realidad: la informacién grafica contenida en los videos permite
interactuar directamente en la escena, sin que sea necesario reproducir la experiencia en
el laboratorio. Otra ventaja importante es que permite centrar la atencién en el fenémeno a
estudiar. Los montajes experimentales complicados para medir fenémenos sencillos distraen la
atencion de los alumnos, que dedican mas esfuerzo a entender el experimento que al fenémeno

objeto de estudio.

Otro aspecto relacionado con la capacidad pedagogica del videoanalisis, y que sera un
punto importante de esta tesis, estd relacionado con la forma de abordar los problemas de
Mecénica. El procedimiento habitual consiste en plantear las fuerzas que actian en el sistema
y obtener la expresién analitica de la trayectoria a partir de la resolucién los sistemas de
ecuaciones diferenciales, en muchas ocasiones complicados y de un nivel superior al exigible

a alumnos de primeros anos de Universidad.

Frente a esta situacién, una herramienta capaz de estimar con precisiéon velocidades
y aceleraciones seria muy interesante, pues permitiria estudiar la dinamica del movimiento
analizando directamente las ecuaciones diferenciales que controlan el movimiento sin necesi-
dad de integrarlas para conocer la expresion analitica de la trayectoria. Tengamos en cuenta
que las ecuaciones diferenciales de la dindmica son mucho més sencillas que la expresién de la
trayectoria. Por otra parte, la trayectoria depende de las condiciones iniciales, mientras que
la ecuacién de la dinamica no. Otra ventaja importante de este planteamiento es que no es
necesario conocer a priori el modelo de las fuerzas actuando en el sistema, situacién frecuente
en el caso de movimientos reales o cuando el objeto del estudio es conocer precisamente las

fuerzas que actian en el sistema.

Estos aspectos relacionados con el estado de uso de esta herramienta seran analizados
en el siguiente punto, donde se muestra una revision critica de trabajos publicados en revistas

cientificas donde se utiliza esta herramienta.

2.4.2. Trabajos basicos sobre analisis de movimientos

En este apartado se muestra una revisiéon de trabajos publicados sobre practicas de
laboratorio con videoanalisis. En general, se trata de experiencias desarrolladas por profesores
de Fisica del ambito universitario, aunque también hay ejemplos de experiencias orientadas
a ensenianza secundaria. En algunas de ellas, se abordan experiencias de alto valor formativo
que gracias al videoanalisis se plantean con un nuevo enfoque. En otros casos, se trata de

experimentos novedosos que sélo se han podido plantear a partir de esta técnica de medida.
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Uno de los mayores defensores del videoandlisis como herramienta docente y con
mayor numero de trabajos publicados es el profesor Bryan y su grupo de trabajo. En los
trabajos [26-28] se muestran diferentes précticas sencillas de andlisis de movimientos y se

evalua las ventajas docentes del videoanalisis.

1-2432[5)
R T e
x1.06 y=258 [m] Poin st c2is  re-oios i

(a) (b)

Figura 2.14 — Imdgenes extraidas del trabajo [26]. (a) El profesor Bryan analizando un experi-
mento de caida libre con el software VideoPoint. (b) Gréficas obtenidas con el software VideoPoint,
en rojo energia potencial y en verde energia cinética.

En la figura 2.14a se muestra una préactica de conservacién de energia utilizando una
pelota en caida libre que rebota en el suelo. El sistema de referencia lo ajustaron en la posicion
de maxima altura desde donde fue soltada la pelota, alineando el eje Y con el eje vertical (en
el que se produce el movimiento). El factor de escala lo estimaron utilizando el ancho conocido
de la puerta. En la figura 2.14b se muestran los valores de energia potencial y cinética del
mévil, se aprecia que el maximo de energia potencial ocurre al principio del movimiento y
disminuye mientras la energia cinética aumenta durante la caida. Esta evolucion de energias
se repite en los diferentes rebotes, con una disminucién de la misma por las pérdidas en los

rebotes.

Hay que destacar la sencillez en la preparacién y ejecucion de la practica, asi como
lo ilustrativo de los resultados obtenidos a partir del analisis de un movimiento tan cotidiano
como la caida de una pelota. En la practica no se evalué la precision del sistema de medida,
y como se observa en las graficas de la figura 2.14b, los datos cuantitativos son poco precisos,
debido fundamentalmente a la incertidumbre del punto a digitalizar. No obstante existen
otras posibles fuentes de error derivadas del uso de un modelo simplificado de camara y a la

falta de control sobre el paralelismo entre la camara y el plano de medida.

Otras précticas elaboradas para ilustrar las leyes de Newton las encontramos en [149].
Estas practicas fueron utilizadas por el departamento de Fisica de la Academia Militar de
Estados Unidos, por la que pasaron méas de 900 alumnos. En este caso se utilizo el software
LoggerPro de Vernier para analizar experiencias filmadas del mundo real. Los fenémenos

fisicos estudiados fueron los siguientes:
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= Vuelta completa de Montana Rusa. En esta practica se analizan las leyes de New-
ton. En concreto, se estudia el movimiento del vagén frontal de una atraccion real
de montana rusa, determinando los puntos de maxima y minima velocidad y el pun-
to de aceleracién méaxima. También se discuten los valores obtenidos en funcién de la

geometria de las vias.

E (Exit)

(a)

Figura 2.15 — Imédgenes extraidas de [149]. (a) Codificacién de las zonas del looping de montana
rusa segun las manecillas del reloj. (b) Imagen cuando el vagén frontal se encuentran a las 2 en
punto.

= Choque frontal a alta velocidad en vehiculo rodado En esta préactica se analiza
la energia absorbida por el coche durante el impacto. El objetivo fue medir el impulso
transmitido y determinar si se cumplen criterios de seguridad para prevenir lesiones en
la cabeza, establecidos a partir del factor HIC (Head Injury Criterion) que depende del

impulso transmitido al conductor, pardmetro definido segun la ecuacion 2.3.

HIC = [ty — t1] [tQ i - /: a;t) dt} 25 oy

Como se observa en las figuras 2.16, para realizar estas medidas se analizaron 2 videos,
uno del exterior del vehiculo para medir la deformacion y otro del interior para analizar

la aceleraciéon de un maniqui.
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Figura 2.16 — Imdgenes extraidas de [149]. (a) Vehiculo antes del impacto, con una longitud de
4.235 m. (b) Vehiculo en el momento del impacto, con una longitud de 3.844 m. (¢) Maniqui antes
del impacto. (d) Maniqui en el momento del impacto.

= Equilibrio cuasi estatico de un péndulo de bolas cargadas. En esta practica, los
alumnos analizan el modelo tedrico del péndulo con dos esferas cargadas. Conocida la
masa de las esferas, se utiliza la fotogrametria para medir la separacién entre las esferas
(r) y los dngulos 01 y 6 permitiendo estimar el valor de la altura h. Conocidos estos

valores se obtiene el valor de la carga de las esferas segin la ecuacion 2.4.

_ [mgr?
=V "2kn (24)

m. q m. q
(b)

Figura 2.17 — Imdgenes extraidas de [149]. (a) Imagen del péndulo de bolas, en amarillo se
aprecia el sistema de referencia utilizado para las medidas. (b) Modelo tedrico usado para las
medidas.

Lo novedoso de las dos primeras practicas es el analisis de experiencias fisicas del
mundo real. Sin embargo, a pesar de su interés préactico, el andlisis cuantitativo presenta
importantes lagunas. En el caso de la montana rusa, no es posible obtener valores precisos
debido a la dificultad de calibrar el plano de movimiento. La deteccién manual de la posi-

cion del vagdén presenta grandes incertidumbres en el punto a digitalizar. En el caso de la
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practica del choque, la camara del interior del vehiculo no esta colocada paralela al plano del

movimiento, lo que introduce errores sistemédticos [148].

No obstante, cabe mencionar lo ilustrativo que resulta analizar movimientos reales
a partir de valores numéricos. También es importante destacar la sencillez y reducido coste
de esta herramienta para analizar un escenario de enormes dimensiones sin necesidad de
usar ningun tipo de instrumentacion, como ocurre en el estudio de la montana rusa. Esta es
una novedad muy interesante, ya que permite el estudio de ejemplos reales que no pueden

reproducirse en un laboratorio pero que pueden resultar muy ilustrativos.

Con respecto a la practica de equilibrio de esferas cargadas, se trata de una aplicacién
no a la medida de movimientos sino a la medida de posiciones estaticas. La medida de
distancias con videofotogrametria es muy usada en metrologia y en sistemas dificiles de
instrumentar ya que las medidas se hacen sin interferir en el sistema y la filmacién puede
realizarse a distancias variables. Por otra parte, los niveles de precisién que se pueden alcanzar
con fotografias son muy superiores a los otros sistemas. No obstante, en el caso concreto de
esta practica no esta claro que se obtuvieran estos niveles de precisién. En primer lugar, como
se aprecia en la figura 2.17a, digitalizar manualmente el centro de las esferas es complicado.
Por otra parte, la orientacion de los ejes del sistema de referencia tuvo que realizarse de forma

aproximada.

Como hemos comentado anteriormente, una ventaja importante del videoandlisis es
la sencillez de uso: los alumnos sélo necesitan los videos y el programa de videoandlisis, lo que
permite trabajar desde casa. A este respecto en [37], un grupo de trabajo del departamento
de Kinesiologia de la Universidad de Illinois junto al departamento de Ciencia del Deporte
y del ejercicio de Auckland (Nueva Zelanda), ponen a punto una préctica de videoanédlisis
utilizando el software Digi-Net [47]. La particularidad de este programa es que permite su

uso a través de Internet.

(b)

Figura 2.18 — Imdgenes extraidas de [37]. (a) Imagen del software Digi-Net. Se aprecia un
fotograma del tiro parabdlico y la varilla utiliza para el ajuste del factor de escala. (b) Imagen
estroboscopica donde puede observarse la trayectoria parabdlica y el rebote de la pelota.

El video fue grabado en laboratorio y posteriormente, los alumnos accedieron desde

casa para digitalizarlo y analizar la trayectoria. Se analizé el tiro parabdlico de una pelota
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de voleibol, y uno de los principales objetivos fue ayudar a los alumnos a entender que la
aceleraciéon vertical del movil es constante. En la figura 2.18 se muestra una pantalla del
software, donde se observa la bola sobre un fondo negro y una varilla en la parte inferior
para estimar el factor de escala. A pesar de que se trata de una préactica sencilla en cuanto al
movimiento analizado, este trabajo presenta la novedad de usar el videoanalisis a través de
Internet, lo que amplia las posibilidades de esta herramienta; en el laboratorio sélo es necesario
explicar la experiencia y grabar los videos, mientras que los alumnos pueden trabajar desde
casa para digitalizar y analizar los resultados. Otro aspecto destacable es la correcta eleccion

de un fondo negro bien contrastado con el movil, lo que facilita su identificacién.

Otras practicas interesantes son la analizadas por Brown y Cox en [25]. En este caso
utilizaron el programa Tracker para analiar una préctica de colisiones 2D y otra de fuerza de

rozamiento del aire.

= Colisiones 2D analizadas en el sistema de referencia del centro de masas. En
esta practica se analiza el movimiento e impacto de dos médviles que se mueven sobre
una superficie sin rozamiento. En la figura 2.19a se muestra una imagen del experimen-

to, donde se observan los moviles y los centros digitalizados en diferentes fotogramas.
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Figura 2.19 — Pantalla del software Tracker de la practica [25], donde se visualiza la posicién de

los méviles en diferents fotogramas y las gréficas v(t) para los 2 méviles. (a) Sistema de referencia

fijo. (b) Sistema de referencia en el centro de masas, en las graficas de velocidades de la derecha
se puede apreciar la conservacién de la cantidad de movimiento al cumplirse v1 (t) = —va(t) -

En la préctica se verifica la conservacién de la cantidad de movimiento, para lo cual se calcula
la trayectoria antes y después de la colisiéon. También se estudia el grado de elasticidad de
la colision a partir del andlisis de la energia mecanica. Estos andlisis son repetidos usando
un sistema de referencia ligado al centro de masas (figura 2.19b); con esta transformacién se
simplifica el andlisis a un movimiento 1D. No obstante, y a pesar del interés docente de esta
transformacion, es una tarea muy laboriosa pues supone modificar el sistema de referencia
en cada fotograma. Por otra parte, la deteccion del mévil se realizé de forma manual, para

lo cual, se colocaron marcas facilmente identificables sobre los méviles.
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= Modelado de la fuerza de resistencia del aire. El objetivo de esta préactica es
estudiar la dependencia de la fuerza de rozamiento del aire con la velocidad, analizando
un modelo proporcional a v? y otro a v. El movimiento analizado es la caida libre de
moldes de magdalenas. Para variar la masa, se anclaron diferentes clips a los moldes.
Para determinar qué modelo se ajusta mejor, se superpusieron en el video las posiciones
de los méviles segin la ecuacion de la trayectoria de los modelos tedricos para diferentes
masas. Fn la figura 2.20, se muestra una pantalla del programa donde se visualizan los

puntos tedricos en color frente a las posiciones reales visualizadas en el video.
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Figura 2.20 — Superposicién sobre el video de las trayectoria tedricas en funcién de la masa.

En diferentes colores posicién tedrica de objetos de diferentes pesos en caida libre. En el centro,

modelo con fuerza de rozamiento proporcional a v. A la derecha, modelo proporcional a v2. Se

observa como el modelo proporcional a v? se ajusta mejor a la posicién del objeto para diferentes
masas. Imdgenes extraidas de [25].

En esta experiencia, no fue necesario digitalizar las posiciones de los moviles puesto que no
se analizé cuantitativamente la trayectoria. En su lugar, se representaron sobre los videos las
posiciones segin los modelos tedricos. Como se observa en la figura 2.20, el modelo de fuerza
de rozamiento proporcional a v? se ajusta mejor a las posiciones del mévil en imagen. Si bien
esta utilidad permite validar un modelo teérico, tiene el inconveniente de que es necesario
conocer el modelo a priori (fuerza proporcional a v y v?). Ademés, es necesario conocer con
exactitud la masa del mévil y la constante de proporcionalidad de la fuerza de rozamiento K

(la fuerza de rozamiento es de la forma F, = —Kuv"™).

Otra practica donde se analiza la fuerza de rozamiento del aire es la realizada por
Calderén [33]. En ella, se plantea un modelo tedrico apoyado en la teoria de fluidos, segin
la cual, la fuerza de rozamiento depende de la velocidad segun la relacién F, = —Kuv",
donde n depende del régimen de movimiento del fluido, siendo K una constante. Se midié el
movimiento de recipientes de magdalenas (figura 4.19b) y globos de agua en caida libre
con diferentes masas (figura 4.20a). Los videos se digitalizaron manualmente con el software
DataPoint, obteniendo la posicién del mévil en funcién del tiempo z(t). Como se muestra en la
figura 4.19¢, se observa que los objetos alcanzan una velocidad constante que es proporcional

al peso de los mismos.
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En cuanto al aspecto experimental de estos trabajos, en la deteccién manual es
importante disenar el experimento de modo que el mévil sea facilmente identificable. Una
buena practica es controlar la iluminacién y diferenciar el color del objeto respecto del fondo
para facilitar la identificacién en imagen. Como se aprecia en las figuras 4.20a y 4.19b, este

aspecto fue poco cuidado.

y=3.165x - 0.594
R?=0.996

08

1(s)
(a) (b) ()

Figura 2.21 — Imdgenes de la prictica [33]. (a) Imagen de recipientes de magdalenas en caida

libre. (b) Imagen de globos de agua en caida libre. (¢) Gréfica de desplazamiento del objeto. A

partir de un punto, el desplazamiento crece de forma lineal, lo que confirma la existencia de una
velocidad limite.

Por otra parte, cuando el mévil se mueve con velocidad elevada, es importante
capturar la imagen de la escena en el menor tiempo posible para evitar la distorsion de
la imagen del mévil por su movimiento (efecto blur). No obstante, como se observa en las
figuras 4.20a y 4.19b, el movil aparece movido, lo que impide identificar con claridad el
centro del objeto. En el caso de camaras analdgicas, el tiempo de exposicién es fijo y se
corresponde con el tiempo de barrido, en estos casos, una practica habitual es utilizar focos
de luz estroboscopica que iluminan la escena en un tiempo limitado, independientemente del
tiempo total de exposicién. En el caso de camaras digitales, esto se soluciona disminuyendo el
tiempo de exposicion, lo que disminuye la cantidad de luz total recibida por el CCD, obligando
a utilizar en muchas ocasiones fuentes de iluminacién externas. En el caso de movimientos
muy rapidos, es necesario utilizar camaras digitales de alta velocidad con intensos focos de

luz.

En un trabajo posterior del mismo grupo [31], se comparé el estudio del tiro pa-
rabdlico con rozamiento con el caso limite en que éste se puede considerar despreciable. Se
utilizé un sistema de disparo como el mostrado en la imagen 2.22a. Para este tltimo caso se
utilizé una bola de desodorante tipo roll-on donde las pérdidas de energia por rozamiento son
despreciables. Para analizar el efecto del rozamiento se sustituyé dicha bola por una pelota

de ping-pong.
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abrazadera ¥

Pelotita de ping pong
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Figura 2.22 - (a) Disparador de bolas para generar el tiro oblicuo. (b) Modelo dindmico de un
objeto que se mueve con velocidad v, su peso mg y la fuerza de rozamiento F;. en sentido contrario
a la velocidad.

Cuando la fuerza de rozamiento es despreciable, el problema tiene una solucién
simple que es la discutida en la mayoria de textos de Fisica basica [180,197] y se corresponden
pie q Y ) y p

con las ecuaciones 2.5 y 2.6.

x(t) = x,+ vocosbt

1
y(t) = yo+ vosenlt — §gt2 (2.5)

De donde se obtiene la ecuacién de la trayectoria como:

g
y(x) = yo + tanb (v — z,) — S02c0s20 (z — ,)? (2.6)

Como se muestra en la figura 2.22b, cuando la friccién es importante, aparece una
fuerza de rozamiento con direccion opuesta a la velocidad y proporcional a v. Si el modelo
es de rozamiento lineal F,, = —Kwv, entonces la solucién analitica existe y es facil de obtener.
Si el rozamiento es cuadratico, la solucién analitica se complica. En la practica, el valor de
la trayectoria se estimé numericamente utilizando la aproximacién de Runge-Kutta. Como
se observa en la figura 2.23, en el caso de la bola de ping-pong, la fuerza de rozamiento es

importante y la trayectoria se aleja de una parabola.
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Figura 2.23 — Trayectoria y(x) con efecto de rozamiento. En rojo puntos medidos experimen-
talmente, en azul trayectoria tedrica sin efecto de rozamiento. Imégen de de la practica [31]

El andlisis de problemas con rozamiento viscoso tiene un gran interés docente, ya que
permite introducir conceptos importantes como el equilibrio dindmico y la velocidad limite. A
pesar de ello, la realizacién de practicas de laboratorio con este tipo de rozamiento presenta
serios inconvenientesa tanto a nivel experimental como metodolégico. Desde el punto de vista
experimental, resulta complicado recrear movimientos controlados y repetibles cuando se
trabaja con objetos ligeros que rozan con el aire. Incluso en condiciones muy controladas, la
aparicién de turbulencias o el efecto Magnus [150] pueden alterar bastante las condiciones de
medida. Por otra parte, la dependencia del rozamiento viscoso con la velocidad en este tipo
de movimiento no es constante y ni siquiera tiene por qué ajustarse a un modelo sencillo.
De hecho, bajo régimen turbulento la relacién fuerza-velocidad es estadistica, y réplicas del
mismo experimento en las mismas condiciones pueden dar lugar a movimientos diferentes, lo
que es facilmente detectable cuando se mide con suficiente precisién. En general, depende del
rango de velocidades, del tamano y forma del objeto o la viscosidad del fluido [16,59]. Ademas,

a determinadas velocidades, la dependencia es una mezcla entre lineal y cuadratica [137].

En otro grupo de trabajos, se analiza el movimiento de rodadura. En [30] se analiza
la rotacién en el descenso de diferentes objetos por un plano inclinado (figura 2.24a). El
objetivo de la practica es estudiar la dependencia de la velocidad con el momento de inercia
del objeto. Utilizando videoandlisis se obtuvo el movimiento del centro de masas del cilindro

sobre el plano, asumiendo un radio conocido y que la rodadura se produce sin deslizamiento.

Esta practica es muy sencilla, pero realmente no permite que los alumnos com-
prueben directamente conceptos basicos en la dindmica de rotacién, al no poder medir el
movimiento de rotaciéon directamente. Grabando el mévil lateralmente y utilizando modelos
més elaborados como los propuestos en [146] podria medirse la rotacién del mévil directa-
mente, comprobando experimentalmente si existe deslizamiento o si se cumple el principio de

conservacion de la energia.
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Figura 2.24 — Imégenes del trabajo [30]. (a) Montaje para estudiar el movimiento de rodadura

sin deslizamiento de diferentes objetos sobre un plano inclinado. No se mide la rotacion, sino sélo

el desplazamiento a lo largo del plano. Se asume que no hay deslizamiento y el radio es conocido.

(b) Posicién en funcién del tiempo obtenida experimentalmente para un cilindro hueco (triangulos

rojos) y una esfera (rombos azules) por un plano inclinado 9°. Las lineas continuas son los valores
tedricos.

En cuanto a la instrumentacién, es importante matizar la dificultad de posicionar
la caAmara paralela al plano inclinado. De hecho, como se observa en la figura 2.24a, la ima-
gen del plano inclinado estd afectado por la perspectiva (la zona mas alejada a la cdmara
estd comprimida respecto a la méas cercana). Por otra parte, también se observa el efecto blur,

que podria evitarse utilizando un disparo de cdmara mas rapido.

En [48] también se analiza el movimiento de rotacién. En este caso un disco gira
sobre un eje fijo como se muestra el montaje experimental de la figura 2.25a. Tanto el punto
del cilindro como la masa fueron digitalizados utilizando el método automatico de correlacio-
nes implementado en Tracker en su ultima versién. Como se observa en 2.25b el movimiento
de rotacién se mide ajustando el centro del sistema de referencia al eje de giro y midiendo el
movimiento de un marcador anclado al disco. En la préactica se mide el coeficiente de friccion
de giro del disco, el momento de inercia y la conservacién de energia en el descenso de la masa.
El montaje experimental es bastante facil de interpretar y permite relacionar un movimiento
lineal y otro rotacional en una experiencia de conversién de energia. En cuanto a la precision
de los resultados, es posible que la desviacién de los puntos medidos al modelo tedrico que
se observa en la graficas 2.25¢ y 2.25d se deban a errores relacionados con la localizacion del
movil; el marcador es poco uniforme y estd poco contrastado con el fondo. Otro aspecto a

mejorar es el bajo nimero de puntos medidos.
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Figura 2.25 — Imdgenes extraidas de [48]. (a) Montaje experimental para generar el moviento

de rotacién. Un pelota de tenis unida mediante un hilo enrollado a un disco, se deja en caida

libre, la energia potencial se transforma en energia rotacional del disco y cinética de la pelota

que desciende. (b) Detalle de la deteccién de los méviles utilizando el método de correlaciones

implementado en Tracker.(c) Gréfica de Ln(w) en funcién del tiempo, la pendiente de la recta

depende del coeficiente de friccién y del momento de inercia Ln(w) = Ln(wg) — bt. (d) Grafica
de la evolucién de energia potencial y cinética.

Otra practica donde se estudia el movimiento de rodadura de una esfera en un
plano inclinado la encontramos en [2]. En este caso, se utiliz6 el software comercial Coach
6 para la captura y localizacién del mévil en imagen. El objetivo de la préactica es estudiar
la conservacion de la energia en el montaje de la figura 2.26a, donde una bola rueda por
una guia inclinada. En 2.26b se observa cémo al inicio del movimiento la esfera sélo tiene
energia potencial y conforme desciende se va transformando en energia cinética, compuesta
por energia por desplazamiento y energia rotacional. Al igual que en la préactica anterior,
sélo se digitalizo el centro de la esfera y asumiendo un radio conocido se estimé la energia
cinética rotacional. Para el calculo de la energia cinética es necesario estimar la velocidad del
movil utilizando derivadas. En este caso, se utilizaron técnicas de diferencias finitas y como

se observa en las graficas, la precision en el calculo de energias es muy baja.
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Figura 2.26 — Imdgenes de la practica de conservacién de energia [2]. (a) Montaje experimental

de la préictica de conservacién de la energia de una bola que rueda en un plano inclinado. (b) En

azul energfa cinética (rotacion mds desplazamiento), en verde energia potencial, en rojo energia
total.
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Figura 2.27 — Imégenes de la practica de conservacién del impulso extraidas de [2]. (a) Montaje

experimental para la medida de la conservacién del impulso. En el fondo se ven los cuadros de

dimensiones conocidas utilizados para estimar el factor de conversién. (b) En azul y rojo energia
total de las esferas de los extremos.

En este mismo trabajo, se realiza otra practica para analizar la conservacién del
impulso. Se utiliza el montaje de la figura 2.27a, donde cuatro esferas que se transmiten el
impulso de un extremo a otro. Los resultados mostraron que se cumple la conservacion del
impulso con una pérdida progresiva de energia debido al rozamiento del aire, a pequenas
rotaciones de las bolas y a la inelasticidad de los botes. Debido a la dificultad de digitalizar el
centro de las bolas, se han digitalizado los hilos que las sostenian. A pesar de que parte de la
pérdida de energia se explicod por la existencia de posibles rotaciones, un anélisis cuantitativo
preciso habria requerido tratar las bolas como sélidos rigidos y no como masas puntuales.
Esta posibilidad no esta presente en los programas de videoanalisis clasicos, donde el movil

es tratado de forma puntual.

En [17] tambien se mide el movimiento de rodadura de un cilindro utilizando vi-
deoandlisis. En este caso, el cilindro forma parte de un montaje experimental complejo para
medir la potencia disipada por efecto de las corrientes inducidas. Como se observa en los

esquemas de las figuras 2.28a y 2.28b, el cilindro es lanzado con una velocidad inicial de
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rodadura, actuando sobre él un par de fuerzas que tiende a frenarlo y con ello mantener el

flujo magnético constante (Ley de Lenz).
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Figura 2.28 — (a) y (b) Representacién esquemética de las fuerzas actuando sobre el cilindro.

El momento electrodinamico 7.4 es generado por la interaccion de la corriente externa I con el

campo electromagnético inducido. 7., esta debido a la friccién por desplazamiento y 7oy €s el

momento viscoso de frenado por la interaccion de las corrientes inducidas y el campo magnético.

(c) Montaje experimental utlizado en la practica. (d) Movimiento del cilindro para diferentes
valores de intensidad. Imégenes extraidas del experimento [17].

Para registrar la posicion del cilindro en distintos instantes temporales se utilizé una
Webcam colocada perpendicular al plano del movimiento. Con el software Paint se digitali-
zaron los puntos en imagen, obteniendo la posicién del cilindro en funcién del tiempo (figura
2.28d) y para estimar el coeficiente de conversién de pixeles a metros se utilizé la pieza

cuadrada de color negro que se observa en la figura 2.28c.

En esta practica se utilizé el videoanalisis de una forma muy bdésica; la deteccion
del centro del movil se realizé utilizando el programa Paint, lo cual, es una tarea tediosa y
muy sensible a errores. Otro aspecto a destacar es la complejidad del montaje experimenteal
y el planteamiento tedrico; el origen de las corrientes inducidas y su relacion con la velocidad
del cilindro, supone relacionar fenémenos electromagnéticos con el momento de la fuerza
inducida sobre el cilindro. Es posible que el nivel de conocimientos necesario para entender el
montaje experimental sea superior al exigible a alumnos de primeros cursos de Universidad.
En cualquier caso, seria mas sencillo realizar experimentos independientes y analizar por

separado las corrientes inducidas y el movimiento del cilindro.

También encontramos préacticas donde se analizan oscilaciones. En [81], un grupo

de trabajo del Instituto de Fisica Experimental de la Universidad de Wroclaw (Polonia),
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utilizaron el software Coach para estudiar las oscilaciones acopladas de un péndulo de torsién.
Este tipo de péndulo estd formado por una masa unida a un muelle y puede ser tratado
como un caso especial de oscilaciones longitudinales y rotativas acopladas. El objetivo de la
practica es medir el desplazamiento vertical y el angulo de rotacién simultaneamente, ademas

de verificar la conservacion de energia.

En la figura 2.29a se muestra el montaje experimental utilizado para generar las
oscilaciones aclopadas y los dispositivos utilizados para registrar el movimiento. Los despla-
zamientos verticales se midieron simultdaneamente con un sensor de ultrasonidos colocado
debajo de la masa y con la camara lateral, otra camara colocada sobre el muelle registro las
rotaciones. Se comprobd que los desplazamientos registrados con el sensor de ultrasonidos y

las cadmara coincidian.

Figura 2.29 — Imdgenes de la practica [81]. (a) Montaje experimental para la medida de los
desplazamientos verticales. Los desplazamientos fueros registrados simultaneamente con la DVC
(Digital video camera) lateral y el UDS (Ultrasound distance sensor). Las rotaciones se midieron
con la DVC superior. (b) Imagen obtenida con la cimara lateral: se observan los ejes del sistema de
referencia y la varilla utilizada para estimar el factor de escala. Esta cdmara mide las oscilaciones
longitudinales. (¢) Imdgen obtenida con la cdmara superior, utilizada para registrar los giros.

3%}

a

angle [rad]

(a) (b)

Figura 2.30 — Imégenes extraidas del trabajo [81]. (a) Oscilaciones de torsién (b) Oscilaciones
longitudinales. Se aprecia como las oscilaciones estdn acopladas. Estos resultados fueron obtenidos
para condiciones iniciales § = 0y Z, = —0,04m.

En la préactica se analizan las oscilaciones longitudinales y de torsion para diferen-

tes condiciones iniciales (dngulo de torsién y desplazamiento inicial del muelle), obteniendo
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oscilaciones acopladas como se observa en la figura 2.30. Ademd&s del andlisis temporal, se
exportaron los datos a una hoja Excel y se realizé un analisis en frecuencia, localizando las

frecuencias de resonancia para diferentes condiciones iniciales.

Por la calidad de los datos obtenidos y la complejidad de la experiencia, podemos
considerar este trabajo como un uso avanzado del videoandlisis, donde se emplean 2 camaras
sincronizada para registrar dos movimientos acoplados. Sin embargo, no se trata de una apli-
cacion real de estereo-fotogrametria, ya que se miden dos movimientos como independientes
utilizando camaras diferentes para cada uno. En efecto, el movimiento global registrado (des-
plazamiento + giro) es un movimiento que ocurre en 3 dimensiones y podria haberse medido
utilizando las 2 camaras y formulacién de visién estereoscopica. Una vez estimada la posicion
3D del mévil se podria descomponer en un desplazamiento lineal y una componente de giro.
Este fue el planteamiento utilizado en los trabajos del grupo de Page et al [144,146] que seréan

comentados mas adelante.

Otra practica de oscilaciones acopladas la encontramos en [102], donde se analiza el
movimiento rotatorio de dos cilindros acoplados como se muestra en la figura 2.31a. El anélisis
tedrico del movimiento fue descrito utilizando formulacién Lagrangiana y resuelto numéri-
camente utilizando el software (©Matlab [127]. Finalmente, se midié experimentalmente el
movimiento de los cilindros utilizando videoanalisis y se compard con la solucion analitica.

Se utilizé una camara digital de baja resolucién (320 x 240 pixeles) a una velocidad de 30 fps.

(b)

Figura 2.31 — (a) Montaje experimental de la préctica [102] para generar las oscilaciones aco-
pladas de rotacién. (b) Esquema tedrico del movimiento.

Es importante destacar la baja resoluciéon de la camara, lo que compromete la re-
solucién espacial. Por otra parte, sélo se digitaliz6 el centroide de los cilindros, estimando la
rotacién a partir del radio conocido. Estas fuentes de error hicieron que el sistema fuese muy

poco preciso, con errores de +1 ¢m como se comenta en el trabajo.

La velocidad de captura es importante en movimientos rapidos, como es el caso de
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la practica descrita en [42]. En este caso se analiza el coeficiente de restitucién horizontal de
una bola de tenis y una pelota de baloncesto que inciden sobre una superficie oblicua. Como
se observa en la figura 2.32a, en un impacto oblicuo, la fuerza de rozamiento paralela a la
superficie de impacto imprime un momento de fuerza que hace variar la velocidad angular de

la pelota.

Superball Tennis ball
Background A ©=0 ®»=5rev/s ©=0 ®©=2rev/s
10 em grid 5 * — .
y| 10 em
X @ =10rev/s
/ (D (D:-]o/“ ® =-10 05rev/s
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Timber

frame \ 9
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(a) (b)

Figura 2.32 — (a) Montaje experimental de la préictica [42], se deja la pelota en caida libre, al

impactar sobre la superficie oblicua la fuerza de rozamiento tangencial la hace girar. Una marca

horizontal permite observar el giro. (b) Ejemplos y valores tipicos de rotacién impresa a pelotas
incidentes a baja velocidad sobre una superfie rigida.

Debido a que el impacto ocurre con gran rapidez, se grabd a una velocidad de 100
fps y para medir la posicion se usé un patrén de cuadros de 10 cm de lado colocado paralelo
a la cdmara y aproximadamente en el plano de movimiento (figura 2.32a). Para medir la
velocidad angular se dibujé sobre la pelota una linea que sirvié para estimar el dngulo de
giro; las pelotas se sueltan con la linea horizontal y se mide el giro como la diferencia en
angulo tras el impacto. A pesar de ser una forma creativa de simplificar la medida de la
rotacion, este método no permite controlar rotaciones horizontales con eje de giro vertical.
Ademss, el experimento se complica pues la pelota ha de caer con la linea horizontal y sin
ninguin tipo de giro. Otra fuente de error se debe a la falta de paralelaje al colocar el patron
de cuadros 3 cm detras del plano de medida. Este error podia haberse minimizado grabando
una imagen con la cuadricula colocada en el plano de medida y calculando el factor de escala

en esta imagen.

Una aplicacion diferente es la practica propuesta en [209], elaborada por el departa-
mento de Fisica de la Universidad de Kaiserslautern en Alemania. En la practica se plantea
demostrar la existencia de la aceleracion de Coriolis. Este efecto se observa en un sistema de
referencia en rotacién (y por tanto no inercial) cuando un cuerpo se encuentra en movimien-
to respecto a dicho sistema de referencia. Los autores eran conscientes de la dificultad que
encontraban los alumnos para entender la existencia de esta fuerza; los alumnos observan el

experimento en el sistema de referencia del laboratorio mientras que para apreciar este efecto
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es necesario hacerlo en el sistema de referencia en giro. Para solventar este problema, en la
practica se utiliza el montaje de la figura 2.33, donde una bola rueda por un plano inclinado
sobre un disco que gira a velocidad constante. Para evidenciar la existencia de esta acele-
racién, utilizaron una cdmara fijada al sistema de referencia del laboratorio y otra cadmara

solidaria al disco en movimiento.

camera in the camera in the
system at rest rotating system

N\

moving ball

rotating disc

Figura 2.33 — Montaje experimental de la practica [209] utilizado para recrear un movimiento con

aceleracion de Coriolis. La bola desciende por un plano inclinado sobre una plataforma giratoria.

Una camara registra el movimiento en el sistema de referencia de laboratorio y otra cdmara
esta anclada al sistema giratorio.

Figura 2.34 — (a) Trayectoria registrada con la cdmara anclada al sistema de referencia del
laboratorio. En este caso, la treyectoria es lineal. (b) Trayectoria en el sistema de referencia en
rotacién, la trayectoria se curva por efecto de la fuerza de Coriolis.

Los resultados obtenidos mostraron que la trayectoria en el sistema de referencia del
laboratorio (figura 2.34a ) es lineal, y deja de serlo al observarla en un sistema de referencia en
giro (con la cAmara anclada al disco, figura 2.34b), evidenciando de esta forma la existencia
de la aceleracién de Coriolis. No se realizé6 un andlisis cuantitativo de la trayectoria y los
resultados fueron discutidos sélo de forma cualitativa. En cualquier caso, podemos destacar
lo ingenioso del montaje experimental al colocar una camara en el sistema de referencia

giratorio y visualizar directamente la trayectoria en un sistema de referencia no inercial.

Otra préctica no relacionada con el andlisis de movimientos es el andlisis de patro-
nes de difraccién utilizando videoanalisis. En la practica de Brown y Cox [25] se midieron los

patrones de difracciéon generados por un ldser que incide sobre una rendija realizada en una
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plancha de aluminio segiin el montaje de la figura 2.35a. Para la medida del patrén de difrac-
cion se utilizé la funcion line profile que incorpora el programa Tracker. Esta herramienta
permite medir el nivel de intensidad a lo largo de una linea en imagen, lo que permite evaluar
la distancia entre minimos y maximos del patrén de difraccion, que esté relacionada con el

tamano de la rejilla.

— |z |721A| z|e—
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Figura 2.35 — (a) Montaje experimental de la préctica [25]: cuando el ldser pasa a través de la

rendija se genera un patrén de difraccion. Al calentar el agua, el aluminio se expande aumentando

el ancho de la rendija, disminuyendo la separacién entre maximos del patrén de difraccion. (b)

Niveles de intensidad obtenidos con la funcionalidad line profile. A la derecha se muestran los
niveles de intensidad a lo largo de la linea.

En [36] también se utiliza la funcionalidad line profile, en este caso para medir los
anillos de interferencia de Newton generados al hacer incidir un laser colimado sobre una lente
plano convexa. Como se aprecia en la figura 2.36, a partir del patréon de intensidad se estima
la separacién entre méximos y minimos, asi como la distancia al centro de interferencia. La

calibracion del sistema se realiz6 utilizando las dimensiones de una pieza conocida.

[& @] rom = A AR
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Figura 2.36 — Andlisis de los anillos de Newton utilizando el software Tracker de la practica [36],
a la derecha se observa el patrén de intensidad.

Como se muestra en las practicas anteriores, el videoanalisis permite elaborar préacti-

cas interesantes en areas diferentes al andlisis de movimientos. Ademds, muchas de estas
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practicas pueden realizarse utilizando camaras econdémica tipo Webcam. En este sentido,
en [78] se utiliza este dispositivo como equipo de medida para estudiar curvas interesantes
en Fisica: geometria de la sombra de una lampara (figura 2.37a), elasticidad de una varilla
de material flexible (figura 2.37b) o curva catenaria (figura 2.37c). Se utiliz6 una cédmara
web de 480 x 640 pixeles y se digitalizaron las imagenes a partir de programas de edicion
de imagen tipo Photoeditor o Corel Draw. En el trabajo no se aclara si la localizacién del
moévil se realizé manualmente o si se utilizaron técnicas de tratamiento de imagen. No obs-
tante, debido a la gran cantidad de puntos digitalizados es muy probable que se realizara
algiin tipo de procesado a partir de las herramientas disponibles en los programas utilizados.
Para convertir los pixeles a metros se utilizaron marcas de dimensiones conocidas y visibles
en imagen. La conversién de pixeles a unidades métricas se realizd con una hoja de datos
externa. En la practica se plantean los modelos tedricos de las curvas y se comparan con los

valores medidos.

(b)

Figura 2.37 — Imagenes extraidas de la experiencia [78]. (a) Montaje utilizado para generar la

sombra, un ldmpara con una apertura en la parte superior es proyectada en la pared. (b) Imagen

de una varilla flexionada y los puntos digitalizados superpuestos. (c¢) Montaje para recrear la

curva catenaria (en blanco punto de la catenaria y en azul ajuste de una pardbola): se observa
como la curva cateneria se ajusta mejor a la curva real descrita.

Otra préctica interesante sobre la medida de curvas, es la descrita en [174]. En este
caso se trata de una experiencia de fluidos donde se analiza la ecuacién de Bernoulli a través
de la experiencia de Torricelli. Como se muestra en el esquema de la figura 2.38a, se utiliza el
videoanalisis para medir la curvatura del chorro de salida del fluido. La altura del fluido en el
tanque h estd relacionada con la velocidad del chorro de salida segtn la expresién de Torricelli
vy = v/2¢gh, y la velocidad de salida puede estimarse a partir de la trayectoria parabdlica del
chorro de salida. En la practica se describen las ecuaciones basicas de la experiencia y se

plantea el efecto de considerar la viscosidad del fluido.
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Figura 2.38 — (a) Esquema del montaje experimental de la préctica descrita en [174], un barril
cilindrico de altura h lleno de fluido esta abierto en la parte superior y tiene un agujero en la
zona inferior por el que sale un chorro de fluido a velocidad v,. La distancia recorrida sobre el
eje X tras caer una altura H estd relacionada con la velocidad vo, que a su vez esta relacionada
con la altura h. (b) Imdgenes de la experiencia, en linea continua trayectoria parabdlica tedrica
sin considerar pérdidas de energia por viscosidad, en linea discontinua trayectoria medida.

La deteccién del chorro de fluido se realizé con programas de edicién de imagen.
Como se observa en el esquema y en la figura 2.38b, una cuadricula colocada detras permite
estimar las posiciones en metros a partir de la imagen. Es muy probable que existan errores
por la distancia entre la cuadricula y el plano del chorro de fluido. Y aunque se ha realizado
un uso muy sencillo del videoandlisis, el montaje experimental es bastante creativo y permite
caracterizar de forma econémica y sencilla una experiencia de fluidos dificil de medir con otro
tipo de instrumental. Ademas, es importante destacar que una Webcam es un dispositivo muy

econémico y al alcance de cualquier laboratorio docente.

2.4.3. Trabajos avanzados sobre analisis de movimientos

Como se ha mostrado en el apartado anterior, existe una amplia variedad de trabajos
publicados sobre aplicaciones del videoanalisis en el laboratorio de Fisica. En algunos casos
se abordan experiencias de alto valor formativo que, gracias al videoanalisis, se plantean con
un nuevo enfoque. En otros casos, se trata de experimentos novedosos que s6lo se han podido

plantear a partir de esta técnica de medida.

A pesar de que la variedad de experiencias es grande, no se han aprovechado todas
las posibilidades de la técnica en cuanto a precisién o automatizacion del analisis. De hecho, en
ningun trabajo se plantean experiencias que requieren de altos niveles de precisiéon y en muy
pocas ocasiones se realizé un analisis cuantitativo de la precision de los analisis. Posiblemente,
debido a la falta de precisién por la deteccion manual y el uso de un modelo de camara
simplificado. Por una parte, la deteccién manual introduce errores aleatorios importantes,

ademads de ser un proceso costoso en tiempo y esfuerzo. Por otra parte, existen una serie de
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errores sistemdticos consecuencia de utilizar un modelo de cdmara simplificado [148]. Esta
falta de precision es méas notable en las practicas donde se estiman derivadas utilizando
métodos numéricos, como es el caso de experiencias de conservacién de la energia o de la
cantidad de movimiento, suponiendo una limitacién importante en estudios dindamicos, pues

son conceptos basicos y fundamentales en la docencia de la Mecanica.

En el siguiente apartado, revisaremos una serie de trabajos en los que se plantean
soluciones a estas limitaciones; practicas en las que se utilizan técnicas de tratamiento de
imagen para detectar de forma automatica y precisa la posicién del mévil en imagen, y
trabajos que utilizan un modelo de cdmara completo y técnicas de suavizado y derivacién

numérica para estimar derivadas con precision.

2.4.3.1. Deteccion automatica del mévil en imagen

El proceso de deteccién manual tiene ciertos inconvenientes que afectan tanto a la
usabilidad del software como a la precision. Los sensores digitales de los dispositivos de video
actuales pueden llegar a resoluciones de 1920 x 1080 pixeles (High Definition) o superiores.
Sobre una imagen de estas dimensiones es dificil determinar la posicion del mévil con la
méxima precisién que ofrece el sensor (41 pixel) y se acaba digitalizando el centro de forma
aproximada, lo que introduce una importante fuente de ruido aleatorio. Por otra parte, la
deteccién automatica es imprescindible en experiencias con muchos fotogramas o cuando es
necesario digitalizar varios méviles en un mismo video. En estos casos, la deteccion manual

puede ser una tarea muy laboriosa que requiera mucho tiempo y esfuerzo.

Como veremos, en otros campos de trabajo como la Visiéon por Computador o la
Robdtica se han desarrollado distintas técnicas de deteccién automaética y precisa de puntos
caracteristicos en imagen. Estas técnicas serdan detalladas con mas profundidad en el capitulo
4.

En [175] se expone un método basado en la deteccién de objetos bien contrastados en
imagen, utilizando umbralizaciones. La umbralizacién es una técnica muy sencilla que permite
separar objetos del fondo de la imagen cuando tienen diferentes niveles de intensidad. Una
vez detectados los pixeles del objeto, la posicién del mévil se estima como el centro de masas
de esta regién. En la préactica se utilizé esta técnica para digitalizar el movimiento de un
péndulo (figura 2.39a) y la caida de objetos que alcanzan una velocidad limite constante por
efecto de la fuerza de rozamiento del aire (figura 2.40a). En ambos casos, las trayectorias
obtenidas coincidian con el modelo teérico del movimiento; no obstante, no se realizé un

analisis cuantitativo de la precisién obtenida.

La técnica de umbralizacion es muy usada desde hace anos en Visién por Compu-

tador por su sencillez de implementacién y eficiencia computacional. Lo nico necesario es
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Figura 2.39 — Imédgenes de la practica [175], (a) Imagen del péndulo analizado. (b) Registro x(t)
medido experimentalmente.
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Figura 2.40 — Imdgenes extraidas del trabajo [175], (a) Imagen del objeto en caida libre. (b)
Registro de x(t) medido experimentalmente.

determinar el nivel de umbralizacién que nos asegure que nuestro objeto es diferenciado del
fondo de la imagen. Ademads de la posibilidad de seleccionar este nivel de forma manual,
existen diferentes métodos para calcularlo de forma automaética [20,79,139,142]. En general,
cuando se usa esta técnica, lo recomendable es disenar el experimento de modo que el movil
tenga un nivel de intensidad uniforme y esté bien contrastado con el fondo. Por otra parte,
si utilizamos el centro de masas para caracterizar la posicién del mévil, es importante que
la forma del mévil no cambie a lo largo del movimiento para evitar errores de calculo del
centroide. Como se aprecia en las figuras 2.39a y 2.40a, estos aspectos no fueron controlados
correctamente en la practica. En el caso del péndulo, el contraste entre la masa y el fondo es
pobre y se podria haber mejorado el contraste mejorando la iluminacién de la escena. En el

caso de caida libre, se ha utilizado una masa deformable y de color no uniforme.

La umbralizacién también puede realizarse sobre imagenes a color, como es el caso
del método expuesto en [6]. En esta implementacion se define una funcién de ponderacién que
asigna a cada pixel un valor que depende de la cercania del color del objeto al valor buscado.
En la ecuacion 2.7 se muestra la funcién de ponderacién, donde Ry, Gy, Byy son los niveles
de rojo, verde y azul en la posicién (z,y) y los valores Ry, G, By es el valor RGB del color
buscado. Wy, es el valor asignado a cada pixel tras esta ponderacién, donde el pardmetro o

permite ajustar las variaciones de color por cambios en la textura o iluminacién del objeto.
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En las figura 2.41b se muestra la imagen resultado de aplicar esta operacién a la imagen 2.41a

para un valor de ¢ = 1000.

ACy = \/(ny - R())Q + (Gay — G0)2 + (By — 30)2
W,, = 255x1074C°/ (2.7)

(a) (b)

Figura 2.41 — (a) Imagen original sobre la que se realiza la umbralizacién del color amarillo, valor
RGB(255,190,0). (b) Imagen procesada con un valor de o = 1000. Imdgenes de la experiencia
descrita en [6]

Para ilustrar el funcionamiento del método, se analizaron tres experiencias: movi-
miento de un péndulo, la balanza de Canvendish y colisiones en 2D. En todos los casos se
obtuvieron valores satisfactorios aunque tampoco se realizé ningtin estudio cuantitativo de la

precision conseguida.

Con respecto a la umbralizacion en imagenes de color, es importante matizar la
dificultad de conocer la codificacién de un color determinado, ya que los espacios de color son
amplios y un color puede estar representado por un rango de valores dificiles de acotar. Es
decir, en escala de grises los niveles de intensidad estdn acotados entre 0-255 (codificacién con
8 bits), y es relativamente sencillo localizar el rango de valores que codifican el color del objeto
siempre que este esté bien contrastado con el fondo. En cambio, cada color estd formado por
la suma de diferentes componentes que dependen de la codificaciéon de color de la imagen
(espacio de color). Como se observa en las figuras 2.42a y 2.42b, localizar el valor numérico
del color de un objeto es complicado debido a las diferentes tonalidades (combinaciones).
Por otra parte, en una imagen real obtenida con una camara, los objetos suelen presentar
variaciones debidas a la iluminacién o a la forma del objeto. Debido a esta variabilidad, en el
trabajo anterior se propone el pardmetro o para no excluir las diferentes tonalidades, lo que

supone otro pardametro a ajustar.

En nuestra opinién, la técnica de umbralizacién en escala de grises es suficiente para

detectar la posicién del mévil en imagen de forma automatica, sobre todo si la experiencia se
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(b)
Figura 2.42 - (a) Espacio de color RGB. (b) Espacio de color HSV.

filma en laboratorio, donde es ficil controlar las condiciones de iluminacién y conseguir un

alto contraste entre el movil y el fondo.

Ademas de la umbralizacién, encontramos practicas docentes con otros métodos de
deteccién automadtica. En [170], un grupo de profesores de los departamentos de Fisica y
Matematica Aplicada de la Universidad Politécnica de Valencia, proponen un método au-
tomatico basado en el uso de correlaciones. La correlacion es una medida de similitud en
términos de distancias cuadraticas entre la imagen de entrada f(z,y) y la imagen del objeto
buscado h(z,y), generando una imagen con maximos en las zonas de maxima similitud. Esta
operacién puede realizarse en el dominio de la imagen como viene descrito en [210] a través

de la ecuacién 2.8.

g(z,y) =/ / f@ )z =z, —y)da'dy’ (2.8)

g(z,y) = FH{F {f(z,y)} F {h(~z, —y)}} (2.9)

No obstante, esta operacion también puede realizarse en el dominio de Fourier como
se describe en [122]. Una vez obtenidas las transformadas de Fourier de f(x,y) y h(x,y), la
operacién de correlacién se transforma en una multiplicacién, pudiendose obtener g(z,y) a

partir de la transformada inversa segun la ecuacién 2.9.

La correlacién es una técnica muy utilizada en la deteccion de patrones y tracking de
puntos caracteristicos en Visién por Computador. No obstante, es muy sensible a transforma-
ciones (escalados y giros) entre el patrén buscado y la imagen. En este trabajo, se controlaron
las condiciones de laboratorio para que esto no sucediera; al tratarse de un movimiento plano
con la cdmara colocada paralela al plano de movimiento el objeto mantiene la misma forma
en todo el recorrido y, ademas, se evita el efecto de perspectiva. Por otra parte, se utilizé muy

acertadamente un fondo uniforme para evitar falsas detecciones. En el dominio de la imagen

— B8 —



CAPITULO 2. REVISION DE HERRAMIENTAS DOCENTES

la correlacién tiene una mayor capacidad de discriminacién, no obstante, en este trabajo se
implemento la versién en frecuencia porque es mas sencilla y computacionalmente mas efi-
ciente. En la actualidad, esta operacion puede realizarse en el dominio de la imagen gracias
a la capacidad de calculo de los ordenadores actuales y a la existencia de eficientes libre-
rias de tratamiento de imagen que implentan esta operacién, como es el caso de Matlab(©) o
OpenCv [21]).
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Figura 2.43 — Imégenes del uso de técnicas automatica de deteccién utilizando correlaciones,

préctica [170]. (a) Imagen del mévil con movimiento lineal. Arriba a la derecha, imagen del objeto

buscado. (b) Gréfica del movimiento lineal obtenido.(c) Imagen del movimiento en caida libre.

Arriba a la izquierda, la imagen del objeto buscado. (d) Grafica del movimiento en cafda libre
obtenido.

En este trabajo se analiza el movimiento de un mévil que se desplaza a velocidad
constante sobre un carril cinemdtico y una pelota en caida libre sin rozamiento (figuras
2.43a y 2.43c). Analizando las trayectorias obtenidas, los autores comprobaron el correcto
funcionamiento del método propuesto.Como se observa en las graficas 2.43b y 2.43d el ajuste
de la trayectoria al modelo tedrico proporciona unos parametros del movimiento con baja

incertidumbre.

En otro trabajo del mismo grupo [133], se utiliz6 esta técnica de deteccién para es-
tudiar un caso de oscilaciones acopladas de dos cabezales unidos por muelles que se desplazan
por un carril de aire. En la figura 2.44a se muestra el montaje utilizado donde se aprecia el
uso de un patrén moévil bien contrastado con el fondo. Por otra parte, en las graficas 2.44b y

2.44c se muestran las oscilaciones acopladas con rozamiento y sin rozamiento.
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Figura 2.44 — (a) Montaje experimental descrito en [133], dos deslizaderas unidas por muelles se

desplazan sobre el carril de aire. (b) Desplazamiento en imagen en funcién del tiempo en ausencia

de friccién, se observa como el movimiento estd perfectamente acoplado. (c) Desplazamiento

en imagen en funcién del tiempo con friccién, se observa como el movimiento de los cabezales
estd perfectamente acoplado y las oscilaciones se atenuan exponencialmente.

En dicho trabajo se utiliz6 un sistema de video en formato analdgico tipo PAL.
En el caso de utilizar video analégico para registrar movimientos, es importante controlar el
efecto de desdoblamiento de las lineas de televisiéon en campos par e impar y el efecto del
barrido progresivo. Estos fenémenos pueden introducir efectos indeseados que distorsionan la
posicién del movil en imagen, sobre todo, en movimientos rapidos respecto a la velocidad de
barrido (25 cuadros por segundo en PAL). Como se comenta en el trabajo, para evitar estos

inconvenientes, se analizaron movimientos lentos.

Otra experiencia donde se utiliza esta técnica es la descrita en [205], donde se estudia
el freno magnético inducido sobre una deslizadera con imanes que se desplaza por un carril
de aire. Como se muestra en el esquema de la figura 2.45a, al desplazar el iman se modifica
el flujo magnético y se induce una fuerza de rozamiento proporcional a v. En el trabajo se
describe la naturaleza de estas fuerzas y se llega a las ecuaciones del movimiento descritas
en 2.10. Colocando el carril inclinado y dejando la deslizadera en caida libre, la velocidad

alcanza la velocidad limite vr (figura 2.45b).
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Figura 2.45 — (a) Montaje experimental del freno magnético [205]. Un iman anclado a la desli-

zadera genera un patron de campo electromagnético como el mostrado en la parte derecha de la

imagen, cuando se mueve a velocidad variable, modifica el flujo magnético, induciendo una fuerza
que tiende a frenarlo. (b) Gréfica de desplazamiento del carril.

Az(t) = D[1—e ] +ort
v(t) = Dae ™ +ur (2.10)

Un trabajo similar sobre la misma experiencia y utilizando el mismo montaje ex-
perimental viene descrita en [80], en este caso utilizaron el software comercial Coach6 para
realizar las medidas. Coach6 permite la localizacién automatica del mévil en imagen usando
correlaciones y, al igual que en la experiencia anterior, se utilizé un fondo uniforme para au-
mentar la robustez de las detecciones. En el trabajo no se hace mencion de la precision de los
resultados, ni se estimé la bondad del ajuste de los datos medidos con el modelo teérico. No
obstante, por la suavidad de las gréficas (figuras 2.46a y 2.46b ) se deduce que la deteccién
del movil introdujo poco error. El calculo de velocidades y aceleraciones se realizé utilizando
el método numérico Runge-Kuttad que viene implementado en el software. Este método per-
mite resolver ecuaciones diferenciales ordinarias de forma iterativa a partir de condiciones de

contorno.
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Figura 2.46 — Resultados de la practica [80]. (a) Grafica x(t) . (b) Gréfica v(t) .

Como se ha visto en este apartado, existen practicas docentes donde se utilizan
técnicas de digitializacién automatica. Quizas, el nivel de desarrollo de las técnicas utilizadas
sea inferior a las de aplicaciones consolidadas en Visién por Computador o Robética. No
obstante, suponen una mejora importante respecto al proceso manual; aumenta la precisiéon
de la deteccién y automatiza el proceso, lo que supone un ahorro de tiempo importante en

movimientos de larga duracién o filmados con camaras de alta velocidad.

Ademds de los problemas derivados de la deteccion manual, hay otros aspectos
criticos a tener en cuenta para poder medir con precision tanto la posicion del mévil como
la dindmica del movimiento. Son aspectos relacionados con el modelo de camara y el uso de
técnicas de suavizado para obtener derivadas precisas. Estos puntos seran analizados en los

siguientes apartados.

2.4.3.2. Modelo de camara y reconstruccién 3D

Como se ha visto en el apartado anterior, la deteccion automatica es la principal
fuente de errores aleatorios en las medidas y puede solventarse utilizando técnicas precisas de
deteccién automatica. Por otra parte, los errores sistemdticos son comunes cuando se utiliza
un modelo de camara simplificado como ocurre en la mayoria de programas de videoanalisis
tradicionales. No obstante, estos problemas estan resueltos desde hace anos; hay modelos
que tienen en cuenta todos los efectos involucrados en el proceso de formacién de la imagen
digital y existen procedimientos versétiles para estimarlos con precisién [167,176]. Conocer el
modelo completo elimina la restriccién de paralelismo al plano del sensor ademas de corregir
la distorsion, lo que permite utilizar cidmaras convencionales y de bajo coste (tipo Webcam)

sin comprometer la exactitud de las medidas [148].

Otra ventaja importante derivada de utilizar un modelo de camara completo es la
posibilidad de analizar movimientos 3D utilizando 2 o més camaras [70,171]. Los equipos

comerciales de andlisis de movimientos 3D suelen ser caros debido a las altas prestaciones
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que ofrecen, no siendo un equipamiento habitual del laboratorio de Fisica. No obstante, en la
actualidad existen camaras digitales que permiten capturar videos sincronizados a un coste
razonable (< 300 euros) y es una practica muy extendida en campos como la Robética [70,136]

o la Visién por Computador [1,77].

A pesar de que existen pocas practicas docentes utilizando esta técnica de medida,
se han encontrado algunas que utilizan sistemas comerciales para el registro de la trayectoria
3D. En [171] se utiliza el sistema comercial de Visién estéreo Bumblebee 2-BB2-0352C (més
informacién en [83]), formado por 2 cAmaras que capturan imagenes de forma sincronizada a
una velocidad de 48 fps. El objetivo de la préactica es estudiar la trayectoria 3D de un cuerpo
lanzado desde un sistema de referencia en rotacién (sistema de referencia no inercial) y medir
la aceleracion de Coriolis. Se utilizé el montaje experimental de la figura 2.47, las cdmaras
ancladas al sistema giratorio registran la trayectoria 3D de una bola lanzada en ese sistema
de referencia. Puesto que las medidas se realizan desde el sistema que gira, para explicar la
trayectoria desde el sistema de referencia fijo es necesario considerar las fuerzas de inercia,

de manera que la aceleracién observada en dicho sistema es:

a6 = g—2WXV—wXwXr (2.11)

El dispositivo comercial Bumblebee 2 va acompanado del software de captura ademés
de las herramientas necesarias para ralizar la calibracion del sistema utilizando un modelo
completo de cdmara. La deteccién del movil en la escena se realizé utilizando el método basa-
do en correlaciones descrito en [170]. Para comprobar los resultados obtenidos, se planteé el
modelo tedrico y a partir de los puntos 3D medidos se realizé un proceso de optimizacién
numérica para estimar las variables del modelo. En la grafica 2.48c se muestra la trayectoria

seguin el modelo tedrico ajustado y los puntos medidos.
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Figura 2.47 — Montaje experimental utilizado para medir la aceleracién de Coriolis [171], un
lanzador de bolas y el sistema de visién estereoscépico estan anclados a un disco que gira a
velocidad constante. Para analizar desde un sistema de referencia fijo la trayectoria de la bola
lanzada en este sistema de referencia (no inercial) es necesario introducir la aceleracién de Coriolis.

Figura 2.48 — Resultados del experimento descrito en [171]. (a) Imagen de cdmara izquierda. (b)
Imagen de camara derecha. (c) Trayectoria 3D, en azil modelo tedrico y en verde puntos medidos
experimentalmente.

2.4.3.3. Técnicas de suavizado y derivacion numérica

Como se observa en la mayoria de los trabajos analizados, la incertidumbre en las
velocidades y aceleraciones es muy alta cuando se estiman derivadas con técnicas de diferen-
cias finitas. La solucién a este problema pasa por utilizar técnicas de suavizado y derivacion
numérica. A este respecto, hay que destacar los trabajos realizados por el grupo de Page et al,

pertenecientes al departamento de Fisica Aplicada de la Universidad Politécncia de Valencia.
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En los trabajos [144] y [146] se analiza la dindmica de movimientos 3D utilizando técnicas de
derivacién numeérica basados en regresiones locales. Para la adquisicién de los videos utiliza-
ron el equipo comercial Kinescan-IBV(©) . Los videos fueron digitalizados utilizando técnicas
automaticas de umbralizaciéon implementadas en la aplicacion de captura. La calibracién del
sistema y el cdlculo de las posiciones 3D se realizé utilizando el método DLT [99] como viene

detallado en el trabajo.

¥ a; ¢

(b)

Figura 2.49 — (a) Montaje experimental del péndulo cénico del trabajo [144]. (b) Trayectoria y
diagrama de velocidades del movimiento 3D.

En la practica descrita en [144] se utilizé un montaje experimental como el mostrado
en la figura 2.49a. El objetivo de la practica es analizar la trayectoria de un péndulo cénico
formado por una masa esférica de 150g recubierta de un material reflectante y unida a un hilo
de 2,74m de longitud. A partir de las posiciones en imagen y la calibracién de las camaras,
se estimé la trayectoria 3D utilizando el método DLT. En la imagen 2.49b se muestra la
trayectoria y el diagrama de velocidades, se observa como la velocidad es tangente a la
trayectoria, siendo minima en los extremos del movimiento y maxima en las zonas de minima

altura.

A pesar de haber utilizado un equipo comercial, en la gréfica de la figura 2.49b se
observa como el diagrama de velocidades es ruidoso, esto es debido al error aleatorio residual
del proceso de deteccion de la posicién del mévil en imagen y la sensibilidad en el calculo
de derivadas. Para solventar estos problemas, se utilizaron técnicas de suavizado basadas en
regresiones locales y descritas en [145]. Como se observa en las gréficas 2.50a y 2.50b, tras
utilizar estas técnicas de derivacion los errores aleatorios disminuyen y el valor estimado de

aceleracién presentan poca variabilidad.
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Figura 2.50 — (a) Diagrama de aceleraciones normales en un ciclo del péndulo. (b) Aceleraciones
tangenciales en un ciclo del péndulo. Se observa cémo los valores vectoriales obtenidos presentan
poca variabilidad.

En otro trabajo del mismo grupo [146], se utiliza el mismo sistema de medida para
estudiar el movimiento de un sélido rigido, mas concretamente, el movimiento de rodadura de
un tronco de cono. Como se aprecia en el montaje experimental de la figura 2.51a, utilizaron
una mesa circular formada por un circulo superior y otro inferior de radios diferentes que se

hizo rodar por el suelo. Se fijaron al circulo superior un total de 21 marcadores reflectantes

para el posterior cédlculo de la posiciéon y rotaciéon del sélido.

(b)

Figura 2.51 — (a) Mesa utilizada en el experimento descrito en [146]. (b) Esquema de movimiento.

La mesa rueda sobre el eje instantaneo de rotacién IAR con velocidad angular @, que puede

descomponense en una componente en la direccién del eje del cono Wy y otra componente wj, en

la direccién del eje vertical y aplicada en el vertice del cono (punto C'). La relacién entre estas
velocidades angulares es & = wy, + wg.

El movimiento de los puntos anclados a la mesa viene determinado por las restric-
ciones del movimiento del sélido rigido segin la ecuacion 2.12. La velocidad de cada punto

depende de la velocidad del centro de masas v, la velocidad angular & y la posicion relativa

de cada punto al centro de masas 7; = ﬁz — ﬁg.
U, = Ug+ @ X7 (2.12)
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Como viene descrito en el trabajo, J y Ug pueden calcularse segin las ecuaciones
2.13. En la gréafica 2.52a se representa el campo de velocidades, donde se observa que el eje
instantaneo de rotacién coincide con la zona de apoyo de la mesa en el suelo. En 2.52b y
2.52¢ se muestra la proyecciéon del campo de velocidades alrededor de la direccién del eje de

simetria w, y del eje vertical wy.

Ty = T~ T
—~ L
POt flr=>N ="
P N \ 1 v —
o= Y NN -/ /
) ) T
(@) (b) ©)

Figura 2.52 — (a) Campo de velocidades alrededor del eje instantdneo de rotacién. (b) Campo
de velocidades asociado a la rotacién alrededor del eje de simetria w, (¢) Campo de velocidades
asociado a la rotacion alrededor del eje vertical wy,.

En esta practica puede observarse el potencial del videoandlisis 3D junto al uso de
técnicas avanzadas de suavizado y derivaciéon numérica para analisis dinamicos avanzados.
El videoandlisis es una de las pocas herramientas disponibles para realizar medidas como
las mostradas en estas practicas. Por otra parte, se demuestra que el uso de las técnicas
de derivaciéon numérica utilizadas permite caracterizar la cinemética del sélido con elevada

precision.

Es posible que el equipo comercial utilizado en esta préctica para la reconstruccion
3D no esté al alcance de cualquier laboratorio de Fisica. No obstante, siempre es posible
reconstruir la trayectoria 3D de un sélido utilizando una séla camara y una herramienta del
modelo proyectivo conocida como homografia. Esta técnica se ha desarrollado en los ultimos
anos en el campo de la Robdtica y Visién por Computador y permite estimar la posicién
3D a partir de sistemas monoculares [57,203]. Por otra parte, es importante destacar que las
limitaciones derivadas del uso de equipamiento de altas prestaciones no suponen un problema

importante en el &mbito de la docencia, pues siempre es posible trabajar a partir de videos ya
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filmados. Otra opcidén es aprovechar instalaciones de investigacion para filmar las experiencias

y trabajar en clase a partir de los videos.
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2.5. Conclusiones

Como se ha mostrado al principio de este capitulo, el desarrollo de los ordenadores,
de los sistemas de adquisicién de datos y de una amplia variedad de sensores estd teniendo
un importante impacto en la docencia de las ciencias experimentales en general y de la
Fisica en particular. Hay evidencias de que el uso de nuevas tecnologias para el registro
automédtico de senales supone una mejora en la ensenanza de la Fisica [168]. Por una parte,
amplia las posibilidades de realizar experimentos, de adquirir datos y proporciona una nueva
forma interactiva de interpretar los resultados [195,196]. Por otra, se ha constatado que estas
mejoras en los procedimientos experimentales incrementa de forma cuantificable el proceso
de aprendizaje [14,188].

En el apartado 2.2 se muestra una revision de la oferta de herramientas tradicionales
para el andlisis de movimientos. Se ha constatado que existe una dificultad importante a la
hora de usar los instrumentos de medida tradicionales para registrar las variables tiempo
y posicién de forma continua y precisa. Bdsicamente, los sensores tradiciones sélo permiten
estudiar el movimiento lineal y son muchos los movimientos en 2 dimensiones que no pueden
registrarse. Ante esta situacién, el videoandlisis es una herramientas con gran potencial.
Permite analizar movimientos en 2D y 3D de forma sincronizada y con una puesta en practica

adecuada ofrece grados de automatizacion y precision elevados.

En cuanto al aspecto pedagdgico, en la revisién del punto 2.4.1 se muestran trabajos
que cuantifican el efecto positivo de esta herramienta en el proceso de ensenanza y aprendi-
zaje. De modo general, el trabajar de forma interactiva con una representacién visual de la
escena, facilita la comprensién de los resultados obtenidos [54,93]. Por otra parte, es intere-
sante remarcar lo sencillo y econémico que resulta esta herramienta para elaborar practicas
avanzadas de andlisis de movimientos; s6lo es necesario disponer de videos de la experiencia
y el softare de andlisis correspondiente. Esta forma de trabajo, permite compartir y reutilizar
videos. De hecho, existe gran cantidad de recursos disponibles en Internet, tanto programas
de videoanalisis como portales web con multitud de videos disponibles para realizar practicas

de andlisis de movimientos (descritos en el punto 2.3.3).

La abundancia de recursos disponibles y las ventajas de esta técnica de medida han
permitido el desarrollo de numerosas aplicaciones. En el punto 2.4.2 se muestra una revision

critica de trabajos publicados sobre aplicaciones del videoanélisis en el laboratorio de Fisica.

Entre las experiencias analizadas encontramos las siguientes: conservacién de energia
por caida y rebote de pelota [26-28], movimiento de rodadura sobre plano inclinado [2,30], lazo
de montana rusa [149], conservacién del impulso en colisiones 1D [2] y 2D [25,42], rozamiento
de un mévil con el aire [25,33], tiro oblicuo sin rozamiento [31,37] y con rozamiento [31],
aceleracion de Coriolis [171,209], oscilaciones acopladas [81,102], fuerzas viscosas y velocidad
limite [33,80, 205].
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A pesar del interés docente del videoanalisis y la variedad de experiencias analizadas,
se ha encontrado un desfase importante entre las prestaciones de las aplicaciones docentes y las
de ambitos industriales o cientificos. Las aplicaciones docentes presentan un nivel tecnolégico
muy por debajo de las posibilidades de esta herramienta. Las principales limitaciones de las

herramientas docentes son las siguientes:

= Digitalizacién manual de los videos. La deteccién manual del mévil en imagen es
complicada y proclive a cometer errores. Sobre todo en andlisis de videos con muchos
fotogramas, como es el caso de experiencias largas o cuando se utilizan camaras de
alta velocidad para medir movimientos rapidos. Igualmente, es una tarea poco precisa

mientras que el cdlculo de derivadas requiere exactitud en las posiciones.

= Modelo simplificado de camara. La mayoria de programas docentes utilizan un
modelo de camara de un unico factor y asumen que el plano de movimiento es paralelo
al plano de la caAmara. Disenar el experimento con estas restricciones es una limitacién

importante que afecta tanto a la usabilidad como a la precision.

Por una parte, la alineacién de la camara es complicada pues no es posible comprobarlo
de forma experimental. Por otra parte, atin asumiendo que el plano es paralelo al sensor,
los dispositivos de captura de imagen no retinen las condiciones necesarias para utilizar
un unico factor; pueden existir factores de escala diferentes en los ejes X e Y y la Optica
puede introducir deformaciones no lineales que afectan a la precisiéon [148]. Ademas,
este efecto es importantes en los dispositivos econémicos y de angulares grandes, como

es el caso de la mayorfa de cdmaras domésticas [182].

s Caélculo de velocidades y aceleraciones.

El estudio de la Mecédnica implica el analisis de las variables que definen tanto la posi-
cion de un sistema como su estado de movimiento. De ahi la necesidad de estimar las
velocidades y aceleraciones. Sin embargo, en los trabajos revisados se suelen calcular
las derivadas a partir de diferencias finitas, procedimiento muy sensible a los errores.
Como consecuencia, la precisién en la estimacion de velocidades o aceleraciones suele
ser muy reducida, lo que limita la posibilidad de analizar modelos donde aparezcan
estas derivadas, por ejemplo calcular energias cinéticas o analizar empiricamente las

propias ecuaciones diferenciales que gobiernan un determinado sistema dinamico.

Con el objetivo de salvar estas limitaciones, en el punto 2.4.3 se analizan una serie de
trabajos donde se introducen mejoras al uso del videoanalisis. En el punto 2.4.3.1 se comentan
trabajos que plantean el uso de técnicas de tratamiento de imagen para detectar la posicién
del mévil en imagen de forma automadtica y precisa. En [170] se propone un método basado
en correlaciones. El principal inconveniente de las correlaciones es que son muy sensible a
rotaciones o escalados entre el patréon buscado y la imagen. En otros trabajos se proponen

métodos basados en umbralizaciones en escala de grises [148,175] y color [6]. La técnica de
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umbralizacion es muy usada desde hace anos en Visién por Computador por su sencillez de
implementacién y eficiencia computacional. Lo tinico necesario es determinar correctamente el
nivel de umbralizacion que nos asegure que el objeto es diferenciado del fondo de la imagen. A
este respecto, existen varios métodos para el célculo automatico de este nivel [20,79,139,142].
En general, cuando se usa esta técnica, lo recomendable es disenar el experimento de modo
que el mévil en imagen tenga un nivel de intensidad uniforme y bien contrastado con el fondo.
Por otra parte, es importante que la forma del mévil no cambie a lo largo del movimiento
para evitar errores de calculo del centroide. Una técnica muy utilizada en fotogrametria es
utilizar marcadores y focos luz como los utilizados en [144] y [146]. En estos casos, la luz
reflejada por los marcadores crea un enorme contraste entre los marcadores y el fondo de la
imagen, lo que permite detectar su posiciéon con gran precisiéon y robustez utilizando sencillas

umbralizaciones.

Otra posibilidad poco explorada en los trabajo revisados es el analisis de movimientos
3D. En los trabajos del apartado 2.4.3.2 encontramos articulos donde se utilizan modelos
completos de cdmara que permiten reconstruir la trayectoria 3D de un moévil a partir de 2
videos sincronizados. En [171] se utiliza el sistema comercial de visién estéreo Bumblebee(©) 2
BB2-0352C, formado por 2 cdmaras que capturan imédgenes de forma sincronizada a 48 fps.
En la practica se estudia la trayectoria 3D de un cuerpo lanzado desde un sistema de referencia
en rotacién y se mide la aceleraciéon de Coriolis. En [144] y [146] se utiliza el equipo comercial
Kinescan-IBV(©) para la captura sincronizada con 2 cadmaras y se analiza la trayectoria 3D
de un péndulo cénico y el movimiento de rodadura de un sélido rigido en forma de tronco de

cono.

A pesar que la mayoria de equipos comerciales de andlisis de movimientos 3D suelen
ser caros por las multiples prestaciones que ofrecen, el tinico requisito necesario para realizar
reconstrucciones 3D es disponer de la captura sincronizada de 2 o mas camaras. Hace unos
anos, este aspecto suponia un reto tecnolégico importante por la dificultad de sincronizar
dispositivos de video analdgico. No obstante, en la actualidad existen una amplia gama de
camaras digitales con las que es sencillo capturar videos de forma sincronizada. De hecho,
en campos de trabajo como la Visién por Computador [1,77] o la Robdética [70, 136] son
muy utilizadas las camaras digitales con lineas de trigger externo que permiten sincronizar

la captura con una senal de control.

Asimismo, es importante destacar los pocos trabajos donde se han utilizado técnicas
de suavizado y derivacién numérica (apartado 2.4.3.2). Para estudiar la dindmica del movi-
miento también es necesario conocer velocidad y aceleracién con precision. En la mayoria de
los trabajos, el cdlculo de velocidades y aceleraciones se ha realizado utilizando técnicas de
diferencias finitas. Este método es muy sensible a errores aleatorios, limitando la posibilidad
de andlizar la dinamica del movimiento con exactitud. La solucién a este problema pasa por
utilizar técnicas de suavizado y derivacién numérica que han sido tratadas en variedad de

trabajos; en el ambito del videoanalisis [145] o en el marco del FDA (Anélisis de datos fun-
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cionales) [165]. De hecho, se han encontrado trabajos en el &mbito cientifico sobre el estudio
de la dindmica de sistemas [144,146] donde se han utilizado estas técnicas y se demuestra su

eficacia en el calculo de derivadas precisas a partir de datos ruidosos.

Con una herramienta capaz de medir el tiempo, la trayectoria del mdévil y sus de-
rivadas con precisién, es posible plantear el estudio de la dindmica con un nuevo enfoque.
En los trabajos analizados, el procedimiento habitual consiste en plantear el modelo tedrico
del movimiento y contrastarlo con los datos obtenidos. Este modo de proceder presenta dos
inconveniente importantes. Por una parte, es necesario conocer y definir a priori el modelo
del movimiento, proceso complicado o carente de sentido cuando se analizan fenémenos reales
cuyo objetivo es precisamente conocer las fuerza que intervienen en el sistema. Por otra par-
te, aun conociendo el modelo tedrico, para obtener la ecuacién de la trayectoria es necesario
integrar ecuaciones diferenciales que, en muchas ocasiones, son complicadas y se salen de los

conocimientos exigibles a alumnos de primer curso.

Frente a esta situacién, conocer con precisiéon velocidades y aceleraciones permitiria
estudiar la dindmica del movimiento chequeando directamente las ecuaciones diferenciales,
sin necesidad de resolver complicados sistemas de ecuaciones. Es importante destacar que las
ecuaciones diferenciales de la dindmica son méds sencillas que las expresiones de las trayec-
torias. En ocasiones, la trayectoria final depende de condiciones iniciales y complica en gran
medida el cdlculo de integrales; en otros casos solo pueden resolverse haciendo simplificaciones

como linealizar o despreciar el efecto de fuerzas de menor intensidad.

Otra alternativa interesante y poco explorada es la posibilidad de utilizar dispositivos
de altas prestaciones para analizar experiencias complejas; con camaras de alta velocidad se
pueden estudiar fenémenos que ocurren a gran velocidad y que no pueden ser analizados de
otra forma. Es el caso de impactos, balistica, deformaciones o explosiones. Por otra parte,
existe una amplia gama de 6pticas que permiten ajustar el campo de medida desde unos
pocos centimetros a cientos de metros, y los filtros 6pticos facilitan la deteccién del mévil.
Algunos de estos componentes pueden resultar caros. No obstante, siempre es posible grabar

las experiencias en laboratorios especializados y reutilizar los videos.

Podemos concluir que la variedad de experiencias realizadas con videoandlisis es
grande, si bien en la mayoria de casos el uso de esta herramienta no sigue un procedimiento
reglado y claro, no siendo habitual utilizar métodos de evaluacién cuantitativa de los resulta-
dos. La razén de ello se encuentra probablemente en las limitaciones de precision del sistema
de medida.

Estos problemas estan resueltos en otros campos de trabajo como la Fotogrametria
o la Vision por Computador, donde el videoanalisis estd muy desarrollado tanto en aplica-
ciones industriales como de investigacién. De ahi el interés de aplicar este conocimiento en

el desarrollo de equipos docentes que permitan mejorar la calidad de las experiencias, am-
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pliar sus aplicaciones e introducir un nuevo enfoque basado en el andlisis de la dindmica del

movimiento. En esta linea se plantea este trabajo, cuyos objetivos se detallan en el siguiente

capitulo.

~ 73—



2.5. CONCLUSIONES

_ 74—



Capitulo 3

Objetivos y plan de trabajo

El objetivo de la tesis es la puesta a punto de una metodologia para desarrollar
practicas docentes de Mecanica basadas en el uso de videoanalisis y de sistemas de derivacion
numérica. Se trata de disponer de una técnica que permita medir de forma precisa el tiem-
po, las posiciones, las velocidades y las aceleraciones, de manera que se puedan contrastar

directamente las ecuaciones diferenciales que rigen la dinamica del movimiento.

Esta metodologia se aplicara al diseno de nuevas practicas de Fisica destinadas a
los primeros cursos de ingenieria, cuyo valor pedagodgico se contrastard frente a las practicas
tradicionales basadas en medir posiciones y contrastar modelos basados en las ecuaciones del
movimiento. Para la consecucién de este objetivo nos hemos planteado los siguientes objetivos

particulares .

1. Poner a punto un sistema de videoanalisis de altas prestaciones para su uso

en el laboratorio de Fisica.

Como se concluye en la revision del capitulo anterior, a pesar del interés docente del
videoandlisis y la variedad de experiencias que pueden analizarse con esta herramien-
ta, existe un desfase importante entre las prestaciones de las aplicaciones docentes y
las de ambitos industriales o cientificos. Como consecuencia, las aplicaciones docentes

presentan un nivel tecnolégico muy por debajo de las posibilidades de esta herramienta.

A este respecto, un primer objetivo serd poner a punto un sistema de videoanalisis de
altas prestaciones para su uso en el laboratorio de Fisica. Este sistema debe estimar
el tiempo, la posicion del movil y sus derivadas con elevada precision y de forma au-
tomatica. Ademads, se buscard que las solucién adoptada sea de coste reducido y usable

en el entorno de uso de un laboratorio docente de Fisica.

La puesta a punto de un sistema de Visién de altas pretaciones supone un reto tec-

noldgico importante y serd en el capitulo 4 donde se describiran de forma pormenorizada
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los pasos seguidos en el diseno y configuracién del sistema de medida. En los siguientes

puntos se describen los pasos seguidos y el plan de trabajo.

a)

Diseno hardware del equipo

En el apartado 4.3.1 se analizan los aspectos fundamentales a considerar en la
seleccién de los dispositivos de captura y su configuraciéon. Resultado de esta taréa,
estaremos en disposicién de grabar las experiencias y obtener los videos para su

procesado.

Digitalizacion automatica y precisa

En el apartado 4.3.2 se describen las técnicas de tratamiento de imagen que per-
miten automatizar la digitalizacién de los videos y detectar la posicion del movil
en imagen con la maxima precision. Como resultado, se detallan las caracteristicas

del programa desarrollado.

Modelo de camara y Calibracién

Una vez obtenida la posicién del mévil en imagen para todos los fotogramas, es
necesario trasladar las coordenadas en pixeles al sistema de referencia del labora-
torio en unidades métricas. En el apartado 4.3.3 se describe el modelo de camara
Pin-Hole con distorsién. Igualmente, se muestra una revisién de métodos para es-
timar el modelo de cdmara, proceso de calibracion, y se describe el procedimiento

utilizado en este trabajo.

Reconstruccién 2D

A partir de los parametros de la cdmara y la posicion del mévil en imagen se puede
realizar la restitucion de las coordenadas 2D. En el apartado 4.3.3.5 se describe
como realizar este proceso, lo que finalmente nos proporciona la trayectoria de los

marcadores 7(t).

Suavizado y derivacién numérica

La automatizacion de la deteccién del mévil en imagen y el uso de un modelo
de camara adecuado, reducen notablemente tanto los errores sistematicos como
los accidentales en la medida de 7(¢). Sin embargo, para estimar velocidades y
aceleraciones, es necesario aplicar procedimientos de suavizado que reduzcan los
errores que aparecen cuando se utilizan los habituales sistemas de derivacién por
diferencias finitas. A este respecto, el proceso de suavizado es de gran importancia
para los objetivos de esta tesis y en el apartado 4.3.4 se describen las técnicas de
suavizado y derivacién numérica que permiten calcular la funcién suavizada y sus

dos primeras derivadas con precision.

Una vez puesto a punto el sistema de medida, en el apartado 4.4, se describen las

pruebas realizadas para evaluar cuantitativamente la precisién de los principales blo-

ques funcionales: localizacion de puntos en la imagen digital, calibracién de cdmara,

reconstruccion, suavizado y derivacién numérica. La estrategia seguida ha sido analizar

movimientos muy controlados y estimar la precision a partir de las diferencias encon-
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tradas entre los datos medidos y el modelo tedrico.

2. Desarrollar nuevas practicas de Mecéanica utilizando esta herramienta.

Utilizando la herramienta puesta a punto, se desarrollardan practicas de Mecéanica con

un nuevo enfoque.

En nuestra opinién, la esencia del planteamiento y comprensién del movimiento de un
sistema dindmico estd en aplicar correctamente las leyes correspondientes y plantear la
ecuacion diferencial que regula el comportamiento dinamico del sistema. A este respecto,
hemos observado que la mayoria de préacticas docentes se basan en ajustar los datos
experimentales al modelo tedrico de 7(t), probablemente por las limitaciones de los
sistemas tradicionales para medir ¥(t) y @(t) de forma precisa. Frente a esta situacién,
en las practicas desarrolladas proponemos analizar experimentalmente las ecuaciones
diferenciales del movimiento. Como veremos, esta es una ventaja importante para los
alumnos ya que solventa el problema metodolégico de resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales complejos o fuera del alcance de alumnos de primeros cursos, en cualquier

caso, distraen la atencién del objetivo principal, estudiar la dindmica del movimiento.

Por otra parte, en las practicas desarrolladas se buscard analizar los limites de aplica-
cién de los modelos, de manera que los alumnos se enfrenten a situaciones donde los
datos experimentales no se ajusten al modelo. El planteamiento propuesto es mucho
mas sensible a este tipo de andlisis que los cldsicos basados en la medida de la ecua-
cién del movimiento. Como veremos en las practicas, esto es debido a que la ecuacion
diferencial es mas sensible a las desviaciones del modelo que su integral. Este punto
es muy interesante para la formacién de los futuros ingenieros, que deben comprender
que determinadas simplificaciones (como la linealidad, a la ausencia de rozamiento) no
siempre se cumplen y esto puede tener consecuencias importantes cuando se analizan

movimientos reales.

3. Evaluar el valor pedagégico de estas practicas.

Se evaluara la posible incidencia en el rendimiento de los alumnos, asociada al uso de
este enfoque en el estudio de la dindmica de sistemas. Para este objetivo, se introdu-
cirdn nuevas practicas de laboratorio siguiendo esta metodologia en carreras técnicas
universitarias y se evaluard su efecto en el aprendizaje de los alumnos utilizando test

normalizados.
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Capitulo 4

Material y Métodos

4.1. Introduccion

El objetivo de este capitulo es describir las actividades orientadas al desarrollo de
un nuevo sistema de medida para practicas de Mecanica impartidas en carreras técnicas y
cientificas. El sistema de medida estd formado por un sistema de vision por Computador para
estimar la posicion del moévil y un procedimiento de cdlculo numérico para estimar derivadas
con precisiéon. Este procedimiento de medida permite analizar la dindmica del movimiento
con un nuevo enfoque, basado en la contrastacién directa de las ecuaciones diferenciales
que gobiernan la dindmica de un sistema. En el capitulo de Resultados se mostrardn sus

posibilidades en el desarrollo de nuevas practicas docentes de Mecdanica.

Como se ha comentado en la Revision Bibliogréfica, una de las principales limitacio-
nes de las practicas de dindmica en los primeros cursos es que se limitan a realizar medidas
semicuantitativas de las variables posiciéon. En los pocos casos en los que se estiman direc-
tamente velocidades o aceleraciones, se emplean procedimientos que no ofrecen suficiente
precision. Esto ocurre tanto en los sistemas de medida tradicionales como en las préacticas
con videoanalisis. Las razones de esta falta de precisién en las medidas con videoandlisis son:
deficiencias en la configuracién del sistema de medida (iluminacién incorrecta, ausencia de
camaras de alta velocidad, objetos poco contrastados, etc), la detecciéon manual de la posicién
del mévil en imagen, el uso de un modelo de camara simplificado y el calculo de derivadas
utilizando diferencias finitas. A este respecto, en el apartado 4.2 se describiran estas fuentes

de error y su efecto en la precision de las posiciones y las derivadas.

En el apartado 4.3 se describe el sistema de medida puesto a punto en la tesis. Dicho
sistema esta formado por los bloques funcionales mostrados en el esquema de la figura 4.1.
Cado uno de estos bloques sera descrito en profundidad en este capitulo. En 4.3.1 se detallan

los aspectos fundamentales a tener en cuenta en la seleccion y configuracién del sistema de
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Seleccion y configuracion Videos del
del Sistema de medida Movimiento
Y

Programas Posiciones en imagen
) o e e
Digitalizacion (xi,¥i)

Iméagencs i Programas ] - Modelo de camara
calibracion Calibracién Pscq4 D
l /

[ Programas ]

Reconstruccion 3D

'

Trayectoria 3D
r(t) + 3r(t)

l

Programas
Derivacion

l

Velocidad v(t) + dv(t) ]

Aceleracion a(t) + da(t)

Figura 4.1 — Bloques que configuran el sistema de medida. El objetivo final es estimar la tra-
yectoria del mévil 7(t), velocidad (t) y aceleracién a(t), asi como sus errores asociados.

medida.

Una vez seleccionado y configurado el sistema de adquisicién, estamos en disposicion
de grabar las experiencias y obtener los videos para su procesado. En el apartado 4.3.2
se describen las técnicas de tratamiento de imagen que permiten detectar la posicién del
movil en imagen con la maxima precision y automatizacion. Como resultado, detallaremos

las caracteristicas del programa desarrollado.

Una vez obtenida la posicion del mévil en imagen para todos los fotogramas, es
necesario trasladar las coordenadas en pixeles al sistema de referencia del laboratorio en
unidades métricas. Como se ha comentado en la revision, el uso de un modelo de camara
simplificado introduce importantes errores. La solucién a este problema es utilizar modelos
de cdmara mas elaborados. En el apartado 4.3.3 describiremos los modelos utilizados en el
campo de la Visiéon por Computador y la Robdtica. Estos modelos se ajustan bien al proceso
de formacién de la imagen digital y su precisién estd muy contrastada [167,176]. Igualmente,
se mostrara una revisiéon de métodos existentes para estimar este modelo, proceso conocido

como calibracion de camara.

A partir de los pardametros de cdmara y la posicién del mévil en imagen para los
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diferentes fotogramas, se puede realizar la restitucion 2D. En el apartado 4.3.3.5 se descri-

bird como realizar este proceso para estimar la trayectoria de los marcadores 7(t).

El uso de sistemas adecuados de deteccién de marcadores en imagen, junto con la
restituciéon a partir de un buen modelo de camara, reducen notablemente tanto los errores
sistemdticos como los accidentales en la medida de 7(t). Sin embargo, para estimar veloci-
dades y aceleraciones, es necesario aplicar algiin procedimiento de derivacién numérica que
reduzca los errores que aparecen cuando se utilizan los habituales sistemas de derivacién por

diferencias finitas.

En la gran mayoria de trabajos consultados en la revision bibliografica, el plantea-
miento para el cdlculo de derivadas suele estar ligado a la asuncién de un modelo dindmico
predeterminado, cuya solucién, 7 (t), es conocida. Los datos experimentales se ajustan a dicha

funcién y luego se calculan las derivadas analiticamente

Este enfoque parece bastante simple y quizas por ello sea el que sigue en la practi-
ca totalidad de experimentos de videoanalisis revisados. Sin embargo, en nuestra opinién
presenta algunas limitaciones importantes. En primer lugar, el ajuste a una trayectoria pre-
determinada no siempre es tan sencillo como puede parecer. En muchos experimentos las
funciones 7 (t) son funciones transcendentes y el ajuste de los datos experimentales no puede
hacerse mediante una simple regresién lineal, sino que implica procesos de ajuste no lineal

que pueden resultar complejos para los alumnos de primer curso.

Por otra parte, en bastantes sistemas dindmicos se pueden obtener buenos ajustes
con resultados que se desvian notablemente del modelo tedrico. Esto es frecuente en sistemas
donde se asumen hipétesis de linealidad [134] o se desprecian términos de rozamiento [135].
Como se discutira al analizar los resultados de los experimentos propuestos, el simple analisis
de la funcién ajustada 7(t) no permite detectar tales desviaciones en la ecuacién diferencial,
lo que impide que los alumnos puedan analizar matices y discutir las limitaciones de los

modelos simplificados.

Finalmente, al ajustar 7(¢;) a una funcién predeterminada ya se estd aceptando
implicitamente toda la dindmica inherente al modelo utilizado. Es decir, se plantea un enfoque
algo contradictorio, donde se pretende estudiar la evolucion de un sistema mecanico sin
analizar realmente las relaciones entre la posicién y sus derivadas, es decir la dindmica de tal

sistema.

Teniendo en cuenta estas limitaciones, en el apartado 4.3.4 se describen técnicas
de suavizado y derivaciéon numérica que permiten calcular la funcién suavizada y sus dos
primeras derivadas, con suficiente precision para poder contrastar las ecuaciones diferenciales

o comprobar teoremas de conservacion, sin necesidad de ajustarse a un modelo previo.

Una vez configurado el sistema de medida, en el apartado 4.4, se describen las
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ACELERACION

pruebas realizadas para evaluar cuantitativamente la precisién de los principales bloques
funcionales: deteccién de puntos en imagen, calibracion de camara, reconstruccién, suavizado
y derivacién numérica. La estrategia seguida ha sido analizar movimientos muy controlados
y estimar la precision a partir de las diferencias encontradas entre los datos medidos y el

modelo tedrico.

Finalmente, en el apartado 4.6 se describe una experiencia para evaluara la posible
incidencia en el rendimiento de los alumnos, de introducir estas técnicas digitales en el estudio
de la dindmica de sistemas. Para el experimento se han utilizado alumnos pertenecientes a
tres titulaciones diferentes de la Universidad Politécnica de Valencia, donde este tipo de

herramientas no se han usado previamente.

4.2. Fuentes de error en la medida de posicion, velocidad y

aceleracion

La medida mediante videoanalisis de la posicion de un marcador en un instante
dado, 7(t;), estd sometida a diferentes fuentes de error, tanto sistemdticos como aleatorios,
que se esquematizan en la figura 4.2. Dado que el control de errores depende de como se
disene la cadena de medida y el procesado de datos, hemos incluido esta breve descripcién

antes de definir las caracteristicas deseables del sistema de andlisis de movimientos.

La posicién del mévil en funcién del tiempo, 7 (t), medido a través de fotogrametria,
presenta un error que en general también varfa en funcién del tiempo y que llamaremos 67 (),

el cual contendra componentes tanto de naturaleza sistematica como aleatoria.

Los errores asociados a la posicion del mévil en imagen se deben fundamentalmente
al sistema de adquisicién y a la digitalizacion. Los errores de adquisicién son debidos a
una incorrecta configuracién de los componentes del sistema de visién: utilizar una éptica
inadecuada, usar técnicas de compresién que alteran la posicion del objeto en imagen o tener
unas condiciones de iluminacion incorrectas. Lo normal es que este tipo de errores no sean
importantes si se configura de forma adecuada el sistema de adquisicién como se describe en

el apartado siguiente.

A pesar de ello, las variaciones de iluminacién en el espacio de medida ocurren con
frecuencia y la forma del movil en imagen puede variar por el efecto de proyeccién. En este

sentido, es importante que la técnica de digitalizacion sea insensible a estos efectos.

Otra fuente de error sistemédtico importante es debida a las deficiencias del modelo

de camara, el cual introduce errores que dependen de la posicion del objeto. Es importante
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Posiciéon en imagen (x,y)
e Error en la adquisicion
eError en la deteccidon en imagen

Algoritmo de restitucion 3D
+
D:,l> e Error en la reconstruccion X/\:> r(t) +3r(t)

Modelo de cimara P34 D
e Error en el modelo
e Error en la estimacion del modelo

Figura 4.2 — Magnitudes y errores involucrados en el proceso de estimacion de la posicién del
mévil 7(t) y su error asociado 67 ().

utilizar un modelo que se ajuste a la realidad del proceso de formacion de la imagen digital
y utilizar métodos precisos para estimarlo. Finalmente, también es importante controlar que
el programa de reconstruccién esté correctamente implementado y no introduzca errores

adicionales.

Ademas de los errores sistemaéticos, tanto la incertidumbre en la determinacién de
las coordenadas del mévil en imagen como la incertidumbre en los pardmetros de cdmara
estimados contribuirdn a la componente aleatoria de 7 (t). En general, podemos describir
estos errores como variables que siguen una distribucién normal centrada en cero y con una
dispersién determinada. En el caso méas general, esta dispersiéon puede ser distinta segun la
direccién en el espacio y la forma de describirla mateméaticamente seria mediante la matriz
de covarianzas de la ecuacién 4.1, donde o? = var (0r; (t)) y Uz‘Q,j = cov (6r; (t),dr; (t)) para

’L,j = 'x?y?Z'

0 0%y 0%
o2 (t) = cov (67 (t)) = o2, 0. Op. (4.1)
0% Oy O3

Esta matriz de covarianzas depende del instante ¢, ya que los errores introducidos
en la posicion del mévil en imagen pueden variar con el tiempo, debido a variaciones en la

iluminacién, errores accidentales en el sistema de adquisicion, oclusiones, etc.

Con respecto a la orientacién del sistema de referencia, si asumimos que los erro-
res en cada direccién son independientes, la matriz o2 (t) serd diagonal. Por otra parte, si
las fuentes de error actian de forma simétrica en las distintas direcciones, las componen-
tes (02, 05,02) tendran la misma magnitud (los errores serdan isétropos) y su dispersién se
podré describir mediante un solo pardmetro o2 (t). En general, los errores en profundidad
(direccién perpendicular al plano de la imagen) son mayores que en el plano de la imagen. En
nuestro caso, puesto que solo realizaremos medidas en 2D, podremos asumir que los errores
son iguales en las 2 direcciones y serd suficiente con utilizar un inico parametro para modelar

el error.



4.2. FUENTES DE ERROR EN LA MEDIDA DE POSICION, VELOCIDAD Y
ACELERACION

Como veremos en el apartado 4.3.4, el error asociado a la posicion temporal del movil

0% (t) se propagard amplificindose a la incertidumbre en la velocidad o2 (t) y aceleracién

2

2 (t). Esta amplificaciéon depende del método de derivacién utilizado aunque, en general, es

o
una relacién compleja que depende de factores como la relacién senal/ruido, la frecuencia de

muestreo o la curvatura de la funcién [72]

En cualquier caso, serd fundamental disminuir todo lo posible la componente aleato-
ria del error en posicion, 012% (t). Para ello, una opcién interesante es grabar el movimiento con
una frecuencia de muestreo elevada y utilizar técnicas de suavizado. Este requisito supone
unas especificaciones claras en cuanto a las prestaciones de la camara, el ancho de banda del
interfaz de comunicacién y la necesidad de utilizar técnicas autométicas de localizacion del

movil en imagen debido a la enorme cantidad de fotogramas.

En cuanto a los errores sisteméticos, se traducen en velocidades y aceleraciones
ficticias anadidas a los valores reales, por lo tanto, serd fundamental no tener este tipo de
errores en el sistema. Las principales fuentes de error sistemético se introducen en el proceso de
digitalizacién y en el modelo de cAmara. Una vez puesto a punto el sistema de reconstruccién,
serd importante verificar que los errores en las posiciones son insesgados y estdn centrados

€1l cero.
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4.3. Puesta a punto de la Técnica Experimental

4.3.1. Configuraciéon del sistema de Visién

En este apartado se describen los aspectos fundamentales para la seleccion y confi-
guracion del sistema de medida. Es importante matizar que existen aplicaciones de vision en
multiples campos de trabajo y las necesidades de cada aplicacién se traducen en requisitos
especificos; la Optica determina el tamano de la zona de medida, el interfaz de comunicacién
limita la velocidad méxima de captura, el sistema de iluminacién influye en la robustez de la
digitalizacién, etc. Teniendo en cuenta que la variedad y las prestaciones de los componentes
de visiéon es muy amplia, es necesario conocer las caracteristicas de estos dispositivos para

realizar una seleccion y configuracion adecuada para los objetivos planteados.

4.3.1.1. La camara

La camara es el elemento fundamental del sistema de vision, es el dispositivo que re-
cibe la luz reflejada por la escena y la transforma en imédgenes. En el pasado todas las cAmaras
de video eran analégicas. No obstante, en los tltimos anos, los dispositivos de video digital
han experimentado un importante desarrollo y existe en el mercado una amplia variedad a
precios razonables (< 500€ para alta velocidad) que podrian utilizarse en el Laboratorio de

Fisica como instrumento de medida.

En los siguientes apartados se describen las caracteristicas principales de estos dis-

positivos.

e El Sensor

El sensor esta compuesto de muchos fotorreceptores cominmente conocidos como
pixeles. Estos registran la cantidad de luz incidente y la convierten en un ntimero proporcional

a esta cantidad.

Existen dos variedades principales de sensores (figura 4.3). Los sensores CCD (Char-
ge Coupled Device) fueron los primeros en aparecer en el mercado, mientras que los CMOS
(Complementary Metal Oxide Semiconductor) son més recientes. Por regla general, los CCD
ofrecen una sensibilidad luminica ligeramente superior, lo que se traduce en mejores imagenes
en condiciones de poca luz. Sin embargo, los sensores CCD son méas caros y mas complejos
de incorporar a una cdmara y puede consumir hasta 100 veces mas energia que un sensor

CMOS equivalente [49]. A continuacién se comparan las prestaciones de cada tipo de sensor:
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Figura 4.3 — Tipos de sensores. (a) Sensor tipo CMOS . (b) Esquema electrénico de un sensor

CMOS y CCD. En los CCD, la digitalizacién y transferencia de los electrones creados se realiza

tras el desplazamiento entre diferentes fotorreceptores, mientras que en un CMOS se realiza de
forma individualizada en cada fotorreceptor.

= Sensibilidad. Es el nivel de senal que proporciona el sensor para un nivel de intensidad
luminosa incidente. Interesa que el sensor tenga una sensibilidad elevada, de esta forma,
se necesita poca cantidad de luz para generar una senal aceptable. Los sensores CCD

tienen mayor sensibilidad que los CMOS [15].

= Rango Dinamico. Es el cociente entre el nivel de saturacién de los pixeles y el umbral
por debajo del cual no captan senal. En este aspecto CCD supera a CMOS, ya que
en la actualidad el Rango dindmico de un sensor CCD es tipicamente el doble que en
CMOS [15].

= Ruido. Los sensores CCD aventajan a los de tecnologia CMOS en esta caracteristica
debido a que todo el procesado de senal se realiza fuera del CCD, lo que permite
utilizar mejores convertidores A /D. Por el contrario, los CMOS realizan la mayoria de
las funciones dentro del sensor (amplificacién, conversién A/D, etc.) y destinan menos
espacio para los fotodiodos encargados de recoger la luz, por lo que se produce mas

ruido en la lectura.

= Respuesta Uniforme. Idealmente se espera que un pixel sometido al mismo nivel
de excitacion de luz que sus vecinos no presente cambios apreciables respecto de ellos.
En este aspecto la individualidad de cada pixel de un sensor CMOS los hace mas
sensibles a sufrir fallos, siendo mayor la uniformidad en CCD. No obstante, mediante
la adicion de circuitos con realimentacion se ha conseguido subsanar en gran medida
este problema [65], aunque los CCD siguen teniendo una respuesta més uniforme que
los CMOS.

s Velocidad. En cuanto a la velocidad con la que se captura la imagen, los CMOS
son bastante superiores a los CCD, debido a que muchas funciones, como la propia

conversién analdgico-digital son realizadas en el propio sensor [15,49].

= Blooming. Este es el fenémeno por el cual un pixel que ha alcanzado la saturacién

empieza a saturar a sus vecinos, creando efectos y patrones no deseados. Esto se da
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principalmente en sensores CCD. En cambio, gracias a su construccién, los sensores
CMOS no sufren de este defecto [15].

= Precio. Por lo general, los sensores CMOS son més econémicos que los CCD.

Tras lo comentado hasta este punto, los sensores que mejor se adaptan al tipo de
aplicacion a desarrollar en esta tesis son los CMOS. A pesar de que son més ruidosos y menos
uniformes que los CCD, estas caracteristicas no seran determinantes es nuestra aplicacién. En
cambio, las ventajas son varias: los sensores CMOS megapixel estdn mucho mas extendidos
y son mas baratos que los CCD, tienen un tiempo de lectura menor y permiten capturar
imdagenes a mayor velocidad, sobre todo, en alta resolucion. Por este motivo, la mayoria de

camaras de alta velocidad van equipadas con sensores CMOS [83,101].

e Técnicas de barrido

Las técnicas de barrido determinan la forma en la que se lee la informacién del sensor
de imagen. Es un pardmetro importante en aplicaciones de andlisis de movimientos (sobre

todo a altas velocidades) puesto que puede alterar la posicién del mévil en imagen.

Las camaras analdgicas utilizan la técnica de barrido entrelazado formado por cam-
pos y lineas. En estos casos, se utilizan principalmente sensores CCD. En los sistemas digita-
les se emplea el barrido progresivo y global que pueden usarse tando en sensores CCD como
CMOS.

1. Barrido entrelazado. Cuando se produce una imagen entrelazada a partir de un
sensor CCD, se generan dos campos de lineas: un campo que muestra las lineas impares y
un segundo campo que muestra las pares. Cuando se transmite una imagen entrelazada,
solamente se envia la mitad del nimero de lineas (alternado entre lineas pares e impares)
cada vez, lo que reduce el ancho de banda necesario para su transmisién a la mitad.
En la parte del receptor, también se utiliza la técnica de entrelazado para visualizar
la senal. En primer lugar se muestran las lineas impares y después las pares de una
imagen y, a continuacién, se actualizan de manera alternada a 25 imédgenes (PAL) o 30
imdgenes (NTSC) por segundo, de manera que el sistema visual humano las interpreta

como imagenes completas.

2. Barrido progresivo. Con un sensor de imagen de barrido progresivo, los valores se
obtienen para cada pixel del sensor y cada linea de datos de la imagen se barre de
manera secuencial, lo que produce una imagen completa. En otras palabras, las imagenes
captadas no se dividen en campos separados como ocurre en el barrido entrelazado. En

el barrido progresivo, se envia una imagen completa y cuando se muestra en un monitor
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de ordenador de barrido progresivo, cada linea de una imagen se coloca en la pantalla

en perfecto orden una tras otra.

3. Barrido global. En este tipo de barrido, todo el sensor se expone de forma simulténea.

El tipo de barrido que interesa en analisis de movimientos y que utilizaremos en
este trabajo es el barrido global. Si diferentes partes del sensor son expuestos en diferentes
instantes temporales y durante esta franja temporal el mévil cambia de posicién (como ocurre
en el barrido progresivo), aparecen deformaciones en imagen. En estos casos, es necesario que
la camara empiece y finalice la exposicion de todos los pixeles de forma simultdnea y que

durante el tiempo de exposicién el desplazamiento del mévil en imagen sea despreciable.

Atn en el caso de disponer de camaras con barrido global, en filmaciones de movi-
mientos rapidos en escenarios poco iluminados podemos encontrar el efecto de emborronado
por los altos tiempos de exposicion necesarios. En estas situaciones, es recomendable aumen-
tar la iluminacion de la escena con focos externos hasta conseguir que el tiempo de exposicion
sea lo suficientemente bajo para que el desplazamiento del movil en este intervalo de tiempo

sea despreciable.

e Interfaz de comunicacién

Otro aspecto clave en la eleccién de la camara es la conectividad entre ésta y el
dispositivo de adquisicion, que en nuestro caso sera un PC. Existen multiples tipos de co-
nexiones. Para realizar una eleccién adecuada es necesario tener en cuenta aspectos como el
ancho de banda necesario (proporcional a la velocidad de captura y a la resolucién de ima-
gen), la longitud méxima de los cables, el entorno de uso o el tipo de aplicacién a desarrollar.

Los principales tipos de conexiones son los siguientes:

1. Senal Analégica. En el caso de las camaras analdgicas, la salida es una senal analdgica
de video que puede ir acompanada o no de senales de sincronismo. En el video analédgico,
una imagen consta de lineas. Si la senal de video es estandar (NTSC, PAL) se puede
conectar directamente a cualquier monitor o frame grabber. Esta senal incorpora toda
la informacién de los pixels junto al sincronismo en un mismo cable, lo que hace que
la conexién sea simple y barata. Se suele transmitir a través del tipico cable coaxial,
que tiene la ventaja de que puede tener algunas decenas de metros sin pérdida de senal.
Cuando esta senal de video se quiere almacenar o procesar en un PC, es necesario
utilizar una tarjeta digitalizadora para digitalizar la senal, transformandola en imagenes

digitales que pueden ser manejas en el PC.

2. Interfaz Digital. Los estandares digitales mas utilizados en la actualidad son Came-
ra link, USB, IEEE 1394a y IEEE 1394b (Firewire) asi como GigE Visién (Gigabit
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Ethernet).

Cada uno de estos estdandares tiene sus particularidades. En un sistema de videoanalisis
utilizado para filmar movimientos rapidos es importante escoger un interfaz con elevado

ancho de banda, ya que de ello depende la resolucién de imagen y la méxima velocidad

de adquisicion. En la tabla 4.1 se muestra una comparativa de estos estandares.

GigaEthernet | Camera Link Firewire USB
Estandar Comercial Comercial Consumo Consumo
Ancho de Banda 1000Mbps 6120Mbps 512Mbps 480Mbps
Topologia Link Link Bus Bus
Cableado RJ-45, Cat 5. MDR-26 4/6-pin STP 4-pin STP
Int de PC Gigk NIC PCI, PCIExpress - -
Transferencia Dedicado Dedicado Asincrona Asincrona
Dist cableado < 100m <10 m <45 m <5m
Dist maxima sin limite sin limite 72 m 30 m
N° de camaras Sin limites 1 63 127
Driver Propietario Propietario Nativo del SO | Nativo del SO

Tabla 4.1 — Comparativa de los interfaces de comunicacién de camaras digitales.

En lo que se refiere a velocidades de transferencia, Camera Link es el més destacado,
sirviendo claramente para aplicaciones de videoandlisis de altas prestaciones. Puede transmitir
datos a velocidades de hasta 6.12 Gbps sobre enlaces punto a punto de hasta 10 metros con
cable de cobre. Para distancias superiores a 10 metros, es necesario recurrir a repetidores o
cables de fibra éptica. Para dotar de este interfaz a un PC se suelen conectar tarjetas PCI

que incorporan un conector como el de la figura 4.8b.

Firewire tiene la ventaja de utiliza un barato interface a PC. Con su topologia de
bus, pueden conectarse hasta 63 dispositivos que comparten 800 Mbps (hasta 512 Mbps para
una sola camara). Los dispositivos conectados pueden estar separados hasta una méximo que
oscila de los 4.5 m hasta los 72m colocando repetidores. Firewire, sin embargo, no incluye
algoritmos de comprobacion de errores y el ancho de banda efectivo estd gestionado por el

sistema operativo en funcién del resto de dispositivos conectados al PC.

Como Firewire, USB se ha desarrollado como un estandar para la conexién de pe-
riféricos a PCs. Tiene una velocidad de transferencia de hasta 480 Mbps, mucho mas lenta
que GigE y Camera Link, y el ancho de banda debe ser compartida entre los dispositivos
conectados, con un maximo de 127 dispositivos. Su gran ventaja radica en su presencia, en
casi cualquier ordenador, lo que lo convierte en una opcién valida para muchas aplicaciones

de visién.

Por otra parte, las camaras GigE visién incluyen un interface Ethernet que propor-

ciona envio de datos full-duplex (bidireccional), permitiendo el envio de los datos de imagen
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(b)

Figura 4.4 — (a) Conexién de cdmara con interfaz Camera Link a tarjeta PCI montada en el
ordenador. (b) Detalle del conector Camera Link.

desde la camara al PC y de los datos de control del PC a la camara. El ancho de banda,
es superior a Firewire y a Usb, y la longitud méaxima de los cables es superior a los demas
interfaces. Tanto los cables, como el hardware del PC son los estandares para una instalacion
GigaEthernet, con la ventaja que esto representa. El principal inconveniente es que es un
estandar relativamente reciente y su precio es elevado. Ademas, el encapsulado Ethernet dis-
minuye el ancho de banda efectivo alcanzando velocidades maximas que no suelen superar el
Gigabit. En cuanto a la robustez, GigE y Cameraliink ganan a los interfaces USB y Firewire
que estan mas orientados a productos de consumo, mientras que los primeros estan orientados

a su uso en industria.

La seleccién del tipo de interfaz es importante y repercute en aspectos fundamentales
como la maxima velocidad de captura o el coste final de equipo. Estos dos requisitos suelen
estar enfrentados. A modo de ejemplo, con una cdmara USB o Firewire se puden alcanzar
velocidades maximas de captura sobre los 100 fps con resoluciones de 480 x 640; la ventaja es
que el coste de este tipo de caAmara puede ser inferior a los 300 € . En cambio, con una Camera
Link se pueden superar los 2000 fps pero el coste se dispara: sobre los 1500 € incluyendo el

cable y la tarjeta PCI Express.

Como se describe en el apartado 4.3.1.1, en esta tesis se han utilizado una cAmara con
interfaz Camera Link para grabar movimiento rapidos y otros modelos Usb para movimientos
lentos. Estas camaras estan disponibles en los departamentos en los cuales se ha realizado

este trabajo y no ha sido necesaria su compra.

e Técnicas de compresion

Las técnicas de compresién consisten en reducir y eliminar datos redundantes del
video, lo que permite disminuir el ancho de banda necesario para su transmisién y almacenaje.

Sin embargo, la calidad del video puede verse afectada.

— 90 —



CAPITULO 4. MATERIAL Y METODOS

- Transmitted - = NOt transmitted
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Figura 4.5 — Esquema del proceso de codificacion MPEG, sélo se codifica la parte de la imagen
que ha cambiado.

Los diferentes estandares de compresién se pueden agrupar en dos grupos en funcion

de si se actia sobre la imagen o sobre el video.

= Compresion de Imagen.

Utiliza la tecnologia de codificacién intrafotograma. Los datos se reducen en cada fo-
tograma con el fin de eliminar la informacion innecesaria que puede ser imperceptible
para el ojo humano. Motion JPEG es un ejemplo de este tipo de estandar de compresién

y utiliza ventanas de 8 x 8 bits para recomponer la imagen.

s Compresién de video.

Los algoritmos de compresion de video como el MPEG-4 y el H.264 utilizan la prediccién
interfotograma para reducir los datos de video entre las series de fotogramas. Consisten
en técnicas como la codificacién diferencial, en la que un fotograma se compara con un
fotograma de referencia y sélo se codifican los pixeles que han cambiado con respecto
al fotograma de referencia (ejemplo de la figura 4.5 en MPEG ). De esta forma, se
reduce el nimero de valores de pixeles codificados y enviados. Cuando se visualiza una
secuencia codificada de este modo, las imagenes aparecen como en la secuencia de video

original.

Lo recomendable para un sistema que requiera precisién es no utilizar ninguna técni-
ca de compresion, ya que tanto las técnicas de imagen como de video pueden modificar la
posicién del mévil o alterar la linealiedad de los niveles de intensidad de la imagen. No obs-
tante, prescindir de la compresién puede tener un alto coste en cuanto a los requisitos de

ancho de banda y tamafo de los videos.

En este trabajo, se ha realizado la captura y procesado de los videos sin utilizar
ningin tipo de compresiéon. Posteriormente, cuando ha sido necesario guardar un video, se
han comprimido utilizando MPEG. Puesto que en la mayoria de nuestros videos el fondo es

estatico y s6lo se mueve el mévil objeto de estudio, esta técnica de compresion ha ofrecido
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muy buenos resultados. Dependiendo de la configuracién, hemos llegado a reducir el tamano

de los videos a un 0.1 % manteniendo una calidad de imagen aceptable.

e Resoluciones

La resolucién de una imagen indica con cuanto detalle se puede observar. En el caso
de una imagen digital, la resolucién viene dada por el ntimero de pixeles. Una resolucién

Ny, X N, indica que la imagen tiene N, pixeles en horizontal y IV, en vertical.

Resoluciones analégica NTSC y PAL. Las resoluciones NTSC (National Tele-
vision System Comite) y PAL (Phase Alternating Line) son estandares de video analdgico
proceden de la industria de la television. E1 NTSC tiene una resolucion de 480 lineas y utiliza
una frecuencia de 60 campos entrelazados por segundo (o 30 imdgenes completas por segun-
do). El PAL tiene una resolucién de 576 lineas y utiliza una frecuencia de actualizacién de

50 campos entrelazados por segundo (o 25 imdgenes completas por segundo).

Cuando el video analdgico se digitaliza, la cantidad méaxima de pixeles que pueden
crearse se basara en el nimero de lineas de TV disponibles para ser digitalizadas. Un incon-
veniente de utilizar este tipo de camara es que es necesario utilizar tarjetas digitalizadores.
Ademés, el video analdgico digitalizado puede mostrar efectos de entrelazado como el des-
gaste, y las formas pueden aparecer ligeramente deformadas, ya que es posible que los pixeles

generados no concuerden con los pixeles cuadrados de la pantalla.

Resoluciones VGA. Los sistemas completamente digitales trabajan con resolucio-
nes derivadas de la industria informatica y estan normalizadas en todo el mundo, de modo
que la flexibilidad es mayor. VGA (Tabla de Graficos de video) es un sistema de pantalla de
graficos para PC desarrollado originalmente por IBM. Esta resolucién es de 640 x 480 pixeles

y como se observa en la figura 4.6 el resto de formatos suelen ser un multiplo de este cantidad.

Resoluciones Megapixel. Una camara megapixel utiliza un sensor que contiene
un millén de pixeles o mas. Cudntos mas pixeles tenga el sensor, mayor potencial tendra para
captar mas detalles y ofrecer una calidad de imagen mayor (siempre que la éptica tenga

suficiente resolucién).

La resolucién megapixel diferencia a las camaras digitales de las analdégicas. La
resolucién maxima que puede proporcionar una camara analégica convencional tras haber di-
gitalizado la senal es 720 x 480 pixeles (NTSC) o 720 x 576 pixeles (PAL). Lo que corresponde
a un maximo de 0,4 megapixeles. En cambio, un formato megapixel de 1280 x 1024 pixeles
consigue una resolucién de 1,3 megapixeles, mas del triple de la resolucién que pueden pro-
porcionar las camaras analégicas. Es facil encontrar cdmaras digitales con resoluciones muy

elevadas (varios megapixeles), lo que permite un mayor grado de flexibilidad.
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Figura 4.6 — Esquema de las resoluciones digitales mas habituales.

Una opcién importante de este tipo de camaras es que permitan configurar regiones
de interés en la captura (ROI), de modo que con una misma cdmara sea posible configurar una
alta resolucion cuando se requiera alta precision espacial, o disminuir el tamafio de imagen

para adquisiciones de alta velocidad (alta resolucién temporal).

Ademsds de la resolucién, el tamafno fisico del sensor es un aspecto fundamental.
Siempre es recomendable utilizar sensores del mayor tamafo fisico posible, puesto que a
mayor tamano del pixel, mayor cantidad de luz puede recoger y tendran mayor sensibilidad.
Por ejemplo, un sensor megapixel de 1/3” y 2 megapixeles, los pixeles son de un tamano
de 3um. En comparacién, el tamano de pixel de un sensor VGA de 1/3” es de 7,5um. De
este modo, mientras la camara megapixel ofrece una resolucion més alta y un mayor detalle,
es menos sensible a la luz que su homdloga VGA, ya que el tamano de pixel es menor y la

cantidad de luz que le llega es menor.

Para los objetivos de esta tesis, se quieren cubrir espacios de medida mayores a 1 m?,
por lo tanto, serda recomendable disponer de un sensor con resolucién superior a 1000 pixeles
por dimensién. De este modo, para una proyeccién plana, dispondremos de una resolucién

aproximada de 1 mm/pizel.

En cuanto a la ROI configurable, consideramos que es un aspecto importante que
aporta gran flexibilidad. Por lo tanto, para los modelos de alta velocidad buscaremos que

incorporen esta funcionalidad.

e Camaras seleccionadas

En esta tesis se han utilizado tres cdmaras de precio y prestaciones diferentes: una

con interfaz Camera Link, una Usb y una Webcam de bajo coste (tabla 4.2).

La principal ventaja del modelo Camera Link (FoSens M(C1362-CL) es que permite
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analizar movimientos muy rapidos, alcanzando velocidades superiores a 5000 fps. En general,

es una camara muy completa aunque su coste es el mas elevado.

En cuanto a la camara uFye UI-1220-M-BG, tiene un interfaz USB y su principal
ventaja es la posibilidad de configurar una ROI de captura configurable. Esto permite au-
mentar la velocidad de captura (300 fps bajando la resolucién a 320 x 240). El principal
inconveniente que hemos encontrado en este modelo de camara, es la longitud maxima del
cable USB, lo que nos ha obligado a utilizar un pc portatil cercano a la camara cuando

realizamos la captura.

Por dltimo, hemos utilizado una camara tipo Webcam para analizar movimientos
lentos. Se trata de una camara econémica con una velocidad de captura de sélo 30 fps, no
obstante, la hemos utilizado para evaluar los resultados de nuestro sistema de medida en este

tipo de equipamiento de bajo coste.

(a) (b)

Figura 4.7 — Cdmaras utilizadas. (a) Camara FoSens MC1362 CL, se observan los 2 conectores
del interfaz Full Camera Link. También se observa la rosca tipo ¢ y la éptica. (b) Camara uFEye
UI-1220-M-BG. (c¢) Camara Usb Logitech C210, se observa el conector USB 2.0 y su reducido

tamano.
Parametros EoSens MC1362-CL | uEye UI-1220-M-BG | Logitech C210
Fabricante Mikrotron Aptina Logitech
Color Monocromo Monocromo Color Color
Analogico Digital Digital Digital Digital
Interfaz Full Camera Link USB 2.0 USB 2.0
Resolucién 1280 x 1024 SXGA 752 x 480 WVGA 640 x 480 VGA
Tamano Sensor 1”7 1/3” -
Tamano Pixel 14pm 6pum -
Tipo Sensor CMOS CMOS CMOS
ROI Ajustable Ajustable Fijo
FPS (max. Resolucidn) 506 68 30
Shutter Global Global -
Montura Optica C C F

Tabla 4.2 — Pardmetros de las cdmaras utilizadas en la tesis.
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4.3.1.2. La Optica

La éptica, junto a la camara, es el otro elemento fundamental del sistema de vision.
Su objetivo es concentrar la luz reflejada por los objetos de la escena en el sensor y definir
el campo de visién, es decir, la parte del escenario y el nivel de detalle que se capturara y
sera visible en la imagen. Por otra parte, también influye en la cantidad de luz que llega al

sensor, la definicién y la zona del escenario que quedara enfocada en imagen.

1S FT.

)

chip CCD
0 CMOS

(2) (b)

Figura 4.8 — (a) Estructura del objetivo, los rayos de luz atraviesan el diafragma y se proyectan
en el CCD. (b) Campo de visién FOV (Field Of View) segtn la distancia focal. A mayor distancia
focal menor campo de vision.

Uno de los pardmetros més importantes de una éptica es la distancia focal, definida
como la distancia entre el centro éptico del objetivo y el sensor de imagen. Como se observa
en la figura 4.9, el tamano del campo de visién depende de la distancia focal y el tamano del
sensor. Utilizando la relacion 4.2 es posible determinar el campo de visiéon para una distancia
focal y un tamano del sensor determinado. El proceso alternativo, es estimar la distancia
focal necesaria para cubrir una zona de medida para una distancia a la cAmara y tamano de

sensor determinado.

ccD ESCENARIO 3D

/

CCDH
FOCAL . NOLV D /
/ ./’a,H / DH

Qentro Dv
Optico

CCDv

L

\

Figura 4.9 — Esquema del campo de vision segun la distancia focal y el tamano del sensor.
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cCD D
Tan(an) = FooAr = 1

(4.2)

)

ceD
Tan(av) = w5041 =

Existen objetivos con una distancia focal fija, es decir, solamente un campo de vision
(normal, telefoto o gran angular). Una longitud focal habitual para un objetivo fijo es de 4
mm. También existen objetivo varifocales y 6pticas zoom. Son objetivos que permiten variar
la distancia focal y ajustar el campo de visién. Mientras que con los objetivos zoom no es
necesario volver a enfocar el objetivo si el campo de visién cambia, en las varifocales si. A
pesar de este inconveniente, el nimero de elementos de las 6pticas varifocales es menor y su

coste més reducido.

e Adecuacion del objetivo y del sensor.

Si una camara ofrece un objetivo intercambiable, es importante seleccionar el estandar
adecuado. Si un objetivo esta disenado para un sensor de imagen menor que el que esta colo-
cado dentro de la cdmara, la imagen mostraré esquinas de color negro (imagen izquierda de
la figura 4.10). Si un objetivo estd realizado para un sensor mayor que el que estd colocado
dentro de la cdmara, el campo de visién serd menor de lo que puede mostrar dicho objetivo,
ya que parte de la informacién se pierde fuera del sensor de imagen (imagen derecha de la

figura 4.10), esta situacion crea un efecto de telefoto ya que muestra todo ampliado.

En resumen, un objetivo hecho para un tamano de sensor determinado (por ejemplo
1/2"), funcionara con sensores de menor tamano (1/2”,1/3"” o 1/4” ) pero no con sensores

mayores (por ejemplo 2/3").

13" 13"

Objetivo 1/4" Objetivo 1/3" Objetivo 1/2"

Figura 4.10 — Efecto de diferentes objetivos para un tamano de sensor fijo, en circulo se repre-

senta la parte de la escena proyectada por el objetivo sobre el sensor, que aparece representado

como un rectangulo. A la izquierda, en la imagen se veran zonas oscuras en los extremos porque

el sensor es mayor que el campo de luz. En el esquema de la derecha ocurre el efecto contrario,
parte de la escena proyectada por el objetivo se pierde fuera del sensor de imagen.

Un aspecto importante para aprovechar la capacidad de los sensores de resolucion
megapixeles (como los utilizados en la tesis) es utilizar una 6ptica megapixel. Estas épticas

son de mayor calidad y puesto que los sensores megapixel tienen un elevado niimero de pixeles
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y el tamano de estos es muy reducido, es necesario utilizar una 6ptica de calidad para que

los detalles en imagen no se pierdan.

e Iris, Tiempo de exposicion y Profundidad de campo

La cantidad de luz que atraviesa el iris del objetivo viene determinado por el niimero
F. Este numero representa la relacion entre la longitud focal del objetivo y el diametro de
la apertura o didmetro del iris; nimero F' = Focal/Iris. Normalmente, un objetivo con un

numero F' bajo es mas caro.

Cuanto menor sea el nimero F' (longitud focal corta relativa a la apertura, o apertura
grande relativa a la longitud focal), mayor es la capacidad de recoger luz del objetivo. En
situaciones de poca luz, un nimero F menor producird una mejor calidad de imagen. Por
otro lado, un ntmero F alto disminuye la cantidad de luz que llega al sensor pero aumenta

la profundidad de campo.

Los ntimeros F' se escriben a menudo como F'/z. La barra inclinada indica la divisién.
Un valor de F'/4 significa que el didmetro del iris es igual a la longitud focal dividida entre
4. Si una cadmara tiene un objetivo de 8 mm, la luz debe atravesar una apertura de iris de 2

mm de didametro.

En las experiencias filmadas en este trabajo, se ha ajustado el iris a una posicion
intermedia dentro del rango permitido, excepto en las filmaciones de movimientos muy rapi-
dos, en cuyo caso se ha abierto el iris al maximo para aumentar la cantidad de luz que llega

al sensor, ya que el tiempo de exposiciéon es muy reducido.

Figura 4.11 — Representacién de diferentes tamarios de iris y sus correspondientes nimeros F'/x,
cuanto mayor es x menor es la apertura del iris.

El otro aspecto relacionado con la recogida de luz es el tiempo de exposicién. Cuanto
mas largo es el tiempo de exposiciéon, mas luz recibe el sensor de imagen, pero aumenta la
distorsién por movimiento. A la hora de decidir sobre la exposicién, es recomendable utilizar
el menor valor posible cuando se analizan movimientos rapidos. Para compensar la pérdida de

iluminacién, se puede aumentar el iris o utilizar focos de iluminacién externos. Por otra parte,
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para evitar que se pierdan fotogramas, es importante controlar que el tiempo de exposicién

sea menor al maximo determinado por la frecuencia de captura, Tipee = ﬁ + Tectura-

Como se observa en la figura 4.12a, el iris afecta a la distancia delante y detras del
objeto que aparece enfocada en imagen (profundidad de campo). Esta profundidad puede
verse afectada por tres factores: la longitud focal, el didmetro del iris y la distancia de la
camara al objeto. Una longitud focal larga, una apertura de iris grande o una distancia corta

entre la camara y el sujeto disminuyen la profundidad de campo.

En un sistema de videoandlisis, la profundidad de campo puede ser importante
cuando el espacio de medida tiene zonas a diferentes distancias de la cdmara. No obstante,
cuando se realizan medidas en un plano 2D paralelo al sensor, la profundidad de campo
no es un factor importante y es posible utilizar una éptica de focal fija ajustada a la zona
de medida. En el caso de que existan variaciones de enfoque, es recomendable evaluar como
afecta a las técnicas de deteccion en imagen. En el caso concreto de esta tesis, se han utilizado
marcadores esféricos y el enfoque (y por lo tanto la profundidad de campo) no es un factor
determinante, ya que no afecta a la forma del marcador ni a la posicion de su centro en la

imagen.

No sucede lo mismo en el proceso de calibracién, en el cual se usa un patrén plano
que se mueve en el espacio. En este proceso debe ajustarse bien la profundidad de campo y
el enfoque para que en las imédgenes se visualicen de forma nitida las esquinas. Para ajustar

bien el enfoque se ha usado un patréon como el que se muestra en la figura 4.12b.

F/15.6

B RN e e

(a) - (b)

Figura 4.12 — (a) Efecto de la apertura del diafragma (iris) en la profundidad de campo. Cuanto
mayor es la apertura del diafragma, menor es la profundidad de campo y viceversa. (b) Patrén
utilizado para el enfoque de las 6pticas.
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e Opticas seleccionadas

En la tabla 4.3 se muestran las especificaciones técnicas de las épticas seleccionadas.
Para la camara EoSens MC1362 CL se ha seleccionado la 6ptica LM12HC, es una 6ptica de
focal fija de alta resolucién para un tamano de sensor de 1”. Para la cdmara UI-1220-M-BG
se ha seleccionado el modelo A06Z02M . Su principal caracteristica es que se trata de una
optica varifocal, lo que ha permitido ajustar el espacio de medida sin necesidad de mover la
cdmara respecto a la zona a medir (algo complicado debido a la limitacién en longitud del
cable usb). El enfoque en este tipo de éptica se realiza de forma manual utilizando el patrén
de la figura 4.12b. En cuanto a la cdmara tipo Webcam no ha sido necesaria ninguna optica

adicional y hemos utilizado la que lleva incorporada.

Parametros LM12HC | A06Z02M

Fabricante Kowa Eneo

Focal (mm) 12.5 mm 6-12 mm

Tipo Fija Varifocal

Montura C C

Resolucion Alta Alta
Tamano Sensor > 17 1/27
Apertura (F) 14 1:1.4

Control del Iris Manual Manual

Tabla 4.3 — Parametros de las opticas utilizadas en la tesis.

4.3.1.3. Sistema de iluminacién

En muchas ocasiones, el éxito de un sistema de visién depende mas del buen di-
seno del sistema de iluminacién que de un andlisis de imagen sofisticado. En condiciones de
iluminacién inestables o variables, el procesado de imagen necesario para obtener resultados

razonables es mucho mas complejo.

Para la seleccion del tipo de iluminacién que mas interese se debe valorar la cantidad
de luz requerida (potencia del foco), el contenido espectral y las caracteristicas del objeto a
iluminar. En caso de una camara de alta velocidad, los tiempos de exposicién son muy cortos
y es necesario utilizar fuentes de iluminacién externa potentes o aumentar la sensibilidad del
sensor. Esta ultima alternativa no es recomendable puesto que aumenta en exceso el precio

de la camara.
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¥

25.4mm 19.0mm 15.9mm

B8 e

12.7mm 9.5mm 6.4mm

(a)

(d)

Figura 4.13 - (a) Marcadores esféricos forrados de material reflectante. (b) Foco de luz colocado

en la linea de vision de las cdmaras, la luz reflejada de forma especular por el material reflectante

coincide con la linea de visién de la cdmara. (c) Imagen de los marcadores reflectantes ancla-

dos a diferentes méviles a estudiar. En esta imagen, no se ha encendido el foco, y el escenario

estd iluminado tinicamente con la luz ambiental de la sala. (d) Imagen del escenario con el foco de

luz encendido: se observa como los marcadores reflejan una gran cantidad de luz, lo que permite
disminuir el tiempo de exposicién y conseguir un alto contraste.

Otra aspecto interesante en el diseno del sistema de iluminacién es el tipo de refle-
xion de los objetos. La reflexion difusa se origina en los cuerpos que tienen superficies rugosas,
mientras que en la reflexién especular los rayos reflejados se ven con una intensidad compa-
rable a la de los rayos incidentes. Los materiales reflectantes estan formados por microesferas
y tienen la propiedad de devolver gran cantidad de luz en la direccién de incidencia. En el
ambito de andlisis de movimientos se aprovecha esta cualidad y es habitual utilizar marca-
dores esféricos forrados de material reflectante que se fijan al mévil (figura 4.13a). Al colocar
un foco de luz en la linea de visién de la camara, la cantidad de luz reflejada y que llega a la
camara es muy elevada y los marcadores se visualizan en imagen con alto contraste respecto
al fondo. En la figura 4.13b se muestra una imagen de la configuciéon de la camara y foco
alineados al espacio de medida. Cuando el foco se enciende (imagen 4.13d) los marcadores
reflejan gran cantidad de luz en la linea de visién de la camara y los marcadors se ven muy

contrastados.

Es importante destacar, que con un ajuste adecuado de la iluminacién, se pue-
de conseguir que en las imédgenes adquiridas solo aparezcan los marcadores sobre un fondo

practicamente negro y en estas condiciones el procesado de imagen para realizar la deteccién
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automatica se simplifica notablemente.

4.3.1.4. Sistema de procesado y almacenado

Para la adquisicién, procesado y almacenamiento de las imagenes se ha utilizado un
PC. La mayoria de proveedores de camaras suelen ofrecer programas de captura y configura-
cion que facilitan la puesta a punto del sistema de adquisicién. En la figura 4.14 se muestra
una pantalla del software de configuracién y adquisicién de la cadmara FoSens MC1362 CL

utilizados en la tesis.

Connection  Toels  Baudrate  About

[info_| Image Cortrol | Shutter [ AutoShutter | Slopes | Msc |
ROI {Region of Interest) Digital Gain
Tap Mode @ 10
© 2x8

e
©2x10 | % 2 & & [OF]
@ 4x10 Losd cq Conig

@ 8x8 Black Level -
© 10x8 {J 128

HohFrane g

50 f00 150 200 A=
Puct Gk
T Coviesad Curent Pixel Clock
Decimation Mode Mutiple ROI |
[F] Enabled
- Add
Horzortal (%) Vettical () =
Width 800 Height 600 i
Offset: 240 Offset: 212 Deactivate
| Baud: 9600
],
(a) (b)

Figura 4.14 — (a) Programa de configuracién MC ControlTool. Este programa es entregado junto

a la cdmara FoSens M(C1362 CL y permite configurar todos los parametros de funcionamiento de

la cdmara como la velocidad de captura, el tiempo de exposicién, ROI, ganancia, etc. (b) Programa

de captura Sapera Sequential Grab Demo. Una vez configurada la cdmara, este software permite
la adquisicion de imagenes y videos.

La principal limitacién de utilizar un PC es la duracién méxima de los videos que
podemos filmar cuando se trabaja a altas velocidades. No obstante, este es un problema comun
en cualquier tipo de plataforma cuando no se realiza procesado en tiempo real y ocurre debido
al enorme volumen de datos generado cuando se filma a alta velocidad. A modo de ejemplo,
en una grabacién a 1000 fps con una resolucién de 1280 x 1024 (formato SXGA), cada segundo
de adquisicién genera un volumen de informacién de 1.3 Gbytes. Este problema se agrava
por el hecho de que este flujo de informacién supera la velocidad de escritura en disco duro,
de modo que los programas de captura almacenan el video en memoria. Por otra parte, la
memoria maxima de un PC convencional suele ser unos 4 Gbytes, lo que supone poco mas

de 3 segundos de adquisicién para las condiciones de captura planteadas.

La solucién adoptada en esta tesis para filmar a muy alta velocidad (> 1000 fps) ha
sido disminuir la resolucién de la imagen. Esto supone disminuir la resolucién del sistema en

términos de mm/px para un mismo espacio de medida. No obstante, la precisién conseguida
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en la mayoria de situaciones es suficiente. Tengamos en cuenta que los marcadores IR son
proyectados en imagen con una superficie extensa que permite detectar el centro del marcador
con precisién subpixel, y cuando disminuimos la resolucion, el area del marcador disminuye

pero la deteccion del centroide se ve poco alterada.
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4.3.2. Detecciéon automatica del mévil en imagen

Con se ha detallado en la revisién, la mayoria de programas docentes de videoanadlisis
solo permiten localizar la posicién del movil de forma manual, siendo escasos los trabajos
en los que se proponen experiencias con deteccién automatica. En estos casos, los autores
implementaron sus propios programas basados en umbralizaciones en escala de grises [144,
146, 175], umbralizaciones a color [6] o correlaciones [133,170,205].

Recientemente, el programa Tracker ha incorporado una funcién de autotracking
basada en correlaciones. Sin embargo, esta funcion da bastantes problemas si el objeto cambia
de orientacién o se intentan detectar varios objetos que estén muy separados. Aunque estas
mejoras contribuyen a una reduccion del tiempo de procesado y a un aumento de la precisién,
en general, las técnicas de deteccion automatica que se usan en los sistemas docentes estan

bastante alejadas de las usadas en el &mbito de la Visiéon por Computador.

En este apartado se comentaran el proceso seguido para detectar autométicamente
la posicion en imagen de los marcadores, con la maxima precisién, robustez y automatizacion.
Para alcanzar este objetivo, en el apartado 4.3.2.1 se mostrard una revisiéon de programas y
librerias de tratamiento de imagen existentes y se justificara la eleccién de la herramienta
de desarrollo seleccionada. En 4.3.2.2 se describira la estrategia seguida para simplificar las
caracteristicas de las imagenes a procesar y en 4.3.2.3 se detallan los pasos seguidos por el

programa desarrollado para detectar la posicion del movil en imagen.

4.3.2.1. Librerias de imagen

En paralelo al enorme desarrollo de los dispositivos de imagen digital experimentado
en los 1ltimos anos, ha surgido una amplia variedad de librerias y herramientas de procesado
de imagen. En el ambito cientifico y docente, una de las herramientas méds conocida es el
Toolbox de Matlab Digital Imaging Processing [158] que incorpora la mayoria de técnicas
existentes. Entre las principales ventajas destaca el hecho de ser un entorno facil de manejar
para usuarios del ambito docente y cientifico, incorpora multitud de ejemplos, y permite el
acceso a una amplia comunidad Matlab File Exchange [126] donde compartir y resolver dudas.
El principal inconveniente de Matlab es su elevado coste. Ademads, es un lenguaje interpretado
y resulta poco eficiente en aplicaciones que requieren alta eficiencia computacional, como es

el caso de las aplicaciones en tiempo real.

Entre las librerias gratuitas mds importantes estdn las OpenCV de Intel [140]. Son
unas librerias en C++ especializadas en Visién por Computador. Ademas de implementar la
mayoria de técnicas de procesado de imagen, incorporan funciones de alto nivel: deteccién de
esquinas en patrones tipo damero de ajedrez, calibracion de camaras, estimacion de la matriz

Fundamental, calculo de homélogos, restitucién binocular, etc. El principal inconveniente
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de utilizar estas librerias es la dificultad de programacion para personas no especilizadas.

Ademsds, la depuracién de errores y verificacién de resultados es laboriosa.

Otra libreria gratuita de Visién por Computador es ArToolKit [4], especializada en
aplicaciones de Realidad Aumentada. También incorpora funciones de alto nivel y su uso
estd muy extendido. Una ventaja a destacar es que permite implementar aplicaciones para

dispositivos méviles con gran facilidad.

Ademsds de las librerfas de programacion, también existen programas especializa-
dos para realizar procesado de imagen a través de un interfaz de usuario sin necesidad de
programar a bajo nivel. Entre los programas gratuitos podemos destacar ImageJ [100] cuyo
uso estd muy extendido en el drea de la imagen médica. Incorpora la mayoria de técnicas de
procesado y permite desarrollar aplicaciones especificas a través de plugins desarrollados en

Java.

En cuanto a los entornos de pago, la variedad es muy amplia y el coste suele ser
elevado; el médulo NI Vision de Labview con su particular interfaz de bloques funcionales,
Actlv Vision Tools etc. Para mas informacién se puede consultar la oferta de Infaimon [101],

uno de los principales distribuidores de herramientas de Visién por Computador en Espana.

En este trabajo, hemos decidido utilizar Matlab como plataforma de desarrollo. A
pesar de ser una herramiento de pago, esta disponible en la mayoria de centros universitarios
y es muy conocido en el &mbito docente y cientifico. En el caso de nuestra Universidad, es la
herramienta de calculo estandar y en muchas titulaciones los alumnos empiezan a utilizarla
desde primer curso. Una ventaja fundamental es la facilidad de desarrollo, depuracion de
errores y representacion de resultados. De igual forma, el software de calibracién y derivacién

numérica también seran desarrollados en esta plataforma.

4.3.2.2. Estrategia de deteccién del mévil en imagen

Como se ha comentado en el apartado 4.3.1.3, en esta tesis se han utilizado esferas de
diferentes tamanos forradas de material reflectante (marcadores IR) que se anclan solidarios
al movil en estudio. Este sistema es muy utilizado en aplicaciones de analisis de movimientos

para simplificar las caracteristicas de las imagenes y del procesado [131,144].

Como se observa en los ejemplos de la figura 4.15, los marcadores IR reflejan casi to-
da la luz en la direccién de incidencia. Al iluminarlos desde la cdmara aparecen como objetos
muy brillantes en la imagen. Otra ventaja importante es que su forma en imagen es invariante
frente a la proyeccién de perspectiva. En efecto, la proyeccién de un circulo sobre el plano
de la imagen es una elipse, cuyo centro no coincide con el centro del objeto. Esto introduce

pequenos errores de posicién al digitalizar [92]. Estos errores se evitan usando marcadores
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esféricos, cuya proyeccién en imagen es un circulo independientemente de la orientacién de

la cdmara (figura 4.16) asumiendo un modelo pin-hole o suficientemente similar.

(c) (d)

Figura 4.15 — Ejemplos de imdgenes a procesar. (a) Experiencia de masa variable. El marcador
estd anclado al extremo de una cadena que cae por el extremo de una superfie horizontal. (b)
Experiencia de caida libre, el propio marcador hace las veces de mévil. (¢) Estudio del movimiento
de rotacién, los marcadores estdn pegados a un disco que rueda sobre un plano inclinado. (d)
Estudio del movimiento del carril cinemético con rozamiento viscoso, el marcador estd anclado a
la deslizadera que se desplaza sobre el carril de aire. Como se observa en las imagenes, en todos
los casos, los marcadores IR tienen altos niveles de intensidad y estan bien contrastados con el
fondo.

Imagen

Cy

3D: Marca plana 3D: Esfera

Figura 4.16 — Efecto de proyeccion en imagen de un objeto 3D. Un objeto plano pierde la

circularidad en imagen cuando el plano del CCD no es paralelo al plano del objeto. En el caso

de una esfera, la proyeccion en imagen es un circulo de forma casi independiente de la posicion y
totalmente de la orientacion.
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En resumen, el uso de marcadores IR aporta ventajas importantes y permite sim-
plificar las imdgenes a procesar; el objeto a detectar en imagen es un circulo con altos niveles
de intensidad y estd bien contrastado con el fondo. En el siguiente apartado, describiremos

el software utilizado para su deteccion.

4.3.2.3. Algoritmo de deteccién

Antes de profundizar en los detalles del programa de deteccién de la posicién del
mévil en imagen, realizaremos una pequena introduccién a la imagen digital y la notacién
utilizada. La imagen digital es una matriz de dimensiones (N, x N¢), donde Ny es el ntimero
de filas y N, el de columnas. El sistema de referencia habitual en procesado de imagen es
el de la figura 4.17; el origen estd situado en la esquina superior izquierda, el eje X en la
direccién horizontal hacia la derecha y el eje Y en la direccién vertical hacia abajo. Con esta

nomenclatura, el valor de intensidad del pixel de la posicién (z;,y;) viene representado por
I (z4,9;).

v, ORI 1 5 B 1 (xiy)

Nc

Figura 4.17 — Sistema de referencia en imagen. El centro (0,0) estd en la esquina superior
izquierda, el eje X hacia la derecha y el Y hacia abajo. Cada posicién (x;,y;) contiene el nivel de
intensidad de ese pixel.

Los valores de intensidad dependen del ntimero de bits utilizados para codificar
en color (profundidad de color). En cdmaras convencionales, con formatos de imagen RGB,
JPEG, TIFF, etc, lo habitual es utilizar profundidades de color de 8 bits, cubriendo el rango
desde 0 (negro) hasta 255 (blanco). En el caso de imagen a color, la imagen esta compuesta por
3 planos (matrices (N, x Ny)) que codifican los diferentes planos de color segtin la codificacién
(rgb, hvs, etc). En esta tesis, se han utilizado imagenes en escala de grises compuestas por
un sélo plano y la 3* componente se ha empleado para representar la escala temporal. Un
video estd formado por una secuencia temporal de imédgenes (fotogramas) y la nomenclatura

seguida para representar al fotograma n serd I (x;,y;,n).

— 106 —



CAPITULO 4. MATERIAL Y METODOS

A continuacién se muestran los pasos seguidos para realizar la deteccién del centroide

en imagen de forma automadtica y precisa.

e Identificacién del area del marcador: Segmentacién

Al proceso de deteccién del area ocupada por el marcador en imagen se conoce como
segmentacion y puede realizarse de forma sencilla utilizando umbralizaciones. La técnica de
umbralizacién es muy usada desde hace anos en Vision por Computador por su sencillez
de implementacion y eficiencia computacional. Lo tnico necesario es determinar el nivel de

intensidad H que asegure que el objeto es diferenciado de los niveles del fondo.

En el caso de la figura 4.18a, el marcador tiene unos niveles altos de intensidad
(Imarcador = 255) respecto del fondo (Ifondo = 20). En esta situacién, es facil imponer un
umbral de forma manual (H = 90 por ejemplo) y obtener la imagen umbralizada con la
condicién I, = I > H (figura 4.18b). La imagen umbralizada contiene unos en las zonas que

cumplen la condicién (entre las que se encuentra el area del marcador) y ceros en el resto.

(a) (b)

Figura 4.18 — (a) Imagen original de una experiencia de caida libre. (b) Imagen umbralizada
imponiendo la condicién I, = I > 90. En verde, zona de la imagen que cumple la condicién.

Ademas de la posibilidad de seleccionar el umbral de forma manual, existen métodos
para calcularlo de forma automadtica: el método de Otsu [142] basado en minimizar la varianza
entre clases del histograma (pixeles blancos y negros), métodos iterativos como los descritos
en [20,169] o algoritmos basados en la entropia del histograma [106,173]. A pesar de que
algunos de estos métodos estan disponibles en la libreria de imagen de Matlab (el método de
Otsu) o pueden descargarse de Matlab File Exchange, para las caracteristicas de los videos a
digitalizar en esta tesis, se ha comprobado que es més robusto realizar una seleccién manual

del umbral atendiendo a dos sencillos criterios:

1. Seleccionar todo el area del marcador para cada fotograma. Es habitual que
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el area del marcador tenga diferentes niveles de intensidad. En el ejemplo de la figura
4.19, los pixeles del marcador tienen niveles maximos en la zona central (255) y minimos
en la periferia (sobre los 132). Ademas, el fondo tiene un nivel aproximado de 20. En
esta situacion, el umbral ha de ser inferior a 132 (para seleccionar todo el marcador) y
superior a 20 (para no seleccionar el fondo). Para aumentar los margenes de seguridad
de estas condiciones, un valor intermedio de 75 es adecuado. Para la correcta eleccién
del umbral, es interesante analizar el histograma de la imagen o los niveles de intensidad

de los pixeles del marcador directamente.

(a) (b) (©)

Figura 4.19 — Variacién de los niveles de intensidad en el drea del marcador. (a) Imagen original

del marcador, se observa un degradado de intensidad en el area ocupada por el marcador. El centro

estd con maxima iluminacién (255) y en los bordes disminuye a un nivel aproximado de 132. (b)

Segmentacion incorrecta utilizando un umbral H = 230, se observa como parte del marcador no

queda umbralizado. (¢) Segmentacién correcta con umbral H = 75, toda el drea del marcador es
umbralizada.

2. Controlar la falta de uniformidad de niveles de intensidad entre fotogramas
diferentes. Esta situacién ocurre cuando la escena no estd iluminada de forma ho-
mogénea, algo frecuente cuando se utilizan focos externos. En estos casos, el umbral
adecuado para cada fotograma puede ser diferente al del resto. Como se observa en la
figura 4.20, los niveles de intensidad del area del marcador varian segiin su posicion en
el espacio de medida (diferentes fotogramas). En esta situacién, el umbral ha de ser
inferior al minimo de intensidad del marcador y superior al maximo del fondo en todos

los fotogramas.
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(a) (b) (c)

Figura 4.20 - Variacién de los niveles de intensidad del marcador segin su posicién en el
espacio de medida (fotogramas diferentes, ver figura 4.18). (a) Imagen del marcador en la zona
alta (fotograma 1), los niveles del marcador estan en el rango [255, 135] y el fondo 35. (b) Imagen
del marcador en la zona central (fotograma 300), los niveles del marcador estédn en el rango [255,
150] y el fondo 64. (c) Imagen del marcador en la zona baja (fotograma 550), los niveles del
marcador estdn en el rango [255,90] y el fondo 25. En esta situacién, el umbral ha de ser inferior
a 90 (minimo del marcador) y superior a 64 (maximo del fondo), un valor de 75 serfa adecuado.

Una situacién complicada ocurre cuando el nivel del fondo en zonas de maxima ilumi-
nacién (figura 4.20b) es superior a los niveles de intensidad del marcador en las zonas
de menor iluminacién (figura 4.20c). En estos casos, no es posible establecer un nivel

de umbralizacién global para todos los fotogramas.

Cumplir el primero de los puntos anteriores es facil. No obstante, cuando la ilumi-
nacién no es homogénea, la situacién se complica y requiere de un anélisis laborioso de los
niveles de intensidad del fondo y del marcador. Puesto que en la mayoria de experiencias
analizadas en esta tesis se han usado focos externos, esta situacién es habitual. Para sol-
ventar este problema, se ha seguido la estrategia de estimar una méscara del fondo Ifon40 y

sustraerla a cada fotograma para compensar la falta de homogeneidad de iluminacién.

e Estimar mascara del fondo.

Utilizar una mascara del fondo para sustraerla de la escena es una estrategia muy
utilizada en Visiéon por Computador en aplicaciones de localizacién de objetos o para detectar
movimientos en la escena [130,191]. En nuestro caso, el fondo de la escena es estético y el
Unico objeto en movimiento es el mévil con los marcadores. En esta situacién, la méascara
puede estimarse de forma sencilla como Ifondo (4,5) = Mediana (I (i,j,n)), donde n es un
conjunto de fotogramas en los cuales el marcador estd en movimiento y ocupando posiciones
diferentes en imagen. Por ejemplo, si el movimiento comienza en el fotograma 1 y acaba en el
550, podria escogerse n = [10, 50, 100, ..., 550]. En este trabajo se han utilizado 20 fotogramas
equiespaciados. La mediana de este conjunto de imagenes es un buen estimador del fondo, ya

que para cada pixel el valor mas repetido serd el del fondo.

En la figura 4.21b se muestra la mascara obtenida con el método descrito en la expe-
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riencia de caida libre. Como se observa, en la imagen de la méscara el marcador no aparece.
Igualmente, en la figura 4.21c se muestra la imagen original con la méscara sustraida, donde

los tinico objetos que aparecen son los que estaban en movimiento.

() (b) (c)

Figura 4.21 - (a) Imagen original de la experiencia de caida libre. (b) Mascara del fondo estimada

como la mediana de 20 fotogramas en los cuales el movil esta en movimiento. Se observa como el

marcador (que es el tinico objeto en movimiento) no aparace. (c) Imagen original tras sustraerle la

méscara. Se observa que sélo el marcador (objeto en movimiento) tiene niveles altos de intensidad
y los niveles del fondo pasan a valores cercanos a 0.

En la figura 4.22 se muestran el resultado de sustraer la mascara a las imagenes de
la figura 4.20. Como se observa, el valor del fondo para todos los fotogramas se ajusta a un
valor cercano a 0. Los niveles de intensidad del marcador también disminuyen ya que se le ha
restado el valor del fondo. No obstante, establecer un umbral global para todos fotogramas
en estas condiciones es facil, s6lo es necesario escoger un umbral lo suficientemente pequeno

para seleccionar todo el area del marcador en todos los fotogramas.

(a) (b) (c)

Figura 4.22 — Imdgenes de la figura 4.20 tras sustraerle la mdscara del fondo. (a) Imagen del

marcador en la zona alta (fotograma 1), los niveles del marcador estan en el rango [220, 100], y

el fondo 0. (b) Imagen del marcador en la zona central (fotograma 300), los niveles del marcador

estdn en el rango [191, 86], y el fondo 0. (¢) Imagen del marcador en la zona baja (fotograma

550), los niveles del marcador estdn en el rango [230,65], y el fondo 0. En esta situacién, el umbral
ha de ser inferior al minimo de todos los fotogramas, un valor de 30 seria adecuado.

En resumen, utilizando técnicas de umbralizacién y una buena estimacién del fondo
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es suficiente para realizar una umbralizacién robusta y precisa del drea del marcador.

e Seleccién del area de interés (ROI).

Con el objetivo de aumentar la velocidad y robustez del procesado, se ha utilizado
una ROI ajustada a la zona de la imagen donde se encuentra el movil. En nuestro caso, el mévil
se mueve por toda la imagen y no es posible utilizar una ROI fija para todos los fotogramas.
La solucion adoptada es utilizar una ROI dindamica que se mueve segiin el desplazamiento del

mévil, de acuerdo con los siguientes pasos:

1. En el fotograma inicial se solicita al usuario que seleccione el drea de busqueda del
marcador, ROI (i = 0).

2. Sien el fotograma anterior (i—1) se ha detectado el marcador correctamente, se mueve la
ROI al fotograma actual (7) utilizando el desplazamiento experimentado por el marcador
Ar (i) = 7(i — 1) — 7 (i — 2), de esta forma, la posicién de la ventana de busqueda para
el fotograma i es ROI (i) = ROI (i — 1) + Ar (7).

3. Si en el fotograma anterior (i — 1) no hay deteccién correcta, para el fotograma actual,

se solicita al usuario que seleccione ROI (i) .

Una vez detectada la posiciéon del marcador en la imagen recortada, la posicion
en la imagen global se obtiene aplicando el desplazamiento r = Fror + 7w — (1,1), donde 7.

es la posicién del marcador en la imagen recortada y 7ror es la posicién del origen de la ROI.

B Figure 10 ===
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help a

DEdL | RO DEL-B|0EH D |

Figura 4.23 — Imagen de la experiencia de carril cinematico, en rojo se muestra la ventana de
busqueda seleccionada (ROT) .
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A pesar de que seleccionar la zona de busqueda de forma manual puede parecer
laborioso, este proceso es sencillo y eficiente a partir del software desarrollado. Para el pri-
mer fotograma, el programa muestra una ventana que hay que posicionar sobre el objeto a
detectar. No es obligatorio que el marcador esté centrado en la ventana de busqueda, pero es
necesario seleccionar un tamano de ventana lo suficientemente grande para cubrir la posicion
del marcador en el siguiente fotograma. En la figura 4.23 se muestra el proceso de seleccion
de la ventana de busqueda (ROI) en el fotograma inicial de una experiencia de movimiento

en carril cinematico.

e Deteccion del centroide.

Una vez localizada el area del marcador en imagen, el siguiente paso serd determinar
el centroide, para lo cual existen diferentes algoritmos [61,87,192]. La forma mas sencilla es
obtenerlo como el centro de gravedad de la zona umbralizada [113,114]. Este método es muy
robusto y permite obtener el centro del marcador con precisién subpixel. Para ello, sélo es
necesario calcular el punto medio de los pixeles segin la férmula 4.3, donde Iy, (i,7) es el
valor de la imagen umbralizada en la posicién (i, j) y tomara los valores 0 6 1. Por otra parte,

Ny y N son el nimero de filas y columnas.

i=N, . Ym = — (43)
Zi:i\h Iumb <Z7 ]) Zj‘zi\[f Iumb (i, .7)

ITm =

Una variante al método anterior es el centro de gravedad ponderado, donde se uti-
lizan los niveles de intensidad de la imagen original para ponderar cada pixel del marcador

segun la ecuacion 4.4.

SN (L (i, ) - 1 (3,5) g~ 2t o (32) -5 1 (0.3)

(4.4)

l’p:

Este método puede disminuir las desviaciones introducidas por el proceso de umbra-
lizacién, obteniendo una mejor estimacién del centro [103]. No obstante, es necesario que la
iluminacién esté linealmente relacionada con la distancia al centro del marcador y cuando la

iluminacion no es uniforme introduce errores sistematicos.
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% Centroide
% Centroide Ponderado

% Centroide
% Centroide Ponderado

(a) (b)

Figura 4.24 — (a) Detecciones del centroide como centro de masas y centro de masas ponderado.
Las diferencias en la estimacién del centroide con ambos métodos son despreciables: [426.6 ,
284.8] con centro de masas frente a [426.7 , 284.8] con centro de masas ponderado. (b) Imagen
del marcador con iluminacién no uniforme [37.11 , 293.3] con centro de masas frente a [37.52 ,
293.3] con centro ponderado. En este caso, aunque las diferencias son pequenas, se introduce un
error sistematico desplazando la posicién del centroide hacia la zona de mayor iluminacion.

En la figura 4.24 se muestran ejemplos de detecciones con estos métodos. En 4.24a
los niveles de iluminacién del marcador son uniformes y el centroide detectado con ambos
procedimientos es similar (diferencias < 0,1 pixeles). En cambio, en la figura 4.24b la ilumi-
nacion no es uniforme y se introduce un error sistematico de ~ 0,5 px. En esta tesis, se ha
utilizado el centro de gravedad sin ponderar puesto que la iluminaciéon no es uniforme en la

mayoria de los casos.

Por otra parte, hubieran sido posibles métodos mas sofisticados de deteccion subpixel,
pero no mejorarian apenas los resultados obtenidos, ya de por si suficientemente precisos, de

modo que no se considerd su uso.

e Verificacién de la deteccion.

Una vez detectado el centroide del mévil en imagen, hemos implementado una etapa
de analisis de las variables que describen el punto detectado; area, nivel de intensidad media
y posicion. En general, los valores de area e intensidad cambiaran si los niveles de intensidad
de la escena varian. En la figura 4.25 se muestra la evolucién de estas variables en una ex-
periencia de caida libre. Se observa que tanto el area como la intensidad aumentan cuando
el marcador pasa por la zona central (fotograma 300) debido al aumento de iluminacién, y

disminuye al final del recorrido (zona baja de la imagen) donde la iluminacién es menor.
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Figura 4.25 — (a) Fotograma inicial de la experiencia de caida libre, se observa que en la zona
central estd més iluminada y disminuye en la zona inferior. (b) Valor de los descriptivos de drea
e intensidad en cada fotogrma.

A pesar de las variaciones de dichas variables a lo largo del movimiento (figura 4.25),
las diferencias son pequenas entre fotogramas consecutivos y siguen un patron de normalidad
como se observa en los histogramas de la figura 4.27. Por ello, se han utilizado tolerancias
relativas al valor del descriptivo en el fotograma anterior. En concreto, una deteccién se da
por correcta si cumple los criterios de la tabla 4.4. Donde A; es el area , IV; el nivel medio de

intensidad y r; la posicién en imagen del marcador en el fotograma 1.

Histograma Variacién Areas Histograma Variacion Intensidad

250 140

1201

1001

80

60

40r

20¢

-10 -5 0 5 10 % -4 -2 0 2 4
Diferencia en Areas (A - A,_,) Diferencia en Intensidad (N, = N,_,)
(a) (b)

Figura 4.26 — (a) Histograma de variacién de dreas entre fotogramas consecutivos. (b) Histo-
grama de variacion del nivel de intensidad media entre fotogramas consecutivos.

Criterios de imagen | Criterios Cinematicos
A; € [Aifl + 15] ri € [Tifl + [15, 15“
N; € [Ni—l + 15]

Tabla 4.4 — Criterios de correcta deteccién.

La restriccién cinematica (Tabla 4.4) es muy robusta cuando se graba el movimiento

a alta velocidad, ya que el desplazamiento entre fotogramas consecutivos pueden ser minimo.
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En la figura 4.27 se muestra el desplazamiento en imagen en la experiencia de caida libre
d = /r; — r;i_1. Esta experiencia se grabé a 80 fps en un espacio de medida de 2.5 m x 1.5
m y aceleracién a = g, para estas condiciones, el desplazamiento en imagen fue inferior a 4

px, lo que en el espacio real equivale, en este caso, a no mas de 5 mm.

35
3l
B 250
£
8 2
£
©
,_Nu 1.5f
[=%
7]
a 1
0.5
0 . . . .
0 100 200 300 400 500 600
Fotograma
(a) (b)

Figura 4.27 - (a) Posiciones del marcador sobre la escena. (b) Variaciéon en la posicién del
marcador d = /r; — r;_1 para cada fotograma.

Finalmente, en el caso de que existan varios candidatos en el fotograma actual que
cumplan las condiciones de la tabla 4.4, se da por correcto aquel con menor desplazamiento

respecto a la posicion anterior.

Con las condiciones descritas en este apartado se han realizado todas las experiencias
analizadas en esta tesis y en ningin caso ha sido necesario ajustar las tolerancias. Por otra
parte, es importante destacar que una correcta seleccion de la ventana de busqueda y la
iluminacién simplifican el proceso y aumenta la robustez de la deteccion. Hay que tener
en cuenta que, si se cumplen estas condiciones, en la mayoria de fotogramas tunicamente
se detecta el marcador. A pesar de ello, es interesante comprobar que estos descriptivos
no cambian de forma brusca, lo que podria indicar fallos de umbralizacién por artefactos
inesperados (el marcador desaparece, fallos de iluminacién, etc.), mientras que pequenas

variaciones pueden deberse a cambios de iluminacién no criticos.
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4.3.3. Modelo de cAmara. Técnicas de calibracién y Reconstruccién

El modelo de cdmara es fundamental para entender el proceso de medida de puntos
tridimensionales a partir de sus proyecciones en planos sensores (posiciénes en pixeles de la
imagen). La geometria proyectiva describe el proceso de formacién de la imagen, la relacion
entre puntos en la imagen y puntos 3D y, en caso de utilizar mas de una camara, la relacién
entre las imagenes de las diferentes camaras. En el apartado 4.3.3.1 se describe en detalle el
modelo Pin-hole y las bases matematicas que relacionan la posiciéon de un punto en el espacio

y sus coordenadas en la imagen de la camara.

A pesar de que el modelo completo de cdmara estd resuelto desde hace tiempo, fue
a comienzos de la década de los 70 cuando empezaron a aparecer trabajos centrados en la
forma de estimar este modelo. El problema de calibrar una cdmara se reduce a resolver un
sistema de ecuaciones no lineales sobredeterminado, sobre el que se imponen ciertas restric-
ciones para poder obtener una solucién coherente. No es un problema sencillo, ya que el
sistema de ecuaciones que se plantea esta muy mal condicionado y obliga a utilizar complejas
técnicas numéricas de optimizacion. Existen diferentes métodos publicados para resolver este
problema, que se diferencian en el método numérico de resolucion del sistema de ecuaciones,
la informacién utilizada, las restricciones impuestas, etc. En el punto 4.3.3.3 se realizara una
revision de los principales métodos, sus caracteristicas y se justificara la eleccion del método

utilizado en esta tesis.

Una vez estimado el modelo de camara, se puede establecer una relacion entre las
coordenadas 3D del punto filmado y su posicién sobre la imagen. Por simplicidad considera-
remos que el centro del sistema de referencia del laboratorio estd situado en el centro de la
cadmara y sus ejes alineados con los ejes de la imagen (ejes del CCD). En esta situacion, no
es posible estimar posiciones 3D con una séla cdmara y es necesario utilizar informacion adi-
cional. En el caso de movimientos 2D, es suficiente con conocer el plano donde se produce el
movimiento. De forma general, la relacién entre un plano en 3D y su proyeccion en la imagen
estd determinada por una transformacién proyectiva Hsys conocida como homografia. Esta
matriz modela la rotacion y traslacién entre el plano de medida y el plano de la cAmara. Una
vez conocido el modelo de camara, es posible obtener Hsy3 a partir de una imagen del plano
del movimiento y corregir el efecto de proyeccion, obteniendo las coordenadas en un sistema

de referencia ligado al plano 2D. Esta forma de medida sera detallada en el punto 4.3.3.5.

A pesar de la posibilidad de utilizar un modelo de camara como el propuesto en este
trabajo, en la revisién del capitulo 2 se mostré que la mayoria de programas docentes utilizan
un modelo de caAmara simplificado, en el cual se asume que el plano de movimiento es paralelo
al plano del sensor y existe una relacién lineal entre las posiciones en imagen (medidas en
pixeles) y las posiciones en el plano de medida (en unidades métricas). En general, estas
condiciones no se cumplen y suponen una limitaciéon tanto en precision como en la usabilidad

del sistema.
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Por una parte, alinear el eje de la camara perpendicularmente al plano del movi-
miento es un proceso complicado ya que no es posible comprobarlo de forma experimental.
Por otra parte, ain asumiendo que el plano es paralelo al sensor, los dispositivos de cap-
tura de imagen no reinen las condiciones necesarias para utilizar un modelo lineal; pueden
existir factores de escala diferentes en los ejes X e Y y la éptica puede introducir deforma-
ciones no lineales que afectan a la precisiéon [148]. Ademds, este efecto es importantes en
los dispositivos econémicos y de angulares grandes, como ocurre en la mayoria de camaras

convencionales [182].

4.3.3.1. Modelo proyectivo de camara delgada o Pin-Hole

El modelo de cdmara mas sencilla es la cdmara oscura, denominada también Pin-
hole o camara estenopeica, representada en la figura 4.28. No es més que una cavidad cerrada
a la luz que posee un pequeinio agujero en una pared delgada. La luz que entra por el orificio

forma una imagen invertida de la escena exterior.

(b)

Figura 4.28 — Modelo de cdmara delgada Pin-Hole. (a) Proceso de formacién de imagen en
camara de agujero. (b) Cdmara Pin-hole con lente para disminuir el tiempo de exposicidn.

La camara de agujero ain se utiliza para ciertas aplicaciones por las ventajas que
presenta; puede formar una imagen bien definida y préacticamente sin distorsién sobre una
campo angular extremadamente ancho (debido a la gran profundidad de foco) y sobre un
gran rango de distancias (gran profundidad de campo). En [199] se explica como construir

una camara pin-hole.

A pesar de estas ventajas, este modelo de camara es muy poco practico, ya que la
cantidad de luz que deja pasar el orificio es insuficiente, salvo para peliculas muy sensibles.
Por este motivo se utilizan sistemas opticos que permiten una apertura mucho mayor con un

enfoque adecuado.

El modelo estenopeico o de proyeccién de perspectiva es el modelo geométrico de
camara que describe el proceso de proyeccion de la escena en la imagen, y es el mas empleado
debido a su sencillez y buen ajuste con la realidad. Los pardmetros que describen el modelo
de la cadmara se denominan pardametros intrinsecos o pardmetros de la geometria interna.
Mientras que los pardametros extrinsecos relacionan la posicion de la camara respecto a un

sistema de coordenadas del laboratorio, es por ello que se denominan también como geometria
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externa, o posicion de la camara.

La cdmara estenopeica tradicional, representada en la figura 4.29, es basicamente
una camara oscura con centro éptico C, en donde convergen todos los rayos de la proyeccién,
y un plano de imagen R, donde se proyectan los rayos. El plano de imagen estd ubicado a
una distancia focal f del centro 6ptico y perpendicular al eje éptico Z. Un punto 3D, M,
es proyectado en el plano de imagen como m. El punto en imagen m se define como la
interseccion de la recta MC con el plano R. Suponiendo que las coordenadas de los puntos M
y mson (X,Y,Z )T y (z, y)T, respectivamente, se puede encontrar entre ellas la relacion de

la ecuacién 4.5, que representada en coordenadas homogéneas se corresponde con la ecuacién
4.6

_— Centro 6ptico Punto 3D

R Plano de la Imagen

Figura 4.29 — Modelo geométrico basico pin-hole. Un punto 3D en el espacio de medida, M, es
proyectado en el plano imagen, R, en el punto m.

r_y_[f
X Y Z (45)
X
T fx f 000 v
Z =|fY |=]0 f 00 P (4.6)
1 Z 0010
A

La ecuacién 4.6 puede ser escrita en forma matricial segin la ecuacion 4.7, siendo
M=[X,Y, Z, l]T ym=l[z,y, l]T las coordenadas homogéneas de M y m respectivamente. P
es una matriz 3 X 4 denominada matriz de proyeccion de la camara. A es un factor de escala
para mantener la igualdad y es igual a Z. Como se observa, al trabajar con coordenadas
homogéneas, la proyeccion no lineal de la ecuacién 4.5 se convierte en una ecuacién lineal en
coordenadas homogéneas, lo cual es una de las principales ventajas del uso de las coordenadas

homogéneas en la geometria proyectiva.
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Am = PM (4.7)

El desarrollo anterior asume implicitamente las siguientes simplificaciones:

1. El origen del sistema de coordenadas del espacio 3D coincide con el centro 6ptico C.
2. El eje 6ptico coincide con el eje Z de este sistema de referencia.

3. El origen del sistema de coordenadas del plano de la imagen coincide con la interseccién

de Z con R. Esta interseccién es conocida como el punto principal ¢ de la imagen.

En general, la posicién y orientacién de la cAmara en el escenario puede ser cualquiera
y para relacionar el sistema de referencia ligado a la camara, R, y el sistema de referencia

externo (X', Y’, Z") (figura 4.30) se utilizan los pardmetros extrinsecos.

Punto 3D

Figura 4.30 — Modelo geométrico de proyeccién en un sistema de referencia externo a la camara.
La relacién con el sistema de referencia de la cdmara es una matriz de rotacién, R}, 5 y una
traslacién ¢} 5.

e Parametros extrinsecos

La relacién entre los sistemas de referencia (X,Y,Z) y (X', Y’ Z’) es una trans-
formacion euclidea en la que esta involucrada una rotacién y una traslacién. Considerando
que los ejes (X', Y’, Z') rotan respecto a (X, Y, Z), se define la matriz ortonormal de rotacién

45 v el nuevo origen de coordenadas por el vector ¢4, ¢ en el sistema de referencia (X,Y, Z).
En esta situacion, la relacion entre las coordenadas de un punto 3D en los diferentes sistemas
de referencia viene dada por la ecuacién 4.8, o de forma compacta por 4.9, siendo S}, , la

matriz que incluye R’ y t' como se muestra en 4.8.
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X X’
% vy
z| ot 1] 7 (48)
1 1
M= S'M (4.9)

Finalmente, si anadidos el efecto de proyeccion (ecuaciones 4.7 y 4.9), la relacién de

un punto 3D, M’, proyectado en imagen, m’, estd definida segiin la ecuacién 4.10.

Am = PS'M’ (4.10)

Las ecuaciones 4.8 a 4.10 relacionan las coordenadas de los puntos del sistema de
referencia del laboratorio con su proyeccion en imagen. No obstante, los puntos en imagen
estan referidos en pixeles y en general, el origen del sistema de coordenadas en imagen no
coincide con el punto principal de c. Para modelar estos efectos, se definen los pardametros

intrinsecos.

e Parametros intrinsecos

Como se observa en la figura 4.30, ademds del sistema de referencia central (x,y),
las coordenadas de los puntos en imagen se suele representar en coordenas en el sistema de
referencia (u,v). Si entre ambos sistemas sélo existe una traslacién y una rotacién, entonces
entre estos se da una transformacién 2D euclidea, aunque también es posible que haya un
cambio de escala como ocurre en las camaras CCD, donde las unidades en el sistema (u,v)
estan dadas en pixels y no en milimetros. En términos generales, se puede considerar que entre
ambos sistemas de coordenadas existe una transformacién proyectiva 2D del tipo w = Km
donde w = [u, v, 1]T es el punto en imdgen medido en pixeles, y m = [z,y, 1]T es el punto
proyectado en coordenadas centrales segin el modelo proyectivo. La matriz K3«3 es la que
define esta transformacion (ecuacién 4.11), y los parametros que la forman tienen el siguiente

significado:
» [y, ay]. Representan el cambio de escala, uno para cada eje pues los pixeles pueden no

ser cuadrados. Se expresan en [pizel/mm].

» [u,, V). Representan la traslacién del origen y son el punto principal de la imagen.
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= s. Representa la falta de ortogonalidad de los pixeles. En la mayoria de camaras puede
considerarse s = 0 puesto que la técnologia de fabricacién ha evolucionado mucho y

puede asumirse que los pixeles son rectangulares sin cometer errores importantes.

Qy S U

K=10 o v (4.11)

Finalmente, la relaciéon de un punto 3D, medido en el sistema de referencia del
laboratorio, M (X', Y”’,Z’), con un punto en imagen, medido en pixeles w (u,v) viene dada

por la ecuaciéon 4.12.

\w=KPS'M = KS'M' (4.12)

La matriz K P suele expresarse de forma conjunta lo que permite eliminar un parame-

tro redundante. Entonces se define la matriz K34 segin la expresion 4.13.

ar S U f 0 0 0 far, fs wu, O
K=KP=1| 0 Qay Vo 0O f 0 0]|= 0 foy v, O
0 0 1 0 010 0 0 1 0
(4.13)
fe 8 u, 0
= 0 fe, vo O
0 0 1 0

4.3.3.2. Modelo de Distorsion

El empleo de opticas hace que el tiempo de exposiciéon disminuye de forma considera-
ble. Sin embargo, tiene el inconveniente de que introduce aberraciones 6pticas no compatibles
con el modelo de proyeccién descrito anteriormente. Las aberraciones son causadas por la na-
turaleza del medio 6ptico; fenémenos de refraccién (cambio de la direccién de un rayo al
pasar de un medio éptico a otro) y dispersién (el d&ngulo de refraccién diferente para distintas

longitudes de onda).

En consecuencia, la distorsién modifica la posicién de los puntos en la imagen. De
modo que estos no se encuentran donde senalan las ecuaciones de proyeccién, sino algo des-

plazados. Debido a que el ojo humano no es demasiado preciso para medir distancias, el no
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corregir la distorsién no tiene un efecto apreciable en el aspecto de la imagen. Sin embargo

puede limitar la precisién de un sistema de videoanalisis.

En la figura 4.31 se muestra el efecto de distorsién; un punto M que se deberia
proyectar en un punto m si no existiera distorsiéon, lo hace en my. Este desplazamiento es
funcién de la posicion en la que se encuentre el punto my en el plano de imagen y de las

caracteristicas del sistema éptico.

Plano de la Imagen Centro dptico Punto 3D
R/'
Figura 4.31 — Modelo pin-hole con distorsién. Un punto 3D, M, que es proyectado en imagen
en la posicién m segin el modelo proyectivo, lo hace en md por efecto de la distorsién.

Como viene descrito en [211], los principales tipos de distorsién considerados en aplicaciones
fotogramétricas son la distorsion radial y la tangencial. La distorsién radial es propia de las
lentes esféricas y depende de la distancia del punto al centro de la imagen, produciendo una
expansién de la imagen tipo barril o encorsamiento (figura 4.32a). La distorsién tangencial
también llamada descentral, es debida a pequenos desajustes en la orientacién de la 6ptica
con respecto al plano sensor e introduce desviaciones en los ejes en funcién de la distancia al

centro de la imagen (imagen 4.32b).

v

(a) (b)

Figura 4.32 — (a) Deformacién en imagen por distorsién radial. (b) Deformacién en imagen por
distorsion tangencial.

Existen variaciones en cuando a la parametrizaciéon de la distorsion radial y tan-
gencial en funcién del tipo de éptica. En [181] se plantea un modelo para lentes con mucha

distorsion, se trata de Opticas con grandes angulares (tipo ojos de pez) que requieren un
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mayor nimero de coeficientes.

En este trabajo se utilizara el modelo propuesto en [69]. La razén de esta eleccién
es que las épticas utilizadas en este trabajo son épticas convencionales y este modelo es uno
de los més utilizados y testados para este tipo de 6pticas [118]. Por otra parte, es el modelo
implementado en el software Open Source que sera utilizado en la tesis para la calibracién de
las cAmaras [19,140]. Segin este modelo, las coordenadas del punto en imagen sin distorsion
(x,y) dependen del punto con distorsién (x4, y4) mas la contribucién de la distorsién radial

DR(x4,yq) y tangencial DT (z4,yq), segin la ecuacién 4.14.

=4+ DRy(24,yq) + DTy(2q,ya)

(4.14)
Yy =ya+ DRy(xq,ya) + DTy(xa,ya)

1. Radial. Se debe a la propia estructura interna de la lente. Suele ser la distorsién
dominante. Los coeficientes ki, ko, k3...son conocidos como coeficientes de distorsion

radial.
DR, = x4 [klrg, + ]{327’3 + k37’2 .. ]

DRy = Y4 [kjl’l“g + k‘g?"g + ]{}37“2 .. ] (4 15)

2 _ .2, .2
Ta =Tt Yg

2. Tangencial. Se debe a defectos en la alineacién de los centros 6pticos de las lentes que
conforman la optica de la cAmara. La imagen tendra un eje para el que la distorsién

tangencial sea minima y otro eje para el que esta distorsién sea maxima.

DT, = 2p1xqyq + p2 [r3 + 223]

(4.16)
DT, = p1 [r5 + 2y3] + 2paaya
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4.3.3.3. Técnicas de calibracion de camaras digitales

El proceso de calibracién consiste en determinar la geometria y parametros internos

de la camara:

= 5 Pardmetros Intrinsecos. [ fep, fey, s’ uo, vo], que modelan la geometria interna de la

camara.

» 6 Parametros Extrinsecos [Raxs (Ra, Rg, Ry) ,t3x1], que modelan la posicién y orienta-

cién de la camara con 3 dngulos de rotaciéon y 3 parametros de posicion.

= 5 Pardmetros Distorsion [k1, ks, k3, p1,p2], en la mayoria de los casos se podra asumir
ks = 0.

Existen muchos métodos publicados sobre calibracién de camaras y se pueden clasifi-
car en base a diferentes criterios: segtin los parametros del modelo, las ecuaciones planteadas,
el método numérico utilizado para resolverlo, la informaciéon de partida utilizada, etc. A

continuacién se describen algunos de los mas importantes y sus caracteristicas principales.

Los métodos de Hall [86] y DLT [99] son los més sencillos, sélo tienen en cuenta
la transformacién de perspectiva y no modelan distorsién. Las ecuaciones de estos modelos
establecen una relacién entre puntos del espacio y puntos en imagen. La calibracion se basa
en conocer las posiciones 3D de un conjunto de puntos de referencia en la escena y sus
correspondientes en imagen, plantear el sistema de ecuaciones y estimar los parametros de la

matriz de proyeccién por minimos cuadrados.

El método de Faugeras [58] es una ampliacién del método de Hall que expresa
de forma diferente las ecuaciones del modelo matemaético, diferenciando entre pardmetros
intrinsecos y extrinsecos. El modelo basico no modela distorsion, aunque existe un modelo
ampliado que introduce distorsién radial. En este caso, las ecuaciones dejan de ser lineales y
se resuelven en un proceso de dos pasos, primero se obtiene la solucion lineal y se usa ésta
como punto inicial para una segunda fase en la que se modela distorsién y se recalculan todos

los parametros con métodos iterativos.

Otra técnica muy utilizada por su versatilidad y precisién es el método de Tsai [200].
Como en el caso de Faugeras, modela distorsion radial y el proceso de calibracion esta dividido
en 4 etapas: en la primera se transforman la coordenadas de la escena al sistema de referencia
de la cdmara estimando los parametros intrinsecos en el proceso. En la segunda se transforman
las coordenadas de la cdmara a coordenadas sin distorsién en el plano imagen utilizando el
modelo de perspectiva y estimando el valor de la focal en el proceso. En la tercera fase
se anade el factor de distorsion radial. Finalmente se pasan los puntos distorsionados al

sistema de referencia (u,v) estimando el factor de escala. Este método es muy utilizado en
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fotogrametria por la precisiéon que ofrece, no obstante, sdlo modela distorsién radial y en

algunos casos puede no ser suficiente.

A este respecto, el método de calibracién de Weng [211] propone modelar hasta 3
tipos de distorsion; radial, tangencial y prisma fino. Al igual que en el método de Faugeras
extendido, el sistema es resuelto por etapas, estimando una solucién inicial y un proceso

iterativo final.

(a) (b)

Figura 4.33 — (a) Ejemplo de patrén 3D utilizado en los métodos de Hall [86] y DLT [99] . (b)
Ejemplo de patrén 2D utilizado en los métodos de Zhang [218] y de Heikkila [92] .

Todos los métodos descritos anteriormente utilizan como informacién de partida
la posicién precisa de puntos 3D no coplanares como el mostrado en la figura 4.33a. Este
requisito es un inconveniente que resta versatilidad al proceso, ya que conocer posiciones 3D
con precision es complicado y esta precision afecta a los valores estimados para los parametros
del modelo. Para evitar este problema se han desarrollado un conjunto de métodos que utilizan
una plantilla plana con puntos de control como el de la figura 4.33b. En este caso, sélo es
necesario conocer con precisiéon las posiciones relativas entre los puntos del patrén, tarea

sencilla de conseguir con el uso de impresiones planas.

Los métodos basado en patrones planos son muy utilizados en aplicaciones de Vision
por Computador, siendo los métodos de Zhang [218] y el de Heikkila [92] los méas conocidos.
Estan basados en el uso de una herramienta del modelo proyectivo conocida como homografia.
A partir de 3 o mas vistas del patrén en diferentes orientaciones, estos métodos son capa-
ces de recuperar los pardmetros intrinsecos, extrinsecos y distorsiones (radial y tangencial).
Aunque ambos métodos utilizan la misma informacién de partida y el uso de homografias, se

diferencian en los pasos seguidos hasta obtener la solucion.

Finalmente, encontramos métodos en los que no es necesario el uso de ningin tipo
de patréon, generalmente se utilizan en modelado 3D y son conocidas como de métodos de
auto-calibracién. Estas técnicas son capaces de recuperar el modelo de caAmara imponiendo
condiciones en los parametros y la rigidez de la escena. Entre los méas conocidos estan el

método de Hartley [91] o el de Pollefeys [155]. Estos métodos se caracterizan por una elevada
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automatizacién aunque la precisién y robustez es inferior a la de los métodos basados en

homografias [176].

Ademis de los distintos métodos de calibracion, se han publicado numerosos trabajos
sobre diferentes aspectos: revisiones de métodos de calibracién [66, 68, 167], métodos para

camaras digitales de bajo coste [109,110] o aspectos de precision [176].

Para los objetivos de la tesis interesa elegir un método flexible en su uso y preciso
en los resultados. Por otra parte, interesa que sea valido para cadmaras de bajo coste, por lo
que sera necesario que corrija distorsiones de cierta entidad, considerando tanto la distorsién

radial como la tangencial.

4.3.3.4. Metodo de calibracion utilizado en la tesis

Teniendo en cuenta los requisitos planteados en el punto anterior, en este trabajo
se ha decidido utilizar el software de calibracién disponible en [19]. Estda implementacion
estd basada en el método de calibracién de Heikkila [92] utilizando como solucién inicial una
aproximacion obtenida con el método de Zhang. El modelo de caAmara que utiliza es igual al

descrito anteriormente y modela distorsién tangencia y radial de 1°, 2° y 3° orden.

Una ventaja de este software para los propdsitos de la tesis es que existe una ver-
sién en Matlab que se puede descargar gratuitamente de Internet. Su uso estd muy bien
documentado y es facil de utilizar por alumnos y profesores. Ademads, este método también
estd disponible en C++ a través de las librerias de Visiéon por Computador de Intel (Intel

Open Source Computer Vision Library) [21,140].

O
GO
OpenCV e

(a) (b)

Figura 4.34 — (a) Librerfa de Visién por Computador OpenCV [140], incluye un conjunto de
funciones para calibrar cdmaras basadose en el método de Heikkila [92]. (b) Imagen de la versién
en Matlab del mismo método de calibracién [19].

Como ya se ha comentado, el uso de estos programas estd muy bien documenta-
do y en este apartado sélo describiremos algunos aspectos importantes relacionados con la

forma de comprobar que los resultados obtenidos son correctos. Es importante destacar que
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la estimacion precisa de los pardmetros del modelo es fundamental para no tener errores

sistemdticos en las posiciones reconstruidas.

El método de calibracién utilizado [21], se fundamenta en un proceso de optimizacién
no lineal, en el cual la funcién objetivo es la suma de los cuadrados de los errores de reproyec-
cién de los puntos utilizados para calibrar. Una vez que el proceso de optimizaciéon converge
a una solucién, si los errores de reproyecciéon son pequenos, se asume que los pardmetros de
camara son correctos. No obstante, este es un punto critico de los procesos de optimizacién,
ya que es dificil verificar que la solucién obtenida no es un minimo local del proceso de ajuste
o una solucién particular para el conjunto de imagenes utilizadas para calibrar. A este res-
pecto, es recomendable utilizar un ntmero grande de imagenes de calibraciéon (mas de 15)
que cubran todas las posibles rotaciones respecto a la camara. Igualmente, es importante
controlar que las esquinas del patrén de calibracion estén perfectamente definidas; al girar el
patrén de calibracién es frecuente que las esquinas estén mal definidas debido a variaciones

de iluminaciéon como ocurre en el ejemplo de la figura 4.35a.

En general, la distribucién de errores de reproyeccién no tiene porque ser comple-
tamente aleatoria; de hecho, es frecuente que existan errores sistematicos por planos o filas
del patrén. Por ello, es conveniente realizar un analisis de los errores por imagen y eliminar
aquellas con errores sistematicos. Con este propdsito, el programa incorpora la funcionalidad
Analyse Error, que visualiza una figura como la mostrada en 4.35b donde se detallan en di-
ferentes colores los errores de reproyecciéon de las diferentes imagenes. Una vez identificadas

las imégenes con problemas, lo recomendable es eliminarlas y volver a calibrar.

—0.2F
.
-0.4F

*

(a) (b)

Figura 4.35 — (a) Ejemplo de imagen de calibracién con falta de definicién de las esquinas por
exceso de iluminacién. (b) Ventana de andlisis del error de reproyeccién del software [19]. Se
observa que la imégen con falta de defincién tiene errores superiores al resto.

0.6 1

y (px)
£

Por otra parte, es interesante realizar un andlisis de las incertidumbres asociadas a los
parametros obtenidos. Aquellos parametros con incertidumbres altas, es probable que sobren
en el modelo y es conveniente eliminarlos o mantenerlos constantes en el ajuste. Para verificar
este punto, es suficiente con repetir el proceso de calibracién con diferentes configuraciones

y seleccionar el modelo con menor incertidumbre en los pardmetros y menor o en el error de
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reproyecciéon total.

Una vez eliminadas las imagenes con problemas, si los parametros estimados tienen
incertidumbres bajas (en las configuraciones de esta tesis se han alcanzado o < 3% ), los
errores de reproyeccién son pequenos (del orden del error de deteccién), estéan centrados en 0

vy no se presentan sesgos, se puede considerar que los pardametros obtenidos son los éptimos.

Por dltimo, hay que comentar que, aunque los parametros intrinsecos sélo dependen
de la camara y la optica, en este trabajo se ha realizado una calibracién completa en cada
experiencia. Esto fue asi, porque entre cada filmaciéon pasé un tiempo considerable, semanas
en las cuales la cdmara fue utilizada por otras personas. Ademads, en cada experiencia se

ajusto el iris, el enfoque y la distancia al plano de medida.

A continuacién se muetran los resultados de calibrar la camara FoSens MC1362-CL
en la experiencia de oscilaciones (practica que detallaremos en el apartado 5.4). En la figura
4.36a se muestran las imédgenes utilizadas para la calibracién de los pardmetros intrinsecos.
En este caso, se utilizaron 20 imagenes cubriendo los diferentes dngulos de rotacion respecto
a la camara. Siguiendo las recomendaciones descritas anteriormente, se realizaron pruebas

con diferentes modelos de camara, siendo el mostrado en la tabla 4.5 el que mejor resultados

ofrece.

Parametro Valor o Error( %)
fer (px) 912,33 1,32 0,14
fey (px) 910,67 1,32 0,14
o (Px) 396,55 1,18 0,30
v, (PX) 289,58 1,13 0,39
s’ (px) 0 - -

k1 (-) -197.368 1073 | 4,012 1073 2,03
ko (-) 143,295 1072 | 20,330 1073 | 14,19
ks (-) 0 - -
p1 (-) 0 - -
p2 (-) 0 - -

Tabla 4.5 — Parametros intrinsecos obtenidos con la calibracion.

Este modelo incorpora una distorsién radial de 1° y 2° orden, pero asume que los
pixeles son perpendiculares (s’ = 0) y tampoco incluye distorsién tangencial (p; = 0, pa = 0)
ni radial de 3° orden. Se han eliminado esos parametros del modelo porque al incluirlos las
incertidumbres de estos pardmetros eran muy altas (71 %, 63 % , 90 % y 64 % respectivamen-
te). Ademds, tampoco supone una mejoria en el error de reproyeccién, cuya desviacién tipica

aumenta ligeramente al incorporar un modelo mas complejo.

En la figura 4.36b se muestra la reconstrucciéon 3D de los planos de calibracién en el
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Figura 4.36 — (a) Imdgenes utilizadas en la calibracién de pardmetros intrinsecos (20 imdgenes

en total). (b) Reconstruccién 3D de los planos utilizados en el sistema de referencia de la cdmara

(X.,Y., Z.). (c) Representacién de los errores de reproyeccion en una de las imédgenes, las flechas

indican la direccién del error y la longitud de las flechas es proporcional al error. (d) Distribuciones
de errores de reproyecciéon en los ejes X e Y de la imagen.

sistema de referencia de la camara (X, Y, Z.), en la figura 4.36¢ se muestran los errores de
reproyeccién en una de las imagenes y en la figura 4.36d la distribucién de error para todas
las imagenes en los ejes X e Y. El valor medio de este error es 4.6 107> px y 1.2 10™* px
para los ejes X e Y, y el valor de o es 0.08 px y 0.06 px respectivamente. Puesto que las
distribuciones de error estan centradas en 0 y las desviaciones estandar son bajas podemos

considerar que los parametros intrinsecos obtenidos son adecuados.

Para estimar los parametros extrinsecos, se ha colocado el patrén en el plano de me-
dida, figura 4.37a, y se han obtenido los pardmetros de la tabla 4.6. Se ha verificado de forma
aproximada que la separacion entre la cimara y el plano de movimiento se corresponde con
los 1524 mm segin indica el parametro T,. Al igual que ocurre con los parametos intrinsecos,

los errores residuales de reproyeccién son muy pequenos (o < 0,1 px).
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1500
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Figura 4.37 — (a) Imdgen de calibracién de pardmetros extrinsecos de la cAmara EoSens MC1362-
CL correspondiente la experiencia de oscilaciones. (b) Reconstruccién 3D del patrén de calibracion
en el plano de medida.

Parametro Valor
T, (mm) 343,43
T, (mm) 49,20
T, (mm) 1524,23

R, (°) 3,114
Rg (°) 5,548 10~4
R, (°) 67.380 1073

Tabla 4.6 — Parametros extrinsecos del plano de medida.

4.3.3.5. Modelo de Reconstruccién en planos

A partir de la posicién del punto en imagen y el modelo de camara, no es posible
determinar de forma univoca la posiciéon 3D utilizando una séla camara. Como se observa
en la figura 4.38, un punto en imagen puede corresponderse a la proyeccién de cualquier
punto 3D contenido en el rayo que pasa por el punto en imagen m y el centro 6ptico C'. Para
solventar este problema es posible utilizar méds de una cdmara y configurar un sistema de

vision estereoscopico, o restringir el movimiento a un plano.

En este trabajo se ha considerado que son muchos los movimientos en 2D que pueden
analizarse en el laboratorio de Fisica sin necesidad de complicar el sistema de reconstruccién.
En efecto, configurar un sistema estereoscépico implica solventar ciertos problemas tecnolégi-
cos complejos como la sincronizaciéon de las camaras, la gestion de un enorme volumen de
informacién, resolver el problema de la correspondencia de los puntos homdélogos (puntos en

imagen de camaras diferentes que se corresponden al mismo punto 3D), etc.
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Punto 3D

¢M3?
Plano B

Figura 4.38 — La relacion entre un plano 2D y su proyeccion en imagen es una matriz Hzys
conocida como homografia. A partir de esta matriz es posible determinar de forma univoca el
punto M1 a partir de su proyeccion en imagen ml.

Por el contrario, el proceso de reconstruccién en plano es muy sencillo. Como se
observa en la figura 4.38, si el movimiento se produce en el plano B, es posible determinar
de forma univoca el punto tridimensional M1 como la interseccion del rayo que pasa por el

punto en imagen m y el centro éptico de la caAmara C' con el plano B.

La relacion entre un plano 3D y su proyeccién en imagen es una aplicacion proyectiva
conocida como homografia, que representaremos por una matriz Hsx3. Una vez calibrada la
camara, la matriz H3x3 puede obtenerse a partir de los parametros extrinsecos como se explica

a continuacion.

Sin pérdidad de generalidad, se puede asumir que el plano de medida esta situado
en Z' = 0 en el sistema de referencia externo. De este modo, un punto en el plano viene
expresado en coordenadas homogéneas como M’ = [X',Y”,0,1]" y eliminando la coordenada
constante, se reduce a la forma M’ = [X’, Y’ 1]T. La relacién entre este punto 3D y el punto

en imagen normalizado m (z,y) viene dada por la ecuacién 4.17.

. X/ X/

MMy | = [ rory t } Y | =H|Y (4.17)
1 1 |
H:[rl r t}:[hl hs hs (4.18)

Puesto que la informacion de partida son los puntos en imagen con distorsion en el
sistema de referencia en pixeles wy (uq,vq), antes de utilizar la relacién de la ecuacion 4.17
es necesario normalizar y eliminar el efecto de la distorsion. La relacion entre el sistema de

referencia en pixeles y el normalizado es de la forma w = Km y para eliminar la distorsion
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se ha de utilizar la ecuacién 4.14. El inico aspecto a tener en cuenta para obtener los puntos
normalizados sin distorsién es realizar las transformaciones en el mismo orden que utiliza el
software de calibracion: primero normalizar y luego quitar la distorsion. Finalmente, utili-
zando la relacién 4.17 es posible estimar las coordenadas del punto en el plano de medida
M (X')Y").

Siguiendo los pasos descritos anteriormente, se han obtenido las posiciones 2D de la
practica de oscilaciones mostrados en la figura 4.39a. Puesto que se trata de un movimiento
rectilineo, los puntos reconstruidos deberian pertenecer a una recta. No obstante, debido a los
errores accidentales (entre los que se incluye el error de reconstruccién), esta linea tiene un
determinado grosor que podemos utilizar como un estimador del error de reconstruccién. En
la figura 4.39b se muetra el histograma de variaciones en el eje Y, definidas como AY =Y —Y
, siendo Y el valor medio de toda la trayectoria ( Y= -172,69 mm ). La desviacién tipica de

estas variaciones en Y tiene un valor de ¢ = 0,078 mm.

-172.4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
250
-172.5F
3 200
-172.61 «©
. Q
R G 150
£ -172.7F 3
> <
! L 100
-172.8f "
ERN e A g 50
-172.9F : . .
-173 ‘ ‘ ‘ : : 0
-200 -100 0 100 200
X (mm)
(a)

Figura 4.39 — (a) Posicién del carril en la experiencia de oscilaciones (montaje experimental de

la figura 4.37a). Se trata de un movimiento lineal contenido en el eje Y, las desviaciones respecto

a una recta son debidas a errores instrumentales. (b) Distribucién de las variaciones en el eje Y
respecto al valor medio, AY =Y — Y.

Es importante destacar que los errores mostrados en la figura 4.39b son debidos
tanto a la incertidumbre en la reconstruccién como a errores introducidos por la técnica
experimental. En este caso, el movimiento es generado con una deslizadera que vuela sobre
un carril de aire mientras un muelle la tracciona (sin elevarla) por la zona superior. En esta
situacién, es facil que se introduzcan errores accidentales que desvien el movimiento real del
movimiento rectilineo tedrico; diferencias en el flujo de aire del carril, inclinaciones de la
deslizadera por la traccion del muelle, oscilaciones en el cambio de sentido del movimiento,
etc. De hecho, en la zona central y en los extremos de la trayectoria se observan patrones
de movimiento no aleatorios, que se repiten en las sucesivas oscilaciones. A pesar de ello,
la variaciones en el eje Y son muy pequenas; ¢ = 0,078 mm, P95 = 0,13 mm y méximo

0,24 mm. Por lo tanto, se puede considerar que tanto la precisién en reconstruccién como
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el montaje experimental utilizado para generar el movimiento son adecuados. Tengamos en
cuenta, que un error de 0,25 mm en un rango 500 mm es un error relativo de 0,05 %, una
precisién muy elevada y dificil de alcanzar con ningin otro sistema de medida disponible en

un laboratorio de Fisica.
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4.3.4. Técnicas de suavizado y derivacién numérica

El proceso de restitucion 2D permite obtener la secuencia de coordenadas de los
marcadores en cada uno de los fotogramas del movimiento, x (¢;), y (¢;). El siguiente paso
para el andlisis del movimiento es el calculo de las variables cinematicas, esto es, la posicion
7 (t) y sus derivadas ¥/ (t) y @ (t). Este proceso implica la transformacién de la secuencia de
valores discretos, 7(¢;), en un dato funcional, 7(¢), es decir en una curva continua con las

correspondientes derivadas [187].

El proceso de suavizado es de gran importancia para los objetivos de esta tesis, ya que
disponer de buenas estimaciones de las derivadas permitirda analizar de forma experimental
la dindmica del sistema mecanico objeto de estudio a partir de una ecuacién diferencial del

tipo f (7, U,d) = 0, como las que gobiernan cualquier sistema dindmico.

Sin embargo, en la gran mayoria de los trabajos consultados en la revisién bibliografi-
ca, el planteamiento para el calculo de derivadas suele estar ligado a la asuncién de un mode-
lo dindmico predeterminado, cuya solucién , 7 (t), es conocida. Los datos experimentales se
ajustan, mediante regresién lineal, a dicha funcion y luego se calculan las derivadas analitica-
mente. Por ejemplo en los experimentos de tiro parabdlico se asume a priori que = xg+vgzt

, Y = Yo + voyt + % gt? . El propio ajuste proporciona los pardmetros que permiten calcular
v(t)y al(t).

Este enfoque parece bastante simple y quizas por ello sea el que sigue en la practi-
ca totalidad de experimentos de videoanilisis revisados. Sin embargo, en nuestra opinion
presenta algunas limitaciones importantes. En primer lugar, el ajuste a una trayectoria pre-
determinada no siempre es tan sencillo como puede parecer. En muchos experimentos las
funciones 7 (t) son funciones transcendentes y el ajuste de los datos experimentales no puede
hacerse mediante una simple regresion lineal, sino que implica procesos de ajuste no lineal

que pueden resultar complejos para los alumnos de primer curso.

Por otra parte, en bastantes sistemas dinamicos se pueden obtener buenos ajustes
con resultados que se desvian notablemente del modelo tedrico. Esto es frecuente en sistemas
donde se asumen hipdtesis de linealidad o se desprecian términos de rozamiento [134]. Como
se discutira al analizar los resultados de los experimentos propuestos, el simple andlisis de la
funcién ajustada 7 (¢) no permite detectar tales desviaciones en la ecuacién diferencial, lo que
impide que los alumnos puedan analizar matices y discutir las limitaciones de los modelos

simplificados.

Finalmente, al ajustar 7(¢;) a una funcién predeterminada ya se estd aceptando
implicitamente toda la dindmica inherente al modelo utilizado. Es decir, se plantea un en-
foque algo contradictorio, donde se pretende estudiar la evolucién de un sistema mecanico

sin analizar realmente las relaciones entre las causas (fuerzas desconocidas o parcialmen-
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te conocidas) y sus efectos con la aceleracién, y por ende, con la variacién temporal de la

posicién.

Teniendo en cuenta estas limitaciones, en la presente tesis se propone el uso de
técnicas de suavizado y derivaciéon numérica que permiten calcular la funcién suavizada y sus
dos primeras derivadas, con suficiente precisién para poder contrastar ecuaciones diferenciales

o comprobar teoremas de conservacién, sin necesidad de ajustarse a un modelo previo.

En los siguientes apartados se analiza brevemente las alternativas que se han con-
siderado y se describe el procedimiento propuesto. Las alternativas barajadas abarcan los
tradicionales métodos basados en diferencias finitas, filtros digitales, modelos de bases de
funciones (incluyen series de Fourier y bases de splines) y los modelos de regresién local de
Kernel. Por su sencillez y efectividad, se ha optado por esta tltima opcién. A continuacion

se comentan las ventajas e inconvenientes de cada una de estas opciones.

4.3.4.1. Meétodo basado en diferencias finitas

Este método es muy simple y presenta la ventaja de que se corresponde con la idea
que tienen los alumnos acerca de la forma de calcular una derivada, como cociente de incre-
mentos. Quizas por ello, es el método que utilizan la mayoria de programas de videoanalisis
comerciales. A partir de la serie de medidas equiespaciadas, se calculan las derivadas utilizan-
do diferencias centrales. De esta manera es posible calcular velocidades y aplicarlas al calculo

de energias cinéticas, cantidad de movimiento o momentos cinéticos.

El método de diferencias finitas permite realizar estimaciones aproximadas de la
velocidad cuando las observaciones estdn suficientemente separadas y siempre que la precision
en la localizacién sea muy buena. Por desgracia, eso no sucede cuando se utilizan medios
de deteccion manual, donde los errores pueden ser importantes. Por otra parte, cuando se
analizan movimientos réapidos es inevitable utilizar una elevada frecuencia de muestreo, con
At muy pequenos, lo que determina que la relacién senal-ruido disminuya drasticamente. Esto
determina que las estimaciones de la velocidad sean malas y las de aceleracién completamente
inutiles [153,157] .

No obstante, puede ser una opcién en algunas experiencias sencillas donde no sea
imprescindible una estimacién muy fina de la velocidad o donde la frecuencia de muestreo sea
baja, con grandes variaciones en la posicion entre fotogramas. Por ejemplo, en experiencias
de caida libre con videos a 25 fps se puede comprobar bien la conservacién de la energia.
Sin embargo, en fenémenos a bajas velocidades o con frecuencias de muestreo més altas es
totalmente inviable. En ningin caso permite calcular derivadas segundas. Por este motivo no

se utilizara en esta tesis.
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4.3.4.2. Métodos basados en filtros

El filtrado digital de la senal es una técnica procedente del andlisis de senales en
electronica y supone una gran mejora frente al anterior método. En si mismo, no es un
método de derivacién, sino que primero se suaviza la funcién z (¢;) para filtrar el error y
luego se aplica una derivacién por diferencias finitas a la funcion suavizada. Estos métodos
se basan en la hipdtesis de que el error corresponde a un ruido de alta frecuencia, por lo
que puede ser reducido usando filtros digitales de paso bajo [3]. El tipo de filtro mas usado
es el Butterworth, sobre el que hay abundante informacion y estudios comparativos para su

aplicacién a datos procedentes de videofotogrametria [138,172,206].

Aunque se trata de un sistema relativamente simple y muy eficiente desde el punto de
vista computacional, presenta algunas limitaciones. Por una parte, se ha discutido la validez

de la hipétesis acerca de la naturaleza del error aleatorio como ruido blanco [162].

Por otra parte, no hay criterios claros sobre como determinar el orden y la frecuencia
de corte adecuados para calcular de forma precisa las derivadas. Aunque se han desarrollado
algunos trabajos para abordar el problema, generalmente este procedimiento se ha relegado
al suavizado de curvas, pero no siendo eficiente para obtener aceleraciones [52]. Finalmente,
desde el punto de vista docente, estos procedimientos no son faciles de explicar a los alumnos

de primer curso, por lo que tampoco parece una opciéon adecuada.

4.3.4.3. Métodos basados en bases de funciones: bases de Fourier y de splines

Aunque los distintos métodos usan diferentes aproximaciones [162], todas parten
del mismo formalismo matemadtico, consistente en expresar una funcién dada z (t) como una

combinacién lineal de un conjunto de K funciones conocidas ® (t) segin la ecuacién 4.19.

K
z(t)=> P (t) (4.19)
k

Es decir, se trata de expresar la curva como una combinacién lineal de las funcio-
nes de la base y el procedimiento consiste en encontrar la combinacion de coeficientes que

minimiza la suma de errores al cuadrado de la ecuacion 4.20.

K N
SCE =YY (x(tn) — cx®y (tn))” (4.20)
k n

De esta manera se consiguen dos objetivos importantes. En primer lugar, se reduce
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la dimensionalidad de los datos, ya que la informacién contenida en los registro originales z,,
se mantiene con un nimero mucho menor de valores, correspondientes a los ¢y coeficientes
de la base. Con ello se mejora la eficiencia computacional de los tratamientos matematicos,
especialmente cuando se trabaja con senales con miles de registros, como es el caso de videos
de alta velocidad. Ademas, el calculo de derivadas es inmediato a partir de los coeficientes

de la base, ya que las funciones ® (¢) son continuas y tienen derivadas conocidas.

Evidentemente, la seleccién del tipo de base, es decir del tipo de funciones @y (t)
es el punto critico para una buena estimacién de las derivadas. En este sentido, hay que
tener en cuenta que el Unico criterio a considerar no es que la funcién suavizada se ajuste
lo mejor posible a las secuencia de datos medida. Es posible que un determinado tipo de
funciones ofrezcan una adaptacién muy buena a la serie z (t), pero que introduzcan pequenas
componentes de alta frecuencia cuyo efecto sobre las derivadas sea muy grande [162]. Por este
motivo se han desarrollado diferentes métodos que incluyen a las derivadas en la funcién de
optimizacién [147]. El suavizado a partir de bases de funciones permite incluso el ajuste con
regularizacion en el que se pueden anadir a la ecuacion 4.20 otras condiciones, incluyendo el
suavizado cuya funcién objetivo esté ligada al cumplimiento de una ecuacién diferencial [164].
Este tipo de técnicas se han desarrollado en el marco del denominado Anélisis de Datos
Funcionales [163], si bien son poco conocidas y utilizadas en el campo de la Fisica Aplicada,
a pesar de su enorme potencial. Evidentemente, este tipo de técnicas queda fuera del contexto
del desarrollo de practicas docentes, por lo que nos limitaremos a comentar las posibilidades
que existen en el suavizado directo de las funciones x (t) tal como se plantea en la ecuacién
4.20.

Segun el tipo de funcién aplicado, se obtienen los diferentes modelos de suavizado,

como las series de Fourier o las bases de B-splines.

1. Bases de Fourier. En este caso, en la ecuacién 4.20 se usan funciones armonicas del
tipo de la ecuacién 4.21. De esta forma, se obtiene el tipo méas conocido y extendido
de base de funciones. Este método es muy conocido y existen algoritmos muy eficientes
para calcular los coeficientes del ajuste. Por ejemplo, la transformada rapida de Fourier
(FFT) permite calcular los coeficientes de manera muy rapida y eficiente cuando el
numero de observaciones es una potencia par de 2 y el muestreo es equiespaciado. Esta
eficiencia ha hecho que el FFT sea el estandar de suavizado para secuencias temporales

con muchas observaciones.

ck® (tn), = crisen (kwt) + cpacos (kwt) (4.21)

No obstante, al igual que con cualquier otro sistema de suavizado, el FFT no es reco-
mendable para todos los problemas. Fn general, las bases de Fourier son adecuadas sélo

si hay cierta periodicidad en los datos y cuando las funciones son estables, sin cambios
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bruscos en las curvatura ni discontinuidades [162,163]. En el caso de fendmenos fisicos

sin ninguna periodicidad y con cambios bruscos en las derivadas, no son la mejor opcién.

2. Bases de Splines. Como se ha senalado anteriormente, quizas la FFT se usa de forma
indiscriminada e inadecuada en algunas aplicaciones cientificas. Para evitar los proble-
mas que presenta, en particular su incapacidad para adaptarse a caracteristicas locales,
se han desarrollado otras alternativas como las bases de splines polinémicos. Un spline es
una funcién que se construye uniendo porciones de polinomios en determinados puntos
llamados knots (nudos). En funcién del orden del polinomio se tienen diferentes niveles
de continuidad y derivabilidad. Asi, usar splines de orden cero equivale a representar
valores constantes entre cada pareja de nudos, de manera que la funcién resultante
seria discontinua en los nudos. Los esplines de orden 1 equivalen a una secuencia de
segmentos rectilineos que se unen en los nudos, de manera que la funciéon resultante
es continua, pero no derivable. Con splines de orden 2 se obtienen primeras derivadas
continuas y para obtener aceleraciones es necesario al menos splines de orden 3. Por ese
motivo, para suavizar funciones y obtener sus dos primeras derivadas se suelen utilizar

splines cubicos [82].

Las bases de esplines son muy utilizados para suavizar trayectorias y calcular velo-
cidades y aceleraciones en el campo del andlisis de movimientos humanos, donde el

suavizado es critico para el desarrollo de modelos biomecénicos [55,116,213].

Su principal ventaja es su versatilidad para adaptarse a cualquier situacién, ya que
las bases de esplines permiten incluir discontinuidades en cualquier orden de derivada
y son la herramienta mas eficiente para tratamientos avanzados, como los del FDA.
Precisamente en este campo es donde se han desarrollado mas algoritmos, diponibles
en MATLAB y R [160, 161].

4.3.4.4. Método de derivacién propuesto. Ajuste local de polinomios ciibicos con

funcién de Kernel

Aunque las bases de splines pueden adaptarse a muchas situaciones y son posible-
mente el método de suavizado més versatil, eficiente y completo, son demasiado complejas
para explicarlas a los alumnos de primer curso, ni siquiera de forma aproximada. Por tanto,
su uso implicaria aceptar el proceso de suavizado como una caja negra, donde se introduce

la trayectoria medida y se obtiene una suavizada y sus derivadas.

Por ello en este trabajo se ha optado por una tercera via, mas eficaz que los filtros
numéricos pero mucho menos complicada que las bases de splines. Sin embargo los resul-
tados pueden ser muy parecidos a los de éstas, siempre que no se pretenda tanta eficiencia

computacional ni se quiera reducir la dimensionalidad del problema [13,39,177].
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e Planteamiento del problema

Los métodos basados en ajuste local consisten en ajustar una funcién en cada punto
de la serie de datos, utilizando para ello un intervalo a cada lado del punto objeto de interés.
El tipo de funcién més utilizado es un polinomio cuyo orden depende de las derivadas que se
desean obtener. Para el caso de la dindmica, interesa hasta la segunda derivada, por lo que
en este caso se suelen utilizar polinomios de tercer orden. Asi, para cada instante ¢; se ajusta

un polinomio segin la ecuaciéon 4.22.

xj = aj (t—t;)° +bj (t —t;)* +¢j (t —t;) +d; (4.22)

A diferencia del ajuste de splines, donde se ajusta toda la funcién en bloque, en este
caso se realizan tantos ajustes como observaciones se deseen. Es decir, se realiza un ajuste en
cada uno de los puntos ¢; donde se desea estimar la funcién suavizada y sus derivadas. En
cada ajuste no se utilizan todas las observaciones registradas, sino sélo las de un intervalo
dado alrededor del punto ¢; , asigndndoles un peso variable que depende de la distancia al

punto t;. Dicho peso viene dado por una funcién denominada funcién Kernel.

De esta forma, se trata de ajustar una funcién sencilla en cada zona de la curva, me-
diante ajustes en los que sélo intervienen los puntos cercanos, y con una influencia decreciente
al separarnos del punto objeto de estudio. Para cada punto ¢; se realiza un ajuste lineal con
pesos ponderado, donde se trata de optimizar la funcién de la ecuacién 4.23. Donde wi es el
peso dado a cada observacién xy, en el ajuste de x;. Este peso viene dado por una funcién de

Kernel [162], con valores comprendidos entre 0 y 1 dependiendo del valor de |z; — zy|.

Jj+k ' 9
SCEj = Zwi [a:j — (aj (t — tj)g + bj (t — tj)z + ¢y (t — tj) + dj)} (4.23)
i—k

El procedimiento de suavizado mediante ajuste local es muy eficaz y permite pro-
porcionar muy buenas estimaciones de las derivadas primera y segunda. Sin embargo, al tener
que repetir un ajuste en cada punto, es menos eficiente, desde un punto de vista computacio-
nal, que las bases de splines. A pesar de estos inconvenientes, es la soluciéon adoptada en esta
tesis por tratarse de un algoritmo muy facil de comprender por los alumnos y por ofrecer

calidad suficiente para los objetivos planteados en la tesis.
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e Solucién adoptada

El método de suavizado se basa en el descrito en [145], pero utilizando una funcién de
Kernel diferente, como se describe mas adelante. A la hora de definir un sistema de suavizado
local mediante polinomios hay que elegir entre diferentes opciones que determinan la eficiencia

y complejidad del sistema [162]:

1. Orden del polinomio

Como se ha indicado anteriormente, el orden del polinomio deberia ser al menos un
orden superior al de la derivada que se desee estimar [162]. En nuestro caso se trata de
obtener aceleraciones, por lo que se opté por un ajuste ctibico. En pruebas de simulacién
realizadas [94], se ha comprobado que al aumentar el orden del polinomio apenas se
mejora la estimacién de la funcién suavizada y de la primera derivada, y sélo se consigue
una mejora muy pequena en la estimacién de la aceleracién (una mejora de menos del
1%). Por el contrario, el aumento del orden hace mucho més lento el célculo y complica
la programacion de los algoritmos. De ahi que se haya decidido mantener una regresioén

de tipo cibico, como esta explicado en la ecuacién 4.22.

Desarrollando esta ecuacién, la minimizacién de la funcién objetivo de la ecuacién 4.23

equivale a resolver el siguiente sistema de ecuaciones.

Swj (b — 1) Swl (te— )" Swl (e —t;)" Swi (te —t;)? a;
S (e =) Nwplte—t)" Lwile—t)" Twll—1)" | | b
Swl (tr— )t Swl (e —t;)> Swl(tr—t)° Swl(te—t;) ¢j
Swl (ty, — 1) Swl (ty —t;)? S wl (tp — ;)" S w) dj

S wiaj (te — t;)°

S wjay (b — t;)°

Swiaj (te —t;)!
> Wi,

(4.24)

Obsérvese que si las observaciones estan equiespaciadas, la matriz del sistema es siempre
la misma, salvo en los extremos, por lo que realmente sélo hay que invertirla una vez.
Resolviendo el sistema 4.24 en cada instante ¢; se obtienen los coeficientes a;, b;, ¢j y
d;. A partir de dichos coeficientes es inmediato el calculo de la funcién suavizada y de

sus derivadas, ecuaciéon 4.25.

z(t;) = d;
(ty) = ¢ (4.25)
a(tj) = 2()]



CAPITULO 4. MATERIAL Y METODOS

2. Seleccién de la funcién de pesos de Kernel

Hay muchas opciones para establecer los pesos. La mas utilizadas son las funciones de

Epanechnikov y la gausiana.

» Epanechnikov [51]. Es una pardbola invertida con un valor maximo de 0.75 en

x) y con valores nulos para |z; — x| = h, donde h es un pardmetro denominado

k

; viene dado por la

ancho de banda que se discutird mas adelante. El valor de w

ecuacion 4.26.

2
3 % [1 - (—trt’“> } L osi il <
wh =4 4 h b = (4.26)
0,

en otro caso.

= Gausiana. Es una campana de Gauss extendida a todo el intervalo.

ti—tp\ 2
wé? = L6_0’5<JTk) (4.27)
V2r

En el trabajo de Page et al [145] se plantea el uso de la funcién gausiana. La razén
es que ofrece muy buen comportamiento en el cdlculo de derivadas segundas. Sin em-
bargo, esta funcién es menos eficiente computacionalmente que la funcién cuadratica
de Epanechnikov. En efecto, si se utiliza la funcién Gausiana en principio todos los
puntos aparecen dentro del intervalo de la funcién Kernel, lo que obliga a calcular la
matriz del sistema en todas las observaciones, ecuacién 4.24. Por el contrario, la funcién
cuadratica estd acotada en el intervalo de anchura & h, lo que permite que sélo sea ne-
cesario calcular una matriz en las h observaciones en cada extremo. Las diferencias en
las estimaciones son muy pequenas, pero la diferencia en tiempo de calculo es bastante

grande [94]. Por este motivo, en este trabajo se ha elegido la funcién de Epanechnikov.

0.8 T T T T T T T
m— Gausiana
Epanechnikov
0.71 . - q
0.6r
0.5F
k 0.4F /\
0.3r .
0.2F

0.1r

Figura 4.40 — Funciones de pesos de Epanechnikov y de Gauss.

3. Seleccion del ancho de banda h del ajuste

El punto critico en cualquier sistema de suavizado y derivacién numérica es determinar

cuanto se desea suavizar la curva. El nivel de suavizado se determina de forma diferente
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segun el procedimiento seguido. Asi, en el caso de filtros digitales, viene dado por la
frecuencia de corte del filtro: a menor frecuencia més suavizado y viceversa. En el caso
de los métodos basados en bases de funciones, el parametro a determinar es el niimero de
funciones. Asi, a menos funciones, mas suavizado. El caso més extremo seria considerar
tantas funciones como observaciones, lo que supondria suavizado nulo. Finalmente, en
el procedimiento de regresion local, el nivel de suavizado se controla mediante el ancho
de banda h, que determina cuantas observaciones a cada lado de z; se utilizan para

estimar el valor de x;.

Un exceso de suavizado proporciona curvas y derivadas muy suaves, pero introduce
sesgos en las estimaciones de la funcién y sesgos muy grandes en las derivadas. Ademas
se puede perder informacién de componentes de alta frecuencia en la senal registrada.
Por el contrario, si el suavizado es escaso, entonces aumenta la rugosidad de la curva
ajustada, lo que puede introducir bastante ruido en las derivadas. Por tanto, elegir el

valor adecuado de h es critico para poder obtener buenas estimaciones en las derivadas.

Hay que senalar que el nivel de suavizado debe fijarse en cada caso y que depende de
factores como la relacién senal-ruido, la frecuencia de muestreo y la curvatura de la
funcién [72]. Por ello no es posible dar recomendaciones generales sobre el valor de h a

seguir.

Para abordar este problema se han planteado en la literatura diferentes alternativas.
La maés utilizada es aplicar técnicas de validacién cruzada [43,56,76,213]. Esta técnica
consiste en separar submuestras aleatorias de las observaciones como control y realizar
el suavizado con el resto, modificando en cada ajuste el nivel de suavizado. La calidad
del ajuste se estima a partir del error de estimacién en los puntos de control, que no

han sido usados para los calculos.

Este procedimiento es muy costoso desde el punto de vista computacional, ya que obliga
a realizar muchas repeticiones de los ajustes. Por ese motivo se han planteado otras
estrategias para obtener un suavizado 6ptimo, como la basada en correlaciones. Esta
estrategia consiste en asumir que los registros obtenidos son la suma de la senal libre de
error, mas un error aleatorio. El problema consiste en separar la mayor parte posible de
error de la senal verdadera, pero sin introducir sesgos. Esta idea se planteé en 1996 en
el campo del andlisis de movimientos humanos [35] y se ha usado posteriormente con
diferentes modificaciones [71,72,145].

En esta tesis se ha usado una version del algoritmo publicado por Page en 2006 [145]. El
método consiste en asumir que el error accidental de medida es continuo y aleatorio, con
distribucion normal de media nula y desviacion tipica o. Ademads debe tener autocorre-
lacion nula, es decir, el error en dos observaciones cualesquiera debe tener correlacion
nula. Es facil comprobar que un exceso de suavizado produce sesgos en las observacio-
nes, lo que determina que la correlacién entre errores de observaciones proximas sea
positiva (a mds error en una observacién se produce més error en el mismo sentido

en observaciones contiguas). Por el contrario, si no se suaviza suficiente, entonces se
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produce el efecto contrario, la correlacién entre observaciones contiguas es negativa.

De esta manera, si se modifica la anchura de banda h y se representa la autocorrelacién
en funcién de h, se obtiene una curva monétona creciente que toma valores negativos
para valores muy bajos de h y se hace positiva a partir de cierto valor. Eligiendo el
valor para el que la autocorrelacién es nula, entonces se obtiene el punto de suavizado
éptimo [145].

A continuacion se muestra un ejemplo que ilustra el problema de precisién en las
derivadas obtenidas con diferencia finitas y el efecto del parametro de suavizado en la técnica
de suavizado y derivacién numérica utilizado en la tesis. Se ha generado una senal temporal
de la forma x(t) = cos(wt), con w = 1. Se comprueba facilmente que la expresién de la
aceleracién es la misma pero cambiada de signo, a(t) = —z(t). A la senal z(t) se le ha
sumado un ruido aleatorio de distribucion normal con media nula y ¢ = 0,01 mm, lo que

supone un error en amplitud del 1 %.

En la figura 4.41a se muestra la aceleracién obtenida con diferencias finitas y con un
ajuste local de orden 3. Se observa que las aceleraciones estimadas por diferencias finitas son
muy ruidosas; los errores tienen una o = 2,48 mm, por lo tanto, se ha amplificado el ruido
aleatorio en un factor mayor a 200. En cambio, con el método utilizado en la tesis se tiene

un error con o = 0,038, lo que supone un factor de amplificacién del ruido aleatorio de 4.

Los resultados anteriores se han obtenido con un ancho de suavizado éptimo de h="7.
En la figura 4.41b se muestra el efecto de una incorrecta seleccién de h. Si h es inferior al
optimo, h=3, hay poco suavizado y el error aleatorio es elevado, mientras que en h=15 el

suavizado es excesivo y se pierde parte de senal til.

6 : 2 —
rener ol s
4 pit Finitas :E Tl
2
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- -15
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T(s) T(s)
(a) (b)

Figura 4.41 — (a) Derivadas obtenidas con el método de diferencias finitas y utilizando un ajuste

local de orden 3 con un ancho de banda de 7 puntos. (b) Valores de a(t) obtenidos con diferentes

anchos de suavizado (pardmetro h). La senal temporal es de la forma x(t) = cos(wt)+ E(t), siendo

E(t) un error aleatorio de distribucién normal con media nula y 0=0.01 mm. Se ha escogido w =
1.
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4.4. Validacién de la Técnica Experimental

La comprobacién directa de la precisién de la técnica de medida para determinar
la posicién de los marcadores, sus velocidades y aceleraciones exige disponer de un sistema
alternativo de medicién de mayor precision que la propia fotogrametria. Puesto que no se
dispone de tal sistema, se ha realizado una comprobacion indirecta a partir del estudio del
un movimiento conocido y facilmente reproducible, como es el movimiento circular uniforme

generado con el plato de un tocadiscos.

A continuacién se describen las pruebas realizadas para evaluar las prestaciones de
los diferentes bloques que configuran el sistema de medida: deteccion de puntos en imagen,

calibracion de camara, reconstruccién, suavizado y derivaciéon numérica.

4.4.1. Deteccién automatica del moévil en imagen
4.4.1.1. Introduccién

Determinar los errores accidentales asociados a la deteccién del centroide de marca-
dores en movimiento es dificil ya que, por lo general, se desconoce la posicién real del movil
en imagen y se trata de errores muy pequenos (del orden de 0.1 pixel). Por otra parte, en
bibliografia sélo hemos encontrado métodos que utilizan simulaciones con ordenador a partir
de marcadores sintéticos [185] o a partir de la precisién obtenida con marcadores estaticos en

la calibracién de sistemas de vision [184].

Ya que la finalidad del sistema de videoandlisis desarrollado es medir movimientos,
el andlisis de errores que hemos planteado no se ha orientado a la medida de errores en
las coordenadas de puntos en reposo, sino que se ha realizado un analisis de errores sobre
puntos en movimiento. La estrategia seguida ha sido recrear un movimiento ciclico en el
cual la posicién del marcador en imagen se repite periédicamente. En esta situacion, se ha
evaluado la precisién como la dispersion de las coordenadas para cada posicién periddica de

los marcadores.

4.4.1.2. Diseno, Experimento y Resultados

En la figura 5.2a se muestra el montaje experimental utilizado. Se trata de un movi-
miento circular uniforme, generado mediante el plato del tocadiscos que gira a una velocidad
de 33,33 rpm, velocidad que se ha ajustado con un estroboscopio. Sobre el plato se han colo-
cado 2 varillas de madera negra de aproximadamente 10 cm de longitud con dos marcadores

en sus extremos. Los marcadores consisten en dos esferas de 5 mm de didmetro forradas de

— 144 -



CAPITULO 4. MATERIAL Y METODOS

cinta reflectante IR. Las varillas se han colocado de forma que los marcadores estén a dife-
rentes distancias del centro (entre 1 y 10 cm ). En la figura 5.2b se muestra la imagen de la

escena registrada por la camara.

(b)

Figura 4.42 — (a) Montaje experimental; una cdmara web registra la posicién de marcadores
anclados al plato de un tocadiscos que gira a velocidad constante, la orientacién de la cAmara no
es paralela al plano de medida. El foco de luz aumenta el contraste de los marcadores en imagen
y se ha colocado paralelo a la linea de visién de la cdmara. (b) Imagen registrada por la cdmara.

Para comprobar que los algoritmos desarrollados son robustos, se ha planteado la
situaciéon mas desfavorable y se ha utilizado una cdmara web de bajo coste. Se ha situado
enfocando el plato del tocadiscos, pero no exactamente sobre el eje, sino inclinada un dngulo
de 30° aproximadamente. Junto a la caAmara se ha colocado un foco para iluminar el sistema,
con esta disposicion del foco en el eje de visién de la camara se asegura un buen contraste de
los marcadores sobre el fondo. Ademas, permite disminuir el tiempo de exposicién y minimizar

los errores por el desplazamiento del marcador durante el tiempo de exposicion.

Ajustando la velocidad del plato del tocadiscos exactamente a 33.33 rpm, y para
una frecuencia de captura de la camara de 30 fps, entre cada captura de imagen el plato gira
un angulo de 6.666°. De esta forma, el circulo se divide en 54 partes iguales y cada marcador
es fotografiado cada 54 fotogramas exactamente en la misma posicién. En la figura 4.43a se
muestran las posiciones en imagen de uno de los marcadores en un total de 324 fotogramas

(54 agrupaciones con 6 detecciones por agrupacion).

La posicién real del marcador en cada agrupacion es desconocida. Por ello, se ha
estimado el error de deteccién como la dispersion en las coordenadas para cada posicién pe-
riédica. En lugar de trabajar en coordenadas cartesianes, para cada trayectoria se ha estimado
la posicién del centro a partir del valor medio y se han transformado las coordenadas (x,y) a
polares (r, ). Finalmente, para las 6 repeticiones de cada combinacién posicién-marcador se
ha obtenido la media de r y se ha calculado el error como la diferencia entre el radio de cada
marcador y el valor medio, obteniendo la distribucién de error que se muestra en la grafica
4.44.
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Se ha comprobado que el error sigue una distribucién normal de valor medio 0.0008
pixeles y desviacién tipica o = 0,09 pixeles, estando el 95% de las observaciones en el in-
tervalo +0,20 pixeles. Para comprobar la condicién de normalidad, se ha utilizado el test de
Kolmogorov-Smirnov [119], con alpha=0.05 y no se ha rechazado la hipétesis nula (normali-
dad) con p > 0,05. Puesto que los errores siguen distribuciones normales centradas en 0, se
concluye que el programa de deteccién no introduce errores sistematicos. Por otra parte, el
valor de ¢ indica una baja incertidumbre y podemos estimar una precisiéon en la deteccién

del centroide superior a 0.2 pixeles (20).
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Figura 4.43 — (a) Representacién de las coordenadas de un marcador durante 6 vueltas. Al

ajustar la velocidad angular del plato a 33.33 rpm, cada marcador pasa por la misma posicién

cada 54 fotogramas. (b) Detalle de las posiciones del marcador dentro de un mismo grupo en las
6 vueltas consecutivas, como se observa, las diferencias son inferiores a 0.1 pixel.
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Figura 4.44 — Distribucién de error en las coordenadas de los marcadores en imagen. El error
se ha evaluado como la diferencia en r (coordenadas polares) de cada marcador con respecto al
valor medio para esa posicién.

A pesar de los buenos resultados obtenidos, un aspecto que no hemos tratado y que
analizaremos en el siguiente apartado, es la relacién del tamafio del marcador con los errores
aleatorios residuales (o). Para un tamano de marcador fijo, si el volumen analizado aumenta,
el area del marcador proyectado en imagen disminuye y es de esperar que los errores residuales

aumenten. Por ello es conveniente conocer la relacién de la incertidumbre de deteccién en
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imagen con el tamafnio del marcador, lo que permitiria seleccionar el tamano del marcador

mas adecuado para unos requisitos de precision preestablecidos.

4.4.1.3. Efecto del Tamano del Marcador

En este apartado se analiza el efecto del tamafio del marcador sobre la precisién en
la deteccién de su centroide. Como se observa en el esquema de la figura 4.45a, en la imagen
del marcador existe una zona central con alto nivel de intensidad que siempre es umbralizada,
y conforme disminuye la intensidad en la periferia, los pixeles pueden o no ser umbralizados
dependiendo del nivel seleccionado, variaciones de iluminacién o el ruido. Si el marcador es
muy grande, el peso de la zona aleatoria sobre el total es despreciable y el error es pequeno.
Por el contrario, si el marcador es pequeno, la parte aleatoria tiene un peso mucho mayor y el
centroide tendra mayor incertidumbre. Este problema fue estudiado por Shortis [185], quien
planteé un modelo en el que el error era inversamente proporcional al area del marcador en

imagen. Sin embargo ese modelo no ha sido validado experimentalmente.
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Figura 4.45 — (a) Representacién del drea del marcador tras la umbralizacién. La zona central

tiene niveles altos de iluminacion y siempre es umbralizada, los puntos de la periferia dependen

del umbral o de ligeras variaciones de iluminacién. (b) Relacién entre la precisién en la deteccion,
o, y el radio medio del marcador.

Utilizando el procedimiento del punto anterior para caracterizar el error en la detec-
cién del mévil en imagen, se ha evaluado la precision en deteccién para diferentes tamafos de
marcadores. En la figura 4.45b se muestran las desviaciones tipicas de los errores en funcion
del tamano del marcador en imagen. Como cabria esperar, o disminuye al aumentar el ta-
mano del marcador. Este comportamiento es predicho mediante simulaciones en el trabajo de
Shortis [185], donde se obtiene una relacién tedrica del tipo o ﬁ que aqui se ha verificado

experimentalmente.
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4.4.1.4. Conclusiones

A partir de una experiencia sencilla y facil de reproducir en el laboratorio, se ha
comprobado que el programa de deteccién de la posicién del movil en imagen funciona co-
rrectamente. No introduce errores sistematicos ya que la distribucién de error esta centrada
en cero y, como era de esperar, la incertidumbre en la deteccion depende del tamano del mar-
cador. Teniendo en cuenta la relacién experimental obtenida, se deduce que con marcadores
con tamano en imagen de méas de 4 pixeles de radio, la incertidumbre en la deteccion del cen-
troide del marcador es inferior a 0,1 pixel. No tiene mucho sentido afinar mas esa precision,
ya que los errores introducidos por los defectos del modelo de calibracion de la cdmara son

de ese orden, como se vera mas adelante.

Es importante destacar que en el resto de experiencias se utilizaran marcadores como
los utilizados en esta experiencia y sus caracteristicas en imagen son las mismas. Por lo tanto,

los resultados obtenidos son extrapolables al resto de casos.

4.4.2. Calibracién de la camara

Como se describe en el apartado 4.3.3.4, la evaluacion de la precisién de los parame-
tros estimados del modelo de camara es un problema complejo, dada la fuerte no linealidad
de las ecuaciones usadas en el proceso de calibracién. De hecho, existen criterios bastantes
diferentes para evaluar la bondad del ajuste, segin el objetivo que se persiga [68,167,176].
Una de las métricas mas utilizadas para evaluar la precisién es comprobar que los errores de
reproyeccién son minimos (diferencias entre los puntos 3D proyectados en imagen y los puntos
detectados). Este error, junto con las incertidumbres en la estimacién de los pardmetros del
modelo seran los criterios que se usaran para evaluar la precision del sistema de calibracién

de camaras.

= Estimacion de los parametros intrinsecos
Para estimar los pardmetros intrinsecos se han utilizado un total de 28 iméagenes cu-

briendo los diferentes dngulos de rotacién respecto a la cimara (figura 4.46a).

Siguiendo las recomendaciones descritas en el apartado 4.3.3.4, se han realizado pruebas
con diferentes modelos de camara y el que mejor resultados ofrece es el mostrado en la
tabla 4.7. Este modelo no incorpora radial de tercer orden, k3 = 0, y mantiene fijo el

pardmetro que modela la falta de perpendicularidad de los pixeles, s’ = 0.

En la figura 4.46b se muestra la reconstruccién 3D de los planos de calibracién en el
sistema de referencia de la cdmara (X, Yz, Z.), donde se observa que se han cubierto los
diferentes dangulos respecto a la caAmara. En 4.46¢ se muestran los errores de reproyecciéon

de las diferentes imagenes de calibracién. Se observa que todas las imégenes tienen
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errores parecidos y no existen tendencias, por lo tanto, no se ha eliminado ninguna

imagen de la calibracién.

En la figura 4.46d se muestra las distribuciones de error en los ejes X e Y. Se observa
que estédn centrados en 0 y sus valores medios son (7.16 107> px , 5.35 10~° px). Por
otra parte, las desviaciones tipicas también son pequenas y del orden de precision de la
deteccién (0.13 px, 0.12 px).

Puesto que la distribucién de errores de reproyeccién estd centrada en 0, las desviaciones
estandar son bajas y los errores relativos de los parametros obtenidos también son bajos,

podemos considerar que los parametros intrinsecos obtenidos son correctos.

200 0

(b)
0.5 300
Mean =7.16 105, 0,=0.13 Bl Eje X
Mean =5.3510%, 6 =0.12 i [ClEeY
2501 y y
2001
©
—_ s ]
- c
e 8 150t
- g
I
100f
501 ﬂ
05 0 ol h ﬂ o] =
-0,4 -0,2 0 0,2 0,4
Error (px)
(c) (d)

Figura 4.46 — (a) Imdgenes utilizadas en la calibracién de pardmetros intrinsecos (28 imégenes

en total). (b) Reconstruccién 3D de los planos de calibracién en el sistema de referencia de la

cdmara (X, Y., Z.). (¢) Errores de reproyeccién obtenidos con la funcionalidad Analize Error del
software de calibracién. (d) Distibuciones de errores de reproyeccion en los ejes X e Y .
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Parametro Valor o Error( %)
fex (px) 795.69 1,64 0.21
fey (px) 793.70 1,62 0.21
u, (px) 331.69 2,45 0.74
Vo (pPX) 233.26 2,41 0.93
s (px) 0 - -
k1(—) 197.36 1073 | 35.58 1073 18
ka(—) 143.29 1073 | 16.33 1073 11
ks(—) 0 - -
p1(—) 2.83 1073 | 0.87 1073 31
p2(—) 1.121073 | 0.47 1073 42

Tabla 4.7 — Pardmetros intrinsecos (fc, fcy, Uo, v, 8') y coeficientes de distorsién (k1, k2, ks,
p1, p2) obtenidos en la calibracién para la cdmara Web en la experiencia del tocadiscos. En el
apartado 4.3.3.1 se explica detalladamente el significado fisico de cada parametro.

s Determinacion de los parametros extrinsecos
Para los parametros extrinsecos se ha utilizado una imagen del patrén colocada sobre
el plato del tocadiscos. Los valores estimados de posiciéon y rotacién de este plano en
el sistema de referencia de la cdmara vienen indicados en la tabla 4.8. Se ha verificado
de forma aproximada que la separacién entre la cdmara y el plano de movimiento
se corresponde con el valor obtenido de 7, = 483 mm (separacién en la direccién

perpendicular al plano del sensor).

Los errores residuales de reproyeccién estéan centrados en cero (valores medios 4.31 1074
px y 3.45 107 px en los ejes X e Y) y las desviaciones tipicas también son pequefias
y del orden de precision de la deteccion, 0.135 px y 0.146 px. Por lo tanto, podemos

concluir que los pardmetros obtenidos son correctos..

Parametro valor
T, (mm) -81.24
T, (mm) 110.73
T, (mm) 483.216

Ra (°) 2.798
Rg (°) -17.88 1073
R, (°) 127.31 1073

Tabla 4.8 — Pardametros extrinsecos: vector desplazamiento (1,,7,,7T.) y angulos de rotacién
(Ra, Ra, R) entre el sistema de referencia de la camara y el sistema de referencia del laboratorio.

4.4.2.1. Conclusiones

Con los resultados mostrados, podemos concluir que el modelo de cdmara obtenido

es correcto y se ha estimado con un orden de precision adecuado; los errores de reproyeccion
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estan centrados en 0 y las desviaciones tipicas son del orden de precisién de la deteccién,
o < 0,2 pixeles. Por otra parte, las incertidumbres asociadas a los parametros instrinsecos

son muy pequenas, < 1%.

4.4.3. Reconstruccion de coordenadas

4.4.3.1. Introduccién

La precisién en la reconstruccién depende de la precisién obtenida en la deteccion de
los puntos en imagen y del modelo de camara. De hecho, utilizando la expresién analitica del
proceso de restitucion, seria posible realizar una propagacién de incertidumbres para estimar
la precision en las coordenadas. Puesto que éste es un proceso largo y tedioso, se ha evaluado

la precision experimentalmente utilizando el movimiento generado con el tocadiscos.

Mientras que en imagen las trayectorias pueden no ser circulares por el efecto de
proyeccién, las coordenadas reconstruidas en el sistema de referencia del plato del tocadiscos
si que lo son. De esta forma, es posible estimar el error en reconstruccién a partir de las dife-

rencias entre las coordenadas reconstruidas y la circunferencia media para cada trayectoria.

4.4.3.2. Diseno, Experimento y Resultados

La ecuacién analitica de la trayectoria circular en coordenadas cartesianas viene
descrita por la ecuacion 5.1. En lugar de analizar los errores como el ajuste a estas funciones,
las coordenadas se han transformado a polares (r(t),0(t)), y se ha estimado el error como la

diferencia entre el radio medio de la trayectoria y el radio de cada marcador (ecuacién 5.4).

Para realizar la transformacién a polares, se ha estimado la circunferencia media por
minimos cuadrados para la trayectoria de cada marcador, obteniendo los valores de la tabla

4.9. El centro obtenido de esta forma ha sido el utilizado para realizar el cambio a polares.

x (t) = Reos (wt + 0,) + x, (4.28)
y (t) = Rsen (wt + 6,) + Yo
r(t) =/ (z(t) —z,)? ; (y (t) — yo)? (4.29)

0(t) = arctan(L2) + 0,

x(t

N
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Marcador | Radio (mm) | z, (mm) ‘ Yo (mm) ‘
M1 3.84 99,85 136,04
M2 56.94 99,90 136,08
M3 64.64 99,86 136,07
M4 93.87 99,84 136,00

Tabla 4.9 — Parametros de las trayectorias circulares obtenidas por minimos cuadrados para los
diferentes marcadores

El montaje experimental utilizado es el mismo que el del apartado 4.4.1, aunque en
este caso, la velocidad de giro del tocadiscos no se ha ajustado para que las posiciones de los

marcadores sean periddicas.

Utilizando el modelo de cadmara obtenido en el punto anterior y el método de re-
construccion descrito en el apartado 4.3.3.5, se han obtenido las coordenadas 2D de la figura
4.47b. Estos punto se corresponde a las coordenadas 3D de la figura 4.47a aunque en este

caso estan representadas en el sistema de referencia de la camara.

Puesto que los marcadores ocupan diferentes zonas de la imagen y el radio se estima
en las diferentes direcciones, el error en el radio es un buen estimador de la incertidumbre de
reconstruccion y permite detectar errores sistematicos. En la figura 4.47¢ se muestran estos
errores en funcion del angulo. En este caso, no se observa ninguna tendencia y por lo tanto, es
de esperar que los errores sean similares en las diferentes zonas del espacio de medida (errores

is6tropos).

En la tabla 4.10 se muestran los estadisticos de las distribuciones de error. En la
primera columna, K-S p, se indica el estadistico p del test de normalidad Kolmogorov-Smirnov
con o = 0,05, con esto se comprueba que los errores siguen una distribucion normal y podemos
modelar la precisién en términos de la desviacion tipica o. IC 95 % es el intervalo de confianza

al 95% vy en la ultima columna se muestra el error relativo respecto al radio medio de cada

trayectoria.
Marcador | K-S p | Error Medio (mm) | ¢ (mm) | IC 95% (mm) | Error( %)
M1 0.597 -0.564 1073 0.066 0.060 - 0.074 1.818
M2 0.941 -0.052 1073 0.077 0.070 - 0.086 0.135
M3 0.979 -0.040 1073 0.072 0.065 - 0.080 0.111
M4 0.770 -0.030 1073 0.075 0.068 - 0.083 0.079

Tabla 4.10 — Estadisticos del radio para cada marcador. K-S p es el parametro del test de

normalidad Kolmogorov-Smirnov para verificar normalidad (p>0.05), ¢ es la desviacién tipica

del error. IC 95% el intervalo de confianza del 95 % y Error( %) el error relativo evaluado como
la desviacién tipica dividida entre el radio medio.
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Figura 4.47 — (a) Reconstruccién 3D del plano de medida y trayectorias circulas de los marca-

dores en el sistema de referencia de la cdmara. (b) Trayectorias circulares 2D en el sistema de

referencia del plano del tocadiscos. (c) Error en el radio en funcién del dngulo, se observa que no

existe ningua tendencia. (d) Histogramas de las diferencias en los radios respecto al valor medio
para la trayectoria de cada marcador.

4.4.3.3. Precision en la reconstruccién. Conclusiones

Como se observa en la tabla 4.10, los errores siguen una distribucion normal centrada
en cero y con o < 0,1 mm. Por lo tanto, podemos estimar una precisiéon en reconstruccion
superior a 0.2 mm (20). Se trata de errores relativos inferiores al 0.1 % en distancias superiores
a los 10 cm. Este érden de magnitud es suficiente para los objetivos de la tesis. Ademsds, es

un nivel de precision dificil de obtener con cualquier otro procedimiento disponible en un

laboratorio docente de Fisica.

Un ventaja importante del método utilizado para evaluar el error de reconstruccion
es que permite identificar errores sisteméticos. En la figura 4.48a se muestran los puntos
reconstruidos para la misma experiencia pero sin corregir el efecto de proyeccion, se observa

que los puntos no se ajustan bien a un circulo y existe un error sistematico que depende del

angulo y por lo tanto, de la zona del espacio de medida, figura 4.48b.
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Figura 4.48 — (a) Trayectoria de cada marcador sin corregir efecto de proyeccién, se observa
que los puntos se alejan de la circunferencia media. (b) Error en el radio en funcién del angulo,
se observa una dependencia del error con el angulo.

Como se muestra en el apartado 4.4.1, los errores en la localizacion del mévil en
imagen seguian una distribucion normal centrada en cero y los errores de reconstruccién
siguen siendo normales y centrados en cero. Por lo tanto, podemos asumir que no existen
errores sistematicos en el programa de deteccion, ni en la calibracién, ni en el proceso de

reconstruccion.

A pesar de ello, es importante tener en cuenta que cuando se modifican los elementos
que forman el sistema de visién (diferente cdmara, éptica o tamano del espacio de medida...),
la precisién en la reconstruccién puede variar. A este respecto, es recomendable que en cada
montaje experimental se realicen pruebas complementarias para verificar que el orden de
precisién es adecuado. En cualquier caso, en las configuraciones utilizadas en esta tesis, se
han conseguido errores relativos de reconstruccién inferiores al 0.1 % en todos los montajes

experimentales.

4.4.4. Suavizado y derivacion numérica

4.4.4.1. Introduccién

Como se describe en el apartado 4.3.4.4, la eficacia del suavizado depende de multi-
ples factores: frecuencia de adquisicién, relacién senal/ruido, ancho de banda de suavizado
(h) o la curvatura de la senal. Por ello, el objetivo de este apartado no es realizar una eva-
luacién detallada del funcionamiento del suavizado en funcién de estos factores, sino, evaluar
su eficacia en los movimientos analizados. Para ello, se ha seleccionado la experiencia del

tocadiscos. Se trata de un movimiento controlado en el que se puede determinar la velocidad
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y aceleracién de los marcadores con bastante precision y compararlos con los valores medidos

con videoanadlisis y los algoritmos de suavizado.

Frente a la posibilidad de utilizar simulaciones, el estudio de una experiencia real
permite considerar incertudumbres dificiles de modelar, como es el caso de los cambios de
iluminacién del marcador en imagen, las deformaciones por el tiempo de exposicién, la falta

de sincronismo, la precisién alcanzable en los pardametros de camara, etc.

Por otra parte, el estudio se ha realizado en las condiciones mas desfavorables,
usando una camara web, de peor calidad y prestaciones que los dispositivos con los que
hemos realizados los experimentos. De esta manera se pretende demostrar que, incluso con
material de bajo coste es posible conseguir una estimacion de la velocidad y aceleracién con

suficiente precisién.

4.4.4.2. Diseno del experimento

Al tratarse de un movimiento circular de velocidad angular constante, las funciones
x(t) e y(t) son las que aparecen en la ecuacién 5.1. Derivando dichas ecuaciones se pueden

obtener las expresiones para la velocidad y aceleracién:

El movimiento utilizado es el mismo del apartado anterior. La dindmica de este
movimiento en cartesianas viene descrita por la ecuacién diferencial 4.30, donde (z,,y,) es
el centro de la trayectoria y w la frecuencia de revolucién. La solucién a esta ecuacién es la
conocida expresién para transformar a coordenadas polares (ecuacién 5.1). En cuanto a las

derivadas, es muy sencillo obtener las expresiones analiticas de v (¢) y a (t) derivando x (t) e
y(t)

a; = —w? (z — x,)

ay = —w’ (Y — yo) 0

e Suavizado

Para evaluar el efecto del suavizado, se ha realizado el analisis que se describe a continuacién.
En primer lugar se han tranformado las componentes (x,y) a un sistema de referencia con
origen en el centro de la trayectoria [z, (t),y.(t)] = [z (t),y (t)] — [%0, Yo, donde x, e y,
son los valores ajustados de la tabla 4.9. Una vez centradas las coordenadas x e y, se han
suavizado usando el algoritmo descrito y se ha calculado un radio en cada instante temporal

segun la expresion:
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e (£) = /22 (07 4y (1)? (4.31)

A partir de los radios de cada instante temporal, se ha comprobado si el valor medio
de cada trayectoria es igual al obtenido con las coordenadas sin suavizar (radio medio de la
tabla 4.9). Las posibles diferencias estan relacionadas con una pérdida de informacién en la
senal ocasionado por un exceso de suavizado. Por otra parte, la diferencia entre la dispersién
del radio entre las coordenadas suavizadas (o) y sin suavizar (o de la tabla 4.10) es un

indicativo de la capacidad del programa para reducir los errores aleatorios.

e Derivadas

Para evaluar el error en las derivadas, se ha utilizado la condicién de que el médulo de
la velocidad y de la aceleracién son constantes (ecuacién 4.32) y se corresponden con Rw y

Rw? respectivamente.

Utilizando los datos numéricos calculados se ha obtenido el médulo de la velocidad
y de la aceleracién y se ha evaluado el error en cada punto, obteniendo el valor medio y la

desviacién tipica.

o (1)) = /ve (1% + v, (£)? = R
la (t)] = \Jaz (1)° + ay (1)° = Ru?.

(4.32)

Por otra parte, las dispersiones en las derivadas respecto al valor medio permite
estimar el error aleatorio en las derivadas. Ademads, puesto que se tiene caracterizada la
dispersion de las coordenadas suavizadas se puede evaluar el efecto de amplificacién del ruido

aleatorio tipico de los sistemas de derivacién numérica [162].

4.4.4.3. Resultados

En la figura 4.49a se muestran los valores obtenidos de la posicién suavizada z; (1),
vz () y az (t). Se observa el comportamiento senoidal de estas magnitudes y el desfase de 3

y 7 de la posiciéon con la velocidad y la aceleracion.
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Figura 4.49 — (a) Valor de la coordenada suavizada x4 (t) y sus derivadas, v, (t) y a, (t), los va-
lores mostrados son del marcador M4 (b) Valor de la coordenada suavizada y; (t) y sus derivadas,

vy (8) ¥ ay (t).

e Suavizado

En la tabla 4.11 se muestran los descriptivos de los radios suavizados Rs(t). Se
observa que los valores medios son practicamente iguales a los obtenidos con las coordenas
sin suavizar (diferencias inferiores del 0,1 %), lo que indica que el suavizado no altera el
radio de curvatura. Por otra parte, las distribuciones de error siguen siendo normales con

desviaciones tipicas inferiores a las de los radios sin suavizar (aproximadamente la mitad).

Marcador | K-Sp | Ry, (mm) | o5 (mm) | IC 95% (mm) | Error( %)
M1 0.584 3.840 0.030 0.027 - 0.034 0.787
M2 0.371 56.940 0.041 0.037 - 0.047 0.073
M3 0.858 64.646 0.033 0.029 - 0.037 0.050
M4 0.686 93.865 0.037 0.033 - 0.042 0.039

Tabla 4.11 — Estadisticos en el radio suavizado para cada marcador.

En la figura 4.50a se muestran los erroes en Rg(t) en funcién del 4ngulo. Se aprecian
ligeras dependencias del error con el &ngulo que pueden deberse a errores sisteméticos en las
posiciones en imagen o al propio proceso de suavizado. Como se describe en 4.3.4.4, existe
una dependencia en el comportamiento del suavizado en funcién de la curvatura de la senal
y la relacién senal/ruido, y para tramos temporales diferentes, estas caracteristicas de la
senial varfan. A pesar de ello, es importante destacar que estas tendencias son de un orden
de magnitud muy pequeno (< 0,1 mm ) y las distribuciones de error siguen siendo normales

como se muestra en la tabla 4.11.
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Figura 4.50 — (a) Distribucién de errores en Rg(t) segun el dngulo. (b) Histograma del error en
R,(t) respecto al valor medio.

e Derivadas

En la tablas 4.12 y 4.13 se detallan los estadisticas del médulo de la velocidad y

aceleracién instantdnea. A partir del radio medio de cada trayectoria (R de la tabla 4.11) se

han obtenido los valores de velocidad angular: w, a partir de la velocidad y w, a partir de la

aceleracion.
Marcador | K-S p | |v (¢)| (mm/s) | o,(mm/s) | IC 95% (mm/s) | Error(%) | w, (rad/s)
M1 0.064 13.112 0.348 0.312 - 0.392 2.653 3.41 4+ 0.09
M2 0.784 194.640 0.578 0.518 - 0.652 0.297 3.42 £ 0.01
M3 0.642 220.968 0.542 0.486 - 0.612 0.245 3.418 £+ 0.008
M4 0.362 320.853 0.711 0.638 - 0.803 0.222 3.418 £+ 0.007

Tabla 4.12 — Estadisticos del médulo de la velocidad instantdnea para cada marcador.

Marcador | K-S p | |a(t)| (mm/s?) | o, (mm/s?) | IC 95% (mm/s?) | Error(%) | w, (rad/s)
M1 0.787 45.003 3.173 2.848 - 3.583 7.051 3.42 £ 0.12
M2 0.505 665.414 10.445 9.375 - 11.792 1.570 3.42 £ 0.03
M3 0.411 755.784 8.985 8.065 - 10.144 1.188 3.42 £ 0.02
M4 0.087 1096.824 10.082 9.050 - 11.383 0.919 3.42 + 0.03

Tabla 4.13 — Estadisticos del médulo de la aceleraciéon instantdnea para cada marcador.
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Figura 4.51 — (a) Error en v(t) en funcién del éngulo. (b) Histograma de error en v(t). (¢) Error
en a(t) en funcién del dngulo. (d) Histograma de error en a(t).

Se observa que los radios medios de las coordenadas suavizadas son muy pareci-
dos a los obtenidos sin suavizar (errores < 0,1%). Ademds, la dispersién en las coordenas

suavizadas es menor que en las coordenadas sin suavizar, aproximadamente en un factor 2.

La ventaja fundamental de disminuir los errores accidentales en las posiciones es que
permite estimar las derivadas con precisién. De hecho, las velocidades y aceleraciones se han
obtenido con errores relativos inferiores a 0.5 % y 2% para las trayectorias de mayor radio
aunque el comportamiento es peor en la de menor radio: errores del 2.6 % y 7% en velocidad

y aceleracion.

También se ha observado el efecto de amplificacion del error aleatorio por la deri-
vacién, aproximadamente en un factor 3 para las velocidades y 11 en las aceleraciones. No
obstante, se ha obtenido una menor amplificacién en la trayectoria de menor radio; 1.5 en

velocidad y 4 en aceleracién.

La trayectoria de menor radio, es la que peor relaciéon senal ruido tiene; para un
error en la posiciéon determinado, las variaciones porcentuales en el radio son mayores. Esto

justifica el hecho de que los errores relativos tanto en posiciéon como en las derivadas sean
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mayores.

4.4.5. Conclusiones

A partir de una experiencia sencilla y facil de reproducir en el laboratorio, se ha
comprobado que el sistema de medida permite estimar posiciones y sus derivadas con elevada
precisién. El movimiento analizado son las trayectorias circulares de marcadores anclados al
plato de un tocadiscos cubriendo un espacio de medida de unos 50 em?. En la adquisicién
se ha utilizado una camara Webcam con una frecuencia de adquisicién de 30 fps y una
resolucion espacial de 480 x 640 pixeles. A pesar de la sencillez de este equipo de medida,
se han alcanzado error en posicién inferiores al 0.1% (o < 0.1 mm). Para las derivadas se
observa la dependencia con la relacién senal/ruido de la sefial; para la trayectoria de mayor

radio (&~ 100 mm) se han alcanzado errores en la velocidad y aceleracién inferiores al 0.5 %.

Es importante destacar que estos niveles de precisiéon son muy elevados y dificiles
de alcanzar con otros sistema de medida. Ademas, estos resultados se han obtenido con una
experiencia real analizada en el laboratorio, lo que ha permitido evaluar otras fuentes de
error dificiles de modelar en simulaciones, como el efecto de la iluminacién, problemas en el
sincronismo de adquisicion o el efecto del error residual en los parametros de cdmara obtenidos

siguiendo el proceso de habitual de calibracion.

Estos resultados demuestran que, incluso con equipos de bajo coste, los algoritmos
desarrollados permiten obtener medidas muy precisas del movimiento de objetos, lo que abre
el camino para realizar numerosos experimentos de dinamica. En el apartado siguiente se
describe el enfoque de estas nuevas experiencias y se plantean diferentes experimentos que

seran desarrollados en el capitulo de resultados.
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4.5. Diseno de nuevas practicas docentes

En la revisién sobre practicas docentes de andlisis de movimientos (capitulo 2), se ha
constatado que existe una dificultad importante para registrar las variables tiempo y posicién
de forma continua y precisa. Una alternativa interesante es el videoanalisis, que ofrece grados

de automatizacion y precision elevados.

Aunque el videoandlisis viene utilizdndose en el laboratorio de Fisica desde hace
muchos anos, estas aplicaciones no han sabido aprovechar el enorme desarrollo de las técni-
cas de Visién por Computador de los tltimos diez anos. De hecho, la mayoria de trabajos
publicados utilizan técnicas de calibracién rudimentarias que no corrigen la falta de parale-
lismo del plano del sensor con el plano del movimiento, o las distorsiones introducidas por las
Opticas. Tampoco esta extendido el uso de técnicas de suavizado para el control de errores

accidentales o la estimacién precisa de las velocidades o aceleraciones.

En esta tesis se ha puesto a punto un sistema de medida basado en videoanalisis
que puede ser aplicado en practicas docentes de primer curso. El sistema utiliza algoritmos
avanzados de calibracion, de deteccion del movil en imagen y un sistema sencillo pero eficiente
de derivacién numérica. Como consecuencia, puede usarse con camaras de bajo coste, ya que
las mejoras estan asociadas méas al software que al hardware. Esto permite usar cdmaras
baratas en el estudio de movimientos lentos siendo necesario usar cadmaras algo mas caras

solo si se desea obtener una mayor frecuencia de muestreo.

En las préacticas docentes de andlisis de movimientos, el procedimiento habitual
consiste en plantear el modelo tedrico, integrar las ecuaciones diferenciales y medir experi-
mentalmente la posicién, r (t), para contrastarla segin el modelo. Este modo de proceder
presenta inconvenientes importantes; en primer lugar, es necesario conocer y definir a prio-
ri el modelo del movimiento, proceso complicado o carente de sentido cuando se analizan
fendmenos reales cuyo objetivo es precisamente conocer las fuerzas que intervienen en el
sistema. Por otra parte, ain conociendo el modelo tedrico, para obtener la ecuacién de la
trayectoria es necesario integrar ecuaciones diferenciales que, en muchas ocasiones, se salen
de los conocimientos exigibles a alumnos de primer curso. Otro problema importante es que
variaciones en la ecuacién diferencial pueden pasar desapercibidas en el registro temporal
de la senal; con mayor o menor acierto, siempre es posible ajustar los datos obtenidos a un

modelo predefinido.

Frente a esta situacion, conocer con precision velocidades y aceleraciones, permite
estudiar la dindmica del movimiento chequeando directamente las ecuaciones diferenciales. Es
importante destacar que por lo general, las ecuaciones diferenciales de la dindmica son mas
sencillas que las expresiones de las trayectorias. En ocasiones, la trayectoria final depende
de condiciones iniciales y complica en gran medida el calculo de integrales, en otros casos,

solo pueden resolverse haciendo simplificaciones como linealizar o despreciar efectos de menor
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intensidad.

Analizar directamente las relaciones entre las variables dindmicas del movimiento
permite introducir en la docencia de primeros cursos herramientas de interés, como los dia-
gramas de fase. Tradicionalmente, los diagramas de fase han sido muy utilizados en el estudio
de dindmica no lineal en disciplinas muy variadas: estudios econémicos [183], evolucién de sis-
temas biol6gicos [23], asi como en multitud de fendmenos fisicos especificos como oscilaciones

acopladas no lineales [201] o la dindmica no lineal de un péndulo [186].

Un diagrama de fases es un grafico que muestra la relacién existente entre las dife-
rentes variables dindmicas del movimiento, esto es, relaciones del tipo f (z,v,a) = 0, lo que
permite realizar estudios cualitativos y cuantitativos de la ecuacién diferencial sin necesidad
de resolverla y permiten analizar caracteristicas importantes como el equilibrio dindmico, la
periodicidad o la estabilidad [105].

En resumen, es una herramienta interesante para analizar problemas complejos, ya
que permite a los alumnos centrar la atencién en los detalles de la dindmica y su evolucién,
y no en resolver un problema matematico complicado. Sin embargo, este tipo de diagramas
han sido poco utilizados en los laboratorios docentes de Fisica, posiblemente por la dificultad

para medir directamente y con precisién las variables implicadas.

Haciendo uso de este planteamiento y el sistema de videoandlisis desarrollado, en
esta tesis se proponen una serie de practicas donde se analizan experiencias con alto valor
formativo. La seleccién de estas practicas se ha realizado con el objetivo de profundizar en
algunos de los temas mds importantes de los cursos de Mecéanica de grado donde el andlisis
experimental es muy reducido por las limitaciones de los sistemas de medida tradicionales.
Ademsds, se da la oportunidad a los alumnos de analizar experiencias conocidas con un nuevo

planteamiento.

A continuacion se describen las practicas seleccionadas y que seran desarrolladas en

el Capitulo de Resultados.

1. Movimiento Circular Uniforme en 2D.

El estudio de la cinematica del movimiento circular suele realizarse en cursos preuni-
versitarios por su importancia en las trayectorias generadas en sistemas con fuerzas
centrales como la gravitacién o la electrostatica. No obstante, no es frecuente encontrar
practicas docentes en las que se analice experimentalmente la cinematica de este movi-
miento, ni siquiera en cursos universitarios. La razén la encontramos en las limitaciones

de los sistema de medida tradicionales, incapaces de medir ¢ (t) y @ (t) de forma precisa.

En esta practica se estimaran las variables v (t) y a () de forma vectorial y se obtendran

las componentes en el triedro intrinseco. Por otra parte, se calculara la relacion entre
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las coordenadas y sus derivadas segundas, comprobando que esta relacion es lineal y

que permite calcular la velocidad angular, w.

El montaje experimental utilizado en esta practica es el mismo al utilizado para verificar
la precision del sistema de medida: las trayectorias circulares de marcadores anclados

al plato del tocadiscos.

2. Rozamiento Viscoso y rozamiento de Coulomb.

La segunda practica se ha disenado para introducir el concepto de diagrama de fases
en primer curso. Para ello se ha optado por analizar la dependencia a(v) en el caso del

rozamiento seco y del rozamiento viscoso.

El rozamiento seco o de Coulomb se estudia con cierto detalle en Bachillerato, donde
se plantea como un ejemplo de movimiento uniformemente acelerado, al ser analizado
como un movimiento con aceleracion constante. Realmente, esto no es cierto y en esta
practica los alumnos podran comprobar por si mismos como el rozamiento seco intro-
duce una discontinuidad en la aceleracién cuando se produce un cambio de sentido del

movimiento.

En esta practica también se analiza el movimiento de un cuerpo con amortiguamiento
viscoso lineal. Este modelo se suele introducir de forma teérica en primeros cursos de
carreras técnicas, ya que es un buen ejemplo para aplicar el teorema de la energia cinéti-
ca, y el modelo de amortiguamiento lineal también se utiliza al explicar las oscilaciones
amortiguadas [180,197].

El planteamiento a partir del diagrama de fases permite que los alumnos aprendan a
analizar la dindmica de un sistema sin necesidad de integrar ecuaciones diferenciales, y
explica algunos fenémenos, como la velocidad limite o el equilibrio dindmico, de manera

muy simple a partir de una representacién gréfica.

Este es uno de los experimentos que se ha probado en la experiencia piloto de videoanali-

sis en uno de los grupos de alumnos.

3. Oscilaciones lineales, linealizables y alineales.

La préctica del apartado 5.4 profundiza en las oscilaciones lineales, linealizables y alinea-
les. En esta experiencia se pretende que los alumnos puedan comprobar las limitaciones
de asumir linealidad, algo muy frecuente no solo en Fisica de primer curso sino en otras
muchas materias de Ingenieria. Incluso en ejemplos de primer curso, se analiza un pro-
blema claramente no lineal, como es el caso del péndulo, que se linealiza para llegar
a una solucién reconocible y facil de manejar por los alumnos. Dada su complejidad,
el estudio de oscilaciones no lineales se deja para cursos avanzados de Mecénica donde
tampoco es frecuente plantear sistemas intrinsecamente no lineales. Es evidente que el
estudio detallado de sistemas no lineales se sale de los objetivos de la Fisica de grado,
pero también es cierto que es conveniente que los alumnos entiendan las limitaciones y

el rango de validez de las hipdtesis que asumen.
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El movimiento analizado en esta préactica esta formado por oscilaciones transversales de
una masa unida a un muelle, cuyo modelo tedrico estd descrito en [45,132,212]. Se trata
de un montaje experimental facil de recrear en el laboratorio de Fisica, donde la misma
configuracién permite generar oscilaciones lineales de amplitud variable, oscilaciones no
lineales pero linealizables para baja amplitud y oscilaciones intrinsecamente alineales.
En esta situacién, sera facil para los alumnos comprender que asumir linealidad es una
simplificacion que puede utilizarse sélo cuando las condiciones del problema lo permiten

y que, en cualquier caso, es necesario controlar los limites de validez del modelo.

Sistemas de Masa Variable.

Otra practica estard dedicada a profundizar en los sistemas de masa variable. El estudio
de problemas de masa variable es importante en la formacion de los estudiantes de
ingenieria ya que es aplicable en aquellos sistemas en las que existe flujo de masa entre
subsistemas: sistemas de propulsion, cohetes, dinamica de fluidos, etc. Por este motivo,

este tipo de problemas se analiza en multitud de libros de texto [180,189,197].

Uno de los problemas que presenta introducir estos conceptos en primer curso, es que
los alumnos deben plantear la segunda ley de Newton a partir del momento lineal,
F= ‘fi—f , en vez de la cldsica expresion en funcion de la masa y la aceleracion, F = ma.
Esto supone un concepto dificil de comprender para los alumnos de primer curso, sobre
todo porque no poseen soltura suficiente en la interpretacién fisica del analisis infinite-
simal. Ademds, no es frecuente realizar experimentos con sistemas de masa variable en
el laboratorio de Fisica debido, fundamentalmente a las dificultades para medir experi-

mentalmente las magnitudes que aparecen en estos fenémenos.

El sistema de masa variable propuesto es muy sencillo, estda formado por un cadena
estirada que se desliza sobre una mesa mientras un extremo cae por el borde. El modelo
tedrico de esta experiencia viene descrito en [156] [135] como un sistema sin rozamiento y
de un sélo grado de libertad. En el andlisis que se realizara en esta préactica se incluird el
efecto del rozamiento de Coulomb y se analiza el problema como dos subsistemas de
masa variable. Como se verd, el rozamiento de Coulomb introduce un efecto importante

en la dindmica del movimiento y no puede ser ignorado en un estudio experimental.

Movimiento del Sélido Rigido en 2D.

El estudio del movimiento del sélido rigido es una parte importante en la ensenanza de la
Fisica en los primeros cursos de muchas ingenierias, ya que constituye la base para otras
materias relacionadas con la Mecanica, Teoria de Maquinas, Robdtica, Biomecanica, etc.
Aunque los alumnos llegan a la Universidad con una nociones bésicas sobre la rotacién
con un eje fijo, en el primer curso este movimiento suele analizarse desde una perspectiva
diferente y nueva para los alumnos. Asi, en el caso de la cinemética, es importante que
entiendan la estructura del campo de velocidades y su naturaleza antisimétrica, asi como
la existencia de un eje instantaneo de rotacién no necesariamente fijo. Desde el punto

de vista de la dinamica, deben generalizarse las ecuaciones para el caso de un eje fijo y
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desarrollar el teorema de conservacién de la energia mecanica a problemas con sélidos.
Esto implica que se familiaricen con el calculo de momentos angulares y de la energia

cinética en el movimiento de rotacion y de traslacion.

Aunque hay abundante bibliografia de calidad para explicar las bases tedricas asociadas
a estas cuestiones, como discutiremos en el apartado 5.6, la bibliografia sobre practicas
de laboratorio es reducida. En general, se mide un movimiento simple que se contras-
ta con modelos obtenidos a partir de ecuaciones escalares. De esa forma se pierde la
oportunidad de trabajar con magnitudes vectoriales o de contrastar directamente las
ecuaciones de la dindmica, posibilidades que podrian aprovecharse usando las técnicas

de medida propuestas en esta tesis.

En el apartado 5.6 se propone una sencilla practica de movimiento de rotacién, un ci-
lindro que rueda sin deslizamiento por un plan inclinado, en el que se pueden analizar
diferentes conceptos que habitualmente sélo se plantean en clases tedricas: la estruc-
tura del campo de velocidades como un campo de momentos, la existencia de un eje
instantaneo de rotacién, la relacién entre la velocidad angular y el momento angular,
las ecuaciones de la dindmica para este movimiento y la conservacion de la energia

mecanica si el movimiento no tiene deslizamiento.

En vez de utilizar el planteamiento habitual para describir el movimiento del cilindro
a partir de la posicién del centro, asumiendo que no hay deslizamiento para obtener la
velocidad angular [2,30,48,166], en este trabajo usaremos el método descrito en Page
et al [2,30,48,166], donde se mide la velocidad angular a partir de la velocidad de
varios marcadores, usando las mismas ecuaciones que ligan el momento cinético con la
velocidad angular. De esta forma se pretende mostrar la versatilidad del videoanélisis,
junto con las técnicas de derivaciéon numérica, para que el alumno visualice conceptos

que habitualmente se le presentan como meros desarrollos matematicos.

El desarrollo de las practicas descritas anteriormente se ha realizado en el capitu-
lo de Resultados. Cada practica incluye su apartado de Introduccién, Material y Métodos,
Resultados y Conclusiones. Consideramos que la estructura de la tesis es mas compacta con
esta organizacién y no introduce saltos en el argumento. Por otra parte, en el diseno de las
practicas se ha seguido un orden creciente en complejidad, introduciendo en cada practica

conceptos nuevos y utilizando los introducidos en préacticas anteriores.
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4.6. Validacion de la calidad docente

4.6.1. Introduccion

El objetivo final de cualquier innovacién docente es mejorar el proceso de ensenanza-
aprendizaje. Por tanto, parece légico que las propuestas de novedades en el diseno de practicas
de laboratorio vayan acompanadas de una evaluacién objetiva de sus ventajas. La evaluacién
es una de las bases de la investigacion sobre la docencia de la Fisica, donde se ha desarrollado
una amplia investigacién orientada a desarrollar herramientas para cuantificar las mejoras en
la ensenanza. Para que dos métodos de ensenanza puedan ser comparados es preciso disponer

de instrumentos de medida validados [95].

Los estudios orientados a evaluar las mejoras asociados a cambios metodoldgicos
tienen una larga tradicién. Ya en los anos 80, Halloun y Hestenes [88,97] realizaron un
amplio y cuidadoso estudio experimental en el que concluian que los preconceptos de los
estudiantes sobre el movimiento tenian un importante efecto sobre su posterior desarrollo de
conocimientos en Fisica, ya que la instruccion convencional sélo podia conseguir pequenos
cambios en ellos. En esta linea se han realizado distintos estudios en los que se evalia la mejora
en el aprendizaje de los alumnos por el hecho de utilizar metodologias docentes alternativas
basadas en la interaccién y participacion de los estudiantes [85,96]. Los resultados obtenidos
mostraron claramente una mejora en el aprendizaje de estos alumnos frente a los que utilizaron

las metodologias tradicionales [88].

El réapido desarrollo de herramientas basadas en ordenador también ha propiciado el
desarrollo de potentes laboratorios virtuales en las disciplinas cientificas, que compiten con los
reales tanto en el campo de la mejora de adquisicién de conceptos bésicos por los estudiantes
como de sus habilidades manipulativas, mejorando ademas la posibilidad de desarrollar méto-
dos de aprendizaje activos, incluso en grupos numerosos. Distintos estudios han mostrado la

complementariedad de los laboratorios virtuales con los reales [38,124,216].

Finalmente, el desarrollo de herramientas baratas y eficaces de videofotogrametria
se ha revelado muy eficaz en la caracterizacién y andlisis de los fenémenos con movimiento.
La razén de ello se encuentra en su capacidad de “digitalizar” y con ello “aprehender” el
mundo real. En la revisién bibliografica (apartado 2.3) ya se han comentado las principales

ventajas asociadas a esta técnica de medicién y analisis.

Sin embargo, en las actuales practicas docentes de andlisis de movimientos, el proce-
dimiento habitual consiste en plantear el modelo tedrico, integrar las ecuaciones diferenciales
y medir experimentalmente la posicién r(t), para contrastarla segun el modelo tedrico prede-
terminado. En esta tesis se plantean un enfoque diferente, que utiliza el videoanalisis junto

a una herramienta adecuada de derivacién numérica, lo que permite estudiar la dindmica
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del movimiento chequeando directamente las ecuaciones diferenciales. En nuestra opinién,
la esencia del planteamiento y comprension del movimiento de un sistema dindmico esta en
aplicar correctamente las leyes correspondientes y plantear la ecuacion diferencial que regu-
la el comportamiento del sistema, y este comportamiento se refleja mejor en las relaciones
entre la posicién y sus derivadas que en la obtenciéon de una solucién particular mediante la

integracién.

En este apartado se plantea el estudio desarrollado para evaluar las ventajas del
uso de este nuevo enfoque en el entorno de la ensenanza en la Universidad Politécnica de
Valencia (UPV), donde este tipo de herramientas no se han usado previamente. Como criterio
de valoracion se ha elegido la ganancia en el aprendizaje, a partir de un test ampliamente
utilizado en este campo, y sobre el que se dispone de referencias sobre muestras de poblacion
muy amplia. Se trata de Force Concept Inventory [97]. En el estudio desarrollado se han
comparado las nuevas practicas con métodos de ensenanza tradicionales en una muestra de 154
alumnos pertenecientes a tres titulaciones diferentes, impartidas en dos escuelas diferentes.

En el estudio han colaborado tres profesores con amplia experiencia docente.

En el siguiente apartado se describe la composiciéon de la muestra, el procedimiento
aplicado y la herramienta estadistica utilizada. Posteriormente, en el Capitulo de Resultados

y Discusién (apartado 5.7), se mostraran y discutiran los resultados del estudio.

4.6.2. Muestra del estudio

En el desarrollo del estudio han participado un total de 154 alumnos de primer curso
de tres Escuelas de la UPV: Facultad de Administracién y Direccién de Empresas, E.T.S.I.
de Telecomunicacion y E.T.S. de Disenio. Los alumnos estaban cursando tres titulaciones

diferentes:

= Doble grado en Administracion y Direccion de Empresas + Ingenieria de Tecnologias y

Servicios de Telecomunicacién (DGAT).
» Grado en Ingenieria de Tecnologias y Servicios de Telecomunicacién (GIT).

» Grado en Ingenierfa Aeroespacial (GIA).

Todos los alumnos que han participado en el estudio eran alumnos de nuevo ingreso y
las pruebas se realizaron durante el primer cuatrimestre del curso, en las materia cuatrimestral
de Fisica I, con 6 créditos, (caso de los alumnos de Telecomunicacién y doble grado) y en la

asignatura anual de Fisica en el caso de Ingenieria Aeroespacial.

Hay que senalar que los contenidos tedricos de estas materias en lo referente a la

dindmica son idénticos en el caso de DGAT y GIT y muy parecidos en el caso de GIA. Las
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practicas de laboratorio previas al desarrollo del estudio también son iguales (Introduccién y
Manejo del osciloscopio digital), de manera que se ha controlado que la principal diferencia

entre los grupos formados sean las practicas de Mecanica, como se describe mas adelante.

4.6.3. Test utilizado en el estudio

Para evaluar la mejora asociada al uso de la metodologia propuesta se ha utilizado
una encuesta de referencia sobre los conceptos mecanicos, que permite cuantificar el nivel
previo de conocimientos de los alumnos y establecer las potenciales mejoras asociadas a
un determinado proceso de ensenanza-aprendizaje. La encuesta utilizada ha sido el Force
Concept Inventory [97], que es una actualizacién de Mechanics Diagnostic test de Halloun
y Hestenes [88], test de referencia para establecer el nivel de los conocimientos conceptuales
de los principios béasicos en mecanica Newtoniana, para cursos introductorios de Fisica. Este
test, que goza de gran prestigio, se ha revelado como un valioso instrumento para evaluar el

estado de los conocimientos basicos de los estudiantes.

Las condiciones de cesion del test impiden su reproduccion en cualquier medio, por
lo que no podemos incluir en la tesis la version utilizada en este estudio. No obstante cualquier
profesor interesado puede solicitarla a sus autores, quienes la facilitan de forma gratuita en
diferentes idiomas. En el enlace http://modeling.asu.edu/R&E/Research.html, se describe

la forma de descargarse el test.

Es muy importante que este test no se utilice para elaborar pruebas de evaluacion
académica, ya que su difusion y uso como parte de la evaluacién entrenaria a los alumnos en
la resolucién de las cuestiones que se plantean y se perderia su utilidad como herramienta
normalizada de evaluacién de métodos de ensenianza de la Mecanica. No obstante, en los
articulos citados se describen las caracteristicas fundamentales del test, que abarca diferentes

cuestiones sobre el concepto de fuerza y las leyes de Newton como se muestra a continuacién:

1. Cinematica.

= Discriminar entre velocidad y posicién. Cuestion 19.
= Discriminar entre velocidad y aceleracion. Cuestiones 20 y 26.

» Implicaciones de la aceleracién constante: trayectoria parabdlica (cuestiones 12,

14, 21 y 23) y cambio en el médulo de la velocidad (cuestiones 13, 22 y 27).

= Las velocidades se suman vectorialmente. Cuestion 8.
2. Primera Ley de Newton.

» Situaciones sin fuerzas. La velocidad mantiene la direccién constante (cuestiones

6, 7, 8 y 23) y la celeridad se mantiene constante (cuestiones 10, 16 y 24).
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= Situaciones con fuerzas que se cancelan. Cuestiones 17 y 25.
3. Segunda Ley de Newton.

= Fuerzas impulsivas. Cuestiones 4 y 8.

= Fuerzas constantes implican aceleraciones constantes. Cuestiones 13, 18, 21, 26 y

27.
4. Tercera Ley de Newton.

= Con Fuerzas impulsivas. Cuestiones 4 y 28.

= Con Fuerzas continuas. Cuestiones 15, 16 y 17.
5. Principio de superposicion.

= Suma vectorial. Cuestiones 8 y 9.
6. Tipos de Fuerzas.

» Contacto entre sélidos. Reaccién (Cuestiones 5, 18 y 29), impulsivas (Cuestiones
4, 8, 28) y rozamiento de Coulomb (Cuestiones 25, 26, 27).

» Fuerzas con fluidos, resistencia del aire (Cuestién 30).

» Fuerza gravitatoria (Cuestiones 13, 17, 18 y 29), aceleracién independiente de la

masa (cuestiones 1y 3) y trayectoria parabdlica (cuestiones 2, 12 y 14).

Ademis del test, se anadié una hoja adicional con una serie de preguntas de control
sobre el alumno: género, edad, nota de acceso a la Universidad, nota en Fisica y tipo de centro

de procedencia.

4.6.4. Procedimiento

La muestra de alumnos se dividié en dos grupos, para comparar los resultados en

funcion de la metodologia utilizada:

1. Grupo de control (GC). Grupo constituido por los alumnos pertenecientes al GIT
y un subgrupo formado por la mitad de los estudiantes de la titulacion de GIA ex-
traido aleatoriamente. A este grupo se le impartio la asignatura de forma convencional,
desarrollando los conceptos sobre dindmica en las clases tedricas y desarrollando una

practica de dindmica convencional (sin videoandlisis).
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2. Grupo Experimental (GE). Grupo constituido por el grupo de alumnos de doble
titulacion Ingenieria de Telecomunicaciones y ADE y el subgrupo restante de Ingenieria
Aeroespacial. A estos alumnos se les impartié los mismos contenidos teéricos que al GC.
Adicionalmente recibieron un seminario de 2 h de duracién para aprender a manejar
el programa Tracker y plantearles algunos conceptos relacionados con los diagramas
de fase. En vez de la practica de dindmica convencional realizaron una practica con
videoanadlisis. Durante esta practica analizaron uno de los experimentos desarrollados
en esta tesis que implica el uso de diagramas de fase (plano inclinado con rozamiento
viscoso descrito en 5.3). El trabajo de los alumnos no consistié en la preparacién y
ejecucién del experimento, sino en el andlisis del movimiento a partir de un video

realizado previamente por el autor de la tesis.

En el desarrollo de la practica con videoandlisis no se ha utilizado el programa de
deteccién de la posicién del movil en imagen desarrollado en esta tesis por tratarse de una
versién beta para profesores. Este programa ofrece prestaciones avanzadas para realizar la
localizacién del mévil y la calibracién precisa del espacio de medida, lo que implica un proceso
de aprendizaje que podria interferir en el foco de atencién del alumno sobre el fenémeno fisico
a analizar. Por ello, se ha usado el programa Tracker descrito en la revisién (apartado 2.3.3).
Como se describe en 2.3.4, este programa docente tiene limitaciones importantes derivadas de
utilizar un sistema de deteccién basado en correlaciones, un modelo de camara simplificado

y la ausencia de técnicas precisas de suavizado y derivacién numérica.

No obstante, para minimizar el efecto de estas limitaciones se ha realizado un disefio
experimental adaptado a los objetivos de la practica, Asi, la falta de un buen sistema de
calibracién se ha resuelto con un montaje experimental muy cuidadoso, en el cual el plano
del movimiento era completamente paralelo al plano del sensor, ademas se ha utilizado una
optica con poca distorsién y se ha medido en el centro de la imagen. Para evitar usar la
opciéon manual de deteccién, de muy mala precision, en el montaje experimental se cuidé la
iluminacién, el fondo y el tamano del marcador, de forma que el proceso se pudiese realizar
por los alumnos utilizando el sistema de autotracking automatico basado en correlaciones
que incorpora el programa. Finalmente, en el calculo de derivadas se tuvo que usar el sistema
de derivadas por diferencias finitas implementado en el propio programa, que es bastante
sensible a los errores aleatorios. No obstante, al mejorar la precisién en la localizacion del
movil en imagen y usando un video de frecuencia de muestro adecuada, las velocidades se
han podido calcular con suficiente precision para obtener el diagrama v(x) , mientras que el
diagrama a(v) es muy ruidoso y sélo se ha utilizado de forma cualitativa. En cualquier caso,
es una buena oportunidad para que los alumnos comprueben que las definiciones matematicas

de las derivadas como diferencias no siempre pueden usarse en la practica experimental.

A todos los alumnos se les paso el test en dos ocasiones. En primer lugar, el segundo

dia de clase del curso, antes de empezar a impartir la primera leccién de Mecanica. Los
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alumnos fueron informados del cardcter del estudio, se les indicé claramente que el objetivo
del test no guardaba relacion alguna con las calificaciones y que no se trataba de un examen.

El tiempo establecido para el pase del test es de 30 minutos.

El mismo test se volvié a pasar a los mismos alumnos una vez evaluada la parte de
Mecénica, de manera que todos los alumnos ya hubiesen cursado esta parte. Ademas de esta

manera nos aseguramos de que no asociaban el desarrollo del test a la nota de los exdmenes.

4.6.5. Analisis de datos

La variable dependiente utilizada para comparar los resultados entre los dos grupos
ha sido la ganancia normalizada de cada alumno [85]. Esta ganancia se calcula a partir de las
puntuaciones en el segundo test Sy y el primero S;, lo que nos darfa una ganancia absoluta,

G, que se expresa en una escala de 0 a 100 puntos:

G = 1005f3_05i — Sp(%) — Si( %) (4.33)

Este valor absoluto de mejora se normaliza dividiéndolo por la méxima ganancia
que puede alcanzar cada alumno, que es la diferencia entre la maxima puntuacién (30 puntos

en el test) y la puntuacién inicial [85]:

Sp—8 G

= 100 = 4.34
g 305, (4.34)

Esta cantidad puede variar entre 0 y 1.

Las variables independientes consideradas son el grupo (Grupo Control / Grupo
Experimental) y una variable de control asociada a la puntuacién inicial. Esta tltima variable
se ha introducido para controlar el posible efecto de las diferencias de nivel entre los alumnos
de los dos grupos. En efecto, aunque en el caso de los alumnos de GIA la asignacién a GC y
GE ha sido aleatoria, todos los alumnos de DGAT fueron asignados al GE, mientras que todos
los del GIT se asignaron al GC, lo que puede introducir sesgos asociados a las diferencias de
nivel de los alumnos. Asi, los alumnos de DGAT tienen calificaciones de acceso superiores a
los de GIT , y eso se traduce en mejores valores de Si, como se describird en el apartado de

resultados 5.7.

Por ello, se ha incluido este factor como una variable de control categoérica, Grupo
Nota del pre-test (GNP), con dos niveles (Alta 6 baja, GNPA 6 GNPB), segin el alumno

hubiese obtenido una puntuacion superior o inferior a la mediana del conjunto de alumnos.
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A partir de estas variables se ha realizado un andlisis en tres niveles:

= Analisis descriptivo. Se describen las medias y dispersiones de las puntuaciones de

los tests, incial y final, asi como las ganancias absolutas y normalizadas asociadas.

= Analisis del efecto de la metodologia docente. Se ha realizado comparando las

medias de las ganancias normalizadas por dos procedimientos:

1. Comparacion directa entre las medias mediante el test de la T de Student.

2. ANOVA con dos factores en el que se controla el efecto del método de ensenanza
(GC o GE), el de la nota pre-test (GNPA o GNPB), y la interaccién entre ambos.

Previamente al andlisis se han realizado otras pruebas complementarias, como la de-
terminacién de la normalidad de las distribuciones, mediante el test de Kolmogorov-
Smirnov, y la comprobacién de la igualdad de varianzas con el test de Levene. Los

calculos se han realizado con el programa SPSS.v16.

s Evaluacién absoluta de la ganancia asociada a las metodologias docentes.

Una vez comprobado si la metodologia propuesta ofrece mejoras respecto a la tradi-
cional, en el contexto particular en el que se ha desarrollado el estudio, nos hemos
planteado la posibilidad de evaluar si las ganancias conseguidas son relevantes, en un
marco més general de la ensefianza de la Fisica en primer curso de Universidad. Para
ello se han comparado los resultados obtenidos con los valores de referencia publicados
en la literatura, lo que nos permitird comprobar si los resultados son equiparables a
los obtenidos con otras experiencias de innovacién docente. Para ello se ha usado el
diagrama ganancia normalizada vs puntuacién inicial, propuesto por Hake [85]. Este
diagrama permite clasificar de forma absoluta la eficacia de una metodologia, ya que se

han establecido unos limites a partir de varios estudios comparativos.
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Figura 4.52 — Diagrama Ganancia normalizada vs puntuaciéon del pretest. Las zonas de efecti-
vidad alta, media o baja asociadas a una metodologia de ensenanza se han obtenido del trabajo
de Hake [85].

En la figura 4.52 se muestra un esquema de este diagrama. En el eje de la X se represen-
ta la puntuacién inicial del test (expresada en %), mientras que en el eje Y se representa
la ganancia. A partir de los resultados de 62 estudios con mas de 6500 alumnos, Hake
propuso una serie de zonas de clasificacion: zona de baja efectividad, que se asocid a
los sistemas de ensenanza tradicionales, zona de efectividad media y zona de alta efec-
tividad. Las zonas de efectividad media y alta corresponden a sistemas innovadores
donde las clases se imparten con un alto grado de participacién interactiva. Hay que
senalar que en este estudio la mayorfa de cursos (48 de 64) usaron sistemas especiales
de formacion, algunos en universidades de primer nivel mundial, por lo que los valores

de efectividad baja son los normales en sistemas de ensenanza tradicional.

Como puede observarse, las zonas estdn delimitadas por rectas de pendiente negativa
que pasan por el punto (100, 0). Esto se debe a que se ha observado una dependencia de
la ganancia normalizada respecto a la puntuacion inicial, de manera que a medida que
las puntuaciones iniciales son més bajas, se exige una ganancia mas alta para considerar
un mismo nivel de efectividad. En cualquier caso, las puntuaciones iniciales raramente

superan el 50 %, siendo normal que estén cerca del 30 % para alumnos de nuevo ingreso.

Ubicando cada grupo (o cada alumno) segin sus coordenadas (puntuacién inicial, ga-
nancia normalizada) es posible conocer su posicién con respecto a las de los estudiantes

universitarios del estudio de referencia.
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Capitulo 5

Resultados y Discusion

5.1. Introduccion

En este capitulo se describen las practicas disenadas utilizando la metodologia de
videoanalisis desarrollada y validada en el capitulo de Material y Métodos. Asimismo, se
incluyen los resultados del estudio del efecto de este tipo de experimentos en el rendimiento

de los alumnos de primer curso en grados de Ingenieria.

Las précticas se presentan siguiendo un orden crecientes en dificultad, de manera
que cada una se apoya en conocimientos anteriores y se van introduciendo nuevos conceptos
o técnicas de andlisis de forma gradual. De esta forma se consigue, ademds, adaptarnos al

orden habitual en la ensenanza de la Dindmica en los primeros cursos de Ingenieria.

En una primera practica, apartado 5.2, se ponen de relieve las ventajas del sistema
de medida en el estudio de un movimiento sencillo pero de gran importancia en la docencia
de la Mecénica: el movimiento circular uniforme. Aunque este movimiento se introduce en
cursos preuniversitario, no es frecuente encontrar practicas donde se analicen experimental-
mente la cinematica de este movimiento en 2D, lo que permitiria chequear las relaciones de
tangencialidad entre la velocidad y la trayectoria o el estudio detallado de las componentes

intrinsecas de la aceleracion.

En la siguiente préactica 5.3 se introduce el uso de los diagramas en el espacio de
fases como herramienta para la caracterizacion de las relaciones dindamicas del movimiento.
Este tipo de representaciones graficas son muy ilustrativas y permiten estimar los parametros
del sistema de forma sencilla. El movimiento analizado en esta préactica es un movimiento
lineal con rozamientos de diferente naturaleza: seco y viscoso. Se vera que estudiando las
relaciones del tipo f(x,v,a)=0 es posible determinar experimentalmente el tipo de fuerzas

presentes en el sistema, asi como introducir el concepto de equilibrio dindmico y velocidad
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limite. Esta practica es una buena oportunidad para comprobar las ventajas de estudiar la
ecuacion diferencial del movimiento directamente con los diagramas de fase, de hecho, si
el modelo se resuelve de la forma habitual (ajustando la expresién de z(t)) el rozamiento
de Coulomb, que es de muy baja intensidad, puede pasar desapercibido algo que no ocurre

cuando se estudia la ecuacion diferencial.

Con el objetivo de profundizar en esta problematica, la siguiente practia de oscila-
ciones, desarrollada en el apartado 5.4, se demuestra que las integrales x (¢) son poco sensibles
a posibles diferencias entre el el esquema de fuerzas reales actuando en el sistema y las con-
sideradas en el modelo tedrico. En esta situacién, es posible que relaciones dinamicas que se

apartan bastante del modelo den lugar a leyes del movimiento x (t) parecidas.

La préctica estd dedicada a las oscilaciones lineales, linealizables para baja amplitud
y oscilaciones intrinsecamente alineales. Utilizando un inico montaje experimental, es posible
generar oscilaciones cuya linealidad depende de condiciones iniciales faciles de configurar. El
objetivo es que los alumnos comprueben las limitaciones de asumir linealidad, algo muy
frecuente en el andlisis de problemas de oscilaciones. Este punto es muy interesante para la
formacién de los futuros ingenieros, que deben comprender que determinadas simplificaciones
(en este caso la linealidad del modelo) no siempre se cumplen y puede tener consecuencias

sobre los resultados experimentales.

La siguiente practica del apartado 5.5 estd dedicada a profundizar en los sistemas
de masa variable. Estos problemas son basicos para implementar importantes aplicaciones en
ingenieria, especialmente en el estudio de cohetes, sistemas de propulsién, dindmica de fluidos,
etc. Uno de los problemas de introducir estos conceptos en primer curso, es que los alumnos
deben plantear la segunda ley de Newton a partir del concepto de variacién de momento lineal,
en vez de la cldsica expresién en funcién de la masa y la aceleracién. Esto supone un concepto
dificil de comprender para los alumnos de primer curso, sobre todo porque no poseen soltura
suficiente en la interpretacién fisica del analisis infinitesimal. Por otro lado, el estudio de estas
experiencias en el Laboratorio de Fisica no ha merecido demasiada atencion, posiblemente
por la complejidad practica de generar un movimiento controlado y reproducible, asi como

la dificultad para medir directamente las variables implicadas [7,62].

En esta préactica se vuelve a poner de relieve las ventajas de trabajar directamente
con las ecuaciones diferenciales. En este sistema, la ecuacion diferencial que controla el movi-
miento es una relacién lineal entre la aceleracion y la posicién, facilmente comprensible por
los alumnos de primer curso. Sin embargo, la integral corresponde a un coseno hiperbdlico,
integral que no conocen muchos alumnos y que aporta bastante poco a la comprensién del

fenomeno a estudiar.

En una ultima préctica, apartado 5.6, se analiza el movimiento de rodadura y caida

libre de un sdlido rigido en 2D. En lo relacionado con la cinematica, con esta practica se
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ilustra el concepto de campo de velocidades y su caracter antisimétrico. Ademds, permite
profundizar en conceptos importantes para la formacién de los ingenieros como la relacion
entre las velocidades lineales y la velocidad angular, el concepto de eje instantaneo de rotacion
asi como verificar experimentalmente si el movimiento es de rodadura con o sin deslizamiento.
En cuanto a la dindmica, a partir de la velocidad angular y la velocidad del centro de masas,
es facil comprobar que se cumple el esquema de fuerzas actuando en el sistema, asi como

verificar los teoremas de conservacion de la energia.

Finalmente, en el apartado 5.7, se describen los resultados del experimento para
evaluar el efecto en el rendimiento de los alumnos de introducir estas técnicas digitales en el

estudio de la dindamica de sistemas.
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5.2. Movimiento Circular Uniforme

5.2.1. Introduccién. Interés docente

El estudio del movimiento circular se inicia en cursos preuniversitarios y se profun-
diza en carreras técnicas por su importancia en las trayectorias generadas en sistemas con

fuerzas centrales como la gravitacién o la electrostética [180,197].

Por otra parte, es una buena ocasién para introducir de forma analitica las derivadas
de funciones vectoriales de variable escalar y el triedro intrinseco. El modelo tedrico del
movimiento circular uniforme es muy sencillo y las expresiones analiticas de x(t) e y(t) son
utilizadas para realizar cambios de sistema de referencia entre cartesianas y polares. Ademas,
la ecuaciéon diferencial de este movimiento es muy importante en el estudio de oscilaciones

[134].

En esta prictica, se comienza estudiando la concordancia entre el modelo tedrico
de x(t) e y(t) y los valores medidos experimentalmente. Para esta tarea es necesario utilizar
técnicas de optimizacién numérica para realizar el ajuste, siendo ésta la primera ocasién en

la que los alumnos deben afrontar un problema de esta naturaleza.

A pesar de su sencillez, el movimiento circular no se suele analizar de forma experi-
mental en los cursos de Fisica o de Mecénica, probablemente por las dificultades inherentes
a la medida precisa de x(t), y(t) en un movimiento plano y a la posibilidad de estimar
numéricamente las derivadas. A este respecto, en la préctica se analizaran las caracteristicas
vectoriales de ¥'(t) y @ (t) con la trayectoria. Es muy instructivo para los alumnos verificar
experimentalmente la tangencialidad entre velocidad y trayectoria, asi como profundizar en
las caracteristicas de las componentes tangencial y normal de la aceleracién. En el caso del
movimiento circular uniforme, se verificard experimentalmente que el médulo de la acelera-
cién normal es constante, |dy, ()| = @ = w?R, y el sentido del vector d;, (t) apunta hacia
el centro de la trayectoria en cualquier instante. Por otra parte, también se comprobard que
la componente tangencial de la aceleracién es nula, @; (t) = 0, por tratarse de un movimiento

de velocidad constante.

Finalmente, se comprobara la relacién lineal entre cada coordenada y su derivada
segunda, expresion asociada a cualquier funcién armonica y que se podra analizar de nuevo

en la practica de oscilaciones.
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5.2.2. Modelo Teoérico

La dindmica del movimiento circular uniforme en cartesianas viene descrita por la
ecuacién diferencial 5.3, donde (z,,y,) es el centro de la trayectoria y w la frecuencia angu-
lar. La solucién a esta ecuacién es la conocida expresién para transformar de coordenadas
polares a cartesianas (ecuacién 5.1). En cuanto a las derivadas, es muy sencillo obtener las

expresiones analiticas de ¥ (t) y @ (t) derivando (ecuaciones 5.2 y 5.3 ).

r=(x,y)

RSen(o(t) Ot)=wt+0,

RCos(0(t))

ro= (Xo, Yo)

Figura 5.1 — Esquema del movimiento circular uniforme.

x (t) = z, + Recos (wt + 6,) (5.1)
y (t) = yo + Rsen (wt + 6,)
vz (1) = —Rwsen (wt + 6,) (5.2)
vy (t) = Rwcos (wt + 6,)
A, = —w? (x — ) (5.3)

ay = —w’ (Y — Yo)

Este movimiento también puede analizarse en polares, [r(t),6(t)]. En este caso la
ecuacion de la dindmica es o = 0 siendo « la aceleracién angular, la expresién de la velocidad
y posicién angular son los correspondientes a un movimiento uniforme; velocidad angular
constante w(t) = w, y 6(t) = 6, + wot. La relacién entre las coordenadas cartesianas y

polares se detalla en la ecuacién 5.4.

r(t) =z () +y ()

(5.4)
0(t) = arctan(y(—) +0
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5.2.3. Montaje Experimental

En la figura 5.2a se muestra el montaje experimental utilizado para reproducir y
registrar un movimiento circular uniforme. Se ha utilizado el plato de un tocadiscos que gira
a una velocidad constante de 33 rpm, velocidad que se ha ajustado con un estroboscopio.
Sobre el plato se han colocado 2 varillas de madera negra de aproximadamente 10 cm de
longitud con dos marcadores en sus extremos. Los marcadores consisten en dos esferas de
5 mm de diametro forradas de cinta reflectante en infrarrojos. Las varillas se han colocado
sobre el plato de forma que los marcadores estdn a diferentes distancias del centro (entre 1y
10 cm ).

(b)

Figura 5.2 — (a) Montaje experimental; una cdmara web registra la posicién de marcadores
anclados al plato de un tocadiscos que gira a velocidad constante, la orientacién de la cAmara no
es paralela al plano de medida. El foco de luz aumenta el contraste de los marcadores en imagen
y se ha colocado paralelo a la linea de visién de la cdmara. (b) Imagen registrada por la cdmara.

En esta experiencia se ha utilizado el modelo de camara USB. Se ha dispuesto
de tal forma que su eje optico forme un angulo de 30° con el eje del plato del tocadiscos,
realizandose el enfoque sobre este ultimo. Junto a la cdmara se ha colocado un foco para
iluminar el sistema. Con esta disposicién del foco con eje proximo al eje de la caAmara se
asegura un buen contraste de los marcadores sobre el fondo. Ademads, permite disminuir el
tiempo de exposicién y minimizar los errores por el desplazamiento del marcador durante la
exposicion de la imagen. En la figura 5.2b se muestra la imagen de la escena registrada por

la camara.

Con los datos de posicion y las derivadas, se ha realizado el siguiente analisis:

» Comparacién entre el modelo tedrico de 7(t) y los datos medidos experimentalmente.
Para estimar los pardmetros del modelo se han ajustado x(t) e y(t) a los datos medidos
utilizando técnicas de optimizacién no lineal. Para esta tarea se ha utilizado el toolbox
de optimizacion no lineal de Matlab, en concreto la funcién nlinfit() que permite ajustar

los parametros de la expresién analitica de la trayectoria (ecuaciones 5.1) a partir de la
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posicién de los marcadores en los diferentes instantes temporales [t;, z(t;), y(t;)].

Las diferencias encontradas entre el modelo tedrico ajustado y los datos medidos se
han caracterizado por el error medio, rmse y el coeficiente de determinacién R?. Es
importante considerar que R? mide la concordancia entre las curvas y no sélo el tipo

de dependencia, como seria el caso de usar el coeficiente lineal de correlacién.

= Se han reprentado los valores experimentales de aceleracion frente a la elongacion a(z),
lo que muestra el grado de linealidad de la oscilacién. De igual forma, se han obtenido los

valores de w y (o, y,) a partir de este ajuste al modelo lineal de la ecuacién diferencial
5.3.

» Finalmente, se han ilustrado las caracteristicas vectoriales de 0(t) y d(t). Estas magnitu-
des se han descompuesto en sus componentes tangencial (direccién perpendicular al ra-
dio de curvatura) y normal (paralela al radio de curvatura). A partir de estas componen-

N2
tes, se ha verificado que se cumplen las relaciones |0:(t)| = wR y |d@, (t) | = % = w’R.

5.2.4. Resultados y Discusion
5.2.4.1. Ajuste de x(t) e y(t)

En la figura 5.3 se muestran puntos medidos de la trayectoria y el ajuste al modelo
tedrico. En la tabla 5.1 se indican los valores del ajuste segiin el modelo teérico de la ecuacion
5.1 para las trayectorias de los 4 marcadores. En todos los casos el ajuste es muy bueno;

R? > 0,999 y error rmse < 0,01 mm.

T, (mm) | yo (mm) | R (mm) | w (rad/s) | 0, (rad) | R?* | rmse (mm)
r1(t) 99.9 135.7 3.85 3.42 0.6 0.9995 -0.001
ro(t) 99.9 136.1 56.96 3.42 -0.4 1.0000 -0.002
r3(t) 99.9 135.9 64.64 3.42 -1.6 1.0000 -0.002
r4(t) 99.8 136.1 93.86 3.42 0.9 1.0000 -0.002

Tabla 5.1 — Valores del ajuste al model tedrico, 7(t) = [o,Yo] + Rlcos(wt + 6,), sin(wt + 0,)],
para las 4 trayectorias.
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Trayectorias r ®)

220F 1
_ rl(t) — Ajuste
170k . rl(ti) - Medido
_ r2(t) — Ajuste
TE‘ . rz(ti) - Medido
E — 1 (t) - Ajust
< 120 r3() jus .e
. r3(ti) - Medido
—_— r4(t) — Ajuste
- . r4(ti) - Medido
20 1 1 1 1 1
=20 30 80 130 180 230 280

X (mm)

Figura 5.3 — En puntos trayectorias medidas y en linea continua modelo tedrico ajustado.

En las graficas 5.4a y 5.4b se muestran los histogramas de error entre las posiciones

medidas experimentalmente y los valores del ajuste para las componentes X e Y. Se observa

que estas distribuciones estan centradas en cero y tienen una baja dispersién, o; < 0,1 mm.

- Error x (t) 00 - Errory, (t)
- Error x,(t) - Errory,(t)
I E o X, 501 o y,©)
[ Error x,,(t) I Error v, ()

40

30

20

10

0
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Error X (mm) Error Y (mm)
(a) (b)

Figura 5.4 — (a) Histograma de error en la componente X entre los puntos medidos y el modelo
tedrico. (b) Histograma de error en la componente Y entre los puntos medidos y el modelo tedrico.

Es importante destacar que para obtener los pardmetros del modelo tedrico de x(t)
e y(t) ha sido necesario utilizar técnicas de ajuste no lineal. Esto supone una dificultad
importante para los alumnos ya que pueden carecer de los conocimientos necesarios. Frente

a esta alternativa, una ventaja fundamental del sistema de medida que proponemos en este
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trabajo es que permite conocer 7 (t), U(t) y @ (t) de forma simultdnea, lo que posibilita
chequear la ecuacién diferencial del movimiento directamente como se muestra en el siguiente

apartado.

5.2.4.2. Ajuste de la Ecuacién diferencial

Segun la ecuacion diferencial 5.3, la relacién entre la aceleracion y la posicion es
una recta de la forma a,(t) = maz(t) + b = —w?x(t) + w2z,. La pendiente depende de la
frecuencia angular del movimiento, —w?, y el corte en el eje de abscisas depende del centro de
la trayectoria. Utilizando los datos experimentales de 7(t) y d@(t), en la figura 5.5 se muestra el
ajuste a esta relacién lineal y los punto medidos experimentalmente, tanto en la componente
X (figura 5.5a), como en Y (figura 5.5b).

De igual forma, en la tabla 5.2 se muestran los pardmetros del ajuste; w, y w, son la
velocidad angular obtenida con el ajuste de la componente X e Y respectivamente y (2, ¥o)

es el centro de la trayectoria.

Como se observa en la tabla 5.2, los valores obtenidos de w de forma independiente
a partir de la componente X e Y son muy similares y las incertidumbres asociadas a los

pardmetros estimados son muy bajas o < 1%.

Marcador | w, (rad/s) wy (rad/s) (Zoy Yo) (Mmm)
M1 342+£0,01 | 3.41£0,03 | (99,9,136) = (0,9, 2)
M2 3,419 £+ 0,005 | 3,418 £ 0,006 | (99,9,136,1) + (0,4,0 7)
M3 3,419 4+ 0,005 | 3,419 £ 0,005 | (99,9, 135,9) £ (0,5, 0,6)
M4 3,418 + 0,003 | 3,418 = 0,004 | (99,8, 136,0) % (0,3,0,5)

Tabla 5.2 — Valores de velocidad angular y centro de la trayectoria obtenidos a partir del ajuste
a la relacién a,(t) = ma(t) + b= —w2z(t) + w2z,

Por otra parte, es importante destacar la sencillez del ajuste de los datos experimen-
tales a la ecuacién diferencial al tratarse de una simple relacion lineal. A partir de las graficas
es facil comprobar el valor del centro de la trayectoria, (z,,%,), que se corresponde con el
corte con el eje de las abscisas cuando la aceleracién es 0. Por otra parte, también resulta
sencillo comprobar que las pendientes de las rectas son iguales, incluso es posible estimarlas

graficamente.

5.2.4.3. Caracterizacién vectorial de 0(t) y a(t)

Mientras que los sensores angulares obligan a plantear el problema en polares ya que

sélo registran el 4ngulo de giro, el sistema de videoandlisis utilizado permite estimar 7(t), ¥(t)
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Figura 5.5 — (a) Ajuste de la ecuacién diferencial en la coordenada X, a, = max + b para los

diferentes marcadores (b) Ajuste de la ecuacién diferencial en la coordenada Y, a,, = my +b para

los diferentes marcadores. En todos los casos se observa un buen ajuste de los datos experimentales
con el ajuste a una recta.

y @(t) en 2D con precisién. Esto permite el estudio de las caracteristicas vectoriales de estas
magnitudes. En la figura 5.6 se muestra el campo de velocidad y aceleracién de los diferentes

marcadores obtenidos tras derivar numericamente r(t;) a partir de los datos experimentales.

Para estudiar la relacién de ¥(t) y d(t) con la trayectoria, se han descompuesto
en una componente normal U,(t) y @,(t) y otra tangencial ¥;(t) y d(t). La componente
normal se ha estimado como la proyeccién en la direccién del radio de curvatura segin la
ecuacién 5.5, donde 7.(t) es el vector de posicién con origen en el centro de la trayectoria
Te(t) = 7(t) — 7o(t). Finalmente, las componentes tangenciales se han obtenido como los

vectores complementarios, U;(t) = 0(t) — 0, (t) y @i (t) = da(t) — dn(t).
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Figura 5.6 — (a) Velocidades de los marcadores en diferentes instantes temporales. (b) Acelera-

ciones de los marcadores en diferentes instantes temporales.

e Relacion entre 0(t) y 7(t)

En la tabla 5.3 se detallan los médulos de la velocidad instantdnea, sus componentes y sus
incertidumbres asociadas. La componente normal de la velocidad es nula por definicién, no
obstante, los errores residuales en las posiciones y su efecto en el software de derivacién hace

que existan componentes normales con un orden de magnitud del error residual.

Marcador | |U(t)| £ o0 (mm/s) | |0, (t)| £ o (mm/s) | |, (t)] £o (mm/s) | wR
M1 13.1 £ 0.3 13.1 £ 0.3 0.2 +£0.2 13.1
M2 194.6 £ 0.6 194.6 £ 0.6 0.5£04 194.7
M3 221.0 £ 0.5 221.0 £ 0.5 04 +£0.3 221.1
M4 320.8 £ 0.7 320.8 £ 0.7 04 +£04 321.0

Tabla 5.3 — Valor del médulo de la velocidad instantanea y sus componentes tangencial y normal
para los diferentes marcadores. wR se ha evaluado utilizando los valores del ajuste de la tabla
5.1. Se observa una buena coincidencia con el médulo de la velocidad tangencial.

En las figuras 5.7a y 5.7c se muestran las componentes de la velocidad en la direccion
tangente y normal a la trayectoria. De igual forma, en las figuras 5.7b y 5.7d se muestran los

valores temporales del médulo de estas componentes.
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Figura 5.7 — (a) Componente tangencial de la velocidad, @ (t). (b) Evolucién temporal del
médulo de la velocidad tangencial, |U; (¢)]. (¢) Componente normal de la velocidad, @, (¢). (d)
Evolucién temporal del médulo de la velocidad normal, |7, (t)].

e Relacién entre d(t) y 7(t)

En la tabla 5.4 se detallan los mdédulos de la aceleracién, sus componentes y sus incerti-

dumbres asociadas. En las figuras 5.8a y 5.8c se representan graficamente estos valores.

Como se observa en la tabla 5.4, los valores obtenidos para el médulo de la compo-
nente tangencial de la aceleracién son del orden del error accidental ya que esta componente
es nula por tratarse de un movimiento uniforme. No obstante, los valores medios del mdédulo
no estan centrados en cero por haberse evaluado como el médulo y por lo tanto no seguir una

distribucién normal.

Ademas de las relaciones vectoriales, es posible verificar que se cumplen las relaciones
del movimiento circular uniforme: |7;(t)| = wR y |@,(t)| = w?R. En la figura 5.9 se muestran
las diferencias entre los valores estimados a partir de los datos del ajuste (tabla 5.1) y los
valores medidos de ¥;(t) y d,(t). Se observa una buena coincidencia, existiendo pequenas

desviaciones debidas a los errores accidentales y el proceso de derivacion.
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Marcador | |@(t)| & o (mm/s) | |@, (t)| £ o (mm/s) | |a@ (t)] £ o (mm/s) | w?R
M1 45 £ 3 45 £ 3 242 45
M2 666 £ 9 666 £ 9 T+5 666
M3 750 £ 8 755 £ 8 8+ 6 756
M4 1097 £ 7 1097 £ 7 8+ 7 1098

Tabla 5.4 — Valor del médulo de la aceleracién instantanea y sus componentes tangencial y
normal para los diferentes marcadores. w?R se ha evaluado utilizando los valores del ajuste de la

tabla 5.1. Se observa una buena coincidencia con el mdédulo de la aceleracién normal.
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Figura 5.8 — (a) Componente tangencial de la aceleracién, d; (t). (b) Evolucién temporal del
modulo de la aceleracién tangencial, |d@; (¢)|. (¢) Componente normal de la aceleracion, @, (t). (d)
Evolucién temporal del médulo de la aceleracién normal, |a@, ().
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Figura 5.9 — (a) Diferencias en valor absoluto entre el médulo de la velocidad tangencia, |v:(t)],
y el valor tedrico wR estimado a partir de los valores del ajuste de la tabla 5.1. (b) Diferencias
en valor absoluto entre el médulo de la aceleracién normal, |a,(t)], y el valor tedrico w?R.

5.2.5. Consideraciones didacticas. Conclusiones

En esta préactica se ha estudiado de forma experimental un movimiento sencillo pero

de gran trascendencia en el estudio de la Fisica: el movimiento circular uniforme.

En un primer punto, se ha puesto de relieve las ventajas de trabajar directamente
con las derivadas en lugar de realizar ajustes para comprobar la expresién analitica de 7(t).
Aunque en este caso se trata de funciones armonicas, su ajuste requiere utilizar técnicas
de optimizacién no lineal que distraen la atencién de los alumnos y pueden estar fuera de
su alcance. Puesto que el sistema de medida utilizado permite estimar 7(t), ¥(t) y @(t) con
precision, el ajuste de la ecuacion diferencial del movimiento directamente es mucho mas
sencillo e ilustrativo. En este caso, se trata de una relacién lineal facil de interpretar y cuyo
ajuste por minimos cuadrados permite estimar los parametros del modelo, tarea al alcance

de alumnos de primer curso.

Por otra parte, a partir del valor de las derivadas, los alumnos pueden comprobar
caracteristicas fundamentales de este movimiento como las relaciones |U(t)| = wR, |@,(t)| =
|7(t)|?/R = w?R. Ademés, la caracterizacién vectorial de estas magnitudes, ofrece la opor-
tunidad a los alummnos de comprobar la relacién de tangencialidad de la velocidad con la

trayectoria o el estudio por componentes de la aceleracién.

Un aspecto importante de la practica es que se ha utilizado un sistema de videoanali-
sis de bajo coste al alcance de cualquier laboratorio de Fisica. Este sistema estd formado por
una camara tipo Webcam y el software desarrollado en la tesis. A pesar de las limitaciones de
este sistema de medida tales como una frecuencia de muestreo maxima de 30 fps y resolucién
640 x 480 pixeles, hemos comprobado que la precisién en la trayectorio y las derivadas es su-

ficiente para realizar un buen ajuste del modelo tedrico, asi como para estudiar las relaciones
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vectoriales entre la posicion y sus derivadas.
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5.3. Rozamiento seco y Rozamiento viscoso

5.3.1. Introduccién. Interés docente

El rozamiento es una parte importante en el estudio de la Mecéanica en los primeros
cursos universitarios. En la formacién pre-universitaria se estudia el rozamiento de Coulomb,
en el contexto de fuerzas constantes y movimientos uniformemente acelerados [115,143]. En
los primeros cursos universitarios se introduce el estudio del rozamiento viscoso. El caso mas
simple es el rozamiento lineal F,. = —Kwv utilizado para analizar problemas como la caida
de una esfera en un fluido en régimen laminar (ley de Stokes), el frenado magnético o el
estudio de las oscilaciones amortiguadas. Otro tipo de rozamiento es el cuadratico, asociado
al movimiento de objetos en el seno de un fluido en régimen turbulento, como es el caso de

la fuerza de rozamiento del aire.

El anélisis de problemas con rozamiento viscoso tiene un gran interés docente, ya que
permite introducir conceptos importantes como el equilibrio dindmico y la velocidad limite.
FEn esta linea se han propuesto numerosos ejemplos de experiencias orientadas al estudio del

rozamiento con el aire en la caida de objetos [32,120,170,194].

A pesar de su interés formativo, este tipo de experiencias presentan algunas dificul-
tades tanto a nivel experimental como metodolégico. Desde el punto de vista experimental,
resulta complicado reproducir movimientos repetibles cuando se trabaja con objetos ligeros
que rozan con el aire. Incluso en condiciones muy controladas, la apariciéon de turbulencias o
del efecto Magnus pueden alterar bastante las condiciones de medida [150]. Por otra parte,
la dependencia del rozamiento viscoso con la velocidad no es constante y ni siquiera tie-
ne por qué ajustarse a un modelo sencillo. De hecho, bajo régimen turbulento la relacion
fuerza-velocidad es estocéstica, y réplicas del mismo experimento en las mismas condiciones
pueden dar lugar a movimientos diferentes, lo que es facilmente detectable cuando se mide

con suficiente precisién [16,59].

Una alternativa interesante para generar un rozamiento viscoso lineal y repetible
es el frenado magnético. Si se colocan imanes sobre la deslizadera de un carril cinemético
de aluminio, las corrientes de Foucault asociadas a la variacién de flujo generan una fuerza
viscosa de cardcter lineal y libre de turbulencias, F;. = —Kwv, que tiende a frenar la variacién
de flujo (Ley de Lenz).

Ademsds de los problemas experimentales, también hay que considerar algunas li-
mitaciones metodolégicas. En la mayoria de trabajos analizados, el andlisis dinamico pasa
por plantear la 2° ley de Newton e integrar la ecuacién diferencial para obtener la ecuacion
del movimiento, x (t), que se contrasta con los datos experimentales. Este modo de proce-

der presenta dos inconvenientes importantes. Por una parte, no tienen mucho sentido asumir
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una determinada dependencia de la fuerza de rozamiento cuando el objetivo es precisamente

determinar el modelo de dicha fuerza.

Este aspecto cobra especial importancia en el caso del rozamiento viscoso, donde
en muchas ocasiones, el modelo de la fuerza no estd claro o incluso puede variar a lo largo
del movimiento [215]. Ademds, como se demuestra en [134], diferencias importantes en la

ecuacion diferencial pueden dar como resultado ecuaciones del movimiento parecidas.

Por otra parte, para obtener la ecuacién de la trayectoria es necesario integrar ecua-
ciones diferenciales que, en ocasiones, se salen de los conocimientos de los alumnos de primer
curso. Por ejemplo, ciertos movimientos como el tiro parabdlico con rozamiento cuadratico no

tienen solucién analitica explicita y la solucién debe obtenerse de forma numérica [22,53,151].

Una alternativa que evitaria estas limitaciones consiste en contrastar directamente la
ecuacion diferencial del movimiento, a partir de la medida directa de la posicién, velocidad y
aceleracion [134,145]. En esta linea se plantea el presente trabajo, cuyo objetivo es presentar
un experimento de laboratorio de Fisica de primer curso consistente en analizar sistemas
sometidos a rozamiento viscoso, utilizando diagramas de fase. Este planteamiento permite
identificar la dependencia de la fuerza de rozamiento con la velocidad, asi como profundizar

en conceptos importantes como la velocidad limite y el equilibrio dindmico.

A continuacién se plantean los diagramas de fase a (v) en diferentes situaciones en
las que aparece rozamiento viscoso lineal y/o rozamiento de Coulomb. Como veremos, la
representacion grafica permite identificar facilmente el tipo de dependencia de la aceleracién

con la velocidad y asi determinar el tipo de rozamiento presente en la experiencia.

5.3.2. Modelo Teoérico

5.3.2.1. Rozamiento viscoso lineal

En la figura 5.10 se muestra el esquema de fuerzas y el diagrama de fase a (v) para los
casos de una particula sometida a un rozamiento viscoso lineal (figura 5.10.a.1) y a rozamiento

viscoso lineal més una fuerza constante (figura 5.10.b.1).

A partir de dichos diagramas es sencillo interpretar la dindmica del movimiento.
Por ejemplo, el movimiento de un mévil que se lanza con velocidad inicial sobre un plano
horizontal con rozamiento viscoso (figura 5.10.a.1), corresponde al segmento BL en el dia-
grama 5.10.a.2. La particula tiene una velocidad positiva y una aceleracion negativa, por lo
que la velocidad va disminuyendo hasta alcanzar el punto de equilibrio (a = 0), que en este
caso corresponde a v = 0. Si se lanza con velocidad negativa (hacia la izquierda), entonces el

movimiento corresponde al segmento C'L.
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Si ademas del rozamiento existe una fuerza constante, como la componente del peso
en un plano inclinado F,sen (a), nos encontramos en la situacién de la figura 5.10.b.1. En
el caso de dejar caer la particula con velocidad nula, tendriamos el movimiento asociado al
segmento agL, en el cual, se parte de una velocidad nula y una aceleracién inicial positiva. A
medida que crece la velocidad, el rozamiento hace disminuir la aceleracién hasta alcanzar el
equilibrio dindmico en el punto L, al que corresponde a = 0y v = vmite. Si se parte de B,
eso significa lanzar la particula hacia abajo con velocidad superior a la limite. Por el contario,
partir del punto C' implicaria lanzar la particula hacia arriba (v negativa) . La particula sube

con velocidad decreciente hasta detenerse y luego baja con una velocidad que se estabiliza en

Vlim,-
(a.1) (a.2)
¢ A alv)
FR= Kv
Vo
L
B

(b.1) (b.2)

Fr= Kv

c \\ﬂ a(v)
dg
\\L v
-

Viim B

Figura 5.10 — Ejemplos de movimientos con rozamiento viscoso lineal. Esquema de fuerzas
(a.l) y diagrama de fases (a.2) del movimiento en plano horizontal. Esquema de fuerzas (b.1) y
diagrama de fases (b.2) del movimiento en plano inclinado.

Si el modelo no fuese lineal, entonces en lugar de una recta tendriamos otra curva,
pero siempre con pendiente negativa (o nula, dependiendo del modelo), en v = 0. La condicién
de pendiente negativa es una caracteristica de las fuerzas disipativas y condicién para que
exista una velocidad limite. En efecto, si el corte de a (v) con el eje de las v tiene pendiente
negativa, entonces al alejarse del punto L, la aceleracién de signo opuesto a v tiende a volver
a dicho punto de equilibrio dinamico. Una pendiente positiva significaria que la particula se

acelera si v > vy, 0 se frena si v < vy, lo que determina que nunca se estabilice en v = vy, .

El enfoque tradicional de este problema suele realizarse a través de la integracién de
la ecuacién de la dindmica del movimiento 5.6, lo que permite obtener v (t) (ecuacién 5.7) y
x (t) (ecuacién 5.8), donde xg y vp son las condiciones iniciales de posicién y velocidad. Como
se observa en los exponentes, la velocidad de convergencia a la velocidad limite depende del

cociente K/m.

- 192 -



CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

d
mgsen (o) — Kv = md—: (5.6)
0 (1) = v (1= €7 ) + vpe™ " (5.7)
z(t) =z + % (vo — Viim) (1 - e‘%t) + Vit (5.8)

Por otra parte, vy, es la velocidad limite cuya expresién viene dada por la ecuacion
5.9 y se ha obtenido imponiendo la condicién de equilibrio dv/dt = 0 en la ecuacién 5.6 y
despejando el valor de v. En el caso del plano horizontal (figura 5.10.a.1)) la velocidad limite

es 0.

magsen («
Viim = QT() (5-9)

La contrastacion empirica de la ecuacion 5.8 no es una tarea simple para los alumnos
de primer curso; en primer lugar, tienen que saber integrar la ecuacion (es sencilla en el caso
lineal, pero mas complicada si el rozamiento fuese cuadratico o de otra forma). Ademés, el

ajuste x(t) a partir de datos experimentales es no lineal.

5.3.2.2. Rozamiento de Coulomb

En la figura 5.11 se representan 2 configuraciones de un cuerpo deslizando sobre
un plano bajo la acciéon de un rozamiento de Coulomb. El diagrama 5.11.a.1, corresponde
a un cuerpo que se lanza con velocidad inicial vy sobre un plano horizontal. La trayectoria
en el espacio de fases (figura 5.11.a.2) seria el segmento Bag+ y en el régimen temporal, el
cuerpo pierde velocidad con aceleracion negativa constante hasta detenerse. Si se lanzase con
velocidad negativa, entonces la trayectoria en el espacio de fases seria la C'ag—. En ambos

casos, la velocidad limite es nula y el mévil acaba deteniendose.
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Figura 5.11 — Ejemplos de movimientos con rozamiento seco o de Coulomb. Esquema de fuerzas
(a.l) y diagrama de fases (a.2) del movimiento en plano horizontal. Esquema de fuerzas (b.1) y
diagrama de fases (b.2) del movimiento en plano inclinado.

El diagrama de la figura 5.11.b.1 corresponde con la misma situacién, pero el mo-
vimiento ocurre sobre un plano inclinado. En este caso, a las aceleraciones anteriores hay
que anadir el término a; = mgsen («). El resultado es un diagrama similar al anterior pero
desplazado hacia arriba a;. La aparicién de rozamiento seco suele complicar notablemente la
resolucién analitica de los problemas de dinamica debido a la discontinuidad en v = 0, que
hace que no haya una tnica expresion analitica para todo el rango del movimiento. Por ejem-
plo, en el caso del plano inclinado y asumiendo que tan () > u, la ecuaciéon del movimiento

viene dado por 5.10.

mgsen (o) — signo(v)mpugcos (o) = m— (5.10)

Como vemos, no se trata en general de un movimiento uniformemente acelerado
si vg < 0, ya que entonces se tendrian dos aceleraciones diferentes (agy para v > 0y ag—
para v < 0). Este es un detalle importante que se suele obviar; de hecho, la caida sobre un
plano inclinado es el ejemplo tipico de movimiento uniformemente acelerado y la mayoria
de alumnos piensan que rozamiento seco y aceleracién constante van unidos. En el caso mas
simple en el que vy > 0, no hay cambio de sentido en el movimiento y se obtiene la conocida

solucién de un movimiento uniformemente acelerado dada por las ecuaciones 5.11 y 5.12.

v (t) = vo + g [sen (a) — pcos ()] t (5.11)
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x (t) = zo + vot + %g [sen (o) — pcos ()] t2 (5.12)

5.3.2.3. Rozamiento viscoso y seco

Finalmente, consideraremos el caso general de un movimiento donde existe roza-
miento viscoso y de Coulomb simultdaneamente. En la figura 5.12 se muestran los diagramas
de cuerpo libre y las trayectorias en el espacio de fases a (v) para dos casos: cuerpo lanzado
sobre un plano horizontal, y cuerpo lanzado sobre un plano inclinado. La ecuacion diferencial

en este caso viene dada por la ecuacion 5.13.

(a.1) (a.2)

a(v)
Fr= pmg+Kyv
Vu ¢ ap.
dg+
B
(b.1) (b.2)

Fr= pmgcos(a)+Kv C a(v)
do+
do- Viim v

\\B'

Figura 5.12 — Ejemplos de movimientos con rozamiento viscoso lineal y de Coulomb. Esquema
de fuerzas (a.1) y diagrama de fases (a.2) del movimiento en plano horizontal. Esquema de fuerzas
(b.1) y diagrama de fases (b.2) del movimiento en plano inclinado.

mgsen (o) — Kv — signo(v)mpugcos (o) = m— (5.13)

La ecuacién diferencia es similar a la del rozamiento viscoso en plano inclinado
(ecuacién 5.10), pero modificando la ordenada en el origen del diagrama de fases. En efecto,
al término de aceleracién constante gsen («) hay que anadir el término asociado al rozamiento
de Coulomb, sign (v) pgcos (), cuyo signo depende del sentido de la velocidad e introduce
una discontinuidad en v = 0. La expresién de v (t) y z () son las mismas que en el caso de
que sélo exista rozamiento viscoso, ecuaciones 5.8 y 5.7. No obstante, la velocidad limite es

diferente, e incluye un término por efecto del rozamiento de Coulomb (ecuacién 5.14).
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mgsen (o) — mgpucos ()

K

(5.14)

Viim =

Es importante destacar, que debido al rozamiento de Coulomb, se introduce una
discontinuidad en la ecuacién diferencial cuando se produce el cambio de sentido del movi-
miento, v = 0, efecto que se observa claramente en los diagramas 5.12.a.2 y 5.12.b.2. Cuando
el mévil es lanzado desde la zona baja del plano inclinado, en el trayecto de subida (v < 0)
la fuerza del peso en la direccion del movimiento y el rozamiento se suman, dando lugar a
una aceleracién positiva y el mévil acaba deteniéndose con ag— = g [sen (a) + ucos («)]. En
este punto, comienza el descenso sélo si la fuerza del peso en la direccion del movimiento es
mayor a la fuerza de rozamiento de Coulomb. En tal caso, la aceleracién inicial de descenso
es ap+ = g[sen (a) — pcos ()] produciéndose una discontinuidad en a (v). Conforme el cuer-
po adquiere velocidad, la aceleracion resultante disminuye por efecto del rozamiento viscoso
hasta llegar al punto de equilibrio donde la aceleracién es nula y desciende con velocidad

constante vy, .

Todas las situaciones planteadas anteriormente seran analizadas experimentalmente
en el apartado de resultados 5.3.4. Como se mostrard, con la técnica de videoanadlisis puesta a
punto en la tesis y los diagramas de fase, es facil identificar el tipo de dependencia de la fuerza
de rozamiento con la velocidad, asi como cuantificarla. Incluso cuando uno de los rozamientos
es de baja intensidad, como es el caso del rozamiento de Coulomb en el carril cinematico
utilizado en la préactica, este método de andlsis es lo suficientemente sensible como para
detectarlo. Esto es dificil de observar a partir del ajuste de z (¢); de hecho, en otros trabajos
publicados sobre la misma experiencia analizada con técnicas de medida convencionales, ni

siquiera se plantean la posibilidad de que exista este tipo de rozamiento.

5.3.3. Montaje Experimental

Para generar un movimiento con rozamiento viscoso lineal se ha utilizado el montaje
experimental de la figura 5.13a. Esta formado por un carril cinematico colocado con diferentes
angulos de inclinacién, lo que permite ajustar la aceleracion del sistema a valores tan pequenos
como se desee. Como eje X se ha elegido la direccién del movimiento, tomando como positivo
el sentido hacia abajo. El angulo de inclinacién del carril se ha obtenido midiendo la vertical

con una plomada.
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Marcadores
Patrén de IR

Calibracion

Referencia
vertical

(b)

Figura 5.13 — (a) Montaje experimental utilizado para generar un movimiento con rozamiento

viscoso lineal. Se observa el carril cineméatico con la deslizadera, la plomada para estimar la

direccién vertical y el patrén de calibracion. (b) Detalle de la deslizadera. Se observa el marcador

reflectante utilizado para facilitar la deteccién del mévil en imagen. También se observan los
imanes y las pesas colocadas en la parte frontal de la deslizadera.

En la figura 5.13b se muestra el detalle de la deslizadera. Para generar el rozamiento
viscoso, se han colocado 4 imanes de forma simétrica en los extremos. De igual forma, la

masa se ha modificado colocando pesas de 100 g sobre la deslizadera.

El movimiento se registré con la camara de video digital FoSensCLMC1362, con
una resolucion espacial de 800 x 600 pixeles y una frecuencia de captura de 200 fps. Para
facilitar la deteccion en imagen, se utilizé un marcador esférico reflectante anclado en la parte
frontal de la deslizadera, cuyo fondo oscuro y uniforme genera un alto contraste. Previo a
la medida, se realizé la calibracién del sistema para medir en el plano del movimiento de la
deslizadera siguiendo el procedimiento descrito en el apartado 4.3.3.4, obteniendo un error

en la posicién inferior al 0,1% .

e Movimientos analizados

Se ha medido el movimiento de la deslizadera sobre el carril para dos dngulos de inclina-
cion diferentes: 0 y 4 grados. Para cada una de estas inclinaciones se ha variado la masa de la
deslizadera (m; = 335 g, mo = 435 gy ms = 535 g). En cada combinacién inclinacién-masa,
se ha medido un movimiento en cada sentido; para cubrir el rango de velocidades positivas,
se ha lanzado la deslizadera hacia la derecha y para el rango de velocidades negativas hacia
la izquierda. El lanzamiento de la deslizadera se ha realizado de forma manual, por lo tanto,

las velocidades iniciales de cada movimiento son diferentes.

El sistema de medida proporciona las posiciones en funcién del tiempo, z (¢;) en cada
instante temporal j = 1,..., N. Estas posiciones estan afectadas por errores aleatorios, lo que
impide el calculo de derivadas utilizando diferencias finitas. Para calcular las velocidades y

aceleraciones de forma precisa se ha utilizado el procedimiento de suavizado y derivacién

- 197 -



5.3. ROZAMIENTO SECO Y ROZAMIENTO VISCOSO

numérica basado en ajuste local puesto a punto en la tesis y descrito en el apartado 4.3.4.

e Analisis de datos

Finalmente, utilizando los valores estimados de posicién, velocidad y aceleracion, se ha rea-

lizado el siguiente analisis:

» Se ha representado el valor de a(v) para cada configuracién y se ha ajustado una
relacién lineal del tipo a (v) = —%v + ag. Este ajuste se ha realizado por separado para
las zonas v > 0 y v < 0, lo que ha permitido identificar discontinuidades en v =0y ,

por tanto, la existencia de rozamiento de Coulomb.

= A partir de los datos del ajuste, se ha estimado experimentalmente el valor de la cons-
tante de proporcionalidad del rozamiento viscoso K para cada movimiento, asi como el

valor del coeficiente de rozamiento seco p a partir de la discontinuidad en v = 0.

» Finalmente, se ha calculado la velocidad limite a partir de valor de v para a (v) = 0.

Para analizar la diferencia entre los valores experimentales y el modelo tedrico, se
ha analizado el error cuadrético medio rms, determinando el coeficiente R? definido segiin la
expresién R%2 =1 — %;Z:, donde SSy,; = Zj (y; — gj)2 V SSpes = Zj (y; — yhj)2, siendo y; el
valor observado en el instante ¢; de la magnitud analizada (posicién, velocidad o aceleracién)

Y Yn; el valor esperado segiin el modelo tedrico.

5.3.4. Resultados y Discusion
5.3.4.1. Carril horizontal

En las medidas con el carril horizontal se han analizado 6 movimientos independien-
tes, correspondientes a 3 masas y dos sentidos de movimiento (lanzando la deslizadera desde

la derecha y desde la izquierda).

e Evolucion temporal

En las gréficas 5.14b y 5.14d se muestran las variables x(t), v(t) y a(t) en todo el rango
temporal cuando la deslizadera es lanzada desde la derecha y desde la izquierda respectiva-
mente. La parte inicial del movimiento se corresponde al lanzamiento manual de la deslizadera

y se ha representado en las graficas de forma sombreada. Aunque este tramo se ha incluido
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¢ x(t) [m]
v (1) [m/s]
—a (1) [m/s]

0 05 s 2 25 3
Tiempo (s)

(b)

—x () [m] -
10 v () [mis]
—a () [m/s?

0 05 1 s 2 25 3
Tiempo (s)

(d)

Figura 5.14 — (a) Imagen del lanzamiento de la deslizadera desde la zona derecha (sentido -x ).

(b) Variables del movimiento x(t),v(t) y a(t) cuando la deslizadera es lanzada desde la derecha.

(c) Imagen del lanzamiento de la deslizadera desde la zona izquierda (sentido +x ). (d) Variables
del movimiento x(t),v(t) y a(t) cuando la deslizadera es lanzada desde la izquierda.

en estas graficas, en el resto de apartados, no forma parte de los andlisis realizados.

Cuando la deslizadera es lanzada desde la derecha, figura 5.14a, el movimiento se
produce en el sentido -x y por lo tanto, la velocidad es negativa y la aceleracion positiva,
ya que la fuerza del rozamiento apunta en la direccion contraria al movimiento. Por el con-
trario, cuando la deslizadera es lanzada desde la izquierda, figuras 5.14c, el sentido de estas

magnitudes esta invertido.

En la evolucién temporal de estas senales se observan matices importantes de la
dindmica como la convergencia asintética de x(t), v(t) y a(t) hacia valores constantes. Este
comportamiento también se desprende de las ecuaciones 5.8 y 5.7 si se evalia el limite cuando

t — oo.

En las figuras 5.15a y 5.15b se muestran los registros temporales de x(t) y v(t) segin
la masa de la deslizadera. Se observa que la velocidad de convergencia aumenta cuando la
masa disminuye. Este comportamiento se deduce de la expresién de v(t) de la ecuacién 5.7,

yva que el exponente de la exponencial aumenta cuando disminuye la masa.
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0.41 0,21
—m = 3359

v (m/s)

-0.8
0 0.5 1 1.5 2 25 0 0.5 1 15 2 25
Tiempo (s) Tiempo (s)
(a) (b)

Figura 5.15 — (a) Valores de x(t) para diferente masa de la deslizadera. (b) Valores de v(t)
en funcién de la masa de la deslizadera. La velocidad de convergencia aumenta cuando la masa
disminuye.

Para obtener los pardmetros del modelo a partir del registro temporal de posicion
x(t), es necesario utilizar técnicas de optimizacién numérica para realizar el ajuste a la ecua-
cion 5.8. Este proceso es complejo y dificulta la estimacion experimental de los parametros
del modelo. Por otra parte, a partir del comportamiento de x(t) es dificil determinar si existe
rozamiento de Coulomb. En cambio, las relaciones entre las variables dindmicas son muy
sencillas (relaciones lineales) y como se verd en el siguiente apartado, estimar los pardmetros

del modelo a partir de estas expresiones no reviste dificultad.

e Estudio de las relaciones dinamicas

En la figura 5.16a se muestran los valores medidos de a (v) y en linea continua el modelo
lineal ajustado para cada movimiento. De igual forma, en la Tabla 5.5 se muestran los va-
lores numéricos del ajuste lineal. Como se observa, los valores obtenidos muestran un buen
ajuste con el modelo lineal para todos los casos, R? > 0,9998. Por otra parte, la pendiente
de la recta disminuye al aumentar la masa de la deslizadera con valores muy parecidos en los

movimientos de subida y bajada (diferencias inferiores al 2 %).

Como se observa en los valores del ajuste, el término independiente ag es pequeno
pero no nulo. Ademads cambia de signo de manera sistemaética al invertir el sentido del movi-
miento. Este resultado es coherente con la existencia de un pequeno rozamiento de Coulomb.

En la figura 5.16b se muestra un detalle de las observaciones a (v) para bajas velocidades.
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. m1:335g . ml:3359

A e m,=4359]1 . m,=435¢g
. m3:5359 . m,=535g

a[m/s?]

-2t

. . . . 5 .
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 -0.2 -0.1 0
v [m/s] v [m/s]

(a) (b)

Figura 5.16 — (a) Diagramas a(v) para la configuracién de carril horizontal. En puntos se

muestra el valor experimental y en linea continua el ajuste. Se observa una dependencia lineal de

la aceleracion con la velocidad y cémo la pendiente de la recta disminuye al aumentar la masa

de la deslizadera. (b) Detalle de la zona de bajas velocidades de la grafica a (v). Se observa que

las rectas ajustadas no pasan por el centro del sistema de referencia, existiendo una variacién

sistematica del punto de corte en el eje de ordenada en funcién de la masa de la deslizadera y de
signo diferente en funcién del sentido del movimiento.

Masa | Sentido | a, (s%) 5(1) R?

m S
my v <0 | 0.0770 | 2.8998 | 0.9999
my v>0 |-0.0692 | 2.8608 | 1.0000
ma v<0 | 0.0703 | 2.1671 | 1.0000
mo v>0 |-0.0614 | 2.1098 | 0.9999
ma v <0 | 0.0548 | 1.7427 | 0.9998
m3 v>0 |-0.0443 | 1.7159 | 0.9999

Tabla 5.5 — Valores del ajuste lineal, a (v) = —%U + ag, para las tres masas y sentidos del
movimiento con el carril colocado en posicién horizontal.

Segin el modelo tedrico, el punto de corte en el eje de ordenada para v = 0 se
produciria en +ug, lo que deberia dar las mismas ordenadas en el origen para las tres masas.
No obstante, en la figura 5.16b se observa una dependencia con la masa de la deslizadera. En

concreto, existe un ligero aumento de p al disminuir la masa.

A nivel tedrico, el valor de u sélo depende de la naturaleza de las superficies en
contacto y, en principio, no deberia variar con la masa de la deslizadera. A pesar de ello,
es posible que la dependencia encontrada se deba a las caracteristica de funcionamiento del
carril cinematico, donde el rozamiento entre las superficies se minimiza por el flujo de aire
que sale del carril y mantiene la deslizadera en suspension; la deslizadera flota sobre el carril.
Al cambiar la masa de la deslizadera, varfa el espacio entre la deslizadera y el carril, y con

ello, el modo en que ambas superficies interaccionan. También es posible que este rozamiento
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esté ocasionado por oscilaciones transversales, y al aumentar la masa, el sistema es mas

estable y oscila menos.

43
a, = glsen(ax)+ u cos(a)]\
a,, = glsen(a)— pcos(a)] =1
\ Viim Y
Figura 5.17 — Diagrama de fase a (v) y valores de la aceleracién en los puntos de corte en el eje
de ordenada, a (v = 0).

ap— + ap+
2

apg— — ap+

5 = pgcos () (5.15)

— gsen(a);

Como se observa en la figura 5.17, el tamano de la discontinuidad en v = 0 esta re-
lacionada con el coeficiente de rozamiento p y el angulo de inclinacién « segin la ecuacion

5.15. Utilizando estas expresiones, se han obtenido los valores de la tabla 5.6.

Masa | «(°) 1

my | 0.0229 | 0.0075
mg | 0.0261 | 0.0067
mg | 0.0307 | 0.0051

Tabla 5.6 — Valores estimados experimentalmente para el angulo de inclinacién del carril y el
coeficiente de rozamiento de Coulomb.

Es importante destacar que el coeficiente de rozamiento obtenido es muy pequeno
u < 0,01, y en este orden de magnitud, cualquier variaciéon en la configuracién del sistema,
como la masa de la deslizadera, puede afectar al valor numérico obtenido experimentalmente.
En cualquier caso, los resultados obtenidos son similares a los obtenidos en otros trabajos

para la misma configuracién de carril y deslizadera: 0,004 en [115] y 0,007 en [143].

5.3.4.2. Carril Inclinado

En este caso, se han utilizado las mismas configuraciones del apartado anterior con
la diferencia de que el carril se ha inclinado 4 grados. Con ello, se introduce una fuerza

constante debida al peso de la deslizadera en la direcciéon del sentido de descenso, cuyo valor
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es F, = mgsen («).

En la figura 5.18 se muestran los valores medidos de a (v) junto al ajuste del modelo
en linea continua y en la tabla 5.7 se muestran los valores del ajuste para las seis configura-

ciones diferentes.

4

w 15
+ ml=3359g .

* ml=335¢g
* m2=435¢g ° m2=435¢g
3F * m3=535¢g 1l + m3=535g]]
2,
% Yo
Elf E
© ©
0,
0.1f
_l,
-2 L L L L -0.4 L
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 -0.4 -0.2
v [m/s]
(a)

Figura 5.18 — (a) Diagramas a (v) para la configuracién de carril inclinado 4 grados. En puntos

se muestra el valor experimental y en linea continua el ajuste. Se observa una dependencia lineal

de la aceleracién con la velocidad y como la pendiente de la recta disminuye al aumentar la masa

de la deslizadera. (b)Se observa la discontinuidad introducida por el rozamiento de Coulomb en
el cambio de sentido de movimiento (v = 0) y el punto de equilibrio (a = 0).

Masa | Sentido | a, (;”—2) K(l) R?

mp v<0 | 0.8063 | 2.7792 | 0.9999
mq v>0 | 0.6670 | 2.7568 | 0.9998
mo v<0 | 0.7803 | 2.1346 | 0.9999
mo v>0 | 0.6874 | 2.1268 | 0.9999
mga v<0 | 0.7739 | 1.7212 | 1.0000
ms v>0 | 0.6950 | 1.7430 | 0.9996

Tabla 5.7 — Valores del ajuste lineal, a (v) = —%v + ag, para las 3 masas y sentidos diferentes
con el carril inclinado 4 grados.

Hay que destacar que en este caso, el rango de velocidades positivas estd formado
por tramos pertenecientes a movimientos diferentes. El rango 0 < v < vy, se corresponde
al tramo de bajada cuando la deslizadera es lanzada desde la zona baja y el rango v > vy,
corresponde al movimiento cuando la deslizadera es lanzada desde la zona alta con una
velocidad inicial superior a velocidad limite vy > vy,. Sin embargo, el ajuste se ha realizado
de forma conjunta para los grupos v < 0 y v > 0, a pesar de ello, se han obtenido muy buenos
ajustes, R? > 0,9996 en todos los casos. De igual forma, los valores obtenidos de la constante

K /m son similares a los obtenidos en la configuracién de carril horizontal.
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En la figura 5.18b se muestra el detalle de a (v) a bajas velocidades, donde se observa
la discontinuidad en v = 0 introducida por el rozamiento de Coulomb. Utilizando el mismo
planteamiento del apartado anterior, se ha obtenido el dngulo de inclinacién del carril y el
coeficiente de rozamiento que se muestra en la tabla 5.8. Se observa la misma dependencia
de p con la masa de la deslizadera que se observo en el caso del carril horizontal. También se
observa que el angulo de inclinacién obtenido en cada caso estda muy proximo a los 4 grados

medidos inicialmente con la plomada.

Como se observa en las graficas de a (v), es facil determinar que el sistema tiene
un punto de equilibrio dindmico estable , a (v) = 0, caracterizado por una velocidad limite
positiva que aumenta con la masa de la deslizadera. En la tabla 5.8 se muestran los valores
de vy, obtenidos a partir del punto de corte con en el eje de abscisa utilizando los valores

del ajuste para el rango de velocidades positivas.

Masa | «(°) 1 Vlim (%)

myp | 4.3110 | 0.0071 | 0.2420
ma | 4.2944 | 0.0048 | 0.3232
maz | 4.2980 | 0.0040 | 0.3988

Tabla 5.8 — Valor estimados experimentalmente para el dngulo de inclinacién, el coeficiente de
rozamiento de Coulomb y la velocidad limite en funcién de la masa de la deslizadera.

Un aspecto interesante a destacar a los alumnos es que a partir de dos movimientos
independientes, donde la deslizadera es lanzada con velocidades y sentidos de movimiento di-
ferentes, el sistema evoluciona hacia el mismo estado dinamico estable con la misma velocidad

limite.

5.3.5. Consideraciones didacticas. Conclusiones

En este trabajo se presenta un experimento que ilustra la aplicacién de los diagra-
mas de fase al estudio de un sistema dindmico con rozamiento viscoso. Se ha utilizado un
sistema mecanico con frenado magnético por corrientes de Foucault; esta solucién produce
un rozamiento lineal [29,205] y evita las turbulencias que aparecen cuando se usan fluidos.
Por otra parte, permite ajustar bastante bien el nivel de rozamiento deseado, lo que facilita
que se trabaje con velocidades bajas. Este aspecto puede ser critico cuando se trabaja con
videoanalisis, ya que hay limitaciones en la frecuencia de disparo si se utilizan cdmaras de

bajo coste.

Para obtener los diagramas de fases se ha registrado el movimiento mediante vi-

deoandlisis, obteniendo z () que luego se ha derivado numéricamente para calcular v (t) y
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a (t), sin imponer ningin modelo predefinido a los datos. A partir de estos resultados se

representa la funcién a (v).

El uso de este tipo de gréaficos permite analizar la evolucién del movimiento sin
necesidad de integrar ecuaciones diferenciales. Al aplicarlo al caso de una deslizadera con
frenado magnético, el modelo esperado es una relacién a (v) lineal, lo que se corresponde
bastante bien con los datos experimentales obtenidos. Por otra parte, se comprueba que dicha
recta corta al eje a = 0 en un punto correspondiente a la velocidad limite, que es el punto de
equilibrio dindmico. Este punto se ha calculado para diferentes masas, comprobandose que

para un mismo rozamiento, la velocidad limite aumenta con la masa.

La determinacion de la velocidad limite se ha realizado para cada masa mediante dos
movimientos independientes con condiciones iniciales diferentes (vo < Vpm ¥ Vo > Upim). Sin
embargo, en todos los casos, el ajuste conjunto es el mismo y ofrece una precisa estimacion

de Viim -

Ademds, se ha analizado la discontinuidad que aparece cuando el movimiento se
invierte (v = 0). Esta discontinuidad no estd justificada por el rozamiento viscoso y se explica

por la existencia de un pequenio rozamiento de Coulomb.

Este andlisis puede tener un alto valor formativo para los alumnos, que parten del
prejuicio de asociar el rozamiento de Coulomb a una aceleracién constante. Al analizar la
dindmica del movimiento a partir del diagrama de fases, queda patente que el rozamiento
de Coulomb tiene un comportamiento mateméatico mucho méas complejo de lo que suponian.
En efecto, no se trata de una fuerza constante, sino que introduce una discontinuidad en la
aceleracién lo que puede hacer bastante compleja la resolucién analitica de los problemas de
dindmica con rozamiento seco. Solo en los casos particulares en los que no se produce cambio

en el sentido del movimiento se puede asumir una fuerza constante.

El uso de diagramas de fases no es habitual en la ensenanza de Mecédnica de primer
curso. Sin embargo, puede ofrecer una visién complementaria a los experimentos tradiciona-
les, que suelen plantearse a partir de la medicién experimental del movimiento, x (t), y la
comparaciéon de estos resultados con los obtenidos mediante la integracion de las ecuaciones
del movimiento asociadas a un modelo dindmico particular. En nuestra opinion, este plantea-
miento tradicional limita bastante el alcance de los experimentos. En efecto, en primer lugar
implica que los alumnos sepan integrar la ecuacion diferencial del movimiento y, ademas,

realizar los ajustes no lineales correspondientes a funciones exponenciales o hiperbdlicas.

Por otra parte, la comparacién directa de las funciones x (t) medidas y las del modelo
puede ser poco sensible a discrepancias entre los modelos tedricos y los resultados experimen-
tales. Como se ha demostrado en [134], cambios importantes en una ecuacién diferencial

pueden dar lugar a pequenas modificaciones en la ecuacién z (t). En nuestro caso, el efecto
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del rozamiento seco podria explicarse por una ligera modificacién de la pendiente del carril
durante el proceso de ajuste. Del mismo modo, es dificil saber a partir de un ajuste z (¢) si
el movimiento estd producido por un rozamiento lineal con la velocidad, cuadratico o de otra

potencia.

En cambio, los diagramas de fases permiten trabajar directamente con la ecuacion
diferencial del movimiento. De esta manera, se centra la atencién de los alumnos en la com-
prension de las relaciones entre las variables que definen la dinamica del sistema y no en
la resolucién de un problema matematico. En nuestro caso se comprueba la linealidad de la
fuerza de frenado magnético, se analiza el significado de la la velocidad limite y se comprueba

que depende no sélo del rozamiento, sino también de la masa.

En conclusién, los diagramas de fases son una herramienta util en la ensenanza
de la Mecénica en los primeros cursos de universidad. Por una parte, permiten interpretar
el comportamiento dinamico de sistemas sin tener que resolver ecuaciones complejas. Por
otra parte, son un método muy sensible para contrastar la validez de los modelos, ya que
permiten comparar el comportamiento dindmico, es decir, las relaciones entre las variables
del movimiento y no sélo las funciones de posicién, como suele realizarse de forma tradicional.
Aplicados a sistemas con rozamiento facilitan la comprension del concepto de velocidad limite
como un punto de equilibrio dindmico y permiten analizar las diferencias entre los distintos

tipos de rozamiento.
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5.4. Oscilaciones lineales, linealizables y alineales

5.4.1. Introduccidon. Interés docente

La linealizacién es una herramienta muy 1til para analizar muchos problemas fisicos.
Los sistemas lineales tienen la caracteristica de que se pueden dividir en partes y resolver por
separado, obteniendo la solucién final superponiendo las soluciones parciales. Aunque mu-
chos problemas que se estudian en la Fisica de primer curso son lineales, en otros casos esta
condicién no se verifica, si bien es frecuente asumirla en el caso de pequenos desplazamientos,
como por ejemplo en el estudio de un péndulo. Sin embargo, el mundo fisico no termina
en los sistemas lineales y estos enfoques no son siempre validos. De hecho, existen oscilado-
res que nunca se pueden aproximar linealmente, ni siquiera para pequenos desplazamientos
siendo, por lo tanto, intrinsecamente no lineales [132]. En estos casos, el efecto global no se

corresponde con la suma de efectos de las partes, apareciendo efectos adicionales al juntarlas.

El estudio de estos fenémenos proporciona una comprensioén detallada de las interac-
ciones del mundo fisico que, al asumir la linealidad, pueden pasar desapercibidas. Esta claro
que el estudio detallado de los sistemas no lineales va mas alla de los objetivos de la Fisica
de grado. Sin embargo, también es deseable que los alumnos comprendan las limitaciones y
el rango de validez de los supuestos que asumen, y que conozcan las caracteristicas generales
del comportamiento no lineal. Sobre todo, teniendo en cuenta que en los 1ltimos anos se han
descubierto algunos fenémenos de interés docente que responden a interacciones de tipo no
lineal [217].

En este contexto, en esta tesis se propone el andlisis de un sistema oscilante cuyo
comportamiento puede cambiar de lineal a no lineal, dependiendo de las condiciones del ex-
perimento. La forma tradicional en el estudio de oscilaciones en el nivel de Fisica de pregrado
es suponer que es un problema lineal [10,104,159]. En [64], Cartmell y Forehand resumen las
principales consideraciones cuando se asumen estas simplificaciones del modelo. Aunque en
los ultimos anos se han publicado diferentes trabajos donde se plantean oscilaciones como un
problema no lineal [11,41,107,108,111], se trata de experiencias alejadas de las necesidades

de los primeros cursos.

En este apartado describiremos un modelo simple y facilmente comprensible por
los alumnos de primer curso y que permite obtener resultados muy diferentes cambiando un
solo parametro del sistema. Mediante las técnicas de videoanalisis y derivacion numérica, se
pueden analizar experimentalmente estas respuestas, que corresponden a oscilaciones lineales,

alineales pero linealizables para pequenos desplazamientos o intrinsecamente alineales.
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5.4.2. Modelo Teoérico

El modelo tedrico de esta experiencia estd descrito en [45,132,212]. El sistema
estd formado por las oscilaciones transversales de una masa unida a un muelle como se
muestra en la figura 5.19. En las referencias anteriores, se asume que el desplazamiento es
pequeiio lo que permite aproximar la fuerza por una ley cibica, F' = K23 y en consecuencia,
la energfa potencial sigue una ley del tipo U = Kx2*/4. El objetivo del trabajo es mostrar a
los alumnos los limites de validez de la simplificacién realizada al asumir que las oscilaciones

son lineales, para ello, se propone un modelo general que no asume linealidad.

-
[e]
sessssspensssnensne

cesescssssssans

Figura 5.19 — Modelo tedérico del movimiento. La deslizadera de masa m se desliza en direccion

horizontal (eje X) por accién de la fuerza de recuperacién F,, generada por un muelle que estd an-

clado a la masa y al punto P. El muelle mas el hilo tienen una longitud natural sin comprimir

L,. Modificando la longitud del muelle a través de un hilo es posible cambiar L, sin modificar la
constante elastica del muelle.

El sistema esta formado por una deslizadera de masa m que se traslada en direccion
horizontal (eje X) por accién de la fuerza de recuperacién F, ocasionada por un muelle que
esta unido a la deslizadera y al punto fijo P. El sistema se mueve en un plano vertical. El punto
de equilibrio O esta a una distancia d del punto P. La posicion de la deslizadera esta definida
por la distancia al punto de equilibrio, x, y la longitud total del muelle sin estirar mas el hilo

es L,.

Al desplazarse el movil desde la posicién de equilibrio al punto x, el muelle ejerce
una fuerza cuya componente en la direcciéon del movimiento viene dada por la ecuacion 5.16,
donde b = L,/d. A K’ la llamaremos constante equivalente del muelle y depende de z. Como
se observa, un sistema formado por elementos lineales (el muelle) puede generar oscilaciones

no lineales a causa de la configuracion.
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F, = —K (L — L) sen (0) = —K (1—\/;17:62%

b / (5.16)
=K (1—1+x2/d2>x——Kaf

A partir de la ecuacién 5.16, se puede analizar el tipo de oscilaciones en funcién de b.
En la figura 5.20 se muestran simulaciones de F, (x)/Kd para diferentes valores de b = L, /d.
Para valores muy pequenos de b (d >> L,), K’ es independiente de x y las oscilaciones son
lineales para cualquier amplitud. Conforme b crece, (0 < b < 1) la funcién a (z) = Fy (x)/m
se hace menos lineal. En cualquier caso, para pequenas oscilaciones (z << d) el sistema sigue
siendo lineal y se puede asumir K’ = K (1 — b). Por dltimo, en el caso de b =1 (L, = d), el

oscilador es intrinsecamente no lineal y K = 0 incluso para oscilaciones pequenas.

1
—b=0
—b=05
0.5¢ —b=038
—b=1.0
©
X
\x 0,
L
-05
= -0.5 0 0.5 1

x/d

Figura 5.20 — I’ (z) para diferentes valores de b. Con el objetivo de obtener variables adimen-

sionales, se han normalizado F' y x dividiendo por kd y d respectivamente. La funcion es lineal

para b = 0. Conforme aumenta b, la curva se aleja de la linealidad pero para pequenos valores de

x/d, la fuerza puede aproximarse por una recta. En cambio, para b = 1, la pendiente en el origen
vale 0 y las oscilaciones son intrinsecamente no lineales.

Como se observa, se trata de un experimento facil de recrear en el laboratorio de
Fisica, donde la misma configuracién permite generar oscilaciones lineales, oscilaciones no
lineales pero linealizables para baja amplitud y oscilaciones intrinsecamente alineales. En
esta situacién, serd facil mostrar a los alumnos que asumir linealidad es una simplificacion
que puede utilizarse sélo cuando las condiciones del problema lo permiten y que, en cualquier

caso, es necesario controlar los limites de validez de esta simplificacién.
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Tipo de Oscilaciones | Ly (mm) | d (mm) | Lo/d | Amplitud (mm)
Lineales 150 550 0.27 352
Linealizables 440 550 0.8 511
Alineales 550 550 1.00 413

Tabla 5.9 — Caracteristicas de los movimientos analizados.

5.4.3. Montaje Experimental

La figura 5.21 muestra el montaje experimental utilizado en esta experiencia. Se ha
utilizado un carril cinemético (modelo PASCO), cuya deslizadera se une a un muelle cuya
parte superior estd fija. La longitud inicial del muelle es Ly = 150 mm, mientras que la

longitud del muelle en la posicién de equilibrio es d = 550 mm.

En el experimento se han analizado 3 situaciones utilizando diferentes valores de Ly.
Para variar Ly se ha atado un hilo de distinta longitud entre el muelle y la deslizadera, de
esta manera se pueden obtener diferentes valores de a = Ly/d sin cortar el muelle, lo que
modificaria el valor de K. En la tabla 5.9 se resumen los parametros de cada experiencia. Para
iniciar el movimiento, se separé la deslizadera de la posicién de equilibrio y se dejé oscilar.
Las amplitudes no han sido iguales en cada caso, ya que el muelle estd muy estirado en la
primera experiencia y debe limitarse la amplitud para evitar que la deslizadera se incline en

los extremos del recorrido.

T

T

Figura 5.21 — Dispositivo experimental. La posicion del carril se determina a partir del marcador
circular anclado a la deslizadera. El patréon plano estd situado en el plano del movimiento y sirve
para definir su posicion respecto a la camara y ajustar el factor de escala.

El movimiento se registré con la camara de video FoSensCLM(C1362, con una
resolucion de 800 x 600 pixeles a una frecuencia de 125 fps. Para ello se realizé el seguimiento

de un marcador circular situado en una placa fija a la deslizadera. Previo a la medida,
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se realizé una calibracién de la camara siguiendo el procedimiento descrito en el apartado
4.3.3.4. Los errores estimados en la medida de posiciones son del orden del 0,1 %. El sistema de
medida proporciona las posiciones en funcién del tiempo, z (t) y para calcular las velocidades
y aceleraciones se ha utilizado el procedimiento de suavizado y derivacién numérica puesto a

punto en la tesis (apartado 4.3.4).

Con los datos de posicion suavizados y las derivadas, se ha realizado el siguiente

analisis:

= Comparacién de un ciclo del movimientos para cada configuraciéon con una oscilacién
lineal de la misma amplitud y frecuencia. Esta comparacién se ha realizado para la
elongacién, z (t), la velocidad, v(t) y la aceleracién a(t). En cada caso, la amplitud y
la frecuencia se han normalizado, para que los resultados puedan ser comparados. Las
diferencias entre el modelo tedrico y las oscilaciones medidas experimentalmente se han
caracterizado por el error medio cuadratico, rmse, y el coeficiente de determinacién R2.
Es importante considerar que R? mide la concordancia entre las curvas y no sélo el tipo

de dependencia, como seria el caso de usar el coeficiente lineal de correlacién.

= Se han representado los valores experimentales de aceleracién frente a la elongacion

a(z), lo que muestra el grado de linealidad de la oscilacién.

= Finalmente, se ha evaluado la energia potencial por unidad de masa de los 3 movimientos
analizados. En diferentes modelos tedricos se trabaja con oscilaciones no lineales, en
estos trabajos, el grado de linealidad de las oscilaciones se determina comparando la
energia potencial obtenida con el modelo cuadratico U = %K x? correspondiente a la
oscilacion lineal. Esta forma de proceder es puramente tedrica, ya que para obtener U,
es necesario definir previamente el modelo de F'(x). En este trabajo es posible estimar
experimentalmente la energia potencial por unidad de masa integrando numéricamente

el valor experimental de —a (z) = —F (x) /m:

U _ 1 wF(x)dx:/Owa(x)de (5.17)

Obsérvese que el valor obtenido de U (z) /m es un valor procedente de datos experi-
mentales exclusivamente, sin considerar ningin modelo especifico en la relacién F' (x). Hemos
calculado la energia por unidad de masa para trabajar con las aceleraciones. En este experi-
mento se miden las variables cinemadticas x (t), v (t) y a (t), pero no la fuerza F' (x). Por eso nos

hemos limitado a trabajar con las variables que han sido determinadas experimentalmente.
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5.4.4. Resultados y Discusion

La figura 5.22a se muestran las funciones z (¢) en cada uno de los tres movimientos.
Para comparar las diferencias se han normalizado las escalas de tiempo y de elongacién,

dividiendo en cada caso por el periodo y la amplitud respectivamente.

10 - 1 1 -
= | ineal = | ineal
= = =| jnealizable = = = jnealizable
===No Lineal ===No Lineal
0.5 0.5¢ 1
3 ~
= =
= >
[=% ~
£ 3 L 1
Z 0 g 0
X >
-0.5 -0.5¢ 1
_l _1 . N
0 0.25 0.5 0.75 1 0 0.25 0.5 0.75 1
Tiempo / Periodo Tiempo / Periodo
(a) (b)

Figura 5.22 — (a) Curvas experimentales z (t) para un ciclo de cada una de las tres situaciones

analizadas. Para efectuar la comparacién se han reescalado los ejes X e Y dividiendo por el periodo

T y la amplitud A, respectivamente. (b)Curvas experimentales v (t) para un ciclo de cada una

de las tres situaciones analizadas. Para efectuar la comparacién se han reescalado los ejes X, Y
dividiendo por el periodo T y la amplitud A, respectivamente.

Obsérvese que las diferencias en la forma de las 3 curvas de x (t) son muy pequenas.
De hecho, el error cuadrético medio (rmse) es 0.004 para la oscilacién lineal, 0.013 para la

no lineal pero linealizable y 0.03 para la oscilacion intrinsecamente no lineal. El coeficiente

de determinacion del ajuste a una funcién armonica es Ri-neal = 1,0000, Rinealizable = 0,9997
y R?Llineal = 0,9982 respectivamente. Estos resultados muestran que asumir un modelo pre-

definido cuando se analiza el valor de la integral no es suficiente para identificar cambios en
la ecuacién diferencial que gobierna la dindmica del sistema. Incluso en el caso de oscilacio-
nes no lineales, el error es inferior al 3% respecto al modelo arménico y el coeficiente de

determinacion es practicamente 1.

Las diferencias son algo més visibles si se comparan las velocidades, como se muestra

en la gréfica de la figura 5.22b. En este caso, las diferencias con el ajuste lineal se notan mas

a medida que las oscilaciones son mas alineales (R%meal = 0,9999, R?inealizable = 0,9970 y
R(Qzlineal = 0,9816) y los errores con el ajuste lineal también crecen (rsmejpeq; = 0,0068,

rsmeineatizable = 0,039 v rsmegiinear = 0,096). Como puede verse, la diferencia se aprecia
sobre todo en la parte de maxima amplituid de la velocidad, que se ensancha a medida que

aumenta la no linealidad de la oscilacion.

Las diferencias se aprecian de manera mucho maés clara cuando se representan
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las aceleraciones, como se comprueba en la figura 5.23a. Los ajustes entre las curvas ex-

perimentales y el modelo arménico empeoran claramente tanto en los valores de la co-
- 2 _ . P2 _ . P2 _

rrelacion (Ry, .., = 0,9997; R} . oiivapie = 0,9788; RZ,. . = 0,9090), como en los errores

(rmselineal = 0701157 TMS€elinealizable = 07100; "msSeqylineal = 07213)

Como se aprecia en la figura 5.23a, la pendiente de la curva a (t) se hace més pequena
en los puntos de elongacién nula a medida que la oscilacién es menos lineal (crece Ly/d), siendo

cero en el caso de las oscilaciones intrisecamente no lineales.

1r - — ol — Lineal ]
m— |_ineal ——Linealizable
= = =| jnealizable ——No Lineal
===No Lineal
0.5 1r 1
< é ot 1
S0 <
T
_17 |
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_27 |
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Figura 5.23 — (a) Curvas experimentales a (t) para un ciclo de cada una de las tres situaciones

analizadas.Para efectuar la comparacién se han reescalado los ejes X, Y dividiendo por el periodo

T y la amplitud A, respectivamente. (b) Relacién entre los valores experimentales de la aceleracién
y la elongacién, a (x) en cada uno de los tres experimentos realizados.

La representacion mas clara para comprender las diferencias entre las oscilaciones
lineales y las no lineales es la representaciéon de las funciones a (z), que se muestran en la
figura 5.23b. Tal como predice el modelo de la figura 5.20, la relacion entre la aceleracién y
la elongacién es completamente lineal (R? = 0,9999) para valores muy pequenos de Lg/d, lo
que muestra que la ecuacién diferencial del movimiento es la de un movimiento armoénico,

7+ w?z =0.

Para valores intermedios de Lg/d, las oscilaciones son alineales para grandes am-
plitudes. Sin embargo, para pequenos desplazamientos, por ejemplo menores de 100 mm en
este ejemplo, la relacién a (x) podria ajustarse a una recta de pendiente negativa. En cam-
bio, en el caso de Lyp/d = 1, las oscilaciones no son linealizables ni siquiera para pequenos

desplazamientos, ya que en la zona central de la curva a (z), la pendiente es nula.

Las diferencias entre las oscilaciones lineales y las alineales se aprecian también a
partir de la representacion de la energia potencial. La figura 5.24 muestra los valores experi-

mentales de U (z) /m en los 3 casos analizados y en la tabla 5.10 se muestran estos ajustes.
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Oscilaciones | Ajuste U/m (J/Kg) R

Lineales 2,8767x° 0.9998
Linealizables | 1,3086z% 4 0,985022 | 0.9980
No Lineales 4,64322% 0.9999

Tabla 5.10 — Ajustes a la energfa potencial normalizada U/m en las diferentes configuraciones.

Para valores pequenos de b, las oscilaciones son aproximadamente lineales y U () es
una parabola (R? = 0,9996), de manera que su pendiente crece linealmente. En el caso de las
oscilaciones linealizables, (b = 0,8), la derivada crece més lentamente. En las intinsecamente
no lineales, (b = 1) hay una zona cerca del origen con derivada nula, de manera que en ese
entorno la energia potencial permanece constante, siendo nula la pendiente de la curva a (z),

tal como se muestraba en la figura 5.24.

Es importante destacar, que en todas la representaciones se han realizado con valores
obtenidos de magnitudes medidas directamente en el experimento, sin utilizar ningiin modelo

predefinido ni aproximaciones en series.

0.4 ‘
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0.35] ° M.edidas. Lingal ]
Ajuste Linealizable
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Figura 5.24 — Energia potencial por unidad de masa estimada como la integral numérica de los
valores medidos de a(z). Para el cdlculo sélo se ha utilizado un tnico ciclo.

5.4.5. Consideraciones didacticas. Conclusiones

El uso de aproximaciones lineales es una de las estrategias més usadas en ingenieria
para simplificar el estudio de sistemas complejos. Un ejemplo tipico es el estudio de las

oscilaciones donde de forma sistematica se analiza como un problema lineal o, como minimo,
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se asume linealidad bajo la hipdtesis de pequenos desplazamientos.

Es cierto que el estudio en profundidad de las oscilaciones alineales esta fuera de
los objetivos de los primeros cursos de Fisica. No obstante, recientemente se han venido
publicando estudios tedricos de este tipo de experiencias en diversas revistas orientadas a
la docencia [10,41,45,104,132]. En estos casos, las aproximaciones experimentales han sido
poco tratadas y cuando se estudian, se centran en montajes experimentales complejos para

analizar la dindmica no lineal de problemas particulares [84,107,108,111,159].

En este trabajo se han analizado las oscilaciones transversales de una masa unida a
un muelle elastico. En nuestra opinién, el montaje presenta multiples ventajas tanto desde
un punto de vista docente como experimental. En primer lugar, es un sistema muy simple,
cuyo modelo en términos de fuerzas y energias es facil de comprender por alumnos de primer
ano. Ademas, el montaje estd constituido por elementos muy sencillos (un muelle y un carril
cinemético) que los alumnos asocian en primera instancia como un sistema lineal. Finalmente,
este sistema tiene la particularidad de que modificando un sélo pardmetro (la relacién L,/d)
la respuesta dinamica del sistema cambia, y se pueden generar oscilaciones armonicas, no
armonicas pero linealizables para baja amplitud y oscilaciones intrinsecamente no lineales.
Esta caracteristica del montaje experimental es muy interesante para los alumnos, ya que
pueden verificar que incluso utilizando elementos parecidos la respuesta del sistema puede

ser muy diferente.

Este sistema ha sido estudiado desde un punto de vista analitico [45] y experimental
[159]. En ambos casos se asume la hipétesis de pequenos desplazamientos para aproximar
el movimiento a un oscilador ciibico. En nuestro trabajo, no se asume ninguna hipétesis a

priori. En su lugar, se estudia el efecto de L,/d en el comportamiento del oscilador.

De los resultados obtenidos se extraen conclusiones interesantes. Por una parte, se
pone de relieve que la comparacién de la funcién z(t) es muy limitada para describir la
dindmica del sistema. En el ejemplo analizado, las tres curvas de x(t) (lineales, linealizables
y no lineales) tienen el mismo aspecto y pueden ser ajustadas de forma razonable a una
funcién arménica. Por otra parte, se muestra que las diferencias en las derivadas (velocidad y
aceleracién) son mucho mas evidentes, sobre todo si se analiza la relacién entre estas variables
(figura 5.23b).

Para desarrollar nuevos experimentos de dindmica, es necesario utilizar técnicas
eficientes de suavizado y derivacion numérica. Como se ha visto, el sistema de videoanalisis
propuesto en este trabajo permite obtener informacién detallada de la aceleracion y chequear
directamente la ecuacién diferencial del movimiento. Esta estrategia es similar a la utilizada
en [60] para estudiar las oscilaciones de un muelle, aunque en este caso se utilizaron diferencias
finitas para estimar las derivadas. A pesar de que en este trabajo se utilizé un sistema 6ptico

de gran precisién (errores en posicién inferiores a 10um), el cédlculo de aceleraciones es inviable
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utilizando diferentes finitas debido a los errores que se introducen [153,157]. En este sentido,
el sistema de videoanadlisis propuesto es mucho mas versatil y adecuado para un laboratorio
docente [148].

Finalmente, los resultados permiten mostrar a los alumnos las limitaciones que pre-
sentan algunas simplificaciones, como la linealizacion para pequenos desplazamientos. Es
necesario que comprendan que se trata de una simplificacién que sélo puede aplicarse en al-
gunos casos y en un rango de valores limitado. También es muy importante que entiendan que
hay muchas situaciones, incluidas algunas muy simples, donde tal aproximacién es incorrecta

para cualquier rango de la variable de entrada.

Una limitacion de este enfoque para las practicas del laboratorio de Fisica de grado
es la necesidad de usar un programa de cédlculo numérico para estimar las derivadas. En
nuestra opinién es una limitacion menor, ya que el modelo de cdlculo no es complicado y
podria ser explicado de manera cualitativa. Ademds, puede usarse como una caja negra, en

la que se introducen los datos de entrada x(t) y se devuelven derivadas calculadas v(t) y a(t).

Otra limitacién del procedimiento es la necesidad de disponer de suficiente frecuencia
de muestreo, si se quiere informacion de detalle de las aceleraciones. En este ejemplo hemos
usado una camara de calidad a 125 fps. En la actualidad hay bastantes cdmaras industriales
de precios razonable que permiten obtener esas frecuencias de muestreo sin problemas. Por
otra parte, no es necesario que cada alumno disponga de un equipo de fotogrametria, ya que
los videos pueden filmarse en un tnico equipo y luego usarlos de forma individual para su

procesado.
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5.5. Masa Variable

5.5.1. Introduccién. Interés docente

El estudio de los problemas de masa variable es muy relevante en la formacién de
los estudiantes de primeros cursos de Fisica por sus importantes aplicaciones en ingenieria,
especialmente en el estudio de cohetes, sistemas de propulsion, dinamica de fluidos, etc. Por
otra parte, son la base del estudio de los sistemas con flujo de masa. Por este motivo, este

tipo de problemas se analiza en diversos libros de texto cldsicos [180,189,197].

Uno de los problemas que presenta introducir estos conceptos en primer curso, es que
los alumnos deben plantear la segunda ley de Newton a partir del momento lineal, F = % ,
en vez de la clasica expresiéon en funcién de la masa y la aceleracion (ﬁ = ma). Esto supone
un concepto dificil de comprender para los alumnos de primer curso, sobre todo porque no
poseen soltura suficiente en la interpretacién fisica del andlisis infinitesimal. Seria de gran
ayuda para su aprendizaje ilustrarlo mediante ejercicios y experimentos de laboratorio, en

donde se utilizasen tales conceptos.

Sin embargo, el estudio experimental de sistemas de masa variable en el Laboratorio
de Fisica no ha merecido demasiada atencion, posiblemente por su complejidad practica y
por la dificultad para medir directamente las variables implicadas. Asi, los experimentos
encontrados se limitan a sistemas como modelos de cohetes [7], la maquina de Atwood con
depoésitos de masa variable [62, 193], osciladores [46,63] o caida de cadenas en diferentes
configuraciones [34,44,74,89,202].

El estudio experimental de la caida de cadenas presenta ventajas importantes frente
a otros sistemas de masa variable (cohetes, depésitos de arena), debido a la sencillez de los
montajes y a que no es necesaria una medida independiente del flujo de masa. Esto permite
un analisis cuantitativo de la dindmica de sistemas de masa variable al alcance de cualquier

laboratorio.

Los practicas publicadas sobre el movimientos de cadenas se basan bésicamente en
la medida directa de la fuerza que ejerce la cadena en uno de sus extremos: el peso de la parte
en reposo de una cadena que cae desde una superficie [44], la tension en el extremo fijo de la
cadena en forma de U que se suelta [34,44,74] o la fuerza sobre una superficie sobre la que
cae una cadena [89,202]. En estos experimentos se plantean las ecuaciones de la dindmica de

sistemas de masa variable y luego se contrastan a partir de la fuerza medida.

Esta estrategia de medida presenta algunas limitaciones. En primer lugar, los sen-
sores de fuerza presentan problemas de precisiéon y ruido, siendo necesarias etapas de acon-
dicionado de senal y utilizar técnicas de suavizado como se hace en los trabajos [34,34,202].

Por otra parte, la estimacién indirecta de las variables cinematicas conlleva un proceso de

- 217 —



5.5. MASA VARIABLE

integracion que suele ser poco fiable por la deriva y los offsets que suelen presentar este tipo

de sensores. De ahi que en estos experimentos no se contrasten las ecuaciones del movimiento.

Una alternativa que evitaria estas limitaciones seria medir directamente el movimien-
to de la cadena, tanto la posiciéon como velocidad y aceleracion de los distintos subsistemas, lo
que permitiria analizar directamente la dinamica, es decir, las relaciones entre las variables del
movimiento. Asi, es posible contrastar directamente la correspondencia entre el movimiento
medido y la ecuacion diferencial que lo controla, sin necesidad de integrar dicha ecuacién ni

de usar ajustes basados en modelos predeterminados.

En esta linea se plantea la presente practica, cuyo objetivo es proponer un experimen-
to de Fisica de primer curso para analizar un sistema de masa variable mediante videoanalisis
y técnicas precisas de derivacién numérica. El sistema es muy simple, la caida de una cadena

estirada sobre una mesa con un extremo colgando del borde (cadena en L invertida).

Esta experiencia ha sido analizada a nivel tedrico utilizando simplificaciones como
la ausencia de rozamiento y reduciendo el movimiento a un solo grado de libertad [156]. No
obstante, no ha sido estudiada experimentalmente, quizas por las limitaciones de los sistemas

de medida tradicionales basados en sensores de fuerza.

A este respecto, utilizando la técnica de medida puesta a punto en esta tesis es posible
medir las variables dindmicas de la cadena y chequear la ecuacién diferencial del movimiento
directamente, lo que posibilita analizar efectos importantes como la existencia de rozamiento
v la posibilidad de que la cadena no permanezca tensa durante todo el movimiento, como

sucede en la realidad.

En el siguiente punto se muestra el marco tedrico de la experiencia.

5.5.2. Modelo Teoérico

Nuestro sistema de masa variable estd formado por una cadena de longitud L y
densidad conocida A que permanece estirada sobre una superficie horizontal y uno de los
extremos de la cadena cuelga por el borde de la mesa. Esta experiencia es analizada en [156]
como un sistema sin rozamiento y de un grado de libertad. En el andlisis aqui realizado,
se incluira el efecto del rozamiento de Coulomb y se considerard el sistema formado por 2
subsistemas de masa variable. La relacién entre ambos, viene determinada por la tensién de
la cadena en la zona de la polea: cuando la tensién es positiva, la velocidad de la cadena es
la misma en ambos subsistemas y si la tensién es nula, implica que cada subsistema puede

llevar velocidades diferentes.

En la figura 5.25 se muestra el montaje y el esquema de fuerzas. El sistema esta for-

mado por un tramo horizontal de longitud L — z (subsistema 1), un tramo que cuelga de
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longitud = (subsistema 2) y una parte de transicién que corresponde al apoyo sobre la polea
(subsistema 3). Se asume que la longitud y masa del subsistema 3 es despreciable, por lo
que no afecta a la dinamica del problema, cumpliéndose por tanto 77 = T = T mientras la
cadena permanezca tensa (7' > 0). En esta situacién, todo el sistema se moverd con la misma

velocidad.

Ademsds, se ha considerado la existencia de rozamiento seco en el deslizamiento de
la cadena sobre la mesa. Como se mostrard, este efecto es importante y afecta a la dindmica,

siendo necesario incorporarlo para explicar el comportamiento del sistema.

Fn_1 Fn 3
——L <-T—1 ,
Fr
Fw1 1 3 T,
X Y T2
2
1 Fw 2

Figura 5.25 — Configuracion de cadena. El subsistema 1 estd formado por el segmento horizontal;

las fuerzas que actian en la direccién del movimiento son la fuerza de rozamiento Fr y la tension

Ti. El subsistema 2 se corresponde con el segmento vertical sobre el que actia el peso Fyyo y la
tensién T5. Finalmente, el subsistema 3 es el fragmento de cadena que apoya sobre la polea.

Para que se inicie el movimiento al liberar la cadena, es necesario que el fragmento
que cuelga inicialmente, xg, sea lo suficientemente grande para que el peso de la parte vertical
Fywo = Aga supere la fuerza de rozamiento que actia en el subsistema horizontal Fr =
M (L — z) g. Tgualando el valor de estas fuerzas y despejando x, obtenemos el valor minimo
de longitud inicial de cadena z,,;,, de manera que la condiciéon de inicio del movimiento

equivale a que se cumpla la condicion xg > Xy, , donde Ty, es:

L

Para analizar los subsistemas de masa variable es necesario utilizar la 2° Ley de
Newton en su forma general segin la ecuacién 5.19, donde dm es la masa que entra o sale
del subsistema de masa instantanea m y 4 es la velocidad relativa de dm respecto a m. En
la experiencia analizada, @ = 0 para ambos subsistemas siempre que se cumpla la condicién

Ty =15 =T, ya que el dm que pasa del subsistema 1 al 2 lo hace con la misma velocidad

v (t).
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Subsistema | Masa P dp/dt S F
1) Horizontal | (L —2) A | (L —2) v | LAa — M? — A\wa | Th — Fg
2) Vertical T\ TV M2 + \za Fyo — T

Tabla 5.11 — Cantidades Fisicas de interés de los subsistemas de masa variable considerados

Fodp_dlmp) dm (5.19)
dt dt dt

Una vez iniciado el movimiento, las magnitudes fisicas de interés de los subsistemas
son las mostradas en la Tabla 5.11. En la direccién vertical del subsistema 1, tenemos el
peso, Fyy1 = Ag (L — x), que se compensa con la reaccién normal de la mesa Fy1, mientras
que las fuerzas externas en la direccién del movimiento son la Tension T y la fuerza de
rozamiento Fr = uAg (L — x). En el subsistema 2 (el vertical), las fuerzas que actiian son el

peso Fyyo = Axg y la tensién T5.

Aplicando la segunda ley de Newton segtin la ecuacién 5.19, se obtienen las ecuacio-

nes de la dindmica 5.20 y 5.21 para el subsistema 1 y 2 respectivamente

T\ — Fr = Lha — \v? — Aza (5.20)

Fyo— Ty = )\Q}2 + Aza (521)

Asumiendo que T} = T3, a partir de las ecuaciones 5.20 y 5.21 se obtiene la ecuacién
del movimiento 5.22, donde se observa que existe una dependencia lineal de la aceleracion de

la cadena con la longitud que cuelga en el subsistema 2.

1
a(x) = ‘Q(L_Wa: — 1g (5.22)
Teniendo en cuenta la relaciéon a = %g—fc = Ug—;, la velocidad se obtiene facilmente

integrando a ambas partes de la ecuacion teniendo en cuenta que la cadena parte del reposo

vg = 0, en la posicién x = xy. Como resultado se obtine la ecuacién:

v = g(lz_m (x —xo) x — 2ug (x — x0) (5.23)

Es importante destacar que las ecuaciones del movimiento se han obtenido a partir
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de la condicién 77 = 15 > 0. Lo que equivale a considerar que toda la cadena se mueve
con la misma velocidad. Bajo estas condiciones, se podrian obtener los mismos resultados
analizando la cadena en su conjunto y aplicando la Segunda Ley de Newton en la forma
F = ma, donde las fuerzas externas que actian en la direccion del movimiento son el peso

del segmento vertical Fyyo y la fuerza de rozamiento del segmento horizontal Fg.

No obstante, es importante entender que la variacién de masa en los subsistemas
hace que la aceleracién resultante varie con el desplazamiento y que también lo hagan las
tensiones, siendo necesario establecer el rango en el que se cumple 17 = T > 0. Para obtener
la expresion de la tension en funcion de la posiciéon se despeja T de la ecuacién 5.21, obteniendo
la ecuacién 5.24. En ella, se sustituyen los valores de a y v dados por las ecuaciones 5.22 y

5.23, obteniendo la ecuacién 5.25.

% — 2 (g—a) = (5.24)

g(1+p)

T 29(1+4p)
A L

:—T$2+g(l+3ﬂ)$+

x2 — 2gpx0 (5.25)

Como se observa en la ecuacién 5.25, la dependencia de la tensién con el desplaza-
miento sigue la ecuacién de una parabola invertida. Al inicio del movimiento la tension es
positiva, alcanzando un maximo y posteriormente, decrece hasta anularse en el punto =,,qz.
La expresion analitica de x4, depende de los pardmetros del sistema y las condiciones inicia-
les. Puede obtenerse como la solucién a la ecuacién de 2° grado de la expresion 5.25, aunque
depende de parametros en principio desconocidos como el rozamiento. Desde el punto de vista
experimental, puede estimarse a partir de la ecuacién 5.24 y los valores estimados de z (),
v (t) y a(t). Conocido el valor de T' (z) para todo el rango del movimiento, se puede buscar

el punto que cumple T () = 0 y que define el limite de validez del modelo aqui planteado.

Otro aspecto importante que se analizard en la practica serd comparar el estudio de
la ecuacion diferencial 5.22 frente al registro temporal de la posicién z (t). La ecuacion 5.22 es
una ecuacién diferencial de 2° orden no homogénea. Su resolucién no es complicada, aunque
puede estar fuera del alcance de alumnos de primer curso. En cualquier caso, la expresion
de x (t) (ecuacién 5.26) es relativamente complicada y el ajuste a los datos experimentales

requiere utilizar técnicas de optimizaciéon no lineal.

x(t) = (330 - fﬁﬁ) cosh < 9(1; 2 t) + 113|—M,u (5.26)
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Codigo | Densidad [Kg/m| | Longitud [m] | z,[m)]

Ly 0.82 1.60 0.24
Lo 0.82 1.03 0.14

Tabla 5.12 — Caracteristicas de las cadenas analizadas

5.5.3. Montaje Experimental

En la figura 5.26 se muestra el montaje experimental. Se ha utilizado una cadena
de eslabones metalicos con 2 longitudes diferentes e igual densidad (Tabla 5.12). El valor
de xg corresponde a la longitud inicial de la cadena en el subsistema vertical. Su valor se
ha escogido de forma aproximada con la tnica condicién de que se iniciara el movimiento
al soltar la cadena. Por otra parte, se ha utilizado una polea de radio y masa despreciable
colocada en el extremo de la superficie horizontal con el objetivo de minimizar los impactos

y conseguir una transferencia ordenada de masa entre el subsistema 1y 2.

Figura 5.26 — Montaje experimental para reproducir el movimiento. La cadena estirada sobre

una superficie horizontal con un fragmento que cuelga por el extremo de la mesa a través de una

polea. Un marcador esférico reflectado anclado al extremo de la cadena permite determinar la
posicién del extremo de la cadena.

El movimiento se registré con la camara de video digital FoSensCLM(C1362, con
una resolucion espacial de 800 x 600 pixeles y una frecuencia de captura de 700 fps. Para
facilitar la deteccién en imagen, se ha utilizado un marcador esférico de masa despreciable
situado en el extremo de la cadena del subsistema vertical. Ademés, se ha colocado un fondo
oscuro y uniforme para generar un alto contraste. En esta situacion, el software de deteccion

de la posicién del mévil en imagen (apartado 4.3.2) funciona eficazmente y es muy robusto.

Previa a la medida, se realizé una calibracion de la cdmara para medir en el plano
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del movimiento de la cadena, de acuerdo con el procedimiento descrito en el apartado 4.3.3

obteniendo un error en posicién inferior al 0,1 % .

El sistema de medida proporciona las posiciones en funcién del tiempo, z, (t;) en
cada instante temporal j = 1, ..., N. Estas posiciones estdn afectadas por errores aleatorios, lo
que impide el calculo de derivadas utilizando diferencias finitas. Para calcular las velocidades
y aceleraciones de forma precisa se ha utilizado el procedimiento de suavizado y derivacion

numérica basado en ajuste local descrito en el apartado 4.3.4.

Finalmente, utilizando los valores estimados de posicion, velocidad y aceleracion, se

ha realizado el siguiente andlisis:

» Comparacion entre valores experimentales de z (¢) y el ajuste al modelo tedrico segin

la ecuacion 5.26

» Verificacién de la ecuacién diferencial del movimiento a (z). Se han comparado los valo-
res experimentales con el modelo ajustado segin la ecuacién 5.22. Este planteamiento
tiene la ventaja de ser independiente de las condiciones iniciales y ademads permite es-
timar de forma experimental los parametros del sistema como el valor del rozamiento

y comprobar que es independiente de la longitud de la cadena.

= Anadlisis de la tensién en funcién del desplazamiento 7' (x). Para determinar el rango en
que se cumple T' () > 0, se ajustard la expresién de T'(z) /A segin la ecuacién 5.25,
obteniendo el valor del desplazamiento en el que se cumple T' (Z,4,) = 0, de forma que

el valor de &, define el rango maximo de validez del modelo.

Para analizar la diferencia entre los valores experimentales y los modelos tedrico, se
ha analizado el error cuadratico medio rms, determinando el coeficiente R? definido segiin
la ecuacién 5.27, donde SS;,;: = Zj (yj — 37)2 y SSres = Zj (y; — yhj)Q, siendo y; el valor
observado en el instante ¢; de la magnitud analizada (posicién, velocidad o aceleracién) y yp;

el valor esperado segin el modelo tedrico.

SS’I‘ES

R?=1-—""
SStot

(5.27)

5.5.4. Resultados y Discusion

En la figura 5.27 se muestra el valor experimental de x () frente al modelo tedrico
ajustado segun la ecuacion 5.26. Para cada longitud de cadena se han utilizado los valores de
L y x¢ de la tabla 5.12, siendo el rozamiento p el inico pardmetro ajustado. Para el ajuste
se ha utilizado la funcién de optimizacién no lineal nlinfit() implementada en el software
Matlab R2010a.
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1.8 T T T T T
X(t) . =0.024 Cosh(2.6424 t) + 0.1965
1ep L2 L1 ]
R“ =0.9907
1.4 b
1.2¢ _ |
e L1 - Medidas
— 1F|——L1-Ajuste 1
é ° L2 - Medidas
= 0.8 | — L2 - Ajuste 1
< 0.6} -
0.4f 1
0.21 b
x(t)Ll =0.034 Cosh(3.3425t) +0.1228
or R?=0.9867
—0.2 i i i i i

0 0.5 15 2

1
t[s]

Figura 5.27 — Gréfica del desplazamiento z (¢), medido experimentalmente y el modelo ajustado.
El rango de movimiento va desde zg en ¢t = 0 hasta L al final del recorrido.

Se observa que el rango del desplazamiento parte de zgp en t = 0 alcanzando el
valor de L al final del recorrido. Los valores experimentales se ajustan bien al modelo teérico
(R? = 0,9867 para L; y R? = 0,9970 para Ls). No obstante, se observa una ligera desviacién
al final del recorrido. Como se vera méas adelante, esto es debido a que el modelo simplificado
s6lo es valido hasta cierto rango del movimiento: a partir de un determinado desplazamiento,
la cadena no apoya en la polea y el sistema no obedece a la ecuaciéon 5.22. Sin embargo, ese
cambio no se aprecia bien en la ecuacién integrada z (t), pero si, si se analiza directamente

la ecuacion diferencial del movimiento.

En la figura 5.28 se muestra el valor de la aceleracién, a (x), medida experimental-
mente para las 2 longitudes de cadena diferentes a (x);, y a (x);, (linea de puntos). En linea
continua se muestra la recta ajustada de acuerdo con la ecuacion 5.22. El ajuste se ha reali-
zado utilizando los datos experimentales en el rango de movimiento z < Zyqz, donde Tya.

es el limite de validez del modelo y serd evaluado cuantitativamente en el siguiente punto.

Como puede observarse, el ajuste de la zona lineal es muy bueno, con una correlacion
alta (R? > 0,9980 en ambos casos). Se observa que ambas rectas, que corresponden a dos
experimentos diferentes (distintas longitudes del mismo tipo de cadena), tienen la misma
ordenada en el origen, ya que la fuerza de rozamiento por unidad de longitud es la misma.
También se observa un ligero rizado de la aceleracién, que puede deberse a que al principio
del movimiento, rango de aceleraciones bajas, el movimiento de la cadena no es totalmente

suave.
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a(x)=bxr+a R? L 1

a(z),, | (6,98%0,02)z—(1,46 = 0,01) | 0,9986 | 1,613 + 0,005 | 0,149 =+ 0,001
a(z),, | (10,72 +0,05)2—(1,43 £ 0,02) | 0,9980 | 1,047 + 0,002 | 0,146 + 0,002

Tabla 5.13 — Regresion lineal de datos al modelo tedrico. A partir de la expresién de a (x) se
han estimado los pardmetros L y u

6 T T T T T T T
a(x) ,=10.72x - 1.43 /
5[ R?=0.9980 P ST ]
1
4 ! ! .
1 a(x)l_l= 6.98 x — 1.46
1
— 3 1 R%=0.9986 |
Nﬂ i i
H H e L1 - Medidas
g 5 ! ] _
oy 1 1 L1 - Ajuste
R : ! e L2 - Medidas
© 1 i : L2 - Ajuste 7
1 1
: !
0 : : ]
1
., : : ]
1 1
_ug ; : max - L2 : Xmax -L1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.2 1.4 1.6
x [m]

Figura 5.28 — Gréfica de aceleracién en funcién del desplazamiento, a (z), medido experimen-
talmente y del modelo tedrico ajustado. Se observa la dependencia lineal de a(x) en el rango
T < Tmax para cada configuracién de cadena.

En la tabla 5.13 se muestra el ajuste del modelo y los parametros del sistema obte-
nidos a partir del ajuste de los datos experimentales. Como puede verse, los valores ajustados
para L son muy parecidos a los valores reales, con desviaciones inferiores al 2%. Por otra
parte, los valores obtenidos para p en los dos experimentos son también iguales, dentro del

margen de error.

La figura 5.29 muestra T (x) /A de la cadena calculada segin la ecuacién 5.24 a
partir de los valores experimentales de x (t), v (t) y a(t). Como se observa, para valores de
T > 0, el modelo corresponde a la pardbola invertida dada por la ecuacién 5.25. En linea
continua se muestra el ajuste realizado a una forma cuadratica. Este ajuste presenta un alto

coeficiente de determinacién, R? > 0,998.
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xmm(m) Tmax (m)

L1 0.210 0.994
L2 0.134 0.645

Tabla 5.14 — Valores de Zyin ¥ Tmaz estimados experimentalmente para las 2 configuraciones
de cadena

4 T T T T T T T
T/A=-14.06 x>+ 14.32 x - 0.34
2 _
sl R?=0.9985 ]
— 2} ¢ L1-Medidas
o .
Y L1 - Ajuste
~~
e * L2 - Medidas
zZ 1r L2 - Ajuste
< e
= o ', . L. 1
Xmax— L2 Xmax—
_1_ L1 4
T/A=-2134%>+14.11x - 0.22
R%=0.9973
_2 i i i i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

x[m]

Figura 5.29 — Gréfica de T (x) /A de los datos medidos y del modelo tedrico ajustado. Para el
calculo de x4, se ha utilizado el modelo ajustado.

El valor de = para el que T (z) = 0 corresponde al instante en el que la cadena
pierde contacto con la polea y el modelo simplificado deja de tener validez. Esto sucede en
T = Tmae, @ partir de entonces, la velocidad de caida de la parte que cuelga es distinta de
la de avance de la que estd sobre la mesa. Los valores obtenidos de @, se muestran en la
tabla 4. Como puede observarse, son similares a los puntos en los que el modelo lineal a (z)

dado por la ecuacién 5.22 no se verifica.

Por otra parte, existe un limite inferior x,,., , causado por la existencia de ro-
zamiento. Para que se inicie el movimiento al soltar la cadena, es necesario que el peso
del segmento vertical, Fyyo = Azg, supere la fuerza de rozamiento del segmento horizontal
Fr = pA[L — x] g. En la gréfica, este valor se corresponde con el punto en que la aceleracién
corta al eje de abscisa, siendo mayor para la cadena de mayor longitud, ya que la fuerza
de rozamientos es proporcional a L. En la tabla 5.14 se muestran los limites de validez del

modelo para las 2 configuraciones de cadena.

Finalmente, en la figura 5.30 se muestra el valor de la aceleracién y la tensién en

funcién del desplazamiento y los limites de validez del modelo. Se observa como en el rango

— 226 —



CAPITULO 5. RESULTADOS Y DISCUSION

T € [Tmin, Tmaz)se cumple la condiciéon T (z) > 0 y la aceleracién tiene una dependencia
lineal con el desplazamiento segiin se dedujo en la ecuacién 5.24. Alcanzado el punto . ,

la tension se anula y los datos experimentales se alejan del modelo.

o'xXxx

X
x

. a(x)l_1 Medidas en Rango

x a(x)l_1 Medidas fuera Rango
...... T 1(x)/)\ Ajuste
P a(x)L 1 Ajuste

. a(x)L2 Medidas en Rango

x a(x)l_1 Medidas fuera Rango

a [m/sz]
T/A [N m/Kg]
N

""""" T (/N Ajuste
—_— a(x)l_2 Ajuste

max - L1

0o 02 04 06 08 1 12 14 16
x [m]

Figura 5.30 — Gréfica de T (z) /A de los datos medidos y del modelo teérico ajustado. Para
el célculo de x4, se ha utilizado el modelo ajustado. Se observa que se cumple la relacién de

la ecuacién 5.24 unicamente en el rango © € [Tyin, Tmaz], que se corresponde con la condicién
T (z) > 0.

Para desplazamientos mayores de 4., la velocidad de la parte apoyada en la mesa

es superior a la de caida de la parte que cuelga, por lo que la cadena se separa de la polea y

el modelo descrito en la tabla 5.12 y la ecuacién 5.24 deja de ser vélido (figura 5.31).

En [208] se plantea un modelo tedrico discretizando esta parte de la cadena que se
resuelve por métodos numéricos. No obstante, este modelo no se ha verificado experimental-

mente y queda fuera del alcance de los objetivos de este trabajo, orientado al laboratorio de

primer curso.

Figura 5.31 — Movimiento de la cadena en la zona de transicién a partir del punto en el que
la tensién se anula. La cadena deja de apoyar en la polea generando un movimiento 2D que no
corresponde con el modelo de la ecuacién 5.24.
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5.5.5. Consideraciones didacticas. Conclusiones

El presente trabajo presenta un experimento que ilustra la aplicacién de las ecuacio-
nes de la dindmica en el caso de sistemas de masa variable. Este tipo de sistemas son dificiles
de analizar en el laboratorio de Fisica, por la dificultad de la medicién de flujos o velocidades

de variacién de la masa [7,62].

Por este motivo se ha elegido un sistema muy sencillo, constituido por una cadena
estirada sobre un mesa que cae por el borde. Este problema ya ha sido analizado con un
modelo de un grado de libertad sin rozamiento [156], lo que se aparta bastante del movimiento
real, como se comprueba en los resultados de este trabajo. Por ello se ha planteado un modelo
mas completo que incluye el rozamiento y analiza el sistema como dos partes entre las que
hay transferencia de masa, lo que permite que los alumnos apliquen la segunda ley de Newton
en su forma general: F = dp/dt. Este modelo permite calcular la tensién de la cadena en la
unién entre los dos subsistemas, identificando asi el momento en el que la velocidad de la
parte que desliza supera a la que cae, momento en el que la tensién entre ambos subsistema

es nula.

Para la mediciéon del movimiento, hemos utilizado videoandlisis junto al sistema
de derivacion numérica puesto a punto en la tesis, lo que permite una medida bastante
precisa tanto de la posicién como de las velocidades y aceleraciones. En la literatura se han
planteado otros experimentos con cadenas, pero usando sensores de fuerza acoplados a uno de
los extremos del sistema [34,44,74,89,202]. Este planteamiento s6lo ofrece una informacion

parcial de la dindmica del movimiento, ademas de presentar problemas de ruido y derivas.

En nuestra opinién, el uso conjunto de videoandlisis y la derivaciéon numérica presen-
ta ventajas, ya que permite contrastar directamente las ecuaciones diferenciales del movimien-
to, sin necesidad de integrarlas [134,144]. Asi, los alumnos pueden comprobar directamente
las relaciones de la dindmica f (x,v,a) = 0, y comprobar en qué medida el modelo usado se

cumple y cuando los datos experimentales se apartan del modelo simplificado.

En el caso de cadenas, hemos encontrado algunos trabajos donde se utilizan sistemas
de video [198,214] para sistemas de cadenas en forma de U. No obstante, la precisién de las
medidas no es muy buena y sélo permiten analizar la ecuacién integrada z (¢), comparandola

con la del modelo tedrico.

Como ya hemos senalado, una de las ventajas fundamentales del uso conjunto de
videoanalisis y la derivaciéon numérica es que permite contrastar directamente las ecuaciones
diferenciales del movimiento, lo que centra la atencién de los alumnos en la comprensién
de las relaciones entre las variables del movimiento que definen la dindmica del sistema, y
no en la resolucién de una ecuacion diferencial. En este sistema, la ecuacién diferencial que

controla el movimiento es una relacion lineal entre la aceleraciéon y la posicion, facilmente
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comprensible por los alumnos de primer curso. Sin embargo, la integral corresponde a un
coseno hiperbdlico, integral que no conocen muchos alumnos y que aporta bastante poco a

la comprension del fenémeno a estudiar.

Por otra parte, como se demuestra en [134], las integrales z (¢) son poco sensibles a las
discrepancias entre el modelo y los datos experimentales. Es posible que relaciones dindmicas
que se apartan bastante del modelo den lugar a leyes del movimiento z (t) parecidas. Por
ejemplo, en los resultados de este trabajo podemos comprobar cémo la ley x (t) se ajusta
bastante bien a una ecuacion del coseno hiperbélico, que es la solucién del modelo simplificado.
Sin embargo, ese modelo no se cumple en absoluto a partir de x;,4:, 10 que no se podria

detectar si trabajasemos sé6lo con z (t), pero si cuando se analiza la relacién a ().

Esto es importante para la formacién de los alumnos, que deben evaluar bajo
qué condiciones puede aplicarse un modelo y cuando éste deja de ajustarse a la realidad.
En este caso, ese andlisis se realiza a partir de la tension entre las dos partes de la cadena,
que se anula a partir de cierto momento, lo que implica que las dos partes se mueven con dis-
tinta velocidad. Este fendmeno se puede comprobar tanto de forma cualitativa (figura 5.31)
como cuantitativa (figuras 5.29 y 5.30). Para estudiar este efecto y determinar el rango de
validez del modelo, es necesario analizar el problema desde una perspectiva de masa variable,

lo que no se podria comprobar con un sistema de un solo grado de libertad.

La principal limitacién de esta experiencia es la necesidad de usar un programa de
calculo numérico para estimar las derivadas. En nuestra opinién es una limitacién menor,
ya que el modelo de cédlculo no es complicado y podria ser explicado de manera cualitativa.
Por otra parte, se trata de aplicar un algoritmo cerrado a los valores z (¢) obtenidos con
videoanalisis, como ya hacen algunos programas de videoandlisis comerciales. Otro problema
es la necesidad de disponer de buena resolucién temporal para un adecuado calculo de ace-
leraciones en un movimiento tan rapido. En este trabajo se ha usado una camara industrial

que filma la experiencia a 700 fps.

En cualquier caso, no es necesario que cada alumno disponga de un equipo de fo-
togrametria, ya que los videos pueden filmarse en un unico equipo y luego usarlos de forma
individual para su procesado. Ademads, la informacion grafica contenida en los videos es de
gran ayuda para entender el fenémeno estudiado, contribuyendo igualmente a que el alumno
pueda ir asimilando el sentido fisico de los conceptos de calculo infinitesimal, tan importantes

en el asentamiento de los conocimientos fisicos.

En definitiva, los sistemas de masa variable son interesantes en la docencia de la
Fisica. En la elaboracion de practicas de laboratorio, el movimiento de cadenas presenta ven-
tajas importantes por la sencillez de controlar los pardametros del movimiento. No obstante,
su medida con sensores tradiciones de fuerza presenta importantes inconvenientes y limita la

elaboracién de practicas docentes. Frente a ello, la combinaciéon de videoanalisis y técnicas

- 229 -



5.5. MASA VARIABLE

de derivacion numérica es una alternativa interesante que permite medir la dinamica del mo-
vimiento directamente. En esta practica hemos utilizado un sistema que permite medir z (),
v (t) y a (t) simultdneamente, lo que nos ha permitido analizar las ecuaciones diferenciales del
movimiento directamente en lugar de usar modelos predefinidos resultado de integrar estas
ecuaciones. Por otra parte, el andlisis experimental de los resultados muestra que el modelo
deja de cumplirse a partir de un determinado desplazamiento. Para entender este fenémeno,
es necesario analizar el sistema desde una perspectiva de masa variable, lo que permite a los
alumnos comprender las limitaciones de utilizar un modelo simplificado donde se asume que

toda la cadena se mueve con la misma velocidad.
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5.6. Rodadura del Sélido Rigido

5.6.1. Introduccidon. Interés docente

La introduccién al estudio de la cinemdtica y dinamica del sdlido rigido es una parte
importante en los programas de Fisica de los primeros cursos de ingenierias. Ademds de su
valor formativo en el marco de la Fisica y para el desarrollo de habilidades de comprensién
espacial [190], esta parte sirve de base para asignaturas posteriores como la Mecénica, la
Teoria de Méquinas, la Robdtica, la Biomecdnica, etc. Aunque los alumnos acceden a la
universidad con unas nociones elementales sobre el movimiento de rotacién con un eje fijo,
en Fisica deben aprender un enfoque diferente que supone comprender algunos conceptos

nuevos.

Asi, en vez de asociar el movimiento de rotacién de un sélido al movimiento circular,
deben comprender la naturaleza del campo de velocidades de un sélido y la existencia de una
velocidad angular de cardcter vectorial que no tiene que ver con la derivada temporal de
un angulo. También es importante que entiendan que siempre existe un eje instantaneo de
rotacion, aunque éste no sea fijo, y que lo identifiquen en movimientos simples, como el de

rodadura sin deslizamiento.

Desde el punto de vista cinético, deben conocer la relacién entre la velocidad angular
y el momento cinético y comprender que dicha relacién depende de una aplicacién lineal cuya
matriz es el tensor de inercias. También deben calcular la energia cinética y distinguir sus

componentes asociadas a la traslacién y a la rotacion.

Mas complejas son las aplicaciones a la obtencién de la dinamica, lo que determina
que en la mayoria de cursos las aplicaciones se centren en el movimiento plano. En cualquier
caso deben comprender la aplicacion de las ecuaciones de la dindmica para la cantidad de
movimiento y el momento cinético y como aplicar el teorema de conservacién de la energia

mecdanica en algunos casos.

Sin embargo es bastante frecuente que esta parte del temario se plantee de una
forma teorica, como un desarrollo matemético donde la experimentacién no tiene demasiada
cabida. En los ultimos anos se han desarrollado simuladores para estudiar algunos aspectos
de la dindmica del sélido rigido [50,129,207], pero los esfuerzos para desarrollar experimentos

de laboratorio han sido limitados [146].

Asi, aunque las casas comerciales de material docente ofrecen algunas experiencias,
como la rueda de Maxwell o el péndulo de torsion, se trata de montajes especificos que precisan
de sistemas de medicién muy especificos que no siempre aportan mucho a la comprensién de

los conceptos antes comentados.
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Mas recientemente se han hecho algunos esfuerzos para introducir el videoanalsis
en el desarrollo de practicas de cinemdtica o dindmica del sélido [2,30,166]. En todos estos
casos, los montajes utilizados son muy simples y, como sucede en otras muchas experiencias
docentes sobre dindmica, se parte de un modelo predeterminado que se comprueba a partir
del movimiento. Por otra parte, en la mayoria de trabajos consultados, la velocidad angular

se mide a partir de uno o dos marcadores, lo que impide estudiar el campo de velocidades.

En esta tesis se usara el enfoque desarrollado por Page et al. [146], basado en la
medida del movimiento de un conjunto de marcadores fijados al sélido, lo que permite visua-
lizar la estructura del campo de velocidades y comprobar algunas de sus propiedades, como
la equiproyectividad y la existencia del eje instantdneo de rotacién. En el caso de un cilindro
rodando sin deslizamiento, la posicién del eje instantaneo coincide en cada instante de tiempo

con la generatriz en contacto con el plano.

Ademds de permitir el estudio del campo de velocidades, el método de medida de
la velocidad angular utiliza las mismas ecuaciones que ligan el momento cinético con la
velocidad angular a través de la matriz de inercias. De esta manera se unen los enfoques
cinemaético y cinético para que el alumno pueda comprobar de forma experimental relaciones

entre magnitudes que habitualmente se les presentan como meros desarrollos matematicos.

En el experimento que se describe en esta préactica se analiza el movimiento de
rodadura sin deslizamiento de un cilindro sobre un plano inclinado, con posterior caida libre.
Se ha seleccionado un movimiento plano porque es méas facil de estudiar. El planteamiento
con movimientos en tres dimensiones exigiria usar al menos dos camaras sincronizadas, lo que
complica en exceso el montaje experimental. Ademas, el uso de movimientos planos permite
analizar los aspectos fundamentales de la dindmica, mientras que pasar a movimientos en tres
dimensiones quizas sea demasiado complicado para alumnos de primero. Usando las técnicas
de videoanalisis y la derivacién numérica se obtiene el campo de velocidades del solido a
partir de las velocidades de los marcadores, analizando su estructura y calculando la posicién
del eje instantédneo de rotacién (EIR), a partir de la cual se puede comprobar si hay o no

deslizamiento.

Una vez obtenido el campo de velocidades, se usan para calcular la velocidad angular
mediante las mismas ecuaciones que ligan el momento cinético con la velocidad angular.
Finalmente, se contrasta la conservacion de la energia cuando no hay deslizamiento y durante

la caida libre, asi como las ecuaciones de la dinamica.
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5.6.2. Modelo Teoérico

e Modelo Cinematico

En este apartado se describe el procedimiento para la medida experimental de las
variables cinemadticas del movimiento del rodillo. En la figura 5.32 se muestran las variables
de entrada para el modelo, que son las coordenadas de un conjunto de marcadores P; fijados
a la base del cilindro y de un marcador situado en su centro. Las coordenadas de estos mar-
cadores se miden con el sistema de videoanalisis obteniéndose los vectores 7; para cada uno
de los marcadores y 7. para el marcador colocado en el centro. Para ello se usa un sistema
de referencia donde el movimiento se produce en el plano Z=0, siendo el plano Y=0 el plano
sobre el que rueda el cilindro. Proyectando las coordenadas del centro sobre el plano, se ob-
tiene la posicion de la generatriz en contacto con el plano, que coincidird, o no, con el EIR

segun la rodadura sea sin o con deslizamiento.

y Y

7 /o /ER

Figura 5.32 — Diagrama del movimiento de rodadura y variables cinéticas implicadas.

Al tratarse del movimiento de un sélido rigido, el campo de velocidades es anti-
simétrico y la relacién entre las velocidades de dos puntos cumple la ecuacién 5.28, donde &
es la velocidad angular y apunta en la direccién perpendicular al plano del movimiento (eje
-Z). A partir de la relacién 5.28 es facil comprobar que el campo es equiproyectivo y que se

cumple la relacién 5.29.

=U; + W x (1 — 75) (5.28)

(U —0i) - (75 = 73) =0 (5.29)
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Una vez medidas las coordenadas de estos puntos, se les aplica el algoritmo de

suavizado y derivaciéon numérica para obtener las velocidades de los puntos.

La medida de la velocidad angular & puede realizarse si se conocen las posiciones y
las velocidades de los marcadores a partir de la analogia cinética descrita en [146]. En efecto,
prescindiendo del rodillo y considerando que el conjunto de los P; marcadores es un sistema de
puntos materiales rigidamente unidos, este sistema ficticio tendrd una cantidad de movimiento

y un momento cinético respecto de C que viene dado por las siguientes expresiones:

=Y mit = Mi, (5.30)

Ec = Zmzfcz X 177, = C(I; (531)

Donde 7; es la posicién del marcador i-ésimo respecto del centro masas del sistema,
U; su velocidad, .J. es el tensor de inercia del sistema de marcadores y M la masa total del

cilindro.

A partir de estas expresiones y asumiendo que los marcadores tienen masa unidad, se
deduce la expresion de 0. (ecuacién 5.32) y de & (ecuacién 5.33), N es el niimero de marcadores
y J. es el momento de inercia del conjunto de marcadores respecto del eje paralelo a Z que

pasa por C es decir J. = > (2; — 2:)% + (yi — ve)*

L 1 .
Ve = 2_ Ui (5.32)
=T Fe x 1 (5.33)

Las ecuaciones anteriores son las mismas que resultarian de resolver por minimos
cuadrados el sistema de ecuaciones que establece la relacién entre velocidades de dos puntos

de un sélido rigido a partir de la posicién y velocidad del centro de gravedad, ¢; = v, + & X

(7i — Te).

Finalmente, a partir de U, y & se puede obtener un punto del eje instantdneo de
rotacion EIR usando la ecuacion 5.34. Obsérvese que H coincidira con el punto P si la rodadura

es sin deslizamiento, pero no si existe deslizamiento.

(5.34)
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Si llamamos C'(x, R, 0) al centro del cilindro, la condicién de deslizamiento se puede
obtener a partir de la velocidad del centro de gravedad r., cuyas coordenadas son (z, R,0).
En el caso de rodadura sin deslizamiento, la velocidad del centro de masas es v. = wR y en

esta situacion, el EIR esta situado en el punto de contacto del cilindro con el plano inclinado.

e Modelo Dindamico

Para analizar las fuerzas actuando en el sistema, hemos dividido el rango del movimiento
en 2 tramos. En el tramo inicial el cilindro rueda por el plano inclinado hasta alcanzar una

velocidad vg = woR cuando llega al extremo del plano, momento en que cae en caida libre.

aCte
w(t) ~

Figura 5.33 — Digrama de fuerzas actuando sobre el cilindro en el tramo de rodadura y cuando
abandona el plano inclinado.

En el tramo inicial de rodadura, hemos escogido el sistema de referencia definido por
los ejes XY. Las fuerzas que acttian sobre el cilindro son el peso ﬁg = mgsen(Q)ZJr mgcos(G)]’,
aplicado en el centro de gravedad del cilindro, C, la fuerza de rozamiento F;« aplicada en el
punto P y la reaccién normal N , aplicada también en P. Entonces, las ecuaciones tras aplicar

la 22 ley de Newton son:

mgsen(0) — F, = ma, (5.35)

mgcos(0) = N (5.36)

Para aplicar la ecuacién de los momentos, tomamos el centro del cilindro C como centro de
momentos, de manera que el inico momento que hay que considerar es el de la fuerza de

rozamiento:
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~F.R = Ja (5.37)

En el caso general de movimiento con deslizamiento el sistema tiene dos grados de
libertad. Sin embargo, si el experimento se disefia para que no haya deslizamiento, entonces

hay una relacién entre la aceleraciéon angular y la aceleracién del centro C, a. = —aR.

Por otra parte, en el caso del cilindro, el momento de inercia es J = %mRQ. Sustitu-
yendo estas expresiones en las ecuaciones 5.35 y 5.37 se llega a la expresion de la aceleracion
lineal del centro de masas de la ecuacion 5.38. Esta expresion indica que la aceleracién del

centro del cilindro es constante y también la aceleracién angular.

e = 295‘;"(9) (5.38)

La velocidad del cilindro después de haber recorrido una longitud x a lo largo del
plano inclinado, partiendo del reposo, puede calcularse utilizando las expresiones del movi-
miento rectilineo uniformemente acelerado = = %act2 y v = act. A partir de dichas relaciones
es posible obtener la relacion entre la velocidad y la posicion del centro C, lo que sera de

utilidad cuando se analice la conservacién de la energia mecanica.

_ 9g,p = d95en) (5.39)

Una vez el cilindro pierde contacto con el plano inclinado se cae sometido a la accion
de la gravedad. Si el rozamiento con el aire es pequeno, entonces podemos despreciar esta
fuerza y el momento resultante de las fuerzas de friccién, y las ecuaciones de la dindamica

quedan, expresadas en el sistema de referecia XY’ (ver figura 5.33), de la siguiente forma :

0 = mae (5.40)
—mg = Macy (5.41)
a = 0 (5.42)
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El movimiento equivale a un tiro parabdlico de un cuerpo que parte del borde del
cilindro con velocidad vy = vgi, mas un movimiento de rotacién con velocidad angular cons-

tante wg = v/ R.

e Energias

Conocidas las variables cineméticas del movimiento, ¥, y &, es posible calcular la energia
cinética (de traslacion y rotacional) y la energia potencial del cilindro. Tomando como refe-
rencia la posicion inicial del cilindro, la energia potencial cuando el cilindro recorre una dis-
tancia x sobre el plano inclinado, viene descrita por la ecuacion 5.43. En cuanto a la energia
cinética, existe una componente traslacional, T} = %mvg, y otra rotacional, T} = %J w?, siendo

J el momento de inercia del cilindro respecto a su eje, J = %mRQ.

U = —mgxsen(d) (5.43)
Lo 1.9
T = 5 + §Jw (5.44)

En el tramo de rodadura, la velocidad de traslacion estd relacionada con la de
rotacion por la relaciéon wR = wv.. Sustituyendo esta relacion y el valor del momento de
inercia en las expresiones de la energia, se comprueba que en este rango del movimiento se
cumple que la energia de traslacién es el doble a la energia de rotacion T; = 27,.. En el tramo
de caida libre, la velocidad angular se mantiene constante y por lo tanto 7T, = cte mientras
que la energia cinética de traslacién aumenta conforme aumenta la velocidad del centro de

gravedad del cilindro.

5.6.3. Montaje Experimental

La figura 5.34 muestra el montaje experimental utilizado para el experimento. Como
plano inclinado se ha usado una tabla de madera inclinada un angulo 6 = 20,6° al sujetarla
por sus extremos con objetos de diferente altura. La posicién exacta del plano inclinado se ha
medido con el propio sistema de fotogrametria mediante dos marcadores adicionales anclados

a la tabla y una plomada para medir la direccién vertical.
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<+ Plomada para
estimar dir.
vertical

Pesa con
marcadores

Marcadores
para dir. Plano
inclinado

-t

Figura 5.34 — Montaje experimental. Un rodillo formado por una pesa con marcadores anclados
desciende por un plano inclinado.

Sobre el plano inclinado se suelta un rodillo metdlico (una pesa de acero), de radio
R = 44 mm y masa m = 497 g. Sobre la pesa se han colocado cinco marcadores en la base
que se ve desde la camara, uno de los cuales se hace coincidir con el centro C. Los otros se

han colocado de forma equiespaciada.

El movimiento se registré con la camara de video digital FoSensCLMC1362, con
una resolucién espacial de 900 x 600 pixeles y una frecuencia de captura de 500 fps. Los
marcadores reflectantes sobre el fondo negro crean un alto contraste y han facilitado la de-
teccién en imagen. Previamente a la medida, se realizé la calibracién del sistema para medir
en el plano del movimiento de la deslizadera siguiendo el procedimiento descrito en 4.3.3.4,

obteniendo un error en la posicién inferior al 0,1 % .

En el experimento se deja caer el rodillo desde la parte superior del plano inclinado
sin velocidad inicial, registrando el movimiento mientras rueda, asi como el vuelo cuando
abandona la mesa hasta que cae sobre el suelo y rebota, generando un segundo tramo de

caida libre.

La inclinacion de la mesa se ha elegido teniendo en cuenta el rozamiento entre el
rodillo y la mesa, para evitar que se produzca deslizamiento, lo que implicaria un sistema con
dos grados de libertad. Hay que senalar que también se han generado y filmado movimientos
de rodadura con deslizamiento, para lo cual se pulverizé la mesa con aceite de poca viscosidad.
Este movimiento es mucho maés rico en matices que el de rodadura sin deslizamiento. No
obstante, en esta practica sélo se ha decidido analizar el caso sin deslizamiento por ser mas

sencillo y adaptado al nivel de los alumnos de primer curso.
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e Analisis de datos

La informacién de partida para el andlisis realizado son las posiciones, 7;(t), y la veloci-
dades, v;j(t), de los marcadores anclados al cilindro en los diferentes instantes temporales. A

partir de estos valores se ha realizado el siguiente anélisis.

1. Cinematica del movimiento

s A partir de la ecuacién 5.33 se ha estimado la velocidad angular en funcién del
tiempo, w(t). En el tramo de rodadura, el movimiento de rotacién es uniforme-
mente acelerado y w(t) es una recta cuya pendiente es la aceleracién angular.
Finalmente, en el tramo de caida libre, la velocidad angular se mantiene constante
e igual al valor alcanzado cuando el cilindro llega al extremo del plano inclinado

y cae.

= Se ha comprobado la condicién de rodadura sin deslizamiento verificando la rela-

cién v. = wR en el tramo de rodadura.

= Se ha analizado el cardcter antisimétrico del campo de velocidades del cilindro.
En primer lugar, se han representado las velocidades de los marcadores anclados
al cilindro y se han comparado con el campo de velocidades calculadas a partir
del modelo dado por la ecuacion 5.28. Por otra parte, se ha comprobado que las
posiciones y velocidades de los marcadores verifican la relacién 5.29. Para ello, se
ha calculado el dngulo que forman (¥; — ¥;) y (73 — ), comprobandose que son

perpendiculares.

= Se ha estimado la posicién del EIR y se ha representado a lo largo de la trayectoria
del moévil, para comprobar si se verifica la condicién de rodadura sin deslizamiento,

esto es, que el EIR coincide con el punto de apoyo del cilindro con el plano.

2. Dinamica del movimiento

Una vez estudiadas las principales caracteristicas de la cinematica del sélido, se com-
probard el modelo dindmico asociado a la rodadura sin deslizamiento y a la caida libre
durante el salto. En ambos casos las aceleraciones lineal y angular son constantes, por
lo que en vez de contrastar la ecuacién diferencial de estos movimientos (aceleracién
constante) se representara la evolucién de las velocidades, de manera que los alumnos
comprueben que su relacién con el tiempo es lineal. También pueden estimar el valor

de las aceleraciones a partir del ajuste de las rectas.

Por otra parte, también se usan las velocidades para analizar la evolucion de la energia

cinética en funcion del tiempo y de la posicién, verificando si se conserva la energia
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mecanica del cilindro. La conservacién de la energia mecdnica en una situacion en la
que hay fuerza de rozamiento es un resultado que suele sorprender a los alumnos de
primer curso, que asocian rozamiento de Coulomb a la no conservacién de la energia. El
movimiento de rodadura sin deslizamiento es una oportunidad para que comprendan
que en dicho teorema s6lo deben considerarse las fuerzas que realizan trabajo, lo que

no sucede en el caso del rozamiento cuando no hay deslizamiento entre superficies.

5.6.4. Resultados y Discusion.

5.6.4.1. Cinematica del movimiento

En la figura 5.35a se muestra la trayectoria del centro de masas del conjunto de
marcadores anclados al cilindro, 7, las trayectorias de los diferentes marcadores y el punto
de aplicacién del EIR, X’ es el eje horizontal e Y’ el eje vertical. El tramo recto inicial se
corresponde a la fase de rodadura por el plano inclinado, seguido de la caida libre al abandonar
el plano inclinado, el punto de impacto en el suelo (x=1.7 m) y un segundo tramo de caida

libre por el rebote en el suelo.

Og : — | ‘
Rodadura : Caida : Caida
i+ Librel | Libre2
1
-0.2 . :
1
! 1
! 1
: 1
-0.4 ! I
B :
..>‘ :
-06 !
1
I
1
-0.8 N\ 1 8
1
Impacto suelo  * /““-
. ‘ N o
0 0.5 1 1.5 2 ' :
X' (m) 1 X' (m) 15
(a) (b)

Figura 5.35 — (a) Trayectoria de los marcadores, el centro de gravedad, 7., y el punto de apli-
cacién del EIR. (b) Detalle de la zona final del plano inclinado.

En la figura 5.36 se muestra el campo de velocidades de los marcadores medido
experimentalmente para un fotograma del tramo de rodadura (vectores azules). En esta
representacion, se ha elegido el eje X en la direccién de descenso por el plano inclinado
y el eje Y el perpendicular. Ademéas de las velocidades medidas, se han representado un
conjunto de vectores velocidad correspondientes a las calculadas a partir de la ecuacion 5.28,
para que se pueda visualizar la estructura del campo de velocidades tedricas y compararla

con las medidas en los marcadores fijados al rodillo.
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Figura 5.36 — (a) Detalle del campo de velocidades de los marcadores anclados al cilindro

(vectores azules), la velocidad del centro de masas v. (vector rojo) y el punto de aplicacién del

EIR (punto rojo). En la representacién se han superpuesto las velocidades de un conjunto de
puntos del cilindro cuyas velocidades se han estimado a partir de la ecuacién 5.28.

Como puede verse en el grafico, las velocidades corresponden a un movimiento de
rotacion pura alrededor del eje instantaneo de rotacion, cuya velocidad es nula. La distancia
entre el centro C del cilindro y el EIR coincide con el radio del cilindro (R = 44.0 mm ;
C-EIR= 44,3 £ 1,5 mm).

A partir de las velocidades medidas para los marcadores se ha calculado la velocidad
angular del rodillo en cada instante, w(t), usando la analogia cinética descrita en el modelo
tedrico (ecuaciones 5.32 y 5.33). En la figura 5.37a se representa la velocidad angular w,
frente a la estimada a partir de la velocidad medida para el centro del cilindro, asumiendo la

condicién de no deslizamiento v./R.
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Figura 5.37 — (a) Evolucién temporal de la velocidad angular, w(t) y su equivalente evaluado

a partir de la condicién de rodadura sin deslizamiento v./R. (b) Evolucién temporal del dngulo

formado entre la velocidad relativa de dos marcadores , 75 , y el vector que los une, 7;;. Se observa

que el movimiento cumple la condicién de rodadura (ecuacién 5.29) en el tramo de descenso por

el plano inclinado. En el primer tramo de caida libre, la velocidad angular se mantiene constante

mientras que la velocidad del centro de gravedad aumenta de forma lineal por tratarse de un
movimiento uniformemente acelerado en la direcciéon Y’.

Como puede observarse ambas expresiones coindicen sensiblemente durante la fase
de rodadura sobre el plano, y son diferentes cuando se produce la caida libre y el cilindro gira
con velocidad angular constante. A lo largo de la rodadura sobre el plano inclinado, tanto la
velocidad angular como la lineal crecen linealmente, como predecia el modelo dindmico. Al
abandonar el plano, la velocidad angular se mantiene constante, mientras que la velocidad del
centro aumenta linealmente, como corresponde a un movimiento uniformemente acelerado.
Obsérvese que la velocidad calculada esta proyectada en el eje X paralelo al plano (no en el eje
horizontal X’ o el vertical Y’). Por tanto, la aceleracién que corresponde a esta componente

es gsen(0).

En la figura 5.37b se representa el angulo formado entre la velocidad relativa de dos
marcadores, U5, y el vector que los une, 7;;. Como puede observarse este angulo estd situado
alrededor de una media de 90°. En este caso no hay diferencia entre el movimiento de ro-
dadura y el de caida libre, ya que la condicién de equiproyectividad es inherente al modelo
de sdélido rigido y no depende del tipo de movimiento. La dispersion que aparece al principio
del movimiento es debida al pequeno valor inicial de las velocidades de los marcadores y de
la velocidad angular. Como en el cédlculo del angulo se hace a partir de coseno, dividiendo el
producto escalar por los médulos de los factores, la medida del angulo es bastante sensible al

error en los primeros instantes del movimiento.
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5.6.4.2. Dinamica

Una vez comprobado que el movimiento es de rodadura sin deslizamiento, se puede
asumir el modelo dindmico, que predice una aceleracién constante para el centro del rodillo,

asi como para la aceleraciéon angular, magnitudes entre las que existe la relacién a. = aR.

R ato [rad/s?] | b+to [1/s]
0.9984 -51.1 £ 0.2 -11.7 £ 0.2

Tabla 5.15 — Valores del ajuste de w(t) a una relacién lineal del tipo w = at + b.

A partir de los valores de w(t) mostrados en la figura 5.37a se ha ajustado un
modelo lineal w = at + b, lo que permite ajustar el valor de la aceleracién. En la tabla 5.15
se muestran los resultados de dicho ajuste que coinciden con los calculados segiin el modelo,
a = a./R = 295367;(9). Como puede verse en la tabla 5.15, el valor ajustado se aproxima

bastante al teérico (52.2 rad/s* frente a 51.1 rad/s?) con una pequeiia desviacién inferior al

2%.

En el tramo desde que abandona el plano inclinado hasta que impacta en el suelo,

la velocidad angular se mantiene constante y la aceleraciéon angular es nula.

En la figura 5.38 se representan las componentes de la velocidad del centro del
cilindro, pero expresadas en el sistema del laboratorio (X'Y’) cuyo eje Y’ es el vertical y
hacia abajo. De esta forma podemos comparar el movimiento en la rodadura con la fase de

caida libre.

2
al, = accos(f) = 2gsen(9)cos(9) (5.45)
3R
2gsen?(0)
al, = acsen(f) = ~3p (5.46)
a2, =0 (5.47)
a2y =g (5.48)

Al cambiar de base, la velocidad y aceleracién de C tiene componentes en ambos ejes.
Asi, durante la fase de rodadura se produce una aceleraciéon con dos componentes constantes,
mientras que en la de vuelo la aceleracion horizontal es nula y la vertical es constante y muy
parecida a la de la gravedad. En la tabla 5.16 se muestran los valores de aceleracién ajustados

a relaciones lineales, los cuales, son coherentes con el modelo tedrico.
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Aceleracién R Valor ajustado [m/ 32] Valor tedrico [m/ 32]
aly 0.998 2.14 £ 0.08 2.15
aly 0.991 0.81 £0.1 0.81
a2, 0.982 0.1 £0.1 0
a2, 9.997 9.9+ 0.1 9.8

Tabla 5.16 — Valores del ajuste de a;(t) a una relacién lineal del tipo v;(t) = a;t + b. Se ha
realizado el ajuste para las diferentes componentes en el tramo de rodadura (als, aly) y de caida
libre (@24, a2y).

4 T
v CAIDA
X RODADURA LIBRE
_V
y
3, -
a2
X
7 ]
£ a2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6
t(s)

Figura 5.38 — Evolucion temporal de las componentes de la velocidad del centro de masas del
cilindro, en el tramo de rodadura y de caida libre. La pendiende de cada recta se corresponde con
el valor de la aceleracion lineal de cada tramo del movimiento.

5.6.4.3. Energia

En la figura 5.39 se muestra la evolucién de las energias cinética, potencial y mecani-
ca. Estas energias se han calculado a partir de las caracteristicas del cilindro, de las velocidades
medidas y la posicién del puntos C. Se han representado en funcién del tiempo (Fig. 5.39a)
y de la coordenada x (Fig. 5.39b). Ademas, la energia cinética se ha dividido en sus compo-
nentes de rotacion 7. y traslacién T;. Puede comprobarse que la energia potencial decrece de
forma no lineal con el tiempo, mientras que la relaciéon con la posicién si es lineal. En ambos

casos, la energia mecanica se conserva.

También se observa el instante del impacto del cilindro en el suelo (t=1.52 s, x=1.70
m). En este punto se produce una pérdida importante de energia (aparece un escalén en la

energia total). Esta pérdida se produce fundamentalmente en la energia cinética de traslacién
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Figura 5.39 — (a) Evolucién temporal de los diferentes tipos de energias presentes en el movi-
miento. (b) Evolucién en funcién del desplazamiento en x. En ambas graficas se observa que la
energia total se conserva y la evolucién temporal de cada tipo de energia.

(el rodillo se frena en el impacto), mientras la energia de rotacién permanece aproximada-
mente constante y la energia potencial aumenta (el cilindo rebota en el suelo y se eleva).
También se observa como en este segundo tramo de vuelo, la energia mecanica se vuelve a

conservar.

En las figuras se comprueba que, durante la fase de rodadura, se cumple la relacion
T; = 2T,., como corresponde al movimiento de rodadura sin deslizamiento de un cilindro. Al
abandonar el plano inclinado, la velocidad angular del cilindro se mantiene practicamente
constante (rozamiento del aire despreciabla) y también la energia cinética de rotacién. Por el

contrario, la energia cinética de traslaciéon aumenta, debido a la pérdida de energia potencial.

Esta relacion entre las energias cinéticas de rotacién y de traslacion se aprecia mejor
en la grafica 5.40, donde se representa T; — 27, en funcién de x. Mientras el cilindro rueda
sobre el plano inclinado esta cantidad es nula, debido a la relacién existente entre estas dos
componentes de energias cinéticas. Una vez se abandona el plano, T; crece linealmente por
tratarse de un movimiento uniformemente acelerado, mientras que 7, permanece constante

(sigue girando a la velocidad alcanzada en el tramo de rodadura).
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Figura 5.40 — Valor de T; — 2T en funcién de x.

5.6.5. Consideraciones didacticas. Conclusiones

Los resultados de esta experiencia muestran las ventajas del uso del videoandlisis
y las técnicas de derivacién numérica para el desarrollo de experiencias de cinematica y
dindmica del sélido. En este caso, mediante un experimento muy simple, como es la rodadura
sin deslizamiento de un rodillo sobre un plano inclinado, es posible profundizar en algunos

conceptos que raramente se analizan experimentalmente en el laboratorio de Fisica.

La técnica propuesta permite medir de forma simultanea la velocidad de un ntimero
grande de puntos, lo que hace posible analizar el campo de velocidades en cada instante y
comprobar algunas de sus propiedades, como son su caracter antisimétrico, la equiproyec-
tividad y la existencia de un eje instantaneo de rotacién y, en el caso del movimiento de
rodadura, verificar si hay o no deslizamiento. El uso de la analogia cinética para el calculo de
la velocidad angular es una buena ocasion para repasar los conceptos de momento cinético,

momento de inercia y velocidad angular.

Ademis, el movimiento de rodadura sin deslizamiento es interesante desde el punto
de vista didéactico por ser un ejemplo sencillo de sistema conservativo, a pesar de tener
rozamiento. En el movimiento analizado, el rodillo cae al llegar al extremo de la mesa y es
posible comprobar las diferentes evoluciones de las energias cinética y pontencial en cada

zona del movimiento.

El montaje realizado es muy simple y barato, basta una de las mesas de laboratorio,
un rodillo y el sistema de videoanalisis como el propuesto en esta tesis. Es posible enriquecer
la experiencia para cursos de Mecanica més avanzados, por ejemplo provocando que haya
deslizamiento sobre el plano, lo que supone realizar un modelo de dos grados de libertad algo
mas complejo. En nuestra opinién, una ventaja importante del videoandlisis es que permite

plantear experimentos muy parecidos a los ejemplos tedéricos que pueden resolver los alumnos
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en clase, lo que puede contribuir a mejorar su compresion sobre los modelos.

En el siguiente apartado se trataran precisamente las mejoras del uso de esta meto-
dologia en la comprension de los conceptos mecanico en alumnos universitarios de carreras

de ingenieria de de primer curso.

— 247 —



5.7. VALIDACION DE LA CALIDAD DOCENTE

5.7. Validacidon de la calidad docente

En este apartado se describen los resultados del estudio para evaluar la eficacia
docente del método propuesto. En el apartado 4.6 se explicé el procedimiento aplicado y
la herramienta estadistica utilizada y en los siguientes apartados se describen los resultados

obtenidos y las conclusiones de la investigacién.

5.7.1. Resultados

En la tabla 5.17 se muestra la distribucién por grupos de los alumnos que partici-
paron en el estudio. En total respondieron a alguno de los dos test un total de 152 alumnos,
de los cuales 126 respondieron a los dos test de forma completa. El resto de alumnos, 24, no
cumplimentaron uno de los dos test (generalmente el segundo). Estos casos suponen el 20.5 %
del grupo de control y el 12.5% del grupo experimental. La pérdida de datos no es relevante
y es normal en estudios de este tipo, siendo algo mayor en el GC quiza por ser mas numeroso
y como veremos seguidamente, con un valor %Pre-test algo inferior. Dado que el porcentaje
de datos perdidos sobre el total no fue relevante, se decidié usar solo observaciones con los

datos completos, que corresponden a un total de 126 alumnos.

‘ ‘ Casos ‘
‘ Grupo ‘ Validos ‘ Perdidos ‘ Total ‘
| IN|[% |N|% |N|% |
|
|

GC | 70| 79,5 |18 | 20,5 | 88 | 100 |
GE |56|875| 8 | 12,5 | 64 | 100 |

Tabla 5.17 — Resumen del procesamiento de los casos del estudio.

En la figura 5.41 se muestran los histogramas de las puntuaciones inicial y final en los
dos grupos de estudio, expresadas en porcentaje. Las cuatro distribuciones son compatibles
con el modelo de distribuciéon normal, que se muestra con linea continua, segin muestra la

aplicacién del test de Kolmogorov-Smirnov [119].
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Figura 5.41 — (a) Puntuacién inicial del grupo de control. (b) Puntuacién inicial del grupo expe-
rimental. (¢) Puntuacién final del grupo de control. (d) Puntuacién final del grupo experimental.
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| Grupo | Si( %) | Sf( %) | g |
‘ ‘ Medida ‘ desv. tipica ‘ Medida ‘ desv. tipica ‘ Media ‘ desv. tipica ‘
| GC | 372 | 175 | 469 | 20.4 | 014 | 0.22 |
| GE | 454 | 1954 | 621 | 207 | 031 | 030 |

Tabla 5.18 — Valores descriptivos de las puntuaciones en los test y de la ganancia normalizada.

En la gréfica 5.42 se muestran las distribuciones de las ganacias normalizadas y en
la tabla 5.18 los estadisticos descriptivos de las puntuaciones iniciales y finales, asi como de
la ganancia normalizada. Como puede observarse, hay diferencias en los valores medios en
los dos grupos, tanto en la puntuacién inicial, Si, como en la final, Sf, y una diferencia muy
importante en la ganancia normalizada; la ganancia en el grupo experimental es mas del

doble que la ganancia en el grupo de control ( 0.31 frente a 0.14).

Aunque estas diferencias en valor absoluto son importantes, se hace necesario com-
probar si tienen significacién estadistica, dado el alto valor de la desviacién estdndar de
las distribuciones. Para ello se ha aplicado la prueba T-Student, obteniéndose los resulta-
dos mostrados en la Tabla 5.19. Como el Test de Levene evidencia que no hay diferencias
significativas entre las varianzas de ambas muestras, se puede aplicar este método paramétri-
co, obteniéndose que las diferencias entre ambos grupos son significativas (t=3.7; gl=124;
p<0.0001; IC[-0.26,-0.08]).

¢ 1 Sig. Diferencia | Error tipico | Intervalo confianza
& | Bilateral | de Medias | diferencia | diferencia (95% )
| -3.668 | 124 | 0.000 | -0.17046 |  0.04647 | = [-0.262,-0.078] |

Tabla 5.19 — T student. Existe significacion estadistica entre los grupos del estudio.

Como puede observarse en la tabla 5.18, hay diferencias en los valores medios de las
puntuaciones iniciales, lo que indicaria una diferencia en el punto de partida de cada grupo,
posiblemente asociada a las diferencias en las calificaciones de acceso entre el DGAT y DIT.
Para controlar el posible efecto de esta variable perturbadora se ha introducido la variable
de control descrita en el apartado 4.6, GNP, que asigna una etiqueta a cada alumno segin
su nota inicial sea superior o inferior a la mediana de los alumnos que han participado en el

estudio.
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A partir de estos dos factores (Metodologia y Grupo de nota), se ha realizado un

ANOVA factorial completo para testear las siguientes hipétesis nulas:

» H1: No hay diferencias significativas entre los grupos de nota alta Pre-test (GNPA) y
nota baja Pre-test (GNPB).

= H2: No hay diferencias significativas entre GC y GE.

= H3: No hay interaccion, es decir, las diferencias entre GC y GE no dependen del valor
de GNPA/GNPB.

En la Tabla 5.20 se muestran los resultados. De ellos se deduce que H2 no se cumple,
es decir, hay diferencias significativas entre GC y GE, siendo gGE superior a gGC. Por otro

lado, no se encuentran evidencias de que H1 y H3 no se cumplan.

Fuente cslllz:zllja((il?) gl culz:/ili(:iitailca F Significa.
| Grupo Método GC/GE | 0875 | 1 | 0875 12822 0,000 |
| Grupo Nota previa GNA/GNB | 0,000 | 1 | 0000 | 0,003 | 0957 |
| Interaccién | 0002 | 1 | 0002 | 002 | 0872 |
| Error | 8328 | 122| 0,068 | | |

Tabla 5.20 — Pruebas de los efectos inter-sujetos, variable dependiente g.

Ganancia normalizada, g

0,35 Metodologia

—GC
== GE

o
w
=]

1

0,25
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Medias marginales estimadas

0,15+

0,10

T T
GNPE GhPA

Grupo Nota Pre-test

Figura 5.43 — Medias marginales de la ganancia normalizada en el ANOVA de dos vias: Grupo
Nota Pre/Metodologia .
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En la figura 5.43 se muestran las medias marginales. El valor de g para el GE es muy
superior al del Grupo Control, para cada uno de los grupos de nota Pre-test. Sin embargo,
las diferencias de ganancia entre grupos de notas del pretest dentro de cada grupo son muy
pequenas y no significativas, lo que muestra que la efectividad de método no depende de los

conocimientos de partida de los alumnos
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Figura 5.44 — Diagrama Ganancia normalizada vs puntuacién del pretest (obtenido a partir
de [85]). Las marcas corresponden a los valores promedio de los grupos de control (GC) y grupo
experimental (GE).

Finalmente, en la figura 5.44 se muestra la ubicacién de los dos grupos en el diagrama
Ganancia normalizada-puntuacién inicial de Hake [85]. Como vemos el grupo de control
esta en la zona baja del grafico, lo que resulta compatible con el bajo nivel de efectividad
de las metodologias tradicionales, que son las que se han usado en el citado trabajo para
definir esa zona. Por el contrario, el grupo experimental se encuentra en la zona media de

efectividad, muy cerca de la mediana.

5.7.2. Discusion

Los resultados obtenidos por los alumnos del estudio en el Pre-test son similares a
los de otros estudios de nuestro entorno [40, 125]. Asi, en el trabajo de Covidn y Celemin
para Universidades espanolas [40], se dan como referencia valores del test inicial entre 28 y
59, con un valor medio de 42. Los grupos de nuestro estudio estan ligeramente por encima y

por debajo del valor medio, respectivamente.

En cuanto a la ganancia, en el citado estudio, los valores en poblaciones espanolas

oscilan entre -0.03 y 0.25, con una media de s6lo 0.12. En nuestro caso, ambos grupos superan
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el valor medio y el grupo GE supera el valor més alto obtenido en el citado estudio (realizado

con una muestra de 1666 alumnos en 10 universidades espaifiolas).

Los resultados de nuestro estudio muestran una clara mejora en la ganancia norma-
lizada en los alumnos que han realizado practicas de laboratorio con videoanalisis utilizando
el enfoque propuesto, basado en el uso de conceptos relacionados con la dindmica de sistemas,

como los diagramas de fase y la contrastacién de las ecuaciones del movimiento.

Se han encontrado diferencias significativas entre los dos grupos, diferencias que
no pueden ser asociadas a posibles sesgos en el nivel de partida de los alumnos, ya que al
controlar esta variable, el efecto de la nota inicial no resultaba significativo. No obstante, es
posible que este efecto apareciese si se realizase un estudio mas amplio, donde las variabilidad
en la puntuacion inicial entre los dos grupos fuese més acusada. De hecho, en estudios muy
amplios como el de Hake [85], si hay una relacién clara entre la ganancia y la puntuacién
inicial, relacién que se aprecia cuando el rango de variabilidad de la puntuacién inicial es

bastante grande, lo que no ha sucedido en nuestro estudio.

Los resultados obtenidos confirman nuestra hipétesis de partida y son coherentes
con otros estudios sobre innovacién docente en la ensenanza de la Fisica. Asi, la ganancia
obtenida para el grupo experimental estda en la mediana de otros estudios con estudiantes
de universidades norteamericanas a los que se les han aplicado metodologias innovadoras,
mientras que el grupo de control esta en la zona descrita en la literatura para las metodologias
tradicionales, donde el rendimiento es mucho menor [85]. También son coherentes con estudios
mas recientes en los que se ha usado el mismo programa, pero distinto enfoque, como el

publicado por Hockuko y Nemec [98].

La ganancia en el grupo de control es ciertamente reducida, aunque sigue siendo
ligeramente superior a los resultados obtenidos por Covian y Clemin en 2008 en universitarios
espanoles [40]. Hay que senalar que, a diferencia de algunas de las titulaciones incluidas en
dicho trabajo, donde el peso de la dindmica en la asignatura de Fisica es muy notable, en los
grupos GIT y DGAT la parte de dindmica se limita a explicar los principios y a desarrollarlos
en el caso de dindamica del punto, ya que el grueso de la materia de Fisica se focaliza en el
estudio del Electromagnetismo y Ondas. No hay continuacion ni aplicaciones de la dinamica
en otras asignaturas (diferentes de las asociadas a las ondas) y su papel en el programa de
Fisica esta orientado a conocer los principios y aprender algunos conceptos especificos que
si se usardn en el resto de la asignatura (trabajo como circulacién, energia, campos centrales).
En el grupo de GIA, aunque el programa de Fisica es més extenso, la parte de dindmica es
también reducida, ya que los alumnos disponen de una asignatura de Mecanica en segundo

curso que asume esta formacion.

Por lo que se comprueba en este trabajo, con un programa como éste y usando

métodos de ensenanza tradicionales, no se consiguen mejoras sustanciales en lo que se refiere
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a la comprensién de los principios de la dindmica. En cambio, con un programa idéntico
pero un enfoque como el propuesto se consigue mejorar notablemente la comprension de
los mismos principios, con una ganancia normalizada que duplica a la del grupo de control.
Estos resultados indican que se podrian alcanzar mejoras importantes en el rendimiento si se

incorporasen algunas mejoras en la ensenanza, en particular en las practicas de laboratorio.
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Conclusiones y Lineas Futuras

Sobre la novedad de los objetivos planteados

El videoandlisis es una herramienta muy potente para el desarrollo de experiencias
docentes en el laboratorio de Fisica. Sin embargo, y a pesar de su interés, los sistemas docentes
disponibles no aprovechan suficientemente el desarrollo experimentado por esta herramienta
en campos como la Visién por Computador o la Robédtica en lo relativo a la precision, la
automatizacion del procesado de imagen o el andlisis de multiples moviles. Por otra parte, los
programas comerciales no incorporan sistemas eficientes para el cdlculo de derivadas, aspecto

bésico para analizar la cinemética y la dindmica del movimiento.

Estas limitaciones reducen el alcance de los experimentos docentes con videoandli-
sis, donde habitualmente se mide la trayectoria en funcién del tiempo y se compara con el
modelo tedrico. No hemos encontrado ejemplos donde se estudie directamente la dinamica del
sistema, es decir las relaciones entre las variables de posicién, velocidad y aceleracién, lo que
permitiria contrastar los modelos planteados a partir del analisis directo de las ecuaciones
diferenciales que gobiernan el movimiento. Este enfoque puede simplificar la interpretacién
de los resultados y permite detectar facilmente las desviaciones entre el modelo planteado y la
realidad, sin necesidad de realizar ajustes complicados ni de resolver sistemas de ecuaciones
diferenciales complejos que pueden estar fuera de los conocimientos exigibles a alumnos de

primer curso.
En esta linea se han planteado los objetivos fundamentales de la tesis que se pueden

resumir en tres puntos:

1. Desarrollar un sistema de videoandlisis de altas prestaciones y bajo coste, que permita
medir con precisién las variables tiempo, posicion, velocidad y aceleracién de un sistema

dindmico, de manera que se puedan contrastar directamente las ecuaciones diferenciales
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del movimiento.
2. Desarrollar practicas docentes para ilustrar las posibilidades de este nuevo enfoque.

3. Evaluar las mejoras docentes que supone el uso de este planteamiento en la ensenanza

de Fisica en primer curso de grado en ingenierias.

Sobre el sistema desarrollado

Respecto a la puesta a punto del sistema de medida, se han revisado y analizado
los aspectos criticos que determinan la precision de la técnica de videoanalisis, abarcando
aspectos como el tipo de sensor, el sistema de disparo y la velocidad de captura, la éptica,
el procesado de imagen para la deteccién de la posicién de los marcadores, el tamano y
forma de los marcadores, el disefio de las condiciones experimentales de grabacion de los
videos, la iluminacién, el modelo de caAmara y su calibracion, el proceso de reconstruccion y
los algoritmos de suavizado y calculo numérico de derivadas. Las recomendaciones definidas
pueden ser de utilidad para el desarrollo de otros sistemas de videoanalisis, tanto para ser

usados en aplicaciones docentes como en otros ambitos como el cientifico o el industrial.

A partir de estas recomendaciones se ha configurado un sistema de videoandlisis que
consta de un PC, la camara, el cableado, el software de grabacién y la aplicaciéon de medida.
En el desarrollo de la aplicacion de medida se han elaborado programas para la deteccion
automatica de la posicion del movil en los videos, la reconstruccion de las posiciones 2D,
el suavizado y calculo numérico de derivadas. La aplicacién de medida se ha disenado para
trabajar a partir de los videos de las experiencias, lo que aporta gran flexibilidad en cuanto
a las caracteristicas del fenémeno analizado y la camara utilizada para su grabacién. Con un
diseno experimental adecuado, el sistema puede medir posiciones con muy buena precisiéon
incluso en el caso de las caAmaras mas baratas, por lo que el uso de camaras mas caras solo

es necesaria cuando la velocidad del fenémeno a filmar exija altas frecuencias de muestreo.

Se ha validado experimentalmente la precisién del sistema usando la cAmara de peor
calidad (modelo Webcam). En estas condiciones, la precisién en la medida de posiciones es del
orden del 0.1 %, mientras que el calculo de velocidades tiene un error del orden del 0.5 % y el
de aceleraciones del 2 %. No hay ninguna otra técnica de medida al alcance de un laboratorio
docente de Fisica que proporcione medidas continuas de posicién, velocidad y aceleracion de
forma conjunta con ese nivel de precisién, ni siquiera en el caso de que estas magnitudes se

midiesen por separado.
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Sobre las practicas docentes

Una vez puesto a punto el sistema de medida, se han desarrollado cinco précticas
docentes que intentan cubrir algunos aspectos importantes en la ensenanza de la Fisica de
primer curso: cinemdética del punto, oscilaciones, rozamiento y equilibrio dinamico, sistemas
de masa variable y cinematica y dindamica del sélido. El objetivo de estas experiencias es
el de mostrar las posibilidades de la metodologia propuesta, tanto en lo que se refiere a las
ventajas de la técnica de medida en si misma, como del nuevo enfoque en el estudio de
algunos problemas, que permiten contrastar directamente los modelos dinamicos a partir de

la ecuacién diferencial que los gobierna.

La primera practica, cinematica del movimiento circular uniforme, sirve como intro-
duccién a la técnica de medida, usando un movimiento ya conocido por los alumnos, pero
que nunca han estudiado desde el punto de vista experimental. En esta practica los alum-
nos pueden visualizar los vectores velocidad y aceleracién y sus componentes intrinsecas y

comprobar la relacion entre la aceleracién normal y el cuadrado de la velocidad.

En la segunda practica, rozamiento seco y rozamiento viscoso, se introducen los
diagramas en el espacio de fases como una herramienta para interpretar la dinamica de
un sistema y se aplica al caso de la velocidad limite en la caida de un moévil sometido a
rozamiento viscoso. De esta manera los alumnos pueden comprobar la ecuacién diferencial
del movimiento, cuya representacion grafica les permite interpretar directamente la evolucién
del movimiento. Por otra parte, a partir de dicho anélisis se pueden identificar pequenas
desviaciones del modelo tedrico, como por ejemplo la existencia de un pequeno rozamiento

seco, que no serian detectables si se limitan a estudiar inicamente la trayectoria.

En la tercera experiencia, oscilaciones, se plantea una cuestion importante en la
formacién de los futuros ingenieros: la validez y consecuencias de las simplificaciones que
se introducen en los modelos, y en particular la hipdétesis de linealidad de las oscilaciones
para pequenos desplazamientos. Modificando las caracteristicas de un mismo montaje expe-
rimental, se pueden conseguir respuestas muy diferentes, obteniendo oscilaciones armonicas,
oscilaciones lineales para pequenos desplazamientos y oscilaciones intrinsecamente no linea-
les. Comparando la respuesta de estos tres sistemas, tan diferentes desde el punto de vista
dindmico, se puede observar como los ajustes de las funciones de posicion son muy poco
sensibles a grandes desviaciones del modelo lineal, mientras que el analisis de la relacién ace-
leracion-posicion permite visualizar de forma muy clara las diferencias entre dicho modelo y

los datos experimentales.

La cuarta préctica se dedica a los sistemas de masa variable, analizando el caso
de una cadena que cae desde una mesa, de manera que las dos partes se consideran como
subsistemas que intercambian masa. Al igual que en el caso anterior, se puede comprobar

como los ajustes de la ecuaciéon del movimiento no detectan desviaciones muy groseras entre
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el modelo y la realidad. En este caso, el planteamiento inicial asume que en la zona de unién
de ambos subsistemas, la cadena se mantiene tensa durante el movimiento. Por el contrario,
cuando se contrasta la ecuacion diferencial se detectan perfectamente estas desviaciones,

siendo posible incluso identificar el momento a partir del cual el modelo deja de cumplirse.

Finalmente, en la quinta experiencia se estudia el movimiento de rodadura sin des-
lizamiento de un cilindro sobre un plano inclinado y su posterior caida libre. El uso de
videoanalisis y de las técnicas de derivacion permite medir las velocidades de varios puntos
del solido a la vez, para analizar la estructura del campo de velocidades y sus propiedades, la
existencia de un eje instantaneo de rotacién y la comprobacién cinematica de la condicion de
rodadura sin deslizamiento. Ademaés se profundiza en la relacién entre el momento cinético
y la velocidad angular y se comprueban las ecuaciones de la dinamica y cémo se conserva la

energia durante la rodadura y durante la caida .

Finalmente, las potenciales mejoras de esta metodologia para la ensenanza de la
dindmica en el laboratorio de Fisica se han evaluado mediante un estudio en el que han
participado 154 alumnos de primer curso de tres titulaciones de la Universidad Politécnica
de Valencia a partir de la medida de la mejora en el test Force Concept Inventory. Aunque
tanto el grupo de control como el experimental partian de puntuaciones iniciales dentro del
rango normal en las universidades espanolas, el grupo experimental consiguié una ganancia
normalizada muy superior a la del grupo de control. El rendimiento superd el estandar de las
técnicas tradicionales (con baja efectividad) alcanzando el valor medio de las universidades a

nivel internacional que usan técnicas més innovadoras basadas en la participacion del alumno.

Limitaciones

El trabajo realizado tiene algunas limitaciones que es necesario comentar.

El software actualmente disponible es una version de desarrollo, que puede ser uti-
lizado sin problemas por profesores que no tengan experiencia en el manejo de equipos de
Visién por Computador. Sin embargo, para que sea utilizado directamente por alumnos de
primer curso deberia desarrollarse una plataforma mas amigable, aspecto que se sale de los
objetivos de esta tesis. En cualquier caso, en los algoritmos ya disponibles todas las opera-
ciones importantes se realizan de forma automatica: la calibracién y definicién del sistema de
referencia con una cuadricula, la identificacién y deteccién de los marcadores y el suavizado y
célculo de derivadas. Mediante un trabajo de programacién, podria desarrollarse una plata-
forma de manejo més sencilla que los programas comerciales actuales y con unas prestaciones

muy superiores.

Una cuestién importante es la forma de presentar a los alumnos de primer curso

el manejo de los algoritmos de suavizado y derivacion numérica. El algoritmo implementado
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esta basado en conceptos sencillos que pueden ser explicados a los alumnos; sin embargo, esto
podria distraer su atencién de los conceptos mecanicos que son los realmente relevantes. Una
solucion es prescindir de las explicaciones e incorporar estos calculos como parte del proceso
de medida dentro del programa, de manera que el alumno se encuentre con un sistema que, a
partir de un video, obtiene las posiciones, velocidades y aceleraciones, de la misma forma que
otros equipos de laboratorio proporcionan otras medidas (tensiones, intensidad de corriente,
intensidad acustica, etc.) sin necesidad de que conozcan los detalles de todo el proceso de

medida.

Las camaras convencionales no suelen superar los 30 fps aunque en la actualidad
existen teléfonos moviles y tablets con velocidades de hasta 60 fps. A estas velocidades se
pueden analizar una amplia variedad de movimientos en condiciones normales. No obstante,
en el caso de movimientos rapidos es necesario utilizar caAmaras de alta velocidad que suelen
tener un coste elevado (més de 1000€). Aunque es preferible que el alumno participe en todo
el proceso, en el caso de movimientos rapidos o aquellos que exijan montajes experimentales
mas complicados, es posible trabajar a partir de videos ya filmados. En estos casos, los videos
podrian filmarse en laboratorios especializados y que el alumno se limite a su procesado y
andlisis, lo que ahorraria tiempo en la elaboracién de las practicas incluso permitiria que el

alumno trabajase en casa.

Lineas Futuras

Las principales lineas futuras de actuacion son las siguientes:

s Desarrollar una plataforma amigable que integre los algoritmos y que pueda
ser usada directamente por los alumnos. Esta plataforma podria ir acompanada
de apps moéviles para que los alumnos puedan capturar los movimientos con sus pro-
pios dispositivos, ya que es previsible que la velocidad de adquisicién aumente en los
préximos anos de manera que la cdmara del smartphone tenga calidad suficiente para

filmar muchos experimentos.

= Desarrollar un banco de videos sobre movimientos como apoyo al estudio
de la teoria y complemento al desarrollo de problemas. Se trataria de filmar
movimientos que reproduzcan las situaciones que se suelen plantear como ejemplos
en las clases de pizarra: caida libre, caida con rozamiento, plano inclinado, rotacién
alrededor de un eje fijo, composicién de movimientos, oscilaciones libres, oscilaciones
forzadas, diferentes tipos de caida de cadenas, cohetes, choques, propagacién de ondas,

etc.

Una de las ventajas del videoanalisis es su versatilidad para medir directamente cual-

quier movimiento plano. A diferencia de las préacticas tradicionales, donde se usan
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montajes especificos y a veces muy alejados de los ejemplos que se ven en clase, el
videoanalisis permite estudiar situaciones donde se reproduce exactamente el fenémeno
que se ha modelado en la pizarra. Esto puede ser un complemento interesante para que
el alumno no sélo vea el desarrollo tedrico, sino que disponga de datos sobre la posicién,
velocidad y aceleracién para comprobar por si mismo si sus modelos coinciden o no con
la realidad. Aunque ya hay muchos videos disponibles en la red, en general se trata
de filmaciones de baja calidad, donde se han descuidado aspectos como la iluminacién,
la correcta eleccién del movil, donde no hay referencias para una adecuada calibracién
de la camara o han sido grabados a baja velocidad, de manera que no es posible una
estimacién precisa de las velocidades y aceleraciones. En otros casos, como en el es-
tudio de la cinematica y dinamica del sélido y ondas, no hemos encontrado ejemplos
que representen ejemplos sencillos correspondientes a problemas que puede resolver un

alumno de primer curso.

Desarrollar experiencias donde los alumnos puedan comprobar el rango de
validez de los modelos o las consecuencias de las simplificaciones que se
asumen. Es muy importante que los alumnos de ingenieria entiendan que en clase se
estudian modelos y que los modelos son simplificaciones de la realidad, cuya falta de
validez puede afectar bastante a los resultados. Sin embargo, estas cuestiones apenas
se suelen discutir en clase, donde los desarrollos se plantean casi como deducciones
matematicas. Incluso en las préacticas de laboratorio se comprueban modelos simplifica-
dos sin profundizar demasiado en las causas de las desviaciones con los resultados. La
metodologia propuesta es muy sensible a pequenos cambios en las condiciones experi-
mentales, de manera que es posible disenar experimentos donde se analicen precisamente
contradicciones entre los resultados y el modelo, fomentando que el alumno se enfrente

a la necesidad de explicar las causas de tales contradicciones.

Desarrollar nuevas practicas para analizar sistemas o situaciones que no se
suelen estudiar en préacticas docentes. En particular los experimentos que necesi-
tan medidas de la velocidades y aceleraciones o medidas de posiciones en muchos puntos
o con elevada precision. Estas préacticas pueden ser aplicables en Fisica o en asignaturas

de cursos mas avanzados. Entre otras se plantean las siguientes posibilidades:

e Cinemadtica del sélido y de sistemas de sélidos (campo de velocidades y de acele-

raciones, composicién vectorial de movimientos). Cadenas cinematicas.
e Dindmica del sélido.
e Sistemas con varios grados de libertad. Mecanismos y cadenas abiertas.

e Comprobacién de las ecuaciones de Lagrange (los algoritmos de derivacién pueden

trabajar en el dominio del tiempo o en el espacio de variables generalizadas).
e Percusiones en solidos.
e Oscilaciones acopladas.

e Propagaciéon de ondas mecanicas en muelles o sistemas deformables.
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e Campo de deformaciones en vigas o en otros sistemas deformables. Aplicaciones

en elasticidad.

s Desarrollar una plataforma on-line que permita reutilizar los videos y el
material de apoyo desarrollado. Seria de gran interés tener disponibles los videos
y los programas para su analisis accesibles en Internet. Con ello, se fomentaria el re-
utilizar estos contenidos, que los alumnos pudiesen trabajar desde casa e incluso dar la

posibilidad de que los usuarios planteen y compartan nuevas experiencias.
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