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Prologo

Planteamiento y resumen de la tesis doctoral.

La importancia de la energia eléctrica dentro del mundo actual esta fuera de toda duda.
Entre sus particulares propiedades destacan la posibilidad de conversion, con elevado
rendimiento y cada dia mayor, en casi cualquier otro tipo de energia, asi como su capa-
cidad de subdivision y regulacion, y su facilidad de transporte a grandes distancias con
medios relativamente simples y econdmicos. Todas estas caracteristicas convierten a
este flujo energético en un medio ideal de transporte y distribucion de energia.

Pero, toda esta energia, como ya se ha comentado, ha de generarse, modularse y trans-
portarse de algiin modo, y es ahi donde toman el protagonismo los materiales que in-
tervienen en la generacion, transporte y explotacion de la energia eléctrica: maquinas,
transformadores y conductores eléctricos. Por tanto, el analisis detallado y el disefio
optimizado de estos dispositivos electromagnéticos son de importancia primordial tanto
desde el punto de vista técnico como econdmico. Las técnicas analiticas, que permiten
realizar dicho analisis, solo son aplicables para casos muy simples, por lo que las técni-
cas de simulacion numéricas han adquirido un papel preponderante en la actualidad.
Sin embargo, y a pesar del gran avance en medios de computacion digital que se esta
produciendo en la actualidad, dichas técnicas (elementos finitos, FDTD, etc), encuen-
tran severas limitaciones cuando se intenta simular dominios complejos (transitorios en
3D), o realizar optimizaciones que requieren un gran nimero de iteraciones para explo-
rar el dominio de posibles soluciones.

La presente tesis se centra en dar luz al estado actual de los métodos numéricos tradi-
cionales, las limitaciones a las que nos enfrentamos, y las diferentes soluciones que se
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estan planteando para la simulacion del comportamiento electromagnético de diferentes
materiales como conductores eléctricos en lineas de transmision e instalaciones de
puesta a tierra, basandose en la formulacion que define la Teoria de Campos Electro-
magnéticos (Leyes de Maxwell), y las diferentes condiciones de cada problema particu-
lar a resolver.

El objetivo principal de la tesis es el investigar la aplicacion de técnicas numéricas de
muy reciente aplicacion, conocidas como la Descomposicion Propia Generalizada
(Proper Generalized Decomposition PGD). Basandose en una técnica novedosa de
descomposicion de las variables multidimensionales (como en el campo electromagné-
tico) en una suma de productos (modos) de variables unidimensionales, y mediante
algoritmos iterativos, la PGD permite abordar, con una reducida necesidad de medios
computacionales, problemas complejos cuya solucion requiere medios extraordinarios
empleando las técnicas tradicionales. Estas nuevas técnicas han sido aplicadas con
éxito en otros dominios, como el de la simulacién de elementos mecéanicos y en ciencia
de los materiales. El objetivo de la presente tesis es precisamente el de la aplicacion de
estas novedosas técnicas a la simulaciéon de fenémenos electromagnéticos en los dife-
rentes elementos disefiados para la utilizacion de la energia eléctrica.

La tesis se centra en el desarrollo de la modelizacion de conductores de transmision de
energia eléctricas y redes de puesta a tierra, estructuras basicas en la tecnologia eléctri-
ca pero que sirven para analizar y observar con detalle ademas de validar con métodos
tradicionales, de demostrada fiabilidad, el gran potencial de la PGD, dejando abierta la
aplicacion de la técnica a elementos técnicamente mas complejos como transformado-
res y maquinas rotativas en futuros trabajos del Grupo de Investigacion de Instalacio-
nes, Sistemas y Equipos Eléctricos (ISEE) de la Universidad Politécnica de Valencia
(UPV).

Las principales novedades que aporta la tesis sobre trabajos realizados anteriormente
son parte de los objetivos que persigue, y son las siguientes:

=  Optimizacion de la técnica de la PGD. En la presente tesis se ha optado por
una aplicacién de la PGD con la maxima descomposicion posible en funcio-
nes elementales, es decir, los modos se consideraran formados por productos
de funciones exclusivamente unidimensionales (x, v, z, t, frecuencia, etc.), dis-
cretizadas posteriormente con mallas unidimensionales uniformes. Esto nos
llevara a obtener cddigos simples, de sencilla implementacién y que necesita-
ran de reducidos recursos computacionales.

= Aplicacion de la PGD al campo del Electromagnetismo, ya que la gran ma-
yoria de las referencias que se pueden encontrar en la aplicacion de la PGD se
refieren al campo de la mecénica y los materiales. Este trabajo pretende utili-
zar avances logrados en esos campos, y aplicarlos al campo del electromagne-
tismo, donde s6lo muy pocos trabajos han sido publicados en los tltimos afios,
con el objetivo de contribuir a seguir abriendo un nuevo frente en el desarrollo
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y aplicacién de la técnica, que permita vencer las limitaciones y problemas que
hasta el momento se presentan con las técnicas de resolucion tradicionales.

La presente tesis se estructura segun el siguiente esquema:

El Capitulo 1 titulado Introduccion a la tesis, sirve como precedente explicati-
vo a los trabajos llevados a cabos en este documento.

En el Capitulo 2 se lleva a cabo una revision del Estado del Arte actual de los
métodos numéricos y generalidades que envuelven el desarrollo y aplicacion
de los mismos a problemas reales, exponiendo la formulacion basica a partir
de la que se desarrollan en relacion con el electromagnetismo e introduciendo
el método numérico en el que se centra la tesis: la PGD. Un estado del arte
mas especifico y particularizado sera desarrollado posteriormente en los capi-
tulos de aplicacion practica de la PGD a casos concretos, los Capitulos 5, 6 y
7.

El Capitulo 3 nos introduce ya plenamente en conceptos propios de la técnica
de la PGD, centrandose en las claves del método, es decir, describiendo las ba-
ses que la fundamentan, las principales novedades que aporta al campo de la
simulacién mediante métodos numéricos y la operativa del mismo. Los princi-
pios basicos de la PGD se explican con ejemplos sencillos que sirven para
compararlos con los métodos tradiciones (Elementos y Diferencias Finitas) lo
que aporta una primera idea del gran potencial computacional de la nueva téc-
nica.

El Capitulo 4 explica detalladamente la Formulacion Discreta de la PGD, que
se basa en métodos de descomposicion de las diferentes variables que forman
parte de una ecuacion diferencial, discretizando mediante técnicas basadas en
métodos numéricos tradicionales como Elementos Finitos o Diferencias Fini-
tas, y posteriormente integrando los términos con derivadas para obtener un
conjunto de soluciones buscadas del problema. Se habla en plural de las solu-
ciones, y no en singular como habitualmente se hace, porque es quizas aqui
donde radica la gran ventaja a nivel practico en la aplicacion de la PGD, que es
capaz de obtener un gran niimero de soluciones en tan solo una aplicacion, tan-
to porque la técnica lo permite como por la reduccion de tiempos de compu-
tacion que lleva asociada respecto a otros métodos. Ya que los métodos numé-
ricos tradicionales necesitan de sucesivas aplicaciones para, por ejemplo,
desarrollar la evolucion de un proceso durante un determinado transitorio y/ o
considerando diferentes condiciones paramétricas, en nuestro caso frecuen-
cias, conductividades...

Los siguientes Capitulos muestran, precedidos cada uno por un breve estado
del arte particularizado a cada punto, la aplicacion del método de la PGD a
problemas reales del electromagnetismo como son la circulacion de corrientes
por conductores aislados desarrollada en el Capitulo 5, mostrando claramente
las consecuencias del efecto pelicular o skin effect en el conductor y en las
principales magnitudes eléctricas que lo caracterizan -inductancia interna, re-
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sistencia y distribucién de corrientes-; la circulacién de corrientes por un sis-
tema multiconductor analizada en el Capitulo 6, mostrando las principales
afecciones del efecto proximidad; y por ultimo la aplicacién de la PGD al ana-
lisis de instalaciones de puesta a tierra en el Capitulo 7, analizando la distribu-
cion de potenciales y corrientes en el terreno y en la malla de puesta a tierra.

= Como conclusion a la tesis, el Capitulo 8 recoge las principales aportaciones
realizadas por la presente tesis en la aplicacion de la PGD al campo del elec-
tromagnetismo, recogiendo ademas una serie de posibles futuros trabajos que
pudieran dar continuidad a lo desarrollado en el presente documento.

Plantejament i resum de la tesi doctoral.

L’importancia de l'energia electrica dins del mén actual esta fora de tot dubte. Entre les
seues particulars propietats destaquen la possibilitat de conversid, amb un alt rediment
cada dia més elevat, en quasi qualsevol altre tipus d'energia, aixi com la seua capacitat
de subdivisio i regulacid, i la seua facilitat de transport a grans distancies amb mitjans
relativament simples i economics. Totes estes caracteristiques convertixen a este flux
energetic en un mitja ideal de transport i distribuci6 d'energia.

Pero, tota esta energia, com ja s'ha esmentat, ha de generar-se, modular-se i transportar-
se d'alguna manera, i és aci on prenen el protagonisme els materials que intervenen en
la generacio, transport i explotacio de l'energia eléctrica: maquines, transformadors i
conductors eléctrics. Per tant, 'analisi detallat i el disseny optimitzat d'estos dispositius
electromagnétics és d'importancia primordial tant des del punt de vista técnic com
economic. Les técniques analitiques, que permeten realitzar el analisi esmentat, només
son aplicables per a casos molt simples, per la qual cosa les técniques de simulacio
numeériques han adquirit un paper preponderant en l'actualitat. No obstant aixo, i a
pesar del gran avang en mitjans de computacio digital que s'esta produint en l'actualitat,
dites técniques (elements finits, FDTD, etc), troben severes limitacions quan s'intenta
simular dominis complexos (transitoris en 3D), o realitzar optimitzacions que requeri-
xen un gran nombre d'iteracions per a explorar el domini de possibles sol-lucions.

La present tesi se centra a donar llum a l'estat actual dels métodes numeérics tradicio-
nals, les limitacions a qué ens enfrontem, i les diferents sol-lucions que s'estan plante-
jant per a la simulacié del comportament electromagnétic de diversos materials com a
conductors eléctrics en linies de transmissio 1 instal-lacions d’enclavament a terra,
basant-se en la formulacié que defineix la Teoria de Camps Electromagnétics (Lleis de
Maxwell) , i les diferents condicions de cada problema particular a resoldre.

L'objectiu principal de la tesi és investigar 1'aplicacié de técniques numeériques de molt
recent aplicaci6, conegudes com la Descomposicié Propia Generalitzada (Proper Ge-
neralized Decomposition PGD). Basant-se en una técnica nova de descomposicio de
les variables multidimensionales (com en el camp electromagnétic) en una suma de
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productes (modes) de variables unidimensionals, i per mitja d'algoritmes iteratius. La
PGD permet abordar, amb una reduida necessitat de mitjans computacionals, proble-
mes complexos la sol-lucié de la qual requereix mitjans extraordinaris emprant les
técniques tradicionals. Tals técniques han sigut aplicades amb éxit en altres dominis,
com el de la simulaci6 d'elements mecanics i en ciéncia dels materials. L'objectiu de la
present tesi €s precisament el de l'aplicacié d'estes noves técniques a la simulacié de
fenomens electromagneétics en els diversos elements dissenyats per a I’utilitzacio de
l'energia electrica.

La tesi es centra en el desenrotllament de la modelitzacié de conductors de transmissio
d'energia eléctrica i xarxes d’enclavament a terra, estructures basiques en la tecnologia
eléctrica perd que serveixen per a analitzar 1 observar amb detall a més de validar amb
metodes tradicionals, de demostrada fiabilitat, el gran potencial de la PGD, deixant
oberta l'aplicaci6 de la técnica a elements técnicament més complexos com a transfor-
madors i maquines rotatives en futures treballs del Grup d'Investigacio d'Instal-lacions,
Sistemes i Equips Eléctrics (ISEE) de la Universitat Politécnica de Valéncia (UPV).

Les principals novetats que aporta la tesi sobre treballs realitzats anteriorment son part
dels objectius que persegueix, i son les segiients:

= Optimitzacié de la técnica de la PGD. En la present tesi s'ha optat per una
aplicaci6 de la PGD amb la maxima descomposicié possible en funcions ele-
mentals, és a dir, els modes es consideraran formats per productes de funcions
exclusivament unidimensionals (X, y, z, t, freqiiéncia, etc.), discretizadas amb
malles unidimensionals uniformes. A¢o ens portara a obtindre codics simples,
de senzilla implementacié i que necessitaran de reduits recursos computacio-
nals.

= Aplicacio de la PGD al camp de I'Electromagnetisme, ja que la gran majo-
ria de les referéncies que es poden trobar en l'aplicacié de la PGD es refereixen
al camp de la mecanica i els materials. Este treball pretén utilitzar avangos
aconseguits en esses camps, i aplicar-los al camp de l'electromagnetisme, on
només molt pocs treballs han sigut publicats en els Gltims anys, amb l'objectiu
de contribuir a continuar obrint un nou front en el desentrollament i aplicacio
de la técnica, que permeta véncer les limitacions i problemes que fins al mo-
ment es presenten amb les técniques de resol-luci6 tradicionals.

La present tesi s'estructura segons I'esquema explicat en les linies segiients:

= El Capitol 1 titulat Introduccion a la tesis, serveix com a precedent explicatiu
als treballs duts a terme en este document.

= En el Capitol 2 es du a terme una revisio de I'Estat de 1'Art actual dels métodes
numerics i generalitats que emboliquen el desplegament i aplicacié dels ma-
teixos a problemes reals, exposant la formulacié basica a partir de la que es
desenrotllen en relacid6 amb ['electromagnetisme, i introduint el metode
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numeric en qué se centra la tesi: la PGD. Un estat de I'art més especific i parti-
cularitzat sera desenrotllat posteriorment en els capitols d'aplicacid practica de
la PGD a casos concrets, els Capitols 5, 61 7.

El Capitol 3 ens introduix ja plenament en conceptes propis de la técnica de la
PGD, centrant-se en les claus del métode, és a dir, descobrint les bases que la
fonamenten, les principals novetats que aporta al camp de la simulacié per
mitja de métodes numerics i l'operativa del mateix, mostrant exemples i una
breu comparativa que aporta una primera idea del gran potencial computacio-
nal de la técnica. Els principis basics de la PGD s'expliquen amb exemples
senzills que servixen per a comparar-los amb els méetodes tradicions (Elements
i Diferéncies Finites) el que aporta una primera idea del gran potencial compu-
tacional de la nova técnica.

El Capitol 4 explica detalladament la Formulaci6é Discreta de la PGD, que es
basa en métodes de descomposicio de les diferents variables que formen part
d'una equacio diferencial, discretizando per mitja de técniques basades en
meétodes numeérics tradicionals com a Elements Finits o Diferéncies Finites, 1
posteriorment integrant els termes amb derivades per a obtindre un conjunt de
solucions buscades del problema. Parlem en plural de les solucions, i no en
singular com habitualment es fa, perque és potser aci on radica el gran avan-
tatge a nivell practic en l'aplicacié de la PGD, que és capa¢ d'obtindre un gran
nombre de solucions en tan sols una aplicacio, tant perqueé la técnica ho permet
com per la reduccié de temps de computacioé que porta associada respecte a al-
tres metodes, ja que els métodes numeérics tradicionals necessiten de successi-
ves aplicacions per a, per exemple, desenrotllar l'evolucié durant un determinat
transitori o considerant diferents condicions paramétriques, en el nostre cas
freqiiéncies, conductivitats,...

Els segiients Capitols mostren, precedits cada u per un breu estat de I'art parti-
cularitzat a cada punt, l'aplicacié del métode de la PGD a problemes reals de
l'electromagnetisme com sén la circulacié de corrents per conductors aillats
desenrotllada en el Capitol 5, mostrant clarament les conseqiiéncies de 'efecte
pel-licular o skin effect en el conductor i en les principals magnituds eléctri-
ques que el caracteritzen -inductancia interna, resisténcia i distribucié de co-
rrents-; la circulacié de corrents per un sistema multiconductor analitzada en el
Capitol 6, mostrant les principals afeccions de 'efecte proximitat; i finalment
l'aplicacié de la PGD a l'anal-lisi d'instal-lacions d’enclavament a terra en el
Capitol 7, analitzant la distribuci6 de potencials i corrents en el terreny i en la
malla de posada a terra.

Com a conclusi6 a la tesi, el Capitol 8 arreplega les principals aportacions rea-
litzades per la present tesi en l'aplicacié de la PGD al camp de 1'electromagne-
tisme, arreplegant a més una série de possibles futurs treballs que pogueren
donar continuitat a allo que s'ha desenrotllat en el present document.
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Thesis exposition and summary.

The importance of electricity in the nowadays world is beyond any doubt. Among its
specific properties including the possibility of conversion, with high efficiency and
growing day by day, in almost any other type of energy, and its ability of subdivision
and regulation, and ease of transport over long distances with relatively simple and
economic infrastructures. All these features make this energy flow ideal mean of trans-
portation and distribution of energy.

But all this energy, as already mentioned, is to be generated, modulated and transported
in a certain way, and that is where materials involved in the generation, transmission
and exploitation of electric power machines, transformers and electrical conductors are
taking on a leading role. Therefore, the detailed analysis and the optimized design of
these electromagnetic devices are both technically and economically of supreme im-
portance. Analytical techniques, which allow the analysis, are only applicable for very
simple cases, so numerical simulation techniques have acquired a leading role today.
However, despite the breakthrough in media digital computer that is occurring at pre-
sent, such techniques (finite elements, FDTD, etc), find severe restrictions when trying
to simulate complex domains (3D transients) or optimizations requiring many itera-
tions to explore the domain of possible solutions.

This thesis focuses on giving light to the current state of traditional numerical methods,
the constraints we face, and the different solutions that are being proposed for the
simulation of the electromagnetic behaviour of different materials as electrical conduc-
tors in transmission lines and grounding facilities, based on the formulation that defines
the Electromagnetic Field Theory (Maxwell Laws), and the different conditions of each
particular problem to solve.

The main aim of the thesis is to investigate the application of numerical techniques
very recently applied, known as the Proper Generalized Decomposition (PGD). Based
on a novel technique of decomposition of multidimensional variables (such as in elec-
tromagnetic field) in a sum of products (modes) of one-dimensional variables, and
using iterative algorithms, PGD can address with a reduced need for computational
media, complex problems whose solution requires extraordinary means using tradition-
al techniques. These new techniques have been successfully applied in other domains,
such as the simulation of mechanical components and materials science. The aim of
this thesis is the application of these new techniques to the simulation of electromag-
netic phenomena in the different elements designed for the use of electricity.

The thesis focuses on the development of modelling power transmission conductor
energy and grounding networks, basic structures in electrical technology but serve to
analyze and observe in detail, as well as to validate with traditional methods of proven
reliability, the great potential of PGD, leaving open the application of the technique to
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technically complex as transformers and rotating machines in future works of the Elec-
trical Equipment, Systems and Facilities Research Group (ISEE) of the Polytechnic
University of Valencia (UPV).

The main novelties of the thesis on previous work are part of the objectives, and are as

follows:

Optimization on PGD technique. In this thesis has been chosen by an appli-
cation of PGD with maximum decomposition in elementary functions, i.e.,
modes will be considered consisting of products of functions exclusively one-
dimensional (x, y, z, t, frequency, etc.), then discretized with uniform dimen-
sional meshes. This will lead us to obtain simple codes, which require easy
deployment and reduced computational resources.

Applications of PGD to electromagnetism field, since the vast majority of
references that can be found in the application of PGD concern the field of
mechanics and materials. This work aims to use advances made in these fields,
and apply to the field of electromagnetism, where only very few works have
been published in recent years, with the aim of contributing to further open a
new front in the development and application of technology that allows to
overcome the limitations and problems that far presented with traditional tech-
niques resolution.

This thesis is structured as shown below:

XXX

Chapter 1 entitled Introduccion a la tesis, serves as an explanation to the work
carried ropes herein above.

Chapter 2 carries out a review of the State of the Current Art of numerical
methods and generalities that involve the development and application of these
ones to real problems, exposing the basic formulation to be developed in rela-
tion to electromagnetism and introducing the numerical method in which the
thesis focuses. A PGD specific and particularized state of the art will be fur-
ther developed in the chapters of practical application PGD to specific cases,
Chapters 5, 6 and 7.

Chapter 3 introduces us fully and concepts of the PGD technique, focusing on
the keys of the method, i.e., describing the foundation in which it is based, the
main novelties on the field of numerical simulation, and how the method oper-
ates, showing examples and a brief comparison that provides a first idea of the
great computational potential of the technique. The basic principles of PGD
are explained in simple examples which serve to compare with traditional
methods (Finite Elements and Finite Differences), which provides a first idea
of the great potential of the new computational technique.

Chapter 4 explains in detail the Discrete Formulation of PGD, which is based
on decomposition methods of the different variables that make up a differen-
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tial equation, by discretizing based on traditional numerical methods such as
finite element or finite difference techniques, and subsequently integrating the
terms derived for a set of solutions sought problem. We talk in plural of solu-
tions, not singular as is usually done, because it is perhaps here where resides
the great advantage at a practical level in the implementation of the PGD,
which is capable of obtaining a large number of solutions in just one evalua-
tion, both because the technique allows it, but also because of reduction of
computation times associated carrying over other methods. Since when tradi-
tional numerical methods require successive applications, e.g., developing a
process for changing a certain transitional and/or different parametric condi-
tions considering in our case frequencies, conductivities...

The following chapter, each preceded by a short state of the art particularized
to each point, the application of the method of PGD to electromagnetism real
problems such as current flows through insulated conductors developed in
chapter 5, clearly showing the consequences skin effect on the driver and the
main electrical parameters that characterize internal -inductance, resistance
and currents distribution; current flows through a multicore system discussed
in Chapter 6, showing the main conditions of proximity effect; and finally the
application of PGD analysis of ground facilities in Chapter 7, analyzing the
distribution of potential and currents in the ground and the grounding mesh.

In conclusion to the thesis, Chapter 8 presents the main contributions made by
this thesis on the application of PGD to the field of electromagnetism, picking
apart a number of possible future works that could give continuity to those de-
veloped herein.
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Capitulo 1

Introduccion a la
Tesis

1.1. Introduccion.

La importancia de la energia eléctrica dentro del mundo actual esta fuera de toda duda.
Entre sus particulares propiedades destacan la posibilidad de conversion, con elevado
rendimiento y cada dia mayor, en casi cualquier otro tipo de energia, asi como su capa-
cidad de subdivision y regulacion, y su facilidad de transporte a grandes distancias con
medios relativamente simples y econémicos. Todas estas caracteristicas convierten a la
electricidad en un medio ideal de transporte y distribucion de energia.

Pero, toda esta energia, ha de generarse, modularse y transportarse de algin modo, y es
ahi donde toman el protagonismo los materiales que intervienen en la generacion,
transporte y explotacion de la energia eléctrica: maquinas, transformadores y conducto-
res eléctricos.

La tesis tiene por finalidad aplicar una mueva técnica numérica, la PGD, al campo
electromagnético. Por ello se aplicara a problemas concretos, como son la simulacion
del comportamiento electromagnético de diferentes materiales como conductores eléc-
tricos en lineas de transmision y problemas sencillos de instalaciones de puesta a tierra,
basandose en la formulacion que define la Teoria de Campos Electromagnéticos (Leyes
de Maxwell), y en las diferentes condiciones de cada problema particular a resolver.

Con el fin de validar la nueva técnica numérica, los resultados obtenidos con la PGD
se compararan con los obtenidos aplicando las técnicas tradicionales, el método de los
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elementos finitos (FEM), o el método de las diferencias finitas (DF), a los mismos
problemas.

1.2. Presentacion del problema.

Tal y como comenta Emilio Goémez Lazaro en su tesis doctoral [1], la creacion de mo-
delos utilizando métodos numéricos ha sido, sin duda, un factor determinante en el
progreso tecnoldgico de las ultimas décadas. Algunas de las maquinas y dispositivos
modernos necesitan de procesos eficientes de optimizacion que reflejen con precision
su comportamiento. Por tanto, estas técnicas numéricas han llegado a ser esenciales en
el actual progreso tecnologico, aunque su nivel de desarrollo y utilizacién no es el
mismo en todos los campos de la ingenieria.

Desde principios del siglo XX se han propuesto diversos modelos que tengan en cuenta
los diferentes modos de funcionamiento de transformadores, generadores y motores
eléctricos, y de diferentes elementos que forman parte de instalaciones eléctricas en
general.

El obtener modelos precisos, utilizando las técnicas numéricas mas recientes, de cual-
quier elemento o equipo electromecanico, es de gran interés porque los adelantos tec-
nologicos hacen que se modifiquen tanto las técnicas constructivas como la forma de
utilizacion de esos equipos.

En el terreno de los aspectos operacionales, los elementos conductores deben soportar
cada vez densidades de corriente mayores, lo que los lleva cada dia mas al limite, pero
sobre todo corrientes cada vez mas contaminadas por armoénicos creados por cargas
electronicas, no lineales, lo que como veremos complica la obtencion de modelos, ya
que reduce el area efectiva de conduccién de corriente por el efecto pelicular, creando
diferencias en la caracteristicas de los conductores respecto al comportamiento habitual
para las denominadas frecuencias industriales (50-60 Hz.).

En lo referente a las cuestiones constructivas, en el caso de conductores, se pueden
citar la utilizacion de nuevos tipos de conductores, nuevas formas adaptadas a la ma-
quina o el elemento dentro del cual se localizan o la reduccion al maximo de las distan-
cias entre los mismos para conseguir que los equipos de proteccion, corte o cualesquie-
ra otro uso que se les asigne sean lo mas compactos posible. Esto ultimo se traduce en
una mayor incidencia de lo que se conoce como efecto proximidad, lo cual modifica
notablemente la distribucion de corrientes en la seccioén del conductor, como se apre-
ciara en el capitulo correspondiente.

Actualmente, debido al avance de la informatica, se pueden implementar modelos pre-
cisos, utilizando técnicas numéricas, de forma relativamente econdémica.

Basicamente, los modelos desarrollados hasta ahora pueden clasificarse en funcion de
las herramientas que utilicen como base:
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= Teoria de Circuitos: los valores de los pardmetros deben ser determinados
normalmente mediante ensayos sobre un transformador o una maquina ya
construidos, o por calculo asumiendo grandes simplificaciones [2] [3].

= Teoria de los Campos Electromagnéticos: basados en el analisis del campo
magnético en el seno del elemento eléctrico, que solo necesitan de la geome-
tria y caracteristicas de los materiales que componen ese elemento: linea de
transmision, transformador, maquina eléctrica rotativa, etc. Se trata de la teo-
ria fisica general de campos Electromagnéticos, plasmada mediante las Ecua-
ciones de Maxwell y que por tanto describe cualquier fenomeno, de esta natu-
raleza. Por ser esta la teoria general, los anteriores modelos se deducen de la
misma, tras la aplicacion de un cierto conjunto de hipotesis simplificativas.

Naturalmente, cada uno de los citados métodos, tiene sus ventajas e inconvenientes. La
eleccion de la técnica a emplear, vendra dada por las necesidades concretas de cada
aplicacion. Descontando aquellos casos en que el tiempo de respuesta es un factor criti-
co, la teoria de campos electromagnéticos es claramente superior. Sin embargo, tiene
dos desventajas fundamentales, una, la del consumo de tiempo, y otra, las dificultades
tanto bajo el punto de vista matematico como desde la optica del programador que
implican el tener que resolver las ecuaciones de Maxwell. Esto ultimo estd superado,
ya que existen programas comerciales muy completos, salvo cuando se quieren abordar
nuevos problemas que exigen mas prestaciones que las ofrecidas por los programas
comerciales. En estos casos, estas limitaciones suponen una seria restriccion a la apli-
cacion de las técnicas tradicionales, y a la vez un reto para buscar nuevas técnicas de
modelizacion, como la introducida en esta tesis.

Los métodos numéricos no son por naturaleza exactos, sino aproximados. No obstante,
gracias a los avances realizados en el campo de la computacion informatica, tanto en
hardware como en software, la precision alcanzada es tal que las modelizaciones pue-
den considerarse exactas desde el punto de vista de la necesidad tecnologica.

Como prueba del creciente interés de este tipo de herramientas no solo en el ambito de
la investigacidn, existe un gran numero de programas informaticos comerciales, basa-
dos en técnicas numéricas. Grandes compaiiias industriales han ido incorporando, du-
rante las Ultimas décadas, estas herramientas basadas en técnicas numéricas para apli-
carlas al analisis de operacion y al disefio de equipos. En el campo de la ingenieria
eléctrica se aplican al estudio y disefio de maquinaria y aparamenta eléctrica (interrup-
tores automaticos de proteccion, transformadores, maquinas eléctricas rotativas, actua-
dores electromecanicos,...), compatibilidad electromagnética, calentamiento por induc-
cion, etc., pero también de instalaciones de puesta a tierra (en subestaciones, centrales
eléctricas y parques eolicos) y sistemas eléctricos de distribucion de energia (canaliza-
cion eléctrica prefabricada).

Entre los programas comerciales actualmente disponibles basados en el FEM, estan los
llamados de propoésito general, por abordar varias disciplinas, como ANSYS, COSMOS,



Contribucion al Calculo de Elementos en Instalaciones Eléctricas mediante PGD

etc. Estos programas pueden funcionar en una gran variedad de sistemas informaticos,
desde supercomputadores hasta ordenadores personales. Para problemas mas especifi-
cos, se utilizan programas centrados exclusivamente en una disciplina. En el caso del
electromagnetismo, los programas mas utilizados actualmente son algunos clasicos
como Magnet, Opera, Flux2D/3D, y otros actuales como Maxwell, JMAG, ETAP, o
modulos generalistas como PDE Tool de MATLAB. Acorde con la complejidad en la
programacion de los algoritmos utilizados en el codigo de estos programas estd su cos-
te, que varia también seglin la plataforma informatica a utilizar y la limitacion impuesta
por el software en el nimero de grados de libertad maximo que se permite resolver.

Aunque ya se estan aplicando estas técnicas en el estudio de funcionamiento y disefio
de maquinaria y aparamenta eléctrica, la utilizacion de métodos numéricos en general,
sigue siendo un campo de investigacion por la infinidad de lineas que se pueden explo-
rar. Prueba de ello son las publicaciones en las que se puede seguir los avances en este
campo (IEEE Transactions, IEE Proceedings, COMPEL, etc.) y congresos (COMPU-
MAG, ISEF, INTERMAG, ICEM, etc.).

Para resolver problemas con métodos numéricos se pueden plantear dos posibilidades
en la eleccion de la herramienta a utilizar:

= Utilizar un programa comercial.
= Desarrollar un programa propio.

En el primer caso, evidentemente el trabajo estara basado mucho mas en la contrasta-
cion de resultados con ensayos, mientras que en el segundo caso, que es el seguido en
esta tesis, se necesitard adquirir un conocimiento profundo del método concreto. En
esta tesis se comparara el nuevo método propuesto con programas desarrollados por el
autor, con otros métodos ampliamente utilizados: Elementos Finitos (FEM) y Diferen-
cias Finitas (DF), por lo que se necesitara un conocimiento detallado del problema y de
las limitaciones que ofrece cada método.

Entre las ventajas de utilizar un cédigo de programacion propio podemos enumerar las
siguientes:

= El programa propio ha sido disefiado especificamente para ser utilizado con un
determinado tipo de maquina o equipo eléctrico, estara siempre mucho mas
adaptado para resolver el tipo de problemas para el que fue pensado que el
programa comercial.

= No existen limitaciones impuestas previamente en las posibilidades de modeli-
zacion o resolucion del programa.

=  Permite la comparacion de diferentes métodos existentes tras ser desarrollados
por el autor, o ser adaptados para resolver alguna parte del programa, mientras
que en un programa comercial puede no estar incluso referenciado el método
adoptado, o puede que el algoritmo implementado en el codigo comercial, no
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sea adecuado para un problema especifico, proporcionando resultados erro-
neos o imprecisos.

= Puede dotarse al programa de modelos, algoritmos y soluciones innovadoras
que no pasaran a los programas comerciales hasta mas tarde.

=  El conocimiento del método de célculo, asi como del problema y soluciones
adoptadas por los autores es muy superior, por tenerse que resolver y progra-
mar todas las etapas del método. Ademas durante la implementacion de los al-
goritmos se hace necesario adaptar los métodos matematicos y soluciones de
otras disciplinas a los problemas concretos que se pretenden resolver, siendo
en ocasiones aportaciones originales.

= El coste econdmico del software propio es mucho mas reducido que el coste
de los paquetes comerciales.

Como principales inconvenientes de la utilizacion de software propio se pueden citar:

= Se debe invertir gran cantidad de tiempo y esfuerzo en programar y depurar un
buen codigo, y ademas validarlo, mientras que un programa comercial ofrece
las garantias de que esto ya ha sido realizado, principalmente esta tltima parte.

= Para realizar tareas de gran complejidad u optimizar al maximo el co6digo, un
programador no profesional no puede competir con equipos de programadores
expertos bien nutridos, que se dedican profesionalmente a ello.

Una cuestion importante, es la de decidir si se opta en el modelo por una formulacion
bi o tridimensional. La utilizaciéon de un modelo bidimensional, de un objeto que por
naturaleza es tridimensional, solo comporta ventajas si este es asumible; pero cada caso
debe ser estudiado por separado.

La hipotesis principal para tomar un modelo bidimensional es que el objeto del analisis
se extienda suficientemente en la direccion no considerada en el modelo bidimensional.

Como destaca en su tesis doctoral Emilio Gomez [1], centrada en la modelizacion de
transformadores mediante FEM, si se utiliza un modelo 2D se obtienen buenos resulta-
dos en periodos de tiempo razonables, pero si el modelo utilizado hubiera sido tridi-
mensional, dentro de los limites de tiempo razonables y con los medios informaticos de
los que se disponia para aquella época a finales del siglo pasado, no se podrian haber
realizado los estudios presentados con el mismo nivel de precision y complejidad que
los obtenidos en 2D.

Después de décadas de trabajo con los métodos numéricos tradicionales basados en
Diferencia Finitas y Elementos Finitos para la modelizacion de innumerables procesos
de todo tipo, a pesar del enorme progreso experimentado durante los ultimos afios en-
los medios de computacion, aparecen nuevas exigencias y problemas para los que FEM
o FD no pueden abordar razonablemente. Estas limitaciones se presentan principal-
mente porque los tiempos de calculo requeridos se hacen excesivos debido a la modeli-
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zacion en 3D, a la necesidad de simulacion en grandes dominios espaciales, a la mode-
lizacion de procesos transitorios, o la posibilidad de considerar como variables, ademas
de las espaciales y temporales, de parametros como pueden ser la frecuencia, conducti-
vidades, dimensiones y formas, etc. El tratamiento numérico de esta tiltima problemati-
ca esta siendo considerada por investigadores en otros campos de la técnica de forma
bastante exitosa, pero exige métodos numéricos mas avanzados que los tradicionales.

Cada una de las limitaciones anteriores, hace que el aumento de la potencia de los me-
dios de calculo actuales no sea suficiente para vencer la gran barrera que representan, y
que los investigadores hayan tenido que buscar soluciones alternativas para trabajar
con estos métodos, y que siguen las siguientes directrices:

» Simulaciones en paralelo, para aprovechar al maximo la potencia de calculo
que los medios técnicos actuales nos permiten en la actualidad, pero que en
muchas ocasiones no es suficiente.

=  Nuevos Métodos Numéricos, diferentes a los anteriores que, sacrificando ra-
zonablemente algo de precision, puedan sin embargo permitirnos superar las
limitaciones comentadas anteriormente.

1.3. Objetivo de la Tesis.

Esta tesis pretende realizar una revision de los métodos utilizados tradicionalmente
para la simulacion de fenémenos electromagnéticos en los diferentes elementos
disefiados para la utilizacion de la energia eléctrica, descubriendo las limitaciones que
todos ellos presentan en la actualidad y que el avance de la tecnologia, por mas que
ayuda a paliar estas restricciones, no consigue eliminar. Por otro lado, se presentan las
técnicas mas novedosas aplicadas en otros campos, demostrando que su aplicacion
en el campo del electromagnetismo contribuye a la resolucion de dichas limitaciones
con apenas pérdida de precision respecto a la simulacion por técnicas tradicionales.
Estas técnicas novedosas son las presentadas por el profesor F. Chinesta y su equipo de
trabajo en publicaciones como [4].

Nos centraremos para el desarrollo de la tesis en la modelizacion de conductores de
transmision de energia eléctricas y redes de puesta a tierra, estructuras basicas en
la tecnologia eléctrica pero que nos servira para analizar y observar con detalle ademas
de validar con métodos tradicionales el gran potencial de la novedosa técnica conocida
como Proper Generalized Decomposition, en adelante PGD, dejando abierta la aplica-
cion de la técnica a elementos técnicamente mas complejos como transformadores y
maquinas rotativas, etc., en futuras investigaciones Grupo de Investigacion de Instala-
ciones, Sistemas y Equipos Eléctricos (ISEE) de la UPV.

Posteriormente, tras realizar un breve Estado del Arte en lo que a Métodos Numéricos
en relacion con Electromagnetismo se refiere, plantearemos una serie de objetivos mas
detallados, especificos y particularizados que completaran este apartado.
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1.4. Estructura de la Tesis.
La presente tesis se estructura segtin el esquema explicado en las siguientes lineas:

El Capitulo 1 titulado Introduccién a la tesis y desarrollado durante estas ultimas li-
neas, sirve como precedente explicativo a los trabajos llevados a cabos en este docu-
mento.

En el Capitulo 2 se hace una revision del Estado del Arte actual de los métodos numé-
ricos y generalidades que envuelven el desarrollo y aplicacién de los mismos a proble-
mas reales, exponiendo la formulacion basica a partir de la que se desarrollan en rela-
cion con el electromagnetismo e introduciendo el método numérico en el que se centra
la tesis: la PGD. Un estado del arte mas especifico y particularizado sera desarrollado
posteriormente en los capitulos de aplicacion practica de la PGD a casos concretos, los
Capitulos 5,6y 7.

El Capitulo 3 nos introduce ya plenamente en conceptos propios de la técnica de la
PGD, centrandose en las claves del método, es decir, describiendo las bases que la
fundamentan, las principales novedades que aporta al campo de la simulaciéon mediante
métodos numéricos y la operativa del mismo. Los principios basicos de la PGD se
explican con ejemplos sencillos que sirven para compararlos con los métodos tradicio-
nes (Elementos y Diferencias Finitas) lo que aporta una primera idea del gran potencial
computacional de la nueva técnica.

El Capitulo 4 explica detalladamente la Formulacion Discreta de la PGD, que se basa
en métodos de descomposicion de las diferentes variables que forman parte de una
ecuacion diferencial. Mediante esta técnica, con una sola aplicacion se pueden tratar
diferentes problemas, porque es quizas aqui donde habita la gran ventaja a nivel practi-
co en la aplicacion de la PGD, que es capaz de obtener un gran niimero de soluciones
en tan solo una evaluacion del problema, tanto porque la técnica lo permite como por la
reduccion de tiempos de computacion que lleva asociada respecto a otros métodos,
cuando los métodos numéricos tradicionales necesitan de sucesivas aplicaciones para,
por ejemplo, estudiar la evolucion de un proceso durante un determinado transitorio
con diferentes condiciones paramétricas, que pueden ser en nuestro caso frecuencias,
conductividades, y otras.

Los siguientes Capitulos muestran, precedidos cada uno por un breve estado del arte
particularizado a cada punto, la aplicacion del método de la PGD a problemas reales
del electromagnetismo como son la circulacion de corrientes por conductores aislados
desarrollada en el Capitulo 5, mostrando claramente las consecuencias del efecto peli-
cular o skin effect en el conductor y en las principales magnitudes eléctricas que lo
caracterizan -inductancia interna, resistencia y distribucion de corrientes-; la circula-
cion de corrientes por un sistema multiconductor analizada en el Capitulo 6, mostrando
las principales afecciones del efecto proximidad; y por ultimo la aplicaciéon de la PGD
al andlisis de instalaciones de puesta a tierra en el Capitulo 7, analizando la distribucién
de potenciales y corrientes en el terreno y en la malla de puesta a tierra.
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Como conclusion a la tesis, el Capitulo 8 recoge las principales aportaciones realizadas
por la presente tesis en la aplicacion de la PGD al campo del electromagnetismo, reco-
giendo ademas una serie de posibles futuros trabajos que pudieran dar continuidad a lo
desarrollado en el presente documento.



Capitulo 2
Estado del Arte

2.1. Computacion de Sistemas Electro-Magnéticos.

La computacion de sistemas en su aplicacion al campo del electromagnetismo se utiliza
para dos grandes fines:

= Analisis. Se utiliza para conocer con detalle qué esta pasando en un determi-
nado elemento, o en un sistema o conjunto de los mismos, que denominamos
dominio, para entender cémo son los fendmenos electromagnéticos que se
desarrollan sobre ese dominio sometido a campos eléctricos y magnéticos si-
multdneamente.

= Sintesis. Para el disefio y la optimizacion de sistemas u elementos electro-
magnéticos, como lineas de transmision de energia, sistemas de puesta a tierra,
transformadores, maquinas de induccion, etc.

En el presente capitulo se presentan las bases para la formulacion del problema, inclui-
das las ecuaciones de Maxwell, que se comentan de forma mas detallada en el Anexo II
de la tesis.

Ademas, se realiza un breve recorrido historico revisando los principales avances en el
campo del electromagnetismo, y se repasa el desarrollo de los métodos numéricos du-
rante las ultimas décadas, planteando finalmente la necesidad de nuevas aportaciones
que como la PGD ayuden a mitigar algunas limitaciones que estos métodos tradiciona-
les presentan para determinados problemas.
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2.2. Métodos Numéricos en Electromagnetismo: breve revision histori-
ca.

2.2.1. Introduccion.

Muchos fueron los fisicos que realizaron sus aportaciones durante varias décadas en el
campo del electromagnetismo desde finales del siglo XVIIIL. En 1785, Coulomb expone
que la fuerza entre dos cargas varia con la inversa del cuadrado de la distancia. Algu-
nos afios después, en 1800, es Volta quien inventa la primera bateria eléctrica, lo que
permitié a los investigadores de la época trabajar con corriente continua. Por su parte,
dos décadas mas tarde, en 1820, Orsted comprueba que una aguja de la brijula se mue-
ve en la presencia de una corriente, obteniendo con ellos la primera evidencia de una
relacion entre la electricidad y el magnetismo; ese mismo afio Ampere también de-
muestra que dos cables portadores de corriente paralelos se atraen o se repelen entre si
dependiendo de la direccion de sus corrientes. Una década después es Faraday en 1831
quien documenta que en una bobina que se mueve con relacion a un iman se puede
generar electricidad, por lo cual descubri6 la induccion electromagnética, y propuso la
existencia de campos eléctricos y magnéticos.

Todos ellos merecen el reconocimiento de haber colaborado decisivamente en el desa-
rrollo del electromagnetismo, pero si existe un fisico que podamos considerar de espe-
cial relevancia en el desarrollo de este campo, ese es sin duda James Clerk Maxwell, el
padre de la teoria electromagnética clasica, quien sintetizo todas las anteriores observa-
ciones, experimentos y leyes en los campos de la electricidad, magnetismo e incluso
sobre oOptica, en una teoria consistente que relacionaba todas ellas [5], concluyendo que
la luz es una perturbacion electromagnética propagada a través del campo de acuerdo a
las leyes electromagnéticas. Con ello, demostraba que el origen comun era el campo
electromagnético. Y esto también suponia que todas las leyes clasicas de las menciona-
das disciplinas pasaban a convertirse en casos simplificados de las ecuaciones de
Maxwell.

Su trabajo sobre electromagnetismo ha sido considerado como la segunda gran unifi-
cacion en fisica por el propio Albert Einstein, después de la primera llevada a cabo por
Isaac Newton.

Hoy en dia, son muchos los que consideran que las contribuciones a la ciencia realiza-
das por Maxwell se encuentran a la altura de las realizadas por Isaac Newton y Albert
Einstein.

2.2.2. Las ecuaciones de Maxwell.

Inicialmente, Maxwell plante6 un total de 20 ecuaciones con 20 variables. Posterior-
mente, en 1884, Heinrich Herzt y Oliver Heaviside, eliminaron Potencial Vector Mag-
nético (Momento Electromagnético de Maxwell), utilizando en su lugar sélo variables
de campo Magnético y Eléctrico, y usando notacion vectorial, resultando entonces las
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cuatro ecuaciones de Maxwell generalmente conocidas, y que son las siguientes expre-
sadas en forma diferencial, con su equivalente en forma integral:

Ecuaciones de Maxwell Forma Diferencial Forma Integral
LeydeGa%Jss.deIcampo v-D=p ﬁEdA=g
Eléctrico &
Ley de Gauss’d.el campo V-B=0 # BdA=0
Magnético
Ley de Faraday-Henry de la ~ oB _ 0Pg
Induccidn Electromagnética VXE= ot Edl=- Jt
D a9
Ley de Ampere-Maxwell VxH=]+ B_D %B dl =y, <1 + & —E>
Jat at

Tabla 2.1. Las Cuatro Ecuaciones de Maxwell expresadas en su forma Diferencial e Integral.

Estas ecuaciones, formuladas por Maxwell como base de la Teoria del Electromagne-
tismo, constituyen la formulacién matematica basica para la modelizacion de cualquier
problema en el campo del electromagnetismo, y seran la base de los codigos propues-
tos en la tesis.

Ademas de las ecuaciones de Maxwell, para la resolucion de cualquier problema elec-
tromagnético, hemos de tener en cuenta los siguientes puntos:

= Ecuaciones Constitutivas o de Comportamiento de los Materiales, que ri-
gen el comportamiento de los diferentes medios materiales bajo influencia de
campos electromagnéticos.

= Condiciones de Contorno, que pueden ser de tipo Dirichlet o Neumann, o la
combinacién de ambas, que definen lo que sucede en el contorno del area o
volumen analizado, lo que fija la solucion particular del problema general.

Para finalizar con este breve repaso de la parte de formulacion bésica en electromagne-
tismo, hemos de indicar que la deduccion de las Ecuaciones de Maxwell, las ecuacio-
nes del comportamiento de los materiales, la integracion en ellas de las condiciones de
contorno y la formulacién en funcion de los diferentes potenciales escalares y vectoria-
les, magnético o eléctrico, se exponen detalladamente en el Anexo II de esta tesis, ya
que su desarrollo se considera complejo, es ampliamente conocido desde hace tiempo
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con lo que no se aporta novedad alguna en esta parte, y su completa comprension no
constituye una parte esencial en el desarrollo de la tesis, aunque si resulte de gran ayu-
da su profundo conocimiento y entendimiento.

2.2.3. Resolucion de las ecuaciones de Maxwell.

A finales del siglo XIX, los primeros dispositivos electromagnéticos y maquinas eléc-
tricas comenzaron a ser diseflados y construidos. Conforme fue avanzando la técnica,
se requiere conocer la distribucién de campos eléctricos y magnéticos en diferentes
dominios espaciales, por lo que es necesaria la resolucion de las ecuaciones de Max-
well, con las condiciones iniciales y de contorno especificas, en dominios complejos.
Esto supuso en la época un problema practico importante, ya que las ecuaciones dife-
renciales solo se pueden resolver analiticamente para casos muy simples.

Es por ello que comienzan a surgir métodos de resolucion para ecuaciones diferencia-
les. Estos métodos fueron, por orden cronoldgico, de tipo grafico, métodos analogicos,
analiticos y, finalmente, métodos numéricos, Desarrollamos brevemente los tres prime-
ros mencionados en las siguientes lineas.

2.2.3.1 Métodos de tipo grdfico.

Los métodos de tipo grafico suponian la utilizacion de graficas, basadas en las propie-
dades de las lineas de flujo y superficies equipotenciales deducidas de las ecuaciones
de Maxwell, obtenidas manualmente como las mostradas en la Figura 2.1.
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Fuente: J.C. MAXWELL & NUMERICAL METHODS IN ELECTROMAGNETISM,;
Roger-Folch, J., Pineda-Sanchez, M., ISEF 2015.

Figura 2.1. Métodos graficos para resolucion de ecuaciones diferenciales: a) Izquierda: Campo
de Conduccion de corriente; b) Derecha: Campo del Angulo de la esquina derecha.

2.2.3.2 Métodos de tipo analogico y prototipos.
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Para la aplicacion de métodos analdgicos, basados en las analogias entre campos elec-
tromagnéticos y otros campos mas conocidos o mas faciles de representar, se disefiaron
grandes y complejas maquinas para la época, como las que se muestran en las siguien-
tes figuras, y diferentes métodos analdgicos y prototipos fueron utilizados:

Fuente: J.C. MAXWELL & NUMERICAL METHODS IN ELECTROMAGNETISM;
Roger-Folch, J., Pineda-Sanchez, M., ISEF 2015.

Figura 2.2. Analogia eléctrica: Mapeador de flujo con papel conductivo de Teledetlos.
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Fuente: J.C. MAXWELL & NUMERICAL METHODS IN ELECTROMAGNETISM;
Roger-Folch, J., Pineda-Sanchez, M., ISEF 2015.

Figura 2.3. Redes de impedancia.
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Fuente: J.C. MAXWELL & NUMERICAL METHODS IN ELECTROMAGNETISM;
Roger-Folch, J., Pineda-Sanchez, M., ISEF 2015.

Figura 2.4. Prototipo: Tanque de electrolitos con un modelo de cera de un iman.

Fuente: J.C. MAXWELL & NUMERICAL METHODS IN ELECTROMAGNETISM;
Roger-Folch, J., Pineda-Sanchez, M., ISEF 2015.

Figura 2.5. E1 HITACHI 240 (1980), compuesto por 240 amplificadores operacionales.

2.2.3.3 Métodos de tipo analitico.

Los métodos analiticos utilizados para la resolucion de ecuaciones diferenciales han
sido muchos, y en casos con ciertas simplificaciones siguen siendo utilizados. Algunos
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de ellos son la Transformada de Laplace, los Polinomios de Legendre, las Funciones de
Bessel, funciones elipticas, o las transformaciones de Schwartz-Christoffel, entre otros.

Podemos observar un primer intento de recopilar parte de lo citado con anterioridad en
el articulo de Frank B.J. Leferink sobre el calculo de inductancias [6], donde se compa-
ran los métodos para el calculo de la inductancia externa de partes de una linea de
transmision, se discuten las diferencias y semejanzas de estos métodos basicos, y se
recoge la formulacion de ecuaciones para varias estructuras de conductor.

Pero si existe una publicacion donde todo lo comentado en lineas anteriores queda casi
completamente resumido, esta es la emitida en 2013 por Vincent. T. Morgan en [7],
que constituye un magnifico estado del arte de los conocimientos actuales sobre ecua-
ciones explicitas para el calculo de las distribuciones de corriente, resistencias e induc-
tancias internas por unidad de longitud de conductores eléctricos lineales utilizados en
sistemas de transmision de potencia y distribucion, tanto para corriente continua como
alterna, reuniendo ecuaciones explicitas de gran nimero de referencias para calcular
diversas magnitudes eléctricas por unidad de longitud de conductores lineales que tie-
nen diferentes secciones transversales. Sin embargo, en esta publicacion de Morgan, a
pesar de que recoge todas las ecuaciones explicitas para las mas comunes secciones de
conductores y en diferentes condiciones de operacion, no se encuentran definidos algu-
nos parametros ya que no es posible deducir analiticamente, principalmente en corrien-
te alterna debido a la complejidad de las geometrias, y para cuya resolucion resulta
necesaria la utilizacion de métodos numéricos.

Podemos concluir que, en general, los métodos analiticos solo estan disponibles por
problemas con alto grado de simetrias, lo cual simplifica las ecuaciones haciendo posi-
ble obtener soluciones analiticas de las ecuaciones diferenciales. Es por ello que surge
la necesidad de métodos que permitan analizar problemas mas complejos, que se ajus-
tan a cualquier condicion real.

2.3. Métodos Numéricos avanzados.

Los métodos numéricos pretenden simular fendmenos naturales del mundo real a través
de algoritmos matematicos. Ganan importancia estos procedimientos con la llegada de
los ordenadores, que nos permiten manejar un enorme volumen de célculos sencillos en
muy poco tiempo.

La ciencia tiene una posibilidad de conocer y comprender mejor los fenémenos con el
desarrollo de estos métodos. Este hecho ha propiciado una gran evolucién y mejora en
la aplicacion de métodos numéricos, los cuales cada dia son mas utilizados en multitud
de campos de la fisica, de la ingenieria y del disefo.

En general, se aplican cuando se requiere de una solucion numérica a un problema que
es dificil resolver mediante la aplicacion directa de ecuaciones diferenciales, integra-
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cion u otros sistemas similares. Por ello, se convierte en una herramienta muy deman-
dada por ingenieros que obtienen una solucion con un error asumible o despreciable.

Los métodos numéricos utilizan un niimero finito de elementos. A su conjunto, se le
conoce como malla o mallado, y de su topologia depende la precision de la solucion
obtenida.

A continuacion, se realiza un rapido repaso por las principales referencias historicas en
la evolucion y desarrollo de los métodos numéricos. Posteriormente se plantean varias
posibles clasificaciones de los mismos que ayudan a tener una vision global del desa-
rrollo actual de los mismos.

2.3.1. Breve repaso historico del desarrollo de los métodos numéricos.

Es imposible dar una descripcion detallada, en una breve resefia historica como la ac-
tual, del gran numero de métodos numéricos que, en conjunto, constituyen el campo de
Metodologias Computacionales Electromagnéticas (CEM). Por mencionar algunos de
los hitos tempranos mas relevantes en esta area, durante la década de los 50, tienen
lugar las primeras aplicaciones de los métodos numéricos al Analisis Estructural. La
primera aplicacion del Método de los Elementos Finitos es llevada a cabo por A. M.
Winslow en 1965 [8]. Un afio después es Yee quien lanza su propuesta del método de
las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (Finite Differential Time Domain-
FDTD), primera aportacion basada en Diferencias Finitas [9]. Pocos afios después, en
1969 P. P. Silvester aporta una guia para el analisis de ondas [10]. Ya en 1970, Johnsy
Beurle presentan el Método de la Linea de Transmision [11], y en el 74, K. K. Mei
aporta el enfoque conocido como Unimoment Method para la resolucion de problemas
de Antena (Antenna Analysis) y Dispersion (Scattering) [12], y A. Ruehli presenta el
método de los Circuitos Equivalentes en Elementos Parciales (Partial Elements Equi-
valent Circuits - PEEC) [13]. Ya en la década de los 80, J. C. Nedelec aporta los ele-
mentos vectoriales (vector elements) [14], en 1982 S. P. Marin combina las ecuaciones
integrales de contorno para el analisis de dispersion [15]. Por tltimo, en 1983 P. P.
Silvester y R. L. Ferrari, publican la primera edicion de Finite Elements for Electrical
Engineers [16], texto esencial en la literatura técnica de los Métodos Numéricos de
calculo.

2.3.2. Clasificacion de los Métodos Numéricos.

Una posible clasificacion de los métodos numéricos para la resolucién de los campos
electromagnéticos se puede dividir en dos grupos:

= Los métodos de contorno o técnicas fuente de distribucion formulados a
partir de las Ecuaciones de Maxwell en su forma Integral, como pueden ser
los métodos de simulacioén de carga, Método de los Momentos (MoM), Méto-
do de Elementos de Contorno (Boundary Elements Methode-BEM), Elementos
Parciales Circuitos Equivalentes (Partial Elements Equivalent Circuits-
PEEC), Método Multipolar Rapido (Fast Multipolar Method-FMM), etc.
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* Los métodos de dominio o campo, formulados a partir de Ecuaciones de
Maxwell en su forma Diferencial: Métodos de Diferencias Finitas (FDM),
Meétodos de Elementos Finitos (FEM), Técnicas de Integracion Finitas (FIT),
Transmission Line Matrix (TLM), Diferencias Finitas en el Dominio del
Tiempo (FDTD), Volumenes Finitos en el Domino del Tiempo (FVTD), Do-
minio del Tiempo Pseudo-Espectral (PSTD), Dominio Espacial Pseudo-
Espectral (PSSD), etc.

Otros dos grupos, que se escaparian del alcance de esta tesis ya que estan directamente
relacionados con el dominio de las altas frecuencias o se sirven de varios de los méto-
dos anteriores aplicados complementariamente, son los siguientes:

= Enfoques Asintéoticos (Asymptotic Approaches-High Frequency Methods),
dentro de los que pueden distinguirse:

o Optica Geométrica (Geometric Optics-GO), y la Teoria Geométrica
de la Difraccion (Geometric Theory of Diffraction-GTD).

o Optica Fisica (Physical Optics-PO), y la Teoria Fisica de la Difrac-
cion (Physical Theory of Diffraction-PTD).

=  Métodos Hibridos:

o Combinacion de Método de dominio con Método de contorno: Por
ejmplo, de la aplicacion conjunta de FEM y MoM.

o Combinacion de Método Numérico con Método Asintdtico: Como por
ejemplo, la aplicacion conjunta de MoM-PO, o GTD-PTD.

Podemos ver la clasificacion propuesta por IEEE Transactions on EMC en 2007 para
todos los métodos numéricos aplicados al electromagnetismo y los derivados o hibridos
en la Figura 2.6. Clasificacion IEEE para Metodologias Computacionales en Electro-
magnetismo.

Otras clasificaciones que podemos encontrar de los métodos numéricos los distinguen
segun los siguientes criterios:

= Métodos en el Dominio del Tiempo frente a Métodos en el Dominio de la
Frecuencia. En esta clasificacion, la Transformada de Fourier es de especial
utilidad ya que es la herramienta utilizada para moverse entre estos dos domi-
nios.

= Métodos de Superficie frente a Métodos Volumétricos.
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Fuente: J. M. Jin, FEM, IEEE Press, H.D. Bruns, et al, IEEE Trans. on EMC, vol.49, no.2, 2007.

Figura 2.6. Clasificacion IEEE para Metodologias Computacionales en Electromagnetismo.

2.4. Métodos numéricos tradicionales para la resolucion de problemas
de electromagnetismo: Diferencias Finitas y Elementos Finitos.

2.4.1. Breve revision del Método de las Diferencias Finitas.

Dentro de los métodos basados en diferencias finitas, el método fundamental es el Mé-
todo de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD). Este método fue
presentado inicialmente por K.S. Yee en 1966 [9], y posteriormente fue desarrollado
por Taflove y otros. El método se presenta como una solucion directa de las ecuaciones
dependientes del tiempo de Maxwell.

El Método de las Diferencias Finitas en el Dominio del Tiempo (FDTD) es un método
robusto, de facil comprension, de sencilla implementacion. Es por ello que se convertid
en uno de los métodos mas populares en el dominio del tiempo para la resolucion de
problemas electromagnéticos.

Las ventajas generales que presentan los métodos basados en diferencias finitas son
principalmente las siguientes:

= Son métodos muy sencillos de implementar.

= Ladistancia entre dos puntos consecutivos es constante.
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= En la programacion con estos métodos, la construccion de la matriz de coefi-
cientes se produce en un solo paso, lo que hace mas rapida la ejecucion de un
programa.

Como principal desventaja de los métodos de diferencias finitas, es que podemos de-
terminar el valor de la funcion en los nodos, pero no lo que sucede en el espacio inter-
modal.

Las aplicaciones mas recientes de los métodos basados en Diferencias Finitas han sido
en los campos de la propagacion de ondas, microondas y antenas, electronica de alta
frecuencia, fotonica y problemas de biomedicina.

Para mas detalle en cuanto a la formulacion basica para el desarrollo de este método,
puede consultarse el Anexo III de la presente tesis.

2.4.2. Breve revision del Método de las Elementos Finitos.

El Método de los Elementos Finitos (FEM) es una técnica numérica que tiene como
objetivo lograr las soluciones aproximadas a problemas de contorno de la fisica mate-
matica.

En un analisis de Elementos Finitos, las ecuaciones se pueden formular ya sea por un
método variacional, como el método de Ritz, o bien por un método residual ponderado,
como el método de Galerkin, también utilizado por el Método del Momento.

El procedimiento seguido por FEM en sus andlisis tiene las siguientes etapas:

1) Discretizacién de regiones solucion en un niimero finito de subregiones o
elementos.

2) Derivacion de las ecuaciones que rigen el comportamiento fisico a analizar
(ecuacion elemental) para un elemento tipico.

3) Ensamblaje de todos los elementos en la region de solucion para formar la
ecuacion matricial.

4) Resolucion del sistema de ecuaciones obtenido.

Las principales caracteristicas del método son:

= Una ventaja notable de FEM es la flexibilidad en términos de modelar cual-
quier geometria complicada.

* Buen comportamiento en medios no homogéneo, ya que cada elemento
puede tener diferentes propiedades del material.

= La Ecuacion matricial es dispersa, lo que indica que cada elemento s6lo in-
teractia con los elementos de su propio contorno.

= Requiere la extension de la malla todo el dominio, es decir, tanto en el objeto
a analizar como en el los limites del dominio.

= Utiliza herramientas especificas para variar la malla en problemas sin limi-
tes, recurriendo por ejemplo a BEM.
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= Puede ser aplicado a problemas lineales y no lineales, y tanto en problemas
bidimensionales como tridimensionales.
= Es ampliamente utilizado en el dominio de la frecuencia.

Para mas detalle en cuanto a la formulacidn basica para el desarrollo del método, puede
consultarse el Anexo III de la presente tesis.

2.4.3. Problemas y limitaciones en los métodos numéricos tradicionales (diferencias
finitas y elementos finitos).

A pesar del uso cada vez mas extendido de los paquetes de elementos finitos, el empleo
masivo de esta herramienta ha encontrado dos restricciones importantes que han retra-
sado su progresion.

2.4.3.1 Restricciones técnicas o tecnologicas.

La primera de las restricciones, puramente técnica, esta relacionada con las cada vez
mayores exigencias computacionales requeridas por los algoritmos de soluciéon y
aunque ha encontrado alivio en el acelerado desarrollo del hardware que ha permitido
hacer realidad el desarrollo de modelos de elementos finitos convencionales en compu-
tadoras personales con caracteristicas estandar, es claro que el avance de la técnica en
lo que hardware se refiere no es capaz de saciar las necesidades que demandan los cada
vez mas complejos retos que la sociedad presenta.

El tamafio de las matrices generadas al resolver por ambos métodos, diferencias y ele-
mentos finitos, depende del nimero de elementos. Como principal inconveniente ope-
rativo a la hora de desarrollar programas de calculo basados en Elementos Finitos en
comparacion con Diferencias Finitas tenemos que la construccion de la matriz se pro-
duce paso a paso, construyendo la matriz coeficiente a coeficiente. Pero en cualquiera
de los dos casos se genera una matriz cuadrada con el nimero de nodos que conforman
la malla, ya que cada nodo necesita una fila con un nimero de columnas igual al nime-
ro de nodos existentes. Mas adelante se verd con detenimiento, pero para comprender
la razén por la que se busca un nuevo método se explicara la siguiente hipotesis: si
queremos calcular un objeto 2D con forma de cuadrado que tiene 1.000 elementos por
lado en diferencias finitas tendriamos una matriz de 10°x10°, si pasamos a tres dimen-
siones y es un cubo con el mismo lado tendriamos 10°x10°. Algo similar ocurre con
elementos finitos. Estas matrices suponen tener un ordenador con gran memoria RAM,
que en geometrias complejas con un gran numero de elementos supondrian tener un
superordenador. Aun asi, el tiempo en el cual se realizaria el calculo seria muy elevado.

Uno de los éxitos que se obtuvo con elementos finitos es poder reducir el nimero de
elementos que eran necesarios con un tamafio de mallado variable. Sin embargo, con el
tiempo la naturaleza de los problemas planteados hace que los tamafios de la matriz que
se genera sigan siendo excesivos y por ello, se busca un método alternativo que re-
duzca los tiempos de calculo con los mismos resultados.
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2.4.3.2 Restricciones de cardcter comercial o economico.

Sumado a las restricciones anteriores, encontramos la limitacion que supone el alto
coste de los programas comerciales, ya que la gran inversion asociada a la adquisi-
cion de licencias no hace facil el acceso a esta tecnologia a pequefias empresas o gru-
pos de investigacion. Para salvar estas limitaciones, numerosas herramientas de softwa-
re con Licencia Publica General (GPL), han surgido durante los ultimos afios. Una
buena recopilacion con andlisis detallado de muchos de ellos puede ser encontrada en
[17]. En é€l, se presentan los resultados de una revision realizada a varios programas
con licencias GPL para el modelado de problemas con elementos finitos, teniendo en
cuenta criterios como el tipo de analisis permitido, la compatibilidad con programas
CAD, el tipo de soporte ofrecido, la actualizacion de las versiones, el tipo de interfaz
de usuario implementado y la curva de aprendizaje para nuevos usuarios, entre otros.
Posteriormente, en esa publicacion, se estudiaron tres casos diferentes, modelados con
elementos finitos empleando distintos programas GPL, y comparados sus resultados
con los obtenidos por un programa comercial (ANSYS), y los modelos analiticos deri-
vados de la solucion de la ecuacion diferencial que rige el fendmeno particular, obte-
niendo una convergencia aceptable entre todos los resultados.

2.4.4. Paquetes de software comerciales basados en Métodos Numéricos clasicos.

Dentro de los paquetes de software basados en elementos finitos, existen programas
generales abiertos a la aplicacion a cualquier campo, y existen otros paquetes de soft-
ware especialmente disefiados para trabajo en unas areas determinadas. Para el caso
que nos ocupa de aplicacion a problemas encuadrados en el campo del electromagne-
tismo, podemos destacar varios:

=  ANSOFT MAXWELL: Maxwell es un software de calculo por elementos fi-
nitos especializado en electromagnetismo y en el estudio de maquinas eléctri-
cas, creado para el analisis de fenomenos electromagnéticos en general y en
motores eléctricos en particular.

=  JMAG: Es un software de simulacion para el desarrollo y disefio de aparatos
eléctricos, basado en el Analisis por Elementos Finitos (FEA). Fue lanzado
originalmente en 1983 como una herramienta de apoyo el disefio de dispositi-
vos tales como motores, actuadores, componentes de circuitos y antenas, y
desde entonces ha seguido una evolucion continua que llega hasta hoy en dia,
incorporando nuevos modulos de simulacion en campos de la transferencia de
calor, resistencia de materiales, etc. Incorpora la tecnologia de simulacion de
Elementos Finitos para analizar con precision una amplia gama de fendémenos
fisicos de geometria, varias propiedades de los materiales y el calor y estructu-
ra en el centro de los campos electromagnéticos. Cuenta con una interfaz ca-
paz de enlazar a software de terceros y una parte de las funciones de analisis
JMAG puede ejecutarse también de muchos de los principales sistemas CAD y
CAE.
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=  ETAP: Es un software de simulacion en el campo de la ingenieria eléctrica
que engloba todos los campos que un ingeniero eléctrico puede necesitar. Den-
tro del alcance de esta tesis, resulta interesante el modulo Mallas de Tierras,
que permite disefiar y analizar de manera precisa cualquier sistema de puesta a
tierra, integrandolo con otros calculos eléctricos. Se vale del método de los
Elementos Finitos para obtener:

o Gréficos de colores en 3D de tensiones de contacto y paso, y potencial
absoluto (GPR).

o Configuraciones irregulares 3D de redes de puesta a tierra, con inter-
faz grafica con vistas 3D de las mismas, utilizando picas o conducto-
res en cualquier direccion como electrodos.

o Visualizacion grafica de los limites tolerables de potencial.

=  PDE TOOL (Partial Differential Equation Toolbox™) de MATLAB: Pro-
porciona funciones para la solucion de las ecuaciones diferenciales parciales
(PDE) en 2D, 3D y tiempo usando analisis de Elementos Finitos. Le permite
especificar y geometrias 2D y 3D de malla y formular ecuaciones y condicio-
nes de limite. Puede resolver tanto en estatico, como en el dominio del tiempo,
de la frecuencia y problemas del valor propio sobre el dominio de la geome-
tria. Posee funciones para post-procesado y trazado de resultados que permiten
explorar visualmente la solucion. Permite utilizar herramientas de ecuaciones
diferenciales parciales para solucionar PDE de problemas estandar tales como
difusion, transferencia de calor, mecénica estructural, electrostatica, magnetos-
tatica y electromagnetismo, energia AC, asi como sistemas personalizados. En
el siguiente capitulo veremos un pequefio ejemplo de aplicacion ya que lo uti-
lizaremos para el calculo de un ejemplo en el campo de la puesta a tierra.

= CST MicroWave STUDIO®: Esta basado en la Técnica de Integracion Finita
(FIT), y es un software de simulacion de campo electromagnético de onda
completa (full-wave).

=  Remcom XFDTD: Tiene como aplicaciones los circuitos de microondas, an-
tenas, compatibilidad electromagnética (EMC), o problemas de dispersion. Se
utiliza en fotonica o biomedicina, entre otros.

De entre el software calificado como de GPL, el mas destacado para el analisis de fe-
némenos electromagnéticos es GMESH, un generador de red 3D de elementos finitos
con un motor construido en CAD y post-procesador. Su disefio pretende proporcionar
una herramienta de mallado rapida, ligera y facil de usar con capacidades avanzadas de
visualizacion y entrada paramétrica. Se construye alrededor de cuatro modulos: geome-
tria, malla, solver y modulo de post-procesamiento. La especificacion de cualquier
entrada a estos modulos se realiza ya sea interactivamente mediante la interfaz grafica
de usuario o en los ficheros de texto ASCIL
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Por ultimo, otro software a destacar dentro del software libre basado en Elementos
Finitos, aunque hasta el momento no ha sido aplicado o no tiene publicaciones relevan-
tes en el campo del electromagnetismo, seria CAST3M. Este es un software de calculo
por el método de elementos finitos de estructuras y mecanica de fluidos, desarrollado
en el Departamento de Modelado de Sistemas y Estructuras (DM2S) de la Energia
Nuclear de la Comision de Energia Atomica y a las Energias Alternativas (CEA) fran-
ceses. Su desarrollo entra en el contexto de una actividad de investigacion en el campo
de la mecénica cuyo objetivo es definir un instrumento de alto nivel, que pueda servir
de apoyo para el diseflo, dimensionamiento y analisis de estructuras y componentes. En
este contexto, incorpora no so6lo el algoritmo de resolucién (solver), sino también las
funciones de construccion del modelo (preprocesador) y explotacion de resultados
(post-proceso). Con ello, es basicamente un software de 'herramientas' que permite al
usuario desarrollar sus propias funciones. Se utiliza principalmente en el sector de la
energia nuclear, como una herramienta de simulacién o como una plataforma para el
desarrollo de aplicaciones especializadas. En particular, es utilizado por el Instituto de
Radioproteccion y Seguridad Nuclear (IRSN) en andlisis de seguridad de instalaciones
nucleares francesas. Para mas informacion, consultar la pagina web del grupo de desa-
rrollo del software http.//www-cast3m.cea.fr [18].

2.5. Principales retos en el desarrollo de los Métodos Numéricos avan-
zados.

Existen limitaciones de los métodos numéricos tradicionales utilizados en la actualidad
que se convierten en retos para el desarrollo futuro mediante las nuevas técnicas surgi-
das. Dos ejemplos claros de limitacion tecnologica que encontramos actualmente en la
aplicacion de los métodos numéricos tradicionales son los siguientes:

= Los investigadores de la empresa ABB sefialan que la simulacion numérica
durante un periodo de onda eléctrica de la red (20 ms) por FEM de un rectifi-
cador PWM con una frecuencia de conmutacion de 100 kHz, utilizando un pa-
so de tiempo numérico de 100 ns. para tener en cuenta el comportamiento de
conmutacion de semiconductor, llevaria alrededor de 7,6 afios utilizando un
ordenador personal [19].

= Peor aun, ya que hay problemas numéricos, por ejemplo en la mecanica cuan-
tica, con un alto nimero de dimensiones, de hasta 80, por lo que incluso con el
uso de pequeiias redes, como 10 nodos por dimension, necesitarian una malla
de 10*° nodos.

Los dos puntos comentados son s6lo dos ejemplos de limitaciones que hoy en dia se
encuentran en el campo de la investigacion en general pero, para los investigadores,
cada limitacion se traduce en un reto a superar con el objetivo de mejorar aquello en lo
que su investigacion esta centrada.
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Estos retos tienen un denominador comin en el mundo industrializado actual, una ra-
z6n de ser compartida, y el fin Gltimo es para todos ellos la optimizacién maxima del
disefio final para cualquier dispositivo electromagnético. Por ello, se considera de es-
pecial importancia un breve repaso de este campo, que vemos a continuacion.

2.5.1. Retos en la optimizacion del diseiio de dispositivos electromagnéticos.

Tal y como sefialan J.K. Sykulski y F. Chinesta en sus plenarias de ISEF 2015 [20]
[21] en la actualidad el disefio de dispositivos electromecanicos y electromagnéticos
implica inevitablemente el uso de herramientas de modelizacion basadas en métodos
numéricos, generalmente elementos finitos o similares. Existen excelentes paquetes
comerciales que permiten una simulacion precisa de los campos electromagnéticos para
sistemas bi y tridimensionales, que admiten la simulacién de materiales con caracteris-
ticas anisotropicos y/o no lineales, la consideracion de corrientes inducidas, efectos
dindmicos y campos acoplados, asi como la representacion de los circuitos de conduc-
cion. El software disponible es el resultado innumerables horas de desarrollo y ofrece
una herramienta madura y fiable que puede ser usada en entorno de la oficina de dise-
flo, en el campo de la ingenieria aplicada.

La optimizacion forma parte integral del proceso de disefio y a lo largo de los afios se
han desarrollado numerosas técnicas con el fin de satisfacer las necesidades de los
disefiadores. Tradicionalmente, los métodos de optimizacién se han clasificado como
deterministas, siendo estos métodos rapidos y eficientes, pero con la unica garantia de
alcanzar un minimo local, o estocasticos, que ofrecen una mejor oportunidad de encon-
trar un 6ptimo global, a costa, sin embargo, del gran desarrollo de la informatica debi-
do a la necesidad de un gran niimero de evaluaciones de la ecuacion y condiciones que
definen un determinado problema.

Una caracteristica intrinseca en el disefio tradicional de dispositivos electromagné-
ticos es que cada comentada evaluacion de la funcion objetivo suele requerir de un
proceso de simulacién completo, o incluso varios, como es el caso del analisis de
transitorios, a diferentes frecuencias, o las diferentes posiciones que puede tener una
maquina eléctrica, con el fin de establecer o estimar un valor medio de una determina-
da magnitud. Tales simulaciones repetidas son posibles, pero en el entorno industrial
puede convertir al proceso en ineficiente y poco practico.

En casos muy complejos suelen llevase a cabo experimentos o soluciones computacio-
nales caras para algunos estados posibles del sistema, a partir del cual se elabora un
modelo simplificado que une las entradas a las salidas de interés. Estos modelos sim-
plificados tienen diferentes nombres: Modelos de sustitucion o Surrogate Models, Me-
tamodelos, Metodologias de Superficie de Respuesta o Response Surface Methodolo-
gies,... Por consiguiente, el esfuerzo se dirige al desarrollo de diversos tipos de
modelos simplificados que permiten el calculo rapido, incluso de forma aproximada.

Otras cuestiones dificiles asociadas son la que se refiere a la mejor estrategia de
muestreo (Latin hypercube, entre otros) y la relativa a las técnicas de interpolacion
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apropiadas para la estimacidn la respuesta en una posicién no medida de los valores
observados en lugares circundantes. La decision crucial en el proceso iterativo es siem-
pre donde colocar el siguiente punto de la evaluacion para lograr un cuidadoso equili-
brio entre la explotacion y exploracion, es decir, el uso eficiente de la informacion ya
disponible mientras contintia la busqueda en caso de que el 6ptimo global esta en otra
parte. Existen muchas posibilidades en este punto del proceso, pero puede considerarse
Kriging (Gaussian process regression o krigeado) como una de las técnicas mas pro-
metedoras y de las mas ampliamente utilizadas para la interpolacion de datos.

Todas las técnicas comentadas permiten definir una especie de manual numérico o
grafico. Uno de los primeros y mas ampliamente conocido en practica de la ingenieria
es la de Bernoulli (1836) [22].

Para terminar con los posibles retos, a continuacion se subrayan los siguientes aspectos
importantes durante del proceso de optimizacion del disefio a modo de sintesis:

= El concepto de diseifio jerarquico, segin el cual la eleccion del mejor método
es por si mismo un problema de optimizacion, debiendo elegir el tipo de méto-
do (unos simples y rapidos, pero imprecisos; otros precisos pero complejos)
requerido en funcién del problema a resolver o de los resultados buscados.

* El no free lunch theorem, segln el cual no puede existir un algoritmo que su-
pere a todos los demas algoritmos de optimizacion, cuando se promedian sobre
todos los problemas posibles. Y como cada grupo de ingenieros de disefio esta
interesado en un subconjunto de problemas, es posible identificar un conjunto
de algoritmos que superan a los demas en un dominio particular de interés.

=  Optimizaciéon multi-objetivo y en particular el Frente Pareto-Optima
(POF). A falta de otros criterios, todas las soluciones POF son igualmente re-
levantes y se deben encontrar tantas como sea posible. Lograr un buen equili-
brio entre la convergencia y la diversidad a lo largo de la POF es importante
para todos los algoritmos. Los Métodos de multi-objetivo que utilizan modelos
de sustitucion pueden ser categorizados como scalarizing y no scalarizing. El
problema multi-objetivo a menudo se convierte en una representacion de un
solo objetivo usando pesos, y existe un gran nimero de combinaciones.

= Modelado de sustitucion y kriging. Es la forma mas sencilla de construir y
visualizar son modelos polinomiales, pero los polinomios de bajo orden son
incapaces de modelar funciones complejas, mientras que los de alto orden a
menudo generan matrices mal condicionadas. El algoritmo Efficient Global
Optimization (EGO) utiliza el concepto de mejora esperada, que puede ser vis-
to como un compromiso fijo entre la exploracion y la explotacién, al que
pueden afiadirse pesos u otros criterios. El modelado de sustitucion asistido
por kriging resulta especialmente ventajoso, ya que evalua las posibilidades
(probabilidad) de tomar una mejor decisién, aunque por supuesto siempre
existen garantias.

25



Contribucion al Calculo de Elementos en Instalaciones Eléctricas mediante PGD

= Los peligros de una explosion combinatoria. A medida que la complejidad
del modelo de sustitucion aumenta, el tamafio de varias matrices de correla-
cion pueden exceder la memoria dindmica de un ordenador. Algunos remedios
practicos incluyen técnicas de zoom, la mejora de la eficiencia del almacena-
miento y la eliminacion de algunos de los puntos de disefio. El reto aqui es
eliminar los puntos que contienen informacién menos importante, pero sin
descartar dicha informacién por completo.

= El concepto de la robustez del disefio. Cuando se consideran los aspectos
practicos en el proceso de fabricacion, las variables de disefio son a menudo
objeto de tolerancias y/o incertidumbres; estos pueden ser especificados direc-
tamente, como es el caso de las tolerancias de mecanizado, o definidos esto-
casticamente. El rendimiento sobre toda la gama de los cambios de pardmetros
se convierte en relevante, no sélo en el 6ptimo, por lo que la forma de la fun-
cion objetivo cerca de un minimo se vuelve importante. Se han propuesto di-
versas técnicas para evaluar la calidad del 6ptimo, como son el uso de un indi-
ce de gradiente y la sensibilidad, la optimizacién del peor caso, etc.

2.6. Avances Recientes en el desarrollo de Métodos Numéricos.

Durante los tltimos afios ha sido desarrollada una novedosa técnica, la ya citada Pro-
per Genearalized Decomposition (PGD) [4], que se basa en las técnicas de separacion
de variables y cuya capacidad para hacer frente a problemas de alta dimension su-
perando las fuertes limitaciones de los enfoques clasicos ya ha sido demostrada am-
pliamente en el campo de la mecanica.

Tal y como comentan los autores en sus publicaciones, la principal aportacién de esta
técnica es que permite un enfoque completamente novedoso para los problemas clasi-
cos. Por ejemplo, los parametros de un modelo se pueden establecer como extra-
coordenadas adicionales del modelo. Bajo esta 16gica, la optimizaciéon de problemas
complejos, cuantificacion de incertidumbre, el control basado en la simulacion y la
simulacion en tiempo real son ahora posibles, incluso en escenarios de alta compleji-
dad, mediante la combinaciéon de una etapa off-line en la que se calcula la solucion
general de la PGD, y una fase on-line en el que, incluso en plataformas como smartp-
hones o tablets, se obtiene como resultado la respuesta en tiempo real de nuestras con-
sultas precalculadas y almacenadas formando ‘abacos’.

Recientemente los modelos de reduccion de orden abrieron nuevas posibilidades res-
pecto a lo ofrecido hasta el momento por los enfoques tradicionales. En primer lugar, la
Proper Orthogonal Decomposition (POD) permite extraer las caracteristicas mas signi-
ficativas de la solucioén que se puede entonces aplicar para la resolucion de los modelos
ligeramente diferentes a los que sirvieron para definir la base de la aproximacion redu-
cida. Otra familia de técnicas de reduccion del modelo radica en el uso de Bases de
Reduccion construidas mediante la combinacion de un algoritmo voraz (greedy algo-
rithm) e indicadores de error a priori. Se necesita una cierta cantidad de trabajo off-
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line, pero luego la base reducida se puede utilizar en linea para la solucion de diferentes
modelos con un perfecto control de la precision de la solucion debido a la disponibili-
dad de los limites de error. Cuando el error es inadmisible, la base reducida se puede
complementar invocando de nuevo el mismo algoritmo voraz.

En lo que sigue nos dirigimos a técnicas basadas en el uso de representaciones separa-
das, basadas en la Proper Generalized Decomposition, las cuales se consideran cuando
se resuelven manualmente ecuaciones diferenciales parciales mediante el empleo de
procedimientos basados en la separacion de variables, ya utilizados con anterioridad en
la quimica cuantica para aproximar funciones de onda, en los Métodos Hartree-Fock y
post-Hartree-Fock [23]. En los afios 80, Pierre Ladevéze propuso el uso de representa-
ciones separadas del espacio-tiempo de soluciones transitorias que intervienen en mo-
delos fuertemente no lineales, definiendo un procedimiento de integracion no incre-
mental [24]. Mas tarde, se emplearon representaciones separadas para la solucion de
modelos multidimensionales que sufren la llamada maldiciéon de la dimensionalidad
[25] [26], asi como en el contexto de modelos estocasticos [27]. A continuacion, se
utilizaron para separar coordenadas espaciales que hacen posible la solucion de mode-
los definidos en dominios degenerados, por ejemplo, placa y conchas [28] [29], asi
como para hacer frente a los modelos paramétricos donde se consideraron los parame-
tros del modelo como extra-coordenadas del modelo, haciendo posible el calculo en
linea de la solucion paramétrica que puede ser visto como un metamodelo o un vade-
mécum computacional, para la simulacion en tiempo real, optimizacion, analisis inver-
so y control basado en la simulacion [30] .

Algunos comentarios recientes relativos a la PGD se pueden encontrar en [31] [32]
[33], asi como en el mas recientemente publicado [4].

Como podemos ver al repasar las referencias incluidas en este apartado, recogidas por
F. Chinesta en [21], todas ellas se refieren a trabajos realizados en los campos de la
mecanica, el desarrollo de materiales o la quimica, y son practicamente inexistentes los
desarrollos en el campo del electromagnetismo.

Ello deja constancia de que hay todavia un interesante y prometedor camino que reco-
rrer junto con la PGD en el campo del Electromagnetismo, continuando el abierto por
Maxwell mas de 150 afios atrds que como vemos aun no ha concluido.

2.7. Diferentes tipos de problemas electromagnéticos a resolver.

Dentro de los problemas planteados en el campo del electromagnetismo, podemos
diferenciar tres grandes tipos de problemas en funcion de los parametros caracteristicos
de cada uno en lo que se refiere a la evolucion de las magnitudes que los definen con
respecto al tiempo. Son los siguientes:

= Estaticos: En este tipo de problemas, que podria definirse como en Régimen
Permanente y cuyo analisis ha sido el mas estudiado a lo largo de la historia, y
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donde las cuestiones Magnéticas y Eléctricas pueden considerarse como to-
talmente independientes. La condicion principal que define estos problemas
es:

J0B

— =0 (2.7.1)

Jat
Las simulaciones para problemas de este tipo se suelen realizar mediante mé-
todos basados en Elementos Finitos.

= Cuasiestaticos: Como aproximacion para este tipo de problemas, se considera
que las corrientes de desplazamiento son nulas. Este tipo de problemas tam-
bién suelen ser estudiados por Elementos Finitos.

= Alta Frecuencia: Las simplificaciones realizadas para los problemas anterio-
res no tienen cabida en este tipo de problemas, por lo que hemos de considerar
que la expresion (2.7.1) ya no es nula. Para su resolucion, los métodos basados
en Diferencias Finitas suelen ser los mas utilizados dentro de los métodos nu-
méricos tradicionales, aunque el aumento de las frecuencias de trabajo en los
circuitos impresos que conforman los dispositivos eléctricos y electronicos ac-
tuales hacen necesaria la utilizacion de otros métodos basados en la optica.

2.8. Objetivos especificos de la tesis.

Hasta el momento han sido ampliamente utilizados diferentes métodos numéricos tra-
dicionales como diferencias finitas o elementos finitos pero sus inherentes limitaciones
los hacen aplicables principalmente a dominios muy reducidos. Es precisamente aqui
donde el método de la PGD puede ser aplicado para mitigar en parte este tipo de
limitaciones. A pesar de ello, es conveniente aclarar que aunque nuevas técnicas entren
en juego en el campo de la computacion, los métodos numéricos tradicionales segui-
ran utilizandose durante un largo periodo de tiempo ya que aunque posean limitaciones
como las comentadas, su fiabilidad es incuestionable y ha quedado patentada tras
cientos de afios-hombre de desarrollo, simulaciones, y validacion de las mismas.

Como objetivo principal de la tesis se plantea la investigacion de la aplicacion de
técnicas numéricas de reciente apliccion conocidas como Descomposicion Propia
Generalizada (Proper Generalized Decomposition-PGD), aplicadas con éxito en
otros campos de la mecéanica y la quimica, a la simulacion de fenomenos electro-
magnéticos en los diferentes elementos disefiados para la utilizacion de la energia
eléctrica.

Tal y como comentabamos en el apartado 1.3 de esta tesis, se plantea asi la revision de
los métodos utilizados hasta el momento para la simulacion de fenomenos del electro-
magnetismo en dispositivos electromecanicos y electromagnéticos, descubriendo las
limitaciones encontradas con los métodos tradicionales, y presentar técnicas novedosas
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aplicadas en otros campos como la mecanica, demostrando que su aplicacion en el
campo del electromagnetismo contribuye a paliar dichas limitaciones sin pérdida signi-
ficante de precision respecto a las simulaciones tradicionales.

La tesis se centra en la modelizacion de conductores de transmision de energia eléc-
tricas y sistemas de puesta a tierra, estructuras basicas en la tecnologia eléctrica que
nos servira para analizar y observar con detalle ademas de validar en base a métodos
tradicionales el gran potencial de la PGD, dejando abierta la aplicacion de la técnica a
elementos técnicamente mas complejos como transformadores y maquinas rotativas en
futuras publicaciones del Grupo de Investigacion de Instalaciones, Sistemas y Equipos
Eléctricos (ISEE) de la UPV.

En este momento, una vez conocido el Estado del Arte en lo que a Métodos Numéricos
en relacion con Electromagnetismo se refiere, podemos plantearemos objetivos mas
detallados, especificos y particularizados que completaran este apartado, que procede-
mos a describir a continuacion:

= A raiz del objetivo principal comentado para la tesis, podemos ampliarlo co-
mentando que se busca, por tanto, la aplicacion especifica de la PGD a pro-
blemas del electromagnetismo. Logrando soluciones con la misma precision
que FEM pero con mucho menos tiempo de calculo. Esto permitira abordar
problemas mas complejos (dominios mas grandes, mallas mas finas, transito-
rios mas largos, mayor numero de dimensiones, etc) que con FEM exigirian
tiempos de calculo excesivos y/o requisitos computacionales muy grandes.

= El trabajo persigue la optimizacion de la técnica de la PGD mediante el desa-
rrollo de modelos que permitan el célculo rapido de cualquier problema, inclu-
so de forma aproximada, que es lo que la ingenieria aplicada al mundo real re-
clama, buscando el virtuoso equilibrio entre precision y velocidad de
calculo que da lugar a la eficiencia industrial, por encima de una excesiva
precision en las simulaciones que generan procesos de disefio poco practicos e
ineficientes. En este caso, pretendemos ver que la PGD es capaz de lograr si-
mulaciones de gran precision que con errores muy reducidos que apenas afec-
tan al resultado final en comparacioén con el resultado empirico o el obtenido
por los fiables métodos tradicionales, reduce significativamente los tiempos de
simulacion.

= Al hilo del punto anterior, la tesis tiene como uno de sus fines la busqueda de
un cédigo de programacion Robusto y Flexible, mediante el desarrollo de
una formulacion discreta valida para cualquier problema, sea cual sea su ni-
mero y tipo de dimensiones. Esto supone generar un codigo simple y maneja-
ble para su aplicacion a cualquier problema del electromagnetismo.

= Ademas, en la presente tesis se pretende experimentar con las diferentes op-
ciones de aplicacion o configuracion que ofrece la PGD, llevandola hasta lo
mas profundo de sus bases, es decir, hasta la Plena Descomposicion o Total
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Desacoplamiento entre las variables que intervienen en el problema y que
representan las diferentes dimensiones, reduciendo un problema N-
dimensional a N problemas unidimensionales de sencilla resolucion. A esto se
une la utilizacién de mallas uniformes unidimensionales, las de mayor sen-
cillez, y que podran ser muy finas permitiéndonos extender el problema a
grandes dominios de andlisis en cualquier dimension espacial o temporal, de
gran utilidad, por ejemplo, en el analisis de puestas a tierra, donde las técnicas
tradicionales se ven claramente condicionadas por este punto. Las dos caracte-
risticas planteadas nos conduciran a las aportaciones claves de la técnica de la
PGD:

o Simplicidad del cédigo: Como se puede observar, para la resolucion
de problemas mediante la PGD, el cddigo puede plasmarse en una o
varias paginas, algo que para técnicas tradicionales no es muy comun,
lo que comporta una mayor facilidad de programacion y una clara re-
duccion de los medios de computacion necesarios; de hecho, la sim-
pleza y manejabilidad del mismo hace que pueda ser incluido como
parte de la presente tesis en el Anexo L.

o Reducida computacién: Quizas el mayor logro de la PGD sea la
contundente reduccion de los grados de libertad del problema, evitan-
do con ello la principal limitacion de los métodos tradicionales basa-
dos en mallas conocida como Maldicion de la Dimensionalidad (Cur-
se of Dimensionality), término acufiado por Richard E. Bellman
cuando investigaba sobre optimizaciéon dinamica [34], con lo que las
necesidades de computacion se reducen significativamente.

o Sencilla implementacién: Los dos puntos anteriores hacen accesible
la aplicacion de este método desde cualquier ordenador, lo que tam-
bién permite la posibilidad de obtencidon de los conocidos abacos vir-
tuales (virtual charts), que recogen soluciones pre calculadas para to-
dos los posibles valores de las diferentes variables, permitiendo
obtener rapidamente cualquier soluciéon aproximada a partir de las
condiciones que se presentan en un momento determinado sin necesi-
dad de resolver nuevamente el problema cada vez. Esto ultimo se co-
noce como problemas de identificacion inversa.

Posibilidad de plantear Problemas Paramétricos, con la creacion de los ya
mencionados abacos virtuales, propiciados por la elevada velocidad de calculo
de la PGD, lo que permite ademas simular al mismo tiempo numerosos valores
de cualquier variable o parametro que interviene en el problema.

Por ultimo, se plantea como objetivo la aplicacion de la PGD a los problemas
especificos comentados anteriormente sobre:
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Conductores eléctricos: Con ellos observaremos cémo las simula-
ciones realizadas mediante la PGD se ajustan a otras realizadas con
métodos de calculo tradicionales, con errores muy contenidos y casi
despreciables en la mayoria de los casos. Comprobaremos ademas que
se siguen cumpliendo y de forma muy fiel los efectos Pelicular o skin
effect y Proximidad, y las consecuencias que crean sobre diferentes
magnitudes de los conductores como la resistencia, inductancia o dis-
tribucion de corrientes o vector potencial magnético. Veremos que al
contrario de lo que sucede en la aplicacion de elementos finitos, don-
de son necesarias técnicas especificas de simulaciéon ante, por ejem-
plo, determinados tipos de corriente, la PGD es capaz de simular di-
versos escenarios sin necesidad de herramientas complementarias.

Sistemas de Puesta a Tierra: Del mismo modo, comprobaremos la
correlacion entre los resultados proporcionados por la PGD y los mé-
todos tradicionales y verificaciones empiricas para diferentes condi-
ciones de aplicacion en cuanto a tipos de materiales, conductividades
o diferentes corrientes, para lo cual la PGD no necesita ayudas suple-
mentarias donde otros métodos como FEM necesitan asistencia de
otras técnicas (como BEM) [35]. Se aplicara a electrodos no excesi-
vamente complicadas: Picas, placas, y mallas rectangulares con y sin
picas.
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Capitulo 3

Métodos Avanzados de
Computacion Numérica:

Proper Generalized
Decomposition

3.1. Introduccion.

El presente capitulo comienza repasando las dificultades recurrentes relacionadas con
simulaciones numéricas de problemas que podemos encontrar en cualquier area de
aplicacion de la ingenieria. Para mitigar estas dificultades, las técnicas de Reduccion de
Modelos constituyen una atractiva alternativa a técnicas de discretizacion tradicionales.

Durante esta primera parte del capitulo se realizard una breve revision de las técnicas
de reduccion basadas en Proper Orthogonal Decompositions (POD). Asi, se analiza su
uso sugiriendo el interés de las representaciones separadas a priori que son el nicleo de
la Proper Generalized Decomposition (PGD). Ademas, se describen las principales
ideas detras de la PGD, claves para el buen entendimiento de la técnica, remarcando su
potencial para hacer frente a los modelos de mecanica computacional estandar de una
forma no estandar, dentro de un nuevo paradigma de la ingenieria computacional. Para
completar esta primera parte meramente introductoria, se realiza una breve descripcion
de algunas aplicaciones de la PGD recientes en diferentes areas, lo que demuestra la
potencialidad de esta novedosa técnica.

La segunda parte del capitulo, centrada en los aspectos técnicos del método, trata de
introducir esta nueva técnica, nacida durante la Gltima década, que viene a resolver las
limitaciones surgidas en la aplicacion de los métodos numéricos tradicionales a la reso-
lucidén de problemas fisicos reales representados mediante ecuaciones diferenciales.
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Bajo el término Proper Generalized Decomposition, en adelante PGD, se designa esta
técnica utilizada para la resolucion de ecuaciones diferenciales basada en potentes téc-
nicas de reduccion de modelos (Model Reduction Order Methodes) que calcula me-
diante sucesivas iteraciones una representacion separada de un campo desconocido.

La PGD se presenta asi como una alternativa a las herramientas tradicionales que sor-
teando las limitaciones que poseen otras técnicas, conduce a resultados comparables
con los obtenidos mediante herramientas tradicionales, cuya fiabilidad queda fuera de
cualquier duda, pero con considerables reducciones en el tiempo de ejecucion para los
mismos medios tecnoldgicos.

Las principales novedades que aporta la tesis sobre trabajos realizados anteriormente
son parte de los objetivos que persigue, y son las siguientes:

= Optimizacion de la técnica de la PGD. La tesis lleva a cabo la aplicacion de
la PGD con la maxima descomposicion posible en funciones elementales, es
decir, los modos se consideraran formados por productos de funciones unidi-
mensionales (X, v, z, t, frecuencia, etc.), discretizadas posteriormente con ma-
llas unidimensionales uniformes. Esto nos permitira llevar a la técnica hasta la
Plena Descomposicion o Total Desacoplamiento entre las variables del pro-
blema, que junto con la utilizacién de mallas uniformes, nos permitira obtener
codigos simples, de sencilla implementacién y que necesitaran de reducidos
recursos computacionales.

e Aplicacion de la PGD en el campo del Electromagnetismo, ya que la gran
mayoria de las referencias que se pueden encontrar en la aplicacion de la PGD
se refieren al campo de la mecénica y los materiales. Este trabajo pretende uti-
lizar avances logrados en esos campos, y aplicarlos al campo del electromag-
netismo, con el objetivo de contribuir a seguir abriendo un nuevo frente en el
desarrollo y aplicacion de la técnica, que permita vencer las limitaciones y
problemas que hasta el momento se presentan con las técnicas de resolucion
tradicionales. Hasta el momento, pocas son las publicaciones de cierta rele-
vancia que podemos encontrar fuera de aquellas realizadas por el Grupo de In-
vestigacion de Instalaciones, Sistemas y Equipos Eléctricos (ISEE) de la UPV,
y son las desarrolladas por Henneron y Clénet [36] [37].

3.2. Objetivo del capitulo.

El objetivo perseguido en el presente capitulo, que constituye la parte central sobre la
que gira la tesis, es la justificacion de la conveniencia de la aplicacion de la técnica de
la PGD a la resolucion de ecuaciones diferenciales que modelan procesos reales, espe-
cialmente en el campo del Electromagnetismo, en lugar o como complemento a la apli-
cacion de los métodos numéricos tradicionales, como son Diferencias Finitas o Ele-
mentos Finitos, mostrando para ello las principales mejoras aportadas por la técnica
que supera algunas de las limitaciones que presentaban sus antecesoras.
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Para ello, se hara una sencilla explicacion del funcionamiento del método y se aplicara
a un problema simple que servira para compararlo con los métodos tradicionales: Dife-
rencias Finitas y Elementos Finitos.

3.3. Retos en simulacion numérica.

A pesar de los impresionantes progresos realizados durante las ultimas décadas en el
modelado, andlisis numérico, técnicas de discretizacion y ciencias de la computacion,
muchos de los problemas de la ciencia y la ingenieria siguen siendo intratables por su
complejidad numérica o limitaciones particulares, tales como el procesamiento en
tiempo real en plataformas de ejecucion (deployed plattforms). Se va a enumerar dife-
rentes escenarios que suponen un desafio para simulaciones numéricas eficientes, tal y
como describen los inventores de la PGD en varias de sus publicaciones, [4] y [32],
entre ellas:

= El primero se refiere a los modelos que se definen en espacios de elevada
dimension. Estos modelos suelen aparecer en la quimica cuantica para descri-
bir la estructura interna y comportamiento de los materiales, en las teorias ci-
néticas de fluidos complejos, la dinamica social, los sistemas economicos, los
fenomenos de flujo de trafico vehicular, sistemas biologicos complejos, las
multitudes y los enjambres que se encuentran en flujos congestionados y de
panico, y otrosa. Como comenta Chinesta [4], si se procede con la solucion de
un modelo definido en un espacio de dimension D usando una técnica estandar
de discretizacion a base de malla, en el que M nodos se utilizan para discreti-
zar cada espacio de coordenadas, el numero resultante de nodos alcanza el va-
lor astrondémico de MxD. Con M=10? (una descripcién muy burda en la practi-
ca) y D=30 (un modelo relativamente simple) la complejidad numérica es 10%.
Tradicionalmente, los modelos se han abordado mediante simulaciones esto-
casticas, pero estas técnicas tienen sus propias limitaciones, y es muy dificil
dentro del marco estocastico implementar analisis paramétricos o de sensibili-
dad que van mas allé del enfoque de calculo bruto de un gran ntimero de caras
simulaciones individuales.

= El control en linea o en tiempo real (On-line Control) de un sistema comple-
jo puede llevarse a cabo siguiendo diversos criterios. Por lo general se consi-
dera el sistema como una caja negra cuyo comportamiento se modela por una
funcion de transferencia relacionando las entradas del sistema con sus salidas.
Este enfoque pragmatico para el modelado puede parecer bastante burdo, pero
su sencillez es propicia para calculos rapidos. Se permite el control y optimi-
zacion de procesos una vez la funcion de transferencia adecuada esta disponi-
ble, cuya obtencion constituye el principal punto de complejidad. Para este
propésito, es posible proceder a partir de un modelo fisico simplificado a ve-
ces excesivamente o directamente a partir de experimentos, o bien de una
mezcla bien equilibrada de ambos enfoques. En todos los casos, el modelado
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resultante s6lo se puede aplicar en el marco que sirvid para obtenerlo. Cuando
se necesita una descripcion mas precisa del sistema, sin embargo, el enfoque
de modelado mediante una funcion de transferencia simple se convierte en in-
aplicable y se recurre a un modelo fisico detallado del sistema. En general, los
modelos fisicos de los sistemas complejos se formulan como un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales no lineal y fuertemente acopladas. Estos sis-
temas matematicos complejos pueden ser manipulados usando técnicas de si-
mulacion numérica avanzada, pero esto por lo general requiere de enormes
cantidades de recursos informaticos. Aunque una simulacion numérica deta-
llada produce una gran cantidad de informacién sobre el sistema objeto de la
investigacion, se antoja inadecuada en aplicaciones de control que requieren
respuestas rapidas, a menudo en tiempo real. Hasta la fecha, la simulacion
numérica detallada se utiliza sobre todo off-/ine (no en tiempo real), pero en
algunos casos puede ser utilizada para formular modelos simplificados (con
sus limitaciones e inconvenientes inherentes) que pueden ser implementados
en modo de tiempo real para el control on-line.

Muchos de los problemas en el modelado paramétrico, identificacion in-
versa y optimizacion, por lo general requieren, cuando se realizan con técni-
cas estandar, el calculo directo de un gran nimero de soluciones del modelo
en cuestion para valores particulares de los parametros del problema. Cuando
el nimero de parametros aumenta un procedimiento de este tipo se convierte
en ineficiente. De los puntos nombrados anteriormente, consideramos de espe-
cial importancia para todo lo relacionado con la ingenieria el campo de la
identificacién inversa, en el cual, conociendo las magnitudes caracteristicas o
variables que identifican el problema en varios puntos o bajo varias condicio-
nes, podemos conocer las magnitudes que se dan en el resto de puntos del do-
minio de trabajo.

Tradicionalmente, el campo de las ciencias de la ingenieria basados en la si-
mulacién se ha basado en la utilizacion de datos de entrada estaticos para rea-
lizar las simulaciones. Los datos de entrada incluyen parametros del modelo o
modelos, o condiciones de contorno que no se pueden modificar durante la si-
mulacién. Sin embargo, durante los ultimos afios ha surgido lo que se conoce
como Dynamic Data-Driven Application Systems (DDDAS), es decir Siste-
mas de Simulacion guiados por Datos Dinamicos o que varian durante la simu-
lacion, constituyen hoy en dia una de las aplicaciones mas exigentes de las
simulaciones. Por DDDAS identificamos un conjunto de técnicas que permiten
la conexion de herramientas de simulacion con dispositivos de control en
tiempo real de los sistemas complejos. Implica la capacidad de incorporar di-
namicamente datos adicionales en una aplicacion que se encuentra en ejecu-
cion, y a la inversa, la capacidad de una aplicacion para dirigir dinamicamente
el proceso de medicion, precisando con ello de simuladores en tiempo real en
muchas aplicaciones. Como ejemplo con notable exigencia para la técnica



Capitulo 3: Métodos Avanzados de Computacion Numérica: Proper Generalized Descomposition

pueden citarse los dispositivos tactiles, donde las fuerzas deben ser transferi-
das al dispositivo periférico a una frecuencia de 500 Hz. Los sistemas de con-
trol, identificacion de mal funcionamiento y reconfiguracion del mal funcio-
namiento también necesitan trabajar en tiempo real. Todos estos problemas
pueden ser vistos como ejemplos tipicos de DDDAS.

= La realidad aumentada es otra area en la que se necesita la simulacion efi-
ciente, rapida y precisa, con el objetivo de proporcionar en tiempo real la in-
formacion apropiada a la realidad percibida por el usuario. Plataformas como
smartphones o tablets son alternativas atractivas a las instalaciones de compu-
tacion a gran escala, y ya existen hoy en dia lineas de trabajo en este sentido.

* Incertidumbre inevitable. En la ciencia y la ingenieria, en su sentido mas
amplio, parece ahora obvio que hay muchas causas de la variabilidad. La in-
troduccion de dicha variabilidad, aleatoriedad y la incertidumbre en las herra-
mientas avanzadas de simulacion estd siendo una prioridad en los trabajos ya
desde hoy desarrollados.

Si bien la lista anterior no es exhaustiva, incluye un conjunto de problemas aparente-
mente no relacionados que sin embarco pueden ser tratados de manera uniforme como
se mostrara en capitulos posteriores, ya que su caracteristica comun es precisamente
que no pueden ser resueltos mediante la aplicacion directa de técnicas numéricas
tradicionales.

Chinesta y su equipo de investigacion, como muestra en su publicacion [4], contribuye
activamente durante los Ultimos afios al desarrollo de una nueva generacion de estrate-
gias de simulaciéon numérica conocidas bajo el nombre de Proper Generalized Decom-
position o PGD, que han demostrado ser muy adecuadas para hacer frente a los desa-
fios planteados.

La PGD puede ser vista a priori como un acercamiento al modelado de orden reducido.
En este capitulo, empezamos mostrando la construccion de un modelo de orden reduci-
do utilizando el método a posteriori estandar de la POD. A continuacion, presentamos
la técnica de la PGD, e ilustramos sus capacidades en una amplia variedad de aplica-
ciones.

3.4. Proper Orthogonal Decomposition (POD).

La POD fue la primera técnica utilizada para intentar salvar las limitaciones encontra-
das en la aplicacion de los métodos tradicionales a problemas cada vez mas complejos,
ya comentadas anteriormente. Con ello, la POD se convierte en la primera tentativa que
intenta sortear las restricciones de los métodos tradicionales, pudiéndose considerar de
este modo como un antecesor de la PGD.

La POD es una técnica de descomposicion que estd a medio camino entre los métodos
de calculo tradicionales y la PGD. A diferencia de esta ultima, la POD es una técnica
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que utiliza la Reduccion de Modelos a posteriori, es decir, que antes de aplicar méto-
dos de reduccion de modelos, lleva a cabo algunas simulaciones off-line para determi-
nar, mediante métodos tradicionales, el valor de la solucion ™, Vi € [1, - - -, N] y Vm
e[l -, Ml

Una vez se tienen estas soluciones, aplicando técnicas como la Singlular Value De-
composition (SVD), podemos obtener las primeras n funciones de forma ¢,, relaciona-
das con los n mayores valores propios que contienen la informacién mas relevante del
modelo, ya ordenadas en funciéon de su peso en la solucion final. Estas funciones de
forma se basan en unas determinadas condiciones de contorno para el problema y estan
adaptadas a las mismas, con lo que en la POD, estas funciones de forma son especificas
para cada problema con sus condiciones, son funciones de forma globales que se adap-
tan al problema global y no funciones locales como las utilizadas en FD o FEM. Con
ello, estamos cambiando la computacion de un gran namero de funciones de forma
pequefias, como sucedia en FD y FEM, por unas pocas funciones de forma de mayor
complejidad, pero que se encuentran ya proximas a la solucion de nuestro problema.

El calificativo de Ortogonal indica que cada funcién contiene informacioén unica, no
duplicada en otras funciones de forma, con lo que la optimizaciéon en la eleccion de
estas funciones de forma es maxima.

En este punto, interpolando entre modelos reducidos, tal y como muestran Amsallem y
Farhat [38], podremos obtener la solucion a nuestro problema.

Como sugiere el desarrollo de nuevas técnicas como la PGD, la POD posee diversos
inconvenientes que se listan a continuacion:

e En primer lugar, para abordar un problema mediante la POD debemos resolver
inicialmente el problema mediante métodos numéricos tradicionales bajo cier-
to niimero de escenarios o condiciones distintas para posteriormente poder
aplicar técnicas de Reduccion de Modelos. Como veremos a continuacion, la
PGD evita esta fase de pre-procesado mejorando asi el tiempo de compu-
tacion.

e No es posible actualizar la matriz de rigidez tangente, es decir, si las condicio-
nes de partida del problema se modifican, no es posible garantizar que la solu-
cion obtenida con las funciones de forma calculadas puedan darnos una solu-
cion fiable.

e Por tltimo, la convergencia no siempre es posible.

Estas técnicas a posteriori como la POD han sido aplicadas a estudios en el campo del
electromagnetismo para resolver problemas estaticos, o cuasiestaticos a frecuencias
industriales, tal y como muestran los articulos [36] [39] [40] [41].
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3.5. Operativa y aplicacion de la PGD.

Como ya se ha comentado anteriormente, la PGD es una técnica que se sirve de los
Meétodos de Reduccion de Modelos para llegar a la solucion final del problema, pero al
contrario de lo que sucede en la POD, la PGD lo hace en su primera fase, es decir, ‘a
priori’, sin pre-procesado. Con ello, la PGD genera los términos de la descomposicion
de forma automatica, sin necesitar de simulaciones previas.

Es importante resaltar, en comparacion con las técnicas tradicionales, la complejidad
computacional de la PGD aumenta de forma lineal con la dimension del espacio en el
que el modelo se define, en claro contraste con la escala exponencial de los métodos
basados en métodos numéricos tradicionales.

La operativa de la PGD consiste basicamente en transformar un problema de varias
dimensiones en una multiplicacién de vectores de dimensiones inferiores. En esta tesis
se propone, adicionalmente, llevar la descomposicion a su maximo desarrollo em-
pleando so6lo funciones unidimensionales. De esta forma, se reducen los tamafios y
tiempos de calculo, puesto que la computadora maneja un nimero mucho menor de
datos.

UCx,y,z,t) = zX(x) YY) -2(2) - T(b) 3.5.1)
i=1

Donde m es el nimero de modos. Es necesario aclarar que se define modo como cada
uno de los productos que compone el sumatorio anterior. Conviene diferenciarlo con el
nodo, término que utilizaremos asiduamente, y que representa cada uno de los puntos
en que se divide el dominio del problema para su descomposicion.

Con ello, el modo i quedaria representado por la siguiente expresion producto de fun-
ciones unidimensionales:

X;(x) - Y,(v) - Zi(2) - T; (1) (3.5.2)

Mas adelante se vera como estas funciones unidimensionales se obtienen resolviendo
técnicas de discretizacion en 1D (FEM, FD).

3.5.1. Flujograma de operacion.

Seguidamente se presenta el flujograma que resume el algoritmo de aplicacion del
método de resolucion propuesto por la PGD, con el fin de tener una vision global de la
aplicacion del método desde el primer momento.
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Figura 3.1. Diagrama General de Resolucion mediante la PGD.

Segun lo mostrado en el flujograma adjunto, inicialmente se realiza la definicion de
los dominios, es decir, la definicion del tamafio y nimero de nodos de la malla para
cada una de las dimensiones que intervienen como variables en el problema, pudiendo
ser estas variables espaciales, temporales o incluso parametros variables.

Posteriormente se crean las matrices de integracion. Estas matrices vienen definidas
por los términos con derivada segunda, derivada primera o sin derivada que existen en
la ecuacion diferencial a modelizar.

El siguiente paso serd la inicializacién de los modos, como punto de partida del pro-
ceso iterativo.

A continuacién se procede al calculo de modos, a partir de los valores de los modos ya
conocidos e inicializando cada nuevo modo con valores aleatorios. Se realiza un proce-
so iterativo dimension a dimension hasta obtener la convergencia, alcanzando la Solu-
cion Definitiva, suma de las soluciones parciales unidimensionales.
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El nimero de modos puede ser o no predeterminado. En este caso (no predeterminado)
se introduce, para parar el proceso, una condicion adicional de convergencia.

3.5.2. La obtencion de los modos.

En los problemas reales, ademas de las incognitas del problema, hay datos del dominio
donde se define el problema. En la formulacion PGD, los datos de los elementos que se
encuentran dentro del dominio también deben de expresarse como suma de modos, que
en esta tesis son producto de funciones unidimensionales (3.5.1). Esta descomposicion
se puede hacer en casos simples de forma directa y en casos complejos utilizando la
SVD (Singular Value Decomposition).

Los modos que componen un determinado problema, pueden ser conocidos o no. Si
son conocidos, como en el ejemplo que veremos a continuacion, el proceso es mas
sencillo. En los problemas reales, sin embargo, lo normal es que los modos no sean
conocidos. A continuacion se presenta un sencillo ejemplo en 2D que ilustra el concep-
to de modo y la ventaja de la la PGD en cuanto al nimero de datos a procesar.

3.5.3. Obtencion de los modos para los datos del dominio del problema (datos cono-
cidos a priori)

En todo problema existen parametros o datos necesarios para la definicion del mismo,

es decir, el dominio y las condiciones de contorno suelen ser conocidos, ademas de

otros parametros que puedan determinarlo mas. Es en ese dominio donde se resuelve

un problema representado por una determinada ecuacion diferencial.

Meétodos clasicos, como elementos finitos, resuelven el problema discretizando el do-
mino completo y resolviendo la ecuacion en todas sus dimensiones al mismo tiempo.
En el caso de la PGD, la solucién de la variable sera una suma de productos de funcio-
nes undimensionales, lo que simplifica la resolucion del problema. La descomposicion
del dominio puede llevarse a cabo segun los dos métodos que se exponen en los si-
guientes apartados.

3.5.3.1 Descomposicion Directa en Modos para Casos Simples.

Se plantea el ejemplo consistente en un dominio bidimensional con zonas diferentes
con dos tipos de valores representados como ceros (blanco) y unos (azul). Podrian ser,
por ejemplo, zonas conductoras o no conductoras de una placa de circuito impreso, dos
conductores concéntricos, guias de onda, etc.

En este caso la descomposicion de la expresion (3.5.1) se transforma en:

1=3
A(X,Y) = Z X(x) - Y(y) (3.5.3)
i=1

Donde m ha tomado el valor tres.
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El ejemplo esta representado de forma grafica en la Figura 3.2. Las Figura 3.3,Figura
3.4 y Figura 3.5 representan los tres modos en los que se descompone la Figura 3.2.

Y

X

Figura 3.2. Representacion de la seccion ORIGINAL a descomponer para aplicacion de la PGD.

Para descomponer la Figura 3.2, procedemos creando una suma de multiplicaciones de
vectores que representen las diferentes areas que conforman la imagen original.

Se va a trabajar con mallas de 20 nodos por dimension. El modol (Figura 3.3) corres-
ponde al sumando (i = 1): (X; - Y;), donde X; e Y; corresponden a vectores columna
de dimension 20, formados por 3 ceros, 14 unos y 3 ceros, tal y como se muestra a
continuacion:

X{=[00011111111111111000] (3.54)
Y/=[00011111111111111000] (3.5.5)

De forma similar se forma el modo 2 (X, - Y,), donde X, ¢ Y, corresponden a vectores
columna de dimension 20, formados por 5 ceros, 10 unos negativos y 5 ceros, tal y
como se muestra a continuacion:

X;=[00000111111111100000] (3.5.6)
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Y,=[00000-1-1-1-1-1-1-1-1-1-100000] (357)

En el modo3 (X5 -Y;), donde X5 ¢ Y5 corresponden a vectores columna de dimension
20, formados por 7 ceros y 6 unos y 7 ceros, como vemos en las siguientes expresio-
nes:

X;=[00000001111110000000] (3.5.8)

Y;=[00000001111110000000] (3.5.9)

En este ejemplo, los dos vectores de cada modo X; e Y; son idénticos al ser la figura
simétrica, pero no lo serian si no existiera dicha simetria.

A continuacion, se muestran las figuras que suponen la descomposicion de la forma
original.

X1

0 0

Figura 3.3. Representacion de la descomposicién en modos de la seccion propuesta para aplica-
cion de la PGD: MODO 1°.
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Figura 3.4. Representacion de la descomposicion en modos de la seccion propuesta para aplica-
cion de la PGD: MODO 2°.

X3

0 0

Figura 3.5. Representacion de la descomposicion en modos de la seccion propuesta para aplica-
cion de la PGD: MODO 3°.

44



Capitulo 3: Métodos Avanzados de Computacion Numérica: Proper Generalized Descomposition

La suma de las tres imagenes de la figura anterior crea como resultado la imagen origi-
nal representada en la figura objeto de descomposicion. Agrupando los modos queda la
representacion mostrada en la siguiente figura:

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Tabla 3.1. Valores de los diferentes modos de un problema bidimensional con m=3..

De forma vectorial, la descomposicion también podria expresarse como:
AXY) =Y - X +Y, - X, +Y5-X5' (3.5.10)

Resultando:
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AX,Y) = (3.5.11)

=S
e R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=
e R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=R=
QO OO R R RFERRERRERER R R R R -0 OO
QO OO R R RFERRERRERRER R R R R R - OO0
CoOOoORrROOCOCOOCOOCOCOCORROOO
CoOoORrRrOOCOCOOCOOOCOCORROOO
cCooORROORRRRRHROORROOO
cCooORROORRRRRROORROOO
cCooORrROORRRRRROORROOO
cCooORrROORRRRRROORROOO
cCooORrROORRRRRROORROOO
cCooORROORRRRRROORROOO
CoOOoORrROOOCOOCOOCOCOCORROOO
CoOoORrROOOCOOCOOOCOCORROOO
QOO R R R RERRERRERRPRPRER R -0 00
QOO R R RERRERRERRERRERR R -0 00
< E=E=R=R=R=R=R=Rk=k=k=k=E=R=R=R=R=R=E=E=
< E=E=R=R=R=R=R=R=k=E=k=E=R=R=R=R=R= R
OO0 0000000000000 OO OO

De este modo, el dominio propuesto de 20x20 nodos, en total 400 nodos, se representa
a partir de los tres modos definidos con un total de 120 valores, mucho menor que los
400 nodos inicialmente utilizados, lo que claramente reduce los requerimientos compu-
tacionales, tanto en memoria utilizada como en tiempos de procesamiento.

La expresion 3.5.2 se puede expresar de forma mas compacta:

AKX Y) =Y X' (3.5.12)
Donde:

Con ello la Tabla 3.1 puede separarse en dos tablas independientes, X e Y, una por
dimension, representadas como muestra la Tabla 3.2.
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Y1 Yz Y3 X1 Xz X3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 -1 o
1 1 0 1 -1 o
1 1 1 i -1 .
1 1 1 N -1 .
r= 1 1 1 X= i -1 .
1 1 1 N -1 .
1 1 1 N -1 .
1 1 1 i -1 .
1 1 0 1 -1 o
1 1 0 1 -1 o
1 0 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Tabla 3.2. Valores, 120 en total, que componen los diferentes modos, 1, 2 y 3, en que se descom-
pone cada dimensién.

Y asi tenemos representado mediante modos la figura original que queriamos descom-
poner, con una reduccion del 70% en la cantidad de nodos utilizados inicialmente.

Generalizando, se puede representar una solucion mediante la suma de multiplicacio-
nes de vectores. Asi, tendremos una matriz para cada una de las variables de nuestra
ecuacion cuyo niimero de filas sera igual a los nodos o puntos de malla que tiene esa
variable (Nx,Ny,Nz,Nf) y el nimero de columnas dependera de lo compleja que sea la
solucion, lo que a partir de ahora conoceremos como numero de modos (Nm).

Para nuestro ejemplo, estos parametros toman los valores Nm=3, y Nx=Ny=20.
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Figura 3.6. Descomposicion de variables en sus diferentes modos.

El nimero de modos serd el mismo para todas las variables, pero no asi el nimero de
nodos, es decir, las dimensiones de las variables no tendran necesariamente el mismo
valor. El modo mas importante, el que mayor parte de la solucidon aportara, es el pri-
mero y a medida que se van afiadiendo modos la aportacion a la solucion de cada uno
de ellos pierde importancia. Es por ello que, a mayor complejidad de la solucién, ma-
yor numero de modos habra que utilizar, pero para limitar el nimero de modos a utili-
zar se controlara el error cometido en cada iteracion.

La multiplicacion se debe hacer como se ha indicado anteriormente en el ejemplo, de la
forma que expresa la ecuacion (3.5.10). Puesto que son dos dimensiones basta con
trasponer una solucion (Y-X’ representado en la siguiente figura). Cuando se afiadan
mas variables se indicarda el procedimiento seguido para la operacion.

Figura 3.7. Reorganizacion de la descomposicion de variables en sus diferentes modos para
operacion.
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3.5.3.2 Descomposicion mediante la Singular Value Decomposition (SVD) para Casos
Complejos.

Una vez vista la descomposicion mediante la utilizacion de modos que puede ser apli-

cada a casos relativamente sencillos, presentamos una herramienta que se utiliza habi-

tualmente para casos de mayor complejidad, como podria ser la descomposicion de

imagenes.

La Descomposicion en Valores Singulares (en castellano) o Singular Value Decompo-
sition (SVD) (en inglés), consiste en la representacion de una matriz segin tres matri-
ces, una de ellas diagonal, que multiplicadas entre si nos daria la matriz descompuesta,
y ademds, los valores contenidos en la diagonal de la matriz central, se encuentran
ordenados entre si de mayor a menor y representan el peso de los diferentes vectores
propios que forman las filas y columnas de las otras dos matrices, con lo que permiten
la aproximacion de la matriz descompuesta s6lo con la utilizacion de un determinado
numero de filas o columnas, segiin sea la precision requerida.

Seglin teoremas del algebra clasica, toda matriz A € MxN, M > N (cuadrada o no,
simétrica 0 no) tiene una factorizacion expresada matematicamente de la siguiente
forma:

A=U-z-VT (3.5.15)

donde U € R™™ con columnas ortogonales y V7 € R™™ matriz ortogonal y ¥ una
matriz diagonal (m X m), siendo m el nimero de modos. Este resultado se llama “Des-
composicion en Valores Singulares” (SVD), y es una de las mas importantes entre las
descomposiciones de matrices debido a la importancia de sus aplicaciones.

Aplicando la ecuacién anterior a un problema bidimensional como el presentado ante-
riormente, y con la nomenclatura utilizada hasta el momento, tendriamos:

AX,Y)=Y -2 X (3.5.16)

En los casos que nos ocupan, tendremos que X sera una matriz diagonal m X m, U sera
una matriz con columnas ortogonales de M X m, y V serd una matriz ortogonal de
N X m. Si los valores singulares NO NULOS de A son 0; = 0, = ... =2 0, > 0, con
r<m, vy siel rango de A es r <n (idem para A’'-A), entonces 0,1 = Opyp =
... = 0y, = 0, entonces £ de m X m tendrd una forma en bloques (un bloque diagonal
D de r X r (pudiendo ser r = m), a su derecha una matriz de ceros 0 de v X (m — ),
abajo a la izquierda otra matriz de ceros 0 de (m —r) X r, y el ultimo bloque en la
diagonal de ceros 0 den (m —r) X (m —r):
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Y =

b 0] (3.5.17)

0 0

Con:

g 0
D=|: -~ ] (3.5.18)

0 Oy

Si r coincide con n, las matrices D y Z son iguales y las matrices nulas 0 no aparece-
ran. Por tanto, obtendremos un total de r valores singulares, que representan el peso de
cada una de las columnas o filasde U (= Y) y V(= X) en la composicion de la matriz
A. Asi, seleccionando un reducido niimero de valores, los mayores de todos ellos, po-
dremos obtener la matriz A de forma muy aproximada reduciendo el numero de opera-
ciones necesarias en la relacion r entre el nimero de valores propios elegidos, en fun-
cion de la precision deseada en la aproximacion.

En cuanto a su utilizacion en MATLAB, la descomposicion se aplica introduciendo
una matriz A, de la cual resultaran tras la descomposicion tres matrices: U, D, V . El
codigo que debera introducirse sera:

[U,D,V] = svd(A); (3.5.19)

Doénde:

= D indica el factor de importancia y es una matriz diagonal de las mismas di-
mensiones que A.

De tal forma que se cumple:
A=U-D-VT (3.5.20)

Por ultimo, hemos de indicar que la SVD es una técnica de aplicacion a casos en 2D,
por lo que cualquier problema con mas dimensiones debe ser transformado en un pro-
blema bidimensional, como se ve en el ejemplo de la Figura 3.8.

Aplicacion de la SVD al ejemplo anterior:

Ayudandonos de MATLAB, podemos aplicar la SVD a la Figura 3.2 buscando la des-
composicion de la misma. Para ello, introducimos la matriz 4 (3.5.11) en MATLAB, y
escribimos la orden representada en la expresion (3.5.19), obteniendo las tres matrices
U, D y V indicadas anteriormente.
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Las matrices U y V no se representaran por su tamafio, y porque en este punto sus valo-
res no nos aportaran informacion relevante y complican la redaccion en este formato,
pero si se representa la matriz D, que seria la siguiente:

D=
1065 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O O O O 00O OO0
0O 33 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O0O0OT OO
O 0 269 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O0O0OTO OO
O 0 0 ~00 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
O 0 0 0 ~00 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
O 0 0 0 0 ~00 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOT OO
O 0 0 0 0 0 ~00 0 0 0 0 0O 0 0O0OGOT OO
O 0 0 0 0 0 0 ~00 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
O 0 0 0 0 0 0 0 ~0 0 0 0 0 0 0O0O0TOTO OO
0O 0 0 0 0 0 0 0 0 ~0 0 0 0 0 0200O0O0O00 @521
O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~00 0 0 0O0O0TOTO OO
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~00 0 0O0O0GOTO OO0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~0 0 0O0O0GO0TO OO0
O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ~00000TO00
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0O0OOGOTO OO
©O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 000000
©O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 000000

Como podemos ver en ella, los tres primeros valores de la diagonal son los tnicos
realmente representativos, ya que el cuarto valor, aunque no se haya representado, es
del orden de 10716, y el resto todavia menores, con lo que apenas tienen peso en la
solucion final. Esto significa que con solo las 3 primeras filas de la matriz U, y las 3
primeras columnas de V, ademds de los 3 primeros elementos de la diagonal de po-
driamos obtener una soluciéon muy aproximada de la original

Para la matriz diagonal D, tomariamos solo los 3 primeros elementos de la diagonal, y
resultaria la siguiente matriz:

d=( 0 334 0 (3.5.22)
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La matriz U pasaria a ser u, y tomaria solo las tres primeras columnas de U, mientras
que la matriz V seria ahora v, tomando Unicamente las tres primeras filas de V, y ten-
drian los valores que se muestran a continuacion:

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0,333 -0,304 -0215 0,333 0304 -0.215
0,333 -0,304 -0215 0,333 0304 -0.215
0,125 0363 -0,320 0,125 -0,363  -0,320
0,125 0363 -0,320 0,125 -0,363  -0,320
0,286 0,130 0,260 -0,286  -0,130 0,260
0,286 0,130 0,260 -0,286 0,130 0,260
0,286 0,130 0,260 -0,286 0,130 0,260
Y=1.028 0130 0,260 = | -028 -0,130 0,260 (3.3.23)
0,286 0,130 0,260 -0,286 0,130 0,260
0,286 0,130 0,260 -0,286 0,130 0,260
0,125 0363 -0,320 0,125 -0,363  -0,320
0,125 0363 -0,320 0,125 -0,363  -0,320
0,333 -0,304 -0215 0,333 0304 -0.215
0,333 -0,304 -0215 0,333 0304 -0.215
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

Es trivial comprobar que podriamos obtener una muy buena aproximacion de la matriz
inicial A, inicamente operando:
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Aplicaciones practicas de la SVD en el panorama actual:

Las aplicaciones tecnoldgicas en la actualidad de esta descomposicion u otras similares
son innumerables y de vital importancia en la industria actual. Una de las mas impor-
tantes y llamativas aplicaciones de la descomposicion SVD es su utilizacion en la
compresion de imagenes digitales de modo que puedan ser trasmitidas de manera
eficiente por medios electrénicos (internet, satélite, etc). Un claro ejemplo lo muestran
David Amsallem y Charbel Farhat, de la Universidad de Stamford, cuando explican el
funcionamiento de la compresion de imagenes [38]. Seglin el mismo, considerando una
representacion de una imagen en color RGB mediante M por N pixeles (asumiendo que
M < N, por ejemplo una imagen panoramica, con M = 285 y N = 499). Esta imagen
puede ser representada por una matriz real A;, de tamafio M X N X 3 (donde el 3 re-
presenta los colores basicos que componen cualquier imagen RGB) que es convertida a
una matriz A3 de tamafio (3 - N) X M en su adaptacion a la bidimensionalidad, segin
se muestra en la .Figura 3.8.

Fuente: Farhat C., Stanford University
Figura 3.8. Conversion de la matriz A1 a la matriz A3, bidimenional.

Finalmente, A; puede ser aproximada usando la SVD como sigue:
r r
As =0y -uyvl + - +0,.uvh = Z o wvl = Z 0; * ViX; (3.5.25)
i=1 i=1
Se podria recomponer la imagen a partir de sus valores singulares de la matriz de datos

(o imagen), como se muestra en el siguiente ejemplo, donde Aj € R eg decir,
una imagen con resolucion (3 X 499) x 285 pixeles, en total 426.645 pixeles.

Vemos la reconstruccion de la imagen en funcion del nimero de modos utilizados:
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a. 1Modo b. 2 Modos ¢. 3 Modos
d. 4 Modos e. 5 Modos f. 6 Modos
g. 10 Modos h. 20 Modos i. 50 Modos
j- 75 Modos k. 100 Modos 1. 285 Modos

Fuente: Farhat C., Stanford University
Figura 3.9. Reconstruccion de la imagen original en funcién del nimero de modos utilizados.

En este caso, cada modo estaria compuesto por un total de M + N = 285 + 499 =
784 elementos por modo. En la Figura 3.9 se observa claramente que con un niimero
muy limitado de modos, por ejemplo 50, es posible representar una imagen relativa-
mente nitida; en ese caso, s6lo con un total de 50 X (M + N) = 39.200 elementos
conseguiriamos representar con gran nitidez la imagen original que contaba con un
total de 426.645 pixeles. De cualquier forma, a mayor nimero de modos, mayor preci-
sion en la reproduccion.

No en vano, una de las principales ventajas de la PGD es que obtiene los modos, y
ademas los ordena de mayor a menor peso en la composicion de la solucion, por lo que
la descomposicion realizada es 6ptima.
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Como vemos, la SVD tiene una gran utilidad en compresion y descompresion de
datos en general. Las imagenes son un tipo de dato muy dificil de descomponer ya que
no se suelen adaptar a patrones predeterminados que faciliten la descomposicion, y aun
asi vemos la potencia de estos métodos en el ejemplo anterior; si consigue estos ratios
de simplificacion con imagenes, no es dificil imaginar la gran ventaja que puede supo-
ner su aplicacion a problemas tridimensionales respecto a los métodos tradicionales.

Anteriormente a la SVD era comtin el uso de técnicas de descomposicion de relativa
complejidad, denominadas de alta dimension, como la Descomposicion Canonica (Ca-
nonical Decomposition o CANDECOMP, también conocida como Analisis del Factor
Paralelo (Parallel Factor Analysis o PARAFAC), nacidas durante los afios 70. Una
revision de la técnica puede ser consultada en [42], donde se presentan diferentes alter-
nativas para su aplicacion.

Mas ejemplos de estas aplicaciones pueden consultarse en las referencias que se sefia-
lan al final del capitulo [38].

3.5.4. Obtencion de los modos para las variables solucion del problema (desconoci-
das a priori).

Anteriormente explicamos como descomponer elementos que forman parte del domi-

nio de cualquier problema, previamente conocidos.

En el caso de no conocer la solucién de lo que queramos descomponer, que es lo que
suele suceder cuando nos enfrentamos a un problema o ecuacion diferencial descri-
biendo un cierto fendmeno fisico que deseamos resolver, obviamente no es posible
conocer los modos inicialmente, ya que no disponemos de la solucién final y no la
podemos descomponer de ninguna manera.

3.5.4.1 Inicializacion de los modos.

En ese caso, comienza el proceso con la etapa de Inicializacion de los Modos, como
se puede ver en la Figura 3.1. Esta etapa consiste en asignar un valor inicial al primer
modo, es decir al producto de las primeras funciones de cada dimension, valor que
puede ser aleatorio, y que muchas veces, por comodidad, puede ser el valor cero.

3.5.4.2 Calculo de Modos.

Una vez asignados los primeros modos, podemos comenzar la etapa denominada
Calculo de Modos. Esta es la etapa clave en la PGD, ya que es la que va confeccio-
nando las soluciones del problema a resolver.

Aunque ahora X; e Y;, funciones que conforman el primer modo de la solucion, tienen
ya un valor tras asignarselo en la etapa anterior, este valor es hipotético y s6lo nos sirve
para comenzar en proceso iterativo. Tomamos estos valores iniciales, que denomina-

mos X;° e ¥,°, y comenzamos el proceso iterativo.
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MODO 1: Célculode X; e Yy

Considerando que X1° es conocido, sustituyéndolo en la ecuacion diferencial, podre-
mos resolver y calcular Y1, teniendo la primera solucion a la primera funcion en la
dimension X que forma parte del primer modo de la solucién final; a partir de ¥4, que
es conocido, calculamos X, sustituyendo en la ecuacion. En este momento compro-
bamos si el error entre los X 10 e Y10 anteriores y los nuevos X 11 e Y11, es menor
que el error deseado mediante la expresion (3.5.66); en caso afirmativo, podemos
decir que tenemos el valor definitivo del primer modo; en caso negativo, continua-
mos el proceso iterativo, para calcular a partir de X;* e ¥;*, un nuevo valor que forma-
ria parte del primer modo, que seria X;2 e ¥;2. Continuariamos este proceso hasta que
en la iteracion p obtuviéramos un error entre pasos menor que el deseado, y en este
momento tendriamos los valores definitivos del primer modo, es decir, X{¥ = X; e
Y. =Y;. En este momento, la solucion del problema queda representada por la si-
guiente expresion:

Ale,y) =X, (x0) - () =X (3.5.26)
Normalmente un modo no es suficiente para representar correctamente la solu-
cién, por lo que debemos seguir buscando los modos que complementen a estos

primeros modos para lograr una solucion mas precisa.

MODO 2: Calculo de X, e Y5:

Siguiendo el método de calculo anterior, supondremos las funciones iniciales, X,° e
Y,°, que Inicializaremos asignandoles un valor aleatorio. A partir de ellos, y del modo
1 de la solucién (XY ), comenzamos un proceso iterativo similar al anterior buscan-
do la convergencia, que sera encontrada cuando la diferencia entre dos pasos consecu-
tivos sea menor que la requerida por expresion (3.5.66). En ese momento, finalizara el
proceso iterativo para el calculo de los vectores que componen el modo 2, obteniendo
asi X, eY,.

Es importante observar que los datos de partida para resolver la ecuacion en cada
una de las iteraciones, no s6lo deben partir de las nuevas funciones que componen
el segundo modo X,° e Y,° inicializadas, sino que deben tener en cuenta los mo-
dos calculados anteriormente, en este caso el modo 1, producto de las funciones X

e Y4, para la iteracion, considerando como valor de la variable la expresion
(3.5.27).

A, y) =X, "1+ X;- Y, (3.5.27)
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MODO M-ESIMO: Cilculo de X, e Y,

Una vez calculados los m — 1 modos iniciales que componen la solucién final, proce-
demos a calcular X,,, e Y,,,, siguiendo exactamente el mismo proceso llevado a cabo
con los modos anteriores, esta vez teniendo en cuenta que el modo m-ésimo hara
que la solucion tome el siguiente valor:

m m-—1
A(x,y)zZXi~m=Xm-Ym+ in.yi (3.5.28)
i=1 i=1

Para facilitar una mejor comprension de esta etapa de Calculo de los Modos, explica-
mos paso a paso el proceso descrito lineas arriba en la Figura 3.10, a modo de sintesis.

Figura 3.10. Descripcion del Calculo de Modos mediante 1a PGD en un problema bidimensional
similar al ejemplo utilizado durante el capitulo.
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3.5.4.3 Sintesis del Procedimiento Operativo de la PGD.

Como sintesis del Proceso de Calculo mediante la PGD, mostramos a continuacion la
Figura 3.11 ya mostrada anteriormente, desgranando ahora cada uno de los pasos prin-
cipales del método de calculo e identificando en cada paso los elementos que intervie-

nen.

Figura 3.11. Diagrama del Proceso Completo de Resolucion mediante la PGD detallado, para
un problema tridimensional genérico (dos dimensiones espaciales mas tiempo).

Como vemos en la Figura 3.11, todo lo reflejado sigue lo descrito detalladamente con
antelacion, pero se introduce aqui lo que veremos en proximos apartados, y ya con
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detalle en el Capitulo 4, sobre las matrices de integracion, que contienen los diferen-
tes coeficientes que toman parte en el problema, en funcion del tipo de dimension al
que acompafian (espacial, temporal, paramétrica), construida a partir de la ecuacion
diferencial que define el problema. Estas matrices son la forma operativa que tenemos
para resolver las integrales que se plantean en la formulacion integral de las ecuaciones
diferenciales a resolver, como veremos al resolver la Ecuacion de Poisson como ejem-
plo.

3.5.4.4 Claves Operativas de la técnica de la PGD.

Una vez visto todo esto, podemos decir que una gran ventaja aportada por la PGD
es que permite trabajar con funciones unidimensionales, lo que simplifica notable-
mente la resolucion del problema y reduce el coste computacional de su procesamiento.

Un punto clave que podemos suponer observando el esquema que muestra el proceso
de calculo (Figura 3.11), es la Convergencia del método, ya que no es algo obvio
vista la operativa del mismo. Respecto a la convergencia, podemos decir que hasta el
momento el método de la PGD no tiene problemas para converger tanto en problemas
de tipo eliptico, como puede ser la resolucion de la ecuacion de Poisson, como en pro-
blemas parabélicos, donde interviene el tiempo como dimension adicional, como seria
la ecuacion de la Difusion; incluso en problemas no lineales, suele aportar buenos re-
sultados. Unicamente han sido observados problemas de convergencia en su aplicacion
a problemas de tipo hiperbolicos, donde se considera el desplazamiento. Es convenien-
te recordar que la PGD es todavia un método incipiente, en fase de experimentacion y
sobre el que diferentes grupos de investigadores, entre ellos matematicos, estan traba-
jando en diversos campos; de hecho, todavia no existe una explicacion matematica
clara de las circunstancias que condicionan su convergencia, a pesar de que se ha mos-
trado como un método muy robusto, lo que tampoco supone una gran limitacion para
su aplicacion hasta el momento.

3.5.4.5 Ecuaciones diferencialesen PGD: aplicacion a la Ec. de Poisson.

Anteriormente hemos visto que partiendo de una imagen y transformandola en valores
matriciales, éramos capaces de recomponer la solucion tras la computacion separada de
cada una de las variables resultantes de la descomposicion. Es decir, partiamos de una
imagen que deciamos era la solucion y la representamos mediante una suma de vecto-
res. Veremos ahora mediante la resolucion de una ecuacion que representa un feno-
meno fisico real la obtencion de los modos en los que podemos descomponer una solu-
cién sin conocerla previamente. Estos modos son los que calcularemos mediante una
programacion iterativa en MATLAB a partir de nuestra ecuacion diferencial, siguiendo
el proceso mostrado en la figura Figura 3.11.

Suponemos que debemos resolver la siguiente ecuacion diferencial, conocida como
Ecuacion de Poisson:
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62A 9%A

oy =—f (3.5.29)

Donde podemos descomponer la incognita, simplificando la notacion al mismo tiempo
(X;(x) = X;) como:

AGY) = D X0 Hi0) = ) X, (3:530)
i=1 i=1

Y del mismo modo con la fuente como:

mg mg
FO9) =D i@ fr0) =D fuj fry=fi-fr (3:5.31)
=1 =1

En las expresiones anteriores, m representa el nimero de modos de la solucién; por su
parte, my representa el nimero de modos que compondra la fuente, previamente cono-
cida.

Se utiliza aqui el concepto de funcion de prueba, donde A(x,y)* puede representar
cualquier funcion de test conocida, como por ejemplo la que propone Rifz de gran utili-
zacion para el caso de Elementos Finitos, con la que se aplica el Método de Ritz-
Galerckin. A(x,y)* es una funcion de variacion arbitraria de la solucidn. Esta funcion
de prueba ayuda en el planteamiento de la ecuacion en su formulacion débil, para inte-
grarla por partes a lo largo de todo el dominio del problema, que seria:

ﬂ;en v A, y)* (ax (aA((;; Y)) + 9 - (GA((;; y)) +f(x,y)) dx-dy=0 (3.5.32)

En la expresion (3.5.32), lo que hay entre los paréntesis vale cero, de acuerdo con
(3.5.29). Por tanto, al multiplicar por cualquier funcién o valor (en este caso A(x,y)")
e integrar en todo el dominio en el que se cumple la ecuacion de Poisson, el resultado
es cero.

ﬁ;en - (ax aA((;; y)) + 2 - <6A((;;y)) +f(x,y)> dx-dy=0 (3.5.33)

Calculo del modo inicial:

De acuerdo con lo explicado previamente (puntos 3.5.4.1, 3.5.4.22 y 3.5.4.3, y Figura
3.10 y Figura 3.11), comenzamos calculando el modo inicial, es decir i = 1, para gene-
ralizar el calculo a partir del mismo al resto de modos. Con ello, la solucién en este
punto estaria compuesta por un producto de funciones componiendo el primer modo, y
la funcion de prueba tendra la forma que se ve en (3.5.35).
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Aloy) =X, (x) - () =X, 1 (3.5.34)
A, y) =X, () - i)+ X,(0) - YO =X, Vi + X, - 1" (3.5.35)
foy) =fx-fr (3.5.36)

Y sustituyendo en la ecuacion (3.5.32), formulacion débil, tendriamos:

ff X+ X )
XEQy YyEN,

a <6X1 * Yl) + a (aXl * Yl)
dx\ Ox dy\ 0y cdx-dy =0
+fx - fy

En este momento, en lugar de una integral bidimensional se puede integrar cada dimen-
sion por separado, pues tras el proceso de Separacion de variables, ahora las funcio-
nes dependen cada una de una variable. Este es uno de los puntos clave de la PGD,
pues desaparecen las integrales bidimensionales y se sustituyen por producto de inte-
grales unidimensionales. Sin embargo, ahora tenemos dos incognitas (pasamos de
A(x,y) a X;(x) y Y1(»)), por lo que tendremos que recurrir a un proceso iterativo
para resolver la ecuacion no lineal.

(3.5.37)

El proceso iterativo comienza Inicializando el primer Modo mediante la asignacion
de un valor aleatorio a cada una de las funciones que componen el primer modo. Es
comun un valor nulo o constante a los modos iniciales por comodidad, pero podrian
inicializarse con valores aleatorios mediante la orden random de MATLAB.

Tal y como explicabamos en el punto 3.5.4.2, y particularmente en la Figura 3.10, una
vez inicializados, procedemos al Calculo de los Modos, empezando por el primero.

Para ello, tomamos como conocido el valor de la funcién Y, (= Y,°), y calculamos
X despejando en la ecuacion diferencial.

En este momento, al ser ¥; conocido, ¥;* = 0, y la expresion (3.5.35) tomara el valor:
Alx,y)* =X,"-Y; (3.5.38)

Desarrollando la expresion (3.5.37) y agrupando los términos dependientes de las
mismas variables obtenemos:
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d (0X, Y, 0 (0X, Y
(Xf'ﬂ)'(a( ;x 1) @( ;y 1)+fx‘fy>'dX'dy =0 (3.5.39)
XENy YEQ,,
fX* a(a)g) fYYd X
1 dx \ Ox 1 ey 4
XEDy YERy

(3.5.40)
9 /oy,

[ 555 v+ | hesedy)oax =o

YEQRy YENRy

Dado que la funcién de prueba es arbitraria y el resultado de la expresion (3.5.40) es
cero, podemos afirmar que la parte interior del paréntesis puede igualarse a cero:

d (0X,
£<W) f -V, -dy +X;
ey (3.5.41)
0 (0Y,
f Y1'@(W)'dy4'fx' f Vi-fy-dy=0
YENy YEQy

Y hemos obtenido una ecuacion diferencial unidimensional con una sola incégnita que
se corresponde con el siguiente patron:

92X,
0x?

a- +B-Xy=—1f (3.5.42)

Donde los coeficientes representados con letras griegas, son constantes (ver las integra-
les de (3.5.41)) cuyo valor es el siguiente:

a= f Y1 . Y1 . dy
YEN,,
B f Y oYy d (3.5.43)
{B = C— 5.
1 ayz y
YEQ,
T= f Yy fy-dy
\ YEQ,

Realizamos ahora la misma operacion con la otra variable. Tomamos como conocido

el valor de la funcién X,(= X;'), y calculamos ¥, despejando en la ecuacion dife-
rencial.
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Siguiendo el mismo proceso detallado anteriormente para X, obtendriamos una ecua-
cion diferencial unidimensional con una sola incognita:

Y
a‘T‘l"B'Yl:_T'fy (3544)

Donde los coeficientes valen:

a = le‘Xl‘dx

XEN,

{B= fxl-;—x(%)dx (3.5.45)

XEN,

T = le-fX-dx

X€ELN,

Si hubiera mas variables (que podrian ser tiempo, frecuencia, conductividad...) proce-
deriamos del mismo modo para cada una de las variables, calculandola en cada caso a
partir de las demas supuestas conocidas. Estas ecuaciones se resuelven mediante las
matrices de integracion que veremos con detalle en el Capitulo 4.

Generalizacion al calculo del modo m-ésimo:

Aunque el primer modo es el que mayor peso tiene en la solucién de la ecuacion, un
modo no es suficiente para representar toda la informacién asociada a cada dimension,
por lo que debemos seguir calculando el resto de modos para la correcta resolucion del
problema.

Asi, una vez calculados los modos iniciales, generalizamos para calcular el modo m-
ésimos a partir de los modos anteriores. Calculamos asi, X,,, € Yy, que forman parte del
ultimo modo de los calculados durante el proceso de iteracion, que se repetira hasta que
i=m.

Estando ahora en el modo m-ésimo, la descomposicion expresada en la ecuacion
(3.5.30) tomara la forma siguiente:

m m-1
A(x,y)zZXi-lfi=Xm-Ym+ ZXL--YL- (3.5.46)
i=1 i=1
Mientras que la funcién de prueba sera:

AC,y) =Xp' Yo + X - Yo' (3.5.47)
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El proceso iterativo comienza nuevamente con la Inicializando el Modo m mediante
la asignacion de un valor aleatorio a cada funcion para cada una de las dimensiones,
luego procedemos al Calculo del Modo m.

Para ello, tomamos como conocido el valor de la funcion Y, (= Ymo), y calculamos
X, despejando en la ecuacion diferencial.

En este momento, al ser Y, conocido, Y,," = 0, y la expresion (3.5.47) tomara el va-
lor:

ACoy) =X,," - Yo (3.5.48)

Del mismo modo que haciamos anteriormente, sustituyendo en la ecuacion diferencial
inicial, tendriamos:

. 0 (01X Y\ 0 (0 XY
fLeax yenyxm e <a< ox > * E( dy > i fy) - (3.5.49)

-dy=0

Descomponiéndolo segun (3.5.46), tendriamos:

[ () )
XENx YENy " " Ox \ ox " ay ay "

+fx~fy>~dx~dy=0

m-1

a <6Xi Y)+ a (6)@ ¥
ax\ax ') " ay\ay

i=1

)> (3.5.50)

f X*a(aX“)d f Y*Yd+f X, X, - d f Y*a(aY")d
g dx - LY, - dy X, dx - (22 ay
xENy Ox \ ox yea, x€0y yen, ay \dy
+n§—:1 X*a(aXi)d Y, Y-dy+ | X,0-X;-d
4 f"axax"fniyfni" (3.5.51)
i=1 \xen, YEQy XEQy
fy*a(ay")d +f X, d f v dy =0
n ay \ay y o, 1 fxndx yEﬂyl fri-dy =
YEny
Jop 2
XEQDy
d (10X, d (9Y,
—(—m)f Yo - Yy - dy +me Y, ( m)
Ox \ 0x yen yen, oy \ dy (3.5.52)
m-1 m-1
+ a(aX‘)f Yoo Y- d +fo Y, (L)d+ff Yo o fr - d
o\ 53 m "L y i m° 3. y m y
\ i=1 0x \ 0x YEQ. =1 YENy d d X YEQy ! }
cdx =0
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L e o
m " Im - ay m’ m’ y
dx \ 0x yea, yen, dy\ oy

Zmaax( )fy Yi-dy- +Zm1 | m'aay(iy)dwfxf v gy 355

YENy YEQy,
=0

Ecuacion diferencial unidimensional con una sola incognita que se corresponde con el
siguiente patron:
2
0°Xm
0x?

a- +B8 - Xn=—(+8)—1-f (3.5.54)

Donde:

(
a=f Yo Y- dy
YEQ,,

m
.dy
m

{ y= Yy - Vi - dy (3.5.55)
YEQ,,
5= v 2%y,
YEn,, " ay

r=f Yoo fy - dy
YEn,,

Ahora como ya es conocido el valor de X,,(= X,,°), calculamos Y, despejando en la
ecuacion diferencial, y operando como hemos hecho anteriormente, obtendremos:

*
J. )m
yEﬂy

( 6(6)’) f Xm~Xm~dx+Ym~f Xm~a(ax) dx + \
ay ay XENy XENy ax ax (3556)
+mzli(%)-f X -x-~dx-+mzly-f X ~i(aX)dx+fy f X ~fX-dx}
— dy \dy XEQy "o = ! XEQy ™ 9x\o XEQy "
-dy =0

S B e oo f s O
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Ecuacion diferencial unidimensional con una sola incognita que se corresponde con el
siguiente patron:

%Y,
a- 3y +B8 Y= +6)—1-f (3.5.58)
Donde:
a= f Xm - X - dx
XEN,
02X,
B =f Xy ——dx
XEN,y " Ox?
Ly = f Xm - X - dx (3.5.59)
XEN,

5 f X 07, d
—  — x
XEN, " dx?

r=f Xm* fx - dx
\ XED,

Como se puede ver los modos calculados anteriormente también intervienen en la
ecuacion y se expresan con el subindice i. El modo que estemos calculando justo en el
momento lo denotaremos con el subindice p. En este caso, al tratarse del ultimo modo
de la solucion, lo hemos denotado como m.

El proceso iterativo finaliza una vez alcanzamos un error entre modos consecutivos de
la solucidon menor de un umbral establecido mediante el criterio de convergencia, des-
crito en el apartado 3.5.5.

Resolucion de la ecuacion diferencial resultante:

Ambas ecuaciones diferenciales (3.5.54) y (3.5.58), unidimensionales, de una sola
incognita pueden ser resueltas por cualquiera de los métodos numéricos tradicionales
descritos en el Capitulo 2. Siguiendo, por ejemplo, el método de las diferencias finitas,
las derivadas son calculadas matricialmente, mediante las matrices resultantes de la
siguiente discretizacion del dominio continuo:

du U= U

Tl (3.5.60)

dz_uzui+1—2'ui+ui—1 (3.5.61)
dx? 2-h -
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Realizando estas operaciones desde i = 0 hasta m, expresandolas en forma matricial e
imponiendo las condiciones de contorno de Diritchlet o Neumann al principio y/o al
final de cada matriz segln esté planteado nuestro problema a resolver, obtenemos:

1 0 Uy
du 1 |-1 1 O |l
. : : |ug (3.5.62)
-1 1l Wy
1 0 0
r1 -2 1 - 0 ]| Uy
d>v 1 |0 1 =2 [uzl
—_— — . : : U 3563
dx? ~ h? | -2 1 0| lsSJ ( .
l 0 w1 =2 1J Un
0 0 1

Estas matrices seran validas para cualquier variable, ya que todas son unidimensiona-
les.

Las ecuaciones (3.5.42), (3.5.44), (3.5.54) y (3.5.58) son asimilables a un sistema de
ecuaciones con la forma:

A-X=b (3.5.64)
con lo que resolviendo el sistema matricial,
X=Db/A (3.5.65)

Todo esto se vera detalladamente en el Capitulo 4.

Con todo esto, hemos conseguido reducir problemas de varias dimensiones a va-
rios problemas de una sola dimension, cada uno con una incégnita, caracteristica
intrinseca de la PGD.

3.5.5. Control del error.

Se establece la convergencia del método de calculo a través del control del error entre
soluciones parciales consecutivas, de tal modo que cuando entre una solucion y la cal-
culada en la iteracion anterior la diferencia de precision se encuentra por debajo de un
valor umbral marcado, se considerard que se ha alcanzado la solucion buscada, y por
tanto se ha conseguido la convergencia del método. Para este calculo se utilizaran las
matrices de integracion calculadas para la resolucion en elementos finitos del problema
unidimensional.

Tras la iteracion intermedia p, la solucién sera A(x, y)P = XP - YP, y por tanto un crite-
rio para el control del error podria ser:
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IIXTP - [Y]P = [X]P~ - [Y]P 4|
IX]P=* - [Y]e=4|

<e (3.5.66)

Siendo ||-|| la norma cuadratica.

Este es el criterio de convergencia para la detencion del calculo iterativo de cada uno
de los modos que componen la soluciéon. Del mismo modo, podemos fijar un criterio de
convergencia que detenga el proceso cuando estemos por debajo de un cierto error, es
decir se paraliza el calculo de mas modos. Este criterio cumpliria la siguiente expre-
sion:
Nx1™ - Y™ <y
[, T ]

Este criterio de convergencia a base de iteraciones es utilizado por su simplicidad,
funciona bien en comparacion con otros mas complejos y bien conocidos (como el de
Newton-Raphson), pero experimentalmente este criterio de convergencia aporta mejo-
res resultados.

(3.5.67)

En el proximo capitulo se explicard mas detalladamente como se realiza el calculo del
error dentro de la programacion del método.

3.5.6. Variaciones paramétricas.

En las ecuaciones en dierencias parciales, ademas de la variable a obtener (Potencial
vector, inducién, etc.), aparecen parametros como la permeabilidad magnética de un
material, la conductividad eléctrica ¢ del terreno en un problema de tierras, etc. Pueden
considerarse dos casos diferentes, que por tanto se trataran de forma diferente:

= Cuando el parametro es conocido, y dado que la PGD parte de las representa-
cion de la variable a obtener en forma de sumas de modos, es decir, de produc-
tos de variables separadas, una por cada dimension considerada ( localizacion
geométrica (x,y, z), tiempo t, frecuencia f, temperatura T, etc.), es necesario
representar también el valor del parametro mediante variables separadas.. Si-
guiendo el ejemplo de la conductividad supongamos que depende de la posi-
cion (x,y) (se hace en 2D para simplificar): c(x,y). Entonces, igual que se ha-
ce con las fuentes, c(x,y) se descompone en una suma de modos:

me

) = D en () euy) (35.68)

i=1

La determinacion de los modos con los que se representa el parametro se pue-
de hacer de dos formas: en casos sencillos, como un terreno formado por dos
capas de conductividad diferente, los modos se pueden establecer de forma di-
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recta e intuitiva; en casos mas complejos, se puede utilizar la SVD, como se ha
visto en ejemplos anteriores (3.5.3).

El parametro a considerar se introduce en las ecuaciones en diferencias parcia-
les de la PGD mediante su representacion en variables separadas. Por ejemplo,
si se considera la ecuacion de la difusion:

V(c(x,y) - Vu(x,y)) =0, (3.5.69)

donde la variable u se desea obtener en forma de suma de modos:

m

U = ) ke () i (¥)

i=1
y se toma un parametro ¢ simple que admite una descomposicion en un solo
modo,

c(x,y) = cx -y

entonces la ecuacion (3.5.69), usando representaciones separadas, se expresa

como
o d d a2 dc du
Cx Uy Uxi y i
—=Cy  ——Uy; + CxCy - ——UyiCy + C == Uy ——
dx ¥ dx PR g2 VYYD g *a
=1 Y Y (3.5.70)
d*u.,;
yi
FCxCy Uy —— =
xty xi dyz

= En ciertas ocasiones hay que resolver la ecuacion (3.5.69) para un rango de va-
lores del parametro c, en lugar de emplear un tnico valor del mismo. Este es el
caso, por ejemplo, de situaciones en el que no se sabe con certeza el valor de
dicho parametro (identificacion inversa), o bien se desea buscar el valor del
parametro que optimiza una determinada magnitud (problemas de optimiza-
cion). Tradicionalmente, dichas situaciones se resuelven mediante la resolu-
cion de la ecuacion (3.5.69) tantas veces como valores del parametro ¢ se con-
sideran. Este proceso puede ser muy tedioso si se consideran rangos extensos
para estos valores. La PGD, por el contrario, aporta una solucion radicalmente
diferente: se introduce el parametro ¢ como una dimension adicional del pro-
blema, en la forma
m
w(5,,0) = ) () 4y () e (©) (3:5.71)

L
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De esta forma, con una sola ejecucion de la PGD, se obtiene la soluciéon u para todos
los posibles valores de c¢. Esto se verd con detalle con la Formulacién Discreta de la
PGD, en el Capitulo 4 y el correspondiente anexo.

3.5.7. Zona de penalizacion.

En el Método de los Elementos Finitos, y en Diferencias Finitas resulta sencillo impo-
ner condiciones a los diferentes nodos internos, que no forman parte del contorno. En
el caso de la PGD no se dispone de una malla multidimensional con sus correspondien-
tes nodos. Esto es un problema de la PGD al que hay que encontrarle solucion. Para
ello, una posible solucion consiste en utilizar Zonas de Penalizacion.

Mediante la utilizacion de estas Zonas de Penalizacion se pretende imponer una con-
dicion Dirichlet o Neuman a una parte del dominio determinada, que no esté en el
contorno. Se va a considerar el ejemplo del calculo de los potenciales en el terreno
ocasionados por un electrodo de puesta a tierra como puede ser una varilla enterrada de
dimensiones y ubicacion conocidas, Figura 3.12, y suponiendo que se quiere imponer
un valor del potencial a la varilla, por ejemplo 100V.

La aplicacion consiste en afiadir un nuevo término, la penalizacion, a la ecuacion dife-
rencial original, resultando:

1 1
VicVu) =f - V(cVuw) +;S ‘U= ES “ug+f (3.5.72)

En ella, al coeficiente de penalizacion € se le asigna un valor muy reducido, entorno a
1071°, de forma que cuando estamos calculando el valor de u en la superficie o zona

de penalizacion (S), los términos con el coeficiente 1/ ¢ son mucho mayores que los
otros dos sumandos de la ecuacion (3.5.72).

Asi pues, resulta que u toma el valor deseado u;=100 V en la zona de penalizacion
S, imponiendo la condicion deseada. En el resto del dominio, el valor de S es cero
(S = 0), por tanto se anulan los dos sumando que contienen a € y queda para resolver
la ecuacion de Poison inicial. Con ello tendriamos que el valor de S puede ser asignado
mediante la descomposicion que se muestra en la expresion (3.5.73).

(L x <x <X
s 5:(2) _{0, en el resto 3573
yW) = 0, en el resto

La zona de penalizacion es una herramienta fundamental para la resolucion de algunos
problemas ya que nos permitira incluir valores conocidos de u en zonas que no perte-
nezcan al contorno. En préximos capitulos se vera como estos términos tendran que
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ser considerados durante el proceso de calculo de la PGD pues es necesaria su integra-
cion.

Figura 3.12. Representacion de la Zona de Penalizacion para simulacion un electrodo de tierra
en PGD.

La aplicacion practica de estos términos de penalizacion a problemas de sistemas de
Puesta a Tierra puede verse en Capitulo 7 y el anexo de programacion.

3.6. Aplicacion de los métodos de resolucion propuestos; comparacion
con los existentes.

Para demostrar la operatividad del método propuesto, se mostrarda como ejemplo la
resolucion de la Ecuacion de la Difusion aplicada al potencial eléctrico mediante mé-
todos numeros tradicionales, a través de Diferencias Finitas y Elementos Finitos, y
posteriormente se comparara con la resolucion mediante el método de la PGD, fijando
nuestra atencion tanto en la precision de la solucion como en el tiempo de resolucion
empleado.

La resolucion sera llevada a cabo para tres casos diferentes en la aplicacion de cada
método, aumentando en cada caso el nimero de nodos utilizados durante el proceso de
mallado y observando la evolucion del tiempo de calculo en cada caso.

3.6.1. Planteamiento del problema a resolver.
Se plantea la resolucion de la siguiente ecuacion diferencial:
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0’u  0%u B

—=— 3.6.1
d0x? * dy? f ( )

Figura 3.13. Representacion basica del problema de puesta a tierra a resolver y las condiciones
de contorno aplicadas en el mismo.

La representacion grafica del problema seria la de la Figura 3.13.
Las condiciones de contorno a tener en cuenta para la resolucion son las siguientes:

= Condicion de Neumann: fija el valor a la derivada primera para un cierto
punto de la funcién. En nuestro caso, serd nula para la superficie del terreno.

=  Condicién de Dirichlet: da un valor a la solucién en un cierto punto prefijan-
dolo, y para nuestro caso, sera nula para los laterales y fondo que estan sufi-
cientemente alejados, y con valor de 100 V en el electrodo metalico.

3.6.2. Aplicacion de Diferencias Finitas.

La resolucion de la Ecuacidn de la Difusion mediante Diferencias Finitas consiste en la
resolucion de la siguiente ecuacion matricial:
—f
DZx-u+D2y-u=—f—>[D2x+D2y]'u=—f—>u=— (362)
[DZx + DZy]
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3.6.2.1 Caso 1° N=40.000.

Figura 3.14. Distribucién del potencial en el terreno modelada por FD y N=40.000.
Tiempo transcurrido para la resolucion: 3,02 segundos.

3.6.2.2 Caso 2° N=250.000.

Figura 3.15. Distribucion del potencial en el terreno modelada por FD y N=250.000.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 50,80 segundos.
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3.6.2.3 Caso 3° N=1.000.000.

Figura 3.16. Distribucion del potencial en el terreno modelada por FD y N=1.000.000.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 442,12 segundos.

3.6.3. Aplicacion de Elementos Finitos.

Nos basamos en la misma expresion utilizada anteriormente para Diferencias Finitas,
pero resolveremos mediante un modelo de PDE Tool, herramienta que utiliza
MATLAB para la resolucion de estos problemas mediante Elementos Fintios.

Se define inicialmente el dominio y los diferentes subdominios del problema, en este
caso, el terreno (1), y la barra en tension (2), que se muestran en la siguiente figura:

Figura 3.17. Dominio y subdominios terreno (1) y barra (2).
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A continuacion, se definen las condiciones de contorno a aplicar en el problema, en
nuestro caso condiciones de contorno Neumann en superficie, donde no se producira la
difusion de potencial, y en zonas alejadas del elemento en tension, donde la tension
llegara a anularse (Diritchlet). Se representan asi:

Figura 3.18. Condiciones de contorno Neumann (Azul) y Diritchlet (Rojo).

Con ello, se introduce un refino inicial de la malla, basico, que proporciona una malla
formada por 387 nodos y 727 triangulos, observandose que se incrementa el refino de
la malla en las zonas donde existen cambios de condiciones o subdominios:

Figura 3.19. Mallado inicial de 387 nodos y 727 triangulos.
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Posteriormente se va refinando la malla hasta llegar a la que mas equilibre la precision
buscada con el tiempo de calculo a emplear. Se muestra en la figura la configuracion de
malla para

Figura 3.20. Mallado inicial de 5.907 nodos y 11.632 triangulos.

Si probamos a obtener la solucion del problema para el mallado basico, veremos que
aunque se emplea muy poco tiempo para el calculo, la precision deja mucho que
desear:

Figura 3.21. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PDE Tool para N=387.

Introduciendo ajustes en el ploteado que ofrece PDE Tool, podemos llegar a soluciones
mas ajustadas a la realidad, que vemos en los siguientes apartados.
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3.6.3.1 Caso 1° N=5.907.

Sélo refinando el mallado, obtenemos soluciones como la Figura 3.22, que se corres-
ponde con la solucidn para un total de 5.907 nodos.

Figura 3.22. Distribucion del potencial en el terreno modelada por PDE Tool para N=5.907.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 0,55 segundos.

3.6.3.2 Caso 2°: N=23.445.

Figura 3.23. Distribucién del potencial en el terreno modelada por FE y N=23.445.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 8,17 segundos.
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3.6.3.3 Caso 3% N=93.417.

Figura 3.24. Distribucién del potencial en el terreno modelada por FE y N=93.417.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 13,52 segundos.

3.6.3.4 Caso 4° N=372.945.

Figura 3.25. Distribucion del potencial en el terreno modelada por FE y N=372.945.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 97,66 segundos.
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3.6.3.5 Caso 5°: N=1.490.337.

Figura 3.26. Distribucion del potencial en el terreno modelada por FE y N=1.490.337.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 183,27 segundos.

3.6.4. Aplicacion de la PGD.

Nos basamos en la técnica de la Zona de Penalizacion, expresion (3.5.72), desarro-
llandno el codigo necesario basado en la PGD en MATLAB, recogido en el Anexo L.

3.6.4.1 Caso 1°: N=10.000.

Figura 3.27. Distribucion del potencial en el terreno modelada por PGD y N=10.000.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 0,838 segundos.
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3.6.4.2 Caso 2°: N=40.000.

Figura 3.28. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PGD y N=40.000.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 1,025segundos.

3.6.4.3 Caso 3°: N=250.000.

Figura 3.29. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PGD y N=250.000.

Tiempo transcurrido para la resolucion: 1,310 segundos.
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3.6.4.4 Caso 4° N=1.000.000.

Figura 3.30. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PGD y N=10°,

Tiempo transcurrido para la resolucion: 1,492 segundos.

3.6.4.5 Caso 5° N=100.000.000.

Figura 3.31. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PGD y N=10°%,

Tiempo transcurrido para la resolucion: 10,53 segundos.
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3.6.4.6 Caso 6° N=400.000.000.

Figura 3.32. Distribucién del potencial en el terreno modelada por PGD y N=4-10%,
Tiempo transcurrido para la resolucion: 29,54 segundos.
3.6.5. Comparativas de evolucion de tiempo de cdlculo.

Hemos de aclarar que los tiempos de calculo recogidos incluye no sélo el proceso de
calculo, sino también el tiempo para la representacion de la solucion en MATLAB. Por
ello, en el caso de calculos con pocos nodos, podriamos llegar a observar alguna in-
coherencia por utilizar menos tiempo con un mayor nimero de nodos. Este efecto se va
perdiendo conforme el tiempo dedicado al calculo crece con el aumento del nimero de
nodos N.

A partir de los datos obtenidos en las simulaciones anteriores respecto al tiempo de
computacion empleado en cada una de ellas para cada uno de los tres métodos utiliza-
dos, los dos primeros métodos clasicos (Diferencias Finitas y Elemetnos Finitos a tra-
vés de PDE Tool), podemos representar la evolucion del tiempo de calculo en cada
caso en funcién del nimero de nodos utilizados para la computacién para cada dimen-
sion (N=Ny-N,), para cada uno de los métodos indicados. Con ello, obtenemos la grafi-
ca representada en la Figura 3.33. Comparativas de evolucion de tiempo de calculo (eje
y, segundos) en funcion de N.

Asimismo, en la Tabla 3.3 se muestran los tiempos de computacién para los diferentes
casos resueltos anteriormente.
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Tiempo (s) e F) e PDE ToOIS - FEM PGD
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Numero de nodos (N)

Figura 3.33. Comparativas de evolucion de tiempo de calculo (eje y, segundos) en funciéon de N.

Numero Nodos DF EF — PDE Tool PGD

1.500 0,50 0,73 -
5.907 - 3,41 -
10.000 - - 0,838
23.445 - 8,17 -
40.000 3,02 - 1,025
93.417 - 13,52 -
250.000 50,80 30,05 1,310
372.945 - 55,67 -
1.000.000 442,12 207,23 1,492
1.490.337 - 393,27 -
100.000.000 - 10,53
400.000.000 - - 29,54

Tabla 3.3. Tiempos de calculo en segundos empleado por los diferentes métodos en funcion del
nimero de nodos del problema.
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3.6.6. Conclusiones prdcticas.

En cuanto a los métodos clésicos, podemos afirmar que el método de las Diferencias
Finitas es un método sencillo, de implementacién y programacién simple, lo que
hace que los programas basados en esta técnica sean breves y faciles de implementar;
los mallados generados tienen un paso fijo y son también simples, pero son mallados
multidimenionales, con lo que cada dimension adicional que se afiade al problema
aumenta considerablemente los recursos computacionales necesarios y por tanto el
tiempo de computacion. Por su parte, Elementos Finitos aporta mallas con elementos
de diferentes tamafios (triangulares en 2D), adaptados a las necesidades de cada
parte del dominio del problema, con el fin de reducir el niimero de nodos que inter-
vienen en el mismo; la contrapartida es que crea mallas multidimensionales comple-
jas, para cuya formacién son necesarios c6digos de mallado auxiliares; todo ello deriva
en programas mas complejos tanto en su elaboracion como en los recursos de calculo
requeridos.

En relacion con la PGD, ésta trabaja con cada dimension por separado, es decir, trabaja
con mallas unidimensionales, y en nuestro caso de paso fijo, para mayor simplicidad;
con ello, en el problema con mas nodos de los analizados anteriormente (N=400 millo-
nes de nodos), la PGD ha descompuesto cada dimension en 20.000 nodos, y como
trabaja unidimensionalemente, esto quiere decir que la computacion ha sido realizada
untilizando ‘sélo’ 40.000 valores, lo que equivale al tratamiento de 20.000°
(=400.000.000) nodos con métodos clasicos en 2D; es por ello que la PGD logra tales
velocidades de calculo en comparacion con otros métodos, debido al ‘ahorro compu-
tacional’ en el mallado.

Respecto a las simulaciones realizadas anteriormente, debemos indicar que todas ellas
han sido realizadas en 2D; si fueran llevadas a cabo en 3D serian todavia mayores las
diferencias entre los métodos clasicos y el enfoque de la PGD, ya que mientras en la
PGD cada dimension adicional aumenta el tiempo de ejecucion linealmente, en los
métodos clasicos el aumento del tiempo de computacion es exponencial. Con ello,
afiadiendo esta tercera dimension al ultimo caso analizado, la PGD estaria trabajando
con un total de 60.000 valores, equivalente a un mallado de 20.000° (=8x10'%) nodos.

Centrandonos ya en los resultados de las simulaciones anteriores, podemos ver que
éstos son similares para los tres métodos de resolucion propuestos, por lo que la preci-
sion de los tres métodos alcanza valores semejantes.

Ante la comentada equivalencia en la precision, observamos que existen grandes dife-
rencias en cuanto a los tiempos de calculo empleados por cada uno de los métodos
utilizados, y los patrones de aumento de tiempo con el aumento del nimero de nodos,
que son claramente diferentes, aumentando el tiempo de calculo casi linealmente en
el caso de la PGD, mientras que para los métodos de calculo tradicionales toma
una forma exponencial, siendo especialmente acusado en el caso de Elementos Fini-
tos por tratarse de un programa comercial resolviendo un ejemplo muy sencillo, frente
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a un codigo propio expresamente disefiado para el problema en cuestion; con ello, un
pequeiio aumento del nimero de nodos requerido, por ejemplo, por una irregularidad
en una zona de calculo que requiera un refinamiento mayor del mallado, puede llevar-
nos a un gran aumento del tiempo requerido para la simulacion.

La posibilidad del refinamiento del mallado con un aumento contenido del tiempo
de modelizacion resulta interesante para, por ejemplo, etapas de post-procesado de
las soluciones requeridas para el calculo de parametros adicionales u otras magnitudes
fisicas derivadas de las calculadas. En las aplicaciones de la presente tesis, el post-
procesado ira dirigido al calculo de Impedancias (Resistencias ¢ Inductancias) princi-
palmente, ademas de las representaciones graficas del potencial vector magnético,
densidades de corriente, induccion magnética, etc.

Por ultimo, la PGD optimiza la capacidad de almacenar la solucion con menos
espacio disponible en la memoria del ordenador, necesitando de menos recursos para
resolver un mismo problema.

Las restricciones que presenta la resolucion de ecuaciones diferenciales mediante los
métodos numéricos tradicionales como son FD o FEM son las siguientes:

= El aumento del tamafio de la malla junto con el nimero de dimensiones, tiene
como consecuencia un incremento de Grados de Libertad que nos conduce
irremediablemente a lo que cominmente se conoce como Maldicién de la
Dimensionalidad, es decir, un aumento lineal de los grados de libertad provo-
ca un aumento exponencial de los recursos, y por tanto el tiempo, necesarios
para la computacion de un determinado problema.

= Sinecesitamos resolver la ecuacién para varios parametros diferentes, ten-
dremos que resolver la ecuacion nuevamente, una vez para cada nuevo valor
del parametro; en caso de ser un intervalo de tiempo, una vez para cada instan-
te en el que se desee conocer la solucion.

* No es posible llevar a cabo Identificacion Inversa. Es decir, mediante la
PGD somos capaces de obtener la solucion para un determinado niimero de
valores de un cierto parametro, y posteriormente, de este abaco de soluciones
obtener el valor del parametro que hace que la solucion se acerque mas a la
que andabamos buscando; esto no es posible con los métodos tradicionales
pues so6lo podemos obtener en cada evaluacion de la ecuacion la solucion para
un solo valor del parametro, y no para muiltiples valores del mismo.

Una referencia clara a estos problemas es la publicacion [19], en la que en colaboracion
con ABB se comentan una serie de tendencias e innovaciones en forma de herramien-
tas aplicadas a la electronica de potencia. En el articulo, plantean que el principal pro-
blema que se tiene para una simulacion suficientemente precisa y ajustada a la realidad
para transitorios de circuitos de potencia PWM actuales, que trabajan a frecuencias de
hasta 200 kHz y con tendencia a ser todavia mayores a corto plazo debido al gran
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avance en los semiconductores de potencia. Para ser suficientemente preciso el analisis
necesita trabajar con incrementos de tiempo del orden de 100 veces menores que la
menor constante de tiempo de las ondas de corriente utilizadas, y por lo tanto, para una
frecuencia de 100 kHz estariamos hablando de trabajar con pasos de 100 ns. Si se quie-
re alcanzar un tiempo de simulacion de 20 ms, que seria el periodo de la onda principal,
esto significa que deberiamos llevar a cabo un total de 200.000 simulaciones; todavia
seria mas critico si se quisiera observar el comportamiento del semiconductor, para lo
cual necesitariamos pasos de decenas de nanosegundos. Teniendo en cuenta lo ante-
riormente comentado, simulando mediante Elementos Finitos y asumiendo un tiempo
de calculo para cada paso de unos 20 minutos, necesitariamos un tiempo total de
200.000x20min=7,6 afios para la simulacion completa y precisa de los 20 ms de transi-
torio comentados para un periodo principal. Si ademas consideramos que necesitaria-
mos muchos de estos periodos principales para alcanzar un régimen térmico permanen-
te en los materiales, la simulacién se hace inviable, con lo que el acoplamiento del
comportamiento eléctrico y térmico del material no puede ser modelizado.

La PGD puede ayudar a paliar en parte este tipo de limitaciones.

3.7. Visualizacion.

3.7.1. Software de visualizacion: ParaView.

Una de las partes mas importantes tras la modelizacion es el analisis de la informa-
cion obtenida, el post-procesado, y para ello, es clave la visualizacion de los resul-
tados.

Las técnicas tradcionales tienen buena disponibilidad de software especialmente dise-
fiado a tal efecto; no es el caso de la PGD, para la cual recientemente estain empezando
a aparecer paquetes de tratamiento de los resultados; uno de los primeros paquetes
de software que posee este tipo de modulos es ParaView.

Tal y como se comenta en la web de sus desarrolladores [43] y en los manuales del
programa, ParaView es una aplicacion de analisis y visualizacion de datos de codigo
abierto y multiplataforma. Los usuarios pueden construir rapidamente visualizaciones
para analizar sus datos utilizando técnicas cualitativas y cuantitativas. La exploracion
de los datos puede hacerse interactivamente en paquetes de ParaView 3D, o mediante
programacion, utilizando las capacidades de procesamiento.

ParaView fue desarrollado para analizar conjuntos extremadamente grandes de datos
utilizando recursos informaticos de memoria distribuida o compartida. Se puede ejecu-
tar tanto en supercomputadoras como en ordenadores portatiles para bloques de datos
mas pequefios. La base del codigo ParaView esta disefiado de tal manera que sus com-
ponentes pueden ser reutilizados para desarrollar rapidamente aplicaciones verticales,
lo que permite a los desarrolladores implementar rapidamente aplicaciones con funcio-
nalidad especifica para un dominio de problema especifico.
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El proyecto ParaView comenzé en el afio 2.000 como un esfuerzo de colaboracion
entre Kitware Inc. y Los Alamos National Laboratory. La financiacion inicial fue pro-
porcionada por el programa del Departamento de Energia de los EEUU ASCI Views. La
primera version publica, ParaView 0.6, fue anunciada en octubre de 2002. Indepen-
diente de ParaView, Kitware comenzo a desarrollar un sistema de visualizacion basada
en web en diciembre de 2.001, y eventualmente se convirtio en el ParaView Enterprise
Edition, que contribuy6 significativamente al desarrollo de la arquitectura clien-
te/servidor de ParaView. En septiembre de 2005, se comenzo el desarrollo de Para-
View 3.0, un gran esfuerzo centrado en simplificar la interfaz de usuario y desarrollar
un marco de analisis cuantitativo, que fue lanzado en mayo de 2007.

Para mas informacion, se recomienda la consulta de Attp.//www.paraview.org/ [43],
donde pueden encontrarse los manuales del programa.

3.7.2. Formato para el almacenamiento de datos: PXDMF.

3.7.2.1 El formato XDMF.

La necesidad de un método estandarizado para el intercambio de informacion cientifica
entre los codigos y herramientas de computacion de alto rendimiento conducen al desa-
rrollo del Formato y Modelo extensible de datos (eXtensible Data Model and Format -
XDMF).

Los usos de gama XDMF van desde un formato estandar utilizado por los codigos de
Computacion de Alto Rendimiento (High Performance Computing - HPC) para apro-
vechar las ventajas de los programas de visualizacion mas utilizados, como ParaView,
a un mecanismo para realizar calculos acoplados utilizando codigos multiples, previa-
mente desacoplados.

XDMEF clasifica los datos en base a dos atributos principales:

= Tamaiio. Los datos pueden ser ligeros (Light data, metadata), que describe los
datos; o pesados, que son los valores en si mismos (Heavy data). Por su dife-
rente naturaleza se almacenan en mecanismos separados: XML para datos li-
geros y HDF5 para datos pesados.

»  Funcién. Podemos distinguir entre el Formato de los datos (data Format) o el
Modelo (data Model). El formato de datos (data Format) se refiere a informa-
cion como el tipo (float, integrador, etc.), precision, localizacion, rango y di-
mensiones, describen completamente cualquier conjunto de datos, indepen-
dientemente de su tamafio. El modelo de los datos (data Model), hace
referencia al uso previsto que se hara de los mismos; por ejemplo, una matriz
tridimensional de valores de coma flotante puede ser la geometria para una
malla o los vectores calculados en X, Y, Z. Sin un modelo de datos, es imposi-
ble notar la diferencia. Esta separacion de Formato y el Modelo de datos, per-
mite a los cédigos HPC producir y almacenar de manera mas eficiente los va-
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lores, sin verse entorpecido por nuestra organizacion de los datos que puede
ser diferente de su disposicion interna.

Dentro del formato XDMF, los datos Ligeros se almacenan en XML, al igual que el
Modelo de los datos. Los datos Pesados se almacenan en HDFS5. El Formato de los
datos se almacenna tanto en XML como en HDF5. El Modelo de datos en XDMF,
almacenado en XML, proporciona el conocimiento de lo que esta representado por los
datos Pesados, almacenados en HDFS5, es decir, permite determinar previamente los
recursos que seran necesarios para acceder a los datos Pesados. Por tanto, la compleji-
dad del conjunto de datos se describe en la parte de datos de ligeros (XML), que es
pequetio y transportable.

El concepto de la separacion de los datos Ligeros de los datos de Pesados es critico
para el rendimiento de este Modelo y Formato de datos. Los codigos HPC pueden leer
y escribir datos en fragmentos grandes y contiguos que son naturales para su almace-
namiento interno de datos, para lograr un rendimiento optimo de E/S. Si se requieren
que los cédigos vuelvan a organizar los datos antes de operaciones de E/S, el rendi-
miento podria verse afectado de manera adversa, en particular sobre los cédigos que
tratan de aprovechar al maximo la memoria caché.

3.7.2.2 Adaptacion del formato XDMF a métodos de separacion de variables como
POD y PGD: el formato PXDMF.

Una de las grandes ventajas que aporta la PGD y en general las técnicas de separacion
de variables es el rapido post-procesamiento de los datos, debido a que las diferentes
variables se tratan separadamente, dimension a dimension.

Para ello, existen formatos utilizados para el almacenamiento de los diferentes
modos que definen un problema a resolver por Separaciéon de Variables, que son
archivos de tipo PXDMF. Este formato de archivo se basa en el popular formato de
archivo XDMF. La "P" delante indica su adaptacion para la utilizacion con métodos de
representacion separados (PGD, POD). Los archivos PXDMF son totalmente compati-
bles con XDMF, pero los archivos XDMF no cumplen con los requerimientos del for-
mato PXDMF. Asi que un archivo PXDMF puede ser abierto con un lector de archivos
XDMF sin ningtin problema.

La motivacién para la creacion de este tipo de archivos es la necesidad de un método
estandarizado para el intercambio de datos cientificos de Problemas de Variables Sepa-
radas entre los codigos de computacion de alto rendimiento. XDMF ya propone una
solucion para el intercambio de datos cientificos de los problemas de con variables no
separadas.

Para mas informacion sobre este formato y detalles sobre su tratamiento o manipula-
cion, pueden consultarse los recursos ofrecidos por el grupo de investigacion
ROMGROUP@ECN, entre ellos [44], ademas de otros recursos recogidos en su web
https://rom.ec-nantes.fr/resources/separated-variables-representation-visualisation/[45].
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3.8. Conclusiones del capitulo. Ventajas y limitaciones de la PGD.

Una vez visto el desarrollo tedrico, combinado con varios ejemplos sencillos, y la apli-
cacion final a un caso real comparando la PGD con varios métodos numéricos clasicos
ampliamente utilizados y de contrastada fiabilidad, pasamos a resumir las principales
conclusiones obtenidas del capitulo, en forma de ventajas y limitaciones que presenta
la novedosa técnica.

Con todo lo comentado hasta el momento, podemos afirmar que los Métodos de Re-
duccion de Modelos o Separacion de Variables se presentan como técnicas de sim-
plificacion muy potentes que permiten el trabajo por separado con cada una de las va-
riables de manera unidimensional, y una vez computadas, obtener la solucion final
simplemente operando con el resultado de cada variable. De esta forma, la PGD re-
suelve algunos de las limitaciones que poseia la POD, ya que elimina la fase de pre-
procesado al no necesitar simulaciones previas por métodos tradicionales, y ademas
obtiene automaticamente las funciones de forma para cada caso, con lo que se garantiza
que las soluciones seran validas ya que son generadas para cada problema.

La principal ventaja que presenta el método de la PGD en la modelizacién reside en
que con pocos recursos computacionales, permite resolver problemas complejos
con gran nimero de dimensiones, mallas muy grandes, etc. A partir de ello se deri-
van cualquiera de las ventajas que podemos comentar sobre la PGD.

En lo que se refiere a las caracteristicas intrinsecas del método y el funcionamiento
general del mismo, las principales ventajas que aporta la utilizacion de la PGD son:

a) No necesita pre-procesado, al contrario que otros métodos que, como Ele-
mentos Finitos, necesita un mallado previo.

b) La fase de procesado es muy rapida, debido a la simplicidad de los codigos
desarrollados.

c) El post-procesado también es muy rapido, ya que una vez evaluado el pro-
blema podemos disponer de las soluciones en variables separadas 1D, con lo
que la operacion con las mismas es muy rapida, lo que permite disponer de
tantas soluciones como sean precisas para los parametros que se deseen.

En respuesta a las limitaciones presentadas por los métodos numéricos tradiciona-
les mas utilizadas hasta el momento para la modelizacion de problemas de electromag-
netismo, a nivel operacional la PGD nos proporciona soluciones ya que:

a) Opera con mallas mucho con muchos menos elementos equivalentes a mallas
con un numero de nodos mayor, operando con matrices mas pequefias, lo que
permite la extension del problema en el espacio sin penalizar en gran medida
el tiempo utilizado para el calculo.
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b) Asimismo, permite la extensién del modelo en el tiempo (transitorios), ya que

incorpora el tiempo como una nueva dimension al sistema de ecuaciones a re-
solver.

Por ultimo, permite el Calculo Paramétrico, es decir, la aplicacidén o extension
a otros parametros incorporandolos como dimensiones adicionales al modelo
de calculo, obteniendo tantas soluciones como valores del parametro se
deseen.

Pero la PGD también presenta una serie de limitaciones que todavia se encuentran en
fase de investigacion para su optimizacion y mejora, y que son los siguientes:

Por un lado, el nimero de modos o funciones de forma que se obtienen no sue-
le ser el 6ptimo comparado con los obtenidos en POD con la descomposicion
SVD, algo que se compensa sobradamente con la gran reduccion en los tiem-
pos de computacién experimentada debido a la simplicidad de los cédigos,
como veremos posteriormente.

Matematicamente, todavia no existe una explicacion clara completa del fun-
cionamiento de la técnica que garantice una solucién para cualquier problema
que pudiera plantearse, aunque en las aplicaciones realizadas en campos dis-
tintos del electromagnetismo con la PGD han sido resueltas satisfactoriamente.

Como principal desventaja o limitacion de esta técnica, podemos decir que en
modelos sencillos es facil obtener los modos que representan las diferentes
condiciones de contorno o las formas o pardmetros caracteristicos de los ele-
mentos que intervienen en el calculo; por ejemplo, es muy sencillo obtener la
descomposicion en modos de un objeto basado en formas cuadradas. Pero
cuando los problemas se complican, con geometrias complejas de los elemen-
tos a representar, como pueden ser ya formas circulares o derivadas de las
mismas, o como hemos visto incluso imagenes, a veces es complicada la ob-
tencion de dichos modos y debemos recurrir a herramientas auxiliares como la
SVD. Podemos observar esto en la figura presentada en el apartado 5.4.1.2,
donde se realizara una descomposicion sin ayudarse de medios auxiliares, sino
descomponiendo mediante bandas rectangulares.

Por lo tanto, a pesar de poseer estas restricciones, como se puede observar no suponen
una gran limitacién a la hora de continuar experimentando y aplicando el método en
busca de todo el potencial que puede ofrecernos, y que serd mostrado durante los pro-
ximos capitulos.

Todos los programas generados para operar mediante la PGD en la presente tesis se
basaran en las siguientes directrices basicas que conforman la base para conseguir los
objetivos de esta tesis:
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Z(z), T(t), parametros K. Estos problemas o incdgnitas seran Totalmente Des-
acopladas, con lo que podremos trabajar con cada una de ellas independiente-
mente para posteriormente obtener la solucion final a partir de las soluciones
de cada una de ellas. Esto aportara simplicidad al codigo y la computacion y
una gran robustez y flexibilidad al método de calculo, haciéndolo aplicable a
casi cualquier problema, y propiciara que afiadir una nueva dimension o para-
metro al modelo no suponga un aumento exponencial de los tiempos de calcu-
lo, como sucedia en los enfoques clasicos.

*  Mallas Finas y Uniformes: las utilizaremos por sencillez en la programacion,
y esto nos ayudara a ver como por mucho que crezcan las dimensiones del
problema, el tiempo de resolucion del problema crecera linealmente y no ex-
ponencialmente como sucede en los métodos numéricos tradicionales. Esto
viene a resolver una de las principales limitaciones de los métodos tradiciona-
les, que, recordemos, estaban muy condicionados por la extension del dominio
de calculo.

Todo lo afirmado en este capitulo serda comprobado mediante ejemplos practicos com-
parativos para la validacion de las técnicas numéricas tradicionales con la PGD, pre-
sentados en proximos capitulos.
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Capitulo 4

Formulacion Discreta
de la PGD

4.1. Introduccion.

La PGD, segun lo expuesto en capitulos anteriores, permite obtener la solucion de
ecuaciones en derivadas parciales donde la variable a obtener es altamente dimensional
mediante la técnica de descomposicion de esta variable objeto de estudio en una suma
de modos, cada uno de los cuales a su vez es el producto de variables de dimension
menor que la original. De este modo se evita el problema de la dimensionalidad, que,
con los métodos actuales (FEM, FD), require el uso de mallados prohibitivos en térmi-
nos de nimero de nodos y de tiempos de computacion.

En la presente tesis se propone la expresion de cada modo como un producto de varia-
bles unidimensionales. Esta decision, aunque aumenta el niimero de iteraciones nece-
sarias para obtener cada modo en el algoritmo PGD, tiene diversas ventajas frente a
otras opciones. En concreto, permite el desarrollo de una formulacién matricial 1D que
se puede usar en todos los problemas analizados, que en tltima instancia requieren la
solucion de un problema unidimensional. Y, ademas, dada la simplicidad de la solucion
1D, es posible emplear mallados muy extensos y al mismo tiempo de una gran resolu-
cion, dado que en 1D, y con los medios actuales, dichos mallados unidimensionales no
suponen un coste excesivo en términos de computacion.

La solucion de los diferentes problemas 1D en derivadas parciales que hay que efectuar
dentro del algortitmo PGD propuesto se puede obtener por cualquiera de los medios
actuales (FEM, FD) particularizados para un entorno 1D, que consisten esencialmente
en la discretizacion de la ecuacion sobre un mallado y la resolucion de la ecuacion
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algebraica que resulta. Otra de las aproximaciones propuesta en el marco de la presente
tesis ha sido la de emplear mallas regulares, de paso constante, lo que simplifica la
formulacion matricial resultante. El empleo de mallados no regulares, con diferente
densidad de mallado en el dominio (mallados muy finos en areas de fuerte gradiente
del potencial, por ejemplo), supone un incremento en la complejidad de los algoritmos
que se justifica por la necesidad de reducir el nimero de grados de libertad en proble-
mas FEM multidimensionales. Sin embargo, como en 1D, no existe tal necesidad, y por
tanto, en el algoritmo PGD propuesto, se recurre a una formulacion mas simple y com-
pacta con el empleo de mallas 1D regulares.

Del mismo modo, en la formulacién propuesta en la presente tesis se emplean elemen-
tos finitos lineales. El empleo de elmentos finitos de orden superior supone asimismo
una mayor complejidad computacional, justificable por el aumento de precision obte-
nido o, equivalentemente, a la reduccion del mallado que se obtiene para una precision
dada. Tal como se ha comentado, en la formulacion de la PGD adoptada se emplean
mallados 1D, con bajas necesidades computacionales, lo que permite el empleo de
elementos lineales en aras de simplificar la formulacion discreta de la PGD.

4.2. Objetivos del capitulo.

El primer objetivo de este capitulo es presentar en primer lugar la Formulacién Dis-
creta de la PGD, sobre la que se basan las modelizaciones llevadas a cabo a lo largo
de la tesis. Se procede de forma exhaustiva, planteando la formulacion matricial para
los diferentes operadores que aparecen en las ecuaciones en derivadas parciales de los
fendmenos electromagnéticos considerados (derivadas de primer orden en el caso del
tiempo, de segundo orden en el caso del laplaciano, etc.). En concreto, el objetivo es
presentar, de forma detallada, la estructura de las ecuaciones diferenciales unidimen-
sionales a las que en ultimo término queda reducido el algoritmo PGD propuesto en
esta tesis, y, especificamente, a obtener los coeficientes de estas ecuaciones a partir de
los modos con los que se representa la variable incognita. Dada la novedad de las téc-
nicas PGD, este objetivo se desarrolla de forma gradual, afladiendo dimensiones espa-
ciales y temporales a la ecuacién de la difusion, a partir de la cual se establen la totali-
dad de las ecuaciones de los problemas electromagnéticos resueltos en el marco de la
presente tesis.

Una vez establecida la expresion de los coeficientes de las ecuaciones unidimensiona-
les que aparecen en la formulacion PGD, siempre como integrales de las funciones
unidimensionales que integran cada nodo, el segundo objetivo de este capitulo es el de
realizar dicha integracion. Se emplea para ello mallas regulares con elementos lineales,
aunque los detalles especificios del calculo se presentan en el anexo IV.

Un resultado espacialmente relevante que surge de la formulacion discreta de la PGD
es que la solucion de las ecuaciones en derivadas parciales en 1D requiere la inversion
de una matriz tridiagonal. Sin embargo, si se emplean como dimensiones adicionales

94



Capitulo 4: Formulacion Discreta de la PGD

los parametros del problema (frecuencia de la alimentacion, conductividad del terreno,
condiciones de contorno, etc.), se obtiene una ecuacion discreta de tipo algebraico, no
matricial, lo que supone un coste computacional casi despreciable. De este modo, el
planteamiento de problemas de optimizacion (donde se explora un elevado nimero de
posibles valores de los parametros o de las condiciones de contorno), que exige la rea-
lizacion de numerosas simulaciones numéricas con métodos tradicionales (una por cada
valor deseado del pardmetro o de la condicion de contorno), se reduce en la formula-
cion PGD planteada a una simple ecuacion algebraica en el algorimo de célculo pro-
puesto. Como parametros principales a tener en cuenta, que seran tratados como nuevas
dimensiones, podemos considerar la frecuencia, u otras caracteristicas de los materiales
como pueden ser la permeabilidad o la conductividad tanto del conductor como del
medio que los rodea, bien sea el aire o la tierra en los casos que ocupan la presente
tesis. Esta lista no es exclusiva, y la técnica presentada en el presente capitulo se puede
extender a cualquiera de los demas parametros que definen un material y su comporta-
miento ante los fenomenos electromagnéticos en general como por ejemplo en aplica-
ciones de maquinas eléctricas. La aplicacion del método propuesto a dichos problemas
se realizaria de forma similar a como se explica en esta tesis.

Un ultimo objetivo de este capitulo es la formulacion discreta también de los indicado-
res de error que permiten evaluar el grado de precision obtenido en cada iteracion del
algoritmo PGD, a fin de determinar el nimero de modos que representan la variable
solucion dentro del rango de precision preestablecido.

4.3. Formulacion discreta de la PGD.

En [5] se presenta una propuesta de formulacion Discreta de la PGD, poniendo como
ejemplo un caso particular en 1D discretizado mediante elementos finitos. En la pre-
sente tesis se ha optado por el empleo de diferencias finitas, que ofrecen una misma
precision con un coste computacional sensiblemente inferior. Ademas, en este capitulo
se extiende la formulacion discreta a todos los operadores que aparecen en las ecuacio-
nes en diferencias parciales de los fenomenos electromagnéticos considerados, lo que
permite obtener una libreria de matrices precalculadas que se pueden aplicar a todos
los tipos de problema analizados. En este capitulo se obtienen las matrices que intere-
vienen en la formulacion discreta de la PGD. Posteriormente, en el Anexo IV se desa-
rrolla con detalle el célculo de sus elementos.

4.3.1. Formulacion discreta de la PGD para la ecuacion de la difusion, con una di-
mension espacial y una dimension temporal.

El desarrollo de la forumlacion discreta de la PGD empleada en la presente tesis se
realiza empleando la ecuacion de la difusion en un dominio formado por una dimen-
sion espacial y otra temporal. El problema de obtener la distribucion de las corrientes,
variables en el tiempo, en un conductor alojado en una ranura rectangular en el rotor de
un motor de induccion, puede ser resuelto mediante esta ecuacion. Dada la novedad de

95



Contribucion al Calculo de Elementos en Instalaciones Eléctricas mediante PGD

las técnicas PGD, se ha optado por esta ecuacion sencilla, pero que incluye una deriva-
da parcial de primer orden y otra de segundo orden, lo que permite obtener las matrices
de discretizacion correspondientes a dichos operadores.

La ecuacion de la difusion que rige la distribucion espacio-temporal de una magnitud
u(x,t), asumiendo de momento ausencia de fuentes, tiene como expresion

du(x,t)  0*u(x,t)
a  ox?

Definida en Q, X Q; con x € Q,, en R y t € Q, en R*. Utilizando el concepto de la
separacion de variables, que es la base de la formulacion PGD, se tiene que la variable
u puede expresarse como una suma de modos:

4.3.1)

u@y) = ) X0 Tu(®) (432)
i=1

Donde m es el niimero de modos, X;(x) es la componente espacial del modo i, y T;(t)
es la componente temporal del mismo modo.

Si se asume que, empleando el proceso iterativo de la PGD expuesto en el Caitulo 3, se
han obtenido los n — 1 primeros modos de (4.3.2). En este punto, se desea proceder al
calculo del modo n-ésimo, por lo que la variable incdgnita se puede representar como
la suma de los n — 1 primeros modos (conocidos) mas el modo n-ésimo (que se desea
calcular). Es decir

n—-1

()= ) X)) T + X0 - Tu(®
i=1

(4.3.3)
Conocido Desconocido
donde todos los términos son conocidos a excepcion de los de subindice n.
La ecuacion (4.3.2) se puede expresar empleando una formulacion débil como:
(4.3.4)

f f . (au 82u> D dt = 0
u . —— — . x . =
o, Ja, ot  0x?

Donde u* representa una variacion aleatoria de la variable u.

Sustituyendo la expresion (4.3.3) en (4.3.4) se obtiene (4.3.5).
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f*XaT”TGZX”ddt
o\ e T e )

n-1 (4.3.5)
f f * E x 2L g 0°X; dx - dt
.Qx -Qt i=1 l at l axz

Ademas, empleando la expresion (4.3.3), y teniendo en cuenta que la variacion de los
modos conocidos de u es nula, se tiene que:

J

X

u = (X (0) - Tu () = X5 (x) - Ty (8) + Xy () - T (2) (4.3.6)

Empleando esta expresion (4.3.6) en (4.3.5), se obtiene un problema no lineal para las
funciones desconocidas X, (x) y T,,(t), segun:

fX*Xd fT*aT”dt fX*aZX”d fT*Tdt
ﬂnnx nnat nnazx ntnn

X
X: X, d A
) 2 L X dx - fﬂ Sl ar 4.3.7)
(), ) (] o)
=1\ — f X, —-dx |- f T T, dt

0 ox* 2,

Ahora, cada término integral en (4.3.7) se discretiza mediante el uso de una malla regu-
lar. Se considera la derivada con el término posterior (upwinding) en los términos con
primera derivada y la integracion por partes en los que implican una segunda derivada.
Si denotamos por Xy, Ty, Xj, Tj, X,,* y Tn* los vectores que contienen los valores noda-
les de las funciones de X,, T, X;, T, X,,* y T, n*, la forma discreta se da a continuacion
por:

Ta

(x:"M-X,) (T ¢ T)-(X3, T K-X,)-(T "M T, )=
n-1
(T MX) (T30 T)-(X3 T K X)- (T MUT))

i=1

(4.3.8)

Los valores que toman los coeficientes de las matrices M, K y C presentadas en la
ecuacion anterior se muestran en los siguientes capitulos.

Esta ecuacion matricial (4.3.8) se resuelve mediante el procedimiento iterativo
explicado en el Capitulo 3.

4.3.1.1 La discretizacion basada en un mallado unidimensional regular.

Para obtener las matrices de integracién comentadas anteriormente, se construye un
mallado unidimensional del dominio espacial, con una distancia entre nodos de valor
h,, y un total de nodos igual a N,.. Del mismo modo se construye un mallado espacial
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del dominio temporal con una distancia entre nodos de valor h;, y un total de nodos
igual a N;. La integrales que aparecen en la ecuacion (4.3.7) se discretizan sobre estos
domininos, dando lugar a las correspondientes matrices que aparcen en la ecuacion
(4.3.8). Este proceso matematico se muestra con detalle en el Anexo IV. En el presente
capitulo, por simplificacion, inicamente se mostraran los resultados de los razonamien-
tos mostrados en el citado anexo.

4.3.1.2 Términos sin derivadas: Matriz M.

La matriz M es la obtenida del término sin derivadas de la ecuacion diferencial, es de-
cir, en el caso anterior del primer término de (4.3.7), que siguiendo el razonamiento
matematico expuesto en el Anexo IV, puede escribirse de la forma:

f Xi(x) - X, (x) - dx = X5T-MX, (4.3.9)
-Qx
De este modo se obtiene:
2h, )
M,-,-=Tpara1<l<Nx
hy
my={ Mu=Mum=7 (4.3.10)

X

M,-,-=€para|i—j|=1

\ M =0parali—j|>1

4.3.1.3 Términos relacionados con la segunda derivada: Matriz K.

Al igual que en el apartado anterior, la matriz K es aquella obtenida de término con la
segunda derivada de la ecuacion diferencial, y puede identificarse con:

[ i) )
0

o T dx = X:TK X, (4.3.11)

De esta forma, se obtiene:

2
Kij=——paral <i<N,
hy

Kii=Kyy=—-——
Ky =1 e My 2 (4.3.12)
1 .
Kj=—7parali—j|=1
hy

K;;=0parali—j|>1

98



Capitulo 4: Formulacion Discreta de la PGD

4.3.1.4 Términos relacionados con la primera derivada: Matriz C.

La matriz C es aquella obtenida de término con las primeras derivadas de la ecuacion
diferencial, que en el caso de la ecuacion de difusion dependeria del tiempo, que puede
escribirse de la siguiente forma:

dT, (t
fT;{(t)' n()-dt=T,’{T'C'Tn (4.3.13)
a, dt
Asi resulta:
1
(—E sii=j=1
1
> sii=j=N;

C--=f N;(t)-D;(t)-dt =1 1 4.3.14
5= ) N@© DO Ay (43.14)
L

3 Vij/i—j=-1

0 otros

4.3.2. Formulacion discreta de la PGD para la ecuacion de la difusion, con una di-
mension espacial y una dimension temporal, y coeficientes variables.

4.3.2.1 Parametro variable en el término en derivadas parciales de 2° orden.

En multiples ecuaciones en derivadas parciales de elementos electromagnéticos apa-
rencen parametros cuyo valor depende de las variables espaciales (como por ejemplo la
conductividad del terreno en un problema de tierras, o la permeabilidad magnética en
un problema de calculo de inductancias), temporales, etc. A fin de introducir de forma
progresiva las matrices de discretizacion de la PGD, se considera en este apartado la
ecuacion del apartado anterior, pero afiadiendo un parametro variable en la forma:

ou(x, t) 0 du(x, t)
at =E(G(x)' 6x>

Donde el parametro variable se considera que unicamente varia con la dimension espa-
cial. La variable u(x, t), siguiendo el procedimiento de la PGD, se expresa como suma
de modos:

(4.3.15)

u(x,y) = ZXi(x) Ty() (4.3.16)
i=1

Como se procediod en el apartado anterior, si se asume que, empleando el proceso itera-
tivo de la PGD expuesto en la seccion 3, se han obtenido los n-1 primeros modos de
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(4.3.2). En este punto, se desea proceder al calculo del modo n-ésimo, por lo que la
variable incognita se puede representar como la suma de los n-1 primero modos (cono-
cidos) mas el modo n-ésimo (que se desea calcular). Es decir

n—-1

u (xy) = Z Xi(x0) - T;(8) + Xp (x) - T (2) (4.3.17)
i=1 -

Conocido Desconocido
donde todos los términos son conocidos a excepcion de los de subindice n.

La ecuacion (4.3.2) se puede expresar empleando una formulacion débil como:

[ (5 o 5
K07%

Donde u* representa una variacion aleatoria de la variable u. Sustituyendo la expresion
(4.3.17) en (4.3.18) se obtiene (4.3.19).

R e ) e
0, Y0
(4.3.19)
-LL“(Z&-Z s

i=1
-dx - dt

(4.3.18)

Ademas, empleando la expresion (4.3.17), y teniendo en cuenta que la variacion de los
modos conocidos de u es nula, se tiene que:

W= (X () Tp(®) = X5 (0) - Ty () + Xy () - Ty (0) (4.3.20)

Empleando esta expresion (4.3.20) en (4.3.19), se obtiene un problema no lineal para
las funciones desconocidas X,,(x) y T, (t), segun:

* * aTn * a aXn)
<LXXn'Xn'dx>'<L Tn'at' t>_<LxXn‘a<0'(X) ax>'dx>

t

(L
) )
b2 )

4.321)
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Ahora, cada término integral en (4.3.21) se discretiza mediante el uso de una malla
regular. Se considera la derivada con el término posterior (upwinding) en los términos
con primera derivada y la integracion por partes en los que implican una segunda deri-
vada. Si denotamos por Xy, Ty, Xj, Tj, Xn* y Tn* los vectores que contienen los valores
nodales de las funciones de X, T, X, T, Xn* y T, ,,*, la forma discreta se da a continua-
cién por:

(x:"M-X,) (T C Ty )-(X3 " Ko Xy) - (T -MET, )=
(4.3.22)

n-1
- Z (%7 MX)(T7-CT)-(X0 Ko X)) (T T-MT))
i=1

Los valores que toman los coeficientes de las matrices M, y C se han obtenido en el
apartado anterior, ecuaciones (4.3.10) y (4.3.14), respectivamente. Para obtener la ma-
triz K, que incluye el valor del pardmetro variable con la coordenada espacial, se em-
plea un mallado unidimensional del dominio espacial, con una distancia entre nodos de
valor h,, y un total de nodos igual a N, y se asume que el valor del parametro o(x) es
constante dentro de cada elemento definido por dos nodos consecutivos de la malla.

La expresion de partida para el razonamiento para la componente espacial del modo n
en la ecuacion queda como:

o(x) - 0Xn) dx
J, 55l 52)
z f o() aX”)) dx (4.3.23)

eEN,

Zoef X5 az-x

eENy

O bien, en forma discretaqueda representada por la siguiente ecuacion:

J, 5 6x< @ axn)> e 3 Wl oo Ko e (43.24)

eEf)y
= [Xn ] : [Kc-] : [Xn]
donde:
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[Kc] =

1
= ™

[—O01 01 0
01 —0q1 — 0 (o)) 0
(4.3.25)
0 (o)) —0, — O3
—ON,-3 ~ ON,—2 ON,-2 0
0 ON,—2 —ON,-2 —ON,-1  On,—1
0 ON,—1 —ON,—1]

Si el parametro o(x) fuera constante, o (x) = o, entonces se obtiene de forma directa
K,=0-K

4.3.2.2 Parametro variable en el término sin derivar.

De forma totalmente analoga al desarrollo del apartado anterior, si el parametro varia-
ble se encuentra en el término sin derivar

ou(x,t)  0%u(x,t)
ot ox?

Y se aplica el mismo procedimiento de la técnica PGD (descomposicion en suma de
modos de la variable, y formulacién débil de la ecuacion diferencial), se obtiene, de
forma resumida

f f o)X 0Ty T 0°Xn dx - dt
A u | olx) - Xy oo o2 x
X t

) , (4.3.27)
f f . ZX i 97X 0 e

—_ u . § 8 —— 8 — . x'
o, Jo, Lot Lo9x2

i=1

(4.3.26)

o(x)

Es decir,
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Xn-0Xx)-X,-d fT*aT"dt fx*azx"d
nxnaxnx ﬂt"at ﬂx"axzx
(f T,{-Tn~dt>
Q¢
aT,
H< X;;-a(x)-Xi-dx>-< T;-—-dt)
=—Z| o 0 at

— . 9%X, X
= - f Xnﬁdx . Ty - T;-dt
0, 2
Que, discretizado, resulta

(x;" M, X)) (1;"-CT)- (X" K-X,) (T MT,)=

ol (4.3.29)
Z (%37 Mo X)) (T -CT)-(X3 " K X) (T, -MVT) )
=1

1

(4.3.28)

Siendo:
[M,]
§0’1 Edl 0
1 1 1
g0 3(oto) 3% 0
1 1
0 502 §(Uz+0'3) 4330
=Ax- : : (4.330)
1
3 (Ony-3 + On,—2) 5 N2 0
0 5 N2 3 (Ony—2 + On,—1) G ONx-1
1 1
0 EUNx—l §UNX—1_

4.4. Forumulacion discreta mediante la PGD de la Ecuacion de la Difu-
sion Unidimensional para el Potencial Vector Magnético.

4.4.1. Formulacion para el Potencial Vector Magnético en Caso Unidimensional.

La PGD es un método para la resolucion de ecuaciones diferenciales mediante procesos
de Reduccion de Orden gracias a la utilizacion de Representaciones Separadas. Al
descomponerse la solucion en modos (funciones unidimensionales), la resolucion de la
ecuacion de la difusion en un dominio multidimensional se reduce a muiltiples resolu-
ciones de ecuaciones unidimensionales, simplificando el proceso.

Para la explicacion de la operativa, comenzaremos mostrando la resolucion en el caso
unidimensional puesto que es la base para la resolucion del resto de casos.
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La ecuacion de la difusion en un dominio unidimensional sera (4.4.1), que constituye la
mas basica de las ecuaciones a resolver.

/1 0A(x)
a(m' dx

) +Jj(x)=0 (4.4.1)

La simplificacion méaxima en este caso se obtiene al considerar corrientes y permeabi-
lidad magnética constantes en todo el dominio. Con ello la ecuacion a resolver se trans-
forma en (4.4.2), donde el término x-J es constante.

o (0
2 “;ix)) fuJ=0 (4.42)

La resolucion de esta ecuacion se realiza siguiendo el procedimiento explicado en apar-
tados anteriores, lo que permite substituir las derivadas por una ecuacion algebraica,
obteniendo asi un sistema de N ecuaciones con una ecuacion por nodo, y plantearemos
la resolucion de este sistema de ecuaciones de forma matricial.

Como veremos, conforme se implementan nuevas dimensiones (tiempo, frecuencia,...)
y caracteristicas variables del dominio del problema (diferentes materiales, variaciones
de resistividad, conductividad...), las matrices que forman parte del problema se veran
modificadas, pero la filosofia sigue invariable: ha de resolverse un sistema de ecua-
ciones asociado a una ecuacion diferencial ordinaria; y para la resolucion la PGD
reducira el problema N-dimensional a N problemas unidimensionales.

4.4.2. Resolucion de la ecuacion diferencial planteada.

Se va a pasar a resolver un problema mas cercano a la realidad donde tanto la permea-
bilidad como la densidad de corriente varian a lo largo del dominio, es decir, resolver
la ecuacion (4.4.1). Se utilizara la técnica de los elementos finitos con la que se resol-
veran las ecuaciones unidimensionales que surgen de descomponer la solucion a calcu-
lar. Recordemos que la PGD es un método de reduccién de orden, por lo que simple-
mente permite descomponer la soluciéon multidimensional como producto de
soluciones unidimensionales gracias a la representacion separada; finalmente, éstas
ultimas se resolveran con uno de los métodos clasicos, evitando las complicaciones de
los mallados multidimensionales.

Siguiendo el procedimiento seguido en los apartados, se va a plantear la ecuacion en su
formulacion débil, que consiste en multiplicar la ecuacién por una funcion de prueba
(A*(x)) e integrar a lo largo de todo el dominio (4.4.3).

fA(x)*- 9 (L 98BN o) dax=o0 (4.4.3)
ox\u(x) 0x o

XEQNy
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Suponiendo en primera instancia permeabilidad constante (ecuacion (4.4.2)), al desa-
rrollar la integral aparece por un lado la integral del término derivativo de segundo
orden (1) y de orden 0 (2).

0x2
XEQy XEQy

1 2

2
f AX)* - AKX, dx +p- f A -J(x)-dx =10 (4.4.4)

Construyendo la funcion a partir de un mallado unidimensional, estas integrales pueden
discretizarse en sumatorios de la integral para cada elemento y a su vez en productos
matriciales. Por tanto, es posible definir las siguientes matrices de integracion, M
(4.3.10) y K (4.3.12), tales que:

9%A
1: [A]T-[K,] - [A] = f AX)* - aX(ZX)-dx (4.4.5)
‘QX
2: [A]T- M- [J] = f A" - J(x) - dx (4.4.6)
XEQNy

La operativa, similar a las diferencias finitas, trata de plantear un sistema de ecuaciones
algebraicas (ecuacién matricial) asociado a la ecuacion diferencial. La diferencia de los
elementos finitos es que se esta integrando la funcion en cada elemento por lo que se
pueden introducir diferentes valores de parametros en cada elementos (por ejemplo
segun el material del que estd formado). Al introducir las matrices de integracion, la
ecuacion integral pasa a matricial como muestra (4.4.7).

[AT]T - ([Ky] - [A] + - [M] - DD =0 (4.4.7)

Las condiciones de contorno se impondran exactamente igual que para diferencias
finitas, modificando la matriz del sistema (en este caso Ky).

4.4.2.1 Introduccion de diferentes materiales.

La PGD nos permite introducir la variaciéon de la permeabilidad debida al empleo de
distintos materiales dentro de estas matrices de integracion. Al desarrollar las integrales
de (4.4.3), se obtiene (4.4.8):
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, 01 0A(x) X _
fA(X) &<m I )-dx+ u- fA(X) Jx)-dx=0 (4.4.8)

XEQy XEQy
1 2

Con este método se puede introducir esta variacion ya que se esta integrando dentro de
cada elemento. Se definen las matrices M, y K,, de forma similar a como se hacia en
el caso de las matrices asociadas a la conductividad: la primera se utilizara mas adelan-
te cuando se aumente el nimero de dimensiones espaciales, para este caso unicamente
es necesario el término derivativo de segundo orden (1).

1: (A7 [, | [A] = f AR’ _%<$agix)) - dx (4.4.9)
Qx
1
2:[A7 - |m, |- [A] f AGY s ACD - dx (4.4.10)

X

Se procede como en el caso de permeabilidad constante: se sustituyen las integrales sus
respectivos productos matriciales transformando la ecuacion en matricial. La ecuacion
resultante (4.4.11) es la misma que (4.4.7) salvo que ahora la permeabilidad esta defi-
nida por elemento e introducida en la matriz de integracion Kux'

(AT ([Ky, ] - [AT+ IM,] - 1) = 0 4.4.11)

4.5. Solucion de la Ecuacion de la Difusion para el Potencial Vector
Magnético considerando dimensiones adicionales.

Hasta ahora se han repasado algunos de los métodos clasicos aplicados al caso unidi-
mensional y de forma superficial. Como se ha comentado, la PGD unicamente des-
compone la soluciébn de tal manera que en lugar de resolver un problema N-
dimensional se resuelvan N problemas unidimensionales.

A continuacion, se va a introducir nuevas dimensiones y se calculara su descomposi-
cion generalizada (soluciones unidimensionales). De esta manera se integrara en domi-
nios unidimensionales en lugar del original, multidimensional, evitando el uso de ma-
llados multidimensionales.
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4.5.1. Dimension espacial y temporal.

A continuacién se muestra como seria la introduccion de la dimension temporal en el
problema, detallando el procedimiento a seguir.

Para ello, plantearemos la ecuacion en su formulacion débil. De esta manera aparece
una integral bidimensional, que conviene evitar, por lo que se propone descomponer la
solucion antes de calcularla tal que lo que se calcule sea una coleccion de funciones
unidimensionales (los modos del campo de potencial magnético), y no una funcion
multidimensional (el propio campo magnético).

Para resolver las ecuaciones unidimensionales resultantes de descomponer la solucion,
se pasara la ecuacion integral a matricial y se despejara la incognita. Esto no es inme-
diato pues se ha reducido el orden de las integrales pero ahora se tiene como minimo
tantas incognitas como dimensiones tiene el problema (como minimo un modo por
dimension), en este caso dos. Para salvar esta situacion se propone un método iterativo
que permite calcular una de ellas a partir de las demas, suponiendo éstas ltimas cono-
cidas, tal y como se vera en los siguientes parrafos.

La ecuacion a resolver sera la (4.5.1), en la que aparecera el término de la derivada de
primer orden, para el que se construird una nueva matriz de integracion, comentada
posteriormente.

a ( 1 aA(x,t))+ (50 = o(x)
ox\u(x)  ox Jeat) =olx
Se va a plantear en su formulacién débil, es decir, se va a multiplicar por una funcioén
de prueba, A*(x, t), e integrar en todo el dominio.

dA(x, t)

— 4.5.1)

Es conveniente hacer notar que no se resolvera la funcion A(x, t) que implicaria el uso
de una malla bidimensional para integrar, si no que se resolverd sus modos
X;(x) y T;(t), tal y como se detalla a lo largo de este punto.

La formulacién débil es la siguiente:

L (91 0Ax1) dA(x, t) B
ffxenxtmfl(x’t) ‘(a(@"—ax )—J(X)~ P +](x,t)).dx-dt—0 (4.5.2)

Nos encontramos aqui una primera dificultad a salvar representada por la resolucion
de la integral multidimensional, que implicaria el uso de una malla multidimensional.
En el caso bidimensional que nos ocupa en este momento no es un gran problema, pero
se hace cada vez mas complejo conforme aumenta el nimero de dimensiones. Para
resolverlo, en lugar de integrar la funcién en dos dimensiones, procedemos a sustituirla
por su descomposicion generalizada, obteniendo dos integrales unidimensionales.

La PGD propone la descomposicion para el potencial vector magnético, mostrada en
(4.5.3). Para simplificar la notacion se va a eliminar el término que define la variable,
pues cada modo tiene el nombre de la variable que representa (X;(x) = X;). Se va a
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descomponer tanto la incégnita (A(x,t)), (4.5.3), como los pardmetros del dominio
J(x, t),0(x), u(x)), (4.5.4), como se muestra a continuacion:

N N

A(x, t) =~ Xi(X) . Tl(t) = Xi . Ti (453)
202,

J,8) =Jx i 0(x) = 0y pu(x) = piy (4.5.4)

La diferencia es que los modos de los parametros, (4.5.4) son datos de entrada en
funcién de su valor a lo largo del dominio mientras que los modos de la solucion,
(4.5.3) son a priori desconocidos y son el objetivo a calcular. Estos modos se calcu-
laran uno a uno hasta tener un numero suficientemente grande como para representar la
solucion. A continuacion se explica el calculo de los primeros, tras el cual se generaliza
al calculo de los n-é€simos.

4.5.1.1 Cdalculo de los modos iniciales.

Inicialmente se realizara el calculo para los modos iniciales (n = 1) y luego se genera-
lizara para el resto de modos.

Alx,t) =X, - Ty (4.5.5)

Sustituyendo los términos multidimensionales de la integral por sus respectivas des-
composiciones se obtiene (4.5.7).

* * ad 1 a(Xl . Tl) a(Xl . Tl) ~
ffxeax tE_{ZtXI -T1 <a<a—ax >_UXT+1x1t>dth—0 (457)

En este momento, desarrollando la expresion y agrupando los términos dependientes de
las mismas variables (4.5.8), en lugar de una integral bidimensional se puede integrar
cada dimension por separado, pues ahora las funciones dependen unica y exclusiva-
mente de una variable. En este paso reside la esencia de la PGD pues desaparecen las
integrales bidimensionales y se sustituyen por producto de integrales unidimensionales.
Sin embargo, el niimero de incognitas ha aumentado (de A(x, t) a X;(x) y T1(t)), para
lidiar con ello se planteara el proceso iterativo que soluciona esta ecuacion no lineal.
Aparecen ahora dos nuevos términos respecto de la ecuacion que no consideraba di-
mension temporal, que son el de la conductividad (1) y el de la derivada de primer
orden del tiempo (2).
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, 01 0X; . .
le 'a(;'g)'dX' le 'Tl'dt_ le 'O-X'Xl'dx
XEQy ten; XEQyx
i (4.5.8)
* aTl * *
le 'E‘dt+ le ']x'dX' le ‘]t‘dt:()
ten; XENy teQ:

2

Formulacién de la ecuacién matricial.

La ecuacioén integral se transformard en matricial mediante el uso de las matrices de
integracion. Puesto que aparece el término dependiente de la conductividad (1) y el
derivativo de primer orden (2), se debe definir sus respectivas matrices (4.3.30) y
(4.3.14):

L X" [M, |- [X] = f X(x)* 0, - X(x) - dx (4.5.9)

XEQN,

aT(t)

——=-dt 4.5.10
5t ( )

2 (16 1= [ T

teQ,

Se sustituyen las integrales por sus respectivos productos matriciales, quedando la
ecuacion matricial (4.5.11).

(17 K] 160) - (L7217 - (M) - (7))
— (X217 - [My ] - [X:1) - (A1 - [C) - [TaD) (4.5.11)
+ (X717 - M) - D - (117 - Ml - [JeD =0

Tenemos ahora una segunda dificultad derivada de la aplicacion de la PGD, ya que se
ha reducido el orden de las integrales, lo que supone una disminucion del nimero de
operaciones exponencial respecto del nimero de dimensiones, pero esto a costa de
aumentar el nimero de incognitas. Se tiene por tanto una ecuaciéon con dos incognitas
([X1] e [T1]) que da lugar a una ecuacién no lineal, que hemos de resolver por medio
de un Proceso Iterativo que se muestra a continuacion.

Construccion del proceso iterativo.

Para resolver el problema, se plantea un proceso iterativo ya visto en el Capitulo 3
mediante el cual una de las incégnitas se calcula a partir de las demas de manera alter-
nativa, suponiendo estas ultimas conocidas. Situandose en la iteracion p, se tiene
(X, P~y [Ty )P~
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Calculando [T4]P a partir de [X,]P~1.
Suponiendo conocido uno de los modos que compone la solucidén, podemos obtener la
solucion de los modos desconocidos.

Se tiene [X;]P~ y se supone que este es el modo definitivo de la solucién. La funcion
de prueba serd a su vez el producto de los modos de prueba: si [X;] = [X;]P~! es cono-
cido, el modo de prueba sera unicamente el desconocido ([4*] = [X;]P~! - [T;"]). De
esta manera, se pueden realizar todas las integrales de los modos supuestamente cono-
cidos, obteniendo una ecuacion integral unidimensional.

Llamando XcoefKu, XcoefMo y Xcoef] las integrales respecto de x, que en este
momento pueden computarse, pues [X;] es supuestamente conocido, tenemos:

(P2 K, |- DG0P=Y) - AT - M) - [13]P)

XcoefKu
= (T M, ] ) AT G IR s
XcoefMo
+ (X" M ) - (0T M - ) = 0
Xcoef]

La ecuacion resultante puede resolverse reordenando los términos y sacando factor
comun la funcién de prueba de la incognita, quedando del siguiente modo:

(71" ((XCOGfKM - [M¢] = XcoefMo - [C,]) - [T1]P + Xcoef] - [M,] - [h]) =0 (4.5.13)
[Qlx [f1x

Podemos identificar la ecuacion matricial a resolver representada en (4.5.14). Aparece
una matriz [Q], que es una composicion de los términos resultantes de realizar las
integrales en las dimensiones conocidas (en este caso XcoefKu y Xcoef Ma) multipli-
cados por las matrices oportunas ([M,] y [C.]) al despejarse la incognita de la ecuacion
matricial. También aparece una matriz [f], que por el momento representa el término
de las densidades de corriente integrando respecto de x.

(7,17 = [Ql, " [fl;

[0l = (([XJ“T (K] DP) - ] = (6P M, ] D) - [ct]>;

XcoefKu XcoefMao

(4.5.14)

[Fle = = (D607 - M1 - 1) - (M1 - D)

Xcoef]
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Calculando [X4]P a partir de [T4]P.

Andlogamente, si se parte del modo [T;]P como dato, se podran realizar sus respectivas
integrales (TcoefM, TcoefC y Tcoef]) y despejar [X;]P mediante un procedimiento
similar.

(0217 Ky |- D60 - (I00PT - ] - [T21P)

TcoefM
— (%17 My ] X4 0P) - ([T]PT - [C - [T4]P) (45.15)
TcoefC
+ ([X1*]T : [Mx] : Ux]) : ([T1]pT : [Mt] : []t]) =0
Tcoef]

Del mismo modo que se operd anteriormente, sacando la funcién de prueba como fac-
tor comtn y despejando la incognita [X;]? se obtiene:

(X" - ((TcoefM K | - Teoefc - My, ]) - [X,1P + Tcoef] - [M,] - []x]> =0 (45.16)
[0l; lrle

Queda un sistema (4.5.17) parecido al anterior (4.5.14) donde ahora se esta integrando
respecto de la variable temporal y se esta despejando el modo espacial.

[X.0P = [Q1. " [f]s

[Ql = (ITP" - M- [1107) - [, | = (1?7 - 1€ - [10P) - [Mo )
TcoefM TcoefC (4-5-17)

[f]t = - ([T1]pT : [Mt] : Ut]) : [Mx] : Ux]

Tcoef]

Como conclusion, la resolucion consiste en realizar las integrales de los modos que
se suponen conocidos, obteniendo nuevamente un problema que puede ser plan-
teado en elementos finitos, con la diferencia fundamental que supone que la in-
cognita en este momento es unidimensional, consecuencia directa de la aplicacion
de la PGD.

Con respecto al valor inicial asignado a los modos, esto no es relevante y se asignan
valores aleatorios, ya que posteriormente aplicando el proceso iterativo explicado
terminan convergiendo en un determinado niimero de iteraciones.

Estas dos propiedades comentadas son caracteristicas que distinguen a la PGD de
cualquier otro método numérico aplicado.
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4.5.1.2 Criterio de convergencia para el caso con una dimension espacial mas la tem-
poral.

La convergencia se establecera cuando las iteraciones no hagan variar la solucion. Para

la iteracion p, la solucion serd A(x, t)P = [X]P - [T]P, por tanto un criterio de parada de

las iteraciones podria ser:

IIX1P - [T1P = [X]P~1 - [T]P 7|

[ R R @19

Siendo ||-|| la norma cuadratica. Se aprovecharan las matrices de integracion calculadas
para la resolucion en elementos finitos para calcularlo.

Tomando la norma cuadratica:

L P 7~ X (12 s

<e (4.5.19)

0 (X1P  (T19)2 - dx - e

Desarrollando la expresion anterior tal y como se muestra en el Anexo IV, obtendria-
mos que el célculo del error para determinar si se ha establecido la convergencia, que
debera ser menor que una cierta tolerancia €, se reduce a la siguiente ecuacién matri-
cial:

([X]” M- [XTP - (TP - [Me] - (TP + [X]P71 - [M] - [X]P=1 - (TP - [M] - [T]”‘l)

=2 [X]P - [My] - [X]P~* - [T]P - [M{] - [T]P* (4.5.20)

Este criterio también servira para dos dimensiones espaciales, introduciendo el segundo
modo espacial en lugar del temporal.

Se amplia el desarrollo en el Anexo IV de la tesis.

4.5.1.3 Generalizando para el calculo de los modos n-ésimos.

La idea expuesta en este apartado constituye una de las claves en la operativa de la
PGD. En este punto, se supone que la solucién se descompone en modos y se calcula
esos modos a través de un proceso iterativo usando los métodos convencionales.

Evidentemente un modo no es suficiente para guardar toda la informacion asociada a
cada dimension, ya que el error cometido entre la solucidon obtenida y la simulacion
precisa seria demasiado grande. Se debe entonces aumentar el nimero de modos hasta
alcanzar una precision en el calculo suficiente para que los resultados sean validos.
Dicha precision es controlada a través del parametro comentado en el apartado 4.5.1.2,
que marca el criterio de convergencia.
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Se desea ahora generalizar el calculo para los modos n-ésimos. La funciéon de prueba
sera inicamente el producto de estos lltimos pues todos los anteriores son conocidos.

Suponiendo que ya han sido calculados n — 1 modos, se desea ahora calcular los mo-
dos n-ésimos. En ese caso la solucion seria la suma de las incognitas a calcular y el
resto de modos ya conocidos, tal y como se muestra a continuacion:

n n-1

A(x,t) zZXlTl =Xn'Tn+ZXi'Ti (4521)
i=1 i=1
A =X, T, (4.5.22)

En el proceso, analogo al anterior, se sustituye la funcién por su descomposicion gene-
ralizada y se integra en todo el dominio. Sin embargo ahora aparece una serie de térmi-
nos producto de los n — 1 modos conocidos, que por tanto podran calcularse y compu-
taran como un término de la matriz de fuentes [f].

La ecuacion matricial sobre la que se aplicara el proceso iterativo sera la (4.5.23), se
observa la aparicion de los n-1 modos ya calculados respecto de la ecuacion (4.5.11).
Se va a nombrar los distintos términos para facilitar la comprension.

(0617 - K |- DXa]) - (T T - [M] - [T

XcoefKin TcoefMp
- ([Xn*]T : [Ma'x] : [Xn]) : ([Tn*]T : [Ct] : [Tn])
XcoefMaoy TcoefCn
[ (061 (K |- 1) - @1 - DM - ) 45.23)
i=1 XcoefKu; TcoefM;

— (IX,17 - [My, ] - [X.0) - (IT,17 - [€ - [TD)
XcoefMa; TcoefC;

+ (X1 M- D - A7) - M- ) = 0

Xcoef] Tcoef]

Estos se podréan calcular siempre y cuando [X,,"] o [T, "] sean conocidos, es decir, para
calcular [T,,] se calcularan los coeficientes de X, los Xcoef, y viceversa. Los sistemas
de ecuaciones quedan similares a los anteriores (4.5.14) y (4.5.17), con el sumatorio de
los modos ya calculados, que surgen de despejar la incognita deseada de la ecuacion
(4.5.23). La filosofia en este caso sigue siendo la misma, y por ello se aplicara el proce-
so iterativo para los modos de mismo indice n, hasta alcanzar los N modos con los que
se representa la solucion.
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Asi, sea [X,,] conocido, despejando [T, ] de (4.5.23):

[T) = [Q1 " - [fls

[Qlx = XcoefKuy - [M] — XcoefMay, - [Cc] = [Q], — [Ql;

(4.5.24)
[f] = —Jcoefx - ([Mt]_l[lt])
- Z(XCOEfKHi - ([M,] - [T;]) = XcoefMa; - ([C,] - [T:]))
i=1
= [£1; = (F1u = [f1o)
Andlogamente, suponiendo [T;,] dato y despejando [X,,] de (4.5.23):
(X1 =[Q]™" - [f];
[Q] = TcoefMy - [K, | - TcoefCy - [My,] = (@1, — [Q]o;

(4.5.25)

[f1 = —Tcoef] - ([My] - UxD)
-1

= > (reoerm;- ([Ky,] - 1) = Teoefc ([Mo,] - 1)) = [£1; = (171, = [£1,)

i

S

Il
fay

Observamos aqui la aparicion de dos partes en el calculo en los sistemas de ecuacio-
nes:

= Por un lado la parte magnética, [Q],, donde opera la permeabilidad de los
materiales del dominio.

= Por el otro la parte eléctrica [Q],, con la conductividad.

Como vemos, esto representa el desacoplamiento de los calculos magnético y eléc-
trico, caracteristica basica en la operativa de la PGD.

En el caso desarrollado, tanto permeabilidad como conductividad se han definido me-
diante un inico modo, pero si hubieran sido necesarios mas no habria una tnica matriz

[Kux] sino tantas como modos de la permeabilidad que deben sumarse, complicando el
calculo.
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4.5.2. Desarrollos para dimensiones adicionales.

En el Anexo IV se muestran andlisis semejantes realizados para otro caso similar bidi-
mensional en el espacio, y para casos con dimensiones adicionales, y se puede observar
que los razonamientos son los mismos, siguen la misma mecanica, lineal y simple, por
lo que el afiadir dimensiones adicionales no afiade una gran complejidad al problema.
Esta caracteristica intrinseca de la PGD es la que da su gran potencia de calculo, permi-
tiéndonos calcular grandes dominios de forma mucho mas rapida que con métodos
tradicionales.

4.6. Conclusiones.

En el presente capitulo han sido presentadas las Matrices de Integracion, utilizadas en
la programacion del método para la resolucion de las ecuaciones matriciales, viendo los
diferentes tipos de matrices resultantes en funcion de los diferentes parametros o
dimensiones que intervienen en el problema.

Tal y como hemos visto, cualquier problema real representado por una determi-
nada ecuacion diferencial puede resolverse mediante la PGD. Para ello, la resolu-
cion de cualquier problema N-dimensional consiste en integrar todos los modos
previamente conocidos, bien por asignacién de un valor aleatorio, bien calculados a
partir de los conocidos previamente, con el fin de obtener un nuevo problema, a resol-
ver nuevamente mediante un método numérico tradicional (en nuestro caso Elementos
Finitos o Diferencias Finitas, segin se haya decidido), con la diferencia fundamental
que supone que la incognita de este nuevo problema es unidimensional, como con-
secuencia de la aplicacion de la PGD.

Con respecto al valor inicial asignado a los modos, como ya hemos comentado y
veremos en la programacion y las simulaciones realizadas, esto no es relevante y se
asignan valores aleatorios, ya que posteriormente aplicando el proceso iterativo de
Calculo de Modos visto en el Capitulo 3 terminan convergiendo en un determinado
numero de iteraciones.

Estas dos propiedades comentadas son caracteristicas intrinsecas de la PGD que la
distinguen de cualquier otro método numérico.

Por otro lado, hemos podido observar el desacoplamiento de los calculos magnético y
eléctrico, otra de las caracteristicas basicas en la operativa de la PGD, esta vez espe-
cifica de su aplicacion a los problemas del campo del electromagnetismo. Como vi-
mos, aparecen dos partes en el calculo en los sistemas de ecuaciones: por un lado la
magnética, [Q],, donde opera la permeabilidad de los materiales del dominio y por el
otro la eléctrica [Q],, con la conductividad. En el desarrollo comentado, tanto la
permeabilidad como la conductividad han sido definidas mediante un solo modo, pero
si hubieran sido necesarios mas modos para su determinacion, unicamente afladiriamos
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tantas matrices [K“x] como modos de la permeabilidad necesitaramos, sin una gran
complejidad adicional en el calculo.
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Capitulo 5

Modelizacion de

Conductores de Corriente
mediante PGD:

Conductor Aislado

5.1. Introduccion.

En este capitulo, nos centraremos en la obtencion de las principales variables que defi-
nen el comportamiento de las corrientes que circulan por diferentes tipos de conducto-
res que se encuentran aislados o a tal distancia de otros que puede desconsiderarse
cualquier influencia, repasando la fenomenologia que las condicionan y las expresiones
tradicionalmente utilizadas para su célculo, aportando una nueva metodologia de calcu-
lo para aquellos casos que la formulacion analitica no es capaz de resolver, y donde los
métodos numéricos tradicionales se encuentran limitados.

5.1.1. Breve Estado del Arte.

Desde el descubrimiento por Orsted en 1820 que el magnetismo estaba conectado de
manera inequivoca con la corriente eléctrica, tanto la inductancia, como la resistencia y
la distribucion de la densidad de corriente en el conductor eléctrico jugaron un papel
importante en la determinacion de la potencia de la transferencia de energia electro-
magnética. En 1826, Ampere descubrid la atraccion de conductores portadores de co-
rriente, lo que fue respaldado por los experimentos de Faraday, quien propuso la exis-
tencia del campo y de lo que conocemos como lineas de fiterza. Posteriormente,
Maxwell entre 1864 y 1873 propuso el marco matematico basado en los conocimientos
experimentales previos de Faraday y otros sobre los que se apoyan todavia hoy todas
las investigaciones relacionadas con el electromagnetismo, las conocidas Leyes de
Maxwell. Otras importantes personalidades, como Lenz, Neumann, Helm, Helmholtz,
Thomson, Weber o Gauss realizaron substanciales aportaciones durante los afios poste-
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riores en el siglo XIX que ayudaron al desarrollo del electromagnetismo, propiciando
los grandes avances llevados a cabo durante el siglo siguiente y hasta la actualidad.

Como podemos observar al consultar la bibliografia existente publicada a lo largo del
siglo XX, y también durante el presente siglo XXI, tanto la distribucion de la densidad
de corriente en un conductor, como los calculos de resistencia e inductancia, han sido
profundamente estudiados, principalmente en conductores circulares, los mas comun-
mente utilizados para las instalaciones de transmision de energia eléctrica, y se encuen-
tran precisamente definidos. En este caso, la geometria de la mayoria de los conducto-
res que toman parte en este tipo de instalaciones, suele ser simétrica en su seccion tanto
respecto al eje vertical como al horizontal, bien sean circulares o tubulares, o incluso
cuadrados, por lo que el estudio de los efectos comentados se reduce a la resolucion
unidimensional de sistemas de ecuaciones explicitas. En el caso de conductores que no
guardan simetria en sus dos ejes transversales, como son los conductores con secciones
rectangulares, triangulares o elipticas, la resolucion se complica y debemos recurrir a
los métodos numéricos para su modelizacion.

Las primeras publicaciones técnicas sobre las que se tienen constancia sobre la distri-
bucion de corrientes en conductores eléctricos con formas circulares diferentes a las
habitualmente utilizadas, en este caso rectangulares, y los efectos producidos en ellos
en funcién de la forma del conductor o las caracteristicas de las corrientes que los reco-
rren, datan de finales del siglo XIX y principios del siglo XX. Dos claros ejemplos de
ello son las publicaciones de Kennelly, Laws y Pierce [46] y Dwight [47] de 1915 y
1918 respectivamente, en las que mostraban sus conclusiones en el analisis del efecto
Pelicular, o Skin effect, en diferentes tipos de conductores, bajo diferentes condiciones.
Ya en estas publicaciones se observa la inquietud por el conocimiento de cémo influ-
yen los diferentes factores que definen este tipo de problemas en la conduccion de
corriente, a pesar de que por aquellas épocas todavia no eran comunes elementos que
hoy hacen necesario tener un profundo conocimiento de estos efectos, como son los
conductores con formas rectangulares que constituyen los circuitos impresos por los
que corrientes a muy altas frecuencias y con gran carga de armonicos de todos los 6r-
denes son transmitidas, y que son las que en mayor medida sufren las consecuencias
tanto del ya comentado efecto pelicular, como del efecto Proximidad entre conductores
cercanos que sera analizado en el proximo capitulo.

Desde aquella época a la actualidad, numerosos son los estudios que se han llevado a
cabo respecto al efecto Pelicular, donde podemos destacar las aportaciones de Forbes
[48], Wheeler [49], las numerosas aportaciones de P. Silvester en la década de los 60
[50] [51] [52], otras como las de Chari [53], Westinghouse [54], o Giacoletto [55], ¥
las mas recientes de Vitelli y Berleze ya en los 0ltimos afios [56] [57]. Sobre otros
efectos que afectan a la distribucion de corrientes en conductores eléctricos, existen
publicaciones sobre las corrientes parasitas (Eddy currents) y el efecto Proximidad
como [57] [58] [59].
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Respecto a los parametros que definen las distribuciones de corriente en los conducto-
res, otras aportaciones han ayudado a la definicion de la distribucion de corriente en el
conductor, como la aportacion de Daley en 1939 [60], o al calculo de impedancias,
resistencia e inductancias, en funcion de las caracteristicas del conductor, como con-
ductividad del material, seccion, y la disposicion de los mismos en el espacio. En este
campo, podemos destacar desde el tercio final del siglo XX una gran cantidad de estu-
dios de P. Silvester [61], Eduard Tuohy y otros [62], Robert Lucas y Sarosh Talukdar
[63], y algunos mas recientes como los de Frank Leferink [6], Antonini y otros [64],
Massimo Vitelli [56], Goddard, Roy y Sykulski [65], Rong y Cangellaris [66], o B.
Baron y sus colaboradores [67].

En cuanto al estudio de aplicaciones reales a sistemas con conductores de seccion rec-
tangular, destaca el gran numero de estudios realizados sobre lo que se conoce como
Canalizaciones Eléctricas Prefabricadas (CEP), también conocidas como busbars o
busducts, donde podemos destacar las aportaciones desde los ultimos afios del siglo
pasado como la de Bottauscio y Chiampi en 1995 [68], Labridis en 1996 [69], la de
1998 de Piette [70], y otras mas recientes de Triantafyllidis [71], o Canova [72]. En lo
referente a aplicaciones mas especificas, articulos sobre aplicaciones a aparamenta
eléctrica [73] [74], o un reciente estudio sobre circuitos impresos como [75], dan cuen-
ta de las ultimas tendencias a tener en cuenta sobre el avance de la técnica, que nos
lleva cada dia mas a corrientes con mayor carga de armdnicos y a mayores frecuencias.
Asi pues, se hacen necesarios nuevos estudios acerca del comportamiento de conducto-
res recorridos por corrientes armoénicas, con frecuencias altas. Esto se usa en este capi-
tulo. En el siguiente se tratara el efecto proximidad entre conductores recorridos por el
mismo tipo de corrientes.

Un primer intento de recopilar parte de lo publicado lo podemos encontrar en el articu-
lo de Frank B.J. Leferink sobre el calculo de inductancias [6]. En él, se comparan los
métodos para el calculo de la inductancia externa de partes de una linea de transmision,
se discuten las diferencias y semejanzas de estos métodos basicos, y se recoge la for-
mulacioén de ecuaciones para varias estructuras, tal como se encuentra en la literatura,
ademas de desarrollar las ecuaciones para los conductores rectangulares planos, con
agujeros o ranuras, de diferentes formas, comparando los resultados.

Pero si existe una publicacion donde todo lo comentado en lineas anteriores queda casi
completamente resumido, esta es la editada en 2013 por Vincent. T. Morgan en [7].
Esta trabajo constituye un magnifico estado del arte de los conocimientos actuales
sobre ecuaciones explicitas para el calculo de las distribuciones de corriente, resisten-
cias e inductancias internas por unidad de longitud de conductores eléctricos lineales
utilizados en sistemas de transmision de potencia y distribucion, tanto para corriente
continua como alterna, reuniendo ecuaciones explicitas de muchas fuentes para calcu-
lar las distribuciones de densidades de corriente continua y alterna, las resistencias e
inductancias internas por unidad de longitud de conductores lineales que tienen dife-
rentes secciones transversales.
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Sin embargo, en esta publicacion de Morgan, a pesar de que recoge todas las ecuacio-
nes explicitas para las secciones de conductores mas comunes y en diferentes condicio-
nes de operacion, no se encuentran definidos algunos parametros que en corrientes
alternas no es posible deducir analiticamente, principalmente debido a la complejidad
de las geometrias, y para cuya resolucion es necesaria la utilizacion de métodos numé-
ricos.

Hasta el momento, como ya se ha comentado en otros capitulos, diferentes métodos
numéricos tradicionales como diferencias finitas o elementos finitos han sido amplia-
mente utilizados, pero sus inherentes limitaciones los hacen aplicables a dominios muy
reducidos. Es aqui donde el método de la PGD puede ser aplicado para soslayar mu-
chas de esas limitaciones.

Algunas referencias de la utilizaciéon de métodos numéricos en la resolucion de este
tipo de problemas las podemos encontrar en las publicaciones donde utilizan el método
de las Diferencias Finitas, como [54], o aquellas mas comunes donde recurre a métodos
basados en Elementos Finitos como [53] [73].

Como referencia reciente de la resolucion de este tipo de problemas mediante métodos
numéricos tradicionales podemos citar [75], donde utilizando FEM llevan a cabo el
calculo de pérdidas en corriente alterna, teniendo en cuenta tanto el efecto pelicular
como el de proximidad, en bobinas planas con conductores de seccion transversal rec-
tangular, con el objetivo de obtener expresiones similares a las utilizadas para conduc-
tores circulares, observando en su desarrollo las evidentes dificultades para la obten-
cion de dichas expresiones, en parte debidas a las limitaciones presentadas por el
método numérico utilizado, tnicamente solventadas mediante la utilizaciéon de una
serie de simplificaciones, como pueden ser:

= Suposicion de que la distribucion de corriente de los conductores no afecta el
campo magnético de los adyacentes, lo que podria suponer una subestimacion
de las pérdidas principalmente cuando la frecuencia aumenta.

= Asuncion de un campo magnético uniforme sobre la seccion transversal del
conductor, lo que es valido s6lo si la bobina espiral de n-vueltas a su vez se
compone de un gran numero de conductores, donde las dimensiones de con-
ductores son pequefias en comparacion con el diametro del dispositivo.

= Se desestima la corriente inducida porque se supone un calculo de campo
magnetostatico y un campo magnético uniforme sobre la seccion transversal
del conductor.

Todas estas simplificaciones son utilizadas para permitir a métodos basados en Ele-
mentos Finitos obtener resultados lo suficientemente precisos en un tiempo relativa-
mente corto, pero suponen grandes limitaciones en la universalidad de las soluciones,
algo que mediante la PGD puede intentar evitarse.
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5.1.2. Fenomenologia asociada. Hipotesis simplificativas, concepto de inductancia
interna y el efecto pelicular o ‘skin effect’.

La resistencia de corriente continua de un conductor depende de su geometria, la resis-
tividad de sus cables componentes, y su temperatura. Con corrientes alternas, la co-
rriente que fluye en un conductor no magnético homogéneo también causa el efecto
piel dentro del conductor (efecto Pelicular o ‘skin effect’) y, si se encuentra relativa-
mente proximo a otro conductor paralelo transportando una corriente alterna, también
causara un efecto de Proximidad.

En el caso de un conductor con nucleo de acero trenzado, la corriente alterna produce
un flujo magnético axial alternante en el niicleo de acero y un flujo magnético alterno
circular en los cables no ferromagnéticos. Estos flujos causan histéresis y corrientes
parasitas en el ntcleo y la redistribucion de las densidades de corriente en las capas de
alambres no ferrosos, conocido como el efecto Transformador.

La agregacion de todos estos efectos produce un aumento en la pérdida de potencia en
el conductor, lo que se evidencia por un aumento de su resistencia y una disminucion
en su inductancia interna.

En el presente capitulo, nos centraremos en los efectos producidos sobre un conductor
por la misma corriente que lo recorre, es decir, en el efecto skin, para lo cual es necesa-
rio introducir el concepto de Inductancia Interna del conductor, eso si, tras listar las
hipotesis de partida que se consideraran durante el calculo.

5.1.2.1 Hipotesis de partida para el problema a analizar.

En los siguientes apartados, para el calculo de resistencias e inductancias en un conduc-
tor, se exponen a continuacion las hipotesis de partida:

*  Conductor de longitud infinita en la direccion del eje z, sin influencia de otros
conductores o fuentes de campo magnético exteriores.

= Constitucion material homogénea del conductor.

= Seccion uniforme en toda la longitud del conductor.

» Permeabilidad constante.

*  Conductor al aire.

= En el caso de considerar Corrientes alternas, se consideraran perfectamente

senoidales.

5.1.2.2 Inductancia interna de un conductor.

La interpretacion del concepto de inductancia interna para un conductor de longitud
infinita no es algo trivial, y debe ser tratado teniendo en cuenta una serie de considera-
ciones, que a continuacion se comentan, para llegar alcanzar resultados concluyentes.
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El coeficiente de autoinducciéon de un conductor aislado viene dado por la suma de
inductancia interna y externa:

Ly=L;+L, (5.1.1)

Siendo:

= [;: Inductancia interna del conductor: relacion entre flujo magnético concate-
nado en el interior del conductor y la corriente que lo produce.

= [,: Inductancia externa del conductor: relacion entre el flujo magnético en el
exterior del conductor y la corriente que lo produce.

Para obtener la inductancia de un solo conductor recto, consideremos primero la defi-
nicion de la inductancia basada en la energia del conductor, expresada por la siguiente
formula:

2
L=I—2-fwm-dn (5.1.2)
Q

Seglin esta definicion, la inductancia se expresa en funcion de la corriente que recorre
el conductor, y la energia magnética W,,, que es proporcional al cuadrado del campo
magnético, B2.

El campo magnético existe tanto en el interior del conductor como fuera del mismo,
pero en el interior del conductor aumenta linealmente conforme nos alejamos del cen-
tro, y fuera del conductor decrece a razon de 1/r conforme crece la distancia al centro
del conductor 7. Por tanto, puede construirse un modelo de simulacion donde, conside-
rando ciertas condiciones de contorno, nos ayude a calcular la inductancia.

Las condiciones consideradas seran, la aplicacion de una corriente de 1 Amperio en un
extremo del conductor, y la conexion a tierra del mismo en el otro extremo. Respecto al
resto de condiciones de contorno, se considera una superficie exterior de aislamiento
magnético que hace que la densidad de flujo magnético tangencial sea cero en el con-
torno. Se muestra un esquema de lo comentado anteriormente en la Figura 5.1.

Pero el sistema propuesto formado por un unico conductor de corriente, de longitud
infinita, por el que circula corriente en una unica direcciéon, no es posible fisicamente
en la realidad ya que contradice las leyes de Maxwell y las ecuaciones basicas del elec-
tromagnetismo, seglin las cuales la corriente no puede ser unidireccional, sino que debe
retornar por alguna parte; para evitarlo, la corriente retornara por la periferia del domi-
nio considerado en el analisis. La Figura 5.2 representaria lo comentado.
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Condicién de contorno en el
extremo del conductor
1 Amperio

CO?dIfNOn del El resto de condiciones de

contorno edn Ie contorno son aislamientos
extremo de magnéticos
conductor

Puesto a Tierra
Fuente: COMSOL Blog, Walter Frei, COMSOL.

Figura 5.1. Planteamiento del modelo de simulacién para un conductor.

Fuente: COMSOL Blog, Walter Frei, COMSOL.

Figura 5.2. Representacion grafica de las lineas de corriente de un conductor en el volumen y

superficiales en el contorno del dominio.

Con ello, la inductancia externa, y por tanto también la total del sistema, aumenta con-
forme aumenta el dominio analizado. Podria llegar a pensarse que si el campo magnéti-
co exterior disminuye conforme aumenta la distancia al conductor, llegard un momento
en que la inductancia externa dejara de aumentar, pero se comprueba experimentalmen-
te que esto no es asi por mucho que crezca el dominio analizado, no llegando a conver-
ger nunca.
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Ademas, la formula analitica para la inductancia externa de un conductor aislado circu-
lar ratifica lo anterior: el valor de la inductancia externa debida al flujo externo que
produce el conductor y que va desde la periferia del conductor hasta el infinito, es infi-
nito, tal y como comprueba Holloway en el apéndice de su articulo [76].

Para evitar este problema, debemos asegurarnos de que se produzca el cierre de la
corriente en un bucle, por ejemplo, afiadiendo un conductor de retorno que permita el
analisis de un sistema completo. Con ello, en el caso de un sistema monofasico real, la
inductancia total serd la suma de la inductancia interna, externa y mutua entre el con-
ductor inicial y el de retorno de la corriente En este caso, tendria sentido fisico real
hablar de inductancia total, que estd determinada por:

Ly=L;+Lo+Ly (5.1.3)

Siendo:
»  L;: Inductancia interna del conductor
= [,: Inductancia externa del conductor
* L, Inductancia mutua entre los conductores del sistema.

La inductancia total de un sistema eléctrico depende, no solamente de la geometria de
los conductores que lo forman, sino también de la disposicion de éstos con respecto al
resto de conductores, ademas de la naturaleza y frecuencia de la corriente que transpor-
ta cada uno de ellos.

Sin embargo, el presente capitulo inicamente tiene como objetivo analizar la variacion
del coeficiente de autoinduccién en funcion de modificaciones en la geometria del
propio conductor, reservando el analisis de sistemas multiconductor para el Capitulo 6.

Con este analisis, podremos modelizar la distribucion del campo magnético en el inte-
rior del conductor, a partir de la cual podremos obtener la distribucién de corrientes en
una seccion del mismo, y cualquier magnitud derivada de estos parametros durante la
fase del post-procesamiento.

5.1.2.3 Efecto ‘skin’ o pelicular.

Bien conocido es que cualquier corriente circulando por un conductor crea un campo
magnético determinado. Si ademas esta corriente es variable, como por ejemplo una
corriente alterna con una cierta frecuencia, el campo magnético asociado también sera
variable. En el caso de conductores como el Aluminio o el Cobre, con permeabilidad
relativa la unidad y permeabilidad magnética total igual a la del aire, es decir, sin posi-
bilidad de saturacion del material, entonces la variacion en la inducciéon magnética sera
directamente proporcional a la de la corriente que lo provoca, con lo que si la variacion
de la corriente es senoidal, la intensidad de campo magnético e inducciéon magnética
tendran también variacion senoidal.
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Con ello, los conductores que transportan corriente alterna estan sometidos a variacio-
nes en el campo magnético creadas por ellos mismos, que inducen, por la ley de Fara-
day, fuerzas electromotrices que se oponen a la causa que las producen, es decir, a la
corriente transportada por el conductor. Estas fuerzas electromotrices inducidas son
mayores cerca del centro geométrico del conductor y menores en la periferia, lo que se
traduce en que la corriente tiene un camino de menor impedancia cuanto mas se acerca
a la periferia del conductor ya que alli es donde menor oposicidon se encuentra para
circular.

Este efecto aumenta a medida que aumenta la frecuencia de la corriente transportada
por el conductor, debido a la mayor variacién de la corriente que produce el campo
magnético y que a su vez induce la fuerza electromotriz.

Para frecuencias industriales de la red eléctrica, 50 6 60 Hz, y con conductores de pe-
queia seccion, este efecto no prevalece sobre otros, y apenas condiciona la distribucion
de corrientes. Sin embargo conforme nos adentramos en el campo de las altas frecuen-
cias, la seccion efectiva del conductor disminuye notablemente.

En la Figura 5.3, podemos observar el efecto en la distribucion de corrientes de la fre-
cuencia, para un mismo conductor de 20 mm de didmetro, conductor en la practica de
grandes dimensiones.

Figura 5.3. Evolucion de la densidad de corriente para un conductor de 20mm de diimetro a
frecuencias de 15, 50 y 100 Hz, respectivamente, debidas al efecto skin. Simulacién realizada
mediante PDE Tool de MATLAB.

En la figura, a mayor tonalidad roja, mayor densidad de corriente se dara, denotando el
color azul oscuro la ausencia de ésta. La frecuencia es creciente de izquierda a derecha,
y se observa claramente como disminuye el area de conduccion efectiva conforme
aumenta la misma, reflejando el efecto pelicular ya comentado, y que se explica fisi-
camente a continuacion.

La resistencia de un conductor viene determinada por la expresion:
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R=p3 (5.1.4)

Siendo:
» R: Resistencia eléctrica
= p: Resistividad del material
= /: Longitud del conductor
= §: Seccion del conductor

Con ello, una disminucion de la seccion efectiva del conductor provocarad un aumento
directamente proporcional de la resistencia del mismo.

Por otro lado, las fuerzas electromotrices que se oponen a la corriente y que crean esta
distribucion pelicular de la corriente estan relacionadas con la inductancia interna y
total del conductor.

La interpretacion de inductancia interna y total del conductor tienen el mismo signifi-
cado fisico que para corriente continua. Sin embargo, en corriente alterna, la inductan-
cia del conductor produce ademas una reactancia que se opondra al paso de la corrien-
te. Este concepto de reactancia engloba el efecto que se ha expuesto en este apartado
sobre las fuerzas electromotrices creadas, por la naturaleza variable de la intensidad,
que se oponen en cada punto del conductor a la corriente que las crea, dando lugar a
una distribucion irregular de la corriente en la seccion del conductor.

Por tanto el campo magnético variable creado por una corriente alterna tiene un doble
efecto.

= El aumento de la resistencia efectiva del conductor, causado por la dismi-
nucion de area efectiva de conduccion.

= La aparicién de una reactancia en el conductor que de igual modo se opone
a la conduccion de corriente.

Por tanto se extrapola de este analisis que para un mismo valor eficaz de tension en un
conductor, habra un valor eficaz de intensidad mayor a menor frecuencia de la fuente,
siendo maxima si la fuente de tension es de corriente continua y siempre menor si esta
fuente de tension es alterna senoidal.

Del mismo modo que se comenté el concepto de inductancia interna de un conductor,
puede analizarse el de su reactancia interna. Si la inductancia interna tenia en cuenta la
relacion entre los enlaces de flujo que se concatenan en el interior del conductor y la
corriente que los provoca, la reactancia interna es la oposicion a la corriente debida a la
variacion del flujo magnético en el interior del conductor.
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Otra expresion de la inductancia es aquella que relaciona ésta con la energia almacena-
da en forma de campo magnético. Por tanto la inductancia interna sera relacionada con
la energia magnética almacenada en el interior del conductor por la expresion (5.1.5),
mientras que la inductancia externa estara relacionada con la energia almacenada en el
campo exterior al conductor.

i2

Energia almacenada = L; " (5.1.5)
La distribucion de corrientes pelicular provocada por el campo magnético del propio
conductor provoca que la capacidad de almacenamiento de energia en el conductor
disminuya, disminuyendo también la inductancia interna del mismo, que serd mayor a
medida que aumenta la frecuencia de la corriente, acentuandose la distribucion irregu-
lar de las mismas en la seccién del conductor. Sin embargo, este hecho no afecta a la
reactancia interna.

Este hecho se explica debido a que las disminuciones en L;,; son de menor magnitud
que los aumentos en frecuencia causantes del efecto skin.

Recordemos que:

Por ultimo, merece la pena destacar que los campos magnéticos han de ser variables
para que puedan dar lugar a fuerzas electromotrices inducidas, lo que a su vez necesita
de corrientes variables en el conductor.

Ademas, la oposicion a la corriente creada por dichas fuerzas electromotrices esta dada
por las reactancias interna, externa, mutua y, por tanto, total del conductor; reactancias
que a su vez estan relacionadas con las inductancias interna, externa, mutua y total de
dicho conductor por la expresion:

Xe=X+Xo+Xpm=2-1-f - (Li+ Lo+ Lyp) (5.1.7)

5.1.3. Objetivo y justificacion del capitulo.

El presente capitulo tiene como objeto el calculo, forma y caracteristicas de la distribu-
cion de la densidad de corriente conducida, de impedancias, inductancias internas,
parciales y totales, para conductores de seccion circular y rectangular. Estas magnitu-
des seran obtenidas a partir de la distribucion del potencial vector magnético, definido
por la ecuacion de difusion, derivada de las ecuaciones de Maxwell.

El calculo de estas magnitudes se realizara mediante codigos de programacion desarro-
llados en MATLAB basados en la técnica de la PGD, y los resultados seran validados
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comparandolos con aquellos mostrados en publicaciones anteriores de referencia en el
campo del electromagnetismo, habitualmente basadas en métodos de calculo clasicos.

En lo que a la aplicacion de la PGD se refiere, ésta sera aplicada inicialmente a las
dimensiones fisicas x e y, calculando las variaciones paramétricas mediante bucles.
Para completar este estudio se vera que utilizando modos adicionales, paramétrico o
temporal podemos obtener los valores de la magnitud buscada para diferentes valores
del parametro o la evolucién en el tiempo de las variables calculadas, respectivamente.
Con ello, a partir de las dimensiones utilizadas en la descomposicion (geométricas,
temporales, paramétricas, etc.), podremos calcular directamente el valor del parametro
que interesa en el punto e instante determinado sin tener que llegar a post-procesar la
totalidad de los resultados.

Como se vio anteriormente tras comentar la publicacion de Vincent. T Morgan [7],
existen ecuaciones explicitas para el calculo de distribucion de corriente, resistencias e
inductancias para conductores con secciones simétricas en ambos ejes transversales, x e
y, tanto para corrientes continuas como para alternas, pero cuando vamos a conductores
con simetria eje a eje, y particularmente para los casos en corriente alterna, en la mayo-
ria de los casos no existen expresiones explicitas que definan las magnitudes buscadas,
y las investigaciones llevadas a cabo hasta el momento resuelven casos particulares
basandose en hipdtesis simplificativas que restan generalidad a los modelos. En este
caso, los métodos numéricos se convierten en la unica via generalista para la resolucion
de este tipo de problemas, pero sus limitaciones en lo que a grandes recursos de calculo
y tiempo de computacion necesarios conforme se aumenta la precision de las simula-
ciones, el dominio de calculo o los parametros que intervienen en el mismo, hacen que
en muchos casos se pierda de nuevo la generalidad debido a las simplificaciones que se
deben llegar a asumir para superar dichas restricciones.

En este caso de aplicacion en particular, las ventajas que nos aporta la utilizacion del
método de la PGD en comparacién con los métodos tradicionales, son las siguientes:

= Reduccion de la cantidad de nodos, ya que el aumento del numero de nodos
para el calculo conforme aumenta las dimensiones no es exponencial como su-
cede en el caso de los métodos tradicionales. Esto ya fue comentado en el Ca-
pitulo 3.

= Posibilidad de Post-procesado directamente sobre la representacion de varia-
bles separadas.

= Posibilidad de implementar el tiempo como una dimensién adicional, con lo
que se trabaja en una sola dimension adicional, en lugar de tener que realizar
una simulacion para cada instante de tiempo.

= Lo anterior puede implementarse para cualquier tipo de parametro.
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5.2. Modo de operacion. Formulacion matematica basica para la mode-
lizacion mediante la PGD.

La formulacion basica para la aplicacion de métodos numéricos fue presentada en el
Estado del Arte del Capitulo 2 y el anexo que lo complementa, donde se presentan las
bases para la formulacion del problema, las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones consti-
tutivas y los otros conceptos basicos.

En el presente apartado se define el problema a resolver, se presenta la formulacion
matematica basica particular a partir de la cual se obtendran los codigos, y se estable-
cen las hipotesis para formar modelos de sistemas de conductores.

En los siguientes apartados, se presentaran la validacion del calculo y los resultados de
la aplicacion de los nuevos codigos a determinados problemas, obteniéndose las con-
clusiones pertinentes.

Finalmente se indicaran algunas alternativas al calculo desarrollado en el presente capi-
tulo como posibles futuros trabajos sobre la linea de investigacion de la tesis.

5.2.1. Modo de operacion: Alimentacion por corriente y por tension.

Las técnicas numéricas son herramientas de uso general, que pueden ser aplicadas a
multitud de problemas; como son aplicaciones particulares del método al estudio de
ciertos equipos o elementos eléctricos se pueden posteriormente aplicar a la generali-
dad del resto. Este es el caso del acoplamiento entre las ecuaciones aplicables a mé-
todos numéricos y las ecuaciones de definicion de los circuitos eléctricos.

La ecuacion de partida, derivada de la primera ecuacion de Maxwell para casos estati-
cos 0 cuasiestaticos es:

VX (WXA) =] (5.2.1)

siendo v la reluctividad magnética, inversa de la permeabilidad y, A el potencial vector
magnético y J la densidad de corriente, que en general sera:

\% 0A
]=]0 + ]e = GT — GE (522)
donde el primer término es la densidad de corriente debida a la fuente y el segundo la
densidad de corriente inducida. Esta ecuacion muestra que los métodos numéricos son
inherentemente una formulacién con alimentacién por corriente, debido a la facili-
dad que conlleva esta formulacion para el posterior calculo en comparacion con la
alimentacion por tension. Las corrientes son los datos de partida y el potencial vector
magnético y todas las magnitudes de ¢l derivadas el resultado. En general, sin embargo
interesa estudiar el caso de una alimentacion mediante fuentes de tension [77], y
particularmente para la aplicacion de la PGD, ya que resulta més sencillo durante el
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planteamiento de los problemas a la hora de imponer las condiciones; en nuestro caso,
para imponer una alimentacion por tension lo que haremos sera fijar el valor de J,, con
lo cual, a través de la expresion (5.2.2) estariamos imponiendo la tension en los extre-
mos del conductor analizado, de valor V. Para trabajar con una alimentacién por co-
rrientes, deberiamos imponer una determinada corriente I circulando por el conductor
en un cierto sentido, pero a su vez necesitariamos considerar el retorno de esa corriente
exteriormente al conductor en sentido contrario a I, por ejemplo por la superficie del
mismo, de forma que anulara a esta corriente interna impuesta; esto resulta mas dificil
de modelizar mediante la PGD que la alimentacion por tension comentada.

Tal y como comenta Gémez Lazaro [1], los primeros métodos desarrollados para aco-
plar las ecuaciones de los circuitos eléctricos a modelos basados en métodos numéri-
cos, particularmente a FEM, consistian en afiadir las corrientes como variables en las
ecuaciones matriciales finales.

Basicamente desde el punto de vista del sistema final de ecuaciones a resolver, los
métodos pueden clasificarse como de acoplamiento directo cuando las ecuaciones ob-
tenidas en el FEM vy las del circuito eléctrico son resueltas en un unico sistema de
ecuaciones, como muestran Lazaro Joares [82] o Roger-Folch [83]. En caso contrario,
se habla de acoplamiento indirecto [79], teniéndose como variables, por una parte el
potencial vector magnético, y por otra las corrientes. El acoplamiento directo, ha sido
muy usado por conseguir un calculo efectivo, con no excesivos problemas de conver-
gencia al utilizar un método de resolucion iterativa como el de Newton-Raphson.

La ecuacion correspondiente a (5.2.1) y (5.2.2) puede simplificarse si se admiten hipo-
tesis adicionales, como pueden ser materiales lineales y fuentes senoidales. En este
caso, que representa gran parte de los casos practicos en la industria, puede utilizarse
variable compleja y resolver la ecuacion de la difusion con relativa rapidez en 2D me-

diante métodos tradicionales como hizo Silvester [16]:
182A+182A— +jwoA (5.2.3)
noxz Thayr T Jotjwo 2.

donde w es la frecuencia, u la permeabilidad magnética, o la conductividad eléctrica y
Jo la densidad de corriente debida a la fuente.

Pero si queremos utilizar dimensiones adicionales, necesitaremos de mayor potencia de
calculo, lo cual puede ser obtenido mediante la aplicacion de la PGD, como veremos en
los siguientes apartados.

5.2.2. Formulacion general bdsica para la aplicacion.

La ecuacion general que rige la inductancia de un sistema eléctrico se obtiene a partir
de las ecuaciones de Maxwell. La expresion en derivadas de la primera ecuacion de
Maxwell es:
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daD
VxH=]+ T (5.2.4)

Donde H es el campo magnético, ] es la densidad de corriente eléctrica y D es el vector
desplazamiento, representante de las corrientes de desplazamiento. Cuando trabajamos
con corrientes de frecuencias nulas o a regimenes industriales, fuera de los rangos de
las altas frecuencias, se puede considerar que D=0. Esto es cierto en la mayor parte de
campos variables en medios conductores. A los casos en los que se puede menospreciar
el vector desplazamiento se les denomina cuasiestaticos (en la literatura especializada
a este caso también se le suele denominar eddy current problem) y se los distingue
aquellos en los que D#0 que se denominan magneto-dinamicos.

Las ecuaciones de Maxwell pueden simplificarse mediante la definicion del denomina-
do potencial vector magnético A, definido como:

VxA=B (5.2.5)

y que, como veremos, facilitara la resolucion numérica de los problemas modelizados.
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion anterior obtenemos:

VX (W xA)= ]+aa—]t) (5:2.6)

Teniendo en cuenta las ecuaciones constitutivas del material siguientes:

E
J=0-E=- (5.2.7)
p
D=c¢-E (5.2.8)
Obtenemos:
OE
VX (VW XxA)=o0-E+e-— (5.2.9)

at

De la expresion de la tercera ley de Maxwell y la ley de Lorentz:

JB
Vsz—E—vaexB (5.2.10)

Donde v, es la velocidad del conductor relativa al sistema de referencia.

Y con la definicion del potencial vector magnético:
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0A
V><E=—V><E—V><vex(VxA) (5.2.11)

Y reorganizando términos:

oA
Vx(E+a+vex(VxA)>=0 (5.2.12)

De esta expresion obtenemos que el término entre paréntesis es irrotacional, y su gra-
diente puede ser representado como el gradiente de un escalar ¢:

0A
E:-a—vex(VxA)—Vq) (5.2.13)

Por tanto, de (5.2.9) y (5.2.13):

0A 0%A 9(ve x (VX A)) LY
— g 2_ A8 e VP —ev— (5.2.14
V x (VW X A) o T t5e oV, X (VX A)—¢ ot oVo £Vat ( )
Y utilizando la identidad vectorial:
VXVWXA=VvwW-A-VWWA (5.2.15)
Obtenemos:
0A  0%A d(ve X (VX A))
—-VWA+c——-e—+ov, X (VXA +e——m——
ot ot? 5 at (5.2.16)
=-V <VVV -A+od + SB_(D

Ecuacion general derivada de las Leyes de Maxwell, sin hipdtesis simplificativas,
aplicable para la resolucién de cualquier problema.

Tomando como punto de partida esta ecuacion, podemos obtener aplicando las simpli-
ficaciones correspondientes las soluciones generales para los casos mas comunes, ana-
lizados en el siguiente capitulo.

5.2.3. Hipdtesis simplificativas: formulacion segun tipos de problema a resolver.

El estudio de problemas mediante la PGD se llevara a cabo aplicado a los siguientes
casos: Calculo de la inductancia interna generada en un solo conductor y calculo de la
inductancia total generada por un sistema de dos conductores; ademas, se diferencia
entre los casos en los que se tienen corrientes continuas (frecuencia nula), y otros con
corrientes alternas, donde se puede distinguir entre bajas frecuencias o frecuencias
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industriales (50-60 Hz) y a altas frecuencias de hasta cientos de Hertzios donde todavia
podemos llegar a desconsiderar las corrientes de desplazamiento, sin llegar nunca al
campo de las muy altas frecuencias. Las hipdtesis simplificativas para cada caso son las
siguientes:

5.2.3.1 Problema Dinamico.

Cuando nos encontramos con problemas de este tipo, las corrientes que se transfieren
poseen la caracteristica basica de propagarse con una elevada frecuencia. Como hipdte-
sis de partida para la resolucion de este tipo de problemas partimos de la base de que
las corrientes de desplazamiento no son nulas (J4es, # 0) y hay que tenerlas en cuenta
a la hora de realizar un calculo preciso. La relacion que describe el comportamiento del
vector potencial magnético en funcion de las corrientes en el conductor seria la ecua-
cion (5.2.16). Este caso no sera tratado en profundidad en la presente tesis, sino sola-
mente de modo cualitativo y hasta frecuencias del orden de cientos de Hz que pueden
considerarse dentro del siguiente apartado, por lo que se deja abierto para futuros traba-
jos.

5.2.3.2 Problema Cuasiestdtico.

En este tipo de problema, las corrientes transmitidas fluyen en regimenes bajo frecuen-
cias industriales (50-60 Hz). Las ecuaciones que definen el comportamiento de las
magnitudes eléctricas en este tipo de problemas estan condicionadas por la circunstan-
cia de que las corrientes de desplazamiento son practicamente nulas (D=0), y por lo
tanto:

D _

& 5.2.17
o 0 ( )

Ademas, en este caso, se admitira que los materiales son lineales y las fuentes son se-
noidales.

Para obtener la ecuacion que sirva de partida para analizar problemas de este tipo, a
partir de (5.2.16), despreciando las corrientes de desplazamiento frente a la de conduc-
cidn, tendremos:

0A
—VVVA-l—O'E +ov, X (VX A) = =V(VV - A+od) (5.2.18)

Sobre ella, para tener una tUnica solucion se puede hacer uso de la condicion de
Coulomb:

V-A=0 (5.2.19)

Con lo que finalmente:
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0A
—VwWA+o— ot +ov, X (VX A) = —oVod (5.2.20)

Que al compararla con (5.2.6) sin considerar las corrientes de desplazamiento, resulta:

VX (W XA)=] (5.2.21)
J0A
J= —0 o OVe X (VX A)—oVd (5.2.22)
Con lo que:
VWA= —] (5.2.23)

Que aplicada al caso bidimensional como se quiere analizar para conductores infinitos,
en el eje z toma el valor siguiente:

VWA,=—J, (5.2.24)

Que expandiéndola daria para el caso bidimensional a analizar:

( (B) 04,(x, y)) ( v(B) 04,(x, y))
= —]o(x y) +1w0A (x y)

— /(%) (5.2.25)

Hay que indicar que, para materiales no lineales, la reluctividad depende del médulo de
B, y del angulo entre la densidad de flujo magnético y la direccion de laminacion del

material (8), v =V(A,0) = 1/ - Esto no sera de aplicacion en esta tesis, pero si lo serfa
en posibles futuros trabajos de aplicacién a transformadores, por ejemplo.

5.2.3.3 Problema Estatico o Estacionario.

Las corrientes transferidas por el conductor o conductores fluyen en régimen perma-
nente, estacionario, sin frecuencia. Son por tanto problemas en el campo de la Corrien-
te Continua. Este seria el caso mas sencillo de los tres debido a las simplificaciones en
la formulacion. Para este caso, se puede considerar que D=0, y por lo tanto:

aD
— = 52.26
ot ( )

Ademas, En este caso, se cumple que la frecuencia es nula, y ya que w = 2nf = 0, el
término jwoA en la ecuacion serd nulo.
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Siguiendo un razonamiento semejante al del apartado anterior, llegariamos a la siguien-
te expresion para el caso bidimensional objeto de andlisis en esta tesis:

(@) 42 (v D) <y = o) (5229)

Con 4;|x=c0c = Azly=co = 0.

5.2.4. Descripcion del problema. Formulacion especifica a considerar en la progra-
macion.

Como indica Holloway en su publicacion [76], donde se estudia la inductancia en un

solo conductor aislado, la inductancia por unidad de longitud de un conductor depende

de la frecuencia de la corriente que lo recorre.

En corriente continua, con frecuencia nula, la inductancia incluye la contribucion de la
energia magnética almacenada en el propio conductor, ademéas de la almacenada en el
campo exterior al conductor. A medida que crece la frecuencia, el efecto pelicular o
skin effect comienza a reducir el campo electromagnético interno en el conductor y
conforme tiende a infinito, la inductancia interna acabaria desvaneciéndose. Holloway
demuestra en su articulo que al igual que para elementos circulares, para conductores
de seccion rectangular también ocurre este efecto, y analiza mediante expresiones ana-
liticas la incidencia de los diferentes parametros sobre la inductancia.

Tal y como muestra Holloway [76], la resistencia interna por unidad de longitud de un
conductor infinito de seccion rectangular en el eje z viene dada por la siguiente expre-
sion:
R ! (5.2.28)
G w-t o
Siendo t el espesor del conductor, w la anchura y ¢ la conductividad. Esta relacion es
bien conocida y precisa.

Equivalentemente, para un conductor circular tendriamos:

1

Rd =
¢ o-m-r?

(5.2.29)

Siendo 7; el radio del conductor.

La expresion de la inductancia, en cambio, no es tan conocida, como indica Morgan
[7], tiene expresion analitica para corriente continua en el caso tanto de conductores
circulares como rectangulares, pero para estos ultimos no existe solucion analitica para
corrientes alternas.
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A pesar de que existen varios autores que propusieron hace afios algunas expresiones
aproximadas, Holloway demostré que éstas no eran precisas o directamente no eran
validas. Segun explica Holloway en su articulo, la inductancia interna de un conductor
con forma arbitraria viene dada por la siguiente expresion general:

1 (M- _
L; = I—ZJ- B-HAV (5.2.30)

Donde B y H son el campo magnético y la intensidad de campo magnético, respecti-
vamente, en el interior del conductor, y la integral se realiza sobre el total del volumen
del conductor. Si el conductor es recto, tiene una longitud / y una seccion uniforme a lo
largo del eje z, entonces B y H en el limite cuando | — oo, y la inductancia interna por
unidad de longitud puede expresarse como:

L~ 1 (5 .Bas (5.2.31)

e o
Donde la integral es ahora realizada sobre la seccién del conductor, asumiendo que la
permeabilidad 4 es constante para todo el conductor.

Se puede relacionar con el vector potencial magnético a través de las siguientes ecua-
ciones:

B, = 04, 5.2.32

=% (5.2.32)
0A,

B, =— p (5.2.33)

En este momento, para calcular la inductancia interna, por estar en el caso de un solo
conductor, obtendremos la relacion que describe el comportamiento de A, vector po-
tencial magnético, relacionandolo con la densidad de corriente J. Como se deduce a
partir de las leyes de Maxwell:

VXH=] (5.2.34)
O lo que es lo mismo:
VX (W xA)=] (5.2.35)

siendo v la reluctividad, A el potencial vector magnético y J la densidad de corriente, lo
que equivale a:
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M, +pj, =0 (5.2.36)

Como observamos, la ecuacion anterior es equivalente a las ecuaciones (5.2.25) y
(5.2.27). Resolveremos la ecuacion diferencial que se nos plantea mediante la descom-
posicién por la PGD, como se indico en el capitulo 4, en 2 dimensiones:

A,(x,y) = Z Xi(x) - Yi(y) (5.2.37)
i=1

Es claro que a partir de esta expresion basada en el vector potencial magnético A y
relacionandola con la densidad de corriente J, podemos obtener los parametros eléctri-
cos basicos que describen el comportamiento fisico del conductor, entre ellos la induc-
tancia interna del conductor, L;, sea cual sea la forma del conductor analizado, a partir
de las ecuaciones anteriores. Por su parte, calcularemos la resistencia en corriente utili-
zando la expresion siguiente:

~ fs J12ds (5.2.38)

ac — O_lllz

Otro camino a seguir para la obtencion de magnitudes fisicas alternativas es la utiliza-
cion del flujo magnético, 1. La relacion del mismo con el potencial vector magnético A
viene definida por la siguiente expresion:

= ng . dl (5.2.39)

A partir de la misma, podemos obtener la fuerza electromotriz generada en el conduc-
tor mediante la expresion:
dy (5.2.40)
e=——
dt
5.3. Validacion del método de calculo basado en la PGD para el conduc-
tor de corriente aislado.

5.3.1. Conceptos matemdticos necesarios para la obtencion de las expresiones anali-
ticas con el fin de la validacion del método.
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Las expresiones analiticas que definen tanto el efecto Pelicular como el efecto Proxi-
midad, se basan en las funciones de Kelvin, que se introducen sucintamente a conti-
nuacion ya que seran utilizadas posteriormente para la validacion.

Las funciones Kelvin ber, (x) y bei,(x) son la parte real e imaginaria, respectivamente
de la expresion:

Jv (xeng) (5.3.1)

Donde:
=  x esun numero real, que representa la distancia al centro del conductor.

= ], es la funcion de Bessel de quinto (v) orden y de primera especie. Para mas
informacion puede consultarse [46].

Para la representacion de la solucion seran utilizadas las funciones ber, (x), bei,(x) y
sus respectivas derivadas ber, (x) y bei,(x). Para estas funciones de Kelvin de orden
0, suelen expresarse simplemente como ber(x) , bei(x), ber'(x) y bei'(x).

La expresion matematica analitica para las funciones ber(x) y bei(x) es:

1 k
ber(x) = 1 +Z EZk))' (53.2)
. R G ) LN T

Cuya representacion grafica desde x = 0 ax = 10 es:
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Figura 5.4. Representacion de la funcion de Kelvin ber(x) de orden 0 para 0<x<10.
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Figura 5.5. Representacion de la funcién de Kelvin bei(x) de orden 0 para 0<x<10.

Ademas de las funciones de Kelvin, el articulo de Morgan [7] también introduce el
parametro definido por la siguiente expresion:

2nfpou-(1, f,0,T)
p(T)

Donde:
=  f: Frecuencia de la corriente.
= u,: Permeabilidad magnética en el vacio.
= p: Resistividad del conductor.
= T: Temperatura.
= u,: Permeabilidad relativa del conductor. Para conductores de materiales pa-

ramagnéticos, como cobre o aluminio, este parametro es la unidad.

5.3.2. Validacion del método de cdlculo mediante la PGD para un Conductor Circu-
lar.

Tal y como indica Vincent Morgan [7], existe una expresion analitica para los parame-
tros densidad de corriente, resistencia, inductancia interna en el caso de conductores
circulares, tanto para corriente continua como para corriente alterna, que se detalla en
el siguiente apartado.
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5.3.2.1 Solucion analitica para la modelizacion del efecto Pelicular en un conductor
circular.

Siguiendo la formulacion recogida por Morgan [7], la Resistencia se ve afectada por el
efecto pelicular conforme aumenta la frecuencia, y para el calculo analitico recurrimos
a las siguientes expresiones que podemos encontrar justificadas en [7]:

pref[l + aref(T - Tref)] (534)
T2

dc =

Doénde:

o = 20
" 1+ ago(Tyep — 20)

(5.3.5)

Se define un factor que relaciona el aumento de resistividad en corriente alterna respec-
to a corriente continua a consecuencia del efecto pelicular, obteniéndose la siguiente
expresion:

R,e m-rg|ber(m-1g)-bei'(m-r5) — ber'(m-r) - bei(m - 15)

koo = R = Fac _ 53.6
k Ryc 2 (ber'(m - rs))2 + (bei'(m - 1’5))2 ( )

Donde:
= 1, eselradio del conductor circular.

= Se utilizan las funciones de Kelvin y el parametro m que fueron descritas en la
introduccién al apartado de validaciones, 5.3.1.

En lo que se refiere a la Inductancia Interna, del mismo modo que para la resistencia,
existe un factor que relaciona este parametro para corriente alterna y corriente conti-
nua, y se define segun la expresion:

Ligc 4 |ber(m-ry) - ber'(m-ry) — bei(m - 1) - bei'(m - 13)

k, =1L =——=
L Lige m-75 (ber'(m - rs))2 + (bei'(m - 1’5))2

(5.3.7)

= 71, eselradio del conductor circular.

= Se utilizan las funciones de Kelvin y el parametro m fueron descritas en la in-
troduccion al apartado de validaciones.

Por 1ltimo, para la Impedancia relativa interna por unidad de longitud del conductor,
tenemos la siguiente expresion:

Z=Rge+j -2 -7 Lige (5.3.8)
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Del mismo modo que en lineas anteriores, la dividimos entre la impedancia en corrien-
te continua para obtener un parametro relativo que la defina, como se indica:

Rac_l_j'z'n"Li

7'= LR +jX (5.3.9)

- R_dc Rdc
Donde:
»  X': Reactancia relativa interna del conductor.
» R': Resistencia relativa del conductor.

Por tanto para el caso particular de un conductor circular tendremos en base a las ecua-
ciones anteriores:

¥ = 21 Lig (5.3.10)
Rac
Siendo:
" Ligc =k Ligc
* Lgc= %

5.3.2.2 Comparacion de los resultados analiticos con los resultados obtenidos median-
te PGD para el Efecto Pelicular en un conductor circular:

Se procede en este apartado a comparar los datos obtenidos para el conductor circular
mediante PGD con su solucion analitica. Para ello, calcularemos la resistencia en co-
rriente alterna basandonos en la programacion mediante la PGD utilizando la expresion
siguiente:
2 (5.3.11)
_ s U1zds

ac — o_|1|2

Donde S es el area de la seccidn trasversal del conductor, | es la densidad de corriente
e I es la corriente total en el conductor.

Para la inductancia, utilizaremos la expresion:

Hrit 3.12
Lige = e 53.12)

Como podemos ver, es independiente del radio, y por tanto de la seccion del conductor.

Los resultados de la simulacion se muestran en las siguientes figuras para conductores
de diferentes didmetros.
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Evolucion de la Resistencia del conductor en funcion de la frecuencia:

Inicialmente podemos observar como evoluciona la Resistencia relativa del conductor
aislado conforme aumenta la frecuencia, para diferentes didmetros del conductor en la
Figura 5.6, la Figura 5.7 y la Figura 5.8.

Figura 5.6. Evolucion de la Resistencia relativa en funcién de la frecuencia para un conductor
de diametro 5 mm.

Figura 5.7. Evolucién de la Resistencia relativa en funcion de la frecuencia para un conductor
de didmetro 20 mm.
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Figura 5.8. Evolucion de la Resistencia relativa en funcion de la frecuencia para un conductor
de didmetro 40 mm.

Como se puede observar, la solucion mediante la PGD se superpone casi totalmente
con la obtenida mediante la expresion analitica, mostrando que el error en los resulta-
dos es casi inapreciable.

La precision en los resultados obtenidos valida las distribuciones de corriente mostra-
das en apartados anteriores, asi como cualquier otra magnitud obtenida mediante la
simulacién por el método de la PGD.

Evolucion de la Inductancia Interna del conductor en funcion de la frecuencia:

Figura 5.9. Evolucion de la Inductancia interna relativa en funcién de la frecuencia para un
conductor de didmetro S mm.
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Del mismo modo, podemos analizar cdmo evoluciona la Inductancia relativa interna
del conductor aislado conforme aumenta la frecuencia, para diferentes diametros del
conductor. Se muestra en la Figura 5.9, la Figura 5.10 y la Figura 5.11.

Figura 5.10. Evolucion de la Inductancia interna relativa en funcién de la frecuencia para un
conductor de didAmetro 20 mm.

Figura 5.11. Evolucion de la Inductancia interna relativa en funcién de la frecuencia para un
conductor de diametro 40 mm.

Al igual que ocurria con la resistencia, la representacion de la comparativa entre la
inductancia interna calculada analiticamente y aquella obtenida mediante la simulacion
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por el método de la PGD se solapan de tal manera que apenas es posible distinguir
desviacion alguna, lo que valida el método de calculo presentado.

Evolucion de 1a Reactancia Interna del conductor en funcion de la frecuencia:

Por ultimo, analizamos cémo evoluciona la Reactancia interna relativa del conductor
aislado conforme varia la frecuencia, para diferentes didmetros del conductor, en la
Figura 5.12, la Figura 5.13 y la Figura 5.14.

Figura 5.12. Evolucién de l1a Reactancia relativa interna en funcion de la frecuencia para un
conductor de diametro 5 mm.

Figura 5.13. Evolucién de l1a Reactancia relativa interna en funcion de la frecuencia para un
conductor de didmetro 20 mm.
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Figura 5.14. Evolucion de la Reactancia relativa interna en funcién de la frecuencia para un
conductor de didAmetro 40 mm.

Los resultados de la comparacion en el calculo de la evolucion de la reactancia interna
relativa nuevamente demuestran la gran precision del procedimiento de calculo seguido
basado en el método de la PGD.

5.3.3. Validacion del método de cdalculo mediante PGD para un Conductor Rectangu-
lar.

5.3.3.1 Solucion analitica para la modelizacion del efecto Pelicular en un conductor
rectangular.

Para el calculo analitico de la Resistencia, la Inductancia interna y la Densidad de co-
rriente en corriente continua, recurrimos a las siguientes expresiones que podemos
encontrar en la referencia [7]:

gL+ rep (T = Tref)] (5.3.13)
de = a-b
14 q
64abp 1, '

1
Lige = =" Z Z T ) (5.3.14)

j=135.. \k=135

Idc
Jue= =5 (5.3.15)
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Doénde:

a _ Ao
"I 1+ ayo(Tyep — 20)

(5.3.16)

Como se puede observar, las expresiones para la resistencia y la densidad de corriente
guardan cierta similitud con las obtenidas para conductores circulares. Sin embargo,
como explica Morgan, en el caso de conductores rectangulares no son conocidas expre-
siones explicitas para el calculo de la Inductancia interna en corriente alterna en con-
ductores rectangulares.

Ademas, el calculo de la inductancia interna en corriente continua, como ya indica
Holloway y se puede intuir viendo la expresion (5.3.15), no es trivial y guarda cierta
complejidad matematica. Es por ello que en su articulo [76], realiza una minuciosa
investigacion de este parametro para el caso del conductor rectangular recorrido por
una corriente continua y propone finalmente una buena aproximacion que viene dada
por la expresion:

Lige B (%2 fW/z

(W2 + W2]ldxd 5.3.17
1 (ZT[Wt)Z /2w 1 2 y ( )

Donde:

= w es la anchura del conductor rectangular.

t es la altura del conductor rectangular.

W,y W, vienen dados por las siguientes expresiones:

2

e JE 1 ()] e [ 6)
)

W, =
SRR (E2 Vs M (Ea v )
+(5-) [ran (‘::zz;c)ﬂan—l (‘:j;;)] ~ (53.18)

t (W —2x (Wt 2x
_<§+y>[tan (t+2y>+tan (t+2y>]
oo [+ o) eman [(5=2)"+ (6-)
WZ:( 4 )ln w 2t 2 +( 4 )ln w 2t 2
(z+x) +(z+) (z+2) +(z-)
# (=) (=5 + e (250 -

v _1<t—2y) _1(t+2y>]
(2+x)[tan w + 2x +tan w + 2x

(5.3.19)
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Estas seran las expresiones a utilizar para la validacion analitica de la simulacion me-
diante la PGD en el préximo apartado.

5.3.3.2 Comparacion de los resultados analiticos con los resultados obtenidos median-
te PGD para el Efecto Pelicular en un conductor rectangular.

A continuacion se llevara a cabo la validacion del método de céalculo comparando los
resultados obtenidos mediante la modelizacion por la PGD con los de la publicacion de
Holloway.

Modelizando mediante la PGD el sistema resultante a partir de las ecuaciones de Max-
well, podemos comparar los resultados para las diferentes relaciones de altura por an-
chura (#/w), tal y como se muestra en la Figura 5.15.

Como podemos observar, la precision obtenida en el calculo es muy buena, siendo el
error casi inapreciable a simple vista.

Posteriormente listamos los valores de los puntos representados en la grafica en nanoH
por metro, y cuantificamos dicho error en la Tabla 5.1. Como se observa en dicha tabla,
excepto en la parte inicial, donde el error sube cuando t/w=0.05 al 1,664%, en el resto
de puntos nunca pasa del 1%, llegando a errores del orden de la milésima en algunos
puntos, y siendo la media del error para los puntos calculados del 0,1%, lo que da bue-
na nota de la gran precision obtenida en la simulacion mediante la PGD.

Figura 5.15. Comparacion entre Inductancia Interna calculada mediante la PGD y el calculo
mediante expresiones analiticas en el conductor rectangular considerado.
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. Li,dc,analitica Li.ac,pep
Ratio t/w (nH/m) (nH/m)

0 0 0 -
0,05 9,03 8,88 1,664%
0,1 16,28 16,17 0,717%
0,15 22,18 22,07 0,465%
0,2 27,01 26,94 0,257%
0,25 31,00 30,97 0,099%
0,3 34,32 34,32 0,008%
0,35 37,10 37,11 0,020%
0,4 39,42 39,42 0,003%
0,45 41,35 41,34 0,035%
0,5 42,95 42,92 0,070%
0,55 44,25 44,22 0,088%
0,6 45,31 45,27 0,080%
0,65 46,14 46,12 0,050%
0,7 46,80 46,79 0,010%
0,75 47,31 47,32 0,022%
0,8 47,70 47,71 0,028%
0,85 47,99 47,99 0,001%
0,9 48,20 48,18 0,053%
0,95 48,32 48,28 0,079%

1 48,30 48,31 0,023%

Tabla 5.1. Valores de inductancia interna analitica y calculados mediante la PGD, y error de
precisién entre ambos.

5.4. Aplicacion de la PGD al conductor de corriente aislado.

En el presente apartado procedemos, una vez realizada la validacion del método, a la
aplicacion del mismo a conductores circulares y rectangulares de diferentes tamafios y
considerando corrientes a diferentes frecuencias, lo que nos permite comprobar lo ex-
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puesto hasta el momento en cuanto al efecto pelicular y la evolucion de los diferentes
parametros eléctricos comentados.

5.4.1. Aplicacion de la PGD a la modelizacion de fenomenos de Resistencia e Induc-
tancia en el conductor de corriente circular aislado.

En los siguientes apartados, se simulara mediante la PGD el sistema formado por un
solo conductor circular aislado, resolviendo el calculo de los principales parametros
eléctricos del conductor afectados por el efecto Pelicular, como son la Resistencia e
Inductancia Interna, la Distribucion de corrientes en el conductor y el potencial vector
magnético 4,.

5.4.1.1 Planteamiento del problema.

Se presenta en este caso un conductor aislado con seccion circular, tal y como se mues-
tra en la Figura 5.16.

Figura 5.16. Conductor de seccién circular a analizar.

En la Figura 5.16, d representa el diametro del conductor.

Las simulaciones llevadas a cabo para conductores circulares, seran realizadas sobre
cuatro conductores de secciones diferentes, de menor a mayor, utilizados para cargas
de pequefia potencia, cargas de potencia media, y cargas de elevada potencia, respecti-
vamente.

El objetivo es observar como se comporta la corriente en cada caso, y cual sera la in-
fluencia del efecto pelicular segin la dimension del conductor, ademas de analizar la
evolucion con la elevacion de la frecuencia. Por ello, hemos elegido conductores habi-
tuales en instalaciones eléctricas reales en los rangos de potencia mencionados, inclu-
yendo dos en el rango de mayor potencia, que tendran las caracteristicas mostradas en
la Tabla 5.2.
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Seccién (mm?) 50 | 240 | 400

Diametro (mm) 8 17,5 | 22,5

Tabla 5.2. Caracteristicas dimensionales de los conductores circulares analizados.

Se muestran la representacion de la seccion transversal de los conductores que analiza-
remos a continuacion:

Figura 5.17. Representacion de la seccion del conductor circular de seccion 2,5mm?, de diame-
tro 2mm (izquierda), y conductor de seccién 50mm?, de diametro 8mm (derecha).

Figura 5.18. Representacion de la seccion del conductor circular de 240mm?, de dizmetro 17,5
mm (izquierda), y del conductor circular de seccién 400mm’, de diametro 22,5 mm (derecha).
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A todos estos conductores se les asignara una densidad de corriente impuesta desde el
exterior J, = 1.000 A/m? como punto de partida para el analisis.

5.4.1.2 Representacion separada de la seccion transversal de un conductor circular
para la aplicacion de la PGD.

Cualquier seccion trasversal puede ser representada en forma separada mediante la
aplicacion de la Singular Value Decomposition (SVD), como ya se explic en el Capi-
tulo 3. Para ello, MATLAB dispone de funciones especificas pre-programadas.

Sin embargo, para el algoritmo de calculo es posible utilizar una simplificacion de la
seccion para su descomposicion que no necesita de funciones complejas incluidas sélo
en determinados paquetes de software.

Como ya mostrabamos en el los capitulos 2 y 3, cuando describiamos la aplicacion del
método de la PGD a la resolucion de problemas, la descomposicion de cualquier ele-
mento que guarde cierta complejidad debe recurrir a la utilizacion de mas de un modo.
Mientras para formas basadas en figuras rectangulares, con los lados paralelos a los
ejes cartesianos, la descomposicion suele llevarse a cabo con solo dos o tres modos,
para elementos cuyos lados no guardan paralelismo con los ejes se necesitan mas mo-
dos, en nimero solo determinado por la precision que desee alcanzarse en la modeliza-
cion. De cualquier forma, cualquier seccidon con forma arbitraria podria modelizarse
mediante representaciones separadas (SVD).

La descomposicion de una seccion circular se realiza mediante la utilizacion de bandas
rectangulares, de altura Y;(y) en este caso uniforme, aunque podria no ser asi para
ganar en precision, y de longitud variable X;(x), que van cubriendo la seccidn trans-
versal ocupada por el conductor. Tanto la altura como la longitud de estas bandas rec-
tangulares son funciones unidimensionales de valor constante en un determinado rango
utilizadas para obtener la funcion de forma de la seccion del conductor, en este caso

F(x,y).

Se ha observado experimentalmente que para un conductor circular, a partir de unos 60
modos se obtienen precisiones muy aceptables, pero como la aplicacion de la PGD no
supone un coste computacional muy considerable, en todas las simulaciones llevadas a
cabo para esta tesis solemos utilizar por encima de los 100 modos para la representa-
cion de secciones transversales circulares.

Mostramos a continuacion un ejemplo de descomposicion mediante la utilizacion de un
total de 27 modos que permiten apreciar graficamente el proceso sobre la seccion cir-
cular ya mostrada en la figura anterior, que sirve como base para el planteamiento de
las modelizaciones. Esto puede ser observado en la Figura 5.19.

Siguiendo la metodologia descrita en capitulos anteriores, la representacion separada
de la seccion transversal del conductor, bidimensional, expresada mediante una suma
de productos de un total de 27 funciones elementales unidimensionales seria:
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F(x,y) = ZXL‘(X) Y () =X(x0) - () + X(x0) - () + -+ Xy () - Yoy () 5.4.1)

i=1

Con ello, la funcién bidimensional F(x,y) representaria la seccion transversal del con-
ductor para la aplicacion de la PGD.

Figura 5.19. Representacién separada de la seccién transversal de un conductor circular me-
diante 27 modos para la aplicacion de 1a PGD.

En nuestro caso, para los resultados graficos mostrados, se ha utilizados la SVD en la
descomposicion de secciones circulares para mejorar la precision de las simulaciones.

5.4.1.3 Representacion separada de la densidad de corriente en la seccion transversal
de un conductor circular para la aplicacion de la PGD.

No solo la seccion del conductor es representada mediante representaciones separadas,
sino que también debemos representar la corriente que transporta el conductor. Para
ello, del mismo modo que para el conductor anterior, descomponemos la densidad de
corriente impuesta por la fuente como sigue:
m
J2Goy) = ) JxiG) - Jyi) (54.2)

=1
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Asi, podemos introducirla en el algoritmo de calculo elaborado mediante la PGD.

5.4.1.4 Cdlculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor circular en el
Caso Estacionario.

Siguiendo lo desarrollado en el capitulo 4 sobre la Formulacion Discreta de la PGD,
desarrollamos el codigo en MATLAB que aplicado a la ecuacion del potencial magné-
tico nos permite modelizar su distribucion en la seccion del conductor de longitud infi-
nita con secciodn circular de diferentes diametros.

A continuacion, se muestran los resultados de la simulacion. Inicialmente se presentan
las diferentes figuras que nos muestran la seccion del conductor analizado, la distribu-
cion del potencial magnético en esa seccion, y por ultimo la distribucion de la densidad
de corriente Jt en dicha seccion. Lo vemos de la Figura 5.20 a la Figura 5.23.

Figura 5.20. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 2,5mmz, a frecuencia nula 0 Hz.

Figura 5.21. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 50mm?, a frecuencia nula 0 Hz.
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Figura 5.22. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 240mm?, a frecuencia nula 0 Hz.

Figura 5.23. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 400mm>, a frecuencia nula 0 Hz.

Como era de esperar, en todos ellos no somos capaces de apreciar la influencia del
efecto pelicular, ya que estamos trabajando en corriente continua.

5.4.1.5 Cdalculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor circular en el
Caso Cuasi-estacionario.

Al igual que hicimos en apartados anteriores, siguiendo lo desarrollado en el capitulo 4,
desarrollamos el codigo en MATLAB que aplicado a la ecuacion del potencial magné-
tico nos permite modelizar su distribucion en la seccion del conductor de longitud infi-
nita con seccidn circular de diferentes diametros, en este caso considerando una co-
rriente alterna a frecuencia industrial.

A continuacion, se muestran los resultados de la simulacion. Inicialmente se presentan
las diferentes figuras que nos muestran la distribucion del potencial magnético y las
lineas de fuera de la induccion magnética en dicha seccion (Figura 5.24 a Figura 5.31).
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Figura 5.24. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 2,5mm?, a frecuencia 50 Hz.

Figura 5.25. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 50mm?, a frecuencia 50 Hz.

Figura 5.26. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de secciéon 240mm?, a frecuencia 50 Hz.
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Figura 5.27. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de secciéon 400mm?, a frecuencia 50 Hz.

5.4.1.6 Cdalculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor circular en el
Caso de Altas Frecuencias.

Figura 5.28. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccién 2,5mm?, a frecuencia 400 Hz.

Figura 5.29. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 50mm?, a frecuencia 400 Hz.
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Figura 5.30. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 240mm?, a frecuencia 400 Hz.

Figura 5.31. Vector Potencial Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
circular de seccion 400mm?, a frecuencia 400 Hz.

5.4.1.7 Calculos de Resistencia, Inductancia interna e Inductancias parciales del con-
ductor circular.

En la Tabla 5.3 se muestran a continuacion los calculos de Resistencia e Inductancia
interna, comparados con los tedricos, para cada seccion de conductor y frecuencia ana-
lizados.
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Seccién (mm?)

Magnitud

1000 Hz.

Rac (Ohm/m) | 5.167968e-003 5.167984e-003 | 5.168986e-003 5.174320e-003
Rac/Rdc 0.943 0.943 0.944 0.945

2,5 Liac (H/m) 4.974782e-008 4.975396e-008 | 4.976299e-008 | 4.968587e-008
Liac/Lidc 0.995 0.995 0.995 0.994

Lac (H/m) 1.862732e-006 1.862726e-006 | 1.862874e-006 1.861661e-006

Rac (Ohm/m) | 3.371735e-004 3.374172e-004 | 3.522261e-004 4.169325e-004
Rac/Rdc 0.985 0.986 1.029 1.218

50 Liac (H/m) 4.996868e-008 4.995645e-008 | 4.883811e-008 4.429529e-008
Liac/Lidc 0.999 0.999 0.977 0.886

Lac (H/m) 1.746866e-005 1.747710e-005 | 1.743856e-005 1.724578e-005

Rac (Ohm/m) | 7.106450e-005 7.220687e-005 | 1.127941e-004 1.691787e-004
Rac/Rdc 0.993 1.009 1.576 2.365

240 Liac (H/m) 4.998180e-008 4.959113e-008 | 3.613253e-008 2.347633e-008
Liac/Lidc 1.000 0.992 0.723 0.470

Lac (H/m) 5.287824e-005 5.281713e-005 | 5.027568e-005 4.787308e-005

Rac (Ohm/m) | 4.304755e-005 4.489304e-005 | 8.526837e-005 1.278632e-004
Rac/Rdc 0.995 1.037 1.970 2.954

400 Liac (H/m) 4.999235e-008 4.894534e-008 | 2.868109e-008 1.841069e-008
Liac/Lidc 1.000 0.979 0.574 0.368

Lac (H/m) 7.135995e-005 7.108228e-005 | 6.482841e-005 6.155688e-005

Tabla 5.3. Resistencias, Inductancias Internas e Inductancias parciales de los conductores circu-
lares de corriente analizados en funcion de la frecuencia de trabajo.

5.4.1.8 Andalisis de los resultados.

En el caso de conductores en corriente continua, vemos que al estar en el caso estati-
co, donde la frecuencia es nula (0 Hz), la distribucion de corriente es totalmente homo-
génea, y no hay ningun indicio de efecto pelicular, como era de esperar. Esto ocurre
tanto para cualquiera que sea la seccion del conductor.
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Una vez en la frecuencia industrial, 50 Hz, no existen grandes diferencias entre dife-
rentes zonas del conductor en cuanto a la distribucion de corriente, principalmente en
los dos de menor seccion, pero ya podemos observar que de los 1.000 A/m* que circu-
laban en frecuencia continua, ahora llegamos a maximos por debajo de los 650 A/m2
de densidad en las secciones mayores, a partir de la de 240mm?, debido al gran aumen-
to de resistencia e inductancia interna. Comenzamos a ver que aparecen las primeras
sefiales de efecto pelicular en un conductor circular de 400 mm?, que reduce la densi-
dad de corriente conducida a la mitad de la impuesta exteriormente, siendo menos evi-
dentes aunque también notables en el de 240mm”. Estos resultados de la simulacién se
pueden refrendar con los resultados mostrados en la Tabla 5.3.

Ya en el caso dinamico, con frecuencias de cientos de Hertzios, se observa que la dis-
tribucioén de corrientes es totalmente irregular para los dos conductores mayores, y se
ha limitado a la tercera parte la densidad de corriente en el de 50mm?®. Asi, la corriente
comienza a concentrarse en la periferia de los conductores.

Respecto a los resultados de calculos de Resistencias e Inductancias Internas, como
cabia esperar, con el aumento de la frecuencia, aumenta la resistencia del conductor,
mientras que se produce una disminucion de la inductancia interna del mismo, y estos
comportamientos son mucho mas acusados en el caso de las secciones mayores.

5.4.2. Aplicacion de la PGD a la modelizacion de fenomenos de Resistencia e Induc-
tancia en el conductor de corriente rectangular aislado.

En los siguientes apartados, se simulard mediante la PGD el comportamiento de un
conductor rectangular aislado, resolviendo el calculo de los principales parametros
eléctricos del conductor afectados por el efecto Pelicular, como son la Resistencia e
Inductancia Interna, la Distribucion de Corrientes en el conductor y el Potencial Vector
Magnético (4,).

5.4.2.1 Planteamiento del problema.

Se presenta en este caso un conductor aislado con seccion rectangular recorrido por una
corriente de frecuencia nula, tal y como se muestra en la Figura 5.32.

Figura 5.32. Conductor de seccion rectangular.
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En la figura, ¢ es la altura y w es la anchura de la seccion del conductor.

5.4.2.2 Representacion separada de la seccion transversal de un conductor rectangu-
lar para la aplicacion de la PGD.

El caso de la representacion separada de la seccion trasversal de un conductor rectan-
gular es basico comparado con la seccion circular, y quedd ya explicado en capitulos
anteriores. Con esa representacion, obtenemos la forma que podemos ver en la Figura
5.33, para dos conductores con relacion entre achura y altura de seccion diferentes con
una misma seccion, y por tanto con una misma corriente impuesta externamente, que
nos permitiran comparar los efectos del cambio de la frecuencia, y la distribucion tanto
del Potencial Vector Magnético (A,), como de la Densidad de corriente (Jy).

Figura 5.33. Representacion de la seccion del conductor rectangular de lado mayor 20mm y
t/w=1 a la izquierda, y un conductor rectangular de lado mayor 40mm y t/w=0,25, derecha.

Al igual que en el caso de conductores circulares, a todos estos conductores se les asig-
nar4 una densidad de corriente impuesta desde el exterior J, = 1.000 A/m? como pun-
to de partida para el analisis.

5.4.2.3 Representacion separada de la densidad de corriente en la seccion transversal
de un conductor rectangular para la aplicacion de la PGD.

Al igual que para conductores circulares, representamos la densidad de corriente que
transporta el conductor mediante la expresion (5.4.2), y asi podemos introducirla en el
algoritmo de calculo.

5.4.2.4 Cdalculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor rectangular en
el Caso Estacionario.

Tal y como vimos con el conductor de seccion circular, siguiendo lo desarrollado en el
capitulo 4 sobre la Forma Discreta de la PGD, desarrollamos el codigo en MATLAB
que aplicado a la ecuacion del potencial magnético nos permite modelizar su distribu-
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cion en la seccion del conductor de seccion rectangular de longitud infinita, en funcion
de la relacion entre sus lados, #/w.

Aplicado a los casos particulares de #w=1, es decir, un conductor cuadrado, y
t/w=0,25, conductor rectangular, mostramos seguidamente los resultados de la simula-
cion sobre un conductor de 400mm? de seccion, presentando la Figura 5.34 y la Figura
5.35 que muestran la distribucion del potencial vector magnético y la distribucion de la
corriente en esa seccion.

Conductor cuadrado:

Figura 5.34. Potencial Vector Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
cuadrado de lado mayor 20mm y t/w=1, a frecuencia nula 0 Hz.

Figura 5.35. Potencial Vector Magnético de A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J,) en el con-
ductor rectangular de lado mayor 40mm y t/w=0,25, a frecuencia nula 0 Hz.

5.4.2.5 Cdalculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor rectangular en
el Caso Cuasi-estacionario.
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Tal y como indica Morgan en su publicacion [7], para el caso de un conductor rectan-
gular sélido, al igual que en el caso anterior, se produce el conocido como skin effect, y
en este caso, no existen formulas analiticas exactas que permitan calcular analiticamen-
te la Resistencia y la Inductancia interna.

En estos casos, al no disponer de ecuaciones analiticas que nos permitan obtener los
resultados buscados, es necesaria la aplicacion de métodos numéricos para la resolu-
cion del problema. Por tanto, es necesaria la utilizacion de los métodos numéricos, y es
especialmente apropiado el uso de la PGD.

Respecto a la modelizacion del conductor en Corriente Alterna, desarrollamos el codi-
go en MATLAB que aplicado a la ecuacion del potencial magnético nos permite mode-
lizar su distribucion en la seccién del conductor de longitud infinita con seccién en este
caso rectangular en funcion de la relacion entre sus lados, #/w. Se muestran los resulta-
dos en la Figura 5.36 y la Figura 5.37.

Figura 5.36. Potencial Vector Magnético A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el conductor
cuadrado de lado mayor 20mm y t/w=1, a frecuencia nula 50 Hz.

Figura 5.37. Potencial Vector Magnético de A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el con-
ductor rectangular de lado mayor 20mm y t/w=0,25, a frecuencia 50 Hz.
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5.4.2.6 Cdalculo de la Resistencia e Inductancia interna de un conductor rectangular en
el Caso de corrientes a Alta Frecuencia.

En este caso, se presentan la Figura 5.38 y la Figura 5.39 que muestran conductores
con las mismas secciones que las mostradas anteriormente, con relaciones de aspecto
de t/w=1, y t/w=0,25, que nos permiten observar que la forma del conductor hace que
la distribucion de corrientes sea diferente de unos a otros, para dos conductores con una
misma seccion total, y por tanto, conduciendo la misma densidad de corriente impuesta
externamente, de 1.000 A/m’.

Figura 5.38. Potencial Vector Magnético de A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el con-
ductor rectangular de lado mayor 20mm y t/w=1, a frecuencia de 400 Hz.

Figura 5.39. Potencial Vector Magnético de A, (Wb/m) y Densidad de corriente (J;) en el con-
ductor rectangular de lado mayor 40mm y t/w=0,25, a frecuencia de 400 Hz.
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5.4.2.7 Comparativa de conductores variando seccion y frecuencia.

400 Hz 100 Hz 50 Hz OHz

1.000 Hz

Tabla 5.4. Variacion de la Distribucion de corriente en funcién de la frecuencia y la seccion del
conductor, para una densidad de corriente Jt=1.000 A/m”.
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5.4.2.8 Calculos de Resistencia, Inductancia interna e Inductancias parciales del con-
ductor rectangular.

Se muestran a continuacién los célculos de Resistencia e Inductancia interna, para cada
seccion de conductor y frecuencia analizados:

T/w Magnitud 0 Hz. 50 Hz. 400 Hz.
Rac
4.302334e-005 | 4.617338e-005 | 8.745298e-005
(Ohm/m)
0.25 Rac/Rdc 1.000 1.073 2.033

Liac (H/m) | 3.498050e-008 | 3.395648e-008 | 2.392427e-008

Liac/Lidc 0.724 0.703 0.495
Rac
4.302334e-005 | 4.513995¢-005 | 8.909908e-005
(Ohm/m)
1 Rac/Rdc 1.000 1.049 2.071

Liac (H/m) | 4.803937e-008 | 4.688408e-008 | 2.656270e-008

Liac/Lidc 0.995 0.971 0.550

Tabla 5.5. Resistencias e Inductancias Internas de los conductores de corriente rectangulares
analizados en funcion de la frecuencia de trabajo.

5.4.2.9 Andlisis de los resultados.

En el caso de conductores en corriente continua, vemos que al estar en el caso estatico
con frecuencia nula, la distribucion de corriente es totalmente homogénea, y no hay
ningun indicio de efecto pelicular, como era de esperar. Esto ocurre tanto para la sec-
cion cuadrada como para la rectangular.

A la frecuencia industrial, 50 Hz, no existen grandes diferencias entre diferentes zo-
nas del conductor en cuanto a la distribucion de corriente, pero ya podemos observar
que de los 1.000 A/m* que circulaban en frecuencia continua, ahora llegamos a maxi-
mos por debajo de los 650 A/m” de densidad de corriente, debido al gran aumento de
resistencia e inductancia interna. Comenzamos a ver que aparecen las primeras sefiales
de efecto pelicular en un conductor rectangular con t/w=0,25.

Ya en el caso dinamico, con frecuencias de cientos de Hertzios, que bien podrian repre-
sentar una la de algunas corrientes harmonicas, se observa que la distribucion de co-
rrientes es totalmente irregular, y que por la zona central de ambas secciones apenas
circula corriente, siendo casi nula para el conductor rectangular, aunque luego en la
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tabla de datos observamos que la resistencia de es ligeramente menor que para el con-
ductor cuadrado, por el que, por tanto, circulara menos corriente.

Respecto a los resultados, como cabia esperar, con el aumento de la frecuencia, aumen-
ta la resistencia del conductor, mientras que se produce una disminucién de la induc-
tancia interna del mismo.

Por 1ltimo, se incluye un analisis visual en forma de tabla sobre la evolucion de la
distribucion de corriente con la variacion de la seccion total y la frecuencia, esta vez
solo para conductores cuadrados; como podemos observar en la Tabla 5.4, el efecto
pelicular se hace mas notable conforme aumenta la frecuencia de la corriente en el
conductor, como ya habiamos observado, pero también se aprecia que cuanto mayor es
la seccion del conductor, mas notables son las consecuencias del efecto; asi, para pe-
quefias secciones, es necesario alcanzar frecuencias muy elevadas, del orden del millar
de Hz para lograr apreciar claramente el efecto, mientras que en conductores de gran
seccion, a frecuencias industriales ya podemos apreciar una cierta reduccion de la ca-
pacidad de conduccion.

5.4.3. Anadlisis paramétrico en Tiempo y Frecuencia.

A la hora de realizar analisis paramétrico, como por ejemplo analizar lo que sucede a
medida que variamos la Frecuencia de la corriente que recorre un determinado conduc-
tor, tradicionalmente con cualquier otro método numérico deberiamos desarrollar un
analisis para cada frecuencia en la que quisiéramos conocer los resultados de la simula-
cion.

Gracias a la PGD y las posibilidades que nos ofrece, podemos obtener durante la fase
de post-procesado los resultados del analisis paramétrico, de dos formas:

= Analisis paramétrico con la frecuencia: Introduciendo la frecuencia como un
parametro en la ecuacion, es decir, como una dimension adicional, y resol-
viendo para el rango de valores del parametro deseado. Se muestra en 5.4.3.1.

= Anadlisis en el tiempo: Consiste en resolver la ecuacion durante un determina-
do periodo de tiempo, considerando el tiempo como una dimension adicional,
para posteriormente aplicar la Transformada Réapida de Fourier (FFT) para ca-
da frecuencia de interés. Esto se deja para futuros trabajos.

5.4.3.1 Resolucion de un problema con la frecuencia como parametro.
Para poder aplicar este método, debemos tener una corriente senoidal.

Cumpliendo esta condicion, para la resolucion del problema y la obtencion de la simu-
lacion en un rango de frecuencias determinado, introducimos como parametro la pulsa-
cion de la corriente w (que queda considerada dentro de la ecuacion del potencial vec-
tor magnético dentro del término jwoA), que estd directamente relacionada con la
frecuencia por la expresion w = 2nf.
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Con ello, introduciendo w como parametro y resolviendo el problema para los valores
de la frecuencia que se desee, podremos obtener la solucién del problema paramétrico
con la frecuencia.
A partir de la expresion (5.2.25), sustituyendo la reluctividad magnética por la inversa
de la permeabilidad magnética en la misma ya que v = 1/H’ obtenemos la ecuacion
diferencial a resolver mostrada en la expresion (5.4.3).
Paley) Ay
9x? ayz Moz %Y (5.4.3)

= —Ho- (]O (ny) —jrw- U(x,)’) ' A(x,ylf))
Donde ], representa la densidad de corriente total en el conductor.

De esta forma, la descomposicion mediante la PGD tomaria la forma mostrada en la
expresion (5.4.4), donde F;(f) es una funcion de la frecuencia de la fuente de corriente
externa.

Aoy f) = ) Xi@) %) B (5:4.4)
i=1

De este modo, en lugar de calcular una nueva solucion para cada frecuencia, nos limi-
tamos a resolver la ecuacion diferencial una sola vez, pero para un determinado nimero
de frecuencias diferentes deseadas al mismo tiempo, con un coste computacional real-
mente reducido.

Figura 5.40. Relaciéon R,/R,. en funcion de la frecuencia, para un conductor cuadrado con
ancho 10 mm, obtenido mediante el enfoque paramétrico propuesto de la PGD.
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Figura 5.41. Relacién L,/L,. en funcion de la frecuencia, para un conductor cuadrado con an-

cho 10 mm, obtenido mediante el enfoque paramétrico propuesto de la PGD.

La Figura 5.40 y la Figura 5.41 muestran con un ejemplo la sencillez del calculo para
un conductor rectangular, para el cual no disponemos de una expresion analitica.

5.5. Ventajas obtenidas con la aplicacion de la PGD.

La aplicacion de la PGD para la resolucién las ecuaciones de Maxwell trae como con-
secuencia la reduccion del tamafio de la matriz solucion del dominio respecto a las
soluciones propuestas anteriormente por métodos clasicos. Con el método propuesto
con el enfoque de la PGD, se logran tres grandes ventajas respecto a la solucion analiti-
ca o la aplicacion de métodos numéricos tradicionales:

No necesita pre-procesado.

La fase de procesado es muy rapida, debido a la simplicidad de los codigos
desarrollados y a la reduccion del niimero de elementos necesarios para la re-
presentacion de los elementos del dominio, como se vio en el Capitulo 3.

El Post-procesado también es muy rapido. Aqui hemos visto que, una vez te-
nemos la solucion al potencial vector magnético A, el calculo de resistencias e
inductancia interna es inmediato.

Permite lo que hemos denominado Enfoque Paramétrico, afiadiendo frecuencia
o tiempo como dimensiones adicionales.

Reduccidn de la cantidad de nodos.
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La representacion de elementos del dominio mediante descomposicion es muy
sencilla para la mayoria de elementos. En este caso, las formas rectangulares
se obtienen Unicamente con un modo; en cambio, podemos ver que es mas
complicado obtener las formas circulares, para lo que es posible recurrir a la
SVD.

Por lo tanto, podemos aplicar este método de resolucion también a otros casos de con-
ductores en corriente alterna o con configuraciones mas complejas, como se vera en
proximos capitulos.

5.6. Conclusiones y aportaciones del capitulo.

Las principales conclusiones obtenidas tras la aplicacion de la PGD al caso de un con-
ductor aislado con una determinada seccion transversal, recorrido tanto por corriente
continua como alterna a diferentes frecuencias son las siguientes:

1.
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Inicialmente, se puede decir que debido a la precision del método, y como se
ha comprobado para diferentes pardmetros, se observa que se siguen mante-
niendo la misma evolucion de la resistencia, inductancia interna y reactancia,
en funcion de la frecuencia o del tamafo del conductor y se ajusta a los calcu-
los analiticos con gran precision; ademas, esto mismo sucedera con cualquier
otro parametro derivado del potencial vector magnético.

En cuanto a la solucion de problemas sin solucién analitica explicita, lo ha-
bitual en la practica es que la geometria de la mayoria de los conductores que
toman parte en este tipo de instalaciones sea simétrica en su seccion en ambos
ejes cartesianos transversales, bien sean circulares o tubulares, o incluso cua-
drados, por lo que el estudio de los efectos comentados se reduce a la resolu-
cion unidimensional de sistemas de ecuaciones explicitas. En el caso de con-
ductores que no guardan simetria en sus dos ejes transversales, lo que hemos
denominado en este capitulo ‘de forma arbitraria’, como son los conductores
con secciones triangulares, elipticas o las mas extendidas hoy en dia, las rec-
tangulares (muy usadas en la actualidad tanto para circuitos impresos como
para Canalizacion Eléctrica Prefabricada para alimentacion de potencia), la re-
solucion se complica y debemos recurrir a los métodos numéricos para su si-
mulacion, y es aqui donde la PGD de presenta como una herramienta de gran
utilidad.

Se aplica la Descomposicion Total, descomponiendo el problema en una su-
ma de problemas unidimensionales, pudiendo tener en cuenta como dimensio-
nes adicionales tanto el tiempo como los parametros variables. Ello conlleva
un mayor coste computacional, pero la descomposicion en funciones unidimi-
nesionales con la simplicidad de operacion de la PGD no hace crecer exponen-
cialmente el tiempo de computacién como para otros métodos tradicionales,
sino linealmente.
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Fase de Post-procesado: para la resolucion de las derivadas que componen la
ecuacion, lo que se hace es derivar modo a modo, para posteriormente, durante
la fase de post-procesado, aplicar las formulas necesarias para la resolucion en
funcion de lo que se busque. En este sentido, la simplicidad que aporta la PGD
a la fase de post-procesado hace posible el calculo de parametros, como hemos
visto, como la resistencia o la inductancia interna del conductor tanto en co-
rriente continua como en corriente alterna para conductores de cualquier for-
ma, a través de la seccion transversal expresada mediante representaciones se-
paradas, bien sea aplicando la SVD o programando la descomposicion en el
codigo del algoritmo de resolucion.

Como un beneficio adicional de la aplicacion de la PGD podemos anotar la
posibilidad de realizar calculo paramétrico modelizando en funcion de la va-
riacion de un pardmetro y con una sola resolucion. En este capitulo hemos po-
dido observar como la frecuencia se ha introducido en la formulacién como
una dimension adicional, para que los resultados obtenidos estan disponible
como una "tabla virtual", que contiene la solucion para todos los valores den-
tro del rango de frecuencias seleccionado. Esto mismo puede ser extendido a
cualquier otro parametro, como se comenta en el siguiente apartado para futu-
ros trabajos.

5.7. Futuros trabajos.

Como trabajos futuros adicionales que contintien con la linea de investigacion de la
presente tesis y especificamente con lo desarrollado en el presente capitulo, podemos
citar de manera no exhaustiva los siguientes:

Aplicacion de la PGD a la simulacion de corrientes de alta frecuencia o de im-
pulso, en las que no puede despreciarse el vector desplazamiento (D), y por
tanto las corrientes de desplazamiento que representa (Jgesp).

Modelizacion de las fuerzas ejercidas sobre diferentes partes del conductor.

En el campo de la optimizacion, siguiendo el enfoque paramétrico propuesto,
en un trabajo futuro podrian introducirse las dimensiones del conductor rec-
tangular también como dimensiones paramétricas adicionales, que generaran
una unica solucion 3D (anchura, altura y frecuencia) conteniendo asi tanto la
inductancia interna como la resistencia de un conductor rectangular para cual-
quier frecuencia y para cualquier dimensioén del conductor, lo que ayudarian
claramente a la optimizacion del mismo.

Resolucion del problema paramétrico de la frecuencia mediante analisis tem-
poral y aplicacién posterior de la Transformada Répida de Fourier.

Ensayos para justificar otras soluciones cuando no existen expresiones analiti-
cas que validen los resultados.
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Capitulo 6

Modelizacion de

Sistemas Multiconductor
mediante la PGD:

Conductores paralelos

6.1. Introduccion.

En este capitulo, de forma similar a como se hizo en el anterior, nos centraremos en la
obtencion de las principales variables que definen el comportamiento de las corrientes
conducidas por conductores, pero esta vez en las que circulan por un sistema multi-
conductor particularizando para el caso de dos conductores dispuestos en paralelo,
repasando la fenomenologia que las condicionan y las expresiones tradicionalmente
utilizadas para su célculo, y adentrandonos en la metodologia aplicada en el capitulo
anterior alla donde los métodos numéricos tradicionales sufren para obtener los buenos
resultados que demuestran en otras condiciones y/o campos.

Asi, al igual que en el anterior capitulo se estudiaba la influencia del efecto pelicular en
la densidad de corriente, resistencia e inductancia interna de un conductor, ahora se
tendra en cuenta ademas la influencia de unos conductores sobre aquellos que forman
parte de un mismo sistema multiconductor, introduciendo lo que se conoce cominmen-
te como efecto Proximidad, y llevando las modelizaciones un paso mas cerca de las
condiciones reales que podemos tener en un sistema eléctrico industrial.

6.1.1. Breve Estado del Arte.

Sirviendo como base del Estado del Arte del presente capitulo lo expuesto en el ante-
rior, y con el objetivo de desarrollar lo alli comentado elevando un nivel mas de com-
plejidad de los sistemas analizados para aproximarnos un poco mas a lo que podria ser
un sistema real, podemos decir que, ademas del ya comentado y analizado efecto peli-
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cular, dependiente principalmente de las caracteristicas del conductor -forma y conduc-
tividad- y las de la corriente que lo recorre -principalmente frecuencia-, al situar varios
conductores a una distancia determinada de tal forma que las corrientes conducidas por
algunos de ellos puedan llegar a inducir fuerzas electromotrices que distorsionen las
distribuciones de corriente de los otros estaremos introduciendo un nuevo e importante
fendmeno en la simulacion de modelos reales denominado efecto Proximidad.

Aunque las primeras publicaciones técnicas sobre las que se tienen constancia sobre la
distribucion de corrientes en conductores eléctricos con formas rectangulares, comen-
tadas en el capitulo anterior de Kennelly, Laws y Pierce [46] y Dwight [47] de 1915 y
1918 respectivamente, centraban sus analisis en el efecto Pelicular -o Skin Effect- en
diferentes tipos de conductores, bajo diferentes condiciones, considerando desprecia-
bles otros fendomenos, poco a poco fueron apareciendo analisis de cada vez mas com-
plejidad y que intentaban llegar a una mayor precision, para lo cual era necesario con-
siderar otros efectos despreciados inicialmente como fueron el efecto Transformador,
que no analizaremos en esta tesis, y el efecto Proximidad, en el que se centra el presen-
te capitulo.

Como ya se comentd en el capitulo anterior, numerosos estudios se han llevado a cabo
respecto al efecto Pelicular, y a pesar de que inicialmente desconsideraban el efecto
Proximidad, ya en 1922 Dwight [84] incluia en sus andlisis la influencia de ese efecto
Proximidad en el caso de conductores tubulares; otra aportacion del mismo autor en
1923 [85] completa sus estudios sobre este efecto, esta vez en cables y conductores
tubulares finos. Posteriormente, en 1940 Arnold publicaba sus investigaciones sobre
efecto proximidad en tubos huecos conductores [86] [87], y en 1942 Wheeler incluia
en sus analisis diversas formulas que también lo consideraban [49] para conductores
circulares paralelos recorridos por corrientes alternas. Por su parte, P. Silvester tam-
bién realizé aportaciones en alguna de sus numerosas contribuciones en la década de
los 60 [50] [51], y Sigg con analisis sobre sistemas polifasicos con conductores rectan-
gulares [88], o Jackson con aportaciones sobre conductores circulares [89], ampliaron
la bibliografia disponible durante la década de los 70. Pueden citarse otras mucho mas
recientes de Berleze en 2003 [57], donde se comparan los resultados obtenidos median-
te analisis numéricos con aquellos obtenidos mediante expresiones analiticas por Sil-
vester, Arnold o Popovic y Filipovic, o la de Rafal Piotr Wojda [59].

Con todo esto, la introduccion en el presente capitulo del efecto Proximidad, unido a lo
ya comentado respecto al efecto Pelicular, refuerza la idea de que son necesarios nue-
vos estudios que aporten luz sobre la optimizacion de conductores bajo condiciones
cada vez mas extremas, principalmente en lo que a frecuencias, contenido de armoni-
cos en las corrientes y, como analizamos a continuacion, a la proximidad entre conduc-
tores, se refiere.

174



Capitulo 6: Modelizacion de Sistemas Multiconductor mediante PGD: Conductores Paralelos

6.1.2. Fenomenologia asociada: efecto Proximidad.

Una vez explicado el concepto, las causas y las caracteristicas asociadas al efecto Skin
comentado en el capitulo anterior, es mas sencillo comprender toda la fenomenologia
asociada al efecto Proximidad.

Del mismo modo que, tal y como vimos en el capitulo anterior, el campo magnético
producido a raiz de una corriente variable creado por el propio conductor, causaba una
serie de perturbaciones en la distribucion de corrientes que se traducian en un aumento
de la reactancia en determinadas areas que se oponia a la circulaciéon de corriente a
través de las zonas mas afectadas, si sumamos los efectos producidos por cualquier
otro conductor exterior, pero lo suficientemente proximo para que sus efectos sean
relevantes en el conductor analizado, se producira un efecto similar al anterior de con-
secuencias semejantes, cuya influencia vendra caracterizada por los parametros que
definen el efecto tales como: el valor de la corriente que recorre el conductor exterior,
la frecuencia de la misma y la distancia entre el conductor analizado y el conductor
causante de la perturbacion, ademas de la forma de los conductores.

Asi, el campo magnético creado por el segundo conductor sobre el primero a analizar,
genera una fuerza electromotriz que modifica la distribucion de la densidad de corrien-
te en el primer conductor, aumentando la resistencia efectiva en corrientes alterna del
mismo. De la misma manera, el primer conductor creara una perturbacion similar en el
segundo de los conductores, al igual que sobre cualquier otro conductor situado en la
proximidad del mismo. Estas fuerzas electromotrices generadas estan relacionadas con
la Inductancia mutua entre conductores, del mismo modo que las fuerzas electromotri-
ces generadas por un conductor en él mismo estaban relacionadas con la Inductancia
interna del propio conductor.

Las consecuencias derivadas de la interaccion del campo magnético creado por la co-
rriente circulando por varios conductores cercanos son las siguientes:

=  Aumento de la Resistencia de los conductores afectados.

=  Aumento de la Inductancia total de cada conductor por la aparicion de la In-
ductancia mutua entre los conductores, que se suma a la ya comentada Induc-
tancia interna.

Lo anteriormente comentado es también extrapolable al caso mas extendido en los
sistemas eléctricos de potencia trifasicos de tres conductores activos, ¢ incluso con
cuatro en sistemas desequilibrado, de gran aplicacion en sistemas de potencia de distri-
buciodn e industriales, pero también a casos en los que un mayor nimero de conductores
discurran en paralelo, como se muestra en la Figura 6.1.
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Figura 6.1. Efecto Proximidad en el caso de varios conductores en paralelo en la misma fase.

6.1.3. Objetivo y justificacion del capitulo.

El presente capitulo tiene como objeto el célculo, para sistemas de varios conductores
dispuestos en paralelo de cualquier tipo, forma y caracteristicas, de la distribucion de la
densidad de corriente conducida, de impedancias, inductancias internas, parciales y
totales. Estas magnitudes seran obtenidas a partir del calculo de la distribucion del
potencial vector magnético, definido por la ecuacion de difusion, derivada de las ecua-
ciones de Maxwell.

El resto de consideraciones respecto a la utilizacion de métodos numéricos tradiciona-
les o la PGD para la resolucion que no es posible obtener mediante métodos analiticos
son las mismas que las ya comentadas en el capitulo anterior, con el grado de comple-
jidad adicional que aporta la consideracion del efecto Proximidad y la mayor compleji-
dad de los sistemas de conductores considerados respecto al caso de un solo conductor
analizado en el capitulo anterior.

Con ello, las ventajas que aporta la PGD en su aplicacion a sistemas multiconductor se
hacen todavia mas evidentes de lo que se mostraban en la aplicacion a conductores
aislados.

6.2. Modo de operacion. Formulacion matematica basica para la mode-
lizacion mediante la PGD.

La formulacion basica para la aplicacion de métodos numéricos fue presentada en el
Estado del Arte del Capitulo 2, complementado por lo expuesto en el Anexo II, donde
se presentan las bases para la formulacion del problema, es decir, las ecuaciones de
Maxwell, ecuaciones constitutivas y los conceptos necesarios para la formulacion del
problema.
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En el proximo apartado se define el problema a resolver, se muestra la formulacion
matematica basica y se establecen las hipotesis para formar modelos de sistemas de
conductores.

En los siguientes apartados, se presentara la validacion del célculo, y posteriormente
los resultados de la aplicacion a diferentes situaciones con la variacion de diversos
parametros, obteniéndose las conclusiones pertinentes.

Finalmente se indicaran algunas alternativas al calculo desarrollado en el presente capi-
tulo, que formaran parte de futuros trabajos.

6.2.1. Formulacion bdsica para la aplicacion.

La formulacion para el presente apartado coincide totalmente con la presentada en el
capitulo anterior, en la expresion (5.2.16), y su deduccion es la misma. Por tanto, la
ecuacion general que aplica también en el caso de sistemas multiconductor es la si-
guiente:

VWA+o 2 aZA+ x (VxA) + Ove X (Vx 8))
v o T 3 32 oV, X ( 3 it
b 6.2.1)
=-V (VVV -A+od + EE)

Ecuacion general derivada de las Leyes de Maxwell, sin hipdtesis simplificativas, apli-
cable para la resolucion de cualquier problema.

Del mismo modo que en el capitulo anterior, tomando como punto de partida esta
ecuacion, podemos obtener, aplicando las simplificaciones correspondientes, las solu-
ciones generales para los casos mas comunes, que se resumen en el siguiente apartado.

6.2.2. Hipdtesis simplificativas.

Como ya se ha comentado, se aplican en este caso las mismas simplificaciones realiza-
das en el Capitulo 5 para conductores aislados en funcion de la fuente de corriente
aplicada al conductor, por lo que no se repiten las hipdtesis ni las ecuaciones.

6.2.3. Descripcion y formulacion especifica del problema.

6.2.3.1 Sistema en Corriente Continua: Cdlculo de la inductancia total de un sistema
de 2 conductores.

En este caso, a diferencia de lo comentado en el capitulo anterior para el Conductor
aislado, si es posible realizar el calculo de la inductancia total del sistema formado por
dos conductores en paralelo por los que circula una corriente continua, siempre que se
imponga la condicion de que la corriente por cada uno de los conductores tenga senti-
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dos contrarios de circulacion, pudiendo asi lograr un sistema de conductores donde la
corriente neta en un determinado dominio en el que se encuentran ambos conductores
es nula.

El proceso operativo constard, imponiendo como condicién la circulacion de una den-
sidad de corriente J, por cada conductor en sentidos opuestos, en calcular el potencial
vector magnético determinado por esas corrientes mediante las expresiones resultantes
de las Leyes de Maxwell. A partir de la definicion del vector potencial magnético en
todo el dominio, obtendremos la inductancia total L del sistema por unidad de longitud.

La expresion que relaciona la distribucion del vector potencial magnético con la densi-
dad de corriente que circula por el sistema es la representada por la ecuacion (5.2.1)
mostrada en el capitulo anterior.

En este caso, al encontrarnos con corrientes estacionarias, el término variable desapa-
receria y se cumpliria:

J0A \%

vV
J=JotJe=lext tIma =07 -0 =07 (6.2.2)

. . 9A
Ya que al tratarse de una corriente continua se cumple P 0.

Ello denota que la corriente que recorre el conductor queda definida por la fuente ex-
terna que la crea, siendo nula la corriente interna inducida entre ambos conductores, y
por tanto:

1AA— = ro_Y (6.2.3)
n z=—J,= ol— ol 2.

Con V la tension de la fuente y / la longitud del conductor. Considerando que trabaja-
mos por unidad de longitud:

1 AV

-0, =—],=—— (6.2.4)

H p
Resolviendo esta ecuacion, tendremos la definicion del potencial vector magnético, y a
partir de él podremos calcular la inductancia total como:

_ITA - A2dv 3 - A2
[ ds s

-4 (6.2.5)

6.2.3.2 Sistema en Corriente Alterna: Calculo de la inductancia total de un sistema de
2 conductores.

Para este caso, no podemos considerar que la frecuencia se anule, con lo que:
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|4 0A
J=Jo+Je=)pxt + Jina =05 — 0=~ (6.2.6)
l ot
Lo que junto a la expresion (5.2.1) queda:
1 0A AV
-AMA=0c——— (6.2.7)
il ot p
En el caso de tener materiales lineales y fuentes senoidales, podemos afirmar:
162A+162A— +jwoA (6.2.8)
Lox T uayr s Jo Hjwo. 2.

Exta expresion es idéntica a la (5.2.3), donde w es la frecuencia, y la permeabilidad
magnética, ¢ la conductividad eléctrica y J la densidad de corriente debida a la fuente.

Resolviendo esta ecuacion, se determinara el potencial vector magnético en los puntos
del dominio y a partir de él podremos calcular la inductancia total en cualquier fre-
cuencia a partir de la expresion (6.2.5).

6.3. Validacion del método de calculo basado en la PGD para sistemas
de varios conductores: Dos Conductores Rectangulares.

6.3.1. Solucion analitica para la modelizacion de efectos Pelicular y Proximidad en
dos conductores rectangulares.

Tal y como se especifica en la publicacion ya referenciada de Vincent Morgan, [7],
aunque si tenemos una expresion analitica para los parametros densidad de corriente,
resistencia, inductancia interna en el caso de conductores rectangulares en corriente
continua, no se conoce una expresion analitica explicita que determine estos parame-
tros para el caso de corrientes alternas para un solo conductor, y por extension tampoco
para el caso de dos 0 mas conductores. Por tanto, no podemos ayudarnos de expresio-
nes analiticas para analizar el efecto Proximidad.

No obstante, P. Rolicz [90] aborda el problema de la determinacion del efecto pelicular
a través de la modelizacion del campo electromagnético creado por un sistema de dos
conductores rectangulares recorridos por corriente alterna como el mostrado en la Figu-
ra 6.2.

Para la validacion de la propuesta de calculo con la PGD, nos basamos en los calculos
realizados por P. Rolicz [90]. Como se indica en el articulo, ambos conductores trans-
portan corriente alterna con forma de onda senoidal, y no existe desfase entre ellas;
ademas, se considera que el conductor es cobre.
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Ay
Y h2
1 /
bd/2 | dI2 .
X
w w
0-/”2

Figura 6.2. Seccion transversal del sistema de dos conductores rectangulares considerado, ex-
traido de P. Rolicz [90].

Se definen en la Figura 6.2 los conceptos de altura relativa de conductores (h') y dis-
tancia relativa (d') entre los mismos, ambas en funcion del ancho (w) del conductor,
mediante las siguientes expresiones:

(6.3.1)

(6.3.2)

En [90] Rolicz representa la evolucion de diferentes variables en funcion de la distan-
cia relativa entre conductores y con la variacion del parametro kw. Introduciendo este
parametro, donde w es la anchura de barra y k es representado por la expresion (6.3.3).

k? = wugo - k = Jou,o (6.3.3)

Siendo w la pulsacion de la corriente, p, la permeabilidad magnética, y ¢ la conducti-
vidad, que en articulo viene representada por la letra y. La expresion anterior en fun-
cion de la frecuencia se muestra en (6.3.4).

k = [Znfi,o (6.3.4)

Se define la variable resistencia relativa como indica (6.3.5).

Rac

R ==-%
Rdc

(6.3.5)
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Y se representara su evaluacion en funcion del parametro kw.

Con el objetivo de validar los resultados obtenidos mediante la modelizaciéon por el
método de la PGD, los compararemos con los resultados de la publicacion [90] para
dejar patente la efectividad del nuevo método de célculo.

Para h' = 3, se obtienen los resultados de R’ para diferentes valores de d’ mostrados en
la Figura 6.3.

3“’ e
y
1 kw»

0 1 2 3 4 5

Figura 6.3. Representacion de la resistencia relativa R’ en funcion de kw, extraido de la publica-
cacion referenciada de P. Rolicz [90].

6.3.2. Comparacion de los resultados analiticos con los resultados obtenidos median-
te PGD para los Efectos Pelicular y en dos conductores rectangulares.

A continuacion se llevara a cabo la validacién del método de célculo comparando los
resultados obtenidos mediante la modelizacion por la PGD con los de la publicacion de
Rolicz.

Como se puede observar en la Figura 6.4, las curvas obtenidas mediante PGD, se su-
perponen con bastante precision a las extraidas de la fuente de referencia.
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Figura 6.4. Comparacion del calculo de la Resistencia relativa analiticamente y mediante PGD.

Tal y como ya se habia comentado en capitulos anteriores, la grafica muestra como
aumenta la resistencia a consecuencia de los efectos Pelicular y Proximidad que un
conductor induce sobre el otro. Con ellos, se confirma que a mayor proximidad entre
los conductores, mayor es la pendiente de la linea, y por tanto mayor el aumento de la
resistencia. Asimismo, es notable la atenuacion del aumento de la resistencia para valo-
res de distancia relativa de 2 o superiores, y casi completamente despreciable si llega-
ramos a 5 veces, tal y como afirma Kennelly [46].

La gran precision de resultados obtenidos permite validar las distribuciones de corrien-
te representadas, asi como las soluciones de la ecuacion diferencial en derivadas par-
ciales mostradas en apartados anteriores, y con ello también la representacion del vec-
tor potencial magnético A, y cualquiera de las magnitudes obtenidas a partir de la
modelizacion del mismo.

6.4. Aplicacion de la PGD a sistemas de varios conductores.

En este apartado se procede, una vez validado el método, a la aplicacion del mismo a
conductores circulares y rectangulares de diferentes tamafios y considerando corrientes
a diferentes frecuencias, lo que permite comprobar lo expuesto hasta el momento en
cuanto al efecto Proximidad y la evolucion de los diferentes parametros eléctricos co-
mentados.
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6.4.1. Aplicacion de la PGD a la modelizacion de fenémenos de la inductancia en un
sistema de dos conductores circulares.

En los siguientes apartados, se simulard mediante la PGD el sistema compuesto por dos
conductores circulares resolviendo el calculo o modelizacion de los principales para-
metros eléctricos afectados por los efectos Pelicular y Proximidad, como son la Resis-
tencia, la Inductancia total del sistema, la Distribucion de Corrientes en el conductor y
el Potencial Vector Magnético A4..

6.4.1.1 Planteamiento del problema.

Se plantea el problema de modelizar la distribucion de corrientes y el vector potencial
magnético creados por un sistema de dos conductores circulares, conduciendo una
corriente /, dispuestos segiin se muestra en la Figura 6.5.

Figura 6.5. Seccion transversal del sistema de dos conductores circulares considerado.

Siendo:
= (: distancia entre ambos conductores.

= y:radio del conductor.

6.4.1.2 Representacion separada de la seccion transversal de varios conductores cir-
culares para la aplicacion de la PGD.

El caso de la representacion separada de la seccion trasversal de varios conductores
circulares es similar a lo comentado en el capitulo anterior, pero considerando la sec-
cion transversal formada por ambos conductores. Es decir, cada seccion circular se
descompone en bandas rectangulares, ofreciendo cada seccion un aspecto como el
mostrado en la Figura 5.19.
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6.4.1.3 Representacion separada de la densidad de corriente en la seccion transversal
de varios conductores circulares para la aplicacion de la PGD.

Al igual que para conductores circulares, representamos la densidad de corriente que
transporta el conductor mediante la expresion del capitulo anterior (5.4.2), y permitien-
do asi su introduccién en el algoritmo de calculo elaborado mediante la PGD.

6.4.1.4 Calculo de la Resistencia efectiva en corriente alterna.

Se calcula a continuacion la Resistencia para un sistema formado por dos conductores
de 10 mm de diametro, correspondientes aproximadamente a conductores de unos 50
mm? de seccidn, para una separacion variable entre los mismos que va desde la sepra-
cion nula hasta los 5 diametros.

Los resultados de la evolucion de la resistencia en funcion de la separacion entre con-
ductores sera la que muestra la tabla Tabla 6.1.

Magnitud \ Sep. 2xDN 3 xDN 4 x DN

Rac (Ohm/m)x10* 2,170148 2,150224 2,141472 2,140984 2,140868 2,140988

Tabla 6.1. Evolucién de la Resistencia a 50 Hz en funcion de la separacion entre dos conducto-
res circulares analizados en funcién de la frecuencia de trabajo, calculado con la PGD.

Vemos que a partir de 2 veces el diametro, para este conductor de 10 mm de didme-
tro con una corriente de 50 Hz, la resistencia se ha estabilizado, por lo que el efecto
proximidad apenas tiene afeccion en la misma.

6.4.1.5 Calculo de la Inductancia total.

Se calcula a continuacion la Inductancia Interna y Total para un conductor circular en
un sistema de dos conductores, mediante las expresiones (5.2.31) y (6.2.5), para dife-
rentes separaciones entre los mismos en funcion del didmetro a una frecuencia de 50
Hz, y se muestra en la Tabla 6.2.

Magnitud \
Sep.
Liac (H/m)xlO'E 3.972817 2.826132 2.650156 2.594894 2.583489 2.595933
Lac (H/m)xlO'5 7.399415 6.517754 4.093194 3.696749 3.353143 3.009067

Tabla 6.2. Evolucién de las Inductancias internas y total a 50 Hz en funcién de la separacién
entre dos conductores circulares analizados en funcién de la frecuencia de trabajo, calculado
con la PGD.
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Al igual que sucedia anteriormente, a partir de los dos diametros de separacion se
comprueba que apenas existe influencia de la corriente que circula por un conduc-
tor en el contrario, lo que significa que el efecto proximidad podria ser desconsi-
derado.

6.4.1.6 Modelizacion de la Distribucion del vector potencial magnético A, y la densi-
dad de corrientes en los conductores.

En este apartado se realizan simulaciones en tres formas diferentes, para comprobar
diferentes caracteristicas del efecto pelicular y proximidad creado sobre los conducto-
res circulares, tal y como se describira en cada uno de los siguientes apartados.

Las simulaciones se realizan para un sistema base formado por dos conductores circu-
lares idénticos (Didmetro=225 mm, Separacion=0xDN a 5xDN, Longitud=1m), con
densidades de corriente impuestas exteriormente de hasta 1000 A/m”. Este conductor
corresponde a un conductor real de unos 400 mm?” de seccién, uno de los mas utiliza-
dos en conexion de cargas de elevada potencia en la industria, y de los que mas sufren
tanto el efecto skin, como vimos en el capitulo anterior, como el efecto proximidad, ya
que es comun encontrar circuitos de este tipo de cable instalados en paralelo.

Variacion de la frecuencia.

Comenzamos simulando ambos conductores a diferentes frecuencias: corriente conti-
nua (0 Hz.), frecuencia industrial (50 Hz.) y media frecuencia (400 Hz., frecuencia
utilizada, por ejemplo, en redes eléctricas para aviones).

Hemos de destacar que mediante la PGD podemos simular un rango de frecuencias
determinado, y después tomar en la fase de post-procesado las que nos resulten intere-
santes, y para ello ejecutar inicamente una simulacion, como se ha hecho en esta tesis.

Observamos los efectos de la corriente sobre los conductores circulares debido al efec-
to skin mas el efecto proximidad. Si vemos las Figura 6.6, podemos comprender cémo
afecta la frecuencia a la corriente conducida por cada conductor, y sobre todo a la dis-
tribucion de la misma en la seccidn transversal del mismo. Es claro que el aumento de
la frecuencia de la corriente disminuye la capacidad de transporte del conductor, con-
centrando la mayor parte en la periferia. Aqui, ademas podemos observar que el efecto
proximidad aporta una distorsion mayor a la ya producida por el efecto pelicular, que
hace que la corriente se concentre en la parte mas alejada del conductor vecino, anu-
lando casi por completo la densidad de corriente en la cercania del otro conductor.
Comparando con la Figura 5.23, la Figura 5.27 y la Figura 5.31, del capitulo anterior,
vemos como ademas del efecto skin alli analizado, aparece un nuevo factor que hace
que la densidad de corriente media sea todavia mas reducia. Este nuevo efecto sera el
efecto proximidad. Tanto en el caso de la frecuencia a 50 Hz como a 400 Hz, podemos
observar comparando el caso de dos conductores con el de un conductor aislado, que el
efecto proximidad afadido al efecto skin produce reducciones de densidad de corriente
maxima en un conductor del doble de las produdcidas Ginicamente por el efecto pelicu-
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lar, lo que da buena cuenta de la importancia de dicho efecto en la capacidad de con-
duccioén de corriente de cualquier conductor.

Figura 6.6. Representacion del vector potencial magnético (izquierda) y la densidad de corriente
(derecha) para un sistema de dos conductores circulares con corrientes continua (arriba), alter-
na a 50 Hz (centro), y alterna a 400 Hz (centro) con la PGD, separados 1xDN.
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Variacion de la separacion entre conductores.

Figura 6.7. Representacion del vector potencial magnético (izquierda) y la densidad de corriente
(derecha) para un sistema de dos conductores circulares con corriente alterna a 50 Hz con el
mismo sentido separados 6x0 (arriba), 5xO (centro), y 3x0(abajo), utilizando la PGD.
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Figura 6.8. Representacion del vector potencial magnético (izquierda) y la densidad de corriente
(derecha) para un sistema de dos conductores circulares con corriente alterna a frecuencia
industrial (50 Hz) con el mismo sentido separados 2x0 (arriba), 1xO (centro), y sin separacion
(abajo), utilizando la PGD.
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Consideramos la separacion medida entre la superficie exterior de cada conductor.
Como podemos observar en la distribucion de corrientes de la Figura 6.7 y la Figura
6.8, y como ya demostraba Kennelly en 1915 [46], el efecto proximidad no es aprecia-
ble y puede no tenerse en cuenta para separaciones entre conductores de unas 5 veces
el diametro del conductor para cables reales o superiores; sin embargo, a medida que la
proximidad entre los mismos baja de los 5 didmetros, comienza a bajar la corriente
conducida por el conductor debido al aumento de la resistencia en el mismo, a causa de
la creacion de una corriente inducida que es maxima donde el vector potencial magné-
tico es mas intenso, es decir, en la parte central del conductor y en el lado mas proximo
al conductor vecino, lo que demuestra el efecto proximidad. El efecto proximidad es
especialmente notable cuando los conductores se encuentran separados menos de 2
didmetros.

Esto justifica los coeficientes de calculo impuestos en el Reglamento Eléctrotécnico del
2002, vigente en la actualidad, y la norma UNE 20.460, donde se penaliza mediante
coeficientes de reducciéon la cercania de los conductores, y el agrupamiento de los
mismos, con el fin de protegerlos contra las consecuencias del efecto proximidad.

6.4.2. Aplicacion de la PGD a la modelizacion de fenémenos de la inductancia en un
sistema de dos conductores rectangulares.

Al igual que en el apartado anterior, se plantea la modelizacion del problema para dos
conductores rectangulares.

6.4.2.1 Planteamiento del problema.

Se plantea el problema de modelizar la distribucion de corrientes y el vector potencial
magnético creados por un sistema de dos conductores rectangulares, conduciendo una
corriente /, dispuestos segun la Figura 6.9.

Figura 6.9. Seccion transversal del sistema de dos conductores rectangulares considerado.
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Siendo:
= (: distancia entre ambos conductores.
= /: altura de conductor.

= w: anchura de conductor.

6.4.2.2 Representacion separada de la seccion transversal de varios conductores rec-
tangulares para la aplicacion de la PGD.

El caso de la representacion separada de la seccion trasversal de conductores rectangu-
lares es similar a lo comentado en el capitulo anterior, pero considerando la seccidén
transversal formada por ambos conductores.

6.4.2.3 Representacion separada de la densidad de corriente en la seccion transversal
de varios conductores rectangulares para la aplicacion de la PGD.

Al igual que para conductores circulares, representamos la corriente que transporta el
conductor mediante la expresion ya presentada en el capitulo anterior (5.2.25), y permi-
tiendo asi su introduccion en el algoritmo de célculo elaborado mediante la PGD.

6.4.2.4 Calculos de Resistencia e Inductancias parciales.

El valor calculado para la Resistencia en corriente alterna R, mediante la PGD, que no
dispone de expresion analitica para su calculo [7], se obtiene a partir de la siguiente
expresion:

Rae= [ WPds/olliz 1=1m (64.1)
S

La expresion para la inductancia no esta disponible en el caso de conductores rectangu-
lares en corriente alterna. Las expresiones a partir de las cuales podemos obtenerlas son
las siguientes:

L= §, A - dl _ Vi _ S Bi dS (6.4.2)
' I; I; I;
A-dl 3 2
M. = %, _ Yoy S B dS (6.4.3)
9] - - -
I; I; I;

Se procede al calculo y se representan la distribucion del Vector Potencial Magnético y
la Densidad de corriente para SOHz (Figura 6.10) y para 400 Hz (Figura 6.11).
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Figura 6.10. Representacion del Vector Potencial Magnético y la Densidad de corriente en un
conductor rectangular a 50 Hz, para el cilculo de resistencias e inductancias parcial y mutua.

Figura 6.11. Representacion del Vector Potencial Magnético y la Densidad de corriente en un
conductor rectangular a 400 Hz, para el calculo de resistencias e inductancias parcial y mutua.

Los resultados de calculo de la resistencia relativa y las inductancias parciales propia y
mutua de un conductor se recogen en la Tabla 6.3.
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Magnitud 50 Hz. 400 Hz.
Rac/Ryc 2.063 3.128
Liac,propia (H/m) 3.5124e-007 | 1.7953e-007
Liac,mutua (H/M) 3.2572e-007 | 1.6960e-007

Tabla 6.3. Resistencia relativa e Inductancias Parciales (Propia y Mutua) de los conductores
rectangulares analizados en funcién de la frecuencia de trabajo, calculado con la PGD.

Se observa en la grafica las consecuencias de aumento de resistencia debido a la accion
conjunta de los efectos skin y proximidad, que claramente condicionan el valor de la
resistencia del conductor.

Por el contrario, las inductancias parciales, propia y mutua, disminuyen con la frecuen-
cia, tal y como sucedia en el capitulo anterior cuando analizdbamos conductores aisla-
dos. Aqui, la inductancia propia representara las consecuencias del efecto pelicu-
lar, mientras que la inductancia mutua va directamente relacionada con el efecto
proximidad.

En este caso, la ventaja que aporta la PGD es que el calculo de estas magnitudes, cuyas
expresiones analiticas estan disponibles para formas simples o con doble simetria, pero
que no poseen expresiones analiticas para formas mas complejas, como la rectangular,
es muy sencillo de realizar mediante la PGD, y puede ayudarnos en gran medida en el
disefio de cualquier elemento electromagnético, especialmente conforme aumentan las
frecuencias de trabajo.

El enfoque paramétrico que nos brinda la PGD permite calcular la evolucion de induc-
tancias en funcion de la frecuencia, como se muestra en la Figura 6.12 y la Figura 6.13.

Figura 6.12. Evolucion de las Inductancias propia L (H) en funcién de la frecuencia.
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Figura 6.13. Evolucion de la Inductancia mutua M (H) en funcion de la frecuencia.

6.4.2.5 Modelizacion de la Distribucion del vector potencial magnético y de la distri-
bucion de la densidad de corriente.

Al igual que para el caso de conductores circulares, se realizan simulaciones en tres
modos diferentes, para comprobar diferentes caracteristicas del efecto pelicular y pro-
ximidad creado sobre los conductores, tal y como se describira en cada uno de los si-
guientes apartados.

Las simulaciones se realizaran para un sistema base formado por dos conductores idén-
ticos rectangulares (Altura=30 mm, Anchura=10 mm, Separacion=10 mm, Longitud=
Im), con densidades de corriente impuestas exteriormente con valores de hasta 1000
A/m’ similares a [90].

Figura 6.14. Representacién en seccion del sistema de dos conductores rectangulares.
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Variacion de la frecuencia.

Comenzamos simulando ambos conductores a corriente continua, frecuencia industrial
(50 Hz.) y media frecuencia (400 Hz). Ver Figura 6.15.

Figura 6.15. Vector potencial magnético (izquierda) y densidad de corriente (derecha) para un
sistema de dos conductores rectangulares con corriente alterna a frecuencia nula (arriba), in-
dustrial 50 Hz (centro), y alta frecuencia 400 Hz (abajo) con el mismo sentido, utilizando para la
simulacion la PGD.
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Hemos de destacar que mediante la PGD podemos simular un rango de frecuencias
determinado, y posteriormente tomar en la fase de post-procesado las que nos resulten
interesantes, y para ello ejecutar unicamente una simulaciéon, como en nuestro caso.

Observamos los efectos de la corriente sobre los conductores debido al efecto skin mas
el efecto proximidad, debido al campo magnético producido por el otro conductor.

Vemos claramente que los aumentos de la frecuencia modifican drasticamente la dis-
tribucién de corrientes en el conductor, y que hay un fuerte efecto de la induccion crea-
da por el conductor vecino (mutua), que hace que en la cara comun las corrientes sean
casi nulas.

Variacion del sentido de la corriente.

Tomando un sistema con la misma configuracién de conductores que el anterior, simu-
larmos corrientes con sentidos de circulacion opuestos, y observamos como influye en
la distribucion de corrientes en las simulaciones mostradas en la Figura 6.16.

Con corrientes opuestas, el efecto proximidad practicamente se anula, ya que, como
vemos en la representacion del vector potencial magnético, éste es nulo entre los con-
ductores. Por lo tanto, cuanto mas cerca esté una determinada seccion del conductor a
esa area, menos quedara reducida su corriente debido al efecto de la induccion, ya que
se contrarestan los efectos producidos por cada uno de los conductores en el area cen-
tral justo entre ambos conductores, siendo nulo justo en el centro.

Observamos que si por dos conductores circulan corrientes alternas en la misma direc-
cion, las corrientes en los lados mas proximos se debilitan, pero sucede el efecto con-
trario si conducen corrientes alternas en sentidos opuestos, cuando crecen las corrientes
en las caras mas proximas entre los conductores (Figura 6.16.). Indicar que este efecto
no se da con corrientes continuas.
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Figura 6.16. Vector potencial magnético (izquierda) y densidad de corriente (derecha) para un

sistema de dos conductores rectangulares con corriente alterna a frecuencia nula (arriba), in-

dustrial 50 Hz (centro), y alta frecuencia 400 Hz (abajo) con sentidos opuestos, utilizando para
la simulaciéon la PGD.
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Variacion de la distancia entre conductores, variando sentidos de circulacion de
las corrientes en el conductor.

Figura 6.17. Representacion del vector potencial magnético (izquierda) y la densidad de co-
rriente (derecha) para un sistema de dos conductores rectangulares con corriente alterna a
frecuencia industrial (50 Hz) con el mismo sentido separados 10, 30 y 50 mm, utilizando para la
simulaci6on la PGD.

Comparamos en la Figura 6.17 y en la Figura 6.18 la evolucion del efecto proximidad
creado por la circulacion de corrientes por dos conductores rectangulares dispuestos en
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paralelo, conforme varia la distancia de separacion entre los mismos, tanto para la dis-
tribucioén del Potencial Vector magnético como para la distribucion de corrientes en la
seccion de ambos conductores rectangulares.

Figura 6.18. Representacion del vector potencial magnético (izquierda) y la densidad de co-

rriente (derecha) para un sistema de dos conductores rectangulares con corriente alterna a

frecuencia industrial (50 Hz) con el sentido contrario separados 10 (arriba), 30 (centro) y 50
mm (abajo), utilizando para la simulacién la PGD.
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Ademas, mostramos esta evolucion para dos casos diferentes: uno de ellos en el que la
corriente circula por el conductor en el mismo sentido, mostrado en la Figura 6.17;
para el otro, por el contrario, las corrientes en ambos conductores se consideran circu-
lando en sentidos opuestos, que se muestra en la Figura 6.18.

Vemos asi como de intenso es el efecto proximidad en cada caso en funcién de la sepa-
racion entre ambos conductores.

Como indicamos al final del apartado anterior para conductores circulares, el efecto
proximidad comienza a decaer claramente cuando los conductores estan alejados 2
veces el lado del conductor, y deja de ser efectivo cuando los conductores estan aleja-
dos unas 5 veces el lado de un conductor. Esto en el caso de conductores cuadrados. En
la simulacion llevada a cabo, se han utilizado conductores rectangulares para poder
observar mejor los efectos proximidad y pelicular, y estas distancias serian mayores.
Aun asi, se aprecia una mayor influencia del efecto proximidad en el caso de corrientes
en el mismo sentido que con corrientes opuestas, y efectivamente con la distancia de-
crece el efecto de un conductor sobre el otro con claridad, como era de esperar.

6.5. Conclusiones.

Las principales conclusiones obtenidas tras la aplicacion de la PGD al caso de varios
conductores en un mismo sistema con formas determinadas, recorrido por diferentes
tipos de corriente, son similares a aquellas presentadas para un sistema uniconductor,
con la complementaria de que la PGD, gracias a la precision en el calculo del potencial
vector magnético, permite comprobar cémo se siguen cumpliendo los fenémenos fisi-
cos comprobados previamente tanto experimentalmente como numéricamente median-
te métodos tradicionales, condicionados esta vez, no sélo por el efecto skin, sino tam-
bién por el efecto proximidad.

Aqui han sido introducidos, acompafiando al efecto proximidad, los conceptos de in-
ductancia parcial propia y mutua; éstas magnitudes juegan un papel cada vez mas rele-
vante en el disefio de componentes electromagnéticos, especialmente en elementos
cada vez mas habituales en el campo de las altas frecuencias, como circuitos impresos.

Para formas complejas, donde no poseemos formulacion analitica, la PGD nos ayuda a
la simulacion a través de la obtencion del vector potencial magnético, y tras el conve-
niente post procesado podemos obtener cualquier parametro electromagnético relacio-
nado con el mismo.

6.6. Futuros trabajos.

Todo lo visto a lo largo de este capitulo, donde se ha introducido el efecto Proximidad,
unido a lo ya comentado respecto al efecto Pelicular en el Capitulo 5, refuerza la idea
de que son necesarios nuevos estudios que aporten luz sobre la optimizacion de con-
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ductores bajo condiciones cada vez mas extremas, principalmente en lo que a frecuen-
cias, contenido de armonicos en las corrientes, secciones transversales adaptadas al
disefio (diferentes a las habituales) y a la proximidad entre conductores se refiere, y
para ello la PGD se presenta como una herramienta de calculo simple, versatil y con
una enorme potencia de calculo, cuyas posibilidades ya ampliamente demostradas has-
ta el momento en otros campos, sélo estamos empezando a conocer en el campo del
electromagnetismo, lo que le augura un gran recorrido para su aplicacion en este cam-

po.

Como futuros trabajos que pudieran ampliar el contenido de la tesis siguiendo con la
linea de investigacion de la misma, podriamos listar los siguientes:
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Aplicacion de la PGD a la simulacion de corrientes de alta frecuencia o de im-
pulso, en las que no puede despreciarse el vector desplazamiento (D), y por
tanto las corrientes de desplazamiento que representa (J4esp). Esto es habitual
en aparatos electronicos, que suelen funcionar con corrientes de altas frecuen-
cias, cada vez mas compactos, con lo que la cercania de los conductores es ca-
da vez mayor, al igual que la influencia de unos en otros. También a los cables
de las lineas que alimentan motores de gran potencia desde inversores.

Modelizacion de las fuerzas ejercidas en sistemas multiconductor conduciendo
altas densidades de corriente y situados a distancias reducidas, cada vez mas
habitual debido a los requerimientos de disefio de los aparatos actuales.

Disefio paramétrico de sistemas complejos de conductores, introduciendo co-
mo parametro dimensiones de conductores y separacion de los mismos.

Aplicaciones al disefio de sistemas en los que se consideran la inductancias
parciales propias y mutuas entre varios conductores, que pueden ser obtenidas
facilmente a partir de la computacion del potencial vector magnético creado
por cada conductor, afiadiendo en este caso una tercera dimensién a las dos ya
computadas en este capitulo para el calculo del mismo.

Andlisis del efecto Transformador en cables eléctricos con conductor central
de acero.

Aplicacion a distribuciones industriales reales como sistemas de conductores
trifasicos, con mas de un conductor por fase.



Capitulo 7
Modelizacion de
Sistemas de

Puesta a Tierra
mediante la PGD

7.1. Introduccion.

Debido a la creciente densidad de la potencia eléctrica procesada por instalaciones de
generacion y distribucion, al aumento de las restricciones técnicas y normativas, y la
conciencia publica respecto a los riesgos eléctricos, cualquier instalacion eléctrica de
cierta entidad debe llevar asociado un estudio exacto y verificacion previa a la puesta
en marcha de las redes de puesta a tierra.

Las redes de puesta a tierra son la parte mas importante para las personas y los equipos
desde el punto de vista de la seguridad de operacion. La seguridad, fiabilidad y opera-
cion adecuada de sistemas eléctricos de potencia estan fuertemente unidas al disefio y
ejecucion de sus redes de tierra.

Los principales objetivos de una red de puesta a tierra son proteger a las personas con-
tra riesgos eléctricos, asegurar la seguridad y continuidad de servicio del equipamiento,
y asegurar la correcta operacion de equipos y protecciones.

Las funciones que realiza el sistema de puesta a tierra dentro de un sistema eléctrico de
potencia para conseguir los anteriores objetivos son:

= Ja dispersion de las corrientes de falta en el terreno, que pueden ser creadas
bien por desequilibrios internos de la red o bien por fuentes externas, como
pueden ser maniobras de la red eléctrica de suministro en mayores tensiones o
impactos de rayos que generan sobretensiones transitorias;
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= ¢l establecimiento de un potencial de referencia para todos los aparatos eléctri-
cOSs que componen un sistema a gran escala.

La operacion de los sistemas de energia esta influenciada por el buen funcionamiento
de los sistemas de puesta a tierra: se requieren los sistemas de puesta a tierra para ope-
rar satisfactoriamente en un estado transitorio de modo que el sistema de energia se
puede proteger contra sobretensiones y sobrecorrientes, operando en caso de deteccion
de condiciones de peligro los interruptores de corte.

Las redes de puesta a tierra suelen estar construidas fundamentalmente de electrodos de
material conductor, que suele ser acero o mas habitualmente cobre debido a su mayor
resistencia a la corrosion, formando mallas bidimensionales convenientemente enterra-
das en el terreno. Dependiendo de las necesidades de cada red o de las caracteristicas
del terreno en contacto, pueden complementar estas mallas de puesta a tierra bidimen-
sionales algunos elementos adicionales convirtiéndolas en redes tridimensionales; estos
elementos suelen ser picas de puesta a tierra, clavadas en el terreno de forma perpendi-
cular a la red fundamental bidimensional, con el objetivo de alcanzar capas del terreno
con menor resistividad y unas condiciones de humedad mas estables, u otras muchas
configuraciones ejecutadas mediante placas de material conductor, pletinas, tubos u
otros materiales, todos ellos de material conductivo de la electricidad y con cierta resis-
tencia a la corrosion para garantizar su durabilidad.

Como comentan Guemes-Alonso y su equipo [91] [92], la resistencia de una puesta a
tierra se reduce cuando la red estd compuesta por malla y electrodos de puesta a tierra
[93], particularmente si la red estd enterrada en terrenos de alta resistividad y una signi-
ficante proporcion de la longitud de los electrodos de puesta a tierra se encuentra en
contacto con el terreno de baja resistividad, tal y como afirma Lee [94]. La Resistencia
a tierra para una corriente de falta dada determina qué tensiones peligrosas existen
dentro o alrededor de la instalacion de distribucion eléctrica. Por lo tanto, es un para-
metro técnico importante unido a la seguridad de las personas y los equipos. En caso de
fallo a tierra en una subestacion, si la resistencia de puesta a tierra fuera alta, hay pro-
babilidades de dafio grave, o incluso la muerte del personal de la planta, y dafios en los
equipos por sobretensiones en las masas conectadas a la red de tierras. La Resistencia
de puesta a tierra en sistemas eléctricos de potencia se define como u/i, donde u es el
potencial eléctrico de la red de tierras, e i es la corriente de falta a tierra en caso de
defecto, es decir, la corriente eléctrica que fluye por la red de tierras y es transferida al
terreno en caso de defecto.

Puesto que este capitulo se centra en el modelado de sistemas de puesta a tierra, es
necesario tener una vision global de los avances mas destacados relacionados con este
tema para hacer notar que es conveniente una nueva aportacion basada en los trabajos
realizados durante los tlltimos afios, en este y otros campos de la ciencia. En la siguien-
te seccion, se presenta una vision general del desarrollo de las técnicas de modelado y
simulacion utilizadas hasta el dia de hoy; tras este Estado del Arte de los estudios reali-
zados en el tema de Puestas a Tierra, se comentaran las limitaciones que éstos presen-
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tan, se propondra el estudio mediante la utilizacién de la PGD, y se describiran las
principales cuestiones a tener en cuenta en el modelado de sistemas de tierras mediante
la PGD, mostrando su aplicacion a varios casos practicos previa validacion del método
con resultados experimentales, analiticos y otros obtenidos mediante métodos numéri-
cos tradicionales mostrados en publicaciones técnicas. Finalmente se indicaran algunas
alternativas al calculo desarrollado en el presente capitulo que podrian considerarse en
futuros trabajos.

Desde el punto de vista de la modelizaciéon mediante métodos numéricos, los métodos
tradicionales presentan la ventaja de poder aplicarse a cualquier topologia de red, y en
suelos con diferentes capas de diferente resistividad, pero como se verd, presentan
claras limitaciones, sobre todo debido a nuevas exigencias en instalaciones recientes
como es el caso de parques edlicos, que el desarrollo de la informatica no logra com-
pensar y hace necesarias nuevas aportaciones en lo que a técnicas de simulacion se
refiere.

7.2. Breve Estado del Arte.

La estimacion de la resistencia de puesta a tierra es un paso importante para determinar
el tamafio y el disefio basico de un sistema de puesta a tierra de cualquier instalacion
eléctrica.

La simulacién de sistemas de redes de puesta a tierra, tanto en condiciones estaticas
(sistemas de corriente continua), como cuasi-estaticas (frecuencias industriales) o en
condiciones transitorias o tipo pulso eléctrico (rayos) ha sido objeto de innumerables
contribuciones.

Durante los ultimos afios se han llevado a cabo muchas tentativas para analizar los
sistemas de puesta a tierra. Estos estudios se basan ya sea en modelos informaticos, que
resuelve numéricamente, o en expresiones analiticas de las distribuciones de corriente y
tension sobre la base de simplificaciones o condiciones iniciales especiales.

En general, tal y como comenta Guemes-Alonso [91], los métodos de calculo para
determinar la resistencia de tierra de mallas de puesta a tierra suelen utilizar las si-
guientes hipotesis simplificativas:

=  El suelo es un medio infinito, plano, isotrdpico, y estratificado en capas de es-
pesor uniforme.

= Pueden aplicarse las leyes del electromagnetismo para calcular la resistencia
de tierra y distribucion potencial en el suelo.

= Las mallas de electrodos de puesta a tierra se asume que pueden estar interco-
nectadas y enterradas cerca de la superficie del suelo, y habitualmente se con-
sideran conductores ideales, es decir, hay la misma tension en todo el electro-
do que forma parte de la red.
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= El comportamiento de la red de puesta a tierra en las frecuencias tradicionales
de generacion y utilizacion de la energia eléctrica puede ser determinado utili-
zando técnicas de analisis de campo electromagnético para campos estaciona-
rios (despreciando el tiempo de propagacion).

7.2.1. Clasificacion general de Modelado de Electrodos de puesta a tierra para simu-
laciones transitorias y cuasiestdticas.

Por un lado, tal y como ya se comento en el capitulo 2 sobre el Estado del Arte general
de la tesis, los métodos numéricos pueden dividirse en funcion del tratamiento a la
ecuacion a resolver en:

= Métodos Integrales.
=  M:étodos Diferenciales.

Por otro lado, muchos estudios describen observaciones experimentales, formulas em-
piricas, métodos analiticos o numéricos para predecir el comportamiento de los siste-
mas de puesta a tierra cuando se producen corrientes de impulso de descarga a tierra.
Por todo ello, se pueden clasificar también en dos grandes categorias segun el enfoque
seguido durante el analisis:

=  Enfoque analitico.
= Enfoque numérico.

Dentro de este segundo criterio clasificatorio, existiria otra gran categoria que seria el
enfoque experimental, pero dado que la experimentacion y la practica es la base para el
desarrollo de la ciencia, y que todos y cada uno de las aportaciones que a continuacion
se veran dentro de los dos enfoques comentados realizan su validacion en base a expe-
rimentos o formulas empiricas basadas en experimentos publicadas en bibliografias de
referencia, no se considerara como otra categoria al mismo nivel.

Siguiendo estos criterios expuestos anteriormente, existe bibliografia especifica para el
campo de las puestas a tierra que realiza un andlisis en profundidad de todos los méto-
dos utilizados en este campo. A continuacion, se muestra un breve resumen, a modo de
estado del arte, extraido de una publicacion centrada en este campo [95], donde se
exponen los métodos comentados a continuacion mas detalladamente.

7.2.2. Evolucion historica de las técnicas para la determinacion de las variables elec-
tromagnéticas.

En general, los primeros intentos de resolucion de este tipo de problemas se podrian
clasificar dentro del enfoque analitico: fueron desarrollos basados en la formulacion
que sirve de base al problema y que mediante una serie de simplificaciones o hipotesis
de partida pretendian llevar a una solucion lo mas aproximada posible a la realidad.
Pero estos métodos, sencillos de implementar y resolver, poseen serias limitaciones que
fueron resolviéndose gracias al desarrollo de los métodos numéricos creados a raiz de
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la aparicién de los primeros computadores, y que siguen evolucionando y perfeccio-
nandose atin hoy en dia.

7.2.3. Enfoque Analitico.

Las primeras investigaciones del comportamiento transitorio de un sistema de puesta a
tierra se remontan a los afios 30 del pasado siglo, y estdn recogidas en las obras de
Bewley [96].

Otra conocida contribucion, que incluso hoy es ampliamente utilizada por muchos
investigadores e ingenieros, fue la efectuada por Sunde [97]. En ella, el autor considera
el conductor de tierra como el equivalente a una linea de transmision, realizando una
formulacion cuasi-estatica para los parametros por unidad de la linea. Asimismo, Sun-
de también calcul6 los parametros por unidad dependientes de la frecuencia para la
modelizacion del comportamiento transitorio de un conductor horizontal de debido al
impacto directo de un rayo usando las Ecuaciones del Telégrafo.

7.2.3.1 Métodos Integrales Analiticos.

Estos métodos permiten el calculo del potencial eléctrico. El calculo es relativamente
rapido y practicamente independiente de la configuracion de conexion a tierra del sis-
tema. Pero no pueden tenerse en cuenta un mayor numero de dominios con conductivi-
dades diferentes, a menos que se asuman las capas paralelas de conductividades con
diferentes suelos, lo que constituye la principal debilidad del enfoque. Generalmente,
se usan modelos con dos capas, pero no corresponden a las condiciones reales y, por
ejemplo, en casos en los que se modifica la conductividad del suelo artificialmente so6lo
en la proximidad del sistema de puesta a tierra, este enfoque no puede ser utilizado.

Como principales exponentes de estos métodos encontramos las publicaciones de Ta-
kahashi y Kawase, [98] [99], y las de Kurtdvic y Vujevic [100] [101].

7.2.4. Enfoque Numeérico.

Los métodos analiticos descritos en el apartado anterior son el resultado de un duro
esfuerzo, pero necesitan de ciertos supuestos para simplificar el problema, debido a las
limitaciones en técnicas de computacion y en equipos adecuados para su tratamiento en
el momento de su desarrollo.

El desarrollo de potentes computadoras digitales supone el inicio del desarrollo de
nuevas técnicas. En consecuencia, la modelizacion numérica mediante ordenadores se
ha aplicado con gran éxito en todos los campos de investigacion en ciencias ¢ ingenie-
ria. En los 0ltimos afios se ha profundizado en el modelado numérico de los electrodos
de tierra.

Considerando el caso mas complejo del transitorio en un sistema de puesta a tierra, las
técnicas numéricas que se han utilizado hasta el momento son las siguientes.
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7.2.4.1 Métodos basados en la modelizacion de Circuitos.

La simulacion basada en la teoria de circuitos es a menudo utilizada para la modeliza-
cion de comportamientos transitorios de sistemas de puesta a tierra porque el enfoque
es facil de comprender. Basicamente, estos métodos dividen el sistema de puesta a
tierra en muchos elementos y crean un circuito equivalente para cada uno de ellos.
Entonces se calcula la distribucion de tension y corriente en cualquier punto resolvien-
do las ecuaciones nodales mediante las leyes de Kirchhoff. En general, podemos clasi-
ficar los enfoques en tres categorias diferentes:

a) Electrodo dividido en segmentos elementales de igual longitud y cada seg-
mento se representa por un circuito equivalente con parametros agrupados
R, L, Cy G como muestra Sunde en 1968 [97].

b) Electrodo dividido en segmentos elementales de igual longitud y cada seg-
mento estd representado por parametros distribuidos de linea, con resisten-
cias agrupadas de pardmetros concentrados para considerar la atenuacion e Y
se considera como un parametro agrupado, como muestra Meliopoulos et al
[102] [103].

c) Electrodo divido en segmentos elementales de longitud diferente, y cada
uno de estos segmentos se representa mediante un circuito equivalente con pa-
rametros concentrados R, L, C'y G, como indica Lorentzou [104].

7.2.4.2 Métodos basados en la modelizacion de Lineas por Parametros Distribuidos.

El enfoque fundamentado en la modelizacion de Lineas por Parametros Distribuidos se
basa en el hecho de que un electrodo de puesta a tierra de una linea de transmision de
energia tiene un comportamiento transitorio similar a la de una linea de transmision
aérea. La unica diferencia es que la linea de transmision estd en el aire mientras que el
electrodo esta enterrado en el suelo. Esta técnica se basa en la solucion de D'Alembert
de las ecuaciones del telégrafo [105].

El modelado de la linea de transmision puede realizarse en el dominio del tiempo o en
el de la frecuencia. Un concepto de linea de transmision con pérdidas sobre el conduc-
tor de puesta a tierra horizontal fue propuesto por Verma y Mukhedkar [106] y Mazzet-
ti y Veca [107], a inicios de los 80. Estos enfoques resuelven las ecuaciones del telé-
grafo por primera vez en el dominio s, dominio de Laplace, y mas tarde se convierten
en el dominio del tiempo usando transformacion inversa de Lapalce analiticamente.
Recientemente, en 2003, Lorentzou y otros [108] han utilizado las mismas las ecuacio-
nes del telégrafo derivando directamente las ecuaciones de la distribucion de corriente
y tension en el conductor en el dominio del tiempo. Estos enfoques consideran que los
parametros son uniformes a lo largo de los conductores.

En 1994, Menter y Greev [109] probaron un enfoque de Linea de Transmision de un
analisis transitorio del conductor de tierra implementando los parametros de linea dis-
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tribuidos dependientes de la frecuencia de Sunde, utilizando el enfoque propuesto en
1982 por J.R. Marti [110].

7.2.4.3 Métodos basados en la Teoria de Campos Electromagnéticos.

El modelado basado Teoria del Campo Electromagnético es el método mas riguroso
para simular el comportamiento transitorio de un sistema de puesta a tierra, ya que
resuelve por completo las ecuaciones de Maxwell con aproximaciones minimas.

Para la resolucion de las ecuaciones planteadas mediante la Teoria de Campos Elec-
tromagnéticos, podemos utilizar tanto técnicas integrales como métodos diferenciales.

Métodos Integrales:

El enfoque integral por excelencia para la modelizacion de parametros electromagnéti-
cos dentro de los métodos numéricos es el conocido como Método de los Elementos
de Contorno o Boundary Elements Method (BEM). Este es un método numérico para
resolver ecuaciones en derivadas parciales lineales que han sido formuladas como
ecuaciones integrales. Un método alternativo derivado de BEM también utilizado en la
resolucion de las ecuaciones basadas en la teoria del Electromagnetismo es el Método
del Momento, cuya aplicaciéon podemos ver en publicaciones de Grecev y Dawalibi
[111] u otras aportaciones de Zhanng Bing, Greev L. También pueden consultarse [35]

y[112].

Métodos Diferenciales:

Otras alternativas dentro de los métodos numéricos mas comunmente utilizadas para la
resolucion de las ecuaciones planteadas llegan de la mano de los métodos diferenciales,
como pueden ser el Método de las Diferencias Finitas en el dominio del tiempo (Finite
Difference Time Domain, o FDTD) [113], o los métodos basados en la aplicacion de
Elementos Finitos (Finite Element Method o FEM), cuya aplicacion puede observarse
en gran cantidad de articulos de autores como Trlep [114] o Guemes [91], entre otros.

Las primeras propuestas de resolucion mediante métodos numéricos diferenciales estan
basadas en la determinacion del potencial de tierra, usualmente mediante la utilizacion
del Método de las Imagenes. Este método, basado en el Teorema de Unicidad del
Potencial nos indica que, dada una distribucion de cargas o densidades de carga inicia-
les, si podemos encontrar una distribucion alternativa en todo el espacio de méas senci-
lla resolucion en la region de interés que verifique la igualdad de la ecuacion de Pois-
son/Laplace en dicha region para ambas distribuciones, y que verifique también la
igualdad del valor del potencial en las superficies de contorno para ellas, el valor gene-
ral del potencial de ambas para la region es el mismo, y por tanto puede reducirse la
distribucion inicial a la planteada de mas sencilla resolucion. Este método fue utilizado
a finales de la década de los 80 y afios posteriores para desarrollar soluciones al pro-
blema que nos ocupa, inicialmente por D. Mukhedkar y P.J.Lagace [115] [116], y afios
después por Salama y Chow [117] [118].
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Una segunda propuesta se basa en la determinaciéon de la capacitancia del electrodo
basandose en el ratio de la carga eléctrica entre el potencial una vez que el campo eléc-
trico en el terreno ha sido calculado. Una vez que el potencial de la red de puesta a
tierra y la corriente de falta a tierra son calculados, la resistencia a tierra de la red puede
ser calculada mediante la Ley de Ohm. Para calcular la resistencia a tierra han sido
propuestas algunas férmulas simples por Dwight, Laurent y otros muchos, [119] [93]
[117], e incluso en la IEEE Std 80-2000 [120], para redes de tierra sin picas verticales
enterradas en suelos uniformes, y por Salama [118] y Chow [121] para redes con picas
enterradas en suelos con dos estratos diferenciados.

Durante las tltimas décadas, mas métodos de calculo para la determinacion de la resis-
tencia a tierra y las tensiones de paso y contacto para los sistemas de puesta a tierra han
sido propuestos Dawalibi, Lee y otros [94] [122] [123] [124]. Estos métodos general-
mente suponen simetria en las mallas de puesta a tierra y suelos uniformes o compues-
tos por dos capas. Mediante el uso de diferentes técnicas matematicas, nos permiten
asimilar sistemas de tierras reales a sistemas teoricos con resultados comparables.

Desde finales del siglo pasado y hasta nuestros dias, se ha realizado muchos estudios
basados en el Método de Elementos Finitos (FEM) para calcular la resistencia de
tierra de mallas de puesta a tierra. Los primeros estudios para simular el comportamien-
to de redes de puesta a tierra via FEM se basaron en calculo de resistencia de tierra
para un potencial arbitrario en la red de tierras. La corriente por la red para la determi-
nacion del potencial en la malla completa se determina mediante un analisis de flujo de
corriente. Una vez calculada la corriente, la resistencia de tierra se determina como el
cociente entre la tension (potencial en la malla menos el potencial en el contorno) y la
corriente calculada [125]. En este método, era dificil seleccionar el tamafio del modelo
(distancia de tierra a ser considerada a partir de la red de puesta a tierra), y esto condi-
ciono el valor numérico calculado para resistencia de tierra (el potencial en cada punto
en el terreno esta relacionado con la distancia entre ese punto y la red de conexion a
tierra). Para disminuir los errores de célculo de resistencia de tierra, se tuvieron que
utilizar modelos de diferentes tamafios con un alto nimero de nodos, pero los bajos
niveles de precision de los resultados y largos tiempos de calculo necesarios hacian que
este método no fuera practico. También se tenia el problema del volumen de terreno a
considerar y los valores de las condiciones de contorno a imponer en los limites, ya que
teoricamente el potencial cero se da en el infinito. Para superar las dificultades del
método descrito anteriormente, se utilizaba otro método también basado en la utiliza-
cion de FEM que permitia determinar la resistencia de tierra a partir de la potencia
disipada o de la energia almacenada por el campo eléctrico [91].

Los ultimos estudios realizados en este campo durante la ultima década se dirigen hacia
la utilizacion de métodos diferenciales como FEM o FD aplicandolos en problemas
cada vez mas complejos, con menos simplificaciones, y por tanto, con mas variables en
juego, aprovechando el gran avance de los ordenadores producido desde principios del
nuevo siglo y que favorecen una notable reduccion de los tiempos de computacion. En
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recientes publicaciones se realizan estudios del comportamiento en frecuencia de los
sistemas de puesta a tierra [112], se simulan transitorios electromagnéticos bajo la apli-
cacion de corrientes de impulso a alta frecuencia [35] [126], incluso llegan a conside-
rarse las corrientes de desplazamiento de gran influencia en altas frecuencias junto con
variaciones de las caracteristicas del suelo en diferentes capas [127], para lo cual se
utiliza la simplificacion aportada por [128] mediante la consideracion de modelos de
sistemas de puesta a tierra conocidos como Thin Wires, y apoyadas a su vez en el con-
cepto de la transformacion del espacio infinito en un espacio finito, introducida ya en
1994 por Cardoso [129], y utilizada en muchas de las publicaciones del grupo de inves-
tigacion de dirigido por Mladen Trlep.

El desarrollo de software de elementos finitos y mejoraras en el rendimiento de los
ordenadores como herramientas de célculo significa que actualmente se pueden resol-
ver sistemas de mas ecuaciones que hace solo unos afios y hacerlo més rapidamente.
Con técnicas de modelado de solidos en 3D, se pueden usar modelos de elementos
finitos con tamafios pequefios cerca de la malla de puesta a tierra. Pero el aumento de la
complejidad de los modelos y la necesidad imperiosa de reduccion de los tiempos de
simulacién hacen irremediable la necesidad de nuevos avances, ya no solo en los me-
dios de computacion, sino también en las técnicas de simulacion que respondan a las
necesidades de desarrollo que exige la sociedad actual.

Por ello, consideramos que la PGD puede ayudar en este momento a responder a
algunas de las demandas técnicas actuales y que se presentaran en un futuro in-
mediato, y asi intentaremos mostrarlo durante el capitulo.

7.3. Niveles de complejidad en la aplicacion de los métodos numéricos a
la modelizacion de fenomenos de Puesta a Tierra.

La simulacién de fendmenos de dispersion de corrientes de falta en instalaciones de
puesta a tierra, tienen tres puntos de variabilidad principales cuya combinacion pueden
ayudarnos a realizar una primera clasificacion basica de los diferentes problemas que
podemos encontrar en la aplicacion practica. Estos problemas han sido tratados, la
mayoria de ellos, en publicaciones técnicas existentes desde los diferentes puntos de
vista siguientes:

» Tipo de corriente derivada a tierra.
= Complejidad en el disefio del electrodo o malla de puesta a tierra.
=  Complejidad del terreno en el que se localiza la instalacion.

La bibliografia existente hasta el momento generalmente se centra en la resolucion de
un problema concreto, o en todo caso en la resolucion que podria considerarse paramé-
trica de uno de los anteriores puntos, suponiendo fijas las condiciones en el resto de
ellos, como puede observarse en las referencias aportadas posteriormente. Esto es de-
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bido a las limitaciones que presentan los métodos numéricos tradicionales ya comenta-
das en capitulos anteriores, principalmente en cuanto al tiempo de simulaciéon emplea-
do, que aumenta exponencialmente con el aumento de la complejidad en cualquiera de
las tres variables tratadas, y que ademads, supone realizar una simulacion para cada
escenario que se quiera simular, como es el caso de diferentes frecuencias o de diferen-
tes instantes de tiempo de un proceso transitorio. Estas limitaciones pueden ser supera-
das en parte con la aplicacién de la PGD, que como ya se comentd, permite obtener un
gran numero de soluciones diferentes para una determinado cantidad de valores de cada
parametro en una sola simulacion, creando lo que los autores denominan dbaco de
soluciones, es decir, se soluciona un problema para todas las combinaciones posibles
que queramos darle a cada una de las variables que lo condicionan.

En los siguientes apartados, se describen brevemente las principales caracteristicas que
suelen asociarse a cada uno de los tipos de problemas indicados anteriormente, y se
aporta un ejemplo bibliografico de la contribucion didactica que determinados investi-
gadores han aportado.

Posteriormente, mediante la PGD, se procedera a la solucién de una serie de problemas
tipo, en orden decreciente de complejidad en la modelizacion. Servirdn como ejemplo
del potencial del método propuesto para la resolucion de este tipo de problemas.

7.3.1. Diferentes problemas en funcion del tipo de corriente de defecto a tierra.

La aplicacion de la tension o la corriente de tierra que representa la falta puede llevarse
a cabo mediante dos métodos, tal y como comenta Trlep en su articulo [127], donde
expone que el punto de partida puede ser:

» Forma de onda de Tension, u(t), en el punto de inyeccion (Injection Point o
IP), donde la falta se transmite al sistema de tierras. A partir de ella, es necesa-
rio calcular i(t).

» La corriente inyectada, i(t), como dato de partida, a partir de la cual calcula-
remos u(t), para el punto de inyeccion.

En nuestro caso y con el objetivo de simplificar las simulaciones, ya que de inicio no
estamos centrandonos en el calculo de los transitorios, consideraremos que la malla de
tierras es conductora ideal en el momento de la transmision de la falta, y que adquiere
toda ella la una tension igual a la determinada para el punto de introduccion de la falta.

Teniendo en cuenta lo comentado, en funcién del tipo de onda de tension o corriente
transmitida a la red de tierras, podemos encontrar tres grandes grupos de problemas,
para cuya resolucion se presentan una serie de simplificaciones:

7.3.1.1 Problema Estdatico (Corriente Continua).

Las corrientes transferidas a tierra fluyen en régimen permanente, a frecuencia nula,
poniendo el electrodo a una tension constante determinada. Este tipo de problema lo
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encontramos cuando poseemos un electrodo o parte metalica puesta a tierra a través de
un conductor activo de la instalacion en corriente continua que se encuentra a una de-
terminada diferencia de potencial respecto a la referencia del terreno, creando asi un
flujo de corriente estable hacia el suelo. Como caracteristica principal e hipodtesis para
modelizacion, podemos destacar que la frecuencia de la corriente sera nula (f = 0).

Ejemplos de aplicacion de este tipo de problema podemos encontrarlos en publicacio-
nes como [128] y [131].

7.3.1.2 Problema Cuasiestatico (Frecuencia Constante, 50-60 Hz).

En este tipo de problema, las corrientes transmitidas a tierra fluyen en regimenes bajo
frecuencias industriales (50-60 Hz), a causa de la puesta en tension accidental de partes
metalicas o del electrodo de tierra por el contacto directo con una de las fases de la
instalacion. Las ecuaciones que definen el comportamiento de las magnitudes eléctricas
en este tipo de problemas, para lo cual se parte de la condicion de que las corrientes de

. , . ? ’
desplazamiento son practicamente nulas (Jzesp = 0), se pueden encontrar en los articu-
los referenciados a continuacion, o en el apartado de modelizacion incluido en este
capitulo.

Como ejemplos de anélisis de este caso podemos encontrar publicaciones como [112]
[127] [128], o una publicacion reciente del grupo de investigacion ISEE [132].

7.3.1.3 Problema Dindamico (Transitorio).

Cuando nos encontramos con problemas de este tipo, las corrientes que se transfieren a
tierra poseen la caracteristica basica de propagarse con una elevada frecuencia, aunque
habitualmente en forma transitoria y no permanente, es decir, suelen ser impulsos de
tension o corriente. Estas corrientes suelen ser debidas a sobretensiones debidas a ope-
raciones en las redes de distribucién o sobretensiones de caracter atmosférico (rayos)
aplicadas sobre partes de la instalacion, que causan corrientes a tierra con comporta-
miento transitorio. Como hipotesis de partida para la resolucion de este tipo de proble-
mas partimos de la base de que las corrientes de desplazamiento no son nulas (fdesp *
0) y hay que tenerlas en cuenta a la hora de realizar un céalculo preciso.

Ejemplos de aplicacion de este caso son las publicaciones de [127] y [133].

7.3.2. Tipos de problemas en funcion de la complejidad en la definicion del terreno
en el que se situan los electrodos de puesta a tierra.

Es habitual en el planteamiento de problemas de puesta a tierra para su modelizacion
mediante métodos numéricos, tomar como constante la resistividad del terreno, a pesar
de la variabilidad que presenta en funcién de las diferentes condiciones, y de que se
sabe que pueden condicionar y mucho el correcto funcionamiento de la instalacion
eléctrica en la proteccion de bienes de equipo y humanos.
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Las tensiones que pueden llegar a transmitirse a las masas de una instalacion en fun-
cion del fallo a tierra pueden variar mucho en una misma instalacion en funcion de las
condiciones del terreno, principalmente en instalaciones de grandes dimensiones. Las
condiciones ambientales, como la temperatura y sobre todo la humedad del terreno -
muy variables dependiendo de la época del afio en que nos encontremos-, o la localiza-
cion exacta de los electrodos o la profundidad a la que se encuentra cada parte de la
malla, con la variabilidad de las resistividades entre los diferentes estratos del terreno,
condicionan claramente el comportamiento de la red de puesta a tierra. Esto queda
claramente explicado en la publicacion de Vijayaraghavan et al. [134], que muestra
datos experimentales sobre la variacion de la resistividad con la humedad o la tempera-
tura del terreno como los recogidos en la Figura 7.1.

Figura 7.1. Efecto de 1a humedad y la temperatura en la resistividad del suelo.

Figura 7.2. Variacién estacional de los dias de tormenta y la resistividad del suelo.
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En cuanto a la variacion estacional de la resistividad, tal y como comentan diversas
publicaciones [135], ésta puede llegar a alcanzar el £30% del valor medio anual en las
capas superficiales del terreno, disminuyendo a medida que profundizamos en el mis-
mo, y tiene una evolucion que sigue el patron mostrado en la Figura 7.2 [136].

Respecto a la variacion con la profundidad, y el tipo de terreno, la Figura 7.3 presenta
la evolucion de la resistividad seglin este parametro [137].
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Fuente: Tecnologia Eléctrica, R.M. Mujal, UPC.

Figura 7.3. Variacién de la resistividad del terreno para distintas profundidades y capas.

Estas condiciones son en general muy dificiles de valorar o determinar en el momento
del disefio de una instalacion de puesta a tierra, y es por ello que el procedimiento prac-
tico habitual en la ingenieria es tomar ciertos margenes de seguridad en las hipotesis
iniciales sobre la consideracion de la resistividad del terreno y generalizar esa condi-
cién mas restrictiva a toda la instalacion, comprobando posteriormente de forma practi-
ca mediante verificaciones en el terreno (ensayos de paso y contacto) si el disefio ha
sido efectivo, y tomando medidas de mejora en el caso que hubiera habido errores en
las hipotesis.

Este procedimiento puede realizarse sobre instalaciones de puesta a tierra convenciona-
les, pero en el caso de instalaciones eléctricas de generacion o distribucion de cierta
entidad, como subestaciones eléctricas o centrales de generacion, operando en condi-
ciones limite de disefio de los materiales, el sobrecoste de estas simplificaciones podria
ser tal que se hacen necesarias herramientas que ayuden a optimizar el disefio de la
instalacion.

Como se ha comentado, es habitual tanto en la practica ingenieril como en publicacio-
nes técnicas considerar una resistividad unica para todo el terreno. En cuanto a publica-
ciones de investigacion, durante los tltimos afios los investigadores han desarrollado
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diferentes analisis tomando en consideracion suelos estratificados, en los que se consi-
deran varias capas de suelo cada una de ellas con resistividad homogénea; es habitual
observar analisis considerando terrenos con dos capas diferentes [114], o [35] donde
ademas realiza la comparacion con terrenos de una capa. Posteriormente, otros articu-
los han introducido en sus analisis suelos mas complejos de hasta tres [131], o cuatro
niveles [112], o incluso se han desarrollado métodos para terrenos multicapa [91],
[127].

En este aspecto, la ventaja de la PGD es que la conductividad del terreno es definida
para cada tramo del terreno individualmente pero a través del producto de funciones
unidimensionales (modos), por lo que es sencillo definir un terreno de cuantas capas se
consideren convenientes; pero ademas, podemos definir varias conductividades dife-
rentes para cada capa, y obtener la solucién paramétrica para cada combinacion de
conductividades, viendo qué valor podria resultar mejor o si seria necesario mejorarla
mediante aditivos o cambiando la forma o tipo de electrodos. Esto podria ser de aplica-
cion, por ejemplo, en el caso de instalacion de electrodos dinamicos, con el afiadido de
sales al terreno, y la simulacion nos permitiria saber si realmente seria efectiva la insta-
lacién de este tipo de electrodos o no respecto a los electrodos metalicos sélidos tradi-
cionales, o con qué periodicidad se debe de realizar el mantenimiento de los mismos
para obtener una resistencia de puesta a tierra adecuada en la instalacion.

7.3.3. Tipos de problema en funcion de la complejidad en la definicion del electrodo
o malla de puesta a tierra.

Dependiendo de la complejidad del electrodo, podemos encontrar instalaciones de
puesta a tierra de gran simplicidad, compuestas por una simple pica enterrada en la
tierra, como por ejemplo lo que suele utilizarse en la puesta a tierra de una luminaria
urbana o de viales o de puestas a tierra en pequefias instalaciones mdviles, o podemos
ir incrementando la complejidad de las redes, combinando estos elementos entre si,
hasta alcanzar la complejidad que se alcanza en subestaciones o centrales de genera-
cion, donde se puede disponer incluso de diferentes redes de tierra en funcion de los
elementos protegidos o las condiciones impuestas por la reglamentacion.

Los tres niveles generales en los que podemos representar una red de puesta a tierra, en
lo que a complejidad para la simulacion mediante métodos numéricos se refiere, son
los siguientes:

7.3.3.1 Primer Nivel: Redes de una dimension.

Los elementos fundamentales para una puesta a tierra son las picas y los conductores.
Sélo con uno de ellos, definiremos un sistema basico. Las picas suelen utilizarse para
ser clavadas en el terreno verticalmente, mientras que los conductores suelen extender-
se a una profundidad minima de 800 mm. Los elementos que pueden formar parte de
este nivel, conformaran un electrodo de una sola dimension, lo que hace que la intro-
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duccion en modelos numéricos sea la mas sencilla posible. Se muestran ejemplos de
estos dos métodos en la Figura 7.4 y la Figura 7.5.

Arqueta de conexion
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tierra=

Fuente: Tecnologia Eléctrica, R.M. Mujal, UPC.

Figura 7.4. Puesta a tierra mediante electrodo de pica.

Cable de cobre
enterrado

Fuente: Tecnologia Eléctrica, R.M. Mujal, UPC.

Figura 7.5. Puesta a tierra mediante conductores enterrados.

7.3.3.2 Segundo Nivel: Redes de dos dimensiones.

De la combinacion de varios elementos de una dimension, bien sean varias picas o
varios conductores, obtenemos el siguiente nivel de complejidad, que es representado
en los modelos numéricos mediante elementos bidimensionales. Estos elementos seran,
bien alineaciones de picas en la misma direccion, o bien mallas planas de conductores.
También podrian considerarse en este caso las placas metalicas enterradas, aunque no
son tan comunes. Se muestra un ejemplo de lo comentado en la Figura 7.6.
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70m

70m

Fuente: Std 80-2000, IEEE.
Figura 7.6. Malla cuadrada sin picas de puesta a tierra.

7.3.3.3 Tercer Nivel: Redes de tres dimensiones.

Como paso final en el aumento de complejidad, se pueden combinar elementos de los
dos grupos anteriores para obtener un electrodo de tres dimensiones, lo que complica
su tratamiento mediante métodos numéricos. Se muestran a continuacion tres ejemplos
de lo comentado (Figura 7.7, Figura 7.8, Figura 7.9), extraidos de la IEEE Std 80-2000
(IEEE Guide for Safety in AC Substation Grounding) [120], referencia normativa in-
ternacional en lo que sistemas de puesta a tierra de subestaciones se refiere.

70m

70m

‘T — Grid Conductor
l —+— Ground Rod

Fuente: Std 80-2000, IEEE.

Figura 7.7. Malla cuadrada con 20 picas de tierra de 2 m de longitud.
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Fuente: Std 80-2000, IEEE.

Figura 7.8. Mallado rectangular con 38 picas de tierra de 2 m.
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[ L

Fuente: Std 80-2000, IEEE.

Figura 7.9. Mallado con forma de L con 24 picas de 2 m.
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La red de puesta a tierra puede complicarse todo lo que sea necesario con tal de que no
exista ninguna zona del recinto que afecte a equipos o personas que pueda quedar sin
cubrir. Es habitual que estas redes tomen la forma perimetral del edificio o area que
protegen.

7.4. Formulacion matematica basica para la modelizacion. Aplicacion
de la PGD y Resultados de la simulacion.

La formulacion basica para la aplicacion de métodos numéricos fue presentada en el
Estado del Arte del Capitulo 2. En él se presentan las bases para la formulacion del
problema, las ecuaciones de Maxwell, ecuaciones constitutivas y los conceptos necesa-
rios para la formulacion del problema.

En el presente apartado se define el problema a resolver, y se establecen las hipdtesis
para formar modelos de sistemas de puesta a tierra. Con ello se procede a la formula-
cion del problema y se resuelven varios esquemas de puesta a tierra practicos.

7.4.1. Introduccion.

Conocer de antemano el comportamiento de los sistemas de puesta a tierra frente a
descargas eléctricas, impactos de rayos con altas corrientes de impulso, degradacion
del aislamiento y defectos fase-tierra, permite el disefio de los sistemas con proteccion
suficiente para cumplir con los estandares de seguridad.

Recientemente, el disefio de puestas a tierra ha alcanzado mucho interés en el disefio de
parques eodlicos, ya que las probabilidades de que las turbinas edlicas sean alcanzadas
por rayos son muy altas [138]. En esta tesis se limita el estudio a analizar el comporta-
miento de la PGD en casos simples y contrastables, y se deja el estudio de casos com-
plejos y transitorios para futuros trabajos.

7.4.2. Formulacion del problema.

El campo de tensién que genera cualquier electrodo enterrado se puede encontrar re-
solviendo la ecuacion de Poisson en términos del potencial escalar ¢, como en [114]:

V(G(x, v,z) - Vo(x,y, z)) =0 (7.4.1)

donde o es la conductividad del suelo.

Se aplican las siguientes condiciones de contorno para determinar el problema:

o(x,y,z)=0 (para NxXZ+y2 422 > oo) (7.4.2)
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Q= @4 (en el electrodo) (7.4.3)

B(p_

I = 0 (en la superficie del suelo) (7.4.4)

Es decir, el voltaje del electrodo se fija a un valor dado ¢, en (7.4.3); ejemplos de
aplicacion de esta condicion la podemos ver en [35] donde considera ¢4 = 1V, 0 en
[131], considerando un valor de 100V. El potencial escalar ¢ se supone que es cero
lejos del electrodo (7.4.2), aplicando asi condiciones de Dirichlet en el infinito, y se
aplica la condicion de frontera de Neumann sobre la superficie del terreno (7.4.4).

En este caso, la red de puesta a tierra se considera como un conductor perfecto, por lo
que el mismo valor de ¢, puede ser asumido en todos y uno de los puntos de la malla.

Para cumplir esta condicion existen varios métodos. En el caso de la FEM, puede ser
realizado simplemente especificando el potencial prescrito en los nodos que ocupan los
electrodos en la malla espacial 3D. Otros métodos para imponer los valores del poten-
cial en los electrodos de tierra son el uso de multiplicadores de Lagrange o el uso de
funciones de la penalizacion. Con el objetivo de evitar el uso de pesadas mallas 3D, de
acuerdo con la busqueda de la maxima descomposicion buscada desde el principio en
esta tesis, el método seleccionado para especificar el potencial eléctrico en los electro-
dos ha sido el uso de un coeficiente de penalizacion (7) (ver apartado 3.5.7), que viene
reflejado en la siguiente ecuacion:

1 1
V(o(x,y,2) - Vo(x,y,2)) + ;X(x. v.z) ¢(x,y,2) = ;X(x,y. z) - @q(x,y,z) (74.5)
donde la funcién y(x,y, z) indica la ubicacion de los electrodos de tierra, con un valor
de uno en la localizacion del electrodo y cero en cualquier otro punto del dominio.

Una vez obtenida a partir de (7.4.5) la distribucion espacial del potencial escalar eléc-
trico en el suelo, las caracteristicas del sistema de puesta a tierra se pueden obtener
facilmente. La tension de contacto y la tension de paso se calculan directamente con los
valores de la ¢ potencial escalar en la superficie de la tierra. El campo eléctrico y la
densidad de corriente se pueden calcular segun:

E=-Vop (7.4.6)
f: O'E = —O'V(p (747)

La corriente total que conduce del electrodo de tierra en el suelo circundante se obtiene
como:
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Itierra,(pd = f]_) d§ = f f f j dx -dy-dx (7.4.8)
% x Jy Jz

donde S es una superficie que encierra la disposicion de puesta a tierra.

La resistencia a tierra del electrodo de tierra, teniendo en cuenta (7.4.2) y (7.4.8), viene
dada en Ohmios por:

Pa
Rijerra =7—— (7.4.9)

I tierra,pq

7.4.3. Limitaciones en la aplicacion de métodos numeéricos tradicionales.

El célculo analitico de (7.4.1) no es factible, a excepcion de las geometrias simétricas
mas simples, como electrodos hemisféricos, y las caracteristicas del suelo mas basicas,
es decir, suelos con conductividad uniforme. En lugar de ello, para el andlisis de los
sistemas de puesta a tierra complejos han sido ampliamente utilizados varios métodos
numéricos basados en FEM. Con este enfoque, es muy sencillo tomar en cuenta las
caracteristicas de los suelos heterogéneos: el dominio esta constituido por un gran nt-
mero de elementos simples, y las caracteristicas del suelo se considera como constante
dentro de cada elemento, mientras que puede ser diferente entre los diferentes elemen-
tos.

El anélisis por Elementos Finitos puede simular con precision el comportamiento de un
sistema de puesta a tierra teniendo en cuenta la geometria del electrodo de puesta a
tierra, la caracteristica del suelo, y el tipo de excitacion del sistema de puesta a tierra.
Pero el disefio preciso de electrodos de tierra o sistemas de puesta a tierra a través de
FEM tiene algunas limitaciones importantes:

a) En primer lugar, el problema de encontrar la distribucion de la tension genera-
da por un electrodo de puesta a tierra con una tension impuesta es un problema
sin limites, lo cual es especialmente inadecuado para la discretizacion. Prime-
ro, el voltaje cae a cero a una distancia infinita del electrodo, pero el dominio
de simulacion debe ser limitado, lo cual puede introducir errores numéricos.
Para un electrodo cilindrico con radio r, se han propuesto dominios cilindricos
con un radio 10-r. Se ha propuesto una solucion FEM-BEM [35], utilizando
BEM exclusivamente para el tratamiento del espacio semi-infinito.

b) En segundo lugar, se requiere el uso de mallas 3D muy finas en la proximidad
del electrodo, para poder calcular las altas variaciones del campo eléctrico en
esta zona, que pueden aumentar considerablemente el nimero de grados de li-
bertad del modelo, y por lo tanto los recursos computacionales (tiempo, me-
moria y procesador) necesarios para resolverlo. De hecho, una malla gruesa en
la proximidad de un conductor fino utilizado como electrodo puede conducir a
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grandes errores en las tensiones de paso y contacto, y sin embargo da buenos
valores de impedancia a tierra [128]. Por lo tanto, se deben utilizar mallas de
tamafios muy desiguales en diferentes partes del dominio. Al mismo tiempo
debe extenderse lejos del electrodo a fin de establecer condiciones de contorno
campo en superficies alejadas del electrodo.

¢) Por otro lado, el rendimiento del electrodo depende de muchos parametros
geométricos y fisicos (forma del electrodo, la disposicion de electrodos multi-
ples, la conductividad del suelo, etc.), de modo que el proceso de disefio debe
repetirse iterativamente en la busqueda del valor 6ptimo dentro del espacio de
las soluciones.

d) Por ultimo, si el analisis se va a realizar en el dominio de la frecuencia, se debe
ejecutar un nimero andlisis diferentes igual al nimero de valores de frecuen-
cias deseadas, que puede aumentar atin mas el tiempo computacional.

e) Del mismo modo, en el caso de querer obtener la respuesta transitoria del elec-
trodo de tierra, como en el caso de caidas de rayos, que sea necesaria para re-
solver de forma repetitiva muchos problemas diferentes sucesivos en 3D, que
hacen el procedimiento de disefio extremadamente largo y lento. Ello nos obli-
ga a repetir para cada frecuencia de interés el analisis de la disposicion de
puesta a tierra en el dominio de la frecuencia. Si este andlisis tiene que exten-
derse a una amplia gama de frecuencias, entonces el nimero de analisis FEM
aumenta con el nimero de valores de frecuencia deseados. Lo mismo sucede si
extendemos el analisis en el tiempo, por ejemplo en la modelizacion de transi-
torios.

El uso de la PGD propuesto en este trabajo puede ayudar a resolver los problemas ante-
riores. Se presenta a continuacion un nuevo enfoque basado en esta técnica, que expre-
sa la solucion como una suma de productos de funciones que implican una sola dimen-
sion espacial. Este enfoque permite el uso de mallas espaciales muy finas a través de
largas distancias sin la penalizacion de un gran niimero de grados de libertad, como en
el caso del analisis tradicional de FEM en 3D. Ademas, la frecuencia puede ser tratada
una como una dimension adicional. De esta manera, un solo analisis PGD del sistema
de puesta a tierra puede generar simultineamente la solucion para una amplia gama de
valores de frecuencia, a un costo computacional despreciable en comparacion con la
solucién de una sola frecuencia.

7.4.4. Aplicacion de la PGD al andlisis de redes de puesta a tierra.

El problema de analizar una puesta a tierra 3D, teniendo en cuenta anisotropias en la
composicion del suelo o la presencia de diferentes estructuras enterradas en el mismo
que condicionan la distribucién de potenciales, requiere el uso de métodos numéricos
avanzados. Hasta el momento actual, la gran mayoria de los métodos utilizados estaban
basados en FEM, debido a la gran precision obtenida en las simulaciones; mas incluso
si se pretende tener en cuenta variables adicionales a las dimensiones espaciales como
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son la frecuencia, el tiempo, o caracteristicas de los materiales que intervienen en el
problema. Pero incluso con la alta potencia de calculo de los ordenadores modernos,
esto puede ser un problema dificil de resolver con métodos numéricos tradicionales
debido a limitacion que supone la explosion de la dimensionalidad, ya que cada nueva
dimension afadida al dominio aumenta exponencialmente el nimero de incognitas. Por
el contrario, el método propuesto por la Proper Generalized Decomposition (PGD), de
acuerdo con lo indicado en los capitulos 3 y 4, expresa una funcion de N-dimensional
como N funciones unidimensionales segun:

i=m
u(xl'xZIxBI""xN) ~ Fll(xl) FZL(xZ) F’;(xB) : Fltl(xN) (7410)
i=1
donde las dimensiones pueden ser cualquiera de los espaciales (X, y, z), el tiempo, o

incluso parametros del problema en el caso en el que se esté buscando una solucién
paramétrica, como la frecuencia del sistema de puesta a tierra, por ejemplo.

En nuestro caso, se realizard una separacion completa del potencial escalar 3D como
suma de productos de funciones elementales 1D, una por cada dimension, con lo que la
ecuacion anterior tomara la forma siguiente:

006y = ) X KO Zi(@) = ) o) on) - 9@ (41D
i=1 i=1

Para resolver las ecuaciones del sistema de puesta a tierra se utilizan representaciones
separadas basadas en sumas finitas. Este método debe reducir extremadamente el tiem-
po de calculo y los requisitos computacionales frente a los métodos tradicionales utili-
zados para resolverlo. En aras de la simplicidad de la explicacién, se asumira inicial-
mente un suelo uniforme (misma conductividad en cada punto). En ese caso, el
problema de encontrar el potencial creado por el electrodo de tierra se puede formular
como:

0,

x,y,2) - 9a(x,y, z
6_v2¢(x'y‘z)+)(( y );pd( ».2) _

(7.4.12)
en Q,=0Q,=Q,=(0,L).

donde el ¢, potencial inyectado en el electrodo, que ocupa una region R(x, y, z) se ha
impuesto con un coeficiente de penalizacion (T — ).

A partir de aqui, introduciriamos la configuracion tanto de los electrodos como del
modelo del suelo, tal y como se muestra en el apartado siguiente.

El proceso para la construccion de los modos en es totalmente automatica, tal y como
se comento en el capitulo 4 y se aplicd practicamente en los capitulos 5 y 6.

Una de las partes basicas en la resolucion de problemas de redes de puesta a tierra me-
diante la PGD, y que marca la diferencia con los métodos tradicionales, es el proceso a
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seguir para la introduccion en la modelizacion del programa mediante MATLAB tanto
de la composicion del terreno como de la forma de la malla.

Mediante la PGD es simple introducir en el modelo la configuracion de la conductivi-
dad del suelo y de los electrodos, que se dan como datos del problema conocido a prio-
ri, mediante la descomposicion de valor singular (SVD) para la obtencion de la repre-
sentacion separada de la conductividad a(x, y, z) y de la topologia de la disposicion de
conductores y(x,y, z), como:

o(x,y,z) = analaxi x) - oy;(y) - 0z;(2) (7.4.13)

i=

x(x,y,z) = an xxi(x) - xyi(v) - xzi(2) (7.4.14)

Esto podria ayudarnos a representar configuraciones de suelos muy complejas en casos
muy particulares, lo que permitiria por ejemplo, tener en cuenta las zapatas de las ci-
mentaciones tanto del edificio que alberga la aparamenta de Media Tensién como de
las estructuras del patio de Alta Tension en el caso grandes subestaciones, o cualquier
otro tipo de elementos enterrados en el terreno como pueden ser tanques de recogida de
aceites de transformadores sumergidos en dieléctrico liquido.

Sin embargo, en la mayoria de los casos practicos, las expresiones (7.4.13) y (7.4.14)
pueden obtenerse de una manera mas sencilla, sin usar la SVD, bajo las siguientes
hipétesis simplificadoras:

a) Si se supone la configuracion del suelo formado por capas horizontales de di-
ferente conductividad eléctrica [139], puede ser representado con un nimero
de modos iguales al nimero de capas a tener en cuenta, como se muestra en el
apartado 7.4.4.1,

b) Si los conductores se consideran elementos 1D, tal y como muestra [114], y
paralelos al eje de coordenadas, como suele ser habitual en configuraciones
practicas de conexion a tierra mediante electrodos horizontales y verticales
formando rejillas, entonces puede obtenerse una representacion separada de la
red de puesta a tierra directamente a partir de las coordenadas de los vértices,
como muestra en el apartado 7.4.4.2.

Se muestran en los siguientes apartados como introducir en la practica estos datos en el
modelo simplificado propuesto.

7.4.4.1 Introduccion de la composicion del terreno simplificada para la aplicacion de
la PGD.

Como se ha comentado anteriormente, la practica habitual es considerar suelos donde
la conductividad del mismo varia segun la composicion del terreno, que suele identifi-
carse por los diferentes estratos sedimentados en el mismo, y que generalmente se di-
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viden en capas relativamente uniformes. Es por ello que una representacion simplifica-
da tal como se va a mostrar se ajusta realmente bien a las condiciones reales que pode-
mos encontrar para cualquier terreno, siendo muy simple su introduccion en la progra-
macion, que se realiza como a continuacion se muestra.

El proceso a seguir es descomponer los estratos del terreno segun las diferentes con-
ductividades de los mismos. En la Figura 7.10 se muestra como ejemplo de ello un
terreno compuesto por dos capas con conductividades diferentes.

ay1(¥)
. 02,(2) B 02,(2)
! oy () 4
= N e = o s
& e
- = e 2
a(x,y,z) 0%4(x) x5 (x)

Figura 7.10. Suelo con dos capas horizontales representado como la suma de dos modos.

Como vemos, podemos entonces realizar la descomposicion del terreno siguiendo la
expresion (7.4.13), utilizando para ello tan solo 2 modos, cada uno de los cuales es
producto de tres simples funciones 1D, una para cada dimension.

Los modos que componen el terreno quedarian caracterizados como a continuacion se
muestra:

ox;(x) =1
Modo 1 0,(x,y,7) ”yll(Y) = i e (7.4.15)
_(L z<zs<
oz,(2) = { 0, en el resto
oxy(x) =1
Modo 2 0, (.,2) ay,(y) = 1 (7.4.16)
2 ()_{1, -z <Z< -z,
9222) = o, en el resto

Sumando ambos modos, obtendriamos la composicion final del terreno a modelizar tal
y como muestra la siguiente expresion:

a(x,y,2) = 0x1(x) - 0y1(¥) - 02,(2) + 0x,(x) - 0y2(y) - 025(2) (7.4.17)

Esto seria de aplicacion para cualquier tipo de terreno compuesto por diferentes mate-
riales que aportaran conductividades diferentes.
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7.4.4.2 Descomposicion de mallados de tierra tridimensionales simplificada para la
aplicacion de la PGD.

Para redes de tierras muy basicas, redes compuestas sélo por picas o conductores ente-
rrados en hasta 2 dimensiones, la representacion del electrodo resulta sencilla, pero
cuando analizamos mallas mas complejas, conjugando mallas formadas por conducto-
res en 2 dimensiones, e incluso picas en una tercera dimension, la representacion de
dichos electrodos se complica, lo que hace aumentar sensiblemente los tiempos de
calculo para los métodos tradicionales. Es por ello que comienzan a ser necesarias
diversas simplificaciones utilizadas en la bibliografia que analiza este campo.

En el caso de la PGD, la mayor complejidad de la malla de tierras inicamente supondra
un mayor numero de modos en la representacion de la geometria de la malla, pero no
hara crecer la complejidad de forma exponencial como sucede en FEM o FD, sino
lineal. Comentaremos a continuacion varios ejemplos, de mas sencillo a mas complejo,
de como representar electrodos de puesta a tierra que muestran el desarrollo de esta
parte del programa.

Comenzando por la red mas sencilla de todas, podemos representar conductores ente-
rrados horizontalmente o picas verticales, con inicamente un modo, como se muestra
en la Figura 7.11.

Figura 7.11. Representacion en PGD de redes de tierra basicas.
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Complicando un poco mas la geometria, y utilizando unicamente dos modos, podemos
representar una malla perimetral doble, siempre que los conductores se crucen tnica-
mente en el perimetro y no en el interior de la malla, como se muestra en la Figura
7.12.

I

Figura 7.12. Representacién en PGD de redes de tierra malladas basicas.

Si queremos representar mallas mas complejas, donde tenemos cruzamientos de varios
conductores no solo en el perimetro, debemos recurrir al menos tres modos ya que el
tercer modo servira para contrarrestar los cruces y no representarlos dos veces, como se
puede ver en el esquema de la Figura 7.13.

Tomando como ejemplo esta ultima malla comentada de la Figura 7.13, si considera-
mos como origen de coordenadas el vértice superior izquierdo de la malla, el eje hori-
zontal como eje y, y el vertical como eje x, y que la malla se encuentra enterrada a una
profundidad z, en el eje z, perpendicular a los dos ejes anteriores y positivo en el senti-
do saliente desde el plano de la malla, podemos entonces realizar la descomposicion de
la red de tierras del mismo modo que hicimos para el terreno, pero esta vez siguiendo
la expresion (7.4.14), utilizando para ello tan solo 3 modos, cada uno de los cuales es
producto de tres simples funciones 1D, una para cada dimension.
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Los modos que componen la malla de puesta a tierra quedarian caracterizados como se
muestra en las expresiones (7.4.18), (7.4.19) y (7.4.20).

Figura 7.13. Representacion en PGD de redes de tierra malladas complejas.
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( = {1' X = X1,X3,X3
|Xx1 () 0, en el resto
L y,sy=sy,
_ 7.4.18
Modo 1 x(x,y,2) 4 Xy, () {o, en el resto ( )
| (2) = {1, zZ="2Z
k)(zl 2= 10, enelresto
()_{1, X < x < X3
X% X) =1, en el resto
1, y= yl; yz' y3
_ 7.4.19
Modo 2 X2(x,y,2) { 1y, () {0, en el resto ( )
1, Z= "2
xz,(z) = {0, en el resto
1, X=X
xxy(x) = {o_ en el resto
1, y= yl; yz' y3
_ 7.4.20
Modo 3 x3(x,y,2) { 1y, () { 0, en el resto ( )
1, Z= "2
xz,(2) = {0, en el resto

Sumando los tres modos, obtendriamos la composicion final de la malla a modelizar tal
y como muestra la siguiente expresion:

X, y,2) = xx(x) - xy1(¥) - x21(2)
(7.4.21)

+xx2(X) - xy2(¥) - x22(2) — xx3(x) - xy3(¥) - x23(2)

Notese que el tercero de los modos, en lugar de sumar, resta a los anteriores ya que
representa los cruces de los conductores de la malla; por otro lado, en este mismo mo-
do hemos evitado tener que considerar también los cruces de la malla en x; y X; al con-
siderar en el modo 2 que el electrodo enterrado no alcanzaba estas cotas en el eje verti-
cal x, conloque xx,(x) =1 enx; < x <Xz, ynoenx; <X < Xj.

Con todo esto, como vemos, podemos componer mallas complejas de forma muy sim-
ple, con lo que el tratamiento en el programa sera muy sencillo.

La principal limitacion que presenta la PGD en estos casos se produce con topologias
que se alejan de formas rectangulares definidas con elementos paralelos a los ejes de
descomposicion, como pueden ser circulos o diagonales, que necesitan de un mayor
niimero de modos para su modelizacion (un circulo viene a necesitar unos 60 modos
como los anteriores para poder ser completado con cierta precision, como ya se vio en
5.4.1.2).
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7.5. Validacion del método de calculo mediante la PGD.

Con el objetivo de validar el método de calculo basado en la PGD expuesto en el pre-
sente capitulo, lo aplicaremos a mallas de puesta a tierras ya analizadas y validadas en
publicaciones anteriores tanto con resultados experimentales como analiticos.

Para ello, tomaremos como base una publicacion referencia en los métodos de analisis
en el campo de las Puestas a Tierra [114]. Este articulo analiza estructuras malladas de
puesta a tierra con una cierta complejidad, mediante el Método de los Elementos Fini-
tos (FEM), comparando los resultados obtenidos con los expuestos en otras publicacio-
nes que fueron obtenidos tanto analiticamente como experimentalmente.

7.5.1. Resistencia de Puesta a Tierra de una Pica vertical.

Comenzaremos por analizar el caso mas sencillo que propone el articulo, que consiste
en comparar el valor de puesta a tierra de una pica vertical de 2,5m de longitud y
9,52mm de radio enterrada en un terreno de resistividad constante 300 Ohm-m.

Tras introducir los datos de la instalacion en el programa desarrollado en la tesis para el
calculo mediante la PGD, obtenemos que el valor de la resistencia de puesta a tierra
obtenido seria R=120,40 Ohm. Comparamos este valor (Tabla 7.1) con los aportados
por Trlep [114] y los tomados de [140], y vemos la buena concordancia entre los mis-

mos.
METODOS R(Q)

Expresion Analitica tedrica 119,63
Flux2D 111,62
Ground-3d (line element) 74,87
Ground-3d (‘two’-line element) 119,34
FIELD_GR (without 1D element) 108,92
FIELD_GR (2nd order 1D element) 126,81
Programa MATLAB basado en PGD 120,40

Tabla 7.1. Resultados de calculo de la Resistencia de Puesta a Tierra de un electrodo formado
por una pica vertical de 2,5m de longitud y 9,52mm de radio enterrada en un terreno de resisti-
vidad constante 300 Qem.

Segtin lo visto, podemos afirmar que el nuevo método propuesto mantiene una preci-
sion de calculo semejante a las propuestas realizadas con anterioridad basadas en otros
métodos, e incluso es mas preciso respecto a la solucién analitica que programas co-
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merciales como Flux2D. El error cometido con el calculo mediante la PGD en este
ejemplo seria inicamente del 0,6%, inicamente superado por Ground-3d (‘two -line
element).

7.5.2. Resistencia de Puesta a Tierra de una malla cuadrada enterrada en un suelo
con dos capas de diferentes conductividades.

Analizamos ahora la Resistencia de Puesta a Tierra de mallas cuadradas de 16mx16m
compuesta de conductores de 0,1m de didmetro en un suelo con dos capas de diferentes
conductividades enterrada 0,6m bajo la superficie, originalmente analizada por Da-
walibi y Mukhedkar [122] [123] [124].

Introduciendo los datos del modelo propuesto en el programa desarrollado para la reso-
lucion mediante la PGD, se analizan los potenciales transferidos a la superficie del
terreno causados por dos electrodos diferentes:

Malla 1: ELECTRODO II [123]:

La primera malla analizada es la mas basica, y esta formada por un total de 6 conducto-
res enterrados de 16m cada uno, formando una parrilla.

En esta malla, obtenemos los siguientes potenciales (Figura 7.14), que comparamos
con los obtenidos en las referencias indicadas, medidos en la linea paralela trazada a 4
metros de uno de los ejes de simetria centrales de la malla, justo entre el conductor
central y el conductor perimetral.
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Figura 7.14. Comparacion del Potencial eléctrico del terreno a lo largo de una linea dada, entre
los resultados de simulacién de Trlep [114] y experimentales Dawalibi, y los obtenidos por la
PGD, para el ELECTRODO tipo II de Dawalibi [123].
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Malla 2: ELECTRODO IV [123]:

La segunda malla a analizar estd compuesta por un total de 14 conductores de 16m
cada uno en forma de parrilla de 7x7 conductores. Los resultados obtenidos tras la
simulacion se comparan con aquellos aportados en la publicacion referenciada (Figura
7.15), medidos en la linea paralela trazada a 5,3 metros de uno de los ejes de simetria
centrales de la malla, justo entre el conductor perimetral y el segundo mas externo.

| L S

‘ 4 12 10 8 6 4 2 0

L . - . — —

Figura 7.15. Comparacion del Potencial eléctrico del terreno a lo largo de una linea dada, entre
los resultados de simulacién de Trlep [114] y experimentales Dawalibi, y los obtenidos por la
PGD, para el ELECTRODO tipo IV de Dawalibi [123].

Como podemos observar, los resultados obtenidos se ajustan en gran medida a los pro-
puestos anteriormente tanto por otros métodos de analisis basados en Elementos Fini-
tos, como aquellos experimentales medidos por la referencia original. De hecho, las
mediciones experimentales llevadas a cabo por Dawalibi mostraban tensiones de alre-
dedor de 1.000 V en los puntos maximos, y en nuestro caso esas puntas son de 980 V,
por lo que en principio podemos validar el nuevo método propuesto basado en la PGD,
ya que el error cometido rondaria el 2% aproximadamente.

Ademas, y aunque no se aportan datos del tiempo de céalculo empleado en la simula-
cion por FEM en la publicacion referenciada [114], vistos los resultados obtenidos
hasta el momento en todas las comparativas de calculo, es mas que probable que ade-
mas podamos haber obtenido un ahorro de tiempo computacional considerable.

El tiempo de simulacion de esta red, en un dominio cubico de 50 metros, con pasos en
centimetros, ha sido de tan solo 10,93 segundos.
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7.6. Resultados de simulacion de Sistemas de Puesta a Tierra mediante
PGD.

Tras la programacion del cédigo en MATLAB, mostrado en el Anexo I, teniendo en
cuenta lo comentado en apartados anteriores, se procede a la simulacion de diferentes
configuraciones de puesta a tierra, desde aquellas mas basicas como pueden ser una
pica, hasta las mas complejas formadas por mallas de electrodos.

7.6.1. Simulacion de la distribucion de potencial de puesta a tierra de una pica verti-
cal de 2 metros de longitud (Figura 7.16).

Simulamos ahora la distribucion de tensiones transferidas a tierra por una pica vertical

de 2 m de longitud, a una tension de defecto de 100 V, en un terreno con resistividad

200 Ohm-m.

La solucién, considerando un dominio bidimensional 2D en este caso de 10m x 10 m, y
utilizando un total de 100.000.000 nodos equivalentes, ha sido obtenida en 3,46 se-
gundos.

Figura 7.16. Potencial eléctrico en la seccion del terreno de un electrodo con forma de pica.

7.6.2. Simulacion de la distribucion de potencial de puesta a tierra de una placa ver-
tical enterrada (Figura 7.17 y Figura 7.18).

Simulamos ahora la distribucion de tensiones transferidas a tierra por una placa vertical

de de 500x500 mm enterrada 600mm a una tension de defecto de 100 Voltios, en un

terreno con resistividad 200 Ohm.
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Figura 7.17. Potencial eléctrico superficial en el terreno producido por un electrodo en forma de
placa (izqda.) y representacion de tension superficial en el eje longitudinal de la placa (derecha).

Figura 7.18. Potencial eléctrico en la secciéon del terreno producido por un electrodo en forma
de placa en ambos ejes de la placa.

7.6.3. Resistencia de Puesta a Tierra de una malla cuadrada enterrada.

Mostramos a continuacion el analisis de una red de puesta a tierra formada por una
malla de 10mx10m con 6 conductores en forma de parrilla a los que se transfiere una
tension de 100 V, y que se encuentran enterrados a una profundidad de 0,1 metros en
un suelo con resistividad constante p=100 Q-m. Se establece un dominio de simulacion
de 50m x 50m x 50m, utilizando una malla (discretizacion) 1D con resolucion unifor-
me de 10” m para cada dimension espacial. La Figura 7.19 muestra la distribucion de
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potencial genera por la malla de puesta a tierra comentada anteriormente, a lo largo del
plano formado por los ejes x-y, y del plano formado por los ejes z-x.

Figura 7.19. Distribucion de potencial eléctrico generado por una red de tierras enterrada hori-
zontal de 10 x 10m, a una tension de 100 V: distribucion de potencial en el plano x-y (izquierda)
y en el plano x-z (derecha).

Se muestran los resultados de la simulacion para la tension superficial en el terreno y
sobre la malla (Figura 7.20) creada por el sistema de puesta a tierra bajo una tension de

100 V.

Figura 7.20. Tension en la superficie del terreno (izquierda) y en la superficie de la malla (dere-
cha) generada por una malla de 10x10m horizontal enterrada, a una tensién de 100 V.

La resistencia a tierra de esta distribucion de puesta a tierra de la simulacion es 5.53 Q
si se aplica la expresion dada por Laurent [93]:

234



Capitulo 7: Modelizacion de Sistemas de Puesta a Tierra mediante la PGD

R = p
Laurent 4 m

Donde p es la resistivad del terreno, L es la longitud total del condcutor de tierray S es
la superficie total de la malla de tierras, resultando un valor R,y rens = 6.10 Q.

+ (7.6.1)

=~

Con todo ello, el tiempo empleado para esta simulacion fue de 9,27 segundos. Hay que
subrayar que con los codigos generados mediante la PGD, al ser tan sencillos en com-
paracion con los que se generan mediante otros programas, durante las simulaciones, la
memoria caché del ordenador es capaz de almacenar los datos de un calculo anterior
sin problemas, por lo que segundas simulaciones variando pequefios parametros son
ejecutadas en tiempo absolutamente record comparado con otros programas basados en
métodos numéricos tradicionales.

7.6.4. Resistencia de Puesta a Tierra de una Malla compleja formada por cable ente-
rrado y picas verticales.

A continuacion se muestra una malla de puesta a tierra compleja, formada por una
rejilla de conductor enterrado a 10 cm de la superficie, en un suelo con resistividad de
200 Ohm-'m. La malla esta formada por un total de 6 conductores de 10 metros de lon-
gitud, con un total de 9 picas en las intersecciones de los conductores.

Sobre esa malla, se aplica una tension de defecto de 100 V, y se simula con el progra-
ma, obteniendo los resultados mostrados en la Figura 7.21, la Figura 7.22 y la Figura
7.23.

Figura 7.21. Potencial eléctrico superficial en el terreno donde se encuentra de la red de tierras.
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Figura 7.22. Potencial eléctrico en la superficie del terreno en la seccion marcada por el eje
central de la malla.

Figura 7.23. Representacion del Potencial eléctrico en el terreno en la linea marcada por el eje
de simetria central de malla.
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Figura 7.24. Representacion de la tension de paso en el terreno en la seccion central de la red de
tierras.

Con esta configuracion, obtenemos una resistencia de puesta a tierra calculada de
8.5980 Ohm en el electrodo simulado.

7.7. Ventajas de la aplicacion de la PGD y trabajos futuros.

El método de simulacion basado en la PGD propuesto en este capitulo da la posibilidad
de avanzar en la simulacién de grandes sistemas de puesta a tierra con un consumo
de recursos computacionales reducido comparado con otros métodos, lo que posi-
blemente nos permitira manejar sistemas 3D complejos y grandes, en suelos con
configuraciones complejas. Es evidente, que aqui se han presentado unos primeros
trabajos y habrd que profundizar en detalles concretos antes de abordar el andlisis y
calculo de instalaciones de puesta a tierra mas complejas.

En este sentido, una de las grandes ventajas de la formulacion del problema utilizando
el enfoque de penalizacion en (7.4.5) y (7.4.12) es que la disposicion de la red de
puesta a tierra se puede modificar muy facilmente. Para un sistema de puesta a tie-
rra dado, la geometria de la disposicion de puesta a tierra, que es conocida, se puede
expresar segun (7.4.14) utilizando la Descomposicion de Valor Singular (SVD), que se
puede encontrar como una funcion estandar en los programas de software comerciales
como el utilizado para esta tesis (MATLAB).

No obstante, como se vio en el apartado 7.4.4.2, estas expresiones pueden obtenerse
sin necesidad de la SVD de forma sencilla suponiendo un suelo formado por capas
horizontales de diferente conductividad eléctrica y si los conductores se consideran
elementos 1D y paralelos a los ejes de coordenadas, como es habitual en la practica.
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La extension del enfoque propuesto para el disefio paramétrico de sistemas de
puesta a tierra, agregando como dimensiones adicionales parametros del problema
como resistividad de suelo, longitudes de las varillas, etc., permitiria construir un dba-
co virtual del sistema bajo disefio con todos los valores posibles en una forma de repre-
sentacion separada.

Como se ha podido observar, el tiempo de calculo es muy reducido. Esta ventaja abre
la puerta para extender este método a otros problemas electromagnéticos mas com-
plejos, tanto en el terreno de la puesta a tierra como en todo tipo de problemas en el
campo del electromagnetismo.

7.8. Conclusiones.

Como hemos podido observar, la técnica de la PGD abre la posibilidad de tratar
numéricamente problemas de difusion de corrientes a tierra dificiles de resolver
anteriormente, es decir, problemas de alta dimensién como el céalculo del campo de
potencial generado por un electrodo de tierra visto en este capitulo, que se define en
grandes dominios 3D utilizando mallas de simulacion muy fina, donde otros métodos
tradicionales necesitaban de simplificaciones o herramientas auxiliares para completar
la simulacién con éxito.

Ademas, pueden ser tratados otros parametros del dominio como dimensiones
adicionales o problemas paramétricos, evitando la explosion en el numero de grados
de la libertad. En el caso de afiadir un nuevo pardmetro adicional a un problema espa-
cial en 3D, como pueden ser los habituales de frecuencia o tiempo, obtendriamos un
problema 4D que la PGD descompone en cuatro problemas unidimensionales evitando
la exponencialidad introducida por cada dimensién adicional en el caso de utilizar mé-
todos tradicionales. Esto abre el camino para el disefio paramétrico de electrodos de
tierra en futuros trabajos.

Por tltimo, otra caracteristica que debemos tener en cuenta en estos problemas es que
los materiales que se ven envueltos en los procesos electromagnéticos que suelen tener
lugar en ellos, no entran nunca en saturacion, por lo que los problemas resueltos son
Problemas Lineales, lo que permite extrapolar los resultados obtenidos para unas con-
diciones dadas (cierta u o i), para cualquier otro valor de los mismos, simplificando en
gran medida el analisis, tal y como podemos observar en algunas publicaciones de
Trlep [35], o Nahman y Paunovic [131].
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Capitulo 8

Conclusiones de la
Tesis

8.1. Introduccion.

Sirva el presente capitulo como cierre, no asi como punto y final, sino mas bien como
punto y aparte, a una primera indagacion en la aplicacion de la PGD al campo del elec-
tromagnetismo, que pueda llamar la atencion de otros investigadores que permitan
realizar nuevas aportaciones al hilo de esta tesis.

El capitulo se dividira en tres partes principales: en la primera se exponen las conclu-
siones generales obtenidas en la aplicacion de la PGD a la resolucion numérica de la
ecuacion de la difusion en equipos electromagnéticos, y en las otras dos partes se ex-
ponen las conclusiones obtenidas de su aplicacion a dos campos concretos y represen-
tativos como son el andlisis de conductores y sistemas de puesta a tierra.

8.2. Aplicacion de la Proper Generalized Decomposition al analisis de
equipos electromagnéticos.

El primer objetivo marcado en la presente tesis era el de realizar una revision de los
métodos utilizados tradicionalmente para la simulacion de fenémenos electro-
magnéticos en los diferentes elementos disefiados para la utilizaciéon de la energia
eléctrica, analizando en particular las limitaciones que todos ellos presentan en la ac-
tualidad, y que son comunes a las simulaciones numéricas en otros campos de la tecno-
logia: explosion del nimero de variables cuando se abordan problemas multidimensio-
nales, necesidad de un gran numero de ejecuciones de los programas cuando se
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abordan procesos de optimizacion o de identificacién de parametros por ingenieria
inversa, dificultad en el tratamiento de las condiciones de contorno en el infinito, etc.
Limitaciones que la PGD esta contribuyendo a resolver con €xito, a pesar de su recien-
te aparicion, en campos ajenos al electromagnetismo, en particular en problemas rela-
cionados con la mecénica, lo que ha conducido a plantear en esta tesis su aplicacion al
campo electromagnético.

Tras una presentacion preliminar de la nueva técnica durante el Capitulo 2, en el Capi-
tulo 3 se ha comprobado que la aplicacion de la PGD en el campo del electromagne-
tismo contribuye a la superacion de las limitaciones de los métodos tradicionales con
apenas pérdida de precision respecto a la simulacion por dichas técnicas.

Otro de los objetivos de la presente tesis ha sido el de presentar una formulacion gené-
rica y sencilla de implementar del algoritmo PGD aplicado a equipos electromagnéti-
cos. En el Capitulo 4 se han desarrollado las ecuaciones discretas de la PGD, asi como
las matrices necesarias para su formulacion, siguiendo los criterios propuestos en la
presente tesis:

e Plena Descomposicion dimensional, es decir, a partir de un problema N-
dimensional, se obtienen N problemas unidimensionales correspondientes a las
variables espaciales, temporales o paramétricas: X(x), Y(y), Z(z), T(t), Fre-
cuencia, Conductividad, etc. Este criterio, aunque ha supuesto un mayor es-
fuerzo de programacion del método, al no poder emplear soluciones ya dispo-
nibles en 2D o 3D, hace posible que la formulacion discreta desarrollada sea
valida para cualquier problema en el campo del electromagnetismo, mediante
su descomposicion en sumas de productos de variables unidimensionales.

e Mallas Uniformes y Extensas: dada la descomposicion en funciones unidi-
mensionales propuesta en el marco de la presente tesis, la PGD requiere en ul-
tima instancia la resolucion de ecuaciones diferenciales unidimensionales, cu-
yos parametros se obtienen a partir del resto de dimensiones mediante la
formulacion desarrollada. Ello permite emplear “mallas” regulares unidimen-
sionales y de gran resolucion, que son las mas sencillas en cuanto a implemen-
tacion, pero de escaso empleo en problemas multidimensionales dado el ele-
vadisimo nimero de grados de libertad que generan. Adicionalmente, el
empleo de mallas muy extensas permite imponer condiciones de contorno en
el infinito, de tipo Diritchlet o Neumann, sin la necesidad de elementos espe-
ciales de tipo semi-infinito, sino simplemente extendiendo la malla unidimen-
sional a distancias muy elevadas.

e Empleo de funciones lineales, para resolver las ecuaciones diferenciales uni-
dimensionales a las que se reduce el problema tras la plena descomposicion
unidimensional. Ya que se puede incrementar la resolucion del mallado en 1D,
se ha optado por este método para incrementar la precision de los resultados en
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lugar de recurrir a funciones de orden superior, como es habitual en los méto-
dos numéricos tradicionales.

e  Calculo paramétrico: se ha optado por introducir como dimensiones adicio-
nales los parametros del sistema que intervienen en problemas electromagnéti-
cos (frecuencia de la corriente, conductividades del terreno, etc.), en lugar de
realizar multiples ejecuciones de los programas (una para cada valor diferente
del parametro), como seria necesario empleando técnicas numéricas tradicio-

nales

Aplicando los criterios mencionados, se ha desarrollado en el Capitulo 4 la formu-
lacién detallada de la PGD para su aplicacion a problemas electromagnéticos, y se
han obtenido los siguientes resultados:

o

Planteamiento de la formulacion matricial para los diferentes opera-
dores que aparecen en las ecuaciones en derivadas parciales de los fe-
némenos electromagnéticos considerados, detallando la estructura de
las ecuaciones diferenciales unidimensionales a las que en ultimo
término queda reducido el algoritmo PGD propuesto en esta tesis, v,
en concreto, a obtener los coeficientes de estas ecuaciones (matrices
de integracion) a partir de los modos con los que se representa la va-
riable incognita.

Formulacién paramétrica de la PGD, un resultado especialmente
relevante que surge de la formulacion discreta de la PGD es que si se
emplean como dimensiones adicionales los parametros del problema,
en lugar de obtener ecuaciones matriciales, se obtiene una ecuacién
discreta de tipo algebraico, lo que supone un coste computacional casi
despreciable. De este modo, el planteamiento de problemas de optimi-
zacion que exige la realizacion de numerosas simulaciones numéricas
con métodos tradicionales, se reduce en la formulacion PGD plantea-
da a una simple ecuacion algebraica en el algoritmo de céalculo pro-
puesto.

Formulacion discreta de los indicadores de error que permiten
evaluar el grado de precision obtenido en cada iteracion del algoritmo
PGD, a fin de determinar el nimero de modos que representan la so-
lucion.

A la vista de los resultados obtenidos, se pueden extraer las siguientes conclusio-

nes:

Simplicidad del cédigo: Como se puede observar, el cddigo para la
resolucion de problemas mediante la PGD es simple y relativamente
poco extenso, debido a lo cual lo hemos mostrado en el Anexo I de es-
ta tesis, algo que para técnicas tradicionales no es comun. Ello va aso-
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ciado a una mayor facilidad de programacion y una clara reduccion de
los medios de computacion necesarios.

Reducida exigencia de recursos computacionales: El mayor logro
de esta técnica es la drastica reduccion de los grados de libertad del
problema, evitando con ello una de las principales limitaciones de los
métodos tradicionales, conocida como Maldicion de la Dimensionali-
dad, muy caracteristica de todos los métodos basados en mallas. Con
ello, las necesidades de computacion se reducen notablemente, lo-
grando reducir los tiempos de calculo para los mismos equipos, o pu-
diendo alcanzar soluciones de problemas complejos en menor o igual
tiempo de calculo con medios mucho mas modestos.

Sencilla implementaciéon: Por tltimo, esta simplicidad de codigo y
las reducidas exigencias en la computacion, hacen accesible la aplica-
cion de este método desde cualquier ordenador sin necesidad de soft-
ware auxiliar con grandes requerimientos de espacio y potencia de
computacion, que suelen ir asociados a costosas licencias de utiliza-
cion. Esto también permite la posibilidad de utilizacion de los conoci-
dos como ‘abacos’, con soluciones pre-calculadas para todos los posi-
bles wvalores de las diferentes variables, o al menos para
aproximaciones de sufriente orden, que permita obtener rapidamente
cualquier solucion aproximada a partir de las condiciones que se pre-
sentan en un momento determinado, que pueden ser variables, sin ne-
cesidad de resolver el problema cada vez ya que éste habria sido re-
suelto previamente. Esto ultimo nos permite la resolucion de
problemas de ‘identificacion inversa’, donde las soluciones han sido
previamente calculadas.

Por ultimo, cabe citar las siguientes ventajas obtenidas mediante la aplicacion de la
PGD en comparacion con los métodos tradicionales:

No necesita pre-procesado, como por ejemplo requieren otros métodos como

Elementos Finitos que necesitan de un mallado previo.

= La fase de procesado es muy rapida, debido a la simplicidad de los codigos
desarrollados y a la reduccion del numero de elementos necesarios para la re-
presentacion de los elementos del dominio, como se vio en el Capitulo 3.

= El Post-procesado también es muy rapido, ya que una vez evaluado el pro-
blema podemos disponer de tantas soluciones como sean precisas sin necesi-
dad de nuevas evaluaciones del problema en cuestion, y ademas, la PGD ofte-
ce la posibilidad de post-procesado directamente a partir de cada dimension,
sin tener que recurrir a herramientas o procesos auxiliares para acoplar nue-

vamente las variables.
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Permite lo que hemos denominado Enfoque Paramétrico, es decir, la posibi-
lidad de implementar el tiempo o cualquier otro parametro como una dimen-
sion adicional, obteniendo todas las soluciones buscadas al mismo tiempo, en
lugar de tener que realizar una simulacion para cada instante de tiempo o cada
valor del parametro.

Reduccion de la cantidad de nodos, lo que apoya en gran medida lo comen-
tado en el punto anterior, ya que el aumento del nimero de nodos para el
calculo no crece exponencialmente al afiadir nuevas dimensiones como en el
caso de los métodos tradicionales, sino que los nodos de cada modo se suman
por separado, creciendo linealmente. Esto permite la posibilidad de calcular
mallas mas complejas y una clara reducciéon de los tiempos de compu-
tacién, asi como la extension de las simulaciones a grandes dominios, pudien-
do ser éstos en el espacio (mallas de puesta a tierra), o en otros parametros
como tiempo o frecuencia, gracias al enfoque paramétrico comentado.

La representacion de elementos del dominio mediante descomposicion es
muy sencilla para la mayoria de elementos, y en casos complejos, como en
el caso de descomposicion de imagenes, estas expresiones pueden obtenerse
a través de la SVD de forma muy sencilla, como se vio en el Capitulo 3.

Pero la PGD también presenta una serie de limitaciones que todavia se encuentran
en fase de investigacion para optimizacion, y que son los siguientes:

Por un lado, el niimero de modos o funciones de forma que se obtienen no
suele ser el optimo comparado con los obtenidos por otras técnicas como la
POD, algo que se compensa sobradamente con la gran reduccion en los tiem-
pos de computacion experimentada.

Matematicamente, todavia no existe una explicacion completa del funcio-
namiento de la técnica que garantice una solucion para cualquier problema
que pudiera plantearse, aunque en todo el rango de aplicacién no se conocen
problemas que no hayan podido ser resueltos con la PGD. Es decir, la conver-
gencia no esta garantizada.

Por ultimo, a nivel practico, el tnico problema que puede constituir una verda-
dera limitacion es la descomposicion de formas geométricas complejas, que
puede llegar a requerir de un gran nimero de modos. Es decir, en modelos
sencillos es facil obtener los vectores que representan las diferentes condicio-
nes de contorno o las formas de los elementos a simular, pero cuando los pro-
blemas se complican, especialmente con geometrias complejas a representar, a
veces resulta dificil la obtencion de dichos modelos. Aun asi, siempre existen
herramientas auxiliares, como la SVD, que puede ayudarnos a descomponer
cualquier elemento por complejo que resulte.
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Como los principales trabajos a los que se puede dar lugar la realizacion de la presente
tesis, se pueden proponer los siguientes:

= En el campo de la optimizacion existe una innumerable lista de posibles temas
a los que la PGD podria ser aplicada, algunos de los cuales seran listados en
los proximos apartados. La caracteristica que le concede el precisar inicamen-
te de una evaluacion del programa para obtener un determinado numero de so-
luciones del problema concede a la PGD una gran ventaja sobre los métodos
tradicionales en el campo de la optimizacion.

= Aplicacion de la PGD a los fendmenos que tienen lugar en materiales fe-
rro-magnéticos, en especial a transformadores y maquinas eléctricas, introdu-
ciendo la parametrizacion de la permeabilidad del nucleo del transformador
teniendo en cuenta fendémenos de histéresis y saturacion, o las maquinas eléc-
tricas de induccién, con semejantes consideraciones pero ademds con un mo-
vimiento de rotacién en el tiempo.

8.3. Aplicacion de la PGD a Sistemas de Conductores eléctricos.

La aplicacion de la PGD a conductores se desarrolla con el fin de obtener de las princi-
pales variables que definen el comportamiento de las corrientes que circulan por dife-
rentes tipos de conductores. Estas variables son Resistencias, Inductancias, Densidades
de corriente, todas ellas obtenidas a partir del Potencial Vector Magnético A, cuya
distribucion de obtiene tras la resolucion de las ecuaciones de Maxwell a través de la
PGD.

La PGD se aplico en este caso a conductores tanto circulares como rectangulares, con
diferentes tamafios, y recorridos por corrientes con diferentes frecuencias, desde co-
rrientes continuas hasta corrientes a cientos de Hertzios, en el rango de las corrientes
mas habituales en la industria actual.

Como ya se vio, las validaciones del método, realizadas con expresiones analiticas en
los casos en los que era posible como para conductores circulares, o basandonos en
publicaciones previas que analizaban el problema mediante métodos numéricos tradi-
cionales en conductores rectangulares, fueron todas ellas satisfactorias dando buena
cuenta de la precision del método.

8.3.1. Ventajas e Inconvenientes observados.

Durante la aplicacion de la PGD a Sistemas de Conductores eléctricos, hemos observa-
do las siguientes ventajas que exponemos a continuacion:

= La aplicacion del método es especialmente sencilla en el caso de formas rec-
tangulares debido a la facilidad en la descomposicion mediante la PGD de las
secciones a analizar, independientemente de si se analizan conductores aisla-
dos o sistemas de varios conductores.
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La simulacion paramétrica resulta sencilla de aplicar y muy util, ya que gracias
a ella podemos obtener, por ejemplo, los valores de Resistencia e Inductancia
en el conductor en funcién de la frecuencia de la corriente que lo recorre.

Como principal inconveniente podemos destacar que la representacion de la seccion
transversal de conductores circulares precisa de un elevado nimero de modos, ain
mayor con sistemas multiconductor y conforme se requiere una mayor precision en el
calculo, de forma que complica su analisis en comparacion con el realizado sobre con-
ductores basados en formas rectangulares. En este caso, la utilizacion de la SVD se
muestra de gran utilidad, ayudandonos a realizar una descomposicion precisa de este
tipo de secciones.

8.3.2. Futuros trabajos.

Dentro de los posibles trabajos futuros en el estudio de sistemas de Conductores Eléc-
tricos, podemos distinguir:

Aplicacion de la PGD a la simulacién de corrientes de alta frecuencia o de
impulso, en las que no puede despreciarse el vector desplazamiento (D), y por
tanto las corrientes de desplazamiento que representa (Jzp). Las aplicaciones
industriales estan en auge en la actualidad con un uso creciente dia a dia, en
equipos como variadores de frecuencia y otros equipos compuestos por circui-
tos impresos similares.

Modelizacion de las fuerzas ejercidas sobre diferentes partes del conductor.

En el campo de la optimizacion, siguiendo el enfoque paramétrico propuesto,
tendriamos como posibles futuros trabajos:

o

Introduccion de las dimensiones del conductor rectangular como
dimensiones paramétricas adicionales, con el fin de generar una
unica solucion 3D (anchura, altura y frecuencia) conteniendo asi tanto
la inductancia interna como la resistencia de un conductor rectangular
para cualquier frecuencia y para cualquier dimension del conductor, lo
que ayudaria claramente a la optimizacion del mismo.

Optimizacion de la disposicion de conductores en embarrados de
cuadros eléctricos, con ¢l objetivo de evitar el efecto proximidad y la
minimizacion de las fuerzas ejercidas entre barras en caso de cortocir-
cuito.

Diseiio paramétrico de sistemas complejos de conductores, intro-
duciendo como pardmetro dimensiones de conductores y separacion
de los mismos, ya que gracias al potencial vector magnético es mas
sencillo considerar los efectos de autoinductancias e inductancia mu-
tua entre varios conductores.
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= La aplicacién de la PGD a conductores de corriente, llevada a cabo unicamen-
te sobre conductores circulares y rectangulares, los mas habituales en la indus-
tria, podria ser realizada para conductores de cualquier forma geométrica.

8.4. Aplicacion de la PGD a Sistemas de Puesta a Tierra.

En el Capitulo 7 se present6 una vision general del desarrollo de las técnicas de mode-
lado y simulacion utilizadas hasta el momento como Estado del Arte de los estudios
realizados en el tema de Puestas a Tierra.

Tras ello, se procedia al estudio de diferentes casos mediante la utilizacion de la PGD,
describiendo las principales cuestiones a tener en cuenta en el modelado de sistemas de
tierras con la PGD, mostrando su aplicacion a varios casos practicos de menor a mayor
complejidad, previa validacion del método con resultados experimentales, analiticos y
otros obtenidos mediante métodos numéricos tradicionales mostrados en publicaciones
técnicas.

Desde el punto de vista de la modelizaciéon mediante métodos numéricos, los métodos
tradicionales presentan la ventaja de poder aplicarse a cualquier topologia de red, y en
suelos con diferentes capas de diferente resistividad, pero también muestran claras
limitaciones que el desarrollo tecnoldgico no logra compensar, lo que justifica la nueva
aportacion propuesta en la tesis basada en la técnica de la PGD.

8.4.1. Ventajas e Inconvenientes observados.

Dentro de las ventajas que presenta la PGD en su aplicacion en el campo de los Siste-
mas de Puesta a Tierra podemos apuntar:

» La representacion de los sistemas de puesta a tierra mas habituales, basados en
mallas formadas por electrodos compuestos por conductores y/o picas lineales
conformando formas rectangulares, es razonablemente sencilla.

=  Ademas, la extensién del problema en el espacio sin penalizar en gran medi-
da el tiempo utilizado para el célculo, lo que nos permite aplicar la PGD a
electrodos de grandes dimensiones localizados en dominios muy extensos, uti-
lizando ademas pasos de malla muy reducidos.

Por el contrario, el principal inconveniente observado en estas aplicaciones ha sido la
dificultad en la imposicion de las condiciones en los electrodos definidos en el siste-
ma, llevada a cabo en nuestro caso mediante funciones de penalizacion.

8.4.2. Futuros trabajos.

Dentro de los posibles futuros trabajos en el estudio de sistemas de Puesta a Tierra
podemos identificar:
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La extension del enfoque propuesto para el disefio paramétrico de sistemas
de puesta a tierra, agregando como dimensiones adicionales parametros del
problema como resistividad de suelo, longitudes de las varillas, etc., permitiria
construir un dbaco virtual del sistema bajo disefio con todos los valores posi-
bles en una forma de representacion separada.

En el campo de la optimizacion, siguiendo el enfoque paramétrico propuesto,
tendriamos como posible futuro trabajo dentro de los sistema de tierras el di-
sefio paramétrico de electrodos de tierra.

Analisis del comportamiento de los sistemas de Puesta a Tierra en regimenes
transitorios, especialmente dirigido al disefio de Parques Eodlicos.

Mejora de la aplicacion en las condiciones de penalizacion en el interior del
dominio analizado.
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Programacion

1.1. Introduccion.

El presente capitulo recopila los principales programas desarrollados durante la tesis
para la modelizacion de los diferentes problemas planteados y analizados.

Se muestra durante los siguientes apartados cada uno de ellos haciendo referencia al
capitulo en el que fue expuesto, a las condiciones del problema y las principales obser-
vaciones a tener en cuenta en cada caso.

1.2. Programas desarrollados durante el Capitulo 3 sobre los Métodos
Avanzados de Computacion Numeérica para la introduccion a la
Proper Generalized Decomposition.

El Capitulo 3 realizaba una primera introduccion a los métodos numéricos, incluyendo
un breve repaso de los métodos numéricos tradicionales para terminar con una compa-
racion para un ejemplo basico en la utilizacion de métodos tradicionales con la aplica-
cion de la técnica de la PGD. Se muestran los codigos desarrollados para la aplicacion
del método de las Diferencias Finitas, el obtenido a partir del método de los Elementos
Finitos a través de PDE Tool de MATLAB, y por ultimo se incluye también un codigo
basado en la PGD que resuelve el mismo problema. Como se puede observar, los codi-
gos son sencillos, lo que redunda en tiempos de calculo reducidos para pocos nodos
que conforme aumentan, siendo un problema bidimensional, hace que crezca exponen-
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cialmente para los métodos tradicionales los tiempos de calculo, mientras que con la
PGD el crecimiento es sélo lineal.

1.2.1. Programa basado en Diferencias Finitas.

Se muestra a continuacion el programa desarrollado para la modelizacion de una puesta
a tierra simple formada por un electrodo horizontal enterrado en el terreno, segin las
condiciones expuestas en el capitulo 3.

tic

clc

clear all;

close all;

%Dominio

Lx=1; Nx=1000; x=linspace (0,Lx,Nx)"'; hx=Lx;
Ly=1; Ny=1000; y=linspace(0,Ly,Ny)"'; hy=Ly;
Sx=size (x,1);

Sy=size(y,1);

n=Sx*Sy;

$Formacién matrices

A=spdiags ([ones(n,1l) -4*ones(n,l) ones(n,1)],-1:1,n,n)+spdiags (ones(n,1),-
Nx/Lx,n,n)+spdiags (ones (n,1),Nx/Lx,n,n) ;

f=zeros(n,1);

%Condicién Dirichlet en la barra
for z=0.4*Sx:0.6*Sx
£(0.09*n+z)=-100;

end

$Condiciones
for k=0:1:(Sx-1)
$Neumann de Contorno en Superficie
A(k+1, :)=zeros(1l,n);
A(k+1l,k+1)=-3;
A(k+1,k+2)=1;
A(k+1, (k+1)+Sx)=1;
if (k>0)
A(k+1,k)=1;
end

$Dirichlet de Contorno Izquierda
A(k*Sx+1, :)=zeros(1l,n);

A (k*Sx+1,k*Sx+1)=1;

f(k*Sx+1)=0;

$Dirichlet de Contorno Derecha
A (k*Sx+Sx, :)=zeros(1l,n);

A (k*Sx+Sx, k*Sx+Sx)=1;

f (k*Sx+Sx)=0;
end

$Resolucién de la ecuacidn matricial:
u=A\f;

250




Anexo I: Programacion

%Recolocar los elementos:
L=0;
for j=1:1:Sx

for i=1:1:Sy

L=L+1;
V(j,i)=u(L,1);
end

end

$Grafico:

$surface (V) ;

imagesc (V) ;

ylabel ('Profundidad (mm)', 'FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color','k");
xlabel ('Longitud (mm) ', 'FontSize',12,'FontWeight', 'bold', 'Color','k");

toc

1.2.2. Programa basado en Elementos Finitos.

En este apartado se recoge el codigo obtenido tras el andlisis a través del moédulo de
PDE Tools de MATLAB del problema planteado.

function pdemodel

[pde fig,ax]=pdeinit;

pdetool ('appl cb',1);

set (ax, 'DataAspectRatio', [1.3572344098772322 1 1.6584821428571428]) ;
set (ax, "PlotBoxAspectRatio', [0.73679240131441581 1.1499999999999999
1.20592193808882911) ;

set (ax, 'XLim', [-0.5 0.5]);

set(ax, 'YLim', [-1 0.14999999999999999]) ;

set (ax, 'XTickMode', 'auto') ;

set (ax, 'YTickMode', 'auto') ;

% Geometry description:

pderect ([-0.5 0.5 0 =17, 'R1");

pderect ([-0.050000000000000003 0.050000000000000003 -0.089999999999999997 -
0.100000000000000017, 'R2") ;

set (findobj (get (pde fig, 'Children'), 'Tag', 'PDEEval'), 'String', 'R1+R2")

% Boundary conditions:
pdetool ('changemode', 0)
pdesetbd (7, ...

'neu', ...

1,...

'0', ...

'O')

pdesetbd (6, ...

'dir', ...

1,...

VY, oo 0

'O')

pdesetbd (2, ...

'dir', ...

1,...
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1, ...

)
pdesetbd (1, ...
'dir', ...
1,...

1, ...

)

% Mesh generation:
setappdata (pde fig, 'Hgrad',1.3);

setappdata (pde_fig, 'refinemethod', 'regular');
setappdata (pde fig, 'jiggle',char('on', 'mean','"'));
pdetool ('initmesh')

% PDE coefficients:
pdeseteq(l, ...
'1158e6', ...
'0.0!0.0", ...
'0r100', ...
'1.0!1.0', ...
'0:10', ...

'0.0', ...

'0.0", ...

'[0 1001")
setappdata (pde fig, 'currparam', ...
['1!58e6 ';...

'0.0!0.0 ";...
'01100 "$ooo
'1.0!'1.0 '1)

% Solve parameters:
setappdata (pde fig, 'solveparam', ...

str2mat ('0','279168','10", 'pdeadworst', ...

'0.5', 'longest', '0", 'le-4","'", 'fixed', 'inf"'))

% Plotflags and user data strings:

setappdata (pde fig, 'plotflags',[1 1 1111 71000110000 1]);
setappdata (pde fig, 'colstring',''");

setappdata (pde fig, 'arrowstring','');
setappdata (pde fig, 'deformstring','');
setappdata (pde fig, 'heightstring',''")

’

% Solve PDE:
pdetool ('solve')

1.2.3. Programa basado en la PGD.

Por ultimo, se muestra el codigo desarrollado para la modelizacion de la misma puesta
a tierra basandose en el enfoque de la PGD para la programacion:

clear all; close all;

$Dominio
hx=5*1e-5;xm=1;x=(0:hx:xm-hx) ';Nx=length (x); hx2=hx"2;
hy=5*1e-5;ym=1; y=(0:hy:ym-hy)';Ny=length(y); hy2=hy"2;
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disp('Inicio PGD');tic
$definicion de parametros comunes
Nm=10; niter=10; eps=le-12;
$Variable X

ix=ones (Nx,1); eX=speye (Nx,Nx) ;

dX= spdiags ([-ix ix],[-1 0],Nx,Nx); dXx(1,2)=-1;

dX= dX/hx;
dX2= spdiags([ix -2*ix ix], -1:1,Nx,Nx);

$Condicion Neumann por defecto
dx2(1,1)=-1; dx2(1,2)=1;

dX2 (Nx,Nx-1)=1; dX2 (Nx,Nx)=-1;
dX2= dx2/ (hx"2);

X=zeros (Nx,Nm) ;

$Variable Y

iy=ones (Ny,1); eY=speye (Ny,Ny);

dy= spdiags([-iy iy],[-1 0],Ny,Ny); dY(1,2)=-1;

dy= dY/hy;

dY2= spdiags ([iy -2*iy iy], -1:1,Ny,Ny);
dy2(1,1)=-1; dy2(1,2)=1;

dY2 (Ny,Ny-1)=1; dY¥2 (Ny,Ny)=-1;

dy2= dy2/ (hy"2);

Y=zeros (Ny,Nm) ;

$Definicién del terreno

cx=1ix;

cy=1iy;

$Derivada conductividad del terreno
for i=1:1

dex (:,1)=dX*cx(:,1);
decy(:,1i)=dY*cy(:,1);

end

%$Zona de penalizacion: Barra horizontal de 0.1 m

sx=zeros (Nx, 1) ; sy=zeros (Ny, 1) ;

sx ((Nx/2-1000) : (Nx/2+1000),1)=1; sy(2000:2200,1)=1;

$Tensién aplicada a la pica
ud=100;

X=zeros (Nx, Nm) ;

Y = zeros (Ny,Nm) ;

%Bucle para el calculo de modos
for n= 1:Nm

n

nl=n-1;

Xn=x.*x; Yn=y.*y;

X(:,n)=Xn; Y(:,n)=Yn;

DX=dX*X; DX2=dX2*X;

DY=dY*Y; DY2=dY2*Y;

Xi=X(:,1:nl); DXi=DX (:,1:nl); DX2i=DX2 (:,1:nl);
Yi=Y(:,1:nl); DYi=DY (:,1:nl); DY2i=DY2 (:,1:nl);

for iter=l:niter

$Xn conocido
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Xd=spdiags (Xn, 0, Nx,Nx) ;

[X11n, X11il=ni( cy * (dcx' * Xd * DX * hx),n);
[X02n, X02il=ni( cy * (cx' * Xd * DX2 * hx) ,n);
[Y1In, Y11li]=ni(dcy * (cx' * Xd * X * hx) ,n);
[YO2n, Y02i]=ni( cy * (cx' * Xd * X * hx) ,n);
$Penalizacidén
[pxn, pxi] = ni( sy * (sx' * Xd * X * hx/eps) ,n);
fy = ud/eps*sy* (sx'*Xn*hx) ;
A= (X11ln + X02n + pxn )*eY + Y1lln*dy + Y02n*dY2;
b=-((X111i + X02i + pxi).*Yi + Y11li.*DYi + Y02i.*DY2i) *ones (n—
1,1)+fy;
% A(l,:)=0 A(l,1l)=min(A(:)); b(1)=0; %Dirichlet
(Ny,.):O A(Ny,Ny) =min (A(:)); b(Ny)=0; %Dirichlet
Yn=A\b;
Y(:,n)=Yn;
DY (:,n)=dY*Yn;
DY2 (:,n)=dY2*Y¥Yn;
%$Yn conocido
Yd=spdiags (Yn, 0,Ny,Ny) ;
[Y1lln, Ylli]*ni( cx * (dey' * Yd * DY * hy),n);
[YO2n, Y02il]l=ni( cx * (cy' * Yd * DY2 * hy),n);
[X11n, X11i] nl(d * (cy'" * YA * Y * hy),n);
[X02n, X02i]=ni( cx * (cy' * Yd * Y * hy),n);
[pyn, pyil = ni( sx * (sy' * Yd * Y * hy/eps),n);
fx = ud/eps*sx* (sy'*Y¥Yn*hy);
A= (Y1lln + YO02n + pyn)*eX + X11ln*dX + X02n*dX2;
b=-((Y11li + Y02i + pyi).*Xi + X11i.*DXi + X02i.*DX2i) *ones (n-
1,1)+£fx;
A(l,:)=0; A(l,1)=min(A(:)); b(1)=0; %Dirichlet
A(Nx, :)=0; A(Nx,Nx)=min(A(:)); b (Nx)=0; %Dirichlet
Xn=(A\Db) ;
X(:,n)=Xn;
DX (:,n)=dX*Xn;
DX2 (:,n)=dX2*Xn;
end
end
Sol=Y*X"';
$representacién de la solucidn
figure;imagesc(x,vy,Sol);ylabel ('Profundidad (m)'); xlabel ('Longitud
(m) ") ;colorbar;
disp ('Numero de nodos; ')
Nn=Nx*Ny
toc
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1.2.3.1 Funcion auxiliar para la formacion de las matrices que componen los diferen-
tes términos del sistema de ecuaciones a resolver.

function [pn, pil=ni(p,n)
a=length (p) ;
pn=spdiags(p(:,n),0,a,a);
pi=p(:,1:n-1);

end

1.3. Programas desarrollados durante los Capitulos 5 y 6 sobre Modeli-
zacion de Conductores de Corriente mediante PGD.

1.3.1. Conductores Circulares: Conductor Aislado o Dos Conductores.

El codigo utilizado para el andlisis de ambos casos es similar, con la tnica diferencia
de la obtencion de la seccion de los conductores, para lo cual utilizamos las funciones
auxiliares circulo.m y DosCirculos.m. Ademas, en el codigo para dos circulos debemos
introducir la separacién entre los conductores y el sentido, para indicar si las corrientes
van en el mismo sentido (1), o en sentido opuesto (-1).

Se muestra el codigo general a continuacion:

clear all; close all;

$Este programa simplifica el cédlculo a partir de la integracién
$trapezoidal, para las integrales sum(Xn*cx*Xn) y sum(sum(Xn*cx*Xi))

Nx=1001; Ny=1001; $nodos por dimensioén

mu=4e-7*pi; c=58.108e6; $permeabilidad y conductividad(en S/m) del Cu
3=1000; %densidad de corriente en A/m2

£=400; $frecuencia en Hz

omega=2*pi*f; $omega para la frecuencia dada

m=30; $modos de la solucidn

nite=30; $nimero de iteraciones méximas a realizar

Max error = le-6; $Error relativo con el que se detendra el bucle

de iteraciones

LongX=0.2; $Longitud del dominio en X en m
LongY=0.2; $Longitud del dominio en y en m

$COMUN PARA CONDUCTOR AISLADO Y DOS CONDUCTORES:
D=0.0225; $DIAMETRO DE CONDUCTOR (en metros)

$SOLO PARA DOS CONDUCTORES:

separacion=0*D; % INTRODUCIR LA SEPARACION ENTRE CONDUCTORES (en m)
sentido=-1 $SENTIDO OPUESTO DE CORRIENTES=-1; MISMO SENTIDO DE CORRIENTES=1;
%% Dominio en X e Y

[x, nx, 1x, dx, ix] = dominio (LongX, Nx, 1); %dominio en x

[y, ny, ly, dy, iy] = dominio(LongY, Ny, 1); %dominio en y
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$x: vector con el eje de abscisas

%y: vector con el eje de ordenadas

%nx: nodos en x

%ny: nodos en y

%1lx: elementos en x

%ly: elementos en y

$dx: diferencial de x (distancia entre nodos en x)
%dy: diferencial de y (distancia entre nodos en vy)
%ix: vector con tamafio 1x x 1 lleno de unos

%iy: vector con tamafio ly x 1 lleno de unos

oo
5o

Creacién del conductor

$CONDUCTOR AISLADO:
[cx,cy]l=circulo(lx,dx,1ly,dy,D,);
$SISTEMA 2 CONDUCTORES:
nsep= ( (separacion+D) /2) *1x/LongX;
[cx,cy]l=DosCirculos(lx,dx,ly,dy,D,nsep,sentido) ;
$Parte comun
[~,Rc]=size (cx);
[U,S,V]=svd(cx*cy.");
e=1; iB=0;
while (e>=1e-6)

iB=iB+1;

e=S (1B, 1B);
end
cablex=U(:,1:1B)*S(1:1iB,1:1iB) ;
cabley=V(:,1:1iB) ;

%Representacién del conductor

imagesc (x,y,cabley*cablex."'); colorbar(); colormap(jet);

title ('Conductor definido', 'FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color’
ylabel('eje y (m)', 'FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");
xlabel('eje x (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

P TRY) G

figure;

%% Insercidédn de conductividades, densidades de corriente...

o°

jx=sqgrt (j) *cablex;
conx=sqrt (c) *cablex;

jy=sqrt (j) *cabley;

J
cony=sqgrt (c) *cabley; ©

o

%% Creacién de las matrices de integracidén

$modos conductividad
$modos densidad de corriente

[~,mC]=size (cablex) ;
mJ=mC;

CEx=ones (nx,mC) ;
JEx=ones (nx, mJ) ;

= M(nx,
= K(nx,

dx,
dx,

ix) ;
ix);
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for p=1:mC
[CEx(:,p)] = JE(nx, dx, conx(:,p));
end

for p=1:mJ

[JEx(:,p)] JE (nx, dx, jx(:,p));

end
290000 Y

600000

CEy=ones (ny,mC) ;
JEy=ones (ny, mJ) ;

[My] = M(ny, dy, iy);
[Ky]l = K(ny, dy, iy);

for p=1:mC
[CEy(:,p)] = JE(ny, dy, cony(:,p));
end

for p=1:mJ

[JEy(:,p)] = JE(ny, dy, Jjy(:,p));

end

%% Resolucidén mediante PGD
%creacidén de la matrices X e Y
X= zeros (nx,m) ;

Y= zeros(ny,m);

for i=1l:m
X(:,i)=rand(nx,1l); %generacidén del modo Xi aleatorio
Y(:,1i)=rand(ny,1l); %generacién del modo Yi aleatorio

%Condiciones Dirichlet en el contorno

for k=1l:nite %numero de iteraciones a realizar

$Guardamos los valores de Xn y Yn para realizar el control de
%error Xb=Xbefore=Xp-1

Xb=X(:,1);
Yb=Y (:,1);

$Calculo de Y suponiendo X conocida

[ SumaMnx, SumaMix ] = SumRo( X,CEx,nx,Y,CEy,ny,1i);
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Xcoef= X (:,1)."*Mx*X; %$(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)
DXcoef= X (:,1)."*Kx*X; $(1 x n) (n x n) (n x i) (1 x 1)
$Creacidén de la matriz R

R=DXcoef (i) *My + Xcoef (i)*Ky - lj*mu*omega*SumaMnx;

$[(1 x n) (n xn) (n x 1)]*(n x n) = (1x1)*(n x n)

%Creacién de la matriz L

L=-mu* (JEy) * (X (:,1)."'*JEx) ."';

$[(l xn) (n xn) (n x 1)]J*[(n xn)*nx1)] = (n x 1)
L=L-Ky*Y(:,1:i-1) *Xcoef (1:i-1).";

$ (n x n)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L-My*Y(:,1:i-1) *DXcoef (1:i-1)."';

$ (n x n)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L+omega*1lj*mu*SumaMix;

%Obtencidén de Yn

Y(2:ny-1,i)=R(2:ny-1,2:ny-1)\L(2:ny-1);

$Calculo de X suponiendo Y conocida

[ SumaMny, SumaMiy ] = SumRo( Y,CEy,ny,X,CEx,nx,1i);

Ycoef= Y(:,1).'*My*Y; %(1l xn) (n xn) (nx 1) = (1 x i)
DYcoef= Y (:,1)."*Ky*Y; %$(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)
$Creacidén de la matriz R

R=DYcoef (i) *Mx + Ycoef (i)*Kx - lj*mu*omega*SumaMny;

$[(1 x n) (n xn) (n x 1)]*(n x n) = (1x1)*(n x n)

%Creacién de la matriz L

L=-mu* (JEx) * (Y (:,1) ."*JEy) .';

$[(l xn) (n xn) (n x 1)]J*[(n xn)*nx1)] = (n x 1)

L=L-Kx*X(:,1:i-1)*Ycoef (1:i-1).";
$ (n x n)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L-Mx*X(:,1:1-1)*DYcoef (1:1-1).";

[

$ (n x n)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
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L=L+omega*1lj*mu*SumaMiy;
%0Obtencidén de Xn
X(2:nx-1,1)=R(2:nx-1,2:nx-1)\L(2:nx-1);
$Enriquecimiento normalizado afiadido a los anteriores.
%Con esto conseguimos homogeneizar el tamafio de los valores

%numéricos de las funciones de los modos en X e Y.

Xcoef= X (:,1)."*Mx*X(:,1);
Ycoef= Y (:,1)."*My*Y(:,1);

fact x = sqgrt (Xcoef/ (x(end)-x(1))"2);
fact_y = sqgrt(Ycoef/(y(end)-y(1))"2);

fact xy = sqrt(fact x*fact y);

(2:ny-1,1i)=Y(2:ny-1,1) *fact xy/fact y;
(2:nx-1,1)=X(2:nx-1,1i)*fact xy/fact x;

o

%Control del error num=numerador= E1+E2+E3 den=denominador=E2

El= (X (:,1)."*Mx*X(:,1))*(Y(:,1)."*My*Y(:,1));
E2= (Xb.'*Mx*Xb)* (Yb.'*My*Yb) ;
E3= -2*(X(:,1)."*Mx*Xb) * (Y (:,1)."'*My*Yb) ;

num= E1+E2+E3;
den=E2;

errorlte=abs (sqrt (num) /sqrt (den)) ;

$Informar al usuario sobre en qué iteracidén se alcanza la
%convergencia

if ((errorIte<Max error && k>4))
fprintf('Se ha alcanzado la convergencia en del modo %d en
la iteraciédén %d \n', i, k);
break;
end

%$Informar al usuario de que no se ha alcanzado la
%convergencia deseada con el nUmero de iteraciones maximas

%$seleccionado
if (k==nite)
fprintf ('No se ha alcanzado al convergencia del modo %d en
las %d iteraciones previstas \n', i, nite);
end

end
end

%% Representacion de Az (Solucidén de la ecuaciédn)
A=Y*X.';
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imagesc (x,y,abs (A)); colorbar(); colormap(jet); title('Potencial Vector Mag-
nético-Az', 'FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Coloxr', 'k");

ylabel('eje y (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold"', 'Color','k');
xlabel('eje x (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

hold on

$Dibujar la periferia del conductor en la imagen
%$CONDUCTOR AISLADO:
rectangle ('Curvature', [1 1], 'position', [-D/2 -D/2 D D], 'linewidth',2);
$SISTEMA DOS CONDUCTORES:
rectangle ('Curvature', [1 1], 'position', [-D-separacion/2 -D/2 D
D], 'linewidth',2);
rectangle ('Curvature', [1 1], 'position', [separacion/2 -D/2 D
D], 'linewidth', 2);

hold off

%Nota: En la solucidén tenemos los valores de A en cada nodo. Para el
%postprocesado de los datos pasaremos los valores nodales a valores por
%elemento.

%% Postprocesado de los datos para la obtencién de Rk
%Potencial vector medio en los elementos
Xm = (X(l:nx-1,:)+X(2:nx,:))/2; Ym = (Y(l:ny-1,:)+Y(2:ny,:))/2;

Am = Ym*Xm.';

%0Obtencidén de las intensidades inicial y final

Jo=jy*jx."; %Densidad de corriente impuesta
induccion=+1j*omega* (cony*conx."') .*Am; %Densidad de corriente inducida
Jt=Jo-induccion; %Densidad de corriente resultante
It=ones (1l,1ly) * (Jt*dx*dy) *ones (1x,1) ; $Corriente total

%Representacién de Jt

figure; imagesc(x,y,abs(Jt)); colorbar(); colormap(jet); title('Densidad de
corriente-Jt', 'FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

ylabel('eje y (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold"', 'Color','k');
xlabel('eje x (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

%0Obtencidén de Ro
Section=(D/2) "2*pi;
Ro=1/ (c*Section) ;

%0Obtencidén de Jt”2 en cada punto
J2=abs (Jt) ;
J2=J2."2;

%0Obtencién de la R efectiva y Rk = Rac/Rdc
R=1/(c* (abs (It)"2)) * (ones (1l,1ly)* (J2.* (cabley*cablex.') *dx*dy) *ones (1x,1));
Rk=R/Ro;

%Mostrar resultados por pantalla
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fprintf ('\nLa resistencia en AC de un conductor circular \ncon didmetro %.3f
m y transportando una intensidad de corriente \na una frecuencia de %d Hz
es: Rac = %d ohm/m \n',D,f, R);

fprintf ('\n Por otro lado el ratio Rk = Rac/Rdc = %.3f \n', Rk);

%% Post procesado de los datos para la obtencidédn de Liac
%0Obtencidén de las matrices de derivacidn

%0Obtencidén d ela Matriz paraa derivar funciones unidimensionales en x
Dx = FirstD(lx,dx);
%0Obtencién de la Matriz paraa derivar funciones unidimensionales en y
Dy = FirstD(ly,dy);

%0Obtencidén de los componenetes en x e y del vector de induccidn magnéti-
ca

By=-Ym* (Dx*Xm) ."';

Bx=(Dy*Ym) *Xm. ';

%O0btencidén del médulo del vector de induccidédn magnética
Bx=abs (Bx) ."2;

By=abs (By) ."2;

Bt=Bx+By;

%0btencién de la inductancia interna y Lk = Liac/Lidc
Liac
=1/ (mu*abs (abs (It))"2) * (ones (1, 1ly) * (Bt.* (cabley*cablex. ') *dx*dy) *ones (1x,1))

Lidc=5e-8;
Lk=Liac/Lidc;
%Mostrar resultados por pantalla

fprintf ('\nLa inductancia interna en AC de un conductor circular \ncon dia-
metro $.3f m y transportando una intensidad de corriente \na una frecuencia
de %d Hz es: Liac = %d H/m \n',D, f, Liac);

fprintf ('\n Por otro lado el ratio Lk = Liac/Lidc = %.3f \n', Lk);

%% Comparativa
Aby=abs (Ym*Xm. ") ;

Lac=1/ (mu*abs (It)) * (ones (1,1ly) * (Aby.* (cabley*cablex. ') *dx*dy) *ones (1x,1)) ;
Lac_teo=2e-7*log(2/0.01-1);

fprintf ('\nLa inductancia parcial en AC de un conductor circular \ncon did-
metro $.3f m y transportando una intensidad de corriente \na una frecuencia
de %d Hz es: Lac = %d H/m Tebrica Lac_teo= %d H/m\n',D,f, Lac,Lac_teo);
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1.3.2. Conductores Rectangulares: Conductor Aislado o Dos Conductores.

El codigo utilizado para el anélisis de ambos casos es similar. La seccion de los con-
ductores se obtiene, al ser de forma rectangular, de forma mucho mas sencilla al ante-
rior, simplemente mediante la configuracion de matrices llenas (ox) o vacias (zx), que
distinguen si en un area determinada existe conductor o no a través de la conductividad
del mismo; con ello, con un solo modo representamos la seccién de los conductores.
Para el caso de dos conductores, el sentido de las corrientes lo establecemos modifi-
cando el signo de la seccion, es decir, indicando que la conductividad en la seccion
ocupada es negativa (-0x).

Se muestra el codigo general a continuacion:

clear all; close all;

$Este programa simplifica el cédlculo a partir de la integracién
$trapezoidal, para las integrales sum(Xn*cx*Xn) y sum(sum(Xn*cx*Xi))

Nx=1001; Ny=1001; $nodos por dimensioén

mu=4e-7*pi; c=58.108e6; $permeabilidad y conductividad(en S/m) del Cu
3=1000; %densidad de corriente en A/m2

£=50; $frecuencia en Hz

omega=2*pi*f; $omega para la frecuencia dada

m=30; $modos de la solucidn

nite=30; $nimero de iteraciones méximas a realizar

Max error = le-6; $Error relativo con el que se detendra el bucle

de iteraciones

LongX=0.1; $Longitud del dominio en X en m
LongY=0.1; $Longitud del dominio en y en m
%% Dominio en X e Y

[x, nx, lx, dx, ix] = dominio(LongX, Nx, 1); %dominio en x
[y, ny, ly, dy, iy] = dominio(LongY, Ny, 1); %dominio en y

$x: vector con el eje de abscisas

%y: vector con el eje de ordenadas

%nx: nodos en x

%ny: nodos en y

%1lx: elementos en x

%ly: elementos en y

$dx: diferencial de x (distancia entre nodos en x)
$dy: diferencial de y (distancia entre nodos en y)
$ix: vector con tamafio 1x x 1 lleno de unos

$iy: vector con tamafio ly x 1 lleno de unos

oo

%% Creacidén del conductor

SRECTANGULAR

ladox=1*1x/10*dx; $define la figuara cuadrada
ladoy=3*1y/10*dy; $define la figuara cuadrada
separacion=1*1x/10*dx; $define la separacidén entre conductores
ox= ones (1x/20,1); zx= 0*ox;

oy= ones (ly/20,1); zy= O0*oy;
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cablex= [2zX;2zX;2ZX;2ZX;ZX;ZX;ZX;0X;0X;ZX;ZX;0X;0X;ZX;ZX;ZX;ZX; ZX; ZX; ZX] ;
cabley= [zy;zy;zy;zy;zZY;2y;Zy;Oy;OyY;Oy;OY;0Y;0Y;2ZY;2Y;ZYi2Y;iZYi2yizZy]l;
cablexl= [zX;2X;2ZX;2ZX;2ZX;2ZX;ZX;0X;0X}2ZX;2ZX;—0X;—0X;ZX;ZX;2ZX;2ZX;2ZX;ZX;ZX]}

$Relacién de aspecto del conductor
Rel tw=ladoy/ladox;

fprintf ('\n Relacién de aspecto del conductor t/w = $.3f \n', Rel tw);
%Representacién del conductor

imagesc (x,y,cabley*cablex."'); colorbar(); colormap(jet);
title ('Conductor definido', 'FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k"');

ylabel('eje y (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color','k");
xlabel('eje x (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold"', 'Color','k');
figure;

%% Insercidén de conductividades, densidades de corriente...

jx=sqgrt (j) *cablexl; jy=sqgrt (j) *cabley; $J
conx=sqgrt (c) *cablex; cony=sqgrt (c) *cabley; %c

%% Creacién de las matrices de integracidn
[

~,mC]=size (cablex); %modos conductividad
mJ=mC; $modos densidad de corriente

CEx=ones (nx,mC) ;
JEx=ones (nx, mJ) ;

[Mx] = M(nx, dx, 1x);

[Kx] = K(nx, dx, 1x);

for p=1:mC

[CEx(:,p)] = JE(nx, dx, conx(:,p));
end

for p=1:mJ

[JEx(:,p)] = JE(nx, dx, jx(:,p));
end

CEy=ones (ny, mC) ;
JEy=ones (ny, mJ) ;

[My] = M(ny, dy, iy);
[Ky]l = K(ny, dy, iy);

for p=1:mC
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[CEy(:,p)] = JE(ny, dy, cony(:,p));
end

for p=1:mJ

[JEy (:,p)] = JE(ny, dy, Jy(:,p));
end

%% Resolucidén mediante PGD
%creacidén de la matrices X e Y

X= zeros (nx,m) ;
Y= zeros(ny,m);

for i=1:m

X(:,i)=rand(nx,1l); S%generacidédn del modo Xi aleatorio
Y(:,1)=rand(ny,1l); %generacidén del modo Yi aleatorio

%Condiciones Dirichlet en el contorno

for k=l:nite %numero de iteraciones a realizar

%$Guardamos los valores de Xn y Yn para realizar el control de
%error Xb=Xbefore=Xp-1

Xb=X(:,1);
Yb=Y(:,1);

%Célculo de Y suponiendo X conocida

[ SumaMnx, SumaMix ] = SumRo( X,CEx,nx,Y,CEy,ny,1i);
Xcoef= X (:,1)."'"*Mx*X; %$(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)
DXcoef= X (:,1)."*Kx*X; $(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)

%Creacién de la matriz R

R=DXcoef (i) *My + Xcoef (i) *Ky - 1lj*mu*omega*SumaMnx;
$[(1l xn) (n xn) (n x 1)]J*(n x n) = (1x1)*(n x n)
%Creacién de la matriz L

L=-mu* (JEy) * (X (:,1) ."*JEx) ."';

$[(l xn) (n xn) (n x 1)]J*[(n xn)*nx1)] = (n x 1)

L=L-Ky*Y(:,1:1i-1) *Xcoef (1:i-1).";
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[

$ (n xn)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L-My*Y(:,1:1-1) *DXcoef (1:1i-1)."';

$ (n xn)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L+omega*1j*mu*SumaMix;

%Obtencidédn de Yn

Y(2:ny-1,1i)=R(2:ny-1,2:ny-1)\L(2:ny-1);

%Calculo de X suponiendo Y conocida

[ SumaMny, SumaMiy ] = SumRo( Y,CEy,ny,X,CEx,nx,1i);
Ycoef= Y(:,1).'*My*Y; $(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)
DYcoef= Y (:,1i).'*Ky*Y; $(1 xn) (n xn) (n x i) = (1 x 1)

%Creacién de la matriz R
R=DYcoef (i) *Mx + Ycoef (i) *Kx - 1lj*mu*omega*SumaMny;
$[(1l xn) (n xn) (n x 1)]J*(n x n) = (1x1)*(n x n)
%Creacién de la matriz L
L=-mu* (JEx) * (Y (:,1) ."'*JEy) ."';
$[(1 xn) (n xn) (nx 1)]J*[(nxn)*nx17] = (nx 1)
L=L-Kx*X(:,1:1-1)*Ycoef (1:1-1)."';
$ (n xn)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L-Mx*X(:,1:1-1)*DYcoef (1:1-1).";
$ (n xn)(n x i-1) (i-1 x 1) = (n x 1)
L=L+omega*1j*mu*SumaMiy;
%0Obtencidén de Xn
X(2:nx-1,1i)=R(2:nx-1,2:nx-1)\L(2:nx-1);
%$Enriquecimiento normalizado afiadido a los anteriores.
%Con esto conseguimos homogeneizar el tamafio de los valores

$numéricos de las funciones de los modos en X e Y.

Xcoef= X (:,1)."*Mx*X(:,1);
Ycoef= Y(:,1)."'"*My*Y(:,1);

fact_x = sqgrt(Xcoef/ (x(end)-x(1))"2);
fact y = sqgrt(Ycoef/(y(end)-y(1))"2);

fact xy = sqrt(fact x*fact y);
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Y (2:ny-1,1)=Y(2:ny-1,1)*fact xy/fact y;
X(2:nx-1,1)=X(2:nx-1,1) *fact xy/fact x;

%Control del error num=numerador= E1+E2+E3 den=denominador=E2

El= (X(:,1)."*Mx*X(:,1))*(Y(:,1)."*My*Y(:,1));
E2= (Xb.'*Mx*Xb)* (Yb.'*My*YDb) ;
E3= -2* (X (:,1)."*Mx*Xb) * (Y (:,1).'*My*Y¥b);

num= E1+E2+E3;
den=E2;

errorlte=abs (sqrt (num) /sqrt (den)) ;

$Informar al usuario sobre en qué iteracidn se alcanza la
%convergencia

if ((errorIte<Max error && k>4))
fprintf ('Se ha alcanzado la convergencia en del modo %d en
la iteracién %d \n', i, k):
break;
end

$Informar al usuario de que no se ha alcanzado la
%$convergencia deseada con el nUmero de iteraciones maximas

%seleccionado
if (k==nite)

fprintf ('No se ha alcanzado al convergencia del modo %d en
las %d iteraciones previstas \n', i, nite);
end

end
end

%% Representacion de Az (Solucidén de la ecuaciédn)
A=Y*X."';

imagesc (x,y,abs (A)); colorbar(); colormap(jet);

title('Vect. Potencial Magnético -
Az','FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

ylabel('eje y (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k")
xlabel('eje x (m)','FontSize',10, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k")

hold on
%$Dibujar la periferia del conductor en la imagen

rectangle ('Curvature', [0 0], 'position', [-ladox-separacion/2 -ladoy/2 ladox
ladoy], 'linewidth', 2) ;

rectangle ('Curvature', [0 0], 'position', [separacion/2 -ladoy/2 ladox la-
doyl, 'linewidth',2);

hold off

%$Nota: En la solucién tenemos los valores de A en cada nodo. Para el
%postprocesado de los datos pasaremos los valores nodales a valores por
%elemento.
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%% Postprocesado de los datos para la obtencién de Rk
%$Potencial vector medio en los elementos

Xm = (X(l:nx-1,:)+X(2:nx,:))/2; Ym = (Y(l:ny-1,:)+Y(2:ny,:))/2;
Am = Ym*Xm.';

%0btencién de las intensidades inicial y final

Jo=jy*ix."; %Densidad de corriente impuesta
induccion=+17j*omega* (cony*conx.') .*Am; $Densidad de corriente inducida
Jt=Jo-induccion; %Densidad de corriente resultante
It=ones (1l,1ly) * (Jt*dx*dy) *ones (1x,1) ; %Corriente total

%Representacién de Jt

figure; imagesc(x,y,abs(Jt)); colorbar(); colormap (jet);

title ('Densidad corriente -
Jt','FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k");

ylabel('eje y (m)','FontSize',12,'FontWeight', 'bold', 'Color','k")
xlabel('eje x (m)','FontSize',12, 'FontWeight', 'bold', 'Color', 'k"')

%0btencidén de la Ro

Section=ladox*ladoy;
Ro=1/ (c*Section) ;

%Obtencién de Jt"2 en cada punto

J2=abs (Jt) ;
J2=J2."2;

$Obtencién de la R efectiva y Rk = Rac/Rdc

R=1/(c* (abs (It)"2)) * (ones (1,1ly) * (J2.* (cabley*cablex."') *dx*dy) *ones (1x,1)) ;
Rk=R/Ro;

%Mostrar resultados por pantalla

fprintf ('\nla resistencia en AC de un conductor rectangular \ncon unas di-
mensiones de $.3f m x $.3f m y transportando una intensidad de corriente \na
una frecuencia de %d Hz es: Rac = %d ohm/m \n',ladox,ladoy,f, R);

fprintf ('\n Por otro lado el ratio Rk = Rac/Rdc = %$.3f \n', Rk);

%% Post procesado de los datos para la obtencidén de Liac

%0Obtencidén de las matrices de derivacidn

%0btencién d ela Matriz paraa derivar funciones unidimensionales en x

Dx = FirstD(1lx,dx);
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%Obtencién de la Matriz paraa derivar funciones unidimensionales en y
Dy = FirstD(ly,dy):;

%0Obtencidén de los componenetes en x e y del vector de induccidédn magnéti-

ca
By=-Ym* (Dx*Xm) ."';
Bx=(Dy*Ym) *Xm. ';
$Obtencién del méddulo del vector de induccidn magnética
Bx=abs (Bx) ."2;
By=abs (By) ."2;
Bt=Bx+By;
%Obtencién de la inductancia interna y Lk = Liac/Lidc
Liac

=1/ (mu*abs (abs (It))"2) * (ones (1, 1ly) * (Bt.* (cabley*cablex."') *dx*dy) *ones (1x,1))

Lidc=4.83e-8;

Lk=Liac/Lidc;

*Mostrar resultados por pantalla

fprintf ('\nLa inductancia interna en AC de un conductor rectangular \ncon
unas dimensiones de $.3f m x %$.3f m y transportando una intensidad de co-
rriente \na una frecuencia de %d Hz es: Liac = %d H/m \n',ladox,ladoy, f,
Liac);

fprintf ('\n Por otro lado el ratio Lk = Liac/Lidc = %$.3f \n', Lk);

[

fprintf ('\n La seccidén del conductor en mm2 es: %.3f \n', Section*1le6);

1.3.3. Funciones auxiliares utilizados por los programas anteriores.

1.3.3.1 Funcion ‘dominio’.

Crea un dominio unidimiensional con un determinado nimero de nodos y una determi-
nada separacion entre los mismos:

function [y ny ly dy iy] = dominio(ym, N, centro)

%dominio Crea un dominio y con ny nodos a una separacién dy y ly elementos
[y ny ly dy iy] =dominio(ym, N, centro)

ym = valor médximo el dominio. N = Numero de puntos del dominio. si

si centro==1 el dominio estard centrado en el eje

y=linspace (0, ym,N) '; ny=length(y); ly=ny-1; dy=ym/ly; iy=ones(ly,1);

if (centro) y =y - ym/2;

end

end

oo

oo
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1.3.3.2 Funcion ‘M.

Crea la matriz de integracion o discretizacion de tipo M:

function [m] = M(ny, dy, e)

%M Crea las matrices Mx, My, Mcx, Mcy...
m=cmatrix(1/3, 1/3, 1/6,e,ny,dy);

end

Para ello se sirve de la funcion cmatrix.
1.3.3.3 Funcion K’.

Crea la matriz de integracion o discretizacion de tipo K:

function [m] = K(ny, dy, e)
%K Crea las matrices Kx, Ky, Kmux y Kmuy
dy=1/dy;
m=cmatrix(-1,-1,1,e,ny,dy);
end

Para ello se sirve de la funcién cmatrix.

1.3.3.4 Funcion JE'.
Crea la matriz de integracion o discretizacion de tipo JE:

function [m] = JE(ny, dy, e)

$Crea la matriz JE para la integracién
m=cmatrix(1/2,1/2,0,e,ny,dy);

end

Para ello se sirve de la funcidn cmatrix.
1.3.3.5 Funcion ‘cmatrix’.

Crea las matrices de integracion tipo K y M, insertando los valores por elemento:

function [ M ] = cmatrix(Nii,Njj,Nij,e,n, dx)

$cmatrix Crea las matrices de coeficientes Kx, Ky, Mx, My, Mrox, etc

Se insertan los valores de Nii, Nij, Njj en la integracién de las
funciones de forma por elemento. e es el vector de la funcién en cada
elemento (permeabilidad o conductividad). para Kx, Mx se insertard un
vector columna de 1 con tamafio igual al numero de elementos.

if (Nij~=0)

M=spdiags ([dx*Nij*[e;0] dx* (Nii*[e;0]+Njj*[0;e]) dx*Nij*[0;ell,-1:1,n,n);
else %$Vector columna (para la integracidén de Jex por elemento)

M=dx* (Nii*[e;0]+Njj*[0;e]);

end

end

a0 oo oo

oo
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1.3.3.6 Funcion ‘circulo’.

Crea un conductor circular de un determinado diametro:

function [fx,fy] = circulo (Nx,Ax,Ny,Ay,D)
$%Dibuja un circulo de diametro D centrado en una placa con Nx-Ax x Ny -Ay

X

33sNx, Ny numeros enteros pares y D < L
if (D>Nx*Ax || D>Ny*Ay) error('D > Lx || D > Ly'"); end

R=D/2;
Nxc=round (R/AX) ;
Nyc=round (R/Ay) ;

fx=zeros (Nx, 2*Nyc) ;
fy=zeros (Ny, 2*Nyc) ;

y=0; navan=0;
for i=1:Nyc

£y (Ny/2-i+1,1i)=1
fy (Ny/2+1i, i+Nyc)

’

g
x=sqrt ((D/2)"2-y"2);
Navan=round (x/Ax) ;

fx ((Nx/2-Navan) : (Nx/2+Navan), i)=ones ( (2*Navan)+1,1) ;
fx ((Nx/2-Navan) : (Nx/2+Navan) , i+Nyc) =ones ( (2*Navan) +1,1) ;
y=y+Ay;
end
end

1.3.3.7 Funcion ‘DosCirculos’.

Crea un sistema de dos conductores circulares paralelos de un determinado diametro y
con una separacion especificada, ademas de poder especificar si el sentido de la co-
rriente es el mismo u opuesto en los condcutores:

function [fx,fy] = DosCirculos (Nx,Ax,Ny,Ay,D,separacion,sentido)
$%Dibuja dos circulos de diametro D centrados en una placa con Nx - Ax X

X

%Ny Ay, separados una determinada distancia

X

33sNx, Ny numeros enteros pares y D < L

if (D>Nx*Ax || D>Ny*Ay) error('D > Lx || D > Ly'"); end
if (D/2>separacion) error ('R > separacién'); end
R=D/2;

Nxc=round (R/AX) ;
Nyc=round (R/Ay) ;

fx=zeros (Nx, 2*Nyc) ;
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fy=zeros (Ny, 2*Nyc) ;
y=0; navan=0;
for i=1:Nyc

fy (Ny/2-i+1,1)=1;
fy (Ny/2+i,i+Nyc)=1;
x=sqrt ((D/2) "2-y*2);
Navan=round (x/Ax) ;

fx ((Nx/2-separacion-Navan) : (Nx/2-
separaciontNavan),i)=ones ((2*Navan)+1,1);
fx ((Nx/2-separacion-Navan) : (Nx/2-
separaciontNavan) , i+Nyc)=ones ( (2*Navan)+1,1);
fx ((Nx/2+separacion-
Navan) : (Nx/2+separacion+Navan), i) =ones ((2*Navan)+1,1) *sentido;
fx ((Nx/2+separacion-
Navan) : (Nx/2+separacion+Navan), i+Nyc) =ones ( (2*Navan) +1,1) *sentido;
y=y+Ay;
end
end

1.3.3.8 Funcion ‘SumRo’.
Realiza los sumatorios correspondientes en problemas con conductividad variable:

function [ SumaMnx, SumaMix ] = SumRo( X,CEx,nx,Y,CEy,ny,modo)

Xmod=X (:,modo) ;

SumaMnx= ( (Xmod.*Xmod) . ") *CEx; gmatriz 1 x mC
SumaMnx=SumaMnx*CEy."'; $matriz 1 x ny
SumaMnx=spdiags (SumaMnx.', 0, ny, ny); $matriz ny x ny

DXn=spdiags (Xmod, 0, nx, nx);
SumaMix=CEy* ( (CEx. ') *DXn*X (:, l:modo-1)); Smatriz ny x i-1

SumaMix=Y (:, 1:modo-1) .*SumaMix; $matrix ny x i-1
SumaMix=sum (SumaMix, 2) ; Smatrix ny x 1
end

1.3.3.9 Funcion ‘IntlFunction’.
Realiza la integracion:

function [ It ] = IntlFunction( Jt,dx,dy )

[U,S,V]=svd(Jt) ;

e=1; iB=0;
while (e>=1le-7)
iB=1iB+1;

e=S (iB, iB) ;
end
Jty=U(:,1:iB) *S(1:1B,1:1iB);
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Jtx=V(:,1:1iB) ;
imagesc (abs (Jty*Jtx."))

[1x,~]=size (Jtx) ;
[ly, mJt]=size (Jty) ;

ny=1ly+1;
nx=1x+1;

JEty=ones (ny,mJdt) ;
JEtx=ones (nx,mJt) ;

oo

for p=1:mJt

o\°

o\°

[JEty(:,p)] = JE(ny, dy, Jty(:,p));

oo

oo

end
for p=1:mJt

o o°

oo

[JEtx(:,p)] = JE(nx, dx, Jtx(:,p));

oo

o\°

end

o0 P

oo

It=ones (1l,ny) *JEty* (ones (1, nx) *JEtx) ."';

sum=0;

for p=1:mJt
sum=sumttrapz (Jtx (:,p)) *trapz (Jty (:,p) ) *dx*dy;
end

It=sum;

end
Ix=dx*[0.5;0nes (1x-2,1);
Iy=dy*[0.5;0nes (1ly-2,1)

d° o0 do oP

o\°

for p=1:mJt

sum=sum+ (Ix."') *Jtx(:,p) * (Iy.") *Jty(:,p);
end

It=sum;

end

1.3.3.10 Funcion ‘FirstD’.
Calcula la matriz necesaria para el calculo de la primera derivada de una funcion:

function [ Dx ] = FirstD( nx,dx )
Sea una funcién Y, su derivada se podrd calcular como Dx*Y. nx=numero
de puntos de la funcidén. dx=distancia entre los puntos

oo

oo

Dx=spdiags ([-1*ones (nx,1l) zeros(nx,l) l*ones(nx,1)],-1:1,nx,nx);
Dx=Dx/ (2*dx) ;

x(1,1)=-1/(2*dx) ;

Dx(1,2)=0;

Dx (1,3)=1/(2*dx) ;
Dx ( X) =

nx,n 1/ (2*dx) ;

272




Anexo I: Programacion

Dx (nx,nx-1)=0;
Dx (nx,nx—-2)=-1/(2*dx) ;

end

1.4. Programas desarrollados durante el Capitulo 7 sobre Modelizacion
de Sistemas de Puesta a Tierra mediante la PGD.

1.4.1. Codigo base desarrollado para la modelizacion de problemas de puesta a tierra
en 3 dimensiones.

Se completa el codigo introducido ya en el capitulo 3 introduciendo nuevos sistemas de
puesta a tierra mas complejos como opcion para el calculo de puesta a tierra en funcion
de una tension de defecto determinada en la malla, que se supone compuesta por con-
ductores ideales:

clear all; close all;

%Dominio

hx=1*1.e-2;xm=50;x=(0:hx:xm-hx) ';Nx=length (x); hx2=hx"2;
hy=1*1.e-2;ym=50; y=(0:hy:ym-hy)';Ny=length(y); hy2=hy"2;
hz=1*1.e-2;zm=50; z=(0:hz:zm-hz)';Nz=length(z); hz2=hz"2;
disp('Inicio PGD'");tic

$definicion de parametros comunes
Nm=25; niter=20; eps=le-12;

$Variable X

ix=ones (Nx,1); eX=speye (Nx,Nx) ;
dX= spdiags ([-ix ix],[-1 0],Nx,Nx); dx(1,2)=-1;
dxX= dX/hx;

dX2= spdiags([ix -2*ix ix], -1:1,Nx,Nx);
dX2(1,1)=-1; dX2(1,2)=1;

dX2 (Nx,Nx-1)=1; dX2 (Nx,Nx)=-1;

dx2= dx2/ (hx"2);

X=zeros (Nx, Nm) ;

$Variable Y

iy=ones (Ny,1l); eY=speye (Ny,Ny);

dY= spdiags([-iy iy],[-1 0],Ny,Ny); dY(1,2)=-1;
dy= dY/hy;

dY2= spdiags([iy -2*iy iy], -1:1,Ny,Ny);
dy2(1,1)=-1; dy2(1,2)=1;

dy2 (Ny,Ny-1)=1; dY2 (Ny,Ny)=-1;

dy2= dy2/ (hy"2);

Y=zeros (Ny,Nm) ;
$Variable 7

iz=ones (Nz,1l); eZ=speye (Nz,Nz);
dz= spdiags ([-iz iz],[-1 0],Nz,Nz); dz(1,2)=-1;
dZ= dZ/hz;

dz2= spdiags([iz -2*iz iz], -1:1,Nz,Nz);
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dz2(1,1)=-1; dz2(1,2)=1;

dz2 (Nz,Nz-1)=1; dz2 (Nz,Nz)=-1;
dz2= dz2/ (hz"2);
Z=zeros (Nz, Nm) ;

SDEFINICION DE CONDUCTIVIDAD DEL TERRENO
cx=1ix; dex=dX*cx;
cy=1iy; dcy=dY*cy;

o°

Terreno con una sola capa
res 1=200;
cz=(l/res 1)*iz; dcz=dZ*cz;

o°

o

o°

Terreno con dos capas:
%Capa 1(z=0:400)->200 Ohmxm /
%Capa 2(400<z<5000)->800 Ohmxm
res 1=200;
res_2=800;
cz=(1l/res 2)*iz;
for j=1:(Nz-400)
cz(j,1)=(1/res 1);
end
dcz=dZ*cz;

%Electrodo tener en cuenta el diferencial para estar bien las dimensiones
%Pica 2m
o

% sx=zeros (Nx,1); sy=zeros (Ny, 1) ; sz=zeros (Nz, 1) ;
sx (Nx/2-7:Nx/2+7,1)=1; sy (Ny/2-7:Ny/2+7,1)=1; sz (500:2500,1)=1;

o

o

Placa de 0.5x0.5 enterrada

sx=zeros (Nx, 1) ; sy=zeros (Ny, 1) ; sz=zeros (Nz, 1) ;
sx (Nx/2,1)=1; sy (Ny/2-250:Ny/2+250,1)=1;

sz (100:600,1)=1;

o° oo

o

oo

Malla 10x10m y 6 conductores enterrada 0.1lm
sx=zeros (Nx, 2) ; sy=zeros (Ny, 2) ; sz=zeros (Nz, 2) ;
sx (Nx/2-500,1)=1; sx(Nx/2,1)=1; sx(Nx/2+500,1)=1;
sy (Ny/2-500:Ny/2+500,1)=1;
sy (Ny/2-500,2)=1; sy(Ny/2,2)=1; sy (Ny/2+500,2)=1;
sx (
sz (

o o oo oo

o°

Nx/2-500:Nx/2+500,2)=1;
9:10,:)=1;

o

%Malla 10x10m de 6 conductores enterrada 0.lm mads picas de 2 metros
sx=zeros (Nx, 3) ; sy=zeros (Ny, 3) ; sz=zeros (Nz, 3) ;

sx (Nx/2-500,1)=1; sx(Nx/2,1)=1; sx(Nx/2+500,1)=1;

sy (Ny/2-500:Ny/2+500,1)=1;

sy (Ny/2-500,2)=1; sy(Ny/2,2)=1; sy (Ny/2+500,2)=1;
sx (Nx/2-500:Nx/2+500,2)=1;

sz(9:10,1:2)=1;
sx (
sy (
sz (

o 0P o° o0 o° o

o

Nx/2-500,3)=1; sx(Nx/2,3)=1; sx(Nx/2+500,1)=3;
Ny/2-500,3)=1; sy(Ny/2,3)=1; sy (Ny/2+500,3)=1
11:210,3)=1;

’

o°

o°

%Malla 1l6xlém y 6 conductores enterrada 0.6m,
%segun 1975 II DAWALIBI electrodo II
sx=zeros (Nx, 2) ; sy=zeros (Ny, 2) ; sz=zeros (Nz,2) ;
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sx (Nx/2-800,1)=1; sx(Nx/2,1)=1; sx(Nx/2+800,1)=1;
sy (Ny/2-800:Ny/2+800,1)=1;

sy (Ny/2-800,2)=1; sy(Ny/2,2)=1; sy(Ny/2+800,2)=1;
sx (Nx/2-800:Nx/2+800,2)=1;

sz(59:60,:)=1;

%$Malla 16xl6m y 14 conductores enterrada 0.6m
%$segtin 1975 II DAWALIBI electrodo IV
% sx=zeros (Nx,2); sy=zeros (Ny, 2) ;
% sx(Nx/2-800,1)=1; sx(Nx/2-400,1)=1;
sx (Nx/2+800,1)=1;
sy (Ny/2-800:Ny/2+800,1)=1;
% sy(Ny/2-800,2)=1; sy(Ny/2-400,2)=1; sy(Ny/2,2)=1;
y (Ny/2+800,2)=1;

sx (Nx/2-800:Nx/2+800,2)=1;
$ sz(59:60,:)=1;

sx (Nx/2,1)=1;

o°

(0}

o°

$Tensidén aplicada al electrodo
$100V
% ud=100;
%$1.000V
ud=1000;

%Bucle para el calculo de modos
for n= 1:Nm

sz=zeros (Nz, 2) ;

sx (Nx/2+400,1)=1;

sy (Ny/2+400,2)=1;

DX2i=DX2 (:,1:nl);

n

nl=n-1;

Xn=x.*x; Yn=y.*y; Zn=z.%*z;

Xn=rand (Nx,1) ; Yn=rand (Ny, 1) ; Zn=rand (Nz, 1) ;

Xn(1)=0; Xn (Nx)=0;

Yn (1)=0; Yn (Ny)=0;

Zn (Nz)=0;

X (:,n)=Xn; Y (:,n)=Yn; Zi(:,n)=2n;

DX=dX*X; DY=dY*Y; DZ=dZ*Z;

DX2=dX2*X; DY2=dY2*Y; DZ2=dZ2*7Z;

Xi=X(:,1:nl); DXi=DX(:,1:nl); DXn=DX(:,n);
DX2n=DX2 (:,n) ;

Yi=Y(:,1:nl); DYi=DY(:,1:nl); DYn=DY(:,n); DY2i=DY2(:,1:nl);
DY2n=DY2 (:,n) ;

Zi=Z(:,1:nl); DZi=DZ (:,1:nl); DZn=DZ(:,n); DZ2i=DZ2(:,1:nl);
DZ2n=DZ2 (:,n) ;

for iter=l:niter

%$Y¥n conocido Zn conocido
Yd=spdiags (Yn, 0,Ny,Ny) ; Zd=spdiags (Zn, 0,Nz,Nz) ;

[X11n, X1lil=ni(dex * (( cy' * Yd * Y * hy)
hz)), n);
[X02n, X02i]=ni( cx * (( cy' * Yd * Y * hy)
hz)), n);
[Y1ln, Y11il=ni( cx * ((dcy' * Yd * DY * hy)
hz)), n);
[YO2n, Y02il=ni( cx * (( cy' * Yd * DY2 * hy)
hz)), n);
[Z11ln, Z1li]=ni( cx * (( cy' * Yd * Y * hy)
hz)), n);

(dcz' * zd * DZ *
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=
N
=)

[Z02n, Z02i]=ni( cx * (( cy' * YA * Y * hy) .* ( cz' * Zd
[pxn, pxi] = ni( sx * (( sy' * Yd * Y * hy) .* ( sz' * Zd

fx = sx*((sy'*¥Yn*hy).*(sz'*Zn*hz));

A = (Y1ln + Y02n + 211ln + 202n + pxn/eps ) * eX + Xlln *
X02n *dX2;
b = -((Y11li + Y02i + Z11i + 202i + pxi/eps ).* Xi + X11i.*

X02i .* DX2i)*ones(n-1,1) + fx*ud/eps;

hz)), n);
hz)), n)
hz)), n)
hz)), n)
hz)), n)

hz)), n);

Xn(1)=0; Xn(Nx)=0; ptos=2:Nx-1;
Xn (ptos)=A(ptos,ptos) \b (ptos) ;
X (:,n)=Xn; DX (:,n)=dX*Xn; DX2 (:,n)=dX2*Xn;

%$Xn conocido Zn conocido
Xd=spdiags (Xn, 0,Nx,Nx) ; Zd=spdiags (Zn,0,Nz,Nz) ;

[X11n, X11i]=ni( cy * ((dcx' * Xd * DX * hx) .* ( cz' * zd
}XOZn, X02i]=ni( cy * (( cx' * Xd * DX2 * hx) .* ( cz' * Zd
EYlln, Y1li]=ni(dcy * (( cx' * Xd * X * hx) .* ( cz' * zd
}YOZn, Y02i]=ni( cy * (( cx' * Xd * X * hx) .* ( cz' * Zd
Elen, Z11il=ni( cy * (( cx' * Xd * X * hx) .* (dcz' * zd
}ZOZn, Z02i]=ni( cy * (( cx' * Xd * X * hx) .* ( cz' * zd
kpyn, pyil = ni( sy * (( sx' * Xd * X * hx) .* ( sz' * zd

fy = sy* ((sx'*Xn*hx) .* (sz'*Zn*hz));

A = (X11ln + X02n + Z1ln + z02n + pyn/eps ) * eY + Ylln *
Y02n *dy2;
b = - ((X11i + X02i + Zz11i + 2021 + pyi/eps ).* Yi + Y11li.*

Y02i .* DY2i)*ones(n-1,1) + fy*ud/eps;

Yn=Xn;

hy)), n);
hy)), n)
hy)), n)

hy)), n);

Yn(1)=0; Yn(Ny)=0; ptos=2:Ny-1;
Yn (ptos) =A (ptos,ptos) \b (ptos) ;

* DZ2 *

DXi +

*DZ *

* DZ2 *

dy +

DYi +

$En caso de simetria no es necesario calcular Yn se iguala a Xn

Y(:,n)=Yn; DY (:,n)=dY*¥Yn; DY2 (:,n)=dY2*Y¥Yn;

$Xn conocido Yn conocido

Xd=spdiags (Xn, 0,Nx,Nx) ; Yd=spdiags (Yn, 0,Ny,Ny) ;

[X11n, X11i]=ni( cz * ((dcx' * Xd * DX * hx) .* ( cy' * Yd
}XOZn, X02i]=ni( cz * (( cx' * Xd * DX2 * hx) .* ( cy' * Yd
}Ylln, Y11li]=ni( cz * (( cx' * Xd * X * hx) .* (dcy' * Yd

[YO2n, Y02i]=ni( cz * (( cx' * Xd * X * hx) .* ( cy' * ¥Yd

* Yy *
* Yy *
* DY *
woDY2 W
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[Z11ln, Z1li]l=ni(dcz * (( cx' * Xd * X * hx) .* (cy' * Yd * Y *
hy)), n);

[Z02n, Z02il=ni( cz * (( cx' * Xd * X * hx) .* (cy' *Yd * Y *
hy)), n);

[pzn, pzi] = ni( sz * (( sx' * Xd * X * hx) .* ( sy' *¥Yd* Y *
hy)) ,n);

fz = sz* ((sx'*Xn*hx) .* (sy'*¥Yn*hy));

A = (X11ln + X02n + Y1ln + Y02n + pzn/eps ) * eZ + Zlln * dz +
7z02n *dZ2;

b = - ((X11i + X02i + Y11i + Y02i + pzi/eps ).* Zi + Z1li.* Dzi +

7021 .* DZ2i)*ones(n-1,1) + fz*ud/eps;

Zn (Nz)=0; ptos=1:Nz-1;
Zn (ptos) =A (ptos,ptos) \b (ptos) ;
Z(:,n)=Zn; DZ (:,n)=dZ*Zn; DZ2 (:,n)=dZ2*7Zn;

end

$Se suavizan discrepancias entre modos
$imprescindible si se aplica la simetria
fx=sqrt (Xn'*Xn*hx) / (x (end) -x (1)) ;
fy=sqrt (Yn'*Yn*hy) / (y (end) -y (1)) ;
fz=sqrt (Zn'*Zn*hz) / (z (end) -z (1)) ;
fxyz=(fx*fy*fz) " (1/3);

Xn=Xn*fxyz/fx; X (:,n)=Xn; DX (:,n)=dX*Xn;
DX2 (:,n)=dX2*Xn;

Yn=Yn*fxyz/fy; Y(:,n)=Yn; DY (:,n)=dY*Yn;
DY2 (:,n)=dY2*Yn;

Zn=Zn*fxyz/fz; Z(:,n)=7Zn; DZ (:,n)=dZ*Zn;

DZ2 (:,n)=dz2*Zn;

end

figure; imagesc (x-25,y-25,Y*diag(Z(1l,:))*X'");ylabel ('Distancia (m)"'); xla-
bel ('Distancia (m)'); colorbar():;

figure; imagesc (x-25,z,Z*diag (X(Nx/2,:))*Y");ylabel ('Profundidad (m)"'); xla-
bel ('Distancia (m)'"); colorbar();

figure; imagesc (x-25,z,2Z*diag (Y (Ny/2,:))*X");ylabel ('Profundidad (m)'); xla-
bel ('Distancia (m)'); colorbar():;

toc

$Area total (normalmente la superficie)
Vsuperficial=Y*diag(zZ(1l,:))*X"';

$Zona de corte del area anterior

$En este caso por la mitad en el eje x
Vpaso=Vsuperficial (:,Nx/2) ;

$Dibujar el grafico
$Todo el corte

figure;
plot (x-25,Vpaso)
ylabel ('Tension (V) '"); xlabel('Distancia (m)"');

%Zona cercana al electrodo
figure
plot(y(2400:2600)-25,Vpaso (2400:2600))
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ylabel ('Tension de paso (V)'); xlabel ('Distancia (m)"'");

$VALIDACION segln 1975 II DAWALIBI
Vpaso=Vsuperficial (:, (667+Nx/2)) ;

figure;

plot (x(1100:3900)-25,Vpaso (1100:3900))

ylabel ('Tension (V) '"); xlabel('Distancia (m)"')

$Calculo campo eléctrico en tres derivadas parciales (4.1)
Ex=0;Ey=0;Ez=0;
for i=1:Nm

for j=1:Nm
Ex=Ex +
(DX (:,1)"*DX(:,3))*(Y(:,1)"*Y(:,3))*(Z(:,1)"*Z(:,7)) *hx*hy*hz;
Ey=Ey +
(X(:,1) "*X(:,3))*(DY (:,1) "*DY(:,3))*(Z(:,1)"'*Z(:,])) *hx*hy*hz;
Ez=Ez +
(X (1) " X (2, 3))*(Y(:,1)"*Y(:,3))*(DZ(:,1) '"*DZ(:,7)) *hx*hy*hz;
end

end

$Modulo campo eléctrico
E=sgrt (Ex + Ey + Ez);
$Corriente de defecto
I=1/res_1*E
$Resistencia a tierra
Rtierra=ud/I

disp ('ohm')

toc

1.4.2. Funcion auxiliar para la formacion de las matrices que componen los diferen-
tes términos del sistema de ecuaciones a resolver.

function [pn, pil=ni(p,n)
a=length (p) ;

pn=spdiags (p(:,n),0,a,a);
pi=p(:,1:n-1);

end
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Anexo 11

Formulacion
matematica basica para
la modelizacion

2.1. Introduccion.

En el presente anexo se presentan las bases para la formulacion del problema, las ecua-
ciones de Maxwell, ecuaciones constitutivas y los conceptos necesarios para la formu-
lacion del problema.

Toda la formulacion aqui recogida puede encontrarse en bibliografia relacionada con la
Teoria del Electromagnetismo y el analisis mediante métodos numéricos de maquinas eléc-
tricas, pero especificamente la aqui mostrada ha sido extraida de [141] [142] [80] [79]
[143].

2.2. Formulacion matematica basica para la modelizacion. Analisis de
las ecuaciones diferenciales que rigen el comportamiento.

Como ya se coment6 en el Capitulo 2, para la resolucion de cualquier problema elec-
tromagnético, hemos de tener en cuenta los siguientes puntos:

= Ecuaciones Constitutivas 0 de Comportamiento de los Materiales: Que ri-
gen el comportamiento de los diferentes medios materiales bajo las influencias
de las fuerzas electromagnéticas.

=  Ecuaciones de Maxwell: A partir de las ecuaciones de Maxwell y la defini-
cion de una serie de magnitudes fundamentales se desarrollan las ecuaciones
de di-fusién magnética y de continuidad eléctrica.
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=  Condiciones de Contorno: Condiciones de tipo Dirichlet o Neumann, o la
combinacion de ambas, que definen lo que sucede en el contorno del area o
volumen analizado, lo que define la solucién particular del problema general
formulado a partir de los dos puntos anteriores.

A continuacion, se describen cada uno de ellos en los proximos apartados.

2.2.1. Ecuaciones Constitutivas o de Comportamiento de los Materiales.

Son las ecuaciones que consideran el medio fisico en el cual se establecen las magnitu-
des que intervienen en el las ecuaciones de Maxwell, de tal forma que las complemen-
tan. Para nuestro &mbito de aplicacion las ecuaciones constitutivas que nos interesan
son:

E

J=c-E=— (A2.2.1)
p

D=¢-E (A2.2.2)

B=pu-H (A2.2.3)

2.2.2. Ecuaciones de Maxwell.
Las cuatro ecuaciones de Maxwell son las siguientes:

2.2.2.1 Primera ecuacion de Maxwell. Teorema de Ampere.

La expresion en derivadas, mediante el operador nabla V, de la primera ecuacion de
Maxwell es:

aD
VxH=]+— (A2.2.4)

Donde H es el campo magnético, J es la densidad de corriente eléctrica y D es el vector
desplazamiento de la corriente.

Se define la corriente de conduccion como I:

= f ] J-ds (A2.2.5)
S

Y la corriente de desplazamiento Ip:
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aD
Ip = f f - ds (A2.2.6)
S

Aplicando las definiciones de corriente de conduccion y de corriente de desplazamien-
to y aplicando el teorema de Stokes se obtiene la expresion integral de la que hemos
denominado primera ecuacién de Maxwell:

%H-dl=ff]-ds+ff%—?-ds (A2.2.7)
c S S

Cuando ¢ >> w, podemos considerar que D = 0, lo cual es cierto para la mayoria de
los campos variables en medios conductores; por ejemplo, en el calculo de campos en
medios ferromagnéticos, como es el caso de las maquinas eléctricas [80]. A los casos
en los que se puede menospreciar el vector desplazamiento se les denomina cuasiestati-
cos y en la literatura especializada también se le suele denominar "eddy current pro-
blem". A aquellos casos en los que D # 0 y no puede ser despreciado se denominan
magneto-dinamicos.

Los casos de mayor interés para esta tesis son el estatico, y principalmente el cuasiesta-
tico, que representa la gran mayoria de los casos de aplicacion industrial en la actuali-
dad, para el cual la primera ecuacion de Maxwell se expresa como:

UxH=] (A2.2.8)

La ecuacion (A2.2.8) indica que la fuente del campo magnético es la corriente eléctri-
ca. Si expresamos la primera ecuacion de Maxwell de forma integral para el caso cua-
siestatico tenemos:

ng-dl=ff]-ds (A2.2.9)
C S

2.2.2.2 Segunda ecuacion de Maxwell.
La expresion diferencial de la segunda ecuacion de Maxwell es:

V-B=0 (A2.2.10)

Donde B es la induccion o densidad de flujo magnético. A la magnitud vectorial que
cumple que su divergencia es cero se la denomina solenoidal, y esto significa que el
campo no tiene ni fuentes, ni sumideros. El campo magnético es solenoidal.
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El flujo de un campo solenoidal es conservativo, esto es, el flujo que entra en un volu-
men es igual al flujo que sale de él. Como que el campo magnético es solenoidal, el
flujo magnético es conservativo.

Aplicando el teorema de la divergencia se puede deducir la version integral de la se-
gunda ecuacion de Maxwell:

ﬁV-BdV=#B-ds=O (A2.2.11)

%4 N

2.2.2.3 Tercera ecuacion de Maxwell.

La tercera ecuacion de Maxwell tiene la siguiente expresion:

VXE=—— A22.12
pn ( )

La ecuacion (A2.2.12)se analoga a la (A2.2.8), la primera ecuacion de Maxwell en el
caso cuasiestatico. La tercera ecuacion de Maxwell nos indica que la variacion del
campo magnético H en el tiempo es una fuente de campo eléctrico E. Esta ecuacion se
expresa de forma integral como:

}gE-dl = —ﬂ% -ds (A2.2.13)
C S

El término de la derecha de la ecuacion (A2.2.13) es la fuerza electromotriz ¢, que mas
adelante identificaremos con el potencial escalar eléctrico U. El segundo término de
(A2.2.13) es la derivada temporal del flujo magnético. Asi pues podemos expresar la
forma integral de la tercera ecuacion de Maxwell como:

¢

SZ—E

(A2.2.14)

La ecuacion (A2.2.14) es la expresion de la ley de Faraday. En consecuencia, podemos
identificar la tercera ecuacion de Maxwell con la ley de Faraday.

2.2.2.4 Cuarta ecuacion de Maxwell.
La cuarta ecuacion de Maxwell establece que:

V-D=p (A2.2.15)

Donde p es la densidad volumétrica de carga eléctrica. La expresion integral de
(A2.2.15) es:
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#I-ds =Q (A2.2.16)
S

Donde Q es la carga eléctrica. La ecuacion (A2.2.16) es conocida como ley de Gauss.

Si comparamos la cuarta ecuacion de Maxwell con la segunda ecuacion de Maxwell
(A2.2.10), apreciamos una de las diferencias fundamentales entre el campo eléctrico y
el magnético. La segunda ecuacion de Maxwell nos indicaba que el campo magnético
es solenoidal y por tanto el flujo magnético conservativo. En cambio, el campo eléctri-
co no es solenoidal y por tanto su flujo no es conservativo.

2.2.3. Ecuacion de Continuidad Eléctrica.

Aplicando la divergencia a ambos lados de la primera ecuacion de Maxwell (A2.2.4),
obtenemos:

V-(VxH)=V-]+V-aa—]z (A2.2.17)
Y como la divergencia del rotacional es cero:
V- (VxH)=0 (A2.2.18)
el término de la izquierda de (A2.2.17) es cero, tenemos que:
0=V-]+V-6—D (A2.2.19)

Jt

Entonces, combinando (A2.2.19) con la cuarta ecuacion de Maxwell obtenemos:

dp
V.]=-— A2.2.20
] ot ( )
Esta ecuacion se conoce como la Ecuacion de la Continuidad Eléctrica.

En el caso cuasiestatico se puede considerar que la derivada temporal de la densidad
o L . a

volumétrica de carga eléctrica es nula, es decir, se cumple que -a—’t) =0, con lo que la

ecuacion (A2.2.20) resulta en:

V-]=0 (A2.221)

Esto quiere decir que el flujo del vector o, equivalentemente, la corriente de conduc-
cion es conservativa, o lo que es lo mismo, la corriente que entra en un determinado
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volumen es la misma que la que sale. Cuando no ocurre asi es que existe una acumula-
cion de cargas.

2.2.4. Potenciales.

Los potenciales son magnitudes auxiliares que facilitan la resolucion de las ecuaciones
de Maxwell. Hay una cierta variedad de potenciales, el empleo de uno u otro comporta
una serie de ventajas e inconvenientes en funcién del problema a resolver. Aqui vamos
a tratar los potenciales mas empleados para los casos estaticos, y sobre todo en el caso
cuasiestatico en ingenieria eléctrica, esto es, los candidatos a intervenir en la formula-
cion de nuestro problema. Tan so6lo se presentara su definicion, nomenclatura y algunas
particularidades, sin entrar en mas detalle, para lo cual se indica la bibliografia existen-
te.

Los potenciales clasicos son aquellos que se deducen directamente de las ecuaciones de
campo de Maxwell en si mismas [16]. Estos potenciales son:

= Potencial vector magnético A.
= Potencial escalar magnético y.
= Potencial vector eléctrico T.
= Potencial escalar eléctrico U.

De los potenciales no clasicos el que se suele emplear en aplicaciones de ingenieria
eléctrica es el potencial escalar eléctrico integrado en el tiempo [144]. Si bien, no em-
plearemos la formulacion derivada de este potencial.

2.2.4.1 Potencial vector magnético A.
Como la induccion B es solenoidal, existe una magnitud vectorial A tal que cumple:

B=VxA (A2.2.22)

Esta magnitud vectorial A es la que denominamos potencial vector magnético.
Entre las propiedades del potencial vector magnético destacan dos:

= La primera es que el campo magnético es paralelo a la linea equipotencial de
A.

» La segunda propiedad, referente al flujo magnético, nos dice que la diferencia
entre potenciales vector magnéticos da como resultado el flujo magnético por
unidad de profundidad. Dibujando las lineas equipotenciales de A se puede vi-
sualizar la distribucion del campo magnético en el dominio.

Si bien el potencial vector magnético no tiene por qué tener un significado fisico de-
terminado, se trata de un variable auxiliar para resolver las ecuaciones de Maxwell, de
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la ecuacion (A2.2.32) y la de definicion de rotacional se puede considerar que A da una
medida de la capacidad de inducir fuerza electromotriz por parte de la campo magnéti-
co.

2.2.4.2 Potencial escalar magnético y.

En algunas publicaciones se representa con letra griega omega mayuscula Q. Nosotros
reservamos dicha letra para identificar los dominios y subdominios del problema a
resolver.

En una region libre de corrientes, la primera ecuaciéon de Maxwell se transforma en:
VxH=0 (A2.2.23)

Existe una propiedad del rotacional [145] que indica que cuando el rotacional de una
magnitud vectorial es cero (campo irrotacional), existe un potencial escalar cuyo gra-
diente es la propia magnitud vectorial. Aplicado esta propiedad al caso del campo H, se
deduce la existencia del potencial escalar magnético o:

H=-V.¥ (A2.2.24)

Ademas aplicando la propiedad de campo solenoidal de la induccion B (A2.2.10) y la
ley constitutiva B = p - H obtenemos la generalizacion no lineal de la ecuacion de
Laplace:

V- (V-¥)=0 (A2.2.25)

2.2.4.3 Potencial vector eléctrico T.

En el caso cuasiestatico se puede considerar que la densidad de corriente J es solenoi-
dal, ecuacion (A2.2.21). En tal caso existe un potencial vector cuyo rotacional es la
propia densidad de corriente, este es el que denominamos potencial vector eléctrico T:

J=VXT (A2.2.26)

Este potencial es interesante en el sentido que nos proporciona una cierta simetria entre
el campo magnético y el campo eléctrico. Siguiendo un razonamiento analogo al se-
guido para el potencial vector magnético A, para el potencial vector eléctrico T se pue-
de deducir que la diferencia de potencial es la intensidad eléctrica por unidad de pro-
fundidad:
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I
Tl - Tz = ; (A2.2.27)

Donde 1 es la profundidad.

2.2.4.4 Potencial escalar eléctrico U.
De la tercera ecuacion de Maxwell, ecuacion (A2.2.12), se deduce:

oA
v x (E + E) —0 (A2.2.28)

Por tanto, recordando la propiedad de los campos irrotacionales, debe existir un poten-
cial escalar U que cumpla:

oA
VU=E+— (A2.2.29)

Este es el que denominamos potencial eléctrico U.

2.2.5. Normas (Gauge conditions).

Segtin el teorema de Helmholtz solo se puede considerar tinico a un campo vectorial
cuando éste tiene especificados tanto su rotacional como su divergencia. Por tanto, si
deseamos formular nuestro problema en funcion de un determinado campo vectorial,
éste debe tener definidos su rotacional y su divergencia.

Las formulaciones que empleamos para nuestro problema son:
* Formulacién en H
»  Formulacion en A-U

Para la formulacién en H no hay ningun problema puesto que tanto la divergencia co-
mo el rotacional estan definidos por las propias ecuaciones de Maxwell. No ocurre asi
con el potencial vector magnético A, del cual tenemos definido el rotacional por la
ecuacion (A2.19), pero nada sabemos acerca de su divergencia, la cual no queda de-
terminada. A la condicion auxiliar que se introduce en la formulacién de un problema
se la denomina norma. No existe una norma tnica, cualquier valor de divergencia V-A
resultara en el mismo rotacional V- A = B, pues ambos son independientes.

2.2.5.1 Norma de Coulomb.

En nuestra formulacion adoptaremos la norma conocida como de Coulomb que define
la divergencia del potencial vector magnético A como:

V-A=0 (2.2.30)
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Con esta norma se consigue ademas que las dos componentes de A sean constantes al
cambiar de medio, esto es, A es plenamente continua.

La misma norma se puede aplicar igualmente para el potencial vector eléctrico, que
tampoco tiene la divergencia definida:

V-T=0 (A2.2.31)

2.2.6. Ecuacion de Difusion del Campo Magnético

La ecuacion de difusion indica como se distribuye el campo magnético en un medio.
Esta es la ecuacion que emplearemos para determinar el campo en el interior del nii-
cleo. La ecuacion de difusion se determina a partir de las ecuaciones de Maxwell, las
leyes constitutivas y la norma adoptada.

Se pueden realizar diversas formulaciones de la ecuacion de difusion, en funcion de la
magnitud adoptada. Nosotros presentamos a continuacion las tres que nos pueden re-
sultar mas utiles en nuestro ambito de aplicacion, todas ellas para el caso cuasiestatico.

2.2.6.1 Formulacion en H.
Partiendo de la primera ecuacion de Maxwell para el caso cuasiestatico, la ecuacion
(A2.2.8), y aplicando sobre ¢lla el rotacional a ambos lados:

VX (VXH)=Vx] (A2.2.32)

Aplicando la relacion para el operador laplaciano, la ecuacion (A2.2.32) se transforma
en:

V(V-H) —VZH=Vx] (A2.2.33)

Paralelamente, combinando la segunda ecuacion de Maxwell (A2.2.10) con la ley cons-
titutiva (A2.2.3) obtenemos:

V-uH=0 (A2.2.34)

La permeabilidad no depende del espacio, por lo que podemos sacarla del operador
divergencia:

Ww-H=0 (A2.2.35)

Sustituyendo (A2.2.35) en (A2.2.32):
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—VZH=VX] (A2.2.36)

Sustituyendo | por la ley constitutiva (A2.2.1) en (A2.2.36), donde o es la conductivi-
dad eléctrica del material, que supondremos constante:

—V?H =0V XE (A2.2.37)
Aplicando la tercera ecuacion de Maxwell:

_V2H = _g‘z_f (A2.2.38)

Finalmente, aplicando de nuevo la ley constitutiva (A2.2.3), obtenemos la ecuacion de
difusion del campo magnético formulada en H:

JH
V?H = op— (A2.2.39)
ot
La principal ventaja de esta formulacion es que, en el caso mas genérico, inicamente se
deben resolver tres incognitas (Hx, Hy, Hz).

La desventaja es que la componente normal de H es discontinua en las fronteras de
materiales. Esto es un problema cuando se emplea en métodos numéricos basados en la
discretizacion del espacio en nodos, la formulacién es inadecuada para aplicarla en
problemas donde existen regiones con permeabilidades diferentes.

Otro problema asociado con la formulacién en H es la condicion frontera, al resolver la
ecuacion (A2.2.39) el campo H(x,y,z,¢) aparece en funcién del campo en la frontera H,,.
El problema esta en que segiin como sea la definicion del problema no es trivial la
determinacion de H,,.

2.2.6.2 Formulacion en A-U.
Aplicando la definicién de potencial vector magnético A (A2.2.22) y la ley constitutiva

B = p-H en la primera ecuacion de Maxwell para el caso cuasiestatico VX H =]
obtenemos la siguiente ecuacion:

1
VX VxA=] (A2.2.40)

Atendamos ahora la naturaleza de J. La corriente en un material puede ser debida a las
corrientes inducidas J, o una corriente impuesta externamente Jy.
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IJ=Jo+]Je (A2.2.41)

Desarrollamos a continuacion las corrientes inducidas, pues las corrientes impuestas
son, en principio, un dato del problema. Partimos en este caso de la ecuacion
(A2.2.29), despejando el campo eléctrico E.

E=———-VU A2.2.42
pn ( )

Las corrientes inducidas en el material J dependen de la conductividad por la ley J =

oE sustituyendo en la ecuacion (A2.2.41):

0A
Je = FTE oVU (A2.2.43)

Por tanto la densidad de corriente desarrollada es:

0A
J= —0—- aVU +Jo (A2.2.44)
Sustituyendo en (A2.2.40):
1 0A
VXEVXA-}-GE-}-GVU:](’ (A2.2.45)

La expresion (A2.2.45) es la ecuacion de difusion del campo magnético formulada en
A-U genérica. Esta ecuacion se debe adaptar en funcion de la naturaleza de las corrien-
tes que circulan en la zona en la que se aplica la ecuacion.

Se requieren dos condiciones de continuidad de A y U en las fronteras de materiales:

. aA .
= La componente tangencial de (E + VU ) es continua en las fronteras de mate-

riales.
9A
» La componente normal cumple: (a Pl oVU ) =0.

Con esta formulacion desaparecen las dificultadas de la formulacion en H en las fronte-
ras. Es una formulacion totalmente adecuada para su resolucion por métodos numéricos
que discretizan el espacio, como el método de las diferencias finitas o el método de los
elementos finitos.

2.2.6.3 Formulacion en T-'P.
A partir de [80], se puede afirmar:
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H=T-VY¥ (A2.2.46)
y aplicando la primera ecuacion de Maxwell se deduce que:
VXT=] (A2.2.47)

Partiendo de la tercera ecuacion de Maxwell, aplicando la ley constitutiva para el cam-
po eléctrico:

1
=) -lyxr (A2.2.48)
g g

y la ley constitutiva para el campo eléctrico:
B=uH=u(T-VY) (A2.2.49)

se obtiene la siguiente expresion:
1 aT d
VX|=VXT)= (——V—‘F) A2.2.50
<a ) #\ar ™ Vot ( )
La expresion (A2.2.50) es la ecuacion de difusion del campo magnético formulada en

T-w. Por otro lado partiendo de la segunda ecuacion de Maxwell y aplicando de nuevo
(A2.2.49) se obtiene esta otra expresion que complementa a (A2.2.50):

V- u(T-V¥P =0 (A2.2.51)

Segun Albanese y Rubinacci [78] con esta formulacion aplicada a sistemas no lineales,
a la hora de resolver el sistema de ecuaciones, los métodos de Newton-Raphson, cuasi-
Newton o punto fijo no convergen.

2.2.7. Condiciones de Contorno para el problema en particular.

Las condiciones de contorno que se deben aplicar a cualquier problema a resolver de-
ben de alguno de los siguientes tipos:

= Dirichlet.
=  Neumann.
= Combinada.

Estas codciones se explican mas detalladamente en el préximo Anexo II1.
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Actualmente, y cada vez mas debido al avance de las técnicas de computacion que lo
permiten, se comienza a trabajar con lo que se conoce con Modelos Multifisicos; esto
es debido a que, cuando se estudia un proceso de cualquier tipo en un sistema determi-
nado, la variacion en algunos de los parametros provocan la variacion en otros parame-
tros, con lo que todos ellos suelen estar relacionados y en mayor o menor medida se
influencian mutuamente. Por lo tanto, para llegar a una solucion mas precisa, es conve-
niente tener en cuenta estas interrelaciones entre las diferentes caracteristicas de los
materiales que componen un mismo sistema que se encuentra bajo analisis 0 modeliza-
cion.
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Anexo 111

Métodos Numeéricos
Tradicionales en
Electromagnetismo

3.1. Introduccion.

Sirva como introduccion al presente anexo lo comentado en el apartado 2.3 del Capitu-
lo 2.

3.2. Métodos numéricos tradicionales (Diferencias Finitas y Elementos
Finitos) para la resolucion de problemas de electromagnetismo.

3.2.1. Las Condiciones de Contorno del problema.
Existen dos tipos de condiciones de contorno:

=  Condicion de Dirichlet: esta condicion da un valor a la soluciéon en un cierto
punto prefijandolo (algo asi como un valor inicial para un cierto punto), tiene
el aspecto:

u(xo) = p

= Condicion de Neumann: esta condicion fija el valor a la derivada primera pa-
ra un cierto punto de la funcion, tiene la forma:

u'(xo) = a

Donde o y B son valores conocidos en nuestro sistema y pertenecen a los niimeros
reales.
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Ambas condiciones son combinables y se pueden fijar en cualquier punto de nuestro
sistema y dependera del problema que queramos resolver, aunque por lo general por
simplicidad se suelen situarse al principio o al final.

Estas condiciones ayudan a determinar la solucion particular del problema que quere-
mos resolver, ya que si no existieran podriamos tener un problema indeterminado.

3.2.2. Métodos basados en Diferencias Finitas.

En diferencias finitas se disponen los elementos a la misma distancia o diferencial
(Ax), por lo que el mallado es totalmente uniforme. Se fundamentan en la definicion de
las derivadas parciales, por ello, es conceptualmente el mas sencillo.

Figura A3.1. Representacion de la funcion en el punto i, y sus dos predecesores. Método
explicito.

La Figura A3.1. muestra la grafica de una funcion cualquiera. Definiremos las deriva-
das parciales con las ecuaciones (A3.2.1) para la derivada primera y (A3.2.2) para la
segunda.

- -t (A3.2.1)
dx Ax
2 , , U —Uiq  Ug — U
du vi-vi T Ay Ax Wi 2Ug T U (A3.2.2)
dx* Ax Ax Ax?

Las derivadas se pueden poner de forma explicita o implicita la Ginica diferencia es que
tomamos como referencia el término primero, central o Gltimo. Las ecuaciones mostra-
das toman como referencia el Gltimo elemento. Aunque el 6ptimo, porque es con el que
menos error se comete, es el que toma como referencia el término central, pero cual-
quiera es valido.

El error cometido dependera de las variaciones de la solucién, cuanto mayores fluctua-
ciones existan y mas agresivas sean, mayor sera el error. Para evitar que el error come-
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tido sea demasiado grande debemos fijar un incremento o diferencial adecuado (Ax),
cuanto menor sea esté mas nos acercaremos a la solucion real pero tendremos un mayor
nimero de elementos. Veamos esto con un ejemplo grafico:

Con el fin de evitar bucles y usar matrices, que son mucho mas rapidas de resolver,
ademas de generar un método general que resuelva cualquier ecuacion diferencial,
explicamos la solucion propuesta.

Consiste en crear una matriz que represente la derivada segunda, primera y término
independiente. Para ello escribiremos la nueva forma de nuestra ecuacion diferencial:
a-AU+b-BU+c-CU=F(x)
(A3.2.3)
[a-A+b-B+c-ClU=F(x)

Donde:
» A es la matriz derivada segunda.

» B lamatriz derivada primera.

= C la matriz del término independiente.
» U la matriz solucion.

= F la matriz de fuentes.

Si conseguimos la creacion de estas matrices generales solo tendremos que sumarlas y
resolver una ecuacion a matricial.

a11012013 - al,n'l rurl rxrl

az1 022 033 --Ap | | Uz X2
Q31032033 ... A3p| |U3| = | X3 (A3.24)
anyl an‘z an‘3 e an'n un xn

Entonces procedemos a definir las matrices una por una de la forma matricial (A3.2.3).

3.2.2.1 Matriz término independiente C.

Esta matriz unicamente afecta a su propio término por ello serd una matriz identidad.
Para crearla se utiliza el comando en MATLAB spdiags y a modo de ejemplo veremos
el aspecto de esta matriz de 5x5:

[10000]
01 0 0 0]
C={o 0 10 o| (A3.2.5)
00 010
0 0 0 0 1
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Entonces si multiplicamos por la matriz U de soluciones e igualamos a la matriz F de
fuentes nos quedaraque 1 - u; + 0-u, + 0 - ug + -+ = x4, es decir, u; = x4

3.2.2.2 Matriz derivada primera B.

Siguiendo con la misma filosofia que la anterior nos deberemos fijar el la ecuacion
(A3.2.1) para intuir la forma de esta matriz. Como se aprecia en la ecuacion debemos
restar el término anterior y dividir entre el diferencial. Por ello esta matriz a modo de
ejemplo quedaria:

10 00 0
111 000

B=—-0 -1 1 0 o (A3.2.6)
lo 0 110
0 0 0 -1 1

El diferencial se multiplica como una constante a toda la matriz. El primer término
deberemos fijarle un valor (condicién de contorno) para sacar los siguientes, aunque
esto se vera con mayor detalle mas adelante cuando se comenten las condiciones de
contorno.

Si multiplicamos ahora (A3.2.6) como hicimos antes con (A3.2.5) nos quedara la defi-
nicién que buscabamos de la ecuacion (A3.2.1). Obviemos el primer elemento pues es
una condicién de contorno pero si lo podemos comprobar con el resto, por ejemplo el
tercer término (tercera fila):

B-U=F (A3.2.7)
A—lx(O'u1+(—1)*u2+1'u3+0-u4+0-u5)=x3 (A3.2.8)
A_lx. (c1 w41 u) = x4 (A3.2.9)

% = x, (A3.2.10)

Efectivamente cumple nuestras especificaciones y obtendriamos una matriz U solucion
de la ecuacion diferencial

3.2.2.3 Matriz derivada segunda A.

La metodologia continua siendo la misma sélo que en esta ocasion deberemos fijarnos
en la derivada parcial segunda (A3.2.2). En esta ocasion para saber un término debe-
mos conocer los dos anteriores y nuestro aspecto de la matriz seria:
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21 0 0 0

1/t 2 100
AZF. 0 1 _2 1 0 (A3211)

1o 0o 1 2 1

0 0 0 1 -2

Comprobemos pues que cumple las especificaciones. Al igual que en la verificacion
anterior hagamos la tercera fila:

B-U=F (A3.2.12)
1
m-(o-u1+1-u2+(—2)-u3 +1-us+0-us)=1x;3 (A3.2.13)
1
_.(1.u2—2.u3+1.u4)=_x3 (A3214)

Ax?
u4_ - 2 * u3 + uz
Ax?
Cumple la ecuacion deseada con una pequefia diferencia, ya que en esta la referencia
esta puesta en el término central. Aunque en ocasiones especiales modificaremos la
referencia, esto se consigue moviendo las diagonales de lugar. De igual modo, podria

comprobarse que obtendriamos (A3.2.2) moviendo las diagonales un lugar hacia abajo,
es decir la diagonal principal seria los ‘1’ finales.

% (A3.2.15)

3.2.3. Métodos basados en Elementos Finitos (Finite Elements Methode-FEM).

El método de los elementos finitos empezd a desarrollarse en 1943 por Richard Cou-
rant que lo utilizo para el analisis de un sistema de vibracion. No fue hasta la década de
los 60 cuando comenz6 a tener mas sentido su uso con la aparicion de las computado-
ras. Pero a partir de los 80, es cuando sufre un gran auge debido a que aparecen pro-
gramas comerciales que permiten un pre y post procesamiento grafico que realizan el
mallado y la representacion de resultados. Ademas se empieza a extender para el estu-
dio de todo tipo de campos y geometrias muy complejas.

Los elementos finitos colocan sus nodos a diferenciales variables formando formas
geométricas, generalmente triangulos, cuyo tamafio depende de la variacion del campo
en la zona. Esto nos permite que en zonas criticas de la solucion coloquemos un niime-
ro mayor de nodos, mientras que en zonas donde apenas existen cambios se dispondran
pocos nodos.

Ademas sigue un proceso muy esquematizado e intuitivo:

= Fase de geometria: el primer paso es realizar un dibujo del objeto donde que-
remos aplicar las ecuaciones. Se puede realizar con multitud de herramientas,
inclusive programas especializados de dibujo. Cada zona cerrada de la geome-
tria comprendera lo que se conoce como subdominio.
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= Fase de mallado: la geometria se divide en trozos llamados elementos, cuyos
vértices seran nuestros nodos. Puesto que, se malla la geometria podemos refi-
nar, es decir, afiadir mas elementos en aquellas zonas que se intuyen mas con-
flictivas en la solucién o las cuales su pequefio tamafio respecto al resto, re-
quieren mayor nimeros de elementos pequefios. Como se ha mencionado el
tamafio de la malla es variable por lo que se debe ajustar a nuestras necesida-
des geométricas.

= Fase de resolucién: se le ponen las ecuaciones diferenciales y condiciones de
contorno para resolver el problema.

= Fase de post-procesado: se dibuja la solucion colocando los valores en los di-
ferentes nodos en una adecuada escala de colores. Ademas se puede realizar
secciones y calcular otros parametros a partir de la solucion.

En diferencias finitas el proceso es el mismo pero menos intuitivo y visual, aunque se
ha intentado aproximar a este proceso como veremos mas adelante en la comparativa
de métodos.

La ecuacion a resolver sera:

d?u
D_dxz +f(x)=0 (A3.2.16)
En este caso, D es la conductividad de la zona.

Si integramos a ambos lados de la ecuacion (A3.2.16)
fu* (VDVu+ f)dx=0 (A3.2.17)
Aplicando resolucion por partes a (A3.2.17)

dut
f(Vu*)T D Vu dx =-uig— f u* f dx (A3.2.18)

u*es un pequefio incremento del dominio por lo que debemos dividir el dominio en
elementos (o mallar), reescribiendo la ecuacion:

Qf f u® f dx (A3.2.19)
e=1

u®*esta restringido a su area de dominio

Para simplificar consideraremos elementos triangulares definido por los vértices y sus
coordenadas. Tomaremos unas bases universales y luego se realizara un cambio de
coordenadas. Las bases de nuestro tridngulo (A3.2.20) de lados unidad representada en
la siguiente figura es:
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Figura A3.2. Elemento base triangular para la descomposicion en Elementos Finitos.

NEn)=1-8§—n
N,(&m) =8
N3(&mn) =n

(A3.2.20)

De esta forma quedan definidas todas las zonas del tridngulo. Para realizar el cambio

de coordenadas es necesario el Jacobiano.
dx dy .
dE dE <—xf +x; —yi+ YZ>
@ﬁg xS —yE Y

Y la inversa del Jacobiano:

dE dt dx dy\
e
dn dn dx dy =J
\dx dy/ \dn dn

Sustituyendo en la ecuacion (A3.2.18):
f(Vgue*)T QT D Q Veu® det()) dgdn
Consideremos que:

due le dN, dN;

vw”—l - = an, 5 dzlkﬁ}—(jigb ui )= By

(A3.2.21)

(A3.2.22)

(A3.2.23)

(A3.2.24)
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Finalmente quedara la integral (A3.2.23) como:
ueT ([ BT QT D Q B det()) dEdn) ue =0T Keye (A3.2.25)

Entonces tendremos que resolver:

e=E e=E
Z Ke Ue = Z Fe (A3.2.26)
e=1 e=1

Por tanto, se debe generar una matriz A que correspondera con la derivada segunda a
partir de la suma de matrices K de cada una de los elementos. Del mismo modo que la
fuente total debe ser disgregada y sumada a la matriz F segun el area del tridngulo.
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Anexo IV

Formulacion Basica

para el Desarrollo de la
PGD

4.1. Formulacion discreta de la PGD.

Partimos de la ecuacion matricial obtenida en el Capitulo 4:
(x:"MX,) (T -CT,)-(X: " KX,)-(Ty " -MT, )=

-l (A4.1.1)
- Z ((X;T-M-Xi)-(T;[T-C-Ti)-(X;T-K-Xi)-(T;[T-M-Ti))
i=1
Los valores que toman los coeficientes de las matrices M, K y C presentadas en la
ecuacion anterior y el razonamiento seguido para su obtencion se muestran en los si-
guientes apartados.

4.1.1.1 La discretizacion basada en un mallado unidimensional regular.

Como ya fue comentado en el Capitulo 4, para obtener las matrices de integracion, se
construye un mallado unidimensional del dominio espacial, con una distancia entre
nodos de valor h,, y un total de nodos igual a N,. Del mismo modo se construye un
mallado espacial del dominio temporal con una distancia entre nodos de valor h;, y un
total de nodos igual a N;. La integrales que aparecen en la ecuacion diferencial en su
formulacion débil se discretizan sobre estos domininos, dando lugar a las correspon-
dientes matrices que aparcen en la ecuacion (A4.1.1).
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La discretizacion puede ser realizada tanto por Elementos Finitos como por Diferencias
Finitas, y como en nuestro caso tomamos mallas uniformes, el resultado sera el mismo.
Se muestra a continuacion la discretizacion mediante Elementos Finitos.

Sea u(x) la funcion a integrar, de la que se conoce el valor en los nodos, U, y u,(x) la
interpolacion dentro del elemento e:

Xe+1
f u(x) -dx = Z f Ue(x) - dx (Ad.1.2)
2y eEN, Xe

Se supondra un elemento base de longitud unitaria, se integrard y a través de un cambio
de coordenadas se aplicara a un elemento cualquiera. Dentro de cada elemento se su-
pondra interpolacion lineal, por lo que las funciones de forma seran las de la siguiente
figura, siendo:

Ui, = u(xle) = u(x,) (A4.1.3)

U, = u(xze) =U(Xey1) (A4.14)

§ = M (A4.1.5)
(Xze - Xle)

g

\

Figura A4.1. Funciones de forma para la interpolacion intermodal en Elementos Finitos.

La funcién, dentro de cada elemento, también podra escribirse de las formas matricia-
les:
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N, (§)

e(§) = Uy, Nyy(©) + Uz, - Nz (©) = [V, Uzl [Nz ©
e (A4.1.6)

S © M @[]

2e
4.1.1.2 Términos sin derivadas: Matriz M.

La matriz M es aquella obtenida del término sin derivadas de la ecuacion diferencial, es
decir, en el caso anterior del primer término de (4.3.7):

f X (x) - X, (x) - dx (A4.1.7)
0
Donde la funcion X;; (x) puede ser aproximada como:
M M
X0 = ) XiG) - M) = ) X gG) - Ni () (A4.1.8)
i=1 i=1

Donde, asumiendo una distancia inter-nodal uniforme de h, interpolando linealmente
las funciones de forma N (x;) obtenemos:

X — X;_
N
X
. =< X; — X
N;(x) l+}1l % € [y, %p01] (A4.1.9)
X
0 enelresto
Es mas, las funciones N; (x) y Ny, (x) toman los valores:
xz — X
Ny(x) =—— x¢€ [x1, %] (A4.1.10)
X
X — Xp—
Ny () = == x € [xy-1, 2] (A4.1.11)
X

Integrando tendremos:
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f X300 - Xn () - dx
0

M
- | (Z X () M(x))
2 \& (A4.1.12)

2 \£
- an,j-zvj(x) . dx
=1

Que puede escribirse de la forma:
f Xi(x) - X, (x) - dx = X5T-MX, (A4.1.13)
2
De esta forma, tenemos:

Misz N;(x) - Nj(x) - dx

2h, )
M,-,-=Tpara1<l<Nx
h, (A4.1.14)
_ ] My =Mym =~

hy o
M,-]-=€para|l—]|=1

M;j =O0parali—j|>1

4.1.1.3 Términos relacionados con la segunda derivada: Matriz K.

La matriz K es aquella obtenida de término con la segunda derivada de la ecuacion
diferencial, es decir:

f d? Xy, (x)
Xp(x) ———dx (A4.1.15)
o dx

Aplicando integracion por partes:
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Loy @K ()
L Xn (X) . W ~dx
dX, (x) dX;(x) dX, (x)
=X, (x) - - . A4.1.16
() dx L dx dx ( )
dx; dX
.dx=-f P X, ()
o dx dx
Donde el término no integrado desaparece si se especifican condiciones de Dirichlet.
Donde la funcion %}f’c) puede ser aproximada como:
M M
dX;(x) dN;(x) dN;(x)
= () = o A4.1.17
= D) = Y K (A4.1.17)
i=1 i=1
Donde, las derivadas de las funciones de forma para 1 < i < M:
1
X € [xi1, %]
dNi (X) x
= 1 (A4.1.18)
dx X € [xi, Xi44]
X
0 enelresto
Es mas, las funciones M) y M) 4 yman los valores:
dx dx
dN;(x) 1
dlx == x€ [xy, %] (A4.1.19)
dNy(x) 1
= A4.1.20
dx I x € [xp-1, Xp] ( )

Integrando tendremos:

f dX;(x) dX, (x)
- . - dx
o dx dx

M
_ _fﬂ (Z X5 -dl\;"—ix)> (A4.1.21)

i=1

M
Z dN;(x)
* J

J=1

Que puede escribirse de la forma:
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[ i @,
0

o T dx = X:TKX, (A4.1.22)

De esta forma, tenemos:

- dNG) dNG)
y- dx dx X

2
K;;=—-——paral<i<N,
hy

1 (A4.1.23)
K1 =Kyu =—7—
= h,

1
Ki,-=Fpara|i—j|=1

X
K =0parali—j|>1

4.1.1.4 Términos relacionados con la primera derivada: Matriz C.

La matriz C es aquella obtenida de término con las primeras derivadas de la ecuacion
diferencial, que en el caso de la ecuacion de difusion dependeria del tiempo, es decir:

f T*(t)-dTn (t)-dt (A4.1.24)
o o 1.

Donde la funcion T;; (t) puede ser aproximada como:

M M
HOEDWHOBIOEDW NG (A4.1.25)
i=1 i=1

Donde, asumiendo una distancia internodal uniforme de h; = At, interpolando lineal-
mente las funciones de forma N;(t) obtenemos:

(t—ti_
— tEltitl
N;(t) = 4 tig1—t (A4.1.26)
! |% t € [t;, tisq]
k 0 enelresto
Es mas, las funciones N; (t) y Ny (t) toman los valores:
tz - t
N, (t) = t € [ty t;5] (A4.1.27)
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t—ty_
Ny (t) = % t € [ty_y, tu] (A4.1.28)
La funcién dTZ—t(t) puede ser aproximada como:
T, () ~O .. o
L= N T Di®) = ) Ty Dy(®) (A4.1.29)
i=1 i=1
Donde D;(t) toma los valores:
1
Di(t) = {E t € [ty ti] (A4.1.30)
0 enelresto

Integrando tendremos:

ey ATy (O
fﬂtTn(t)- T -dt

M
- fﬂt (Z Ty, Ni(t)) (A4.131)

i=1

M
D Ty Dy ) e
=1

Que puede escribirse de la forma:

daT,, (t
f T (t) - n()-dt=T,’;T-C-Tn (A4.1.32)
o, dt
De esta forma, tenemos:
1 S
3 sii=j=
1
> sii=j=N;
C--=f N;(t)-D;(t)-dt=+ 1 S (A4.1.33)
y 0 l( ]( _E Vl,]/l—]=1
1 Viili—i=—1
5 Vij/i=j=
\ 0 otros
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4.2. Introduccion de parametros en la ecuacion: matrices paramétricas
de integracion.

4.2.1. Matrices K,

Se procede andlogamente a las matrices K, vistas en apartados anteriores, teniendo en
cuenta que la permeabilidad se puede considerar constante dentro de cada elemento. Se
desea calcular:

f*)a(l aA(X))d_ZJ.* 0(1 aA(X))d_Zlf*( azu(x)d
wx ox \u(x) ox = w® ox\y, Ox = e w® 0x? x
Qy e€Ny e eENy e
= > WA — K U]
eENy €
r 1 1 0 0 0 0 00 0
[ 0 _i i 0 0 0
l _l o 0 Ho 4y O 0
M My + 0 l _l +lo o _i +
0 0 0 Ha Ha ) H3
1 0 ol L 0 ..ol L 0 .. 0
== 000 ' Wl
Ax
0 0 0 0
000 (A4.2.1)
+ : :
1 1
HUny-1 HUNe-1
0 ) "
HUn,-1 HUny-1]
1 1
-—— = 0
Ha Ha
1 1 1 1
- ——= = 0
M Hi W2 Ha
1 1 1
0 — -
1 Ha Hz M3
=[]’ —- : : U
SR: L . |
UN,-3  Hny—2 Un,—2
0 1 1 1 1
HUN,—2 Uny-2  Hng-1 HNe-1
1 1
0 —_
Hny-1 HNy-1]

Se trata por tanto de la misma matriz que la anterior, salvo que la permeabilidad de
cada elemento pondera la segunda derivada. Es inmediato darse cuenta que si la per-

meabilidad es igual en todos los elementos se obtienen la misma matriz que la calcula
anteriormente.
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4.2.2. Matrices M.

Del mismo modo se obtienen las matrices M,:

X2,
1 1
fu(x)-?-u(x)-dxz Z f U (x) - — - up(x) - dx (A4.2.2)
Jes u
x eE.Qxxle €
X2
. 1 1 o 1
Jue oue drs Y [ w@ w0 dr =01y )
u(x) He He
X eE!)xxle eENy
=[U]" - Ax
/[lilio 17°,° ,° ] 00 o
’ ’ 11 11
||3 B 6y | |0 - = [ I[() 0 0 ]I
||11110 of | 3w 6 o] | 11 0f
w3 o LLLL  lfoogo e
||0 .0 0 | ] 611?3#2 ||l : JI
Lo o Lo of ©o0 0
0 0 0
0 0 0 0
000
+ 11 1 1 ||
3 tny-1 6 Hnpr
0 11 1 1 ) (A4.2.3)
L 6 pn,-1 3 Hng-1
r1 1 11
— P 0
3 m 6 1
11 1 (1+1) 11 0
6 11 3 m My 6 U,
0 11 1 (1+1)
6 1, 3 Uy 3
=[U]"- Ax - : :
1 1 1 1 1
Z ) Z. 0
3 hny-3 M2 6 Uy,
1 1 1 1 1 1 1
0 —. —. ) —.
6 Uy 3 Uny2 Hne-1T 6 Bngr
1 1 1 1
0 Z. —.
L 6 Iny-1 3 pnp-1d
-[U]

4.2.3. Matrices M.

El principio es el mismo que para la matriz Ky,, se supone la conductividad constante
dentro de cada elemento. Por tanto la matriz de integracion para cada elemento sera la
misma multiplicada por la conductividad dentro de ese elemento:
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X2,
IU*(X)'U(X)'U(X)'dX’“’Z fue(x)'ﬂe'ue(x)'de[U*]T'ZUe'Me'[U]
Qy eE!)xxle eENy
=[U]" - Ax
rl 1 0 0 0 0 0 0
(o 1o o r 1
| % 1 ? 1 0 ! ! |0 0 0 |
502 70 ..
|—'U1 0 0 0 3 7% 6 ° 0 0
16 " 3 il 1., 1 +|0 o 1 [+
0 0 0 6 3% | 3% |
\ 0 0 L 0 0 |- 0 . OJ
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0
+7 8 : |- U] (A4.2.4)
1 1 |
0 3 ON,—1 5 ON, -1
1 1
6 ON,—1 3 ONy—1]
rl 1
5'0’1 g'd’l 0
1 1 1
g0 3 (@ata) L 0
1 1
0 G o §'(Uz+‘73)
=[U]" - Ax-
3 (ONg-3 *+ On,—2) G N2 0
1 1
0 5 N2 5'(0Nx—z+UNx—1) 5 N1
1 1
0 6 ONy -1 3’ ONy—1]
-[U]

4.3. Criterio de Convergencia para el proceso iterativo del Calculo de
Modos.

Como ya se coment6 en el apartado 4.5.1.2 del Capitulo 4, la convergencia se estable-
cera cuando las iteraciones no hagan variar la solucion. Para la iteracion p, la solucion
serd A(x,t)? = [X]? - [T]P, por tanto un criterio de parada de las iteraciones podria
ser:

IIX1P - [T1P = [X]P~1 - [T]P |

P (4D
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Siendo ||+]| la norma cuadratica, por ejemplo. Se aprovecharan las matrices de integra-
cion calculadas para la resolucion en elementos finitos para calcularlo.

Tomando la norma cuadratica:

\/ffn o, (XIP - [T]P = [X]P=1 - [T]P=1)2 - dx - dt
Jffgxﬂt TPy - d -t

Desarrollando el término del numerador y agrupando las integrales:

j [ @ m1e - s e ax- ae

0x,92¢

<e (A4.3.2)

j ] (e« @xp iy -2 @ - (X (170) - de- e

x,02¢

(A4323)
f (X1)? - dx - f (T2 - dt + f ([X]P-1)? - dx - f P12 - dt
Oy 2¢ Qx 2

a b
-2 f([X]p - [X]P-1) - dx - J.([T]p -[T]P1) - dt
Oy Q¢
\ ¢
Estas integrales podran calcularse numéricamente gracias a las matrices M, agilizando
enormemente su calculo.

(X]P - [M,] - [X]P - [T]P - [M] - [T]P + [X]P~" - [M,] - [X]P~* - [T]P1 - [M,] - [T]P!

) —2-[X]P - [M,] - [X]P~1 - [T]P - [M,] - [T]I;J—l (A4.34)

c

Procediendo andlogamente con el denominador:

ﬂ( TP)2 - dx - dt = f( 1P)2 - dx - f( P)2 - dt (A435)

0x,0¢

B R AR TR AR

Por lo que el calculo del error para determinar si se ha establecido la convergencia, que
debera ser menor que una cierta tolerancia €, se reduce a la siguiente ecuacién matri-
cial:
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([X]V M) [XTP - [TIP - [M] - [T]P + [X]P1 - [M] - [X]P-
: -[T]P - [M,]
[

[T e (712
M, 1
(K17 [, ] [XJ7 - (717 T, ] -

1
[
TP

(A4.3.6)

Este criterio también servira para dos dimensiones espaciales, introduciendo el segundo
modo espacial en lugar del temporal.

4.4. Solucion de la Ecuacion de la Difusion para el Potencial Vector
Magnético considerando dimensiones adicionales.

En el Capitulo 4 se vio la aplicacion de la PGD, utilizando matrices de integracion, al
caso mas sencillo, el unidimensional, y posteriormente se aplico al caso de una dimen-
sion mas el tiempo como parametro adicional, mostrando asi como realizar la introduc-
cion de un nuevo parametro.

A continuacion, se van a introducir nuevas dimensiones y se calculara su descomposi-
cion generalizada, como ejemplo de desarrollos mas complejos que pueden ser realiza-
dos.

4.4.1. Dos dimensiones espaciales.

La PGD permite asimismo resolver la ecuacion de la difusion para el potencial magné-
tico en dos dimensiones espaciales. Para ello, basta con afiadir una dimensioén espacial
para obtener la solucién a lo largo de un dominio bidimensional en el espacio, por
ejemplo el corte transversal de un conductor, como veremos en proximos capitulos. En
este caso desaparece el término derivativo de primer orden y aparece el de segundo
orden en las dos dimensiones espaciales. La ecuacion a resolver es asi la siguiente:

a< 1 aA(x,y)> a( 1 0A(x,y)

Cox\u(xy)  ax ) ay\u(xy)  ay

Al formular la ecuacion en su formulacion débil y sustituir por su descomposicion
generalizada mediante las siguientes expresiones:

) +J(x,y)=0 (A4.4.1)

N
AY) = ) Xi(@) %) (A442)
i=1

](x' )’) =]x ']y; ,u(x, y) = Uy .uy (A443)

la ecuacion integral:
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fx*6<1 axn)d fY*le

XEQy YEQ, Y

+fX* 1X d fy* a<1 aY”)d (A4.4.4)
 — . x.  — — 0 — . . .

o " " Coy\wy ay)

XENy yEQ,
n-1
+Z()+ an*']x'dx' fyn*.]y.dyz()
i=1 XEN, YEQ,,

En ella aparecen las integrales de los modos, multiplicados por la permeabilidad, tanto
de derivada de segundo orden como sin derivar.

Una vez se tiene la ecuacion integral el procedimiento a seguir es exactamente el mis-
mo que para la dimension temporal: se van a sustituir las integrales por productos ma-
triciales, quedando una ecuacion matricial con dos incognitas [X,,] e [V,,]. Para ello se
utilizan las dos matrices de integracion [Ku] y [M#], definidas anteriormente.

(D617 K] 1) - (06T - M |- D) + (16T - [, |- TH1)

XcoefKun YcoefMuy, YcoefKun
(06T (M, - 1)
XcoefMuy
n-1
O (6T K - D) - (001 (M | THD) (agas)
i=1 XcoefKu; YcoefMy;
(0017 [k ) - 1) - (6017 - [ M, ] - 162)
YcoefKu; XcoefMu;
+ (X1 ] - U6D - (017 - [My] - [y ]) = 0
Jeoefx Jcoefy

Como se hizo anteriormente, se aplicara el proceso iterativo mediante el cual se calcula
una de las incognitas suponiendo conocidas las demads. El criterio de convergencia de
las iteraciones sera el descrito en 4.5.1.2, y marcara el error en la solucién. Operaremos
ahora de igual modo que en el caso unidimensional temporal, pero sustituyendo el
modo temporal [T;,] por el modo espacial [¥,,].

De este modo, si se supone [X,,] dato, se podran calcular los coeficientes asociados a
esa dimension, los Xcoef, y despejar [Y;,], y la ecuacion a resolver seria:
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[Qlx = XcoefMp,, - [Kuy] + XcoefKu, - [Mﬂy];

(A4.4.6)
[l = —Jcoefx - [My] . []y] - Z (XcoefMui . [Kuy] + XcoefKy; - [Muy]) -[v]
= [f]] - f;]lmod

A continuacion se supone el valor de [Y,,], recién calculado, como definitivo y se des-
peja [X,,], resultando la siguiente ecuacion:

[Qly - [Xn] = [£];;

[Qly = YcoefMpuy, - [K#x] + YcoefKu,, - [M#x];

(A4.4.7)
[f1y = —Jcoefy - [M,] - [J,] — Z (YcoefMul- . [Kl‘x] + YcoefKyu, - [Mu D - [X:]
= [f]] - fﬁmod

Este proceso iterativo se aplicard hasta la convergencia para cada pareja de modos
hasta que se hayan calculado un numero suficiente de modos como para representar la
solucion.

Como dificultad adicional, cabe la posibilidad de encontrar geometrias mas comple-
jas, donde ya se hace necesario su definicion mediante mas de un solo modo.

Post-procesado de la solucién.

El post-procesado de la solucion es necesario para calcular magnitudes fisicas, de utili-
dad en el disefio de los dispositivos, a partir del potencial magnético tales como la in-
duccion, la densidad de corriente, el flujo magnético, resistencias, etc.

El célculo en la fase de post-procesado se simplifica enormemente gracias a la resolu-
cion mediante el PGD. Esto se debe a que las operaciones se realizan sobre los modos
de la solucion y no sobre la representacion completa por lo que es posible calcular las
magnitudes mas comunes en el disefio sin requerir tener el valor de la solucién en todos
y cada uno de los nodos, basta con tener la representacion separada (N, X N,, nodos de
la representacion completa frente a N parejas de modos de N y Ny, es decir, N - (N, +
N,) nodos de la representacion separada).
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4.4.2. Dos dimensiones espaciales y temporal.

En este punto se va a combinar lo visto en los dos anteriores, de tal manera que se ob-
tenga la evolucion temporal del potencial vector magnético para un espacio bidimen-
sional.

La ecuacion a resolver ya es la (A4.4.8), equivalente la mostrada en anteriormente pero
adaptada para dos dimensiones mas el tiempo.

Cabe recordar que el hecho de afiadir el tiempo como dimension adicional es algo
completamente novedoso e impensable hace una década, a pesar de la aparente facili-
dad con la que se realiza gracias a la PGD. Hasta entonces se trataba de resolver el
problema para cada instante de tiempo por lo que las simulaciones se extendian consi-
derablemente (tiempos de simulacion del orden de dias) si se requerian incrementos de
tiempo pequefios, por ejemplo la simulacion de 20ms de una etapa de electronica de
potencia con pasos de decenas de ns estd estimada en 7 afios tal y como muestra la
experiencia recogida en [19], algo inviable en la industria.

Este calculo es interesante en la simulacion de transitorios de conexidén de maquinas
eléctricas, para ver los picos de corriente en el encendido; en la simulacion de conmu-
tacion en alta frecuencia de equipos de electronica de potencial, ya sea a nivel térmico
o eléctrico; en la simulacion de la distribucion de potenciales tras la caida de rayos;...
En general en cualquier situacion donde existan variaciones repentinas de las excita-
ciones, donde adquiere importancia el afiadir el tiempo como dimension adicional pues
asi se puede incrementar la precision temporal sin aumentar excesivamente los tiempos
de simulacion, ya que esto no aumenta el numero de simulaciones a realizar.

6( 1 BAZ(x,y,t)> 6< 1 aAZ(x,y,t)>

Cox\uly)  ox Toy\uloy) oy

a

azz(x, %6 (A4.4.8)

=],y t) —alx,y)- ot

d

Para afiadir el tiempo como dimension adicional, basta con afadir una nueva serie de N
modos a la descomposicion generalizada (A4.4.9): los modos temporales T;(t).

N
4,(57,0 = ) X0 Ki) - Ty(0) (A4:4.9)
i=1
Jeoy,t) =]y Jy e (A4.4.10)
o(x,y) = oy -0, (Ad4.4.11)
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p(x,y) = py -ty (A4.4.12)

La forma de proceder es la misma que en los anteriores casos s6lo que ahora aparece
una nueva incognita, los modos n —ésimos temporales, por lo que aparecera una nueva
ecuacion en el proceso iterativo:

= Se planteara la ecuacion en su formulacion débil

= Se sustituird tanto el potencial magnético como los parametros del dominio
por su descomposicion generalizada. De esta manera, la incognita a calcular
(potencial vector magnético) pasa de ser una funcion tridimensional a ser pro-
ducto de tres funciones unidimensionales.

=  Se integra cada dimension por separado, quedando unicamente integrales uni-
dimensionales.

= Se calculan estas integrales de manera numérica a través de las matrices de in-
tegracion, pasando la ecuacion integral a una ecuacion.

= Finalmente, se despeja cada incognita por separado, dando lugar a tres resolu-
ciones donde una de las incognitas se calcula a partir de las demas.

Mediante este procedimiento, llegamos a la ecuacion que se muestra a continuacion:

fx*a<1 aX")d fY*1Yd fT*T dt
n6X/lxax X n#yny n “In

XEN, YER, teN;
a
+fX*1Xd f"*a<1 aYn>d fT*TdHni()
. —_— . x. . — — — . . . . cee
o " "oy \m oy o L
XEN, YENR, teN: i=1
b (A4.4.13)
+ an*-]x-dx~ fYn*~]y-dy~ an*-]t~dt
XEN, YEQR,, YENQ,

* * * aTn
- an “0y - Xy - dx - fYn coy Y- dy- an ~E~dt=0

XEN, XEN, ten;

Tras sustituir las integrales por su respectivos productos matriciales, se obtiene la ecua-
cion matricial siguiente:
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(D17 [k, ] - D)) - (1617 - (M |- ) - (0T - M1 - [TD)

XcoefKun YcoefMuy TcoefMn
@ n-1
(017 [k | 00) - (06T - [y ] - D) - (17 [M] - T + ) )
coc coe n TcoefMy, i=
Yooef Kitn T ' (A4.4.14)
+ (X1 M- TAD - (617 - [My] - [1]) - AT - M - D)
Jeoefx Jcoefy Jeoeft

= (17 (Mo, ] - (X0D) - ([Yn*]TC- [Moy | - Val) - U217 - [C) - [T]) = 0

TcoefCy

XcoefMoy YcoefMay,
d

Se trata de resolver finalmente una ecuacion matricial con tres incognitas ([X,], [Y,] ¥
[T,]) tantas veces como modos totales tenga la solucion. Para ello se calculara de nue-
vo de manera iterativa, esta vez suponiendo conocidas dos de las incognitas y calculan-
do la tercera. Por tanto en este caso constara de 3 sistemas de ecuaciones, uno para
despejar cada variable.

En primer lugar se despeja [X,,] suponiendo [Y;,] y [T,,] dato:
[Q]yt ’ [Xn] = [f]yt;

[Qly: = YcoefMu,, - TcoefM,, - [Kl‘x] + YcoefKu, - TcoefM,, - [Mux]

[Qlu
—YcoefMa, - TcoefC, - [Max];

lels (A4.4.15)

[f1ye = —Jcoefy - Jeoeft - [M,] - [J]

n-1
- Z (YcoefM,ui -TcoefM; - [Kux] + YcoefKu; - TcoefM; - [Mux]
i=1 Ul

— YcoefMo; - TcoefC; - [M, ] |- [X:];
[fle

En segundo lugar se despeja [Y,,] a partir de [X,,] y [T, ]:

[Q1xe - [Yn] = [f]xes (A4.4.16)
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[Qlx: = XcoefMu,, - TcoefM,, - [K“y] + XcoefKu, - TcoefM, - [M“y]
[Qly
— XcoefMoao, - TcoefC, [May] ;
[Qls

[l = ~Jeoefx - Jeoeft - [M,]- [y ]

- Z (XcoefMui -TcoefM; - [Kﬂy] + XcoefKu;
i=1

. Tc_oefMl- . [M#y] — XcoefMo; - TcoefC; - [May])
-[Yil;

Finalmente se despeja [T,] a partir de [X,,] € [V,
[Q]xy : [Tn] = [f]xy;

[Qlxy = XcoefKuy, - YcoefMu, - [M;] + XcoefMu, - Ycoef Ky, - [M;]
[Qlu
— XcoefMay, - YcoefMay, - [Ct];
[Qls

[Flyc = ~Jeoefx- Jeoefy - [;] - ]

- Z(XcoefKui -YcoefMy; - [M] + XcoefMy;

. ch:olefKui - [M.] — XcoefMa; - YcoefMa; - [C¢];)
-[Til;

(A4.4.17)

A pesar de la aparente complicacion en la formulacion con solo afiadir una dimension,
el modo de operacion sigue siendo el mismo e igual de mecanico, y se basa en trans-
formar una ecuacién multidimensional en una serie de ecuaciones unidimensionales,

mas sencillas de resolver.

4.4.3. Dos dimensiones espaciales y frecuencia en RES.

La simulacion en Régimen Estacionario Senoidal (RES) es de gran utilidad pues es el
modo de funcionamiento de la mayoria de instalaciones eléctricas industriales existen-
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tes. Puede servir para calcular inductancias de lineas asi como la variacion de su resis-
tencia con la frecuencia, debido al efecto pelicular, que sera comentado en el proximo.
La simulacion a través de métodos numéricos se hace especialmente necesaria cuando
se trata de geometrias complejas, donde no existen soluciones analiticas calculadas a
partir de las ecuaciones matematicas.

En este punto, resulta interesante resolver el vector potencial magnético afiadiendo la
frecuencia como dimension adicional, de tal manera que se obtenga el mismo para toda
una serie de frecuencias con una unica simulacion. Hasta ahora, la manera de proceder
con los métodos clasicos era simular uno a uno cada valor de la frecuencia, lo que ha-
cia las simulaciones paramétricas muy ineficientes.

En el proximo capitulo, se simulara el vector potencial magnético en un conductor de
forma cuadrada o circular, calculando la intensidad para distintas frecuencias obtenien-
do asi una vision del llamado efecto pelicular.

Gracias a la teoria de los Fasores temporales se trata de un problema con dos dimen-
siones espaciales en nimeros complejos. A esa ecuacion se le afiade la frecuencia como
dimensién adicional del potencial vector:

8( 1 BAZ(x,y,w)> 6< 1 BAZ(x,y,w)>_
ax \u(x,y) ox oy \u(x,y) ay

(A4.4.18)
=J0y) - w) oxy) Ay, w)

Gracias a la PGD, se puede afiadir facilmente la frecuencia como dimension adicional,
basta con afiadir una coleccién de modos relativos a la frecuencia (W;(w)) a su des-
composicion generalizada:

A (x,y,w) = iXi(x) Y (y) - Wi(w) (A4.4.19)
i=1

J1Coy) =Jx -y (A4.4.20)

o(x,y) = 0y - o, (A4.421)

w(x,y) = py - py (A4.4.22)

Se va a plantear en primer lugar el método. Para el célculo de los modos de indice n, se
plantea la ecuacion en su formulacion débil y se sustituye el potencial magnético y los
parametros por su descomposicion generalizada. Al integrar cada dimension por sepa-
rado obtenemos la ecuacion integral:
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. 0 /1 ox L1 .
an '&(#—x'a—;)-dx' fyn -IT-Yn-dy- f W, - W, - dw

XE0y VEQy Y WEDw
a
+fX*1Xd fy*alaY”d fW*Wd
n ,th n X n ay My ay y n n w
XENy YEQRy WERy
b

n-1
+Z(...)+ an*']x'dx' J-yn*.]y.dy- an*-dw

i=1 XEN, YEQDy, WENy

c

—Jj- an*-ax-Xn-dx- fYn*-ay-Yn-dy- an*-w-Wn-dw
XENy XENy WEQRy,
d

=0

(A4.4.23)

Aparecen dos nuevas integrales, las de la frecuencia, por lo que se hace necesario defi-

nir dos nuevas matrices [M,,] y [MWW] tales que:

W17 - [M,,] - [W,] = f W W - dw

WER,,

W,'1" - [Mww] [Wal = f W™ w - Wy, - dw

WEN,,

(A4.4.24)

(A4.4.25)

Ahora ya se tienen todas las matrices de integracion para plantear la ecuacion en su

forma matricial:
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(0617 (K] 1) - (0717 [ M ] - ) - Q7T - (M- WD)

WcoefMy

XcoefKun YcoefMun

(01 [, |- 1) - (617 W] ) - (T - 1 - 1)

YcoefKipin XcoefMuy, WcoefMn
b
+ (X1 M- LD - (61 (M ] - [)]) - (W17 - [M,,] - T2D) (A4426)
Jcoefx Jcoefy Jcoefw

=) (X1 - [My ] - [X,]) ([Yn*cr (Mo 1) - (VAT - M) - W3]

WwcoefM,,

XcoefMon YcoefMaoy
d

De esta ecuacion matricial se plantean los tres sistemas de ecuaciones que formaran el
proceso iterativo.

En primer lugar despejando [X,,] a partir de [V,] y [W,,]:
[Q]yw [Xn] = [f]yw;

[Qlyw
= YcoefMu, - WcoefM,, - [Kux] + YcoefKu, - Wcoef M, - [M#x]
[Qlu
—YcoefMa, - WwcoefM,, - [M(,x];
[Qls (A4.4.27)

[f]yt = —]Coefy ']COQfW ) [Mx] . []x]
[f1y

n-1
- z (YcoefM,ui - WcoefM; - [Kux] + YcoefKu; - WcoefM; - [Mﬂx]
i=1 [flu

—YcoefMa; - WwcoefM,; - [ng] X1
[fle

En segundo lugar se despeja [Y,,] a partir de [X,,] y [W,]:
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[Qlaw * [Yal = [f]xw;

[Qlaw

= XcoefMu, - WcoefM,, - [Kﬂy] + XcoefKuy, - WcoefM,, - [Mﬂy]
[Qlu

— XcoefMao,, - WwcoefM,, - [May];

[Qls

[flaw = —Jcoefx - Jeoefw - [M,] - [J,]

[f1y
n-1
- XcoefMu; - WcoefM; - [Kuy] + XcoefKu; - WcoefM; - [Muy]
i=1
[flu

— XcoefMao; - WwcoefM; - [May] -[v1;
[fle

Finalmente se despeja [W,] a partir de [X,,] e [V,]:

[Qlxy = XcoefKu, - YcoefMu, - [M,,] + XcoefMp,, - YcoefKpu, - [M,,]
[Qlu
— XcoefMa,, - YcoefMay, - [M,,,,];
[Qls

[flye = —Jcoefx - Jeoefy - [M,,] - [1]
[f1y

i=1

n-1
- Z (Xcoefl(ui -YcoefMy; - [M,,] + XcoefMy; - YcoefKy; - [M,,]
[flu

— XcoefMa; - YcoefMa; - [M,,,] |- [W;];
[flo
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Mediante estas tres ecuaciones se construye el proceso iterativo mediante el cual se
calculan los modos de mismo indice, uno a partir de los otros dos, hasta que converjan.
Se iran calculando sucesivamente aumentando el indice hasta obtener un numero sufi-
ciente de modos como para representar correctamente la solucion.

Para representar geometrias circulares, se hace necesario el uso de mas de un modo,
como ya se pudo ver en el apartado 5.4.1.2 sobre la Representacion separada de la
seccion transversal de un conductor circular para la aplicacion de la PGD., del Capi-
tulo 5. Del mismo modo, la permeabilidad, la conductividad y la densidad de corriente
se definiran mediante mas de un modo si fuera necesario.

Si asi fuera, en ese caso existiran R modos de la conductividad y por lo tanto R matri-

ces [M(,x] y [M(,y], una para cada modo. Suponiendo M modos para la permeabilidad,
J para la densidad de corriente, y notando [Ma x]r , [K“x]m y [M#x]m las matrices de

integracion construidas con los modos r y m de la conductividad y de la permeabilidad
respectivamente, existirdn en cada ecuacién R matrices [Q], y [f]s, por un lado y M
matrices ['Q] b '
tres ecuaciones anteriores:

y [f] u,, PO Otro, que deberdn sumarse. Por tanto en cada una de las

M R
[01 = (@1, - [0l, = Y 1@l ~ ) [0,
m=1 r=1
J M R
1= =01 = [Fla + Flo = = ) [y, = ) [l + ) [flo,
j=1 =1 r=1

J
Es decir que tanto [Q],, [Q]s, [f]4, [f]s ¥ [f]; son sumatorios.

Se calcularan para cada modo, con las matrices de integracion propias de ese modo, y
se iran sumando, formando dos bucles independiente: el eléctrico y el magnético.
Esta es otra de las caracteristicas particulares de la PGD, y que constituye el des-
acoplamiento de los modos Magnéticos y Eléctricos, como ya fue observado y co-
mentado en las conclusiones del Capitulo 4.
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