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RESUMEN 

La obtención de la presión radiada por superficies planas no es un problema nuevo. Es 

un problema que está en estudio por la complejidad del tema y por su aplicación al 

diseño de altavoces planos. Éstos son cada vez más comunes en televisores, techos, 

pantallas de cine, paneles, etc. En estos casos predomina sobre todo la forma 

rectangular. 

El modelo más sencillo para tratar la conversión de la vibración de la superficie en 

presión radiada en un punto, es el de fuentes simples. Este modelo es sencillo pero muy 

lento, sobre todo en cálculos a frecuencias altas. En el caso de superficies rectangulares 



existen modelos que utilizan funciones auxiliares relativamente complejas aplicables a 

casos concretos.  

En este trabajo se plantea la descomposición de la superficie rectangular en superficies 

circulares, realizando asociaciones de área, buscando así un método rápido que se base 

en pistones circulares cuyo comportamiento es conocido con un error aceptable en la 

asignación. 

 

DECOMPOSITION IN CIRCULAR PISTONS TO OBTAIN THE ACOUSTIC 

RADIATION OF A RECTANGULAR PISTON 

 

SUMMARY 

Obtaining pressure radiated by flat surfaces is not a new problem. This problem has 

studied by the complexity of the topic and its application to design flat speakers. These 

kind of speakers are the speakers that we use in televisions, ceilings, cinema screens, 

panels, etc. in this cases usually we have rectangular speakers. 

The single source model is the simplest model to convert the surface vibration to 

radiated pressure in a point. This is an easy model but it is very slow, especially when 

we want calculate at high frequencies.  

For rectangular surfaces there are models that use relatively complex auxiliary 

functions. In this case the calculation is accelerated but its implementation is more 

complicated and is necessary to particularize each situation. 

This paper presents the decomposition of a rectangular surface in several circular 

surfaces, by means of area associations, seeking a rapid method based on circular 

pistons whose behavior is known with an acceptable error in the allocation. 



1. Introducción 

La obtención de la presión radiada por superficies planas no es un problema nuevo, pero 

sigue en estudio en función del tipo de geometría y sus condiciones. Los modelos más 

comunes parten del método de fuente simple, donde, a partir de la vibración de un punto 

se obtiene la presión radiada a una cierta distancia [1,2]. Esto se realiza generalmente en 

campo lejano, es decir, a distancias mayores que el tamaño de la fuente generadora. La 

extensión del modelo de fuente simple a diferentes condiciones de superficie, 

generalmente por integración, permite obtener la presión radiada por toda la superficie 

[2,3,4]. Además, a partir de la misma técnica se pueden obtener otras variables 

importantes, como la resistencia de radiación, directamente relacionada con la potencia 

acústica radiada por la superficie [1,3,4].  

Este tipo de modelos tienen aplicación directa en el diseño de altavoces [5]. Por 

ejemplo, en trabajos anteriores se ha estudiado el comportamiento de superficies no 

planas para conos de altavoces, tanto de la presión radiada o de su rendimiento [6,7], la 

radiación acústica de superficies planas aplicadas a altavoces [8,9] o incluso el efecto en 

superficies en forma de elipse [10].  

La geometría más conocida y ya resuelta en diferentes condiciones es el pistón plano 

circular, en el caso en el que toda la superficie de un círculo vibra con la misma 

amplitud y fase. En diferentes referencias puede encontrarse su estudio [2,3,4,6]. Una 

ventaja clara de este modelo de pistón circular es que posee expresión analítica. Sin 

embargo, en el caso de otro tipo de superficies, como la rectangular, no existen modelos 

analíticos.  

En este caso, algunos autores han optado por el estudio de forma genérica de estas 

superficies. Wallace [11] planteó un estudio genérico al respecto, para la obtención de la 

resistencia de radiación. Heckl [12] propuso también un estudio respecto a la radiación 



de superficies planas. Williams [13] introduce series para la obtención de la potencia 

radiada por estas superficies. En Xie et al. [14] se amplía el tratamiento de la eficiencia 

de radiación. 

En el caso concreto de superficies rectangulares, Freedman [15] propone las primeras 

tablas para el campo sonoro radiado por un pistón rectangular. Posteriormente han 

aparecido trabajos como el de Leppington et al. [16] centrado en la eficiencia de 

radiación de estos paneles. En trabajos más recientes se proponen diferentes modelos 

para plantear el problema vibroacústico de los pistones rectangulares. En Arenas [17] se 

plantea el uso del principio de trabajo virtual, en Li se realiza un estudio también por 

medio de elaboradas descomposiciones [18] y en Palumbo se plantea el uso de factores 

de radiación [19]. Esto evidencia que el problema no es sencillo y sigue en estudio.  

En este trabajo se plantea la descomposición de la superficie rectangular en superficies 

circulares, realizando asociaciones de área, buscando así un método rápido que se base 

en pistones circulares cuyo comportamiento es conocido. Esta técnica no es nueva en sí 

[20], ya que se estaba aplicando en diferentes ámbitos de la acústica [1,2,3,4,5]. Sin 

embargo, en este trabajo se plantea de forma que se minimicen los errores cometidos en 

las asignaciones de las áreas. 

 

2 TEORIA 

2.1. Presión radiada por el método de fuente simple 

El modelo de fuente simple parte de la suposición de que una superficie se puede 

descomponer en un conjunto de fuentes simples de superficie dS [2,4]. La radiación 

producida por la vibración de una superficie extendida, tal como un pistón, diafragma, 

etc., se puede obtener como la suma de presiones. La presión producida en un punto por 

una fuente simple viene dada por (figura 1): 
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siendo 1j  la unidad imaginaria, o la densidad del aire, f la frecuencia de la onda 

emitida por la fuente simple, uo la amplitud de velocidad de la superficie vibrante, h la 

distancia del elemento diferencial al punto en el que se quiere evaluar la presión, c la 

velocidad de propagación de la onda en el aire, t el tiempo y k el número de onda. El 

valor de h viene dado por el módulo de la magnitud vectorial: 
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siendo r


el vector de posición del punto de observación y 0r


 el vector de posición del 

diferencial de superficie. Por tanto: 

 

22
o

2
o z)yy()xx(h   (3) 

 

Si se pretende aplicar este método a una superficie rectangular de dimensiones Lx y Ly, 

con una velocidad de vibración u0 constante y en la dirección del eje OZ, la expresión 

(1) se puede matizar de la siguiente forma: 
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Extendida a toda la superficie rectangular, y sustituyendo la pulsación angular,  = kc: 

 

 














2

L
x

2

L
x

2

L
y

2

L
y

22
o

2
o

z)yy()xx(jk
tj

oo

x

x

y

y

22
o

2
o

dydx
z)yy()xx(

e
efujp  

(5) 

La integral doble dada por (5) carece de solución analítica exacta, y ha sido estudio de 

varios autores citados en este trabajo. En el caso más simple en que la velocidad de 

vibración es constante en todos los puntos de la superficie, se requiere de una 

integración numérica o del uso de descomposiciones relativamente complicadas [8,3]. 

 

(Figura 1: Pistón rectangular vibrante) 

 

2.2. PRESION RADIADA POR EL PISTÓN CIRCULAR 

En un modelo de pistón circular en pantalla infinita, la ecuación que define la presión en 

condiciones de campo lejano y tomando como origen de coordenadas el centro del 

pistón es la siguiente [2,4]: 
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donde a representa el radio del pistón, r y  representan las variables en coordenadas 

esféricas (figura 2), siendo o
2

maxo uaU  , la fortaleza de la fuente, que depende de la 

velocidad de vibración de la superficie u0, y J1(x) la función de Bessel de orden 1: 

 

(Figura 2: Pistón circular en pantalla infinita) 
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3 PROPUESTAS DE DESCOMPOSICIÓN DEL ÁREA  

3.1. Propuesta clásica de descomposición del área 

En este punto se describe la forma más común de descomposición o troceo del área de 

un pistón rectangular en un conjunto de pistones circulares que faciliten un cálculo 

rápido, sin tener que utilizar el método de fuentes puntuales, que requiere tiempos de 

cálculo lentos. Una superficie rectangular de dimensiones Lx por Ly se descompone en 

cuadrados perfectos, con lo cual, debe hacer una relación de enteros de la forma Lx = 

ML y Ly = NL siendo L el lado del cuadrado considerado y MxN el número total de 

cuadrados que se obtienen de este troceo.  

 

Por tanto, supuesta una superficie rectangular, ésta se divide en MxN elementos, de 

forma que queden cuadrados perfectos. Esta es la técnica más extendida, para utilizar la 

formulación del pistón plano circular [1,2,4], que asocia la superficie de cada uno de los 

cuadrados a un círculo equivalente. En la figura 3 puede verse un ejemplo.  

 

(Figura 3: descomposición igualando áreas) 



 

Si L es el lado del cuadrado, dado por el despiece del rectángulo en MxN cuadrados de 

lado L, se puede calcular el radio equivalente: 

 


L
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En la figura 3 se puede observar como hay zonas en las que los círculos se solapan y 

otras en las que la contribución de radiación de la superficie no se contempla, es decir, 

que contribuyen a la radiación pero según esta descomposición no se tienen en cuenta. 

Si se trocea el rectángulo en MxN cuadrados de lado L, su área total es: 

 

2MNLST        (9) 

 

Se puede calcular el área existente en la intersección de los círculos: 
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El área total de los “agujeros” que quedan entre círculos debe coincidir con la anterior:  
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Por tanto, en esta propuesta clásica de troceo se introducen dos errores. Uno el 

contemplar áreas de exceso entre intersecciones entre círculos y el otro la generación de 

huecos entre éstos. Ambos tienen la misma superficie pero forman parte del error total 

cometido. El área que realmente se asigna tal y como vibra es el siguiente: 
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Se puede calcular ahora la desviación cometida, cuantificando las áreas por defecto y 

por exceso, del total. En el caso del área de defecto, lo que se corresponde con el 9.06 % 

de la superficie total. El área de exceso coincide con esta cantidad. Por tanto, si se 

consideran los dos casos, hay una desviación de asignación del 18,12%, aunque el área 

total asignada coincida con el real de la superficie rectangular. 

 

3.2 Nueva propuesta de descomposición 

A continuación se realiza una nueva propuesta de distribución de círculos. Se plantea un 

método alternativo de refinamiento, donde los círculos son intrínsecos y con un segundo 

conjunto de círculos interiores, tal y como se muestra en la figura 4.  

 

(Figura 4: Nueva propuesta de troceo) 

 

En este caso, si se contempla esta opción de mallado, la superficie total es la suma de 
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Por tanto, se plantean dos agrupaciones de pistones circulares, tal y como se muestra en 

la figura 4, con los radios ya citados. Se puede comprobar que también existen huecos 

entre los círculos planteados cuya área es: 
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En este caso el error cometido respecto al valor real es el siguiente: 
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Para M y N grande, el valor es de 0,0798, es decir el 7,98 % respecto al 18,12 % de la 

propuesta anterior. Hay que tener en cuenta que, dado que en este caso las áreas no 

coinciden exactamente, se realiza una corrección de superficie en los cálculos finales.  

 

Se puede observar que la agrupación 1 está compuesta por MxN pistones circulares de 

radio L/2. Colocando el origen de coordenadas en el extremo inferior izquierdo de la 

superficie rectangular, los centros de estos pistones se pueden obtener según: 
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La segunda agrupación está compuesta por (M-1)x(N-1) pistones circulares de radio 

2
)12(

L
 . En este caso los centros son los siguientes: 

1,...,11,...,1)0,,(2  NjMiLjLiC ij     (17) 

 

Se podrían proponer también las expresiones de estos centros de los pistones 

trasladando el origen al centro del rectángulo. Estos quedarían: 

 

NjMiNjLMiLC ij ,...,1,...,1)0),2/1((),2/)1((('1   (18a) 

1,...,11,...,1)0),2/(),2/(('2  NjMiNjLMiLC ij  (18b) 

 

También debe considerarse la traslación del origen de cada pistón circular. La expresión 

(6) debe modificarse en cada centro (ver figura 5). Siendo C(Cx,Cy,0) un centro 

cualquiera y P(Px,Py,Pz) el punto donde se quiere obtener el nivel de presión sonora, se 

aplican las siguientes ecuaciones de traslación, aplicadas a cada agrupación: 
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La expresión final para obtener la presión en un punto P, queda de la siguiente forma: 
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[(20) 

 

Por tanto, se corrige con estas expresiones para cada pistón y se obtiene el nivel de 

presión en un punto P(Px,Py,Pz), por superposición de campos de todos los pistones. 

Nótese que aparece en la ecuación el término de la ecuación (15) que corrige el defecto 

de área. 

 

(Figura 5: Traslación del pistón circular) 

 

A partir de la expresión (20) se puede obtener el nivel de presión sonora en decibelios, 

LPS, mediante la siguiente relación: 

510·2

p
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Además, a partir de la expresión (21), realizando un barrido angular se puede obtener la 

función de directividad en campo lejano, normalizando respecto al valor máximo, 

LPSmax: 
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4 RESULTADOS 



En este apartado se muestran algunos resultados obtenidos. En primer lugar, para 

mostrar la convergencia del muestreo, en la figura 6 se muestran los resultados de 

diferentes mallados MxN en forma de nivel de presión sonora, LPS, de un panel que 

simula un altavoz de techo de 60 x 60 cm medido a 2 m del centro, utilizado en trabajos 

anteriores para modelar altavoces [8,9] y del que se tienen resultados experimentales.  

 

Los datos marcados con círculos son los correspondientes a un mallado 10x10, las 

cruces 20x20 y la línea continua 200x200, que se solapa con los datos obtenidos en 

[8,9]. Se puede ver que ya coinciden con un mallado 10x10. Los cálculos realizados con 

un portátil con un procesador Intel® Core™ 2 Duo, tardaron 0,06 s. en la malla 10x10 y 

8,7 s en la malla 200x200 s. La función descrita en (7) se utiliza ya programada en 

Matlab ©. 

 

(Figura 6: resultados para panel 60x60 cm. Convergencia) 

 

A continuación en la figura 7a se muestran resultados comparando los diferentes 

métodos: fuentes simples, descomposición en pistones asimilando el área del cuadrado a 

un círculo, y los pistones con el método propuesto a 2 m, de un panel de 120x120 cm. 

Se elige estas dimensiones ya que se aprecia mejor el efecto del error cometido a alta 

frecuencia. Para las fuentes simples se integra la expresión (5) utilizando el método de 

Romberg [21]. La malla para los pistones es de 20x20 y para el método de fuentes 

simples de han tomado 1000x1000 muestras. Ambos métodos de pistones han tardado 

0,12 s y el de fuentes simples 531 segundos.  



En la figura 7b se muestra la comparativa de errores, cuantificados de matera absoluta 

en decibelios de nivel de presión sonora, en continua con la mejora propuesta y en trazo 

de puntos asimilando el área de los cuadrados a un círculo. 

 

(Figura 7a: resultados para panel 120x120 cm) 

(Figura 7b: comparativa de errores para el panel de 120x120 cm) 

 

A continuación, en la figura 8, se muestran resultados de la directividad del panel 

60x60, del mismo modo que lo que se mostró en [8,9], comparando el método de 

pistones con el de fuentes simples. Se puede comprobar que en ambos se obtienen los 

mismos resultados, aunque el método de pistones es 50 veces más rápido, 

aproximadamente. En la figura 9 se realiza la misma operación para un panel de 60 cm 

colocado en el eje OX y 120 cm en el eje OY. 

 

(Figura 8: Directividad panel 60x60 a 1kHz y a 4 kHz Pistones versus Fuentes 

Simples.) 

(Figura 9: Directividad panel 60x120 a 1kHz y a 4 kHz Pistones versus Fuentes 

Simples.) 

 

Además de comprobar que los resultados se ajustan con las medidas experimentales 

obtenidas en [8,9], se han comprobado también los resultados con las fórmulas 

simplificadas obtenidas por Beranek [1]. En la figura 10 se muestran comparativas con 

el panel de 60x60 y en la figura 11 con el de 60x120 cm. Se puede observar cómo 

ambos resultados coinciden. 

 



(Figura 10: Directividad panel 60x60 a 1kHz y a 2 kHz Pistones versus Beranek.) 

(Figura 11: Directividad panel 60x120 a 500 Hz y a 1 kHz Pistones versus Beranek) 

 

CONCLUSIONES 

En este trabajo se ofrece un método más rápido (en torno a 50 veces más rápido) para la 

descomposición de una superficie rectangular en pistones circulares que la clásica 

realizada con el método de fuentes simples. Se ha comprobado cómo este método ofrece 

los mismos resultados que medidas experimentales ya realizadas, salvo en el caso de las 

divergencias en ángulos límite por problemas de borde o fijación [8,9]. También se ha 

comprobado la validez comparando con datos publicados en otras referencias [1].  

 

Las ventajas de poder utilizar este método son varias y se han tratado en otros trabajos 

[8,9], como la posibilidad de simular ensayos en cámara anecoica para superficies 

grandes, inviables para esta cámara [8,9].  

 

Por último, cabe resaltar que el método de fuentes simples no es apropiado para el 

cálculo de la resistencia de radiación o la eficiencia de radiación, por el elevado número 

de cálculos que necesita. El método aquí propuesto, permitirá, bajo ciertas limitaciones, 

utilizar la impedancia de radiación del pistón circular, que también es una expresión 

conocida, para acelerar los resultados en pistones rectangulares. 
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Figura 1: Pistón rectangular vibrante 

 



 

Figura 2: Pistón circular en pantalla infinita 



 

 

 

Figura 3: descomposición igualando áreas 



 

 

Figura 4: Nueva propuesta de troceo 

 



 

Figura 5: Traslación del pistón circular 



 

 

Figura 6: resultados para panel 60x60 cm. Convergencia. 

 



 

 

Figura 7a: resultados para panel 120x120 cm 



 

Figura 7b: comparativa de errores para el panel de 120x120 cm 

 



 

Figura 8: Directividad panel 60x60 a 1kHz y a 4 kHz Pistones versus Fuentes Simples. 



 

 

 

Figura 9a: Directividad panel 60x120 a 1kHz Pistones versus Fuentes Simples. 



 

 

 

Figura 9b: Directividad panel 60x120 a 4kHz Pistones versus Fuentes Simples. 



 

Figura 10: Directividad panel 60x60 a 1kHz y a 2 kHz Pistones versus Beranek. 



 

Figura 11a: Directividad panel 60x120 a 500 Hz.Pistones versus Beranek 



 

Figura 11b: Directividad panel 60x120 a 1 kHz. Pistones versus Beranek 

 


