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Resumen

El presente libro es una guia para el estudio y la autoevaluacion de los concep-
tos mas basicos relacionados con el tratamiento de sefales y sistemas en el
ambito de las Telecomunicaciones. Su orientacion es principalmente practica y
esta dirigida a la resolucion de problemas introduciendo previamente los con-
ceptos tedricos necesarios. De esta forma y en lineas generales, el principal
objetivo es dotar al lector de un material basico de consulta que le oriente por el
mundo de las sefiales y los sistemas, tanto desde el punto de vista continuo
como discreto, asi como temporalmente y en los diferentes dominios transfor-
mados de Fourier, Laplace, o Z.

El libro presenta teoria, cuestiones y problemas, de forma ordenada por capitu-
los. En el primer capitulo, se desarrollan los conceptos basicos de sefiales y
sistemas desde el punto de vista continuo, para justificar la existencia de sefa-
les basicas elementales y sistemas lineales e invariantes temporalmente, intro-
duciendo el concepto de convolucion continua. En el segundo capitulo, pasa-
mos al analisis de Fourier de las sefales continuas y la respuesta en frecuencia
equivalente, para finalizar con algunos aspectos practicos de la Transformada
de Laplace. En el tercer capitulo, se recapitulan los conceptos ya estudiados de
sefales y sistemas pero desde el punto de vista discreto, para en el cuarto y
ultimo capitulo abarcar el analisis de Fourier de secuencias discretas, introdu-
ciendo el concepto de muestreo y transformada Z para el disefio de filtros digi-
tales.

Los autores
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Capitulo 1. Senales y Sistemas continuos

En este primer capitulo se presentan los conceptos fundamentales en el ambito
de sefiales y sistemas. Se vera que es una sefal asi como su representacion
matematica, aspecto basico para seguir el resto del libro . Se trataran los dife-
rentes conceptos de las sefiales, como es periodicidad, energia, potencia y
transformacién de la variable independiente. También se explicara el concepto
de sistema, el cual ofrece una respuesta o sefial de salida ante una excitacion
o sefal de entrada. Se expondran los parametros que los caracterizan, hacien-
do especial hincapié en los sistemas lineales e invariantes ya que este tipo de
sistemas modelan muchos de los fendmenos de la naturaleza y gracias a la
operacion matematica de convolucion, es posible obtener su respuesta ante
cualquier sefal de entrada. Por ultimo, veremos la relacion entre los sistemas
lineales e invariantes y los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales.

1.1 Concepto de seial

Las sefiales son magnitudes fisicas (voltaje, corriente eléctrica, presion sonora,
intensidad luminica, temperatura, cotizaciéon en bolsa, indice bursatil DOW Jo-
nes,...) que dependen de una o mas variables independientes (tiempo, espa-
cio,...).

’% Variables independientes

x(tuv..)

Magnitud fisica

La utilidad de las sefales en el ambito de las Telecomunicaciones, es que pue-
den transmitir informacion. Algunos ejemplos de sefales pueden ser:

Presion sonora en funcién del tiempo

Presién sonora en funcion del tiempo y el espacio: mapas de ruido
Voltaje en un punto de un circuito

Evolucion de la temperatura con el tiempo

Fotografia (variacién de la luminosidad en funcién de la posicion)
Video (variacion de la luminosidad en funcion de posicion y tiempo)
Sefial electromagnética radiada por una antena

Senales biomédicas (ECG, EEG...)
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Presi6on sonora

p(t)

Amplitud
x(®)

Tiempo

®

Tiempo

®

a) Sefial ECG x(¢) b) Senal de voz p(t)

Nivel de gris
Coordenada vertical x(u,v)
Voltaje )
V()

2

Tiempo

2 ®

Coordenada horizontal

W)

c) Sefal eléctrica V(t) d) Fotografia x(u,v)

Figura 1. Ejemplos de sefiales

1.1.1 Tipos de senales

Existen multitud de posibilidades a la hora de clasificar las senales, pero aten-
diendo a la variable independiente podemos clasificar las sefiales como sefia-
les unidimensionales o multidimensionales y sefiales continuas o discretas.

Las sefales unidimensionales son aquellas cuyo valor, x, depende Uunicamente
de una sola variable independiente, normalmente tiempo, t (Figura 1. a, b, c).
Mientras que las sefiales multidimensionales dependen de dos o mas variables
independientes (Figura 1.d).

Las sefnales continuas son aquellas cuya variable o variables independientes
son continuas y pueden tomar cualquier valor real y por tanto la sefial esta de-
finida para sucesiones continuas de la variable independiente. Por otro lado, las
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sefales discretas son aquellas cuya variable o variables independientes sélo
pueden tomar un conjunto de valores finito y por lo tanto el valor de la sefal
so6lo esta definido para ese conjunto de valores. Normalmente, para la variable
independiente de las sefiales discretas se emplea la letra n, y coge valores
enteros.

Sefal continua x(t)

ANANAY
VYA

Sefial discreta

1 A
I

Figura 2. Senal continua y sefial discreta

En el resto del texto, asumiremos senales unidimensionales. Para el caso con-
tinuo la variable independiente estara asociada a tiempo t, mientras que para el
caso discreto se empleara n.

1.2 Senales elementales y periédicas

En este apartado se definira un conjunto de sefales elementales que serviran
como base para sefales mas complejas y asi modelar fendmenos fisicos y de
comunicaciones. Asi mismo, también se hara el modelo matematico de las
sefales periddicas, definiendo sus principales propiedades.

11
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1.2.1 Senales elementales

Escalén unidad

w={, 2
Pulso rectangular
1, [t] < z
rece () =n(%) - 2
T T T
o . [t] > >

Funcién rampa

r(t) =t u(t)
Funcién sinc
inc(Tt) = sin(Ttm)
sinc = Tt

u(t)

(7)
rec T

)

r(t)
1
1
sinc(T - t)
1
V/\ /\v/\
VERY
-3 -2 -1 11 3
T T T T T T
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Funcién delta de Dirac o impulso unidad 0)

1 t
6(t) = lel_r}(l)EreCt (E)

e §(0)=o00, 6(t)=0Vt#0

o [T 8(mdt=1

o x(t)-8(t—ty) =x(ty) - 5(t —tp)

. f_tw 8(t)dr = u(t) por lo que dZ—Et) = §(¢)

. fttz x(t) - 8(t — to)dt _ x(to) . fttz 5(t — to)d‘[ _ X(to), sit; <ty <ty
1 1 0, resto

Sinusoidal compleja: x(t) = Ae/(@ot+$)

Parte real

x1(t) = R{x(t)} = Acos(wyt + @)
Parte imaginaria

%, () = 3{x(t)} = Asin (wyt + ¢p)

1.2.2 Senales periddicas

Las sefales periddicas son aquellas que se repiten cada T segundos. Matema-
ticamente una sefal periodica es aquella que cumple:

x(t)=x(t+nT) —ow<t<o

Siendo n entero y T su periodo fundamental. Las sefiales periddicas suelen
aparecer en la resolucion de problemas fisicos, aunque en la realidad no pue-
den existir por el intervalo en el que deben estar definidas (—o <t < ©), a no
ser que se acote el intervalo de observacion.

13
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T x(t)

" Tiempo
Tiempo
\/ ® ©

Figura 3. Ejemplos de sefiales periddicas

Las exponenciales complejas1 y sefales sinusoidales son por definicion sefia-
les periddicas.

La combinacion de dos sefales continuas periddicas pueden ser o no periodi-
cas. Para ello, se tiene que cumplir que el cociente de los periodos individuales
se pueda escribir de manera racional:

Iy, m

T, T n
Ejemplo

Sean x,(t) y x,(t) dos sefiales periddicas de periodo T, y T, respectivamente.
eSera y(t) = a-x.(t) + b - x,(t) una sefal periddica?

Para que y(t) sea periddica se debe cumplir que
y@®) =y +T)
a-x; () +b-x,(t)=a-xt+T)+b -x,(t+T)
Como x,(t) y x,(t) son periodicas:
x1(t) = x,(t +nTy)
%, (t) = x,(t + mTy,)
Identificando términos vemos que:

nTy =T o Tl_m
1 2 - =
mT, =T T, n

1 - ! . .
En el Anexo A, se recuerdan los conceptos basicos de las operaciones con nimeros complejos
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1.3 Energiay potencia

A partir de una sefal x(t), se definen los siguientes conceptos:

Potencia instantanea lx(t)1?
Energia E = Jlx(t)lzdt
1 T
Potencia media P= Tll_{go 5T flx(t)l dt
-T
; ; . : 1
PoEenC|a mggilg (particularizada para p=_ Ix(0)|2dt
sefales periddicas ) To

<To>

e Sernal definida en energia o de energia finita (0 < E < o)
o Las sefales de duracion finita son de energia finita (salvo la
funcion impulso)
o Las sefiales de duracion infinita pueden presentar energia finita
o infinita
o Las sefales periddicas siempre presentan energia infinita
¢ Serfial definida en potencia (0 < P < »)
o Ocurre cuando E = ©
o Sefales periddicas siempre estan definidas en potencia

15
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1.4 Transformada de la variable independiente
La transformacién de la variable independiente t de una sefal nos permiten
modelar muchos de los fendmenos fisicos que sufre una seial en la naturaleza.
Sea la sefal x(t) representada en la siguiente figura:

A X(t)

v

a b t

Se definen las siguientes transformaciones:

x(t - to)
Retardo temporal
(to > 0)
(to > 0)
Desplazamiento
temporal atte b+t ¢
to
x(t —ty) x(t —to)
Adelanto temporal
(te < 0)
’ (to <0)
a+ty b+t t

to
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x(=t)
Reflexién
Reflexién sobre el ori-
gen
x(—t)
—b —a t
x(a-t)
Cambio de escala Compresion temporal
temporal (@>1)
Expansién temporal
x(a-t) O<a<1)
a b t
a a

A partir de la propiedad de reflexion se puede definir el concepto de sefal par o
impar:

e Sefial par: x(£) = cos(wot)

x(6) = x(-t) \ /\
Ej:

re-ct (%) , 6(t), tri (E) ,cos(w,t) \/ \/

e Serfial impar: Fx(t) = sin(w,t)
x(t) = —x(-t) /\ /\

e Cualquier sefal, se puede escribir como combinacién lineal de una se-
fal par e impar

o x(t)= xpar(t) + Ximpar ®)

x(t)+x(-t)

2
x(t)-x(-t)

2

" xpar(t) =

Ximpar (t) =

17
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Combinacién de las tres transformaciones. A partir de una sefal x(a -t — f),
debemos aplicar las tres transformaciones en el siguiente orden:

Paso 1. Rescribir la transformaciéon x(a - t — ) como x (a (t — ;))

B

Paso 2. Reflexion de la sefial original. Se analiza el signo de «.

o Sisign (a) =1 la sefial no sufre reflexion

o Sisign (a) = —1 la sefal sufre reflexiéon
Paso 3. Compresion de la sefial obtenida en Paso 2, para lo cual se
analiza el médulo de a

o Silal > 1, comprimimos la sefal sefial por el factor |«|

. . ~ ~ 1
o Sila| <1, expandimos la sefial seial por el factorm

Paso 4. Desplazamiento de la sefial obtenida en Paso 3, para lo cual
se analiza £

a

o Si §>O, retardo temporal, (desplazamiento a la derecha)

o Si g <0, adelanto temporal, (desplazamiento a la izquierda)

Ejemplo

Dibujar la sefial y(t) la cual se obtiene como x(—2 -t + 4) siendo x(t) la repre-
sentada en la siguiente figura:

A X(t)

/]

Paso 1. Reescribimos x(t) como x(—2(t — 2)) e identificamos:

o a=-2yt=2
Paso 2. Reflexion de la sefal original:

o Como sign (a) = sign (—2) = —1, la sefal sufre reflexion
Paso 3. Compresién de la sefial obtenida en el Paso 2

o Como |a| = 2 > 1, comprimimos la sefial sefial por el factor |«|
Paso 4. Desplazamiento de la senal obtenida en el Paso 3

o Como §=2>0, retardo temporal de 2 segundos, (desplazamien-
to a la derecha)
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x(—t) x(—2t) x(=2(t-2)=y()

Paso 2 Paso 3 Paso 4

1.5 Concepto de sistema

La mayoria de los fendmenos fisicos se pueden modelar como la respuesta
ante una excitacion. Bajo este planteamiento, la excitaciéon corresponde a una
sefal, x(t), la cual es la sefial de entrada a un “sistema”. Este sistema dara
una sefal de salida, y(t), que sera su respuesta ante la sefial de entrada o
excitacion. Esto esta representado en el siguiente esquema:

x(t) » | Sistema > y(t)
- Entrada - Salida
- Excitacién - Respuesta

Algunos ejemplos tipicos los podemos encontrar en un canal de comunicacio-
nes, donde podemos interpretar la sefial de entrada, x(t), como la sefal que se
desea transmitir. El sistema sera el canal de comunicaciones y su respuesta
ante la sefal de entrada, x(t), sera la sefial de salida y(t). Dicha sefal de sali-
da vendra condicionada por la sefial de entrada y por la naturaleza del propio
canal de comunicaciones.

Sefial de entrada Sefial de salida

x(t) y(®)

Canal
(Sistema)

19
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1.6

Clasificacion de sistemas

Podemos relacionar la sefial de entrada y salida a través de una funcién mate-
matica de la forma:

y(@©) = f{x(®©)}

Donde f{-} correspondera a la transformacion matematica. De esta forma, po-
demos definir las siguientes caracteristicas de los sistemas:

Sistema lineal. Cumple el principio de superposicion

Si a la entrada tenemos x, (t), a la salida tendremos: y, (t) = f{x,(¢t)}
Si a la entrada tenemos x,(t), a la salida tendremos: y,(t) = f{x,(t)}

Si ahora a la entrada tenemos una combinacién lineal de x;(t) y x,(t)
x(t) = a-x;(O) + B - %)

Si el sistema es lineal a la salida tendremos la misma combinacion li-
neal:

y@® =a- fla®}+b- flx,(O}=a-yi(t) +b-y,(0)

Sistema invariante temporal. Un desplazamiento temporal de la entrada
implica el mismo desplazamiento temporal de la sefal salida

Si a la entrada tenemos x; (t), a la salida tendremos: y, (t) = f{x,(¢)}
Si ahora a la entrada tenemos x,(t) = x,(t + t,), a la salida deberemos

tener y,(t) = f{x, ()} = v, (t + ;)

Sistema con memoria. Es aquel cuya salida para un instante de tiempo
dado depende de valores de la sefial de entrada de otros instantes de
tiempo

y(to) = flx(©)}, vt

Es decir que sera sin memoria si y(t,) = f{x(t)}, solo para t = t,.

Sistema causal / no causal
o Causal o no anticipativo. Sistema cuya salida y(t) para un ins-
tante de tiempo t,, solo depende de la entrada para ese instan-
te de tiempo o pasado, no futura.
= y(t,) solo depende de x(t) parat < t,

o Sistema anticausal (o anticipativo). Sistema cuya salida y(t)
para un instante de tiempo t,, solo depende de la entrada para
instantes de tiempos futuros

= y(t,) sblo depende de x(t) parat > t,
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o Sistema no causal. Sistema que su salida depende de la en-
trada futura y/o entrada pasada. Todos los sistemas anticausa-
les son no causales, pero no al revés.

Sistema invertible. Sistema que a partir de la sefal de salida se puede
recuperar la sefal de entrada. No todos los sistemas son invertibles.
y(@®) = f{x(©)}
x(8) = fHy ()}

y(t) -
x(t) — > Sistema slstema —> x(t)
inverso

Sistema estable. Es aquel que ante una entrada acotada, su salida
también lo es

lx(O)] < By <0 = |y(t)] <B, <o

21
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1.7 Sistemas lineales e invariantes temporales

Entre todos los tipos de sistemas, los sistemas lineales e invariantes (SLI) son
muy usados dentro del ambito de la ingenieria ya que modelan multitud de
fenémenos fisicos (propagacion, reverberacion, filtros...) y vienen perfectamen-
te caracterizados por su respuesta al impulso h(t).

La respuesta al impulso es la sefial de salida de un SLI cuando tiene como
sefial de entrada la funcion §(t).

§t) —>  SLI —> h(t)

A partir de la respuesta al impulso, h(t), y la operacion matematica de convolu-
cion (), podemos calcular la sefial salida de un SLI ante cualquier entrada tal y
como se muestra en la siguiente figura.

x(t) —> h(t) —> y(t) = h(t) * x(t)

Es importante fijarse en el simbolo “+", ya que en este caso no representa una
multiplicacion, sino la operacién de convolucion, la cual se define como:

oo

(6) = x(£) * h(t) = f *(Dh(t — T)dr

La convolucion presenta las siguientes propiedades:
Definicion 2, (6) % %, () = f 2, (0, (¢ — )t

Conmutativa x1(8) * 2, () = x5 () * x4 (t)

x; () % x5 () * x3(8) = (31.(6) * x2(8)) * x5(2)

Asociativa = x; (1) * (3x,(8) * x5(D))
Distributiva x;(8) * (202 (8) 4 x3(6)) = x1(6) * x5 () + %, () * x3(2)
Convolucion con delta X&) * 6(t —tg) = x,(t — tp)



Capitulo 1. Senales y Sistemas continuos

1.7.1 Interpretacion grafica de la convolucién

A partir de la expresion de la convolucion, se puede definir un método grafico
para realizar la convolucion entre dos sefiales, el cual no es mas que seguir la
expresion analitica de la convolucion?.

t—T

Partiendo de las siguientes sefiales, x(t) = e tu(t) y h(t) = rect (%) vamos a

describir el proceso de convolucién. En primer lugar representamos grafica-
mente las dos sefales a convolucionar y después seguir los pasos descritos:

T
x(6) = e"tu(t) h(t) = rect (?)

e Paso 1. Cambio de la variable (t —» 7) de una de las dos sefales. Grafi-
camente, la sefal seleccionada no cambia.

x(t) - x(7)
y(©) = x(t) * h(t) = f x(t) h(t — 1)dr
—® P\E;(Tl
x(t) = e tu(t) x(7) = e "u(7)
1 1
t—->1
—_—
t T

2 . . . » .
En el Anexo B se ilustra un ejemplo del calculo de la convolucién de dos pulsos triangulares paso a paso

23
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e Paso 2. Cambio de la variable independiente de la otra sefial (t - (¢t —

7))
h(t) > h(t—1)=h(—(t—t)=h - T - t
Reflexion Variable Desplazamiento
independiente
[o0]

y(t) = x(t) xh(t) = f Jﬁ_(:g h(t—1)dt

~® Paso1 Paso2

En este caso, se producen dos efectos: reflexién y desplazamiento.
Hay que ser conscientes que ahora la variable independiente es t,
mientras que la variable t se comporta como una “constante” que actla
como desplazamiento. Siguiendo los pasos descritos anteriormente,
h(t) quedaria graficamente:

h(-(z—-1) =
h(t—1)
t<0
h(t) h(-7) T
1 1
to—1 - (-1 t—T t
—_—
h(=(z-1) =
h(t—1)
T t =T T
Reflexidn t>0
k————
— t—T t

Desplazamiento en funcién t



Para seguir leyendo haga click aqui
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