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Resumen 

RESUMEN 

 

 

No resulta fácil plantear el estudio del esfuerzo cortante de un modo aislado. En la gran 
mayoría de las situaciones estructurales que se pueden plantear en la realidad, el esfuerzo 
cortante siempre va acompañado e interactúa con otros esfuerzos como pueden ser los 
esfuerzos normales (axil y flector), torsor, rasante,... Además, existen numerosos factores que 
pueden afectar a la resistencia a corte de una determinada pieza de hormigón armado (RC): 
diámetro de las barras de armado, la adherencia de las barras dentro de la matriz, el efecto 
pasador de las barras, el engranamiento de áridos, el tipo de cemento,... Si se trata de 
hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC), además de los factores propios del 
hormigón armado ya descritos, se añaden los de las fibras: diámetro y longitud de las fibras, 
resistencia a la rotura, cantidad de fibras, orientación, adherencia,... Por las razones 
mencionadas, resulta difícil aislar el esfuerzo cortante y acotar el problema con el objetivo de 
parametrizar su comportamiento. 

A lo largo de la historia se han llevado a cabo distintos modos de enfocar el problema, 
todos ellos relacionados. Por una parte, se han desarrollado campañas de ensayos 
experimentales con probetas de distintas formas: paneles, probetas tipo push-off (con y sin 
fisuración previa), probetas tipo pull-off, vigas a cortante,... cuyas formas y modos de carga 
tienen como objetivo forzar al máximo la respuesta a corte. Paralelamente se van obteniendo, 
en función de los parámetros que se consideren y de los resultados experimentales, 
numerosas expresiones empíricas y modelos materiales y numéricos a través de distintas 
teorías con los que se pretende modelar el comportamiento teórico de dicho esfuerzo. 

En este Trabajo Final de Máster se pretende colaborar en el estudio del esfuerzo cortante 
tanto en piezas de RC como de SFRC. Para ello se lleva a cabo una campaña experimental con 
diez probetas tipo push-off sin fisuración previa con la que se obtiene información mediante 
diferentes técnicas de medida: fotogrametría, puntos demec y transductores de 
desplazamiento. También se realiza un modelado como punto material y mediante elementos 
finitos de las piezas utilizadas en la campaña experimental. Para el RC se utiliza un modelo 
constitutivo de la literatura mientras que para el SFRC se realiza un propuesta de modelo 
propia. 
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Resum 

RESUM 

 

 

No resulta fàcil plantejar l'estudi de l'esforç tallant de forma aïllada. En la gran majoria de 
les situacions estructurals que es poden trobar en la realitat, l'esforç tallant sempre va 
acompanyat e interactua amb altres esforços com poden ser els esforços normals (axial i 
flector), torsor, rasant,... A més a més, existeixen nombrosos factors que poden afectar a la 
resistència a tallant d'una determinada peça de formigó armat (RC): diàmetre de les barres 
d'armat, l'adherència de les barres dins de la matriu, l'efecte passador de les barres, 
l'engranament d'àrids, el tipus de ciment,... Si es tracta de formigó armat i reforçat amb fibres 
d'acer (SFRC), a més a més dels factors propis del formigó armat ja descrits abans, deurien 
tenir-se en compte els propis de les fibres: diàmetre i longitud de les fibres, resistència al 
trencament, quantitat de fibres, orientació, adherència... Per aquestes raons resulta difícil 
aïllar l'esforç tallant i acotar el problema amb l'objectiu de parametritzar el seu 
comportament. 

Al llarg de la història s'han dut a terme diferents modes d'enfocar el problema, tots ells 
relacionats. Per una banda, s'han generat campanyes d'assajos experimentals amb provetes de 
diferents formes: panells, provetes tipus push-off (amb i sense fisuració prèvia), provetes tipus 
pull-off, bigues a tallant, ... les formes i els modes de càrrega dels quals tenen com a objectiu 
forçar al màxim la resposta a tallant. Paral·lelament es van obtenint, en funció dels paràmetres 
que es consideren i dels resultats experimentals, nombroses expressions empíriques i models 
materials i numèrics per mitjà de diferents teories amb els que es pretén modelar el 
comportament teòric de l'esforç tallant. 

En aquest Treball Fi de Màster es pretén col·laborar en l'estudi de l'esforç tallant tant en 
peces de RC com de SFRC. Per aquest motiu, es porta a terme una campanya experimental 
amb deu provetes tipus push-off sense fisuració prèvia amb la que s'obté informació 
mitjançant diferents tècniques de mesura: fotogrametria, punts demec i transductors de 
desplaçament. També es realitza una modelització com a punt material i mitjançant elements 
finits de les peces utilitzades en la campanya experimental. Per al RC s'utilitza un model 
constitutiu de la literatura mentre que per al SFRC es realitza una proposta de model pròpia. 
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Summary 

SUMMARY 

 

 

It is very difficult to carry out the study of the shear without the interaction of other forces. 
In the vast majority of the real structural situations shear goes together with other forces as 
axial force, flexural moment, torsion... Moreover there are other factors that can affect the 
shear response of a reinforced concrete (RC) specimen: the diameter of the reinforcement 
steel bars, bond conditions of the steel bars in the concrete matrix, aggregate interlock, dowel 
action, kind of cement,... In steel fibre reinforced concrete (SFRC) specimens other factors can 
also be considered: length and diameter of the steel fibres, fibre failure strength, the amount 
of fibres in the concrete matrix, orientation, bond conditions of the steel fibres in the concrete 
matrix,...For this reasons it is difficult to understand the individual shear conditions and define 
the shear problem. 

Different ways to carry out the shear study are followed in the literature. On the one hand 
there are experimental investigations using different types of shear specimens: panels, push 
off tests (initially cracked or initially uncracked specimens), pull off tests, shear beams,... The 
objective of the different form of the specimens and the different load modes is to obtain the 
more approximate pure shear response. On the other hand and at the same time, empirical 
simple shear strength equations and shear behavior numerical models are generated. The 
different concrete parameters considered and the experimental results obtained lead to the 
different equations and theoretical models to represent the shear response. 

The purpose of this work is to contribute to the shear response investigation of the RC and 
SFRC. For this, an experimental investigation is carried out. Ten initially uncracked push off 
specimens are tested. A special insight in the analysis of the region close to the shear plane has 
been carried out. The displacements at different locations have been measured by means of a 
photogrammetric technique and calibrated comparing with Demec and LVDTs. A numerical 
modeling of the push-off specimens tested has been carried out. Two types of models are 
used: a material model and a finite element model. 
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Capítulo 1: Introducción y objetivos 

Capítulo 1: 

Introducción y objetivos 

 

 

1.1. Marco general 

El problema relativo a la transferencia del esfuerzo cortante en elementos de hormigón se 
ha venido abordando desde diferentes puntos de vista durante las últimas décadas [1,2]. A 
pesar de todo el tiempo transcurrido, se vuelven a revisar, una y otra vez, los mecanismos 
resistentes en los que se fundamenta este complejo fenómeno. 

Normalmente el esfuerzo cortante siempre va acompañado de otros esfuerzos como 
pueden ser los esfuerzos normales: axil y/o flector. En casi todos los ámbitos estructurales que 
aparecen en la realidad resulta difícil encontrar el cortante de un modo aislado (ver figura 1.1). 
Por tanto, resulta necesario para el estudio del esfuerzo cortante de un modo exclusivo y 
directo el uso de tipologías de ensayos propios y la realización de experiencias que, 
probablemente, sólo se den en condiciones de laboratorio o en condiciones forzadas. 

 

Figura 1.1: Estructuras sometidas a esfuerzo cortante. 
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El estudio de la transmisión del esfuerzo cortante ha sido abordado por numerosos 
investigadores a partir del denominado ensayo push-off [5,6,7,8,9] principalmente en probetas 
en las que se induce la posición de la fisura. Cuando no se fuerza la posición de la fisura en este 
ensayo se originan fisuras diagonales de cortante que llevan una cierta orientación con 
respecto al plano de corte [6]. El fallo final del elemento viene gobernado habitualmente por la 
rotura de las bielas de hormigón en compresión que se generan entre las fisuras que se 
producen. La compresión que se produce entre las bielas de compresión y la tracción que 
transmiten las armaduras, tanto las que cruzan el plano de corte como las paralelas a éste, 
originan un mecanismo resistente de celosía. Se suele asumir que la distribución de tensiones 
normales y tangenciales en la zona del plano de corte en condiciones de rotura es constante, 
lo cual permite obtener resultados en base a valores promedio a lo largo de todo el plano [9]. 
En este tipo de ensayo se genera la duda de saber si realmente el hecho de asumir una 
distribución de tensiones tangenciales medias en el plano de corte es razonable no sólo para 
situación de agotamiento, sino también para cualquier nivel de tensiones aplicado. A su vez, el 
hecho de que se pueda asumir este comportamiento medio en tensiones es insuficiente para 
poder extrapolar información relevante que sirva de base para la validación de modelos 
teóricos de comportamiento. El estudio de relacionar las tensiones tangenciales con las 
distorsiones angulares no se ha llevado a cabo en este tipo de ensayo. Sin embargo, otros 
ensayos de mucha mayor complejidad técnica, como es el caso de los paneles de hormigón 
armado, han sido llevados a cabo con el fin de conseguir este objetivo [23]. 

1.2. Objetivos 

Los principales objetivos que se plantean en esta investigación son:  

- Obtener el campo de desplazamientos y de deformaciones en probetas tipo push-off de 
una manera experimental. 

- Validar la técnica de la fotogrametría como herramienta alternativa y válida para tener 
una medida suficientemente continua de estos campos de desplazamientos y deformaciones. 

- Verificar numéricamente dichos resultados mediante la modelización del ensayo push-off 
por medio de un modelo material. 

- Estudiar diferencias de comportamiento a cortante en probetas push-off de hormigón 
armado y hormigón armado y reforzado con fibras de acero.  

- Validar numéricamente este último objetivo mediante la propuesta de un modelo 
constitutivo para la respuesta tensión-deformación del hormigón armado y reforzado con 
fibras de acero. 

1.3. Importancia de la investigación 

En este trabajo se intenta poner de manifiesto la complejidad que envuelve el estudio del 
esfuerzo cortante puro. Existen multitud de factores que influyen en la respuesta de una pieza 
de hormigón armado (RC) sometido a esfuerzo cortante como pueden ser: el diámetro de las 
barras de armado, el efecto pasador de las armaduras, el engranamiento de áridos, el 
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deslizamiento relativo de los planos de fisura cuando el hormigón ha fisurado, la consideración 
de la tensión de stiffening,... . 

Si se añaden fibras de acero a la matriz para conformar el hormigón armado y reforzado 
con fibras de acero (SFRC) para evaluar la mejora del comportamiento frente a cortante, 
además de los factores concernientes al propio hormigón armado enumerados anteriormente, 
se añaden los referentes a las fibras como pueden ser: resistencia a la rotura de las fibras, 
adherencia de las fibras a la matriz, cantidad de fibras que se utiliza, orientación de las fibras 
dentro de la masa, el diámetro y longitud de las fibras,... 

Todos estos factores son determinantes a la hora de explicar el comportamiento a cortante, 
a nivel experimental, de las piezas de hormigón. En función del tipo de experiencia que se 
realice predominan unas características sobre otras. Algunos de los ensayos más utilizados a lo 
largo de la historia del estudio del cortante son los paneles, las vigas, las probetas tipo push-off 
(con y sin fisuración previa), ensayos pull-off... 

Asimismo, estos factores son los que marcan las diferencias entre los distintas ecuaciones y 
modelos que van surgiendo. Según se consideren unos factores, se desprecien otros o en qué 
proporción se tengan en cuenta cada uno de ellos, se obtienen unas diferencias muy 
importantes en las respuestas generadas por dichos modelos. Es en este punto donde surgen 
las mayores dificultades y, a su vez, los mayores retos a la hora de modelar este tipo respuesta. 

Las investigaciones relacionadas con el esfuerzo cortante presentan dos partes 
diferenciadas: la parte experimental y la parte teórica. Además de la necesidad de dar solución 
a cada una de ellas por separado, también es necesario interrelacionarlas para generar 
modelos adaptados a la realidad. Por ello, a lo largo de la literatura se distinguen dos vías en la 
investigación del cortante. Por una parte, se realizan gran cantidad de ensayos experimentales 
con los que se pretende generar un registro de información práctica. Por la otra, van 
apareciendo multitud de ecuaciones simples y modelos más complejos que intentan dar 
respuesta teórica y modelar el comportamiento a cortante que se manifiesta en la práctica. 

El trabajo que aquí se presenta intenta ser una contribución más al campo de la 
investigación del cortante tanto desde el punto de vista práctico como teórico en piezas de RC 
y en piezas de SFRC. Se realiza una campaña experimental de ensayos de cortante tipo push-
off sin fisuración previa con la que se obtiene información mediante diferentes técnicas de 
medida para probetas de RC y de SFRC. También se realiza un modelado como punto material 
y mediante elementos finitos de las piezas utilizadas en la campaña experimental. Para el RC se 
utiliza un modelo constitutivo de la literatura mientras que para el SFRC se realiza un 
propuesta de modelo propia. 

1.4. Contenido del documento 

Este trabajo final de máster se divide en los siguientes capítulos: 

CAPÍTULO 1: Se introduce el tema de estudio a través del marco general donde se sitúa 
la investigación, la definición de los objetivos y se destaca la importancia de 
la investigación dentro del su campo. 
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CAPÍTULO 2: Se realiza el estado del arte. Se lleva a cabo una breve descripción de las 
tipologías de ensayos más utilizadas para el estudio experimental del 
esfuerzo cortante. También se lleva a cabo un repaso de los estudios 
experimentales, modelización y teorías sobre la transmisión del esfuerzo 
cortante tanto para hormigón armado (RC) como para hormigón armado y 
reforzado con fibras de acero (SFRC). 

CAPÍTULO 3: Se describe el programa experimental que se lleva a cabo: el desarrollo del 
programa, se describen las probetas que se utilizan desde el punto de vista 
de los materiales que las componen, sus propiedades mecánicas, las 
dimensiones, el proceso de fabricación, la instrumentación y el proceso de 
ensayo. 

CAPÍTULO 4: Se lleva a cabo el análisis de la respuesta experimental. Se explican y se 
muestran los resultados obtenidos con las distintas tipologías de medidas, 
se realiza una comparación de resultados entre ellas, se lleva a cabo una 
discusión de resultados y se obtienen unas conclusiones experimentales. 

CAPÍTULO 5: Se explica la modelización que se pretende llevar a cabo de un modo 
teórico. Se describen las relaciones constitutivas de los materiales que se 
usan para el modelado de las probetas desde el punto de vista material y 
para los elementos finitos, se realiza la distinción entre el tipo de análisis 
directo y el inverso y se explican los elementos finitos utilizados. 

CAPÍTULO 6: Se lleva a cabo la implementación numérica y se muestran y se analizan los 
resultados que se obtienen. Se realiza una descripción del programa que se 
utiliza para la modelización, como se lleva a cabo el modelado del RC y del 
SFRC como punto material y los resultados que se obtienen y como se lleva 
a cabo el modelado del RC con el método de los elementos finitos y los 
resultados que se obtienen. Al final se obtienen unas conclusiones del 
modelado numérico. 

CAPÍTULO 7: Se ponen de manifiesto las conclusiones que se han ido obteniendo en las 
siguientes fases (experimental y de modelización) del trabajo y se marcan 
las posibles vías de continuación de la investigación. 
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Capítulo 2: 

Estado del arte. 

 

 

2.1. Introducción. 

En este capítulo se lleva a cabo una pequeña descripción de los distintos tipos de ensayos 
que se utilizan para la el estudio del esfuerzo cortante de una forma experimental. En ellos se 
intenta generar unas condiciones de cortante puro a través de la forma de las probetas. 
Concretamente se distinguen los paneles, los ensayos tipo push-off, los ensayos tipo pull-off y 
las vigas. 

Posteriormente se realiza una síntesis general de los autores más destacados tanto para 
hormigón armado (RC) como para hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). En 
ella se muestran la tipología de ensayos experimentales que se han hecho y los distintos 
modelos numéricos y ecuaciones que se han propuesto hasta ahora. 

Después se lleva a cabo una descripción más detallada de cada uno de los autores 
destacados en la síntesis. Se describen, por una parte, las aportaciones llevadas a cabo para el 
RC y, por otra, las llevadas a cabo para el SFRC. 

2.2. Tipologías de ensayos para el estudio del esfuerzo cortante. 

La mayoría de ensayos que se llevan a cabo para el estudio del cortante en hormigón 
durante los últimos cuarenta años son: 

- paneles 

- ensayos tipo push-off 

- ensayo tipo pull-off 

- vigas 

En función de la geometría y del modo de aplicación de las cargas se tiene una posición del 
plano de corte y, además, dependiendo del tipo y cantidad de armado, se tiene un tipo de 
rotura u otro. 

2.2.1. Paneles. 

Se usan para el estudio del "cortante puro". La carga se transmite a través de gatos 
hidráulicos conectados a las uniones con los paneles [3,4]. En la figura 2.1 se puede observar 
un esquema del montaje y en la figura 2.2 algunos ejemplos de fisuración y rotura de este tipo 
de ensayos [3]. 
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Figura 2.1: Gatos hidráulicos y uniones [3]. 

 

Figura 2.2: Fisuración y rotura de los ensayos de cortante con panel [3]. 

2.2.2. Ensayos tipo push-off. 

El estudio de la transmisión del esfuerzo cortante ha sido abordado por numerosos 
investigadores a partir del denominado ensayo push-off [5,6,7,8,9,10] principalmente en 
probetas en las que se marca la posición de la fisura. 

Existen dos clases de ensayos tipo push-off (ver figura 2.3): 

- Con fisuración previa a lo largo del plano de cortante. 

- Sin fisuración previa a lo largo del plano de cortante. 
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Figura 2.3: Ensayos tipo push-off: (a) con fisuración previa y (b) sin fisuración previa [6]. 

El comportamiento en el primer caso viene gobernado, en gran parte, por las características 
corte-deslizamiento del plano de cortante fisurado. La resistencia a cortante en este caso se ve 
afectada por el engranamiento de áridos, el efecto pasador de las armaduras perpendiculares 
al plano de corte y por las constricciones normales al plano de corte. El fallo final se produce a 
lo largo de la fisura previamente realizada (ver figura 2.3 (a)) [6]. 

En contraste, el fallo por cortante en probetas sin fisuración previa ocurre tras la formación 
de numerosas fisuras en una dirección inclinada desde el plano de corte (ver figura 2.3 (b)). El 
fallo final, normalmente, se produce debido al aplastamiento del hormigón en las bielas de 
compresión formadas aproximadamente paralelas a la dirección de las fisuras. La compresión 
que se produce entre las bielas de compresión y la tracción que transmiten las armaduras, 
tanto las que cruzan el plano de corte como las paralelas a éste, originan un mecanismo 
resistente de celosía. La principal dificultad en la predicción del comportamiento frente a 
cortante del hormigón sin fisuración previa viene provocada por la incertidumbre de la 
resistencia a compresión de las bielas. Se comprobó que la resistencia de las bielas de 
compresión de hormigón formadas tras la fisuración puede ser inferior que la resistencia a 
compresión simple estándar. Este fenómeno es conocido como el reblandecimiento del 
hormigón. Este reblandecimiento de la biela de hormigón está relacionado con la deformación 
por tracción en la dirección perpendicular a las bielas [6]. 

También destacar que existe otra tipología de ensayo push-off en la cual varía un poco la 
geometría y la posición de las entallas en las piezas (ver figura 2.4). Este tipo de piezas se usan 
para ensayos en los que, además, se quiera provocar una tracción a través del plano de corte. 
Del mismo modo que con el push-off anterior, también existe la posibilidad de las dos 
variantes: con fisuración previa y sin fisuración previa a lo largo del plano de corte[10]. 
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Figura 2.4: Ensayo tipo push-off para ensayos con tracción a través del plano de corte [10]. 

2.2.3. Ensayos tipo pull-off. 

En los ensayos tipo pull-off se aplica una fuerza de tracción en la dirección transversal de la 
probeta para provocar una tensión tangencial en el plano de corte y una tensión de tracción en 
la dirección transversal (ver figura 2.5). Es difícil de estimar la distribución local de la tensión 
de tracción y, por ello, el cortante calculado suele ser algo mayor que el realmente aplicado 
porque la tensión de tracción media que se usa es un valor subestimado [5, 6]. Al igual que con 
el ensayo push-off, también existe la posibilidad de las dos variantes: con fisuración previa y 
sin fisuración previa a lo largo del plano de corte. 

 

Figura 2.5: Ensayo tipo pull-off [6]. 

2.2.4. Vigas. 

Las vigas también han sido utilizadas para el estudio del esfuerzo a cortante [11, 12, 13, 14]. 
se han realizado experiencias con y sin armadura de cortante (ver figura 2.6). 
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Figura 2.6: Ensayo con vigas [14]. 

2.3. Síntesis general 

En las siguientes tablas se muestran una síntesis de los trabajos realizados por los distintos 
autores que se describen en este capítulo. 

La tabla 2.1 es una síntesis general donde se encuentran algunos de los autores más 
destacados tanto en los trabajos realizados con RC como con SFRC. Estos autores aparecen 
ordenados por orden cronológico ascendente. En las columnas se muestran si los ensayos 
experimentales que se muestran en los trabajos son propios o son tomados de la literatura. El 
objetivo de la realización de ensayos propios puede ser la generación de una base de datos 
para la posterior calibración de modelos numéricos o para la obtención de alguna ecuación 
relativa al cortante y su posterior ajuste. Por otra parte, se usan ensayos de la literatura en 
gran cantidad para la calibración de modelos que pueden ser a nivel material o con elementos 
finitos. 

La tabla 2.2 se centra en los modelos numéricos. En ella se expresa la teoría en la que se 
basa el modelo generado por cada uno de los autores. Como ya se menciona en el apartado 
1.3 de este trabajo, existen multitud de factores que pueden determinar la resistencia a 
cortante en RC y en SFRC: diámetro de las barras de armado, la consideración de efectos como 
el efecto pasador de las barras o el engranamiento de áridos, la adherencia de las barras, la 
cantidad de fibras de acero, su longitud, su diámetro, su adherencia, su resistencia a la rotura, 
su orientación dentro de la masa,... En función de qué factores se consideren y cómo se haga 
van surgiendo los distintos modelos numéricos que se proponen. 

La tabla 2.3 muestra la tipología de ensayos experimentales que se usa para llevar a cabo 
los distintos trabajos. En función de la forma de la pieza y de las características del hormigón 
que se ensaya, se obtienen unos resultados u otros. Con ellos se pueden realizar 
comparaciones y obtener conclusiones. La forma de la probeta puede inducir efectos físicos 
que son necesarios considerar a la hora de generar un cortante lo más puro posible. Las 
características del hormigón ya mencionadas son determinantes para la obtención de 
resultados y para la posterior obtención de ecuaciones que intenten explicar el 
comportamiento frente a cortante observado. 
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Tabla 2.1: Síntesis general 

Autor (año) Tipo de Hormigón Ensayo Experim. Modelo Num. 
Hofbeck et. al. (1969) RC1 (NR4) Propio Material 
Mattock et. al. (1972) RC1 (NR4) Propio y Literat. Material 
Mattock et. al. (1975) RC1 (NR4) Propio Material 
Mattock et. al. (1976) RC1 (NR4) Propio Material 
Walraven (1981) RC1 (NR4 y HR5) Propio Material 
Vecchio et. al. (1981) RC1 (NR4) Propio Material 
Vecchio et. al. (1986) RC1 (NR4) Propio Material 
Hsu et. al. (1987) RC1 (NR4) Literatura Material 
Vecchio et. al. (1991) RC1 (NR4) Propio Elem. Finitos 
Vecchio (2000) RC1 (NR4 y HR5) - Material 
Vecchio (2001) RC1 (NR4 y HR5) - Elem. Finitos 
Vecchio et. al. (2001) RC1 (NR4 y HR5) Literatura Material 
Mattock (2001) RC1 (NR4 y HR5) Literatura Material 
Barragán et. al. (2006) SFRC2 (NR4 y HR5) Propio Elem. Finitos 
Rahal (2010) RC1 (NR4 y HR5) Literatura Material 
Lee et. al. (2011) SFRC2 (NR4 y HR5) Literatura Elem. Finitos 
Kim et. al. (2011) SFRC2 (NR4 y HR5) Literatura Material 
Susetyo et. al. (2011) SFRC2 (NR4 y HR5) Propio - 
Tiberti et. al. (2013) SFRC2 (NR4 y HR5) Propio - 
Deluce et. al. (2014) SFRC2 (NR4 y HR5) Literatura Material 
Islam et. al. (2014) SFRC2 Propio Elem. Finitos 
Soltanzadeh et. al. (2015) HPFRC3 (NR4 y HR5) Propio Elem. Finitos 

1. RC: Hormigón armado 
2. SFRC: Hormigón armado y reforzado con fibras de acero 
3. HPFRC: Hormigón autocompactable, armado y reforzado con fibras (de acero) 
4. NR: Hormigón de resistencia a compresión normal (< 50MPa) 
5. HR: Hormigón de alta resistencia a compresión (> 50MPa) 
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Tabla 2.2: Síntesis numérica 

Autor (año) Modelo num. Basado en 
Hofbeck et. al. (1969) Material Shear-Friction Theory 
Mattock et. al. (1972) Material Shear-Friction Theory 
Mattock et. al. (1975) Material Shear-Friction Theory 

Mattock et. al. (1976) Material 
Shear-Friction Theory 
PCI-Design Handbook 

Walraven (1981) Material Engranamiento de áridos 
Vecchio et. al. (1981) Material Valores medios con Círculo Mohr 
Vecchio et. al. (1986) Material MCFT3 (a partir del CFT2) 
Hsu et. al. (1987) Material Modelo celosía con reblandecimiento (INF1) 
Vecchio et. al. (1991) Elem. Finitos MCFT3 

Vecchio (2000) Material DSFM4 (a partir del MCFT2) 
Vecchio (2001) Elem. Finitos DSFM4 

Vecchio et. al. (2001) Material 
MCFT3 

DSFM4 

Mattock (2001) Material Shear-Friction Theory 
Barragán et. al. (2006) Elem. Finitos Elástico 
Rahal (2010) Material SMCS5 

Lee et. al. (2011) Elem. Finitos DTFTM6 

Kim et. al. (2011) Material MCFT3 
Susetyo et. al. (2011) - - 
Tiberti et. al. (2013) - - 
Deluce et. al. (2014) Material CEB-FIP 1978 [71] 
Islam et. al. (2014) Elem. Finitos ANSYS 10.0. 
Soltanzadeh et. al. (2015) Elem. Finitos Fisuración Difusa Multidireccional 

1. INF: Inicialmente NO fisurado 
2. CFT: The Compression-Field Theory [24, 25] 
3. MCFT: The Modified Compression-Field Theory [23] 
4. DSFM: Disturbed Stress-Field Model [27, 28, 29] 
5. SMCS: Simplified Model for Combined Stress Resultants [30] 
6. DTFTM: Direct Tension Force Transfer Model [47] 
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Tabla 2.3: Síntesis experimental 

Autor (año) Ensayo experim. Tipo Nº probetas 

Hofbeck et. al. (1969) Propio 
Push-off INF1 15 
Push-off IF2 23 

Mattock et. al. (1972) Propio y literat. 

Push-off INF1 23 
Push-off IF2 25 
Pull-off INF1 6 
Pull-off IF2 6 
Modified Push-off INF1 6 
Modified Push-off IF2 10 

Mattock et. al. (1975) Propio 
Push-off IF2 12 
Push-off T3 INF1 6 
Push-off T3 IF2 9 

Mattock et. al. (1976) Propio 
Push-off INF1 28 
Push-off IF2 36 

Walraven (1981) Propio Push-off C4 IF2 32 
Vecchio et. al. (1981) Propio Panel 17 
Vecchio et. al. (1986) Propio Panel 30 

Hsu et. al. (1987) Literatura 
Push-off INF1 20 
Push-off T3 INF1 6 
Pull-off INF1 6 

Vecchio et. al. (1991) Propio Panel 6 
Vecchio (2000) - - - 
Vecchio (2001) - - - 

Vecchio et. al. (2001) Literatura 
Panel 40 
Viga 54 
Muro 13 

Mattock (2001) Literatura Push-off IF2 185 
Barragán et. al. (2006) Propio Push-off INF1 6 

Rahal (2010) Literatura 
Push-off INF1 

114 Push-off IF2 
Viga 15 

Lee et. al. (2011) Literatura Panel 8 

Kim et. al. (2011) Literatura 
Panel 8 
Viga 80 

Susetyo et. al. (2011) Propio Panel 10 
Tiberti et. al. (2013) Propio Tracción directa 168 

Deluce et. al. (2014) Literatura 
Tracción directa 70 
Panel 10 

Islam et. al. (2014) Propio 
Viga 1 
Push-off IF2 1 
Doble Push-off IF2 1 

Soltanzadeh et. al. (2015) Propio Doble Push-off IF2 12 
1. INF: Inicialmente NO fisurado 
2. IF: Inicialmente fisurado 
3. T: Con tracción a través del plano de corte 
4. C: Confinado 
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2.4. Estudios experimentales, modelización y teorías sobre la 
transmisión del esfuerzo cortante para hormigón armado. 

En este apartado se realiza una cronología y una breve descripción sobre los trabajos acerca 
del estudio de la transmisión del esfuerzo cortante en hormigón armado que han llevado a 
cabo los distintos autores a lo largo de los últimos años. 

2.4.1. J.A. HOFBECK, I.O. IBRAHIM y ALAN H. MATTOCK (1969) [15]. 

La parte experimental de este estudio se compone de 38 probetas tipo push-off de 
hormigón armado, algunas de ellas con fisuración previa y otras no. 

Los objetivos de este estudio son: 

1. Determinar la influencia en la transferencia del esfuerzo cortante en el plano de corte de 
la fisuración previa en dicho plano. 

2. Determinar la influencia de la resistencia, tamaño y disposición del armado en la 
transferencia del esfuerzo cortante a través del plano de corte. 

3. Determinar la influencia de la resistencia del hormigón en la transferencia del esfuerzo 
cortante en el plano de corte. 

4. Examinar la posible contribución en la transferencia del esfuerzo cortante en el plano de 
corte del "efecto pasador" de las barras de armado que cruzan dicho plano. 

5. Examinar la aplicabilidad de la teoría del "shear friction" [16,17] para el cálculo de la 
resistencia a corte a lo largo del plano de corte cuando existe una fisuración previa en dicho 
plano. 

6. Tratar de relacionar la resistencia a corte en el plano de corte medida en los ensayos de 
push-off con las resistencias a compresión y a tracción del hormigón y del acero. 

En el ensayo se provoca en las piezas un esfuerzo de corte sin momento en el plano de 
corte. Si se coloca de manera correcta el armado longitudinal, el fallo final en este tipo de 
ensayos viene producido a lo largo del plano de corte. El armado a través del plano de corte 
está compuesto por estribos cerrado anclados al armado longitudinal (ver figura 2.7). 
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Figura 2.7: Detalle de las probetas tipo push-off [15]. 

Descripción del modelo "shear-friction" [16,17]: 

La teoría de la fricción por cortante ("shear-friction") es discutida con detalle en Birkeland 
and Birkeland [16] y por Mast [17]. Se asume la presencia de una fisura a lo largo del plano de 
corte, y se asume que un armado de área As y límite de elasticidad fy cruza la fisura en ángulo 
recto. Las caras de la fisura son rugosas e irregulares, por lo que cuando se produce el 
deslizamiento a lo largo de la fisura, las piezas de hormigón en ambas caras de la fisura se 
separan levemente. Esta separación puede poner el acero en tracción que, al mismo tiempo, 
puede generar compresión en el hormigón a través de la fisura. Esta tensión de compresión 
puede producir resistencia al deslizamiento a lo largo de la fisura debido a la fricción entre las 
superficies rugosas e irregulares de ambas caras de la fisura. Se asume que la separación entre 
caras es la suficiente para provocar que la tensión en el armado sea la del límite elástico, por lo 
que si tanφ es el coeficiente de fricción entre las caras de la fisura, la resistencia a cortante a lo 
largo de la fisura vendrá dada por: 

𝑉𝑢 = 𝐴𝑠𝑓𝑦𝑡𝑎𝑛∅      (2.1) 

que, si se divide por el área del plano de corte, la expresión queda: 

𝑣𝑢 = 𝑝𝑓𝑦𝑡𝑎𝑛∅      (2.2) 

Para el estudio del caso sin fisuración previa, se considera una probeta tipo push-off de 
ancho w, espesor b, y un plano de cortante de longitud d (ver figura 2.8). Las tensiones 
actuando en un pequeño elemento de hormigón sobre el plano de corte vienen expresadas en 
(b) en la figura 2.8. Se trata, pues, de las tensiones tangenciales ν en todas las caras, tensiones 
normales σx provocadas por la restricción de los estribos de acero para el armado y tensiones 
normales σy debidas a las fuerzas aplicadas V. Como no se conoce la distribución exacta de las 
tensiones, se usa tensiones medias: 

ν = 𝑉/𝑏𝑑       (2.3) 
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𝜎𝑥 = 𝑝𝑓𝑦       (2.4) 

𝜎𝑦 = 𝑉/𝑏𝑤       (2.5) 

 

 

Figura 2.8: Construcción de la relación entre la resistencia a cortante ν, y el parámetro de 
armado pfy en una probeta tipo push-off sin fisuración previa [15]. 

El problema consiste en determinar las combinaciones de estas tensiones que provoquen la 
rotura del hormigón en el plano de corte. Para hacer esto, se usa la curva propuesta por Zia 
[18]. Esta curva de rotura se muestra en (c) en la figura 2.8 y consiste en dos partes; (1) una 
línea inclinada 37 grados a partir del eje de la tensión normal y tangente al círculo de Mohr 
que representa la rotura en compresión uniaxial; (2) una línea trazada desde el punto de 
intersección de la primera línea con el eje de tensión tangencial, y tangente al círculo de Mohr 
representando la rotura en tracción uniaxial. 

Si para un determinado tipo de push-off, el cociente ν/σy es constante, los puntos de rotura 
en el círculo de Mohr correspondientes a ν y σy, estarán situados todos en la línea OA inclinada 
un ángulo θ a partir del eje de tensión normal, donde θ es tan-1(ν/σy). El término (ν/σy) es fijo 
para las proporciones de la probeta y es igual a w/d. Se dibujan una serie de círculos, cada uno 
tangente a la curva de rotura. Donde la recta OA corta con el círculo, se obtiene el punto (ν, 
σy) para las condiciones tensionales de rotura representadas por el círculo. Se traza una recta 
que pasa por el punto (ν, σy) y el centro del círculo. Donde esta recta corta al círculo 

15 
 



Capítulo 2: Estado del arte 

diametralmente opuesto del punto (ν, σy), fija el punto (ν, σx), este es (νu, pfy). Repitiendo este 
mismo proceso para varios círculos, se obtienen una sucesión de puntos (νu, pfy). La línea que 
une estos puntos (νu, pfy) constituye la relación νu- pfy obtenida en el ensayo push-off. 

En este estudio se concluye, entre otras: 

- La presencia de la prefisura reduce la resistencia última a cortante en el plano de corte y 
aumenta el deslizamiento a todos los niveles de carga. 

- La resistencia a cortante en el plano de corte está en función del parámetro de armado 
pfy. 

- El efecto pasador de las barras de armado que cruzan el plano de corte es insignificante en 
el caso de probetas sin prefisuración, no siendo así en el caso de prefisuración. 

- La teoría de "shear-friction" (fricción por cortante) proporciona una estimación 
conservativa de la resistencia a corte en el plano de corte en hormigón convencional. 

2.4.2. ALAN H. MATTOCK and NEIL M. HAWKINS (1972) [5]. 

En este artículo se realiza un estudio sobre la transmisión del esfuerzo cortante en 
estructuras de hormigón armado. Para ello se estudian los siguientes factores: 

1. Características del plano de corte 

2. Características de la armadura de refuerzo 

3. Resistencia del hormigón 

4. Fuerzas directas actuando paralela o transversalmente al plano de corte 

Los tres primeros factores se analizan sobre ensayos push-off en un estudio anterior [15]. 
Las probetas push-off se hormigonan monolíticamente. Para el estudio de la influencia de las 
fuerzas directas actuando paralela o transversalmente al plano de corte, se realizan probetas 
pull-off, en las que la carga aplicada es de tracción, o push-off modificadas, en las que el plano 
de corte está inclinado (ver figura 2.9). 
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Figura 2.9: Probetas push-off utilizadas en el estudio. (a) Push-off; (b) Pull-off; (c) Push-off 
modificada [5] 

Todas las probetas se someten a una carga uniformemente aumentada hasta la rotura de la 
pieza y se mide el deslizamiento a lo largo del plano de corte en cada una de ellas. 

La necesidad de considerar una fisuración existente a lo largo del plano de corte antes de la 
aplicación de la carga fue recomendada por Mast, R. F., en estudios anteriores [17]. Por esta 
razón, algunas probetas son fisuradas por la aplicación de una fuerza transversal antes de 
someterlas a ensayo. 

En las probetas fisuradas, se mide el deslizamiento, desde el comienzo del ensayo. Sin 
embargo, en las probetas no fisuradas, no se registra movimiento alguno hasta la aparición de 
unas fisuras diagonales a una tensión determinada. Estas fisuras cruzan el plano de corte con 
un ángulo de entre 40º y 50º, tienen una longitud de 5 cm y una separación entre ellas de 2,5 a 
5 cm a lo largo del plano de corte (ver figura 2.10). 
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Figura 2.10: Transmisión de esfuerzo cortante en probetas no fisuradas [5] 

En este artículo, se realiza una hipótesis para modelar el comportamiento, diferenciando 
entre la transferencia del esfuerzo cortante a través del plano de corte en probetas sin 
fisuración previa (1)y en probetas con fisuración previa (2) a lo largo del plano de corte. 

1. Probetas sin fisuración previa a lo largo del plano de corte: 

Se trata de probetas sin fisuración previa a lo largo del plano de corte y con armado normal 
a dicho plano. En este caso, se asume que las cargas externas provocan una tensión tangencial 
ν a lo largo del plano de corte y tensiones directas σNy y σNx paralelas y normales al plano de 
corte, respectivamente. Cuando se produce el momento de la carga, el hormigón se encuentra 
no fisurado; el armado transversal Aνf no tiene tensión y, por lo tanto, no contribuye a una 
tensión directa adicional a través del plano de corte. 

Bajo el incremento del cortante, cuando la tensión principal de tracción del hormigón llega 
a igualar la resistencia a tracción del hormigón, aparecen varias fisuras diagonales de tracción 
de corta longitud a lo largo del plano de cortante e inclinadas respecto de éste un ángulo α. 
Este ángulo α depende de la combinación particular de ν, σNy y σNx existente en el momento 
de la fisuración. En ensayos push-off sin tensión directa externa adicional σNx, el valor de α se 
encuentra , normalmente, alrededor de 45 grados. 

Cuando la carga de corte se aumenta aún más se desarrolla un mecanismo de celosía tal y 
como se muestra en la figura 2.10 (a). Se forman bielas diagonales en el hormigón donde 
aparecen las fisuras de tracción (paralelas entre ellas). Cuando actúa la acción del cortante en 
la celosía, las bielas tienden a rotar y ello provoca que entren en tracción las armaduras 
transversales. Debido a que las bielas diagonales son continuas en el hormigón en ambos lados 
del plano de cortante, se tiene tanto compresión como cortante transversal en la biela. El 
cortante aplicado es, por tanto, resistido por ambas componentes de la biela: la compresión y 
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las fuerzas tangenciales que actúan paralelas al plano de cortante, tal y como se muestra en la 
figura 2.10 (b). 

El armado que cruza el plano de corte puede llegar a su límite elástico: Aνffy, dando lugar a 
que no se produzca la rotura del hormigón primero. El fallo final tiene lugar cuando se produce 
la rotura de las bielas de hormigón bajo la acción combinada de la compresión y el cortante en 
las bielas, mientras el armado continua desarrollando su resistencia a la plastificación. 

Para el cálculo, se considera un elemento de hormigón contenido en el plano de cortante, 
en la parte media del espesor de la biela. Tomando como referencia los ejes de coordenadas x' 
e y', el sistema tensional que actúa en el elemento es el indicado en la figura 2.10 (c). Este 
sistema se compone de una compresión σy' actuando en dirección paralela a la dirección de las 
fisuras diagonales de tracción, y unas tensiones tangenciales τx'y' orientadas como se muestra 
en la figura. Como las caras de la biela formadas por las fisuras diagonales de tracción son 
superficies sin cargar y libres, el valor de σx' es cero. El par de valores σy' ,τx'y' se pueden 
obtener a partir de la envolvente de rotura del hormigón usando la construcción geométrica 
que aparece en la figura 2.11. 

 

Figura 2.11: Combinación de σy' ,τx'y' que provoca la rotura del hormigón [5] 

Con ello se construye una sucesión de círculos de Mohr tangentes a la envolvente de 
rotura. La intersección de algún círculo en particular con el eje t definirá el punto (σx' ,τx'y'), 
donde σx' es cero. El punto diametralmente opuesto a éste en el mismo círculo es el punto 
(σy',τx'y'), donde los valores de σy'  y τx'y', constituyen el par de tensiones correspondiente a la 
rotura del hormigón. 

El estado tensional del elemento en el plano de corte se puede expresar con σx ,σy y τxy con 
respecto a los ejes x e y , normal y paralelo al plano de corte, respectivamente. Estas tensiones 
pueden ir expresadas en función de σy' y τx'y' como sigue: 

𝜎𝑥 = 𝜎y' 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 − 2𝜏x'y' 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼      (2.6) 

𝜎𝑦 = 𝜎y' cos2 𝛼 + 2𝜏x'y' sin𝛼 cos𝛼      (2.7) 
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𝜏𝑥𝑦 = −𝜎y' sin𝛼 cos𝛼 + 𝜏x'y'( cos2 𝛼 − sin2 𝛼)    (2.8) 

Si α = 45 grados, entonces: 

𝜎𝑥 = 𝜎y'

2
−𝜏x'y'       (2.6a) 

𝜎𝑦 = 𝜎y'

2
+𝜏x'y'       (2.7a) 

𝜏xy = −𝜎y'

2
        (2.8a) 

En la rotura, σx es la tensión directa actuando a través del plano de cortante como 
resultado de la tensión de plastificación del armado que atraviesa dicho plano, más una 
tensión externa aplicada directamente σNx actuando a través del plano de corte en la rotura: 

𝜎𝑥 = 𝐴vf𝑓𝑦
𝑏𝑑

+𝜎Nx = 𝑝𝑓𝑦 + 𝜎Nx     (2.9) 

Donde Avf es el área total de la sección del armado que pasa a través del plano de corte y fy 
es la tensión de plastificación. Además, τxy es la tensión tangencial en el plano de cortante, en 
el centro de la biela. De este modo, se puede escribir: 

𝜈𝑢 = 𝑉u
𝑏𝑑

= 𝐾𝜏𝑥𝑦       (2.10) 

Así que si α = 45 grados, entonces νu = -Kσy'/2 y pfy + σNx = σy'/2-τx'y'. El valor de K será 1 si 
las tensiones tangenciales se encuentran uniformemente distribuidas a lo largo de la biela y 
puede valer 0.67 si la distribución de tensiones tangenciales a través de la biela es parabólica. 
Cuando la tensión normal externa σNx es cero o pequeña, las bielas de hormigón rotarán 
ligeramente hasta deformar el armado transversal. Esto provoca el final del avance de las 
fisuras de tracción paralelas al plano de cortante. Como resultado, la tensión tangencial en la 
biela se incrementa localmente hasta un valor superior al de la tensión tangencial media νu 
basada en el área total del plano de cortante. En este momento, la rotura tiende a cambiar del 
plano de cortante a un plano paralelo conteniendo el final de las fisuras y esto ocurre cuando 
la tensión tangencial local incrementada alcanza un valor crítico. Las bielas de hormigón en 
cada borde del plano de corte estarán incompletas, dependiendo de la localización exacta de 
las fisuras diagonales. En un caso extremo, esto podría reducir la resistencia total efectiva a 
corte de la sección. 

2. Probetas con fisuración previa a lo largo del plano de corte y con armadura normal a 
dicho plano: 

Cuando se carga a cortante una probeta inicialmente fisurada, se produce un deslizamiento 
a lo largo del plano de corte. Como las caras de la fisura tienen rugosidad, cuando se produce 
el deslizamiento, se fuerza la separación de las caras de las probetas. Esta separación produce 
deformaciones de tracción en el armado que cruza el plano de cortante. Esta tensión de 
tracción inducida en el armado se equilibra con una compresión igual actuando a través de la 
fisura. Esta fuerza de compresión produce una resistencia por fricción al deslizamiento entre 
las caras de la fisura, que se opone al cortante aplicado. El movimiento relativo del hormigón 
en las caras opuestas de la fisura someten a las barras individuales del armado a la acción de 
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corte. La resistencia de estas barras a la acción de corte, que muchas veces viene asociada a su 
efecto pasador, contribuye a la resistencia a corte total. 

En un plano de cortante con baja cantidad de armado, la separación de las caras de las 
fisuras es eventualmente suficiente para deformar el armado hasta su punto de plastificación. 
Cuando se alcanza la resistencia última, la fuerza de compresión a través de la fisura es igual a 
la tensión de plastificación del armado Aνffy. La resistencia por fricción al corte a lo largo de la 
fisura es, entonces, igual a esta fuerza multiplicada por el coeficiente de fricción del hormigón. 
En adición a la resistencia por fricción al cortante, hay una resistencia al cortante debida al 
efecto pasador del armado que cruza las fisuras en el plano de cortante, además de la 
resistencia producida por las irregularidades situadas en las caras de las fisuras. Se realiza la 
hipótesis de que la resistencia por fricción al deslizamiento y el efecto pasador producido por 
la armadura son las contribuciones principales a la resistencia al cortante. 

La resistencia del hormigón no parece afectar a la resistencia a corte en el plano de corte de 
las piezas inicialmente fisuradas con baja cantidad de armadura. 

En un plano de cortante con alta cantidad de armado es posible que la resistencia teórica a 
corte debida a la fricción y al efecto pasador llegue a ser superior al cortante que produce la 
rotura en piezas inicialmente no fisuradas que presenten las mismas características físicas. En 
este caso, las fisuras en el plano de corte se cierran y el comportamiento y la resistencia última 
llegan a ser los mismos que en el caso de piezas sin fisuración inicial. Cuando esto ocurre, la 
resistencia a corte depende de la resistencia del hormigón, al contrario que en el caso anterior. 

En un plano de cortante con una cantidad de armado moderada, se forman las fisuras 
diagonales de cortante con un ángulo α respecto del plano de corte, pero el fallo todavía se 
produce debido al deslizamiento a lo largo de la fisura en el plano de corte con una resistencia 
última a cortante inferior a la de las piezas sin fisuración previa. 

En ese momento, el código de diseño americano ACI 318-71 [19] en su sección 11.15, usaba 
para el diseño de la transmisión del cortante a través del plano de corte la hipótesis del "shear-
friction" [16, 17] tratada en el apartado anterior. Ésta no es más que una simplificación de la 
hipótesis de diseño del comportamiento del hormigón inicialmente fisurado descrita en este 
apartado. En la hipótesis del "shear-friction" se asume, como ya se ha descrito en el apartado 
anterior, que, por alguna razón no especificada, existe una fisura en el plano de corte. La 
resistencia a cortante se asume que se desarrolla, enteramente, por la resistencia al 
deslizamiento debido a la fricción entre ambas caras de la fisura, llevado a cabo por una fuerza 
normal igual al límite elástico del armado que cruza el plano de corte. Se utiliza, además, un 
coeficiente ficticio de fricción µ para compensar el hecho de despreciar la acción del efecto 
pasador de las armaduras y otros factores en la resistencia a cortante: 

𝜈𝑢 = 𝐴𝑣𝑓𝑓𝑦
𝑏𝑑

𝜇 = 𝑝𝑓𝑦𝜇       (2.11) 

De este estudio se concluye que: 

Al igual que se concluye en el apartado anterior (apartado 2.4.1): 
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- La hipótesis de "shear-friction" es conservativa en la estimación de la resistencia a 
cortante en el plano de corte, exista o no fisura previa. 

- La presencia de la prefisura reduce la resistencia última a cortante en el plano de corte y 
aumenta el deslizamiento a todos los niveles de carga. 

- La resistencia a cortante en el plano de corte está en función del parámetro de armado 
pfy. 

Además se añaden, entre otras, las conclusiones: 

- Las tensiones directas a tracción paralelas al plano de corte reducen la resistencia al 
esfuerzo cortante en el plano de corte en hormigón inicialmente no fisurado, no ocurriendo lo 
mismo en el hormigón inicialmente fisurado. 

- Se puede añadir al término pfy en los cálculos de la resistencia última a cortante en el 
plano de corte, una tensión de compresión aplicada externamente actuando en dirección 
transversal al plano de corte, tanto en hormigón inicialmente fisurado como no fisurado. 

- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón inicialmente no fisurado se 
desarrolla a través de un mecanismo de celosía tras la fisuración diagonal. La rotura se 
produce cuando las bielas inclinadas de hormigón fallan bajo la acción combinada de corte y 
de fuerza axial. 

- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón inicialmente fisurado con 
cantidades moderadas de armadura se desarrolla, principalmente, por la resistencia por 
fricción al deslizamiento entre las caras de la fisura y por el efecto pasador de las armaduras 
que cruzan el plano de corte. Cuando se colocan grandes cantidades de armado, las fisuras en 
el plano de corte se cierran y la resistencia a cortante en el plano de corte se desarrolla como 
en el caso de hormigón inicialmente no fisurado. 

2.4.3. ALAN H. MATTOCK, L. JOHAL and H. C. CHOW (1975) [10]. 

Los objetivos de este estudio son: 

1. Determinar el efecto del momento actuando en el plano de corte en el cortante que 
puede ser transmitido a través el plano de corte con una cantidad y disposición de armando 
dada. 

2. Estudiar la influencia de la disposición del armado que cruza el plano de corte en el 
cortante y en el momento que pueden ser transferidos a través del plano de corte. 

3. Determinar el efecto de una fuerza de tracción actuando de forma perpendicular al plano 
de cortante, en el cortante que puede ser transferido a través del plano de corte. 

La parte experimental de este estudio se compone de seis series de probetas tipo push-off  
Algunas de ellas son probetas tipo push-off tipo ménsula y las otras son probetas tipo push-off 
en las que se aplica una tracción a través del plano de corte, tal y como se muestra en la figura 
2.12. También se tiene en cuenta la presencia de fisura previa o no. 
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Figura 2.12: (Izq.) Probeta push-off tipo ménsula; (Der.) Probeta Push-off con tracción 
perpendicular al plano de corte [10] 

En el ensayo push-off tipo ménsula, se aplica una carga V a una distancia a del plano de 
corte. Esto provoca un cortante V y un momento V·a, actuando simultáneamente en el plano 
de corte. 

Las muestras sometidas a la otra tipología de ensayo push-off, contienen un par de barras 
de alta resistencia a cada lado. En este ensayo, se aplica una carga V en el plano de corte, de 
tal manera que no provoca momentos adicionales. A las barras laterales mencionadas 
anteriormente, se aplica una carga de tracción que provoca una tracción transversal al plano 
de corte. 

Centrando este estudio en las características de lo que se estudia en este trabajo, se extrae 
que para probetas tipo ménsula y excentricidad de la carga igual a cero (sólo cortante en el 
plano de corte), el deslizamiento último se incrementa cuando la distribución de armado 
cambia de distribución uniforme sobre el plano de corte a concentrado en la parte superior del 
plano de corte. 

Se observa que cuando una fisura en el plano de corte es sometida solamente a cortante, 
sólo la parte de la fisura que se encuentra atravesada por la armadura es completamente 
resistente al deslizamiento. Si se concentra el armado, la resistencia a cortante media se ve 
aumentada en la parte del plano de corte completamente resistente al deslizamiento, si se 
compara con el caso de distribución uniforme. 

El modelo para el cálculo que se utiliza en este estudio es el basado en la hipótesis del 
"shear-friction" según el código de diseño americano ACI 318-71 [19] en su sección 11.15 (ya 
mencionado en los apartados 2.4.1 y 2.4.2 de este mismo trabajo)  

De este estudio, centrando en las condiciones que se desarrollan en el presente trabajo, se 
concluye: 
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- La acción simultánea de un momento menor o igual que la resistencia a flexión última de 
la sección fisurada no reduce el cortante que puede ser resistido en el plano de corte. 

- Al igual que se deduce en los dos apartados anteriores (2.4.1 y 2.4.2), la hipótesis del 
"shear friction" ofrece una estimación conservativa de la resistencia a cortante en el plano de 
corte, con y sin tensión de tracción externa actuando de forma perpendicular al plano de 
corte. 

2.4.4. ALAN H. MATTOCK, W. K. LI and T. C. WANG (1976) [20]. 

Este artículo va enfocado al estudio de la resistencia al esfuerzo cortante de hormigón 
hecho con árido de bajo peso para la obtención de hormigones ligeros para prefabricados. Se 
sigue la misma línea en cuanto a procedimiento que la utilizada en los apartados anteriores de 
este trabajo (apartados 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3). 

El programa experimental se diseña para estudiar la influencia en el comportamiento y en 
la resistencia en la dirección de aplicación del plano de corte, del tipo de árido usado cuando 
se fabrica el hormigón. Las probetas que se usan para los ensayos son probetas tipo push-off 
tal y como se muestra en la figura 2.13. Se someten a un esfuerzo de corte sin momento. El 
armado que cruza el plano de cortante está compuesto por cercos cerrados. 

 

Figura 2.13: Probeta tipo push-off utilizada en este estudio [20] 

Se ensayan diez series de probetas tipo push-off. Las variables que se estudian son el tipo 
de árido utilizado, la resistencia del hormigón y si se existe o no prefisuración en el plano de 
corte al realizar el ensayo. 

De la campaña experimental se observa que el comportamiento general entre las probetas 
sin fisuración previa es muy similar. No hay deslizamiento a lo largo del plano de corte (como 
ya se ha deducido en los apartados anteriores [5]), ni tampoco hay separación a través del 
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plano de cortante de estas probetas hasta la formación de las fisuras diagonales por tracción 
en la región del plano de corte. Estas fisuras tienen una inclinación inicial de entre 20 y 45 
grados del plano de corte. Conforme va aumentando la carga, algunas fisuras se alargan y se 
forman también nuevas fisuras. Normalmente, cuando se produce la rotura hay muchas más 
fisuras en probetas con mayor cantidad de armado que en probetas con armado menor. Tal y 
como ya se dedujo en los apartados anteriores, la rotura se produce por aplastamiento de las 
bielas de hormigón formadas a partir de las fisuras por tracción. Como se ha dicho, en las 
probetas de hormigón sin fisuración previa no hay deslizamiento a lo largo del plano de corte. 
Se produce un movimiento relativo de las dos mitades de la probeta como resultado de la 
rotación de las bielas inclinadas de compresión del hormigón, mientras el armado que cruza el 
plano de cortante se estira. La componente de este movimiento relativo paralelo al plano de 
corte se refiere como deslizamiento más adelante (para abreviar). La componente del 
movimiento relativo normal al plano de cortante se refiere como separación. 

En las probetas con fisuración previa, también se produce un comportamiento similar. Tal y 
como se apunta en el apartado 2.4.2 de este mismo documento [5], se produce un 
deslizamiento a lo largo de la fisura realizada en el plano de corte desde el comienzo de la 
carga. Este deslizamiento se va incrementando conforme se llega a la situación de rotura, que 
se produce por aplastamiento por compresión del hormigón adyacente al plano de la fisura. 

En este artículo [20] se obtienen las curvas cortante-deslizamiento, como se muestra en la 
figura 2.14: 

 
Figura 2.14: (Izq.) Curvas cortante-deslizamiento para probetas no prefisuradas: Serie G; (Der.) 

Curvas cortante-deslizamiento para probetas prefisuradas: Serie H [20] 

En estas curvas (figura 14) se puede observar que el comportamiento frente a la 
deformación es relativamente frágil en todos los casos. La máxima resistencia a cortante no se 
mantiene mientras el deslizamiento se incrementa más allá del valor para el cual se desarrolla 
la máxima resistencia a cortante. 

El comportamiento de las probetas no prefisuradas es más frágil que el de las prefisuradas, 
en las que la resistencia al cortante después del pico decrece más rápidamente conforme 
aumenta el deslizamiento. Sin embargo, debido a que la resistencia última de las probetas no 
prefisuradas es mayor que la de las probetas prefisuradas, las resistencias residuales de ambos 
tipos de probetas son aproximadamente las mismas para un valor de deslizamiento 
determinado. 
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Se obtiene que el respuesta a la deformación llega a ser más frágil conforme la resistencia a 
compresión del hormigón es mayor; y, además, llega a ser más frágil aun en el caso de 
hormigones ligeros que en hormigones convencionales. 

En estudios mencionados en el apartado 2.4.2 anterior [5], se postula que el límite superior 
de la resistencia a corte de probetas inicialmente fisuradas con una resistencia a compresión 
en particular, resultaba del efecto de "cerrado" de las fisuras y, por tanto, un comportamiento 
similar al equivalente con probetas sin fisuración previa. No obstante, éste no parece ser el 
caso de los hormigones ligeros en los que no hay ninguna evidencia del efecto "cerrado". 

Al contrario que ocurre en el caso del apartado 2.4.2 [5], la resistencia a cortante en el 
plano de corte en el caso de hormigones ligeros no está relacionada con la tensión de rotura 
por aplastamiento de las bielas de hormigón provocada por la tracción en las fisuras del 
hormigón. 

Las diferencias en las tensiones tangenciales que puede haber entre el hormigón 
convencional y el hormigón ligero para la misma resistencia a compresión son probablemente 
debidas a la diferencia de rugosidad en las caras de las fisuras. 

También se realiza la modelización con las hipótesis del "shear-friction" y del PCI Design 
Handbook vistos en [15, 19, 5, 21]. De esta modelización se extraen, entre otras, las siguientes 
conclusiones: 

- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón ligero es inferior a la del 
hormigón convencional. 

- Las hipótesis del "shear friction" [15,19, 5], se pueden usar para el diseño de hormigón 
ligero al igual que se hace con el hormigón convencional (según se ha descrito en los apartados 
2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 de este mismo documento) pero teniendo en cuenta una serie de 
particularidades en cuanto al valor del coeficiente de fricción µ. 

- El PCI Design Handbook no es aplicable para hormigón ligero [21]. 

2.4.5. J. C. WALRAVEN (1981) [22] 

En este artículo se desarrolla un modelo basado en el análisis estadístico de la estructura de 
la fisura y las áreas de contacto asociadas entre las caras de las fisuras como función del 
desplazamiento por cortante (∆), del ancho de la fisura (w) y de la mezcla del hormigón. Aquí 
se desprecia el efecto pasador de las armaduras que cruzan el plano de cortante, por lo que 
este estudio se concentra, principalmente, en la influencia del engranamiento de áridos. 

Se entiende que el hormigón se puede representar como un sistema de dos fases: la matriz 
de cemento y el conjunto de áridos embebido en el cemento. Generalmente la zona de 
contacto entre la matriz de cemento y la partícula de árido es la zona más débil. Por ello, la 
fisura se produce en la matriz de cemento pero en la zona situada en la periferia de la partícula 
de árido. Las partículas de árido se suelen simplificar como esferas, las cuales pueden ser 
intersectadas por el plano de cortante a cualquier profundidad con la misma probabilidad. Esto 
conduce a la estructura de la fisura, tal y como se muestra en la figura 2.15. 
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Figura 2.15: Estructura general del plano de la fisura observada [22]. 

Considerando esta figura y teniendo en cuenta que el tamaño de muchas partículas es 
considerablemente mayor que el ancho de la fisura, se puede concluir que la microrrugosidad 
de la fisura, causada por las partículas del árido proyectadas sobre el plano de la fisura, domina 
la macrorrugosidad, provocada por las ondulaciones de las caras de la fisura. Por esta razón, se 
considera el plano de la fisura como un plano liso. 

Se entiende, cuando se produce el desplazamiento por cortante de las caras de las fisuras, 
que se desarrollan unas áreas de contacto en la superficie de las partículas debido a la 
deformación plástica de la matriz de cemento, tal y como se muestra en la figura 2.16. 

 

Figura 2.16: Áreas de contacto durante el deslizamiento en la dirección del eje x [22]. 

Las tensiones producidas en estas áreas producen reacciones en las direcciones de todos 
los ejes principales. Como resultado de la aceptación de que las partículas del árido son 
esféricas, la componente de la resultante en la dirección Z es cero. Como resultado de esto, es 
posible considerar un cuerpo fisurado, como se muestra en la figura 2.17 (a), como un 
ensamblaje de un gran número de rebanadas con un ancho finito cada una, como se muestra 
en la figura 2.17 (c), y es posible derivar el comportamiento del conjunto de la fisura 
estudiando el comportamiento de una rebanada. 
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Figura 2.17: (a) Cuerpo de hormigón fisurado, (b)plano Z de intersección, (c) rebanada 
repesentativa [22]. 

En la figura 2.18 se muestra una sección transversal sobre el plano Z en la que hay una línea 
de contacto entre las caras opuestas de la fisura. Las proyecciones de esta línea de contacto 
sobre el eje x y sobre el eje y constituyen ax y ay. El área sombreada representa la parte de la 
matriz donde tiene lugar la deformación plástica. 

 

Figura 2.18: (a) Área de contacto entre la matriz y el árido, (b) condiciones tensionales [22]. 

Si el cortante se va incrementando en el plano de corte y la obertura de la fisura se 
contrarresta con fuerzas de restricción, se desarrolla el siguiente mecanismo: las áreas de 
contacto tienden inicialmente a deslizar provocando que el área de contacto se reduzca, lo que 
conduce a tensiones de contacto muy elevadas. Por ello, se producen mayores deformaciones 
plásticas hasta que se obtiene el equilibrio de fuerzas en dirección x e y. 

Las tensiones en el área de contacto se resuelven en una tensión, σpu, normal al área de 
contacto y una tensión, τpu, tangencial a esta área. Estas dos tensiones se relacionan a partir 
del deslizamiento de la superficie como: 

𝜏𝑝𝑢 = 𝜇𝜎𝑝𝑢        (2.12) 

Las componentes de las fuerzas de contacto en dirección x e y se pueden descomponer 
basándose en la aceptación de una combinación uniforme de las tensiones críticas. La figura 
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2.18 (b) muestra las condiciones de equilibrio en la superficie de la partícula. Las reacciones en 
dirección x y en dirección y se pueden formular como: 

𝐹𝑦 = 𝜎𝑝𝑢 · 𝑎𝑥 − 𝜏𝑝𝑢 · 𝑎𝑦      (2.12 a) 

𝐹𝑥 = 𝜎𝑝𝑢 · 𝑎𝑦 + 𝜏𝑝𝑢 · 𝑎𝑥      (2.12 b) 

Si se considera el conjunto de partículas por unidad de longitud de la fisura (ver figura 2.17 
(b)), la formulación se generaliza como: 

∑𝐹𝑦 = 𝜎𝑝𝑢 · ∑𝑎𝑥��� − 𝜏𝑝𝑢 · ∑𝑎𝑦���     (2.13 a) 

∑𝐹𝑥 = 𝜎𝑝𝑢 · ∑𝑎𝑦��� + 𝜏𝑝𝑢 · ∑𝑎𝑥���     (2.13 b) 

donde ∑āx  y ∑āy son la proyección media más probable de la longitud de contacto por unidad 
de longitud de fisura considerada en la figura 2.17 (b). Si las longitudes ∑āx  y ∑āy son 
conocidas, es posible proceder en las áreas de contacto como sigue: una unidad de área se 
puede considerar estar compuesta por un infinito número de líneas por unidad de longitud, las 
cuales tienen la misma media de valores de ∑āx  y ∑āy. Por lo que las áreas de contacto más 
probables Āx  y Āy por unidad de área de la fisura se obtienen tras multiplicar ∑āx  y ∑āy  por el 
ancho unitario l , de modo que Āx = ∑āx ·l y Āy = ∑āy·l. De este modo se puede expresar: 

𝜎 = 𝜎𝑝𝑢 · (�̅�𝑥 − 𝜇 · �̅�𝑦)      (2.14 a) 

𝜏 = 𝜎𝑝𝑢 · (�̅�𝑦 + 𝜇 · �̅�𝑥)      (2.14 b) 

En este mismo artículo se muestra un modo de cálculo de las áreas de contacto 
proyectadas Āx  y Āy. 

Para comparar el modelo teórico se realiza también una campaña experimental de ensayos 
tipo push-off restringidos externamente y con prefisuración (ver figura 2.19). 

 

Figura 2.19: Probetas tipo push-off con restricción externa [22]. 

Las variables que se tienen en cuenta en la campaña experimental son la resistencia y la 
composición del hormigón, la rigidez de la restricción externa y el acho de la fisura previa. 

De este estudio se extraen, entre otras, las siguientes conclusiones: 
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- El mecanismo de engranamiento de áridos sólo puede ser adecuadamente descrito si se 
tiene en cuenta la tensión normal, la tensión tangencial, el ancho de fisura y el deslizamiento 
por cortante. 

- El engranamiento de áridos se caracteriza, básicamente, por dos modos de 
comportamiento: deslizamiento en el área de contacto entre la matriz de cemento y las 
partículas de árido en los lados opuestos de la fisura, y por la deformación irreversible de la 
matriz por alta tensión de contacto. 

- Los resultados experimentales se describen adecuadamente por el modelo físico 
simplificando las partículas del árido como esferas de diferentes tamaños, proyectando sobre 
una superficie plana de la fisura y adoptando una relación tensión-deformación rígido-plástica 
entre las partículas y la matriz de cemento. 

- Todas las fracciones de partículas contribuyen cualitativamente de la misma forma a la 
transmisión de la tensión a través de la fisura. Sólo aquellas que tienen un diámetro inferior a 
dos veces el tamaño de la fisura se consideran inactivas. 

2.4.6. F.J. VECCHIO and M. P. COLLINS (1981) [3]. 

En este artículo se describen los resultados preliminares de un estudio sobre la respuesta 
del hormigón a cortante puro. 

El estudio experimental se realiza con paneles armados con dos capas de mallazo de acero 
soldado. Las probetas tipo panel se cargan por medio de uniones fijadas a unas llaves de acero 
para cortante y unos gatos hidráulicos, tal y como se muestra en la figura 2.1 de este mismo 
documento. 

Para el análisis de los datos obtenidos de las probetas se usa la construcción del Círculo de 
Mohr tanto de tensiones como de deformaciones, tal y como muestra la figura 2.20. 

 
Figura 2.20: (izq.) Círculo de Mohr en deformaciones para una probeta determinada, (der.) 

círculo de Mohr en tensiones para una probeta determinda [3]. 
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Para modelar el comportamiento del hormigón a compresión de los paneles se usa una 
variación de la curva tensión-deformación parabólica del hormigón usada normalmente: 

𝑓𝑑 = 𝑓′𝑐 · [2 𝜀𝑑
𝜀0
− λ(𝜀𝑑

𝜀0
)2]      (2.15) 

λ = (𝛾𝑚
𝜀𝑑
− 𝜇)0.5       (2.16) 

donde: εd = deformación principal a compresión, γm = deformación máxima a cortante, µ = 
ratio de Poisson. 

Aquí se toma como ratio de Poisson m = 0.30. 

Para un ratio de γm/εd dado, el pico de tensión a compresión del hormigón alcanzable, fp, es: 

𝑓𝑝 = 𝑓′𝑐
λ

        (2.17) 

La deformación para la cual se alcanza este pico es: 

𝜀𝑝 = 𝜀0
λ

        (2.18) 

En resumen, dada la deformación principal de compresión (εd) y la deformación máxima por 
cortante (γm), la tensión principal a compresión (fd) se puede determinar como sigue: 

(i) Se determina el coeficiente, λ:  

λ = (𝛾𝑚
𝜀𝑑
− 0.3)0.5       (2.19) 

(ii) Se determina el pico de tensión y el pico de deformación, fp y εp respectivamente: 

𝑓𝑝 = 𝑓′𝑐
λ

        (2.20) 

𝜀𝑝 = 𝜀0
λ

        (2.21) 

(iii) Si εd ≤ εp: 

𝑓𝑑 = 𝑓′𝑐 · [2 𝜀𝑑
𝜀0
− λ(𝜀𝑑

𝜀0
)2]      (2.22) 

(iv) Si εd > εp: 

𝑓𝑑 = 𝑓𝑝 · (1 − η2)       (2.23) 

η = (𝜀𝑑−𝜀𝑝)
(2𝜀0−𝜀𝑝)

        (2.24) 

Para modelar el comportamiento del hormigón a tracción se tiene en cuenta lo siguiente: 
se observa que el hormigón, después de haber fisurado, todavía es capaz de soportar cierta 
tensión de tracción. Esta tensión, que es el resultado de la tensión de tracción del hormigón 
entre las fisuras, debe ser inferior que la tensión de fisuración del hormigón, fcr, pero 
significativamente superior a cero. Mientras las relaciones de equilibrio se escriben en 
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términos de tensiones medias, éstas serán aun necesarias para que el armado transmita las 
cargas a través de las fisuras. En estas posiciones las tensiones de tracción en el hormigón no 
pueden ayudar al armado. Así que, cuando las tensiones medias en el armado se acerquen a la 
plastificación, las tensiones de tracción medias en el hormigón se asumen cercanas a cero. 

Basándose en el comportamiento observado de los paneles, se sugiere el siguiente 
procedimiento para calcular la tensión principal media a tracción, fdt, a partir de la 
deformación principal a tracción, εdt.. 

(i) Antes de fisurar: 

𝑓𝑑𝑡 = (𝜀𝑑𝑡 − 0.15𝜀𝑑) · 𝐸𝑐 ≤ 𝑓𝑐𝑟     (2.25) 

donde:  

𝐸𝑐 = 2𝑓′𝑐
𝜀0

     (2.26) 

𝑓𝑐𝑟 = 0.33�𝑓′𝑐(𝑀𝑃𝑎)   (2.27) 

(ii) Después de fisurar: 

𝑓𝑑𝑡 = 𝑓𝑐𝑟
1

1+( 𝜀𝑑𝑡
0.005)0.5 ≤ 𝜌𝑙(𝑓𝑠𝑙𝑦 − 𝑓𝑠𝑙) sin2 𝜃 + 𝜌𝑡(𝑓𝑠𝑡𝑦 − 𝑓𝑠𝑡) cos2 𝜃  (2.28) 

Por tanto, para predecir la respuesta de los paneles, para una deformación principal de 
compresión dada, εd, se entra en el procedimiento iterativo que se muestra en la figura 2.21. 
Además, es necesario estimar dos condiciones de deformación: εl y θ. Se comprueban las 
condiciones de equilibrio y de compatibilidad y se ajustan las estimaciones hasta que se 
consiga la convergencia. 

 

Figura 2.21: Proceso de solución para la respuesta a cortante puro de un elemento de 
hormigón armado [3]. 
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Paso 1: Elegir un valor de deformación principal de compresión, εd. 

Paso 2: Estimar la deformación longitudinal, εl. 

Paso 3: Estimar un ángulo de inclinación de la deformación principal a compresión, θ'. 

Paso 4: Determinar todas las demás condiciones de deformación a partir del círculo de  
      Mohr en deformaciones, figura 2.22. 

 

Figura 2.22: Condiciones de equilibrio para deformaciones medias en el hormigón [3]. 

  (i) Deformación normal de corte γlt: 

𝛾lt = 2(𝜀𝑙+𝜀𝑑)
tan𝜃′

      (2.29) 

  (ii) Deformación transversal del acero, εt: 

𝜀t = 𝛾𝑙𝑡
2 tan𝜃′

− 𝜀𝑑      (2.30) 

  (iii) Deformación principal de tracción, εdt: 

𝜀dt = 𝜀𝑙 + 𝜀𝑡 + 𝜀𝑑      (2.31) 

  (iv) Máxima deformación a cortante, γm: 

𝛾m = 𝜀𝑙 + 𝜀𝑡 + 2𝜀𝑑      (2.32) 

Paso 5: Determinar las condiciones de tensión a partir del círculo de Mohr en tensiones,  
       figura 2.23: 
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Figura 2.23: Condiciones de equilibrio para tensiones medias en el hormigón [3]. 

  (i) Tensión longitudinal de tracción en el acero, fsl: 

𝑓sl = 𝜀𝑙  𝐸𝑠 ≤ 𝑓𝑠𝑙𝑦      (2.33) 

  (ii) Tensión transversal de tracción en el hormigón, fst: 

𝑓st = 𝜀𝑡  𝐸𝑠 ≤ 𝑓𝑠𝑡𝑦      (2.34) 

  (iii) Tensión longitudinal de compresión en el hormigón, fl: 

𝑓l = 𝜌𝑙  𝑓𝑠𝑡       (2.35) 

  (iv) Tensión transversal de compresión en el hormigón, ft: 

𝑓t = 𝜌𝑡 𝑓𝑠𝑡       (2.36) 

  (v) Tensión principal de compresión en el hormigón, fd: 

λ = (𝛾𝑚
𝜀𝑑
− 0.3)0.5      (2.19) 

𝜀𝑝 = 𝜀0
λ

       (2.18) 

𝑓𝑝 = 𝑓′𝑐
λ

       (2.20) 

η = (𝜀𝑑−𝜀𝑝)
(2𝜀0−𝜀𝑝)

       (2.24) 

   Si εd ≤ εp: 

𝑓𝑑 = 𝑓′𝑐 · [2 𝜀𝑑
𝜀0
− λ(𝜀𝑑

𝜀0
)2]     (2.22) 

   Si εd > εp: 

𝑓𝑑 = 𝑓𝑝 · (1 − η2)      (2.23) 

  (vi) Tensión principal a tracción del acero, fdt': 
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𝑓𝑐𝑟 = 0.33�𝑓′𝑐(𝑀𝑃𝑎)     (2.27) 

𝐸𝑐 = 2𝑓′𝑐
𝜀0

       (2.26) 

   Antes de fisurar: 

𝑓′𝑑𝑡 = (𝜀𝑑𝑡 − 0.15𝜀𝑑) · 𝐸𝑐 ≤ 𝑓𝑐𝑟    (2.25) 

   Después de fisurar: 

𝑓′𝑑𝑡 = 𝑓𝑐𝑟
1

1+( 𝜀𝑑𝑡
0.005)0.5 ≤ 𝜌𝑙(𝑓𝑠𝑙𝑦 − 𝑓𝑠𝑙) sin2 𝜃 + 𝜌𝑡(𝑓𝑠𝑡𝑦 − 𝑓𝑠𝑡) cos2 𝜃 (2.28) 

  (vii) Ángulo de inclinación de la tensión principal de compresión (obtenido a  
          partir del círculo de Mohr de la figura 2.23). 

θ = tan−1[�𝑓𝑑−𝑓𝑙
𝑓𝑑−𝑓𝑡

]      (2.37) 

Paso 6: Comprobar la compatibilidad: 

  Es θ = θ' ? 

  Sí, ir al paso 7. 

  No, ir al paso 3. 

Paso 7: Comprobar el equilibrio: 

  Del círculo de tensiones de la figura 2.23: 

𝑓dt = 𝑓𝑑 − 𝑓𝑙 − 𝑓𝑡      (2.38) 

  Es fdt = fdt' ? 

  Sí, ir al paso 8. 

  No, ir al paso 2. 

Paso 8: Determinar la tensión de corte a partir de la figura 2.23: 

  𝑣 = (𝑓𝑑 − 𝑓𝑡) · 𝑡𝑎𝑛 𝜃      (2.39) 

Paso 9: Incrementar εd y repetir el proceso: 

  0 < εd ≤ 1.5 ε0 

  ∆εd≈ 0.05 ε0 a 0.10 ε0 

De este artículo se concluye, entre otras: 

- A partir de los resultados obtenidos de la campaña experimental de paneles, se 
demuestra que la relación entre la tensión principal de compresión en el hormigón y la 
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deformación principal del hormigón son altamente dependientes del la coexistente 
deformación máxima por cortante. Además, se obtiene que para predecir con precisión las 
características de deformación de los paneles es necesario tener en cuenta las tensiones de 
tracción en el hormigón. 

- Se desarrollan modelos matemáticos para representar las características tensión-
deformación del hormigón. Usando estos modelos en los cuales las condiciones de equilibrio 
se basan en tensiones medias y las condiciones de compatibilidad se basan en deformaciones 
medias, es posible predecir con exactitud el comportamiento de los paneles. 

2.4.7. F.J. VECCHIO and M. P. COLLINS (1986) [23]. 

"The Modified Compression-Field Theory" para elementos de hormigón sometidos a 
cortante que se presenta en este artículo se ha desarrollado a partir del modelo "Compresion-
Field Theory" [24, 25] para hormigón armado sometido a torsión y a cortante. En ambos casos 
se trata el hormigón fisurado como un nuevo material y las características del material se 
tratan en términos medios tanto de tensiones como de deformaciones pero, mientras el 
original "Compresion-Field Theory" ignora las tracciones en el hormigón fisurado, este nuevo 
modelo tiene en cuenta tensiones de tracción en el hormigón entre las fisuras y emplea 
relaciones tensión-deformación medias para el hormigón fisurado verificadas 
experimentalmente. El modelo es capaz de predecir la respuesta carga-deformación de 
elementos de hormigón armado sometidos a cortante y tensiones normales en su plano. 

En la figura 2.24 se esquematiza el elemento membrana objeto de estudio con los ejes y 
cargas que se tienen en cuenta para la definición del problema. 

 

Figura 2.24: Elemento membrana [23]. 

El problema que se plantea es el de determinar cómo las tres tensiones en el plano: fx, fy y 
νxy se relacionan con las tres deformaciones en el plano εx, εy y γxy. Para resolver este problema, 
además se tendrán en cuenta las siguientes condiciones: 

1. Para cada estado de deformación existe únicamente un estado de tensión; no se tendrán 
en cuenta las situaciones en las que influye el historial de carga. 
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2. Tensiones y deformaciones se pueden considerar en términos medios cuando se 
consideren áreas o distancias suficientemente grandes para incluir varias fisuras. 

3. El hormigón y las barras de armando se encuentran perfectamente adheridas en los 
extremos del elemento. 

4. Las armaduras longitudinales y transversales se encuentran uniformemente distribuidas 
en el elemento. 

Las tensiones y las deformaciones a tracción se consideran positivas. 

CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD: 

Asumiendo que el armado está anclado al hormigón, la compatibilidad requiere que 
cualquier deformación provocada en el hormigón genera la misma deformación en el armado. 
Cualquier cambio en la deformación del hormigón provocará el mismo cambio en la 
deformación del armado. 

Partiendo de la misma deformación inicial para el hormigón que para el armado: 

𝜀𝑠𝑥 = 𝜀𝑐𝑥 = 𝜀𝑥      (2.40) 

y 

𝜀𝑠𝑦 = 𝜀𝑐𝑦 = 𝜀𝑦      (2.41) 

Si las tres componentes de deformación εx, εy y γxy. son conocidas, entonces la deformación 
en cualquier otra dirección se puede hallar a partir de la construcción del círculo de Mohr para 
deformaciones, tal y como se muestra en la figura 2.25: 

 
Figura 2.25: (Izq.) Deformaciones medias en el hormigón fisurado, (Der.) Círculo de Mohr para 

deformaciones medias [23]. 

De aquí se obtienen las siguientes relaciones: 

𝛾𝑥𝑦 = 2(𝜀𝑥−𝜀2)
𝑡𝑎𝑛𝜃

      (2.42) 

𝜀𝑥 + 𝜀𝑦 = 𝜀1 + 𝜀2      (2.43) 
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𝑡𝑎𝑛2 𝜃 = 𝜀𝑥−𝜀2
𝜀𝑦−𝜀2

= 𝜀1−𝜀𝑦
𝜀1−𝜀𝑥

= 𝜀1−𝜀𝑦
𝜀𝑦−𝜀2

= 𝜀𝑥−𝜀2
𝜀1−𝜀𝑥

    (2.44) 

donde ε1 es la tensión principal de tracción y ε2  es la tensión principal de compresión. 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO: 

Las fuerzas aplicadas sobre el elemento de hormigón armado son resistidas por tensiones 
en el hormigón y tensiones en el armado. Según del diagrama de cuerpo libre que se muestra 
en la figura 2.26: 

 

Figura 2.26: Diagrama de cuerpo libre de parte del elemento [23]. 

El requisito para el equilibrio para las fuerzas en dirección x se expresa como: 

∫ 𝑓𝑥𝑑𝐴
 
𝐴 = ∫ 𝑓𝑐𝑥𝑑𝐴𝑐

 
𝐴𝑐 = ∫ 𝑓𝑠𝑥𝑑𝐴𝑠

 
𝐴𝑠      (2.45) 

La ecuación (45) queda como: 

𝑓𝑥 = 𝑓𝑐𝑥 + 𝜌𝑠𝑥 · 𝑓𝑠𝑥       (2.46) 

Lo mismo con las demás: 

𝑓𝑦 = 𝑓𝑐𝑦 + 𝜌𝑠𝑦 · 𝑓𝑠𝑦       (2.47) 

𝑣𝑥𝑦 = 𝑣𝑐𝑥 + 𝜌𝑠𝑥 · 𝑣𝑠𝑥      (2.48) 

𝑣𝑥𝑦 = 𝑣𝑐𝑦 + 𝜌𝑠𝑦 · 𝑣𝑠𝑦      (2.49) 

Asumiendo que: 

𝑣𝑐𝑥 = 𝑣𝑐𝑦 = 𝑣𝑐𝑥𝑦       (2.50) 

Las condiciones tensionales en el hormigón quedan totalmente conocidas si se conocen fcx, 
fcy y νcxy. 

A partir del círculo de Mohr para tensiones que se muestra en la figura 2.27 se obtienen las 
siguientes relaciones: 
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Figura 2.27: Tensiones en el hormigón fisurado: (a) tensiones medias en el hormigón, (b) 
tensiones principales en el hormigón, (c) círculo de Mohr para tensiones medias [23]. 

𝑓𝑐𝑥 = 𝑓𝑐1 − 𝑣𝑐𝑥𝑦 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑐⁄       (2.51) 

𝑓𝑐𝑦 = 𝑓𝑐1 − 𝑣𝑐𝑥𝑦 · 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑐      (2.52) 

𝑓𝑐2 = 𝑓𝑐1 − 𝑣𝑐𝑥𝑦 · (𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑐 + 1 𝑡𝑎𝑛 𝜃𝑐)⁄     (2.53) 

RELACIONES TENSIÓN-DEFORMACIÓN: 

La tensión axial en el armado sólo depende de la deformación axial del armado. Se asume, 
además, que la tensión tangencial media en el plano normal al armado resistida por el armado 
es cero. Para la relación tensión axial con deformación axial, se adopta el diagrama bilineal de 
la figura 2.28: 

 

Figura 2.28: Relación tensión-deformación para el armado [23]. 

De este modo: 

𝑓𝑠𝑥 = 𝐸𝑆 · 𝜀𝑥 ≤ 𝑓𝑥𝑦       (2.54) 

𝑓𝑠𝑦 = 𝐸𝑆 · 𝜀𝑦 ≤ 𝑓𝑥𝑦       (2.55) 

𝑣𝑠𝑥 = 𝑣𝑠𝑦 = 0       (2.56) 

Con respecto al hormigón, se asume que los ejes principales de tensión y los ejes 
principales de deformación coinciden: 
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𝜃𝑐 = 𝜃        (2.57) 

Para completar el modelo, se necesitan establecer las relaciones entre la tensión principal a 
compresión y la deformación principal a compresión y entre la tensión principal a tracción y la 
deformación principal a tracción. 

Para obtener la información necesaria para completar el modelo se realiza un programa 
experimental que consta de 30 paneles de hormigón armado. Algunos de estos elementos se 
cargan a cortante puro, otros a compresión uniaxial, otros a la combinación de compresión 
biaxial y cortante, otros a tensión biaxial y cortante, otros a cortante cíclico y otros a cambios 
de ratios de carga. La disposición de los paneles para la realización del ensayo es la que se 
muestra en la figura 2.1 de este mismo documento. 

COMPORTAMIENTO TENSIÓN MEDIA-DEFORMACIÓN MEDIA DEL HORMIGÓN: 

Las direcciones de la deformaciones principales se encuentran con cierta desviación 
respecto a las direcciones de las tensiones principales en el hormigón. No obstante, se asume 
como simplificación razonable el considerarlas ambas en la misma dirección. 

La tensión principal de compresión en el hormigón fc2 se considera en función, no sólo de la 
deformación principal de compresión ε2, sino también de la deformación principal de tracción 
ε1 coexistente. De este modo se obtiene la relación: 

𝑓𝑐2 = 𝑓𝑐2𝑚𝑎𝑥 · �2 �𝜀2
𝜀′𝑐
� − �𝜀2

𝜀′𝑐
�
2
�     (2.58.a) 

donde: 

𝑓𝑐2𝑚𝑎𝑥
𝑓′𝑐

= 1
0.8−0.34·𝜀1 𝜀′𝑐⁄ ≤ 1.0      (2.58.b) 

Notar que ε'c es una cantidad negativa (normalmente -0.002). Además, incrementando ε1 se 
reduce fc2max/f'c. 

La relación entre la tensión principal a tracción media en el hormigón y la deformación 
principal a tracción media es más o menos lineal antes de la fisuración y, después, muestra 
valores en decrecimiento de fc1 con incrementos de los valores de ε1. La relación sugerida 
antes de la fisuración (ε1 ≤ εcr) es: 

𝑓𝑐1 = 𝐸𝑐 · 𝜀1        (2.59) 

donde Ec es el módulo de elasticidad del hormigón que puede tomarse como 2f'c/ε'c. La 
relación sugerida después de la fisuración ((ε1 > εcr) es: 

𝑓𝑐1 = 𝑓𝑐𝑟
1+�200 𝜀1

        (2.60) 

TRANSMISIÓN DE CARGAS A TRAVÉS DE LAS FISURAS 

En las fisuras las tensiones de tracción en el armado son superiores a la media, mientras 
que la tensión entre fisuras es inferior a la media. Por otra parte, las tensione de tracción en el 
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hormigón son cero en las fisuras y superiores a la media entre las fisuras. Estas variaciones 
locales son importantes porque la capacidad última del elemento sometido a tensiones 
biaxiales es gobernada por la habilidad del armado para transmitir las tracciones a través de 
las fisuras. 

La figura 2.29 compara las tensiones medias calculadas (plano 1) con las tensiones locales 
actuales que ocurren en la fisura (plano 2). Se asume que la dirección crítica de la fisura es 
normal a la dirección principal de la deformación de tracción. Mientras la tensión tangencial 
media calculada es cero en el plano 1 (se trata de un plano principal en términos de tensiones 
medias), pueden haber tensiones tangenciales locales en el plano 2. Estas tensiones 
tangenciales vci, pueden ir acompañadas por pequeñas tensiones de compresión fci, a través de 
la fisura. 

Como las tensiones externas aplicadas fx, fy y vxy  son fijas, los dos tipos de tensiones que se 
muestran en la figura 2.29 son estáticamente equivalentes. Si se asume un área unitaria para 
los dos planos: plano 1 y plano 2, la expresión que se obtiene al producir los dos tipos de 
tensiones la misma fuerza en la dirección x es: 

𝜌𝑠𝑥𝑓𝑠𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝜃 + 𝑓𝑐𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝜌𝑠𝑥𝑓𝑠𝑥𝑐𝑟 sin𝜃 − 𝑓𝑐𝑖 sin𝜃 − 𝑣𝑐𝑖 cos𝜃  (2.61) 

La expresión que se obtiene al producir los dos tipos de tensiones en el plano 1 la misma 
fuerza en la dirección y es: 

𝜌𝑠𝑦𝑓𝑠𝑦 cos𝜃 + 𝑓𝑐1 cos𝜃 = 𝜌𝑠𝑦𝑓𝑠𝑦𝑐𝑟 cos𝜃 − 𝑓𝑐𝑖 cos𝜃 + 𝑣𝑐𝑖 sin𝜃  (2.62) 

La expresión (62) se puede reordenar como: 

𝜌𝑠𝑦�𝑓𝑠𝑦𝑐𝑟 − 𝑓𝑠𝑦� = 𝑓𝑐1 + 𝑓𝑐𝑖 − 𝑣𝑐𝑖 tan𝜃     (2.63) 

Mientras que la expresión (61) se puede reordenar como: 

𝜌𝑠𝑥(𝑓𝑠𝑥𝑐𝑟 − 𝑓𝑠𝑥) = 𝑓𝑐1 + 𝑓𝑐𝑖 + 𝑣𝑐𝑖/ tan𝜃     (2.64) 

El equilibrio entre la ecuación (63) y la ecuación (64) se satisface sin tensión tangencial en la 
fisura y sin tensiones de compresión en la fisura sólo si: 

𝜌𝑠𝑦�𝑓𝑠𝑦𝑐𝑟 − 𝑓𝑠𝑦� = 𝜌𝑠𝑥(𝑓𝑠𝑥𝑐𝑟 − 𝑓𝑠𝑥) = 𝑓𝑐1     (2.65) 

No obstante, la tensión de la armadura en la fisura no puede superar el límite elástico: 

𝑓𝑠𝑥𝑐𝑟 ≤ 𝑓𝑦𝑥         (2.66) 

y: 

𝑓𝑠𝑦𝑐𝑟 ≤ 𝑓𝑦𝑦         (2.67) 

Así que, si las tensiones medias calculadas en cada armado son altas, no es posible 
satisfacer la ecuación (65). En este caso, el equilibrio requiere tensiones tangenciales en la 
fisura. 
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Figura 2.29: Comparación de tensiones locales en la fisura con tensiones medias calculadas 
[23]. 

Para la mayoría de los hormigones, la fisuración suele ocurrir a lo largo de la interface entre 
la pasta de cemento y las partículas del árido. Las fisuras rugosas resultantes pueden transmitir 
el cortante por el mecanismo de engranamiento de áridos (ver figura 2.30). 

 

Figura 2.30: Transmisión de las tensiones tangenciales por medio del mecanismo de 
engranamiento de áridos [23]. 
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La relación entre la tensión tangencial a través de la fisura vci, la anchura de la fisura w, y la 
tensión de compresión requerida en la fisura fci ha sido estudiada de forma experimental por 
numerosos investigadores como Walraven [22]. Basado en el trabajo de Walraven, se obtiene 
la siguiente relación (ver figura 2.31): 

𝑣𝑐𝑖 = 0.18𝑣𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥 + 1.64𝑓𝑐𝑖 − 0.82 𝑓𝑐𝑖
2

𝑣𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥
     (2.68) 

donde: 

𝑣𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥 = �−𝑓𝑐
,

0.31+24 𝑤 (𝑎+16)⁄        (2.69) 

y donde a es el tamaño máximo del árido en milímetros y las tensiones están en MPa. 

El ancho de la fisura w que se usa en la expresión (69) es la media de los anchos de fisura en 
la superficie de la fisura. Se puede calcular como el producto de la deformación principal de 
tracción media y la separación de la fisura: 

𝑤 = 𝜀1 · 𝑠𝜃         (2.70) 

donde: 

𝑠𝜃 = 1
sin𝜃
𝑠𝑚𝑥

+cos𝜃𝑠𝑚𝑦

       (2.71) 

 

Figura 2.31: Relación entre el cortante transmitido a través de la fisura y la tensión de 
compresión en la fisura [23]. 
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donde smx y smy son los indicadores de las características de control de la fisura del armado 
en x y del armado en y respectivamente. 

TÉCNICA DE SOLUCIÓN 

Dadas las deformaciones en un elemento de hormigón armado, es razonablemente directo 
el procedimiento para el cálculo de las tensiones que causan estas deformaciones. La única 
iteración que se requiere es la que envuelve la obtención de fci si el armado no es capaz de 
transmitir la tracción en el hormigón a través de las fisuras. 

La obtención de las deformaciones del elemento, dadas las tensiones, resulta de mayor 
dificultad debido a que se necesita una solución a partir de prueba y error. En el apéndice de 
este artículo se presenta un procedimiento computacional para determinar la respuesta de un 
elemento cargado de forma biaxial. 

CONCLUSIONES 

De este artículo se concluye que "The Modified Compression-Field Theory" es capaz de 
predecir la respuesta de elementos de hormigón armado frente a tensiones tangenciales y 
axiales en el plano considerando condiciones de equilibrio, relaciones de compatibilidad y 
relaciones tensión-deformación (relaciones constitutivas), todas expresadas en términos de 
tensiones medias y deformaciones medias. También se debe tener en cuenta las condiciones 
de tensión locales en la posición de la fisura. Además, se incorporan nuevas relaciones 
constitutivas verificadas de forma matemática y experimental para hormigón fisurado en la 
respuesta tensional a compresión principal y para la respuesta a tracción principal. La teoría se 
resume en la figura 2.32. 

"The Modified Compression-Field Theory" es una poderosa herramienta analítica y, 
además, es suficientemente simple para ser programada sin dificultad. No sólo se usa para 
predecir la respuesta biaxial de paneles sino también se usa para predecir la respuesta de vigas 
sometidas a cortante, flexión y cargas axiales. También se usa como base para los programas 
de análisis no lineal por elementos finitos. 
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Figura 2.32: "The Modified Compression-Field Theory" para elementos membrana [23]. 

Además, este artículo remarca las dos primeras conclusiones del apartado 2.4.5 de este 
mismo documento y las conclusiones del apartado 2.4.6 de este mismo documento. 

2.4.8. THOMAS T.C. HSU, S.T. MAU, and BIN CHEN (1987) [6]. 

A través de distintas observaciones experimentales se establece que hay, básicamente, dos 
tipos de comportamiento en los problemas de transmisión de cortante a través de un plano de 
corte: transferencia del cortante a través de un plano de corte inicialmente fisurado, y 
transferencia del cortante a través del plano de corte sin fisuración previa. El comportamiento 
en el primer caso viene gobernado, en gran parte, por las características de deslizamiento 
frente al plano de corte inicialmente fisurado. El efecto de engranamiento de áridos (tal y 
como se dice en el apartado 2.4.5 [22] de este mismo documento), el efecto pasador de las 
armaduras y las constricciones en la dirección normal al plano de corte afectan a la resistencia 
a cortante. El fallo final se produce a lo largo de la fisura existente (ver figura 2.3 (a)) con 
pequeñas o inexistentes fisuras formadas a través de la fisura preexistente, exceptuando los 
casos con alto porcentaje de acero cruzando la fisura inicial. Para el diseño, la resistencia a 
cortante se predice usando una formulación empírica basada en la teoría del "shear friction", 
que ya se describió en el apartado 2.4.1 de este documento [16, 17]. 
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Por el contrario, el fallo por cortante a través del plano de corte sin fisuración previa ocurre 
tras la formación de numerosas fisuras en dirección inclinada con respecto al plano de corte 
(ver figura 2.3 (b)). El fallo final se produce, normalmente, debido al aplastamiento de la biela 
de compresión del hormigón formada aproximadamente paralela a la dirección de las fisuras. 
La compresión en las bielas de hormigón y la tensión que se produce en el armado situado a 
través y paralelamente al plano de corte, constituyen un mecanismo de celosía, tal y como ya 
se explicó en el apartado 2.4.2 de este mismo documento [5]. 

La principal dificultad a la hora de predecir la resistencia a corte del hormigón no fisurado 
inicialmente se encuentra en la incertidumbre de la resistencia a compresión que tiene la 
biela. En el estudio del comportamiento de paneles de hormigón armado bajo tensiones 
predominantes de corte, se descubrió que la resistencia a compresión de las bielas diagonales 
de compresión formadas después de la fisuración del hormigón puede ser inferior a la 
resistencia estándar del cilindro. Este fenómeno se conoce como reblandecimiento del 
hormigón ("softening of concrete"). Este reblandecimiento del hormigón está relacionado con 
la deformación a tracción en la dirección perpendicular a las bielas. 

En este estudio, la "Teoría del modelo de celosía con reblandecimiento", tiene éxito en la 
predicción de la resistencia a corte en piezas sin fisuración previa. De este modo, la teoría 
predice que el fallo último se produce por el aplastamiento del hormigón en las bielas de 
compresión formadas después de la fisuración del hormigón. Además, el armado transversal, 
paralelo a las bielas, y situado en las inmediaciones del plano de corte, produce un efecto en la 
resistencia a tracción. 

Para ello se desarrolla un modelo matemático que se describe a continuación. En él se 
consideran positivas las tracciones y tanto tensiones como deformaciones a tracción se 
consideran uniformemente distribuidas. 

CONDICIONES DE EQUILIBRIO 

Se considera un elemento de hormigón armado con barras longitudinales en la dirección l y 
barras transversales en la dirección t, tal y como se muestra en la figura 2.33. A partir de estos 
ejes, se definen las tensiones σl, σt y τlt. Después de la fisuración diagonal, se forman una serie 
de bielas de compresión en la dirección diagonal o d, resultando la formación de un 
mecanismo de celosía. Se asume que el elemento sólo está sometido a tensiones de 
compresión σd en la dirección de las bielas de compresión, y tensiones de tracción σr en la 
dirección r transversal a las bielas de compresión. La tensión tangencial τdr. se asume como 
cero. Se forma un ángulo α entre los sistemas l-t y d-r. Este ángulo es también el ángulo de 
inclinación entre las bielas de compresión y el eje longitudinal. 
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Figura 2.33: Modelo de celosía para un elemento de hormigón armado [6]. 

Las tensiones σl, σt y τlt en el elemento de hormigón armado son resistidas conjuntamente 
por el hormigón y el acero del armado. Las tensiones resistidas por el hormigón se designan 
σlc, σtc y τltc. A partir de aquí se obtienen las siguientes expresiones: 

𝜎𝑙𝑐 = 𝜎𝑑 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑠𝑖𝑛2 𝛼      (2.72) 

𝜎𝑡𝑐 = 𝜎𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼      (2.73) 

𝜏𝑙𝑡𝑐 = (𝜎𝑑 − 𝜎𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼      (2.74) 

Estas expresiones satisfacen las condiciones del Círculo de Mohr en tensiones. 

Se asume que el acero del armado contribuye sólo en las tensiones normales: 

𝜎𝑙𝑠 = 𝜌𝑙𝑓𝑙      (2.75) 

𝜎𝑡𝑠 = 𝜌𝑡𝑓𝑡      (2.76) 

donde:  σls, σts = tensiones normales en el acero en dirección l y t respectivamente. 

  ρl , ρt  = densidad de armado en dirección l y t respectivamente. 

  fl , ft  = tensión en el armado en dirección l y t respectivamente. 

La tensión total en un elemento de hormigón armado es la superposición de las tensiones 
en el hormigón y la contribución del acero. De este modo se obtiene: 

𝜎𝑙 = 𝜎𝑑 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜌𝑙𝑓𝑙     (2.77) 

𝜎𝑡 = 𝜎𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜌𝑡𝑓𝑡     (2.78) 
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𝜏𝑙𝑡 = (𝜎𝑑 − 𝜎𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼      (2.79) 

CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD 

Asumiendo que las deformaciones se distribuyen de manera uniforme en el elemento, 
entonces: 

𝜀𝑙 = 𝜀𝑑 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜀𝑟 𝑠𝑖𝑛2 𝛼      (2.80) 

𝜀𝑡 = 𝜀𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜀𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼      (2.81) 

𝛾𝑙𝑡 = 2(𝜀𝑑 − 𝜀𝑟) 𝑠𝑖𝑛 𝛼 𝑐𝑜𝑠 𝛼     (2.82) 

donde:  εl, εt = deformaciones normales en el acero en dirección l y t respectivamente. 

  γlt = distorsión angular en el sistema l - t. 

  εd , εr  = deformaciones normales en el sistema d-r (deformaciones principales). 

Estas expresiones satisfacen las condiciones del Círculo de Mohr en deformaciones. 

ECUACIONES CONSTITUTIVAS (RELACIONES TENSIÓN-DEFORMACIÓN) 

Las relaciones tensión-deformación que se utilizan en este artículo son las relaciones 
tensión-deformación deducidas por Vecchio y Collins en el apartado 2.4.6 de este mismo 
documento [3] y se muestran en la figura 2.34 (a): 

Si |εd| ≤ |εp|: 

𝜎𝑑 = −𝑓′𝑐 · [2 𝜀𝑑
𝜀0
− λ(𝜀𝑑

𝜀0
)2]      (2.83a) 

Si |εd| > |εp|: 

𝜎𝑑 = −𝑓,
𝑐

λ
· [1 − (𝜀𝑑 𝜀0⁄ −1 λ⁄

2−1 λ⁄
)2]     (2.83b) 

donde εp = ε0/λ se define como la deformación pico, siendo ε0  = -0.002. λ es un coeficiente 
para tener en cuenta el fenómeno de reblandecimiento y se expresa como: 

λ = �−𝜀𝑙+𝜀𝑡−2𝜀𝑑
𝜀𝑑

− 0.3 = �0.7 − 𝜀𝑟
𝜀𝑑

     (2.84) 
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Figura 2.34: Relaciones tensión-deformación con reblandecimiento para el hormigón [6]. 

La relación tensión-deformación en la dirección perpendicular a la biela de compresión se 
muestra en la figura 2.34 (b). Antes de que el hormigón fisure, la relación lineal ascendente 
viene expresada como: 

 si εr < εcr 

𝜎𝑟 = 𝐸𝑐𝜀𝑟       (2.85a) 

 donde Ec = modulo de elasticidad inicial del hormigón tomado como -2fc / ε0  

Para la rama de descenso después de fisurar se asume la relación: 

 si εr > εcr 

𝜎𝑟 = 𝑓𝑐𝑟

1+�𝜀𝑟−𝜀𝑐𝑟0.005

      (2.85b) 

 donde fcr = tensión de fisuración del hormigón, tomada como 4(f'c)1/2  y εcr = 
deformación de fisuración del hormigón = fc / Ec. Esta relación no es exactamente la misma que 
la que se describe en [3]. En [3] el término en la raíz cuadrada en el numerado es εr en lugar de 
εr - εcr (ver expresión (28) de este mismo documento). Esta corrección hace que el resultado de 
la expresión (85b) sea consistente con la condición σr = fcr cuando εr = εcr . El efecto de esta 
modificación es menor ya que εcr normalmente es mucho menor que εr. 

𝑓𝑙 = 𝐸𝑠𝜀𝑙    si εl ≤ εly   (2.86a) 
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𝑓𝑙 = 𝑓𝑙𝑦   si εl > εly   (2.86b) 

𝑓𝑡 = 𝐸𝑠𝜀𝑡   si εt ≤ εty   (2.87a) 

𝑓𝑡 = 𝑓𝑡𝑦   si εt > εty   (2.87b) 

 

donde Es = módulo de Young de elasticidad del armado. fly, fty = tensiones de plastificación 
del armado longitudinal y transversal, respectivamente. 

CONDENSACIÓN DE LAS ECUACIONES Y PROCEDIMIENTO DE SOLUCIÓN 

Las tensiones σt y τlt se relacionan con la carga externa aplicada del siguiente modo: 

𝜎𝑡 = 𝐾𝜎
𝑃𝑡
𝑏h       (2.88) 

𝜏𝑙𝑡 = 𝐾𝜏
𝑃𝑡
𝑏l       (2.89) 

donde: Kσ = coeficiente que describe la distribución no uniforme de la tensión σt. 

  Kτ = coeficiente que describe la distribución no uniforme de la tensión τlt. 

  b = grosor de la probeta (figura 2.35) 

  h = ancho de la probeta (figura 2.35) 

  l = longitud del plano de corte (figura 2.35) 

 

Figura 2.35: Probetas tipo push-off y zona crítica [6]. 

Eliminando Pt de las ecuaciones (2.88) y (2.89) se llega a: 
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𝜎𝑡 = (𝑙h
𝐾𝜎
𝐾𝜏

)𝜏𝑙𝑡       (2.89) 

𝐾 = 𝑙
h
𝐾𝜎
𝐾𝜏

        (2.90) 

𝜎𝑡 = 𝐾𝜏𝑙𝑡        (2.91) 

Sustituyendo la ecuación (2.86) en la ecuación (2.77) y usando la ecuación (2.80) para εl: 

𝜎𝑙 = 𝜎𝑑 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜌𝑙𝑓𝑙𝑦     εl ≥ εly  (2.92a) 

𝜎𝑙 = 𝜎𝑑 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜌𝑙𝐸𝑠(𝜀𝑑 cos2 𝛼 + 𝜀𝑟 sin2 𝛼)  εl < εly  (2.92b) 

De las ecuaciones (2.78), (2.79) y (2.91) se obtiene: 

(𝜎𝑑 − 𝜎𝑟)𝐾 sin𝛼 cos𝛼 = 𝜎𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜌𝑡𝑓𝑡    (2.93) 

Sustituyendo la ecuación (2.87) en la ecuación (2.93) y usando la ecuación (2.81) para εt: 

(𝜎𝑑 − 𝜎𝑟)𝐾 sin𝛼 cos𝛼 = 𝜎𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜌𝑡𝑓𝑡𝑦  εt ≥ εty  (2.94a) 

(𝜎𝑑 − 𝜎𝑟)𝐾 sin𝛼 cos𝛼 = 𝜎𝑑 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 + 𝜎𝑟 𝑐𝑜𝑠2 𝛼 + 𝜌𝑡𝐸𝑠(𝜀𝑑 sin2 𝛼 + 𝜀𝑟 cos2 𝛼) 
 εt < εty  (2.94b) 

El procedimiento iterativo que se sigue para la resolución es el siguiente: 

1. Seleccionar un valor para εd. 

2. Asumir un valor de σr. 

3. Resolver εr. a partir de las curvas tensión-deformación de las expresiones (2.85): 

𝜀𝑟 = �0.005 �𝑓𝑐𝑟
𝜎𝑟
− 1�

2
+ 𝜀𝑐𝑟�  εr ≥ εcr 

𝜀𝑟 = 𝜎𝑟
𝐸𝑐

     εr < εcr 

4. Hallar λ a partir de la expresión (84): 

λ = �0.7 −
𝜀𝑟
𝜀𝑑

 

5. Hallar σd  de la expresión (2.83): 

Si |εd| ≤ |εp|: 

𝜎𝑑 = −𝑓′𝑐 · [2 𝜀𝑑
𝜀0
− λ(𝜀𝑑

𝜀0
)2]       

Si |εd| > |εp|: 

𝜎𝑑 = −𝑓,
𝑐

λ
· [1 − (𝜀𝑑 𝜀0⁄ −1 λ⁄

2−1 λ⁄
)2]      
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6. Obtener α a partir de las expresiones (2.92): 

𝑐𝑜𝑠2 𝛼 = 𝜎𝑙−𝜎𝑟−𝜌𝑙𝑓𝑙𝑦
𝜎𝑑−𝜎𝑟

  εl ≥ εly  

𝑐𝑜𝑠2 𝛼 = 𝜎𝑙−𝜎𝑟−𝜌𝑙𝐸𝑠𝜀𝑟
𝜎𝑑−𝜎𝑟+𝜌𝑙𝐸𝑠(𝜀𝑑−𝜀𝑟)

  εl < εly  

y, con ello, obtener sin2α, sinα y cosα. 

7. Resolver σr a partir de las expresiones (2.94): 

𝜎𝑟 = 𝜎𝑑�𝐾 sin𝛼 cos𝛼−sin2 𝛼�−𝜌𝑡𝑓𝑡𝑦
𝐾 sin𝛼 cos𝛼+cos2 𝛼

  εt ≥ εty   

𝜎𝑟 =
𝜎𝑑�𝐾sin𝛼cos𝛼−sin2 𝛼�

−𝜌𝑡𝐸𝑠(𝜀𝑑 sin2 𝛼+𝜀𝑟 cos2 𝛼)

𝐾 sin𝛼 cos𝛼+cos2 𝛼
  εt < εty   

8. Si el valor de σr calculado es suficientemente próximo al valor de σr asumido, entonces se 
han obtenido un conjunto de soluciones σd , σr , εr , α y λ para el valor seleccionado de εd. Si 
esto no es así, se calcula otro σr por el método de la bisección y se repiten los pasos 2 y 7. 

9. Se selecciona otro valor de εd y se repiten todos los pasos desde el paso 1 al 8. En este 
proceso, se puede hallar un conjunto de soluciones para varios εd. 

10. El valor de τlt , εl , εt , γlt , fl y ft  se puede obtener a partir de las expresiones (2.79), 
(2.80), (2.81), (2.82), (2.86) y (2.87), respectivamente. 

Con ello se consiguen unos resultados que se comparan con 32 test de laboratorio (ensayos 
push-off y pull-off) provenientes de la literatura [5]. 

CONCLUSIONES 

Se obtiene una buena concordancia de resultados entre la resistencia a cortante calculada y 
la obtenida mediante ensayos en los casos donde la distribución de tensiones en la zona 
crítica, abarcando el plano de corte, es razonablemente uniforme después de la fisuración del 
hormigón. Se muestra que la resistencia a corte que se obtiene no es sensible a la distribución 
de la tensión de compresión aplicada en la dirección transversal, ni a la cantidad de armado 
transversal de la probeta si se usan grandes cantidades de armado transversal. Si que se puede 
ver reducida la resistencia a corte con piezas con cantidades de armadura transversal 
reducidas. Esto coincide con lo aportado en el apartado 2.4.2 de este documento [5]. 

El reblandecimiento del hormigón después de su fisuración juega un papel importante en la 
determinación de la resistencia a cortante. Tanto el armado en dirección longitudinal al plano 
de cortante como el armado en dirección transversal son factores importantes en la 
determinación del grado de reblandecimiento del hormigón y, por tanto, contribuyen a la 
resistencia a cortante en el plano de corte. La influencia es mucho mayor en el caso del 
armado longitudinal. 

 

52 
 



Capítulo 2: Estado del arte 

2.4.9. F.J. VECCHIO and M. NIETO (1991) [26]. 

Este artículo trata de una investigación de tipo experimental y una posterior modelización 
mediante el método de elementos finitos. 

PROGRAMA EXPERIMENTAL 

El programa experimental que se lleva a cabo en este artículo está compuesto por seis 
paneles de hormigón armado bajo varias condiciones de carga monotónica en el plano. Antes 
de proceder al ensayo, se inducen unas fisuras transversales en los paneles mediante la 
aplicación de cargas de tracción uniaxiales. Posteriormente los paneles se someten a varias 
combinaciones uniaxiales de tracción, compresión o cortante. El interés del ensayo se pone en 
la respuesta a cortante de los paneles en la región prefisurada y uniaxialmente armada (ver 
figura 2.36). 

 

Figura 2.36: Detalle de los paneles para el ensayo [26]. 

El resultado del programa experimental indica que el comportamiento del panel a corte no 
se ve influenciado de manera significativa por las fisuras transversales preexistentes. Parece 
ser que las fuerzas de corte actuando a través de la longitud de la franja media del panel son 
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resistidas, en un primer momento, por un mecanismo de celosía (coincidiendo con lo ya 
tratado en apartados anteriores de este mismo documento, apartados 2.4.2 y 2.4.8 [5] y [6]). 

Es significativa la influencia de las tensiones longitudinales en la capacidad de resistencia a 
corte de los paneles. Donde el fallo viene gobernado por la plastificación de las armaduras, las 
tensiones longitudinales externas aplicadas tienen una influencia directa sobre la resistencia a 
corte. Las tensiones de tracción reducen la capacidad de resistencia al corte del armado, 
mientras que las tensiones de compresión la aumentan.  

Las zonas con alto contenido en armado de los paneles tienen también una gran influencia 
en la resistencia al corte. Se produce un efecto de confinamiento que impide la expansión en la 
dirección transversal. Ello produce un aumento de la capacidad resistente a corte (no parece 
concordar demasiado con lo dicho en el apartado anterior, apartado 2.4.8). 

También se realiza una comparación con el "shear friction model" [16, 17] y en el apartado 
2.4.1 de este mismo documento [15]). En esta comparación se observa que el "shear friction 
model" da predicciones muy conservativas en cortante puro o en la combinación entre 
cortante y tracción longitudinal (como ya se ha dicho en los apartados 2.4.1 y 2.4.2 
mencionados en  este mismo documento). No obstante, las resistencias obtenidas por el 
"shear friction model" son menos conservativas para paneles cargados con cortante y 
compresión longitudinal. Esto es debido a que este modelo se basa en la suposición de que la 
plastificación del acero del armado gobierna el fallo final. Por tanto, la fisuración del hormigón 
que conduce al fallo, como ocurre en el caso de los paneles cargados a compresión y a corte, 
no son considerados. 

MODELIZACIÓN DE LA RESPUESTA TEÓRICA 

Para la obtención de las respuestas de los paneles de modo teórico se usa un análisis no 
lineal mediante el método de los elementos finitos. Para ello se usa el programa "TRIX" el cual 
incorpora los conceptos y ecuaciones constitutivas del "Modified Compression Field Theory" ya 
explicado en el apartado 2.4.7 de este mismo documento [23]. El algoritmo que se usa para la 
modelización mediante elementos finitos se basa en un modelo de fisura extendido (difuso) y 
rotativo, empleando un procedimiento de rigidez secante con carga total. En la figura 2.37 se 
puede observa la malla que se usa. 

 

Figura 2.37: Modelo de elementos finitos para los paneles [26]. 
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El análisis indica que el mecanismo de resistencia que se desarrolla en los paneles está 
compuesto por bielas de compresión que se forman en la región media entre las dos regiones 
con mayor rigidez del panel. La acción de las bielas es dominante a lo largo de una banda a 
través del centro del panel, siendo las regiones laterales de la banda central relativamente 
inefectivas. El análisis muestra, además, que dichas regiones laterales con mayor rigidez 
producen un efecto de confinamiento que restringe la expansión transversal en el centro de la 
región. Esta compresión transversal inducida en la franja central conduce al desarrollo de 
resistencias significativamente elevadas en comparación con las que se obtendrían con 
paneles uniaxialmente armados. 

Se consigue una buena predicción de la respuesta carga-deformación post-fisura y en la 
ductilidad en la carga última. La rigidez inicial se sobreestima debido, parcialmente a la 
negligencia de las fisuras transversales preexistentes. El modo de fallo que se predice envuelve 
un fallo por cortante del hormigón tras la plastificación del armado logitudinal. 

Para la obtención de otra medida de precisión también se analizan mediante el modelo de 
elementos finitos con el MCFT el comportamiento a cortante de las probetas de push-off con 
fisuración previa obtenidas de la literatura [15] y ya tratadas en este documento (apartado 
2.4.1). En la figura 2.38 se puede observar el modelo que se usa. 

 

Figura 2.38: Modelo de elementos finitos para los pus-off con fisuración previa [26]. 

Las barras de armado longitudinal se modelan de forma discreta a modo de celosía, 
mientras que las barras transversales (por ejemplo, el armado que cruza el plano de corte) se 
modela de forma difusa. El análisis muestra que, para piezas con baja densidad de armado, el 
fallo viene gobernado por la plastificación del acero. Para piezas con mayor densidad de 
armado, el fallo viene propiciado por la fisuración del hormigón en la zona colindante con el 
plano de corte, como ya se menciona en los apartados 2.4.2 y 2.4.8 [5], [6] de este mismo 
documento. Con este modelo se obtiene una buena precisión de la resistencia al corte. La 
tendencia de subestimar la resistencia en las piezas con mayor cantidad de armado podría 
estar relacionada con la influencia del efecto pasador de las armaduras, el cual no se ha 
considerado en el modelo analítico. 

Inicialmente se había modelado el armado longitudinal en los push-off de forma difusa. El 
área del armado longitudinal se había considerado igualmente distribuida a través de todo el 
ancho de la pieza y, debido a ello, las zonas adyacentes al plano de cortante se habían 
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representado como si estuviesen armados de forma ortogonal. Ello condujo a predicciones 
significativamente elevadas de la resistencia última, y alteró la formación de las fisuras y la 
distribución de tensiones. Por tanto, la advertencia es que, en estructuras donde el 
comportamiento está altamente influenciado por las condiciones de un plano de corte bien 
definido, es necesario tener especial cuidado en el modelado del armado en las regiones 
adyacentes al plano. 

CONCLUSIONES 

Los paneles de hormigón armado se ensayan para investigar la aplicabilidad de la "Modified 
Compresion Field Theory" en situaciones distintas de lo que se asume como condiciones 
normales. 

Las fisuras transversales preexistentes muestran una pequeña influencia en el 
comportamiento del panel. Es visible cierto deslizamiento, aunque la rigidez a cortante inicial 
se ve reducida y se observan pequeñas fisuras locales a lo largo de las interfaces de las fisuras 
diagonales. Las fuerzas de corte son resistidas, en un primer momento, por un mecanismo de 
celosía y, la rotura se produce o bien por rotura del armado o bien por aplastamiento de las 
bielas de compresión, como ya se sabe de los apartados 2.4.1 y 2.4.2 de este documento. La 
aplicación de tensiones externas también afecta a la resistencia a corte y a la respuesta carga-
deformación. 

La "Modified Compresion Field Theory" incorporada en un procedimiento de elementos 
finitos no lineal predice de forma precisa tanto la resistencia como la respuesta carga-
deformación de los paneles. También predice con suficiente precisión la resistencia de 
probetas tipo push-off con fisuración previa. No obstante, en este último caso, se observa que 
la predicción de la resistencia es sensible a la modelización de las condiciones en la región 
cercana al plano de corte. Por ello, la aplicación de este modelo a situaciones donde existe una 
gran fisura individual o está cercana a su aparición, no es recomendable a no ser que tanto la 
fisura como las condiciones del armado se modelen de forma discreta. No obstante, en 
general, la "Modified Compresion Field Theory" parece razonablemente capaz de predecir la 
respuesta en casos un tanto desviados de las condiciones asumidas de fisuración distribuida 
(difusa) y armado distribuido. 

Los paneles ensayados manifiestan resistencias considerablemente superiores que las de 
los paneles ensayados en un primer momento que fueron armados de forma uniaxial. Esto 
indica que la respuesta no lineal del hormigón armado puede dar lugar a redistribuciones de 
tensiones internas significativas. 

2.4.10. F.J. VECCHIO (2000) [27]. 

En este artículo se presenta un modelo conceptual para describir el comportamiento de 
elementos de hormigón armado y fisurado: el modelo DSFM ("Disturbed Stress Field Model"). 
Esto se lleva a cabo a través de una formulación híbrida entre el modelo de fisuración con 
rotación completa y el modelo de fisuración con rotación fija. La formulación que aquí se lleva 
a cabo parte del modelo MCFT [23], ya explicado en el apartado 2.4.7 de este capítulo. Aquí se 
trata el hormigón fisurado como una material ortotrópico, con una relación única tensión-
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deformación, tanto en compresión como en tracción. Las mejoras en la formulación, con 
respecto al MCFT, incluyen una nueva aproximación a la reorientación de los campos de 
tensiones y deformaciones, cambiando la restricción según la cual estos campos eran 
coincidentes, y un tratamiento mejorado de las tensiones tangenciales producidas por el 
cortante en la superficie de las fisuras. Se formulan nuevas expresiones de equilibrio, 
compatibilidad y de constitución material. Además, también se discuten modelos de 
deslizamiento alternativos. Esta nueva teoría que se propone permite simulaciones mejoradas 
de la respuesta del material en situaciones específicas donde la formulación previa produce 
inexactitudes. 

Éste es el modelo que se utiliza en el capítulo de modelización para el hormigón armado y 
el hormigón armado y con fibras de acero de este trabajo. 

2.4.11. F.J. VECCHIO (2001) [28]. 

El modelo "Disturbed Stress Field Model" (DSFM) es un modelo de fisuración difusa, rotativo 
y con desfase entre el campo de tensiones y el de deformaciones, propuesto como una 
alternativa a los modelos de fisuración completamente rotativos y completamente fijos, para 
la representación del hormigón armado y fisurado. En este artículo se describe un 
procedimiento para implementar la formulación del modelo DSFM en un algoritmo de 
elementos finitos no lineal. El procedimiento se basa en una aproximación de carga total con 
rigidez secante, donde los desplazamientos por deslizamiento en las fisuras se tratan como 
deformaciones compensadas. Los aspectos computacionales se muestran simples y 
numéricamente robustos. La formulación híbrida del deslizamiento en la fisura que se usa 
modela con exactitud la divergencia entre la dirección de las tensiones y la de las 
deformaciones, dando lugar a una mejora en la representación del comportamiento. 

Éste es el procedimiento que se utiliza en el capítulo de modelización para el hormigón 
armado y el hormigón armado y con fibras de acero de este trabajo. 

2.4.12. F.J. VECCHIO, D. LAI, W. SHIM, and J. NG (2001) [29]. 

En este artículo se lleva a cabo la validación del modelo DSFM descrito en los dos puntos 
anteriores. Para ello se analizan 40 paneles de la literatura divididos en tres series (ver figuras 
2.39 y 2.40): la serie PV- fue la ensayada por Vecchio y Collins (1982) basados, originalmente, 
en el modelo MCFT, la serie PB- fue la ensayada por Bhide y Collins (1989), las series PA- y PHS- 
fueron ensayadas por Vecchio et al. (1994). Todas las series se validan con los modelos DSFM y 
MCFT. 
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Figura 2.39: Resultados del análisis de los paneles [29]. 
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Figura 2.40: Gráficas carga-deformación para paneles representativos: (a) Panel PV23;         
(b) Panel PB20; (c) Panel PV20; (d) Panel PHS8 [29]. 

Se analizan también 54 vigas a cortante (ver figura 2.41, 2.42 y 2.43): una serie de 18 vigas 
ensayadas por Stanik y Collins (1998), una serie de 12 vigas ensayadas por Bresler y Scordelis 
(1963) y una serie de 24 vigas ensayadas por Gupta (1998). Todas las series se validan con los 
modelos DSFM, MCFT y con la formulación del Instituto Americano del Hormigón (ACI). 
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Figura 2.41: Resultados del análisis de las vigas [29]. 
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Figura 2.42: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de vigas típicas de 
Bresler y Scordelis [29]. 

 

Figura 2.43: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de vigas típicas de 
Stanik [29]. 

También se analizan 13 muros a cortante que fueron ensayados por Lefas et al. (1990) (ver 
figuras 2.44 y 2.45). Todas las series se validan con los modelos DSFM y MCFT. 
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Figura 2.44: Resultados del análisis de los muros [29]. 

 

Figura 2.45: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de muros de 
cortante típicos de Lefas et al. [29]. 

Entre otras, se concluye que el DSFM ofrece unos cálculos más precisos de resistencia, de 
respuesta carga-deformación y modo de rotura que el MCFT. Pese a ser un modelo más 
simple, el modelo MCFT ofrece buenos resultados y una buena precisión para un gran rango de 
casos. Aunque el MCFT asuma la coaxialidad de las tensiones y las deformaciones y ello sea 
una inexactitud, su influencia es muy poca en muchos casos. 
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2.4.13. ALAN H. MATTOCK (2001) [8]. 

Recientes estudios experimentales acerca de la resistencia a cortante entre las caras 
rugosas de las fisuras ("shear friction" [16, 17]) con hormigones de alta resistencia, codificada 
en la ACI Builiding Code, corroboran que dicha resistencia no se obtiene con exactitud y queda 
infravalorada. Este artículo muestra una re-evaluación de algunos ensayos a cortante 
disponibles y presenta unas ecuaciones simples y disponibles para usar en el diseño. Estas 
ecuaciones reflejan la influencia de la resistencia del hormigón en la resistencia a corte en las 
fisuras. Dan grandes ventajas en la obtención de altas resistencias a cortante en las fisuras en 
hormigones de alta resistencia a compresión por encima del rango del límite elástico del 
armado a cortante. Esto conduce a una reducción de la cantidad de armado en las conexiones 
de hormigón prefabricado 

La norma ACI se basa en la condición de que existe la fisura por cortante antes de que sea 
aplicada la carga de corte. No obstante, se sabe que el comportamiento del hormigón armado 
cuando está previamente fisurado difiere del comportamiento del hormigón armado cuando 
no lo está. 

Como ya se estudió en [5] en el apartado 2.4.2 de este capítulo, en el caso de hormigones 
armados sin fisuración previa, aparecen fisuras cortas de tracción a través del plano de corte 
formando bielas de compresión diagonales. Estas bielas se integran con las armaduras de 
cortante que atraviesan el plano de corte formando un mecanismo de celosía, que es el que se 
encarga de resistir el cortante a lo largo del plano de corte. La rotura se produce cuando fallan 
las bielas tras la plastificación de dicho armado. 

Cuando el cortante se resiste a través de hormigón armado con fisuración previa, el 
deslizamiento se produce a lo largo del plano de la fisura. La resistencia a corte se desarrolla 
debido a la combinación de la proyección de la tensión tangencial en las caras de la fisura y la 
resistencia al deslizamiento por fricción debida a la compresión entre las caras. Esta 
compresión en el hormigón resulta de la tracción en el armado causada por la separación de 
las caras irregulares cuando deslizan una sobre la otra. Cuando la fisura presenta gran cantidad 
de armado, las caras de las fisuras se quedan bloqueadas y no se deslizan una sobre la otra. 
Esto provoca fisuras por tracciones diagonales a través de la fisura original, y el fallo se 
produce de una manera similar a la que ocurre cuando el hormigón no presenta fisuración 
previa. En esta fase, la resistencia a cortante se incrementa acorde a la resistencia a la 
plastificación del armado Avffy con un ratio más reducido. 

El método que propone la ACI asume que la resistencia a corte es directamente 
proporcional a la resistencia a la plastificación Avffy del armado de cortante que atraviesa el 
plano de corte en ángulo recto. Esta simplificación que propone la ACI no refleja la variación 
real de la resistencia a corte del hormigón armado con un plano de cortante previamente 
fisurado con la resistencia a la plastificación del armado de cortante. Inicialmente la resistencia 
a corte aumenta de manera rápida conforme aumenta la resistencia a la plastificación del 
armado; no obstante, el ratio de incremento va decreciendo de manera gradual hacia un valor 
constante. Por tanto, lo que propone la ACI puede estar del lado de la inseguridad para ciertos 
casos. 
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Se evalúan ensayos tipo push-off procedentes de la literatura [15, 7, 5, 10, 20, 7] y se 
proponen un conjunto de ecuaciones para calcular la resistencia a cortante con mayor 
exactitud. 

2.4.14. K. N. RAHAL (2010) [9]. 

En este artículo, se lleva a cabo un modelo para resolver el problema de la transmisión del 
esfuerzo cortante en elementos de membrana sometidos a tensiones en su propio plano y 
vigas sujetas a cortante y a torsión de hormigón armado. Dicho modelo relaciona la resistencia 
a corte en una superficie de contacto con el estado de tensiones en un elemento membrana a 
lo largo de dicha superficie. La resistencia a corte se relaciona, de este modo, no sólo con la 
resistencia del hormigón y del acero que lo abraza (en forma de cerco), sino también al acero 
paralelo al plano de corte. Los resultados del modelo propuesto se comparan con los 
resultados experimentales de 114 probetas tipo push-off y 15 vigas procedentes de la 
literatura. Este modelo también sirve para obtener los coeficientes empíricos de métodos 
existentes que relacionan la resistencia a cortante a través de un plano de corte con la raíz 
cuadrada de la resistencia de confinamiento. 

Se parte del modelo SMCS (Simplified Model for Combined Stress Resultants) desarrollado 
por el propio Rahal 2008 [30]. Se trata de un modelo simple y no iterativo para el cálculo de la 
resistencia a cortante y el modo de fallo de elementos membrana sujetos a tensiones de corte 
en el plano y tensiones normales. El modelo también se ha generalizado para su aplicación en 
vigas de hormigón armado y pretensado sujetas a esfuerzos de corte combinados con flexión y 
axil (Rahal 2000 [31]), a torsión pura (Rahal 2000 [32]) y torsión combinada con flexión (Rahal 
2007 [33]). En este artículo se extiende la aplicación del modelo para resolver el problema de 
la transferencia del esfuerzo cortante a través de un plano de corte. 

A partir del SMCS para cortante puro (ver resumen en figura 2.46), se añade el efecto de 
tensiones normales por superposición. El modelo asume que los factores más importantes que 
afectan a la resistencia a cortante puro de los elementos membrana son las cantidades y la 
resistencia del acero ortogonal y la resistencia a compresión del hormigón. Otros factores 
como el tamaño máximo del árido y el diámetro y la separación de las armaduras tienen un 
efecto limitado y se desprecian. Los tres factores más importantes se combinan de forma 
eficiente en los siguientes índices de armado: 

  𝑤𝑥 = 𝜌𝑥𝑓𝑦−𝑥
𝑓′𝑐

;  𝑤𝑦 = 𝜌𝑦𝑓𝑦−𝑦
𝑓′𝑐

      (2.95) 

donde wx, wy son los índices de armado en dirección x y en dirección y, respectivamente; ρx, ρy 
son los ratios de armado en dirección x y en dirección y, respectivamente; y fy-x, fy-y es la 
tensión de plastificación del armado en dirección x y en dirección y, respectivamente. 
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Figura 2.46: Elemento membrana sujeto a tensiones en el plano y resumen de las 
ecuaciones del modelo SMCS [9]. 

Se pueden usar modelos avanzados para el cálculo de la resistencia y del modo de rotura 
del elemento membrana visto en la figura 2.46. Por ejemplo, el modelo MCFT [23] se usa para 
calcular la relación entre los índices de armado por un lado y la resistencia a cortante y el 
modo de rotura por el otro. Por tanto, se combina el SMCS con el MCFT. 

El modelo SMCS se valida, junto con otros modelos, con resultados experimentales de 114 
probetas tipo push-off (prefisuradas y sin fisuración previa) y 15 vigas. En la tabla que se 
muestra en la figura 2.47 se resumen los resultados. 

 

Figura 2.47: Resumen de la correlación del cálculo de seis métodos con las capacidades a 
cortante obtenidas de forma experimental [9]. 
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CONCLUSIONES: 

Tras la comparación con otros cinco modelos semi-empíricos y con la validación 
experimental procedente de la literatura, se concluye que el SMCS aporta resultados con 
suficiente precisión. 

La mayor precisión del modelo se obtiene por su capacidad a la hora de tener en cuenta los 
efectos del armado en la dirección paralela al plano de corte. 

Los modelos semi-empíricos que relacionan la resistencia a cortante con la raíz cuadrada de 
la resistencia de confinamiento se pueden tener en cuenta como casos generales del modelo 
SMCS. Las ecuaciones de los modelos semi-empíricos se pueden derivar a partir de las del 
modelo SMCS para los casos donde las probetas tiene mayor armado del necesario en la 
dirección paralela al plano de corte. 

El modelo SMCS es un modelo generalizado aplicable a elementos membrana sujetos a 
tensiones en el plano y a vigas sujetas a la combinación de cortante y flexión y a la 
combinación de torsión y flexión, con precisión y simplicidad. 

2.5. Estudios experimentales, modelización y teorías sobre la 
transmisión del esfuerzo cortante para hormigón armado y reforzado 
con fibras de acero (SFRC). 

El hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) se trata de un hormigón que 
presenta ciertas mejoras con respecto al hormigón convencional. Con la inclusión de la 
suficiente cantidad de fibras se consigue menor fragilidad (mayor ductilidad), se mejora la 
resistencia a tracción antes y después de la fisuración, la capacidad de control de la retracción, 
la resistencia a cortante debido a que las fibras producen un efecto de "cosido" de las caras de 
las fisuras y, con ello, se controla la separación, distribución y abertura de las fisuras. No 
obstante, existen una serie de características que dificultan el estudio del comportamiento 
frente al esfuerzo cortante y, en consecuencia, el modelado de elementos con hormigón 
armado y reforzado con fibras de acero. El comportamiento a cortante del SFRC no está 
totalmente definido debido a su complejo mecanismo caracterizado por la transferencia del 
cortante entre las caras de las fisuras (engranamiento de áridos), dirección de las fibras en las 
caras de las fisuras, la adherencia de las fibras y la matriz de hormigón, el efecto pasador de las 
armaduras,... Por tanto, éstas son las características que, dependiendo de cómo se tengan en 
cuenta, dan lugar a un tipo de modelo u otro, mayor o menor precisión y mayor o menor 
dificultad de cálculo. 

En el aparatado del estado del arte de la tesina final de máster de Mauro Barosio, 2011 [34] 
se describen de manera detallada los distintos tipos de modelos constitutivos empleados para 
el hormigón armado y reforzado con fibras de acero. El comportamiento post-fisuración del 
hormigón reforzado con fibras puede ser descrito empleando una relación del tipo tensión-
abertura de fisura (σ-w) o bien del tipo tensión-deformación (σ-ε). En base a esto, se pueden 
encontrar en la literatura modelos constitutivos como los de Lim-Paramasivam-Lee [35], 
Kovacs-Balazs [36], Dupont-Vandewalle [37], Lok-Xiao [38], Serna-Fuster [39], Kooiman [40], 
Strack [41], Lee-Barr [42],... y los modelos constitutivos que se usan en distintas normativas 
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como los de la norma alemana DBV (2001) , el RILEM (2003) [43], la norma italiana CNR-DT 204 
(2006) [44], la norma española EHE (2008) [45],... 

El hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) ha venido siendo usado como 
material estructural desde 1960 [50-52]. Batson et al. [53] llevó a cabo ensayos de cortante en 
102 ensayos de vigas fabricadas con SFRC utilizando como parámetros clave la fracción 
volumétrica de fibras de acero (Vf) y ratios luz/profundidad de cortante (a/d), y concluyó que la 
inclusión de fibras de acero en el hormigón mejoraba de manera considerable la resistencia a 
cortante en comparación con el hormigón convencional. Swamy et al. [54] verificó de manera 
experimental que las piezas fabricadas con SFRC mejoraban la resistencia a cortante en 
comparación con piezas de hormigón convencional sin armadura de cortante. Sharma [55] 
propuso una ecuación para la resistencia a cortante relativamente simple basándose en 
experiencias con piezas armadas con distintas cantidades de armadura de cortante. En ella se 
reflejaba el ratio luz/profundidad de cortante (a/d) y la resistencia a tracción del SFRC. El 
comité 544 de la ACI [50] la recomendó y la contempló como ecuación para la evaluación de la 
resistencia a cortante de piezas fabricadas con SFRC en el manual del hormigón de la ACI del 
2008 [56]. Narayanan y Darwish [57] llevaron a cabo 49 ensayos con vigas fabricadas con SFRC, 
y propusieron una ecuación para la evaluación de la resistencia a cortante considerando el 
efecto arco que venía influenciado por el ratio a/d de dichas vigas. Ashour et al. [58] 
propusieron una ecuación para la evaluación de la resistencia a cortante para piezas fabricadas 
con hormigón de alta resistencia con fibras de acero, la cual tenía en cuenta como variables 
principales el ratio a/d, la fracción volumétrica de fibras (Vf), la densidad de armado 
longitudinal (ρs), etc. Khuntia et al. [59] propuso una ecuación simple para la evaluación de la 
resistencia a cortante de las piezas de SFRC teniendo en cuenta un ángulo de inclinación de las 
fisuras de 45o, el efecto arco, la fracción volumétrica de fibras (Vf), la orientación de las fibras y 
la longitud embebida en las fisuras efectiva de las fibras. Oh et al. [60] propuso una ecuación 
simple en la que consideraba como parámetros de influencia la densidad de armado 
longitudinal (ρs), la fracción volumétrica de fibras (Vf) y el ratio a/d. 

Tan et al. [61] realizó un intento pionero de expandir la aplicación del modelo de celosía 
rotativo (RA-STM) originalmente desarrollado por Hsu [62] a piezas fabricadas con SFRC. 
Aunque sus análisis mostraban una buena similitud con los resultados experimentales, las 
curvas de reblandecimiento por compresión y tensión de stiffening del SFRC sometidas a 
tensiones biaxiales, las cuales suponían un concepto importante en el modelo, resultaban 
faltas de verificación experimental. Posteriormente, Tan et al. [63] propuso un modelo 
analítico para el SFRC basado en el MCFT de Vecchio y Collins [23]. 

Lihua et al. [64] usó para el análisis del comportamiento a cortante de vigas fabricadas con 
SFRC un programa comercial de elementos finitos obteniendo resultados relativamente 
precisos. La falta de ajuste fue debido a que su modelo de análisis presentaba un cierto grado 
de complicación debido al uso de elementos finitos tridimensionales, a la falta de validaciones 
experimentales de los modelos constitutivos del material y a la falta de consideración de los 
parámetros que definen el SFRC: la fracción volumétrica (Vf), la orientación y el tipo de fibras. 
Susetyo [48] propuso modelos de material adecuados para el SFRC, basando los resultados en 
experimentos llevados a cabo con 8 paneles fabricados con SFRC. Generó el modelo de 
elementos finitos no lineal basándose en los modelos de material y obtuvo buenos resultados 
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de estimación de la resistencia a cortante. Además, mencionaba que sería necesario llevar a 
cabo el desarrollo de modelos de análisis que contemplaran el fallo por pérdida de adherencia 
(pull-out) del SFRC producido entre las fibras de acero y el hormigón en la interfaz de las 
fisuras. 

Aunque las ecuaciones simples sobre la resistencia a cortante [55, 57-60] reflejan las 
variables claves como el ratio a/d, el factor volumétrico de las fibras de acero (Vf), la densidad 
de armado longitudinal (ρs),etc., éstas todavía se encuentran faltas de cierta base teórica ya 
que los factores de influencia más importantes se obtienen de forma empírica, basándose en 
los resultados experimentales que se van obteniendo. Por otra parte, los modelos de 
estimación del comportamiento a cortante [61, 63] y los modelos de análisis numérico [64, 
65], basados en el modelo de fisuración difusa tipo celosía [23, 62], muestran aproximaciones 
a los resultados de ensayos experimentales obtenidos con piezas fabricadas con SFRC 
relativamente buenos. Sin embargo, estos modelos de comportamiento no consiguen captar 
de una forma clara el mecanismo de transferencia del cortante del SFRC, incluyendo el fallo 
por adherencia (pull-out) entre las fibras de acero y el hormigón en la interfaz de las fisuras 
[48]. Además, dependen en gran medida de ensayos experimentales (por ejemplo ensayos con 
paneles) para la modificación de las ecuaciones constitutivas del SFRC debido al 
comportamiento conjunto de las fibras de acero y del hormigón [66]. 

A continuación se realiza una cronología y una breve descripción sobre los trabajos acerca 
del estudio de la transmisión del esfuerzo cortante en hormigón armado y reforzado con fibras 
de acero que han llevado a cabo los distintos autores a lo largo de los últimos años. 

2.5.1. B. BARRAGÁN, R. GETTU, L. AGULLÓ, and R. ZERBINO (2006) [46]. 

El objetivo del este trabajo es el de caracterizar el modo de fallo y la resistencia del 
hormigón reforzado con fibras de acero (SFRC) sujeto a esfuerzos de cortante a nivel material. 
Para ello se lleva a cabo una campaña experimental con ensayos tipo push-off para el estudio 
del comportamiento tanto del hormigón normal (30MPa) como del hormigón de alta 
resistencia (70MPa) armados con fibras de acero (ver figura 2.48 ). 

 

Figura 2.48: Probeta tipo push-off usada [46]. 
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De aquí se obtienen resultados visuales sobre el modo de fallo de las probetas que se 
distinguen en función de la resistencia del hormigón y de la cantidad de fibras de acero que 
contiene el hormigón (ver figura 2.49 ). 

 

Figura 2.49: Modo de fallo de una probeta tipo push-off fabricada con hormigón de alta 
resistencia (70MPa), (izquierda) sin fibras, (derecha) con fibras (40kg/m3) [46]. 

Además, también se obtienen resultados tensión tangencial-deslizamiento, que marcan el 
comportamiento del SFRC frente a cortante (ver figura 2.50 ). 

 

Figura 2.50: Gráfica tensión tangencial-deslizamiento para hormigón de 30MPa con 0kg/m3, 
20kg/m3 y 40kg/m3 de fibras respectivamente [46]. 

A partir de estos resultados se definen los parámetros que caracterizan la resistencia del 
SFRC: 

 - resistencia a cortante absoluta, entendida como el área bajo la curva tensión-  
 deslizamiento hasta un límite de deslizamiento prescrito (slim): 

    𝐵𝑠𝑙𝑖𝑚
𝑆 = ∫ 𝜏𝑠(𝑠)𝑑𝑠𝑠𝑙𝑖𝑚

0      (2.96) 
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 - resistencia a cortante equivalente, entendida la resistencia a cortante absoluta  
 dividida por el valor límite de deslizamiento prescrito: 

    𝑓𝑠𝑙𝑖𝑚
𝑠 =

𝐵𝑠𝑙𝑖𝑚
𝑆

𝑠𝑙𝑖𝑚
= ∫ 𝜏𝑠(𝑠)𝑑𝑠𝑠𝑙𝑖𝑚

0     (2.97) 

 - resistencia a cortante residual, entendida como una medida directa de la tensión  
 efectiva que puede ser transferida a través de una fisura abierta. 

También se realiza un modelo de elementos finitos elástico para demostrar la presencia de 
tensiones de cortante en el plano de corte y en las entallas de la pieza push-off (ver figura 51). 

 

Figura 2.51: Malla de elementos finitos usada y distribuciones de tensiones de (a) 
compresión, (b) tracción y (c) corte (las partes oscuras indican magnitudes altas de tensión) 

[46]. 

CONCLUSIONES: 

Los ensayos realizados con piezas tipo push-off demuestran que existe una capacidad de 
disipación de energía del SFRC en el régimen post-fisura. La incorporación de fibras en el 
hormigón sujeto a cortante conduce a una mejor integridad mecánica durante el fallo. La 
resistencia al deslizamiento y el efecto pasador de las fibras pueden conducir a una capacidad 
de carga-sujeción residual en situaciones donde se produce el fallo por cortante. 

Se obtienen mejoras significativas en la ductilidad del hormigón durante el fallo por 
cortante. Además, también se observa un cierto incremento de la resistencia a cortante con la 
incorporación de las fibras tanto en hormigón de resistencia normal como en hormigón de alta 
resistencia. 

El conocimiento de la tensión a cortante que puede ser transmitida a través de una fisura 
abierta es de gran importancia para aproximaciones al diseño basadas en mecanismos de 
fractura, donde la resistencia a cortante residual y/o equivalente se pueden integrar a lo largo 
de las secciones de un elemento estructural sujeto a cortante para calcular su resistencia a 
cortante. 

El ensayo tipo push-off, debido a su simplicidad, se puede usar para evaluar la resistencia a 
cortante de SFRC. No obstante, como las fibras tienden a tener una orientación determinada 

70 
 



Capítulo 2: Estado del arte 

debido a la compactación del hormigón o su puesta en obra, los ensayos de laboratorio 
deberían mejorarse de modo que el plano de rotura represente la distribución de las fibras en 
el elemento estructural. 

2.5.2. D. H. LEE, J. H. HWANG, H. JU, K. S. KIM, and D. A. KUCHMA (2011) 
[47]. 

En este artículo se lleva a cabo un proceso de análisis no lineal mediante elementos finitos 
para reflejar las propiedades y el comportamiento del hormigón armado y reforzado con fibras 
de acero (SFRC). Este análisis puede usarse para obtener el comportamiento de dicho material 
frente a esfuerzo cortante. 

La motivación de este análisis es que el hormigón armado y reforzado con fibras de acero 
consigue mejorar algunos aspectos frente al hormigón convencional como son: mejora de la 
ductilidad mejora del comportamiento a tracción antes y después de la fisuración, mayor 
capacidad de control de la retracción, mejora del comportamiento frente al esfuerzo cortante 
debido al control de la separación, distribución y abertura de las fisuras,... No obstante, el 
comportamiento a cortante del SFRC no está totalmente definido debido a su complejo 
mecanismo caracterizado por la transferencia del cortante entre las caras de las fisuras 
(engranamiento de áridos), dirección de las fibras en las caras de las fisuras, la adherencia de 
las fibras y la matriz de hormigón, el efecto pasador de las armaduras,... 

En este modelo: DTFTM (Direct Tension Force Transfer Model), las fibras de acero se 
modelan como elementos de transmisión de la tensión de tracción directa en la caras de las 
fisuras. Se trataría de una resistencia a tracción extra. Esto se utiliza en un modelo de celosía 
de fisuración difusa para la estimación del comportamiento del SFRC. De este modo, las 
características de adherencia de las fibras de acero se pueden tener en cuenta de forma más 
sencilla con mayor detalle, considerando la forma, la cantidad y la dirección de éstas en el 
modelo (ver figura 2.52). El modo de rotura del SFRC por arranque (pull-off) se consigue 
describir de forma más precisa. 
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Figura 2.52: Concepto del modelo de contribución por tensión directa. (a) comportamiento 
de las fibras de acero entre las fisura; (b) tipo de fibras de acero y factores de forma; (c) fisuras 

inclinadas y fibras de acero entre las fisuras [47]. 

Se trata pues de un modelo 2D isotrópico donde se considera que la contribución de las 
fibras de acero se refleja en la matriz de rigidez no lineal secante: 

  (2.98) 

donde Ēsfrp es el modulo secante de las fibras de acero. 

Así pues se constituye el algoritmo de elementos finitos no lineal que se muestra en la 
figura 2.53. 
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Figura 2.53: Procedimiento de análisis para el método iterativo no lineal [47]. 

La verificación del modelo de elementos finitos no lineal propuesto se lleva a cabo con los 
resultados de los paneles de hormigón armado y reforzado con fibras de acero sometidos a 
cortante puro realizados por Susetyo, 2009 [48], tal y como muestra la figura 2.54. 

 

Figura 2.54: Tabla resumen de los paneles utilizados para la verificación del modelo DTFTM 
[47]. 
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CONCLUSIONES: 

Se verifica que el análisis numérico propuesto con el modelo DTFTM puede considerar de 
manera aproximada la dirección de las fibras, las diferencias de las características de 
adherencia de acuerdo con el tipo de fibra y el modo de fallo por arranque (pull-out) de las 
fibras de acero. 

Se considera que la rotura tipo pull-out de las fibras de acero es el mecanismo dominante 
en la interfaz de las piezas con SFRC. Usando este criterio, el modelo propuesto estima la 
capacidad de deformación de las piezas con SFRC de manera precisa. 

Para la estimación del mecanismo de fallo tipo pull-out, el modelo de análisis sólo requiere 
un test simple de adherencia de las fibras de acero. 

El modelo propuesto muestra estimaciones relativamente buenas del comportamiento 
frente a cortante de las piezas con SFRC con distintas resistencias a compresión o diferentes 
tipos de fibras. También se obtienen buenos resultados del comportamiento a cortante para 
hormigones de alta resistencia con SFRC. 

2.5.3. K. S. KIM, D. H. LEE, J. H. HWANG, and D. A. KUCHMA (2011) [49]. 

En este artículo se desarrolla un modelo material para representar el comportamiento 
frente a esfuerzo cortante del hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). Se 
trata de la descripción del modelo material que se usa para la implementación en el análisis 
mediante elementos finitos que se lleva a cabo en [47]. 

El modelo que se propone tiene en cuenta las fibras de acero como elementos que 
transmiten la tensión de tracción de forma directa en un modelo de celosía con fisuración 
difusa. Se basa en el modelo MCFT desarrollado por Vecchio y Collins, 1986 [23] y descrito en 
el apartado 2.4.7 de este mismo capítulo, para la estimación del comportamiento a cortante 
del SFRC. Se le añade las consideraciones referentes a las fibras de acero: características de 
adherencia, la forma, la cantidad de fibras, la dirección y el fallo por arranque (pull-out) de las 
fibras. 

Las ecuaciones de compatibilidad y las ecuaciones constitutivas (relaciones tensión-
deformación) son las mismas que las usadas en el MCFT [23]. El efecto de las fibras se tiene en 
cuenta en el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio tanto en la dirección transversal 
como en la longitudinal. 

 - Ecuación de equilibrio en dirección transversal: 

  𝐴𝑓𝑓𝑠𝑓𝑛 cos𝜃 − (𝑓2 sin2 𝜃 − 𝑓1 cos2 𝜃)𝑏𝑤𝑥 = 0    (2.99) 

donde Af y fsf son la sección transversal y la tensión de tracción de las fibras, 
respectivamente, y n es el número de fibras efectivas en la dirección principal 
de tracción. El número de fibras efectivas por unidad de área se calcula como: 

  𝑛𝑤 = λ𝑉𝑓
𝐴𝑓

        (2.100) 
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donde Vf la fracción volumétrica de fibras de acero y λ es el factor de 
orientación de la fibra en la dirección considerada que puede ser calculado. En 
este artículo se usa λ = 0.41. De este modo n se puede obtener como: 

  𝑛 = 𝑛𝑤𝑏𝑤𝑥 cos𝜃       (2.101) 

donde bwxcosθ es el área del plano paralelo a la superficie fisurada.  

Asumiendo que el ángulo de inclinación de las fisuras coincide con la dirección 
principal de tensión, la tensión de tracción de las fibras de acero, fsf en la 
dirección principal de tracción se puede expresar como: 

  𝑓𝑠𝑓 = 𝐸𝑠𝑓𝜀1        (2.102) 

De este modo la ecuación de equilibrio en la dirección principal teniendo en 
cuenta las características de las fibras de acero queda como: 

  0.41𝑉𝑓𝑓𝑠𝑓𝑏𝑤 cos2 𝜃 − (𝑓2 sin2 𝜃 − 𝑓1 cos2 𝜃)𝑏𝑤 = 0   (2.103) 

 - Ecuación de equilibrio en la dirección longitudinal, procediendo de forma similar a la  
 obtención de la ecuación de equilibrio en dirección transversal, se llega a: 

  𝐴𝑠𝑥𝑓𝑠𝑥 + 0.41𝑉𝑓𝑓𝑠𝑓𝑏𝑤𝑗𝑑 sin2 𝜃 − 𝑉 cot𝜃 + 𝑓1𝑏𝑤𝑗𝑑 = 0  (2.104) 

En este artículo se considera que la tensión límite máxima de las fibras de acero viene 
afectada por la tensión de adherencia de las fibras, la longitud de las fibras y de la obertura de 
fisura. 

La límite de la tensión local también viene afectada por la presencia de las fibras. Las fibras 
irán adquiriendo tensión conforme se vayan abriendo las fisuras (ver figura 2.55). 

 

Figura 2.55: Transmisión de las fuerzas a través de las fisuras [49]. 
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En el propio artículo [49] se puede ver el diagrama-algoritmo de aplicación del modelo 
material para SFRC. 

La validación del modelo se lleva a cabo a partir de ensayos experimentales procedentes de 
la literatura: 8 paneles de SFRC ensayados por Susetyo [48] (ver figura 2.56) y un total de 80 
vigas también de SFRC [53, 57, 58, 66-69] (ver figura 57). 

 

Figura 2.56: Paneles de Susetyo de SFRC [49]. 

 

Figura 2.57: Vigas de SFRC [49]. 

CONCLUSIONES: 

El modelo de comportamiento a cortante propuesto en este artículo tiene una clara base 
teórica y puede aplicarse para piezas de hormigón reforzado con fibras de acero así como a 
otras piezas con hormigón reforzado con otro tipo de fibras. Sólo es necesario la realización de 
un ensayo de adherencia para las fibras en cuestión. 

Al contrario que otros métodos, el modelo de comportamiento a cortante propuesto 
considera el mecanismo de adherencia entre las fibras y el hormigón con detalle y, con ello, se 
puede representar, de forma aproximada, el fallo por arranque (o fallo por pérdida de 
adherencia o pull-out) de las piezas compuestas por SFRC. 

Si se compara con los ensayos experimentales procedentes de la literatura para paneles y 
vigas, se observa que el modelo capta el comportamiento a cortante de un modo razonable. 

Se obtiene de los análisis de los resultados que la fracción de volumen óptima (Vf) es del 
1.5%. 
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2.5.4. J. SUSETYO, P. GAUVREAU, and F.J. VECCHIO (2011) [4]. 

El motivo de este trabajo es el de proveer resultados experimentales para enriquecer la 
base de resultados para el estudio y generación de modelos teóricos que caractericen la 
contribución de las fibras de acero a la resistencia a cortante del hormigón. Los estudios 
experimentales se llevan a cabo mediante paneles ya que este tipo de ensayo permite una 
mayor aproximación a las condiciones de tensiones de corte uniformes para ser impuestas en 
una superficie considerable sin ser alteradas por efectos de flexión. Se realizan comparaciones 
entre hormigón convencional y hormigón armado con fibras de acero (SFRC) y, con ello, se 
pueden evaluar varios aspectos como son: la tensión de stiffening, la tensión de 
reblandecimiento y el reblandecimiento por compresión. También se calibran factores que 
afectan a la resistencia a corte del hormigón debido a la presencia de fibras de acero como 
son: volumen de fibras utilizado, longitud de las fibras, resistencia a tracción de las fibras y la 
resistencia a compresión del hormigón. 

Para la realización de este estudio, se ensayan 10 paneles de 890x890x70mm. Las 
características de los materiales que componen la matriz así como el armado y las fibras se 
resumen en las tablas de la figura 2.58. 

 

Figura 2.58: Características de los materiales que componen los paneles [4]. 

CONCLUSIONES: 

Con elementos de hormigón armados con fibras de acero (SFRC) se obtienen valores de 
resistencia a corte y respuestas deformacionales (con características de control de fisura 
mejorada) comparables a elementos que contengan baja o mínima cantidad de armadura de 
cortante. 

El volumen de fibras que se utilice tiene un efecto significativo en el comportamiento frente 
a cortante. Se requiere de un contenido de fibras alrededor del 1% para notar mejoras en 
términos de resistencia a cortante, deformación dúctil, abertura de fisura y separación entre 
fisuras. No obstante, se obtiene una leve mejora al pasar de un contenido de fibras del 1% al 
1.5%, posiblemente debido a la saturación de fibras. Un contenido de fibras del 0.5% resulta 
insuficiente para garantizar una resistencia y deformación a cortante adecuadas. 
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El tipo de fibra también resulta un factor influyente. Los paneles que contienen fibras de 
corta longitud consiguen mayores resistencias a cortante y mayores valores de la tensión 
principal de tracción en el hormigón que los paneles que contienen fibras de larga longitud. 

La resistencia a compresión del hormigón armado con fibras de acero no experimenta una 
mejora sustancial en comparación con el hormigón convencional. 

La adición de fibras mejora, de forma significativa, la respuesta tensión-deformación de la 
tracción principal tras la fisuración del hormigón. Esto demuestra la capacidad de las fibras 
para transmitir tensiones de tracción a través de las fisuras. 

La respuesta tensión-deformación de la compresión principal no se ve influenciada por la 
presencia de fibras. 

2.5.5. G. TIBERTI, F. MINELLI, G. A. PLIZZARI, and F. J. VECCHIO (2013) 
[70]. 

En este artículo se describe una serie de resultados procedentes de un programa 
experimental realizado por la Universidad de Brescia (Italia) en colaboración con Universidad 
de Toronto (Canadá). En este programa experimental se estudia la formación y desarrollo de 
fisuras en estructuras de hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) realizado 
con diferentes grados de resistencia del hormigón. Se llevan a cabo una serie de ensayos de 
tensión de stiffening variando la resistencia del hormigón, el ratio de armado, la fracción 
volumétrica de fibras y la geometría de las fibras. Por una parte se realizan 109 ensayos con 
hormigón de resistencia normal y, por otra, 59 ensayos con hormigón de alta resistencia. Los 
resultados de estas experiencias enfocados, principalmente, en la variación de la resistencia 
del hormigón y en las fibras se comparan con la formulación propuesta por el CEB Model Code 
1978 [71] y el fib Model Code 2010 [72]. Finalmente, estos resultados experimentales pueden 
ser usados en mejoras para la formulación para separación de fisuras, abertura de fisura y el 
comportamiento de tensión de stiffening en SFRC. 

En la figura 2.59 se muestra el tipo de ensayo. 

 

Figura 2.59: Geometría y detalles de armado de las probetas para el ensayo de tracción 
uniaxial [70]. 
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En las tablas de la figura 2.60 se muestran las características de los materiales que 
componen las probetas para los ensayos: 

 

 

Figura 2.60: Características de los materiales que componen las probetas [70]. 

CONCLUSIONES: 

El uso de hormigón de alta resistencia (HSC) conduce a una reducción de la separación 
media entre fisuras con respecto al hormigón de resistencia normal (NSC). 

La etapa de estabilización de las fisuras parece no verse influenciada por la mejora de la 
dureza (en piezas con SFRC) ni por la variación del grado de resistencia del hormigón. 

El uso de SFRC tiene una clara influencia en el comportamiento de las barras de tensión (la 
probetas realizadas de hormigón y barra de acero) en los estados límite de servicio. Se reduce 
la obertura de fisura y esto da como resultado patrones de fisuración en los cuales el espacio 
entre fisuras es más reducido. 
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El SFRC rigidiza la respuesta post-fisura de las piezas de hormigón y esto es efectivo en la 
disminución de las deflexiones de las estructuras. 

Los modelos investigados en este artículo (MC 1978 y MC 2010) para hormigón armado 
tradicional no son adecuados para la predicción de de la separación media entre fisuras en 
hormigones de alta resistencia (HSC). 

Son necesarias fórmulas mejoradas que incluyan el efecto de la resistencia a compresión 
tanto en hormigón que contenga fibras como en hormigón que no las contenga. 

Son necesarios más estudios para llegar a entender la relación entre la dureza del SFRC y el 
radio de armado y para mejorar los modelos analíticos con el objetivo de predecir mejor la 
separación media entre fisuras. 

2.5.6. J. R. DELUCE, S. C. LEE, and F. J. VECCHIO (2014) [73]. 

En este artículo se propone un modelo nuevo para el cálculo de la separación entre fisuras 
y la obertura de fisura en hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). El modelo 
tiene en cuenta el efecto generado por la consideración de parámetros referentes a las fibras y 
a las barras de armado. Las predicciones obtenidas del modelo se comparan con los resultados 
experimentales de 17 probetas de hormigón armado convencional (RC) y 53 probetas de SFRC 
sometidas a tracción uniaxial (probetas convencionales para el ensayo de tracción directa 
uniaxial) procedentes de la literatura [76-79]. Se observa que el modelo propuesto predice la 
separación entre fisuras y la obertura de fisura del SFRC con una precisión razonable y 
completa ciertos modelos de SFRC actuales. Además, este modelo se extrapola a condiciones 
de tensión biaxial para facilitar el análisis de elementos de SFRC como son los paneles 
sometidos a cortante en la literatura [48]. En esta situación, el modelo también predice 
resultados con suficiente precisión. 

En este artículo, se realiza la comparación del modelo propuesto para la obtención de la 
separación media de fisura con el de Dupont y Vandewalle [74] y el de Moffat [75]. 

 - Dupont y Vandewalle: 

  𝑠𝑚 = 50 + 0.25𝑘1𝑘2
𝑑𝑏

𝜌𝑠,𝑒𝑓𝑓
� 50
𝑙𝑓 𝑑𝑓⁄ �     (2.105) 

donde 50/(lf/df)≤1; k1 es un factor que tiene en cuenta la adherencia de las barras de 
armado, tomando 0.8 para barras de armado deformadas y 1.6 para barras regulares; 
k2 es un factor que tiene en cuenta los efectos del gradiente de deformación, 
obtenido como k2 = (ε1+ε2)/2ε1, donde ε1 y ε2 se corresponden con la deformación 
por tracción mayor y la menor, respectivamente; db y ρs,eff son el diámetro 
convencional de las barras de armado y la densidad de armado, respectivamente; y lf 
y df son la longitud y el diámetro de las fibras, respectivamente. 

 - Moffat: 

  𝑠𝑚 = 50 + 0.25𝑘1𝑘2
𝑑𝑏

𝜌𝑠,𝑒𝑓𝑓
�1 − 𝑓𝑟𝑒𝑠

𝑓𝑐𝑟
�     (2.106) 
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  donde fres es la tensión residual en el hormigón tras la fisuración y fcr es la  
  tensión de fisuración en el hormigón. 

La fórmula propuesta para la separación media entre fisuras por el modelo de los autores 
de este artículo es: 

 - Condición de deformación uniaxial (basada en el CEB-FIP 1978 [71]): 

  𝑠𝑚 = 2 �𝑐𝑎 + 𝑠𝑏
10
� 𝑘3 + 𝑘1𝑘2

𝑠𝑚𝑖
      (2.107) 

  donde smi es el parámetro de efectividad del armado obtenido como: 

  𝑠𝑚𝑖 = 𝜌𝑠,𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑏
+ 𝑘𝑓

𝛼𝑓𝑉𝑓
𝑑𝑓

       (2.108) 

donde αf e el factor de orientación de las fibras, Vf es la fracción volumétrica 
de las fibras, kf = lf/50df ≤ 1; ; k1 es un factor que tiene en cuenta la adherencia 
de las barras de armado, tomando 0.4 para barras de armado deformadas y 
0.8 para barras regulares y tendones; k2 es un factor que tiene en cuenta los 
efectos del gradiente de deformación, obtenido como k2 = (ε1+ε2)/2ε1, donde 
ε1 y ε2 se corresponden con la deformación por tracción mayor y la menor, 
respectivamente; k3 es un factor que tiene en cuenta el contendido de fibras 
obtenido como: 

  𝑘3 = 1 − min (𝑉𝑓,0.015)
0.015

∙ �1 − 1
𝑘𝑓
�     (2.109) 

  y el parámetro sb representa la separación efectiva de las barras de armado  
  longitudinal: 

  𝑠𝑏 = 0.5� 𝜋𝑑𝑏
2

𝜌𝑠,𝑒𝑓𝑓
        (2.110) 

 - Condición de deformación biaxial: 

  Para este caso las ecuaciones (108) y (110) se evalúan con respecto a los ejes  
  principales de tracción. Estos valores después se usan en la expresión (107). La  
  separación efectiva de las barras de armado longitudinal en la dirección  
  principal de tracción se calcula como: 

  𝑠𝑏1 = 1

�∑
4
𝜋
𝜌𝑠,𝑖
𝑑𝑏,𝑖
2 cos4 𝜃𝑖𝑖

       (2.111) 

  donde i representa la capa de armado en la dirección dada; ρs,i, db,i y θi son la  
  densidad de armado, el diámetro de la barra de armado y la orientación del  
  armado i, respectivamente. El parámetro de efectividad del armado para cada  
  capa de armado i se puede obtener como: 

  𝑠𝑚𝑖1 = ∑ 𝜌𝑠,𝑖
𝑑𝑏,𝑖

cos2 𝜃𝑖𝑖 + 𝑘𝑓
𝛼𝑓𝑉𝑓
𝑑𝑓

      (2.112) 
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  Estos parámetros se sustituyen en la expresión (107) para obtener la   
  separación media entre fisuras. 

CONCLUSIONES: 

Para calcular de forma correcta el comportamiento estructural de piezas fabricadas con 
SFRC es importante ser capaz de estimar las condiciones medias de las fisuras. Esto es debido a 
que la tensión de tracción referida a las fibras de acero es directamente dependiente de la 
obertura de fisura mientras que la tensión de tracción del armado convencional se obtiene a 
partir de la deformación media de tracción. Como consecuencia de esto, es necesario la 
obtención de un modelo de separación de fisuras para proporcionar la relación entre la 
tensión media de tracción y la obertura de fisura. No obstante, tras el análisis de los resultados 
experimentales relacionados con piezas fabricadas con SFRC sometidos a tracción, se descubre 
que los modelos desarrollados hasta el momento en la literatura no aportan predicciones con 
suficiente precisión. 

Para solucionar esta deficiencia, se lleva a cabo el desarrollo de un modelo que tenga en 
cuenta parámetros como la densidad de armado, el tamaño de las barras de armado, el 
contenido de fibras, la longitud de las fibras y el diámetro de las fibras. Este modelo se ajusta 
mejor a los resultados experimentales que los modelos precedentes. Además, como la relación 
entre las oberturas medias de fisura y la obertura máxima de fisura se puede asumir como 
lineal, se propone una fórmula empírica para el cálculo de la máxima obertura media con un 
factor de conversión en función del volumen de fibras y del ratio longitud de fibras/diámetro 
de fibras: 

  𝑤𝑐𝑟,𝑚𝑎𝑥 = �1.7 + 3.4 𝑉𝑓𝑙𝑓
𝑑𝑓
�𝑤𝑐𝑟,𝑎𝑣𝑔     (2.113) 

  donde: 

  𝑤𝑐𝑟,𝑎𝑣𝑔 = 𝑠𝑚𝜀𝑡,𝑎𝑣𝑔       (2.114) 

Esto permite el cálculo de la obertura máxima de fisura a partir de la obertura de fisura 
media obtenida por el modelo propuesto de separación media de fisuras. Aunque se observa 
un cierto grado de dispersión, se considera que la relación propuesta predice la obertura 
máxima de fisura con una precisión aceptable. 

Al extender este modelo a condiciones de deformación biaxiales se observa, al comparar 
con paneles sujetos a condiciones de cortante puro, que el modelo propuesto predice la 
separación media entre fisuras de los paneles con SFRC con aceptable precisión. 

Se recomienda un mayor estudio para la determinar la aplicación de este modelo a otro 
tipo de fibras como son fibras sintéticas. 
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2.5.7. M. ISLAM, S. KHATUN, R. U. ISLAM, J. F. DOLA, M. HUSSAN and A. 
SIDDIQUE (2014) [80]. 

En este artículo se lleva a cabo un modelización por elementos finitos y una validación 
experimental del comportamiento a cortante de piezas de hormigón armado y reforzado con 
fibras de acero (SFRC). 

Se usan fibras con un cociente longitud de fibra/diámetro de fibra bajo. Se usan dos tipos 
de áridos para el SFRC y hormigón normal que se usa para la fabricación de las vigas objeto de 
ensayo: piedra y ladrillo. 

La modelización por elementos finitos se lleva a cabo por medio del software ANSYS 10.0 
con el elemento finito 3D con 8 grados de libertad (los tres desplazamientos x, y, z) SOLID65 
(ver figura 2.61). 

 

Figura 2.61: Geometría del elemento finito tipo SOLID65 del software ANSYS 10.0 [80]. 

La campaña experimental se lleva a cabo a través de tres tipos distintos de vigas: cortante 
simple, doble cortante y cortante-flexión. Todas las probetas se ensayan en una máquina de 
1000 KN y los datos de deformaciones se obtienen a partir de una técnica de correlación de 
imagen usando imágenes de alta definición y video-clips de alta velocidad. 

Los modelos de elementos finitos de las vigas se validan con los resultados tensión-
deformación experimentales optimizando el coeficiente de Poisson, el módulo de elasticidad, 
la capacidad tensional y el comportamiento tensión-deformación. El modelo de elementos 
finitos muestra la misma respuesta estructural y el mismo modo de fallo que se obtiene en la 
fase experimental (ver figura 2.62). 

 

Figura 2.62: Vigas experimentales, modelización con elementos finitos y resultados [80]. 
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CONCLUSIONES: 

Se mejora la capacidad de resistencia a cortante entre un 30 y un 170% usando fibras de 
acero con un ratio volumétrico del 1.5%. Con ello se consigue evitar una rotura frágil. 

Los modos de rotura de las probetas del ensayo experimental validan de forma similar los 
obtenidos con el modelo de elementos finitos. 

Se muestra la capacidad de los modelos de elementos finitos llevados a cabo en este 
trabajo para predecir la distribución del cortante del SFRC, el cual, asegura la fiabilidad del 
modelo. 

2.5.8. F. SOLTANZADEH, J. A. O. BARROS and R.F.C. SANTOS (2015) [81]. 

En este trabajo se lleva a cabo la investigación del hormigón autocompactable armado con 
fibras de acero (HPFRC). Este tipo de hormigón presenta unas características reológicas y 
mecánicas únicas. En este artículo se lleva a cabo un diseño innovador de la dosificación del 
hormigón para el desarrollo de un alto rendimiento con una relativamente alta adición de 
fibras de acero. De este modo se evalúan las propiedades materiales del hormigón y se 
caracteriza el comportamiento estructural de dicho hormigón bajo esfuerzos de compresión, 
flexión y cortante. Se pretende que este estudio clarifique la contribución significativa de las 
fibras de acero en la resistencia a cortante de los elementos de hormigón. Además, también se 
lleva a cabo una modelización con elementos finitos. 

Para el desarrollo de la campaña experimental, la caracterización del comportamiento 
frente a cortante se llevan a cabo con una serie de probetas diseñadas con ciertas 
modificaciones tomando como base las probetas tipo push-off. Para evaluar la influencia de la 
orientación y la dispersión de las fibras del HPFRC, las probetas mencionadas se extraen de 
diferentes localizaciones dentro de elementos prismáticos de 150x150x600mm3. Las probetas 
a cortante se caracterizan en cuatro grupos atendiendo a su localización en el elemento 
prismático del cual se extraen (ver figura 2.63). En la figura 2.63 se puede observar la 
representación esquemática de la probeta tipo doble-cortante diseñada y las características 
del ensayo. Los resultados de este ensayo junto con el análisis de la localización de las 
probetas al extraerse del prisma, pueden constituir una fuente suficiente de información para 
la obtención del comportamiento a cortante del material. El ensayo de cortante se prepara con 
la intención de obtener la relación carga-deslizamiento en los planos con las muescas o 
entallas, así como la obertura de fisura durante el proceso de carga. 
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Figura 2.63: (a) localización de la probeta dentro del elemento prismático, (b) geometría y 
configuración de carga de las probetas para el ensayo de cortante (dimensiones en mm) [81]. 

La modelización del ensayo experimental se realiza mediante un modelo de elementos 
finitos basado en los modelos de fisuración difusa multidireccional. Este modelo incluye 
diferentes aproximaciones para modelar el comportamiento a cortante del hormigón fisurado. 
Éste se describe con detalle en [82]. La principal característica es que la matriz constitutiva D 
del hormigón fisurado tiene dos componentes: uno correspondiente al modo de fractura I 
(normal) y el otro correspondiente al modo de fractura II (cortante) de cada fisura. La 
propagación de la obertura de fisura se simula con un diagrama cuadrilateral que se 
representa en la figura 2.64. En esta figura también se representa la tensión de 
reblandecimiento a cortante en la fisura frente a la distorsión tangencial en la fisura. 

 

Figura 2.64: Diagramas para el modelado (a) del modo de rotura, (b) deformacional [81]. 

En las figuras 2.65 y 2.66 se muestra el tipo de elemento finito (cuadrilátero de 4 nodos con 
2x2 y 2x1 puntos de integración de Gauss), el mallado que se usa y como se modelan las 
condiciones de contorno del ensayo. 
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Figura 2.65: Elemento finito utilizado y mallado del esayo [81]. 

 

Figura 2.66: Modelado de las condiciones de contorno del ensayo [81]. 

CONCLUSIONES: 

En cuanto a las conclusiones referentes al cortante, se obtiene que el material (HPFRC) 
presenta una alta capacidad de disipación de energía de cortante. 

La alta efectividad del material HPFRC en términos de capacidad resistente a cortante y 
rigidez es tan buena como la capacidad de limitar la obertura de fisura máxima. De este modo 
se obtienen buenos resultados en cuanto a durabilidad. 
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Capítulo 3: 

Programa experimental. 

 

 

En el capítulo 2 de este trabajo se describen varias tipologías de ensayos característicos 
para el estudio del esfuerzo cortante. Algunos de ellos son: paneles, ensayos tipo push off, 
ensayos tipo pull-off y vigas. 

Para la campaña experimental que se lleva a cabo en este trabajo se usa el ensayo tipo 
push-off. Se trata de un tipo de ensayo de dimensiones relativamente pequeñas, barato, fácil 
de fabricar y no necesita de piezas excesivamente complejas para su uso y evaluación. Consta 
de dos bloques en L cuya zona de contacto se conoce como plano de cortante. Esta forma 
característica del ensayo push-off permite la generación de un cortante directo en el plano de 
cortante con la aplicación de una compresión, tal y como se ve en la figura 3.1. 

 

Figura 3.1: Dispositivo experimental. 

Existen dos clases de ensayos tipo push-off (ver figura 3.2): 

- Con fisuración previa a lo largo del plano de cortante (ver figura 3.2 izquierda). 

- Sin fisuración previa a lo largo del plano de cortante (ver figura 3.2 derecha). 
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Figura 3.2: Push-off: (izquierda)con fisuración previa, (derecha) sin fisuración previa en el plano 
de corte. 

El comportamiento en el primer caso viene gobernado, en gran parte, por las características 
corte-deslizamiento del plano de cortante fisurado. La resistencia a cortante en este caso se ve 
afectada por el engranamiento de áridos, el efecto pasador de las armaduras perpendiculares 
al plano de corte y por las constricciones normales al plano de corte. El fallo final se produce a 
lo largo de la fisura previamente realizada. 

En contraste, el fallo por cortante en probetas sin fisuración previa ocurre tras la formación 
de numerosas fisuras en una dirección inclinada desde el plano de corte El fallo final, 
normalmente, se produce debido al aplastamiento del hormigón en las bielas de compresión 
formadas aproximadamente paralelas a la dirección de las fisuras. La compresión que se 
produce entre las bielas de compresión y la tracción que transmiten las armaduras, tanto las 
que cruzan el plano de corte como las paralelas a éste, originan un mecanismo resistente de 
celosía. 

En este capítulo se describen los parámetros que se pretende analizar y la campaña 
experimental que forma parte del estudio. También se explica la configuración adoptada para 
el ensayo, las características de los equipos que se usan para la aplicación de las cargas y las 
características de los instrumentos utilizados para la toma de datos. Por último, se aborda la 
descripción de los materiales empleados así como el proceso de ensayo. 

3.1. Desarrollo del programa experimental. 

El programa experimental planteado en este proyecto consiste en la preparación de 10 
probetas tipo push-off sin fisuración previa para ser ensayadas frente a cortante. Estas 
probetas están fabricadas con diferentes hormigones: 4 probetas de hormigón armado, 4 
probetas de hormigón armado reforzado con fibras de acero y 2 probetas de hormigón sólo 
con fibras de acero. 

En la tabla 3.1 se resume la propuesta de ensayos que se plantea: 
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Tabla 3.1: Propuesta de ensayos. 

Tipo de ensayo Arm. Transv. + Contenido Fibras Núm.  ensayos 

Tipo A (HA) 
2 φ 8 2 

3 φ 8 2 

Tipo B (HRF) 60 Kg/m3 fibras 2 

Tipo C (HARF) 
2 φ 8   +  60 Kg/m3 fibras 2 

3 φ 8   +  60 Kg/m3 fibras 2 

Total de ensayos 10 

 

En las probetas de tipo A se quiere analizar el comportamiento a cortante de elementos de 
hormigón armado con presencia de armadura transversal (HA). 

En las probetas de tipo B se pretende estudiar el comportamiento de elementos de 
hormigón reforzado con fibras de acero (HRF). 

En las probetas del tipo C se pretende estudiar el comportamiento de elementos de 
hormigón armado con presencia de armadura transversal y, además, con fibras de acero 
(HARF). Se trata de un ensayo tipo A + B. 

3.2. Descripción de las probetas utilizadas en el ensayo push-off. 

En este apartado se tratan los materiales, dimensiones y armado de las probetas así como 
su proceso de fabricación. 

3.2.1. Materiales. 

Para la generación de las probetas se realizan cinco dosificaciones: J1-1, J1-2, J2-1, J2-2 y J3-
1. A continuación se muestra en la tabla 3.2 la composición de cada una de ellas. 
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Tabla 3.2: Dosificaciones. 

 
J1-1 J1-2 J2-1 J2-2 J3-1 

tipo de cemento 
CEM II/B-V 

42.5 N 
CEM II/B-V 

42.5 N 
CEM II/B-V 

42.5 N 
CEM II/B-V 

42.5 N 
CEM II/B-V 

42.5 N 

contenido de cemento (kg/m3) 300 300 300 300 300 
relación agua-cemento (a/c) 0.63 0.63 0.63 0.63 0.63 

arena machacada (kg/m3) 954 954 1220 1220 1220 

filler  (kg/m3) 0 0 0 0 0 

grava 7/12  (kg/m3) 401 969 690 690 690 

grava 12/20  (kg/m3) 568 0 0 0 0 
tamaño máximo del árido (mm) 20 12 12 12 12 

fibras RC-65/35-BN (kg/m3) 0 0 50 50 50 

aditivo 5720 (kg/m3) 0 1.5 3 3 3.55 
 

De cada dosificación se obtienen dos probetas. Cada par de probetas se representa por un 
identificador según se muestra en la tabla 3.3. Por ejemplo, de la dosificación J1-1 se obtienen 
dos probetas identificadas como Z-HA-3FI8-NF, donde Z-HA-3FI8-NF-1 se corresponde con la 
primera probeta y Z-HA-3FI8-NF-2 se corresponde con la segunda. Se procede de forma 
análoga con las demás dosificaciones. 

Tabla 3.3: Relación entre probetas y la dosificación que las compone 

Identificador  Dosificación  

Z-HA-3FI8-NF  J1-1  

Z-HA-2FI8-NF  J1-2  

Z-HF-2FI8-NF  J2-1  

Z-HF-3FI8-NF  J2-2  

Z-HA-0FI8-NF  J3-1  

Donde: 

 - Identificador: la columna identificador hace referencia al nombre de la probeta: 

  Z: se refiere a la forma en Z de la probeta característica del ensayo push-off. 

  HA ó HF: hace referencia al tipo de armado del hormigón en el alma de la  
  probeta: Hormigón Armado u Hormigón con Fibras. 

  nFI8: se refiere al número de cercos de diámetro 8mm colocados en el alma de 
  la probeta perpendiculares a la dirección de aplicación de la carga. En este caso 
  se usan 3 cercos, 2 cercos o ningún cerco. 

  NF: significa No Fisurado. Es decir, la probeta no se encuentra fisurada antes  
  de la realización del ensayo (no hay prefisuración). 
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  1 ó 2: para cada cuantía de cercos se realizan dos probetas. Estos   
  números hacen referencia al ordinal dentro de cada cuantía. 

 - Dosificación: hace referencia a la dosificación de la que proviene cada probeta. 
 Como ya se ha dicho anteriormente, hay cinco dosificaciones posibles: J1-1, J1-2, J2-1,  
 J2-2 y J3-1. 

Las fibras que se utilizan para la formación del hormigón son fibras del tipo "Dramix RC-
65/35-BN" de la marca Bekaert, cuyas características se detallan en la siguiente tabla (ver tabla 
3.4 y figura 3.3): 

Tabla 3.4: Características de las fibras tipo "Dramix RC-65/35-BN" 

Propiedades Fibras Dramix RC 65/35 BN 

longitud (mm) 35 
diámetro (mm) 0.55 

esbeltez  64 

fibras/kg 14500 

revestimiento no 

resistencia a tracción (N/mm2) 1100 
 

 

Figura 3.3: Fibras tipo "Dramix RC-65/35-BN" 

 

El acero que se utiliza para armar es un acero B500S (ver figura 3.4): 

 - Resistencia elástica del acero: fy = 554.086 MPa 

 - Resistencia última del acero: fu = 641.849 MPa 

 - Módulo de elasticidad del acero: Es = 178765 MPa. 
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Figura 3.4: Diagrama tensión-deformación del acero B500S que se utiliza para armar 

 

3.2.2. Propiedades del hormigón. 

3.2.2.1. Resistencia a compresión según UNE 83507 (2004) [85]. 

Para identificar las propiedades del material para cada uno de los hormigones, se realizan 
los ensayos de compresión según la norma UNE 83507 (2004) [85]. 

Para la obtención de la resistencia en la probeta cilíndrica a partir de la cúbica, se ha 
aplicado el criterio que aparece en el art 86.3.2 de la EHE-08. aplicable a probetas cúbicas de 
10 cm de lado y tamaños máximos de árido inferiores a 12mm. 

- Dosificación J1-1: 

 Se ensayan 2 probetas cúbicas de 100x100x100mm. 

Tabla 3.5: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas 
fabricadas con la dosificación J1-1. 

Probeta b1 (mm) b2 (mm) h (mm) Carga Rotura 
(kN) 

Resistencia a compresión simple 
(MPa) 

Cúbica Cilíndrica 
J1-1-1 101.00 103.00 100.00 412.20 39.62 35.66 
J1-1-2 99.00 104.00 101.00 335.60 32.60 29.34 

    
Media 36.11 32.50 

 

 Aunque, en este caso, el valor de la resistencia de las probetas cilíndricas se trata de un 
 valor estimativo ya que el tamaño máximo de árido en esta dosificación es de 20 mm e 
 incumple el requisito para aplicar el coeficiente de conversión de probetas cúbicas a 
 cilíndricas de la EHE-08. 
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- Dosificación J1-2: 

 Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm. 

Tabla 3.6: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas 
fabricadas con la dosificación J1-2. 

Probeta b1 (mm) b2 (mm) h (mm) Carga Rotura 
(kN) 

Resistencia a compresión simple 
(MPa) 

Cúbica Cilíndrica 
J1-2-1 100.80 103.80 102.50 409.80 39.17 35.25 
J1-2-2 100.10 102.20 102.00 425.80 41.62 37.46 
J1-2-3 100.00 103.00 101.90 383.10 37.19 33.47 
J1-2-4 100.20 103.00 102.20 432.90 41.95 37.75 

    
Media 40.39 36.35 

 

-Dosificación J2-1: 

 Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm. 

Tabla 3.7: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas 
fabricadas con la dosificación J2-1. 

Probeta b1 (mm) b2 (mm) h (mm) Carga Rotura 
(kN) 

Resistencia a compresión simple 
(MPa) 

Cúbica Cilíndrica 
J2-1-1 100.00 100.50 99.90 331.40 32.98 29.68 
J2-1-2 100.30 102.00 100.00 340.50 33.28 29.95 
J2-1-3 100.00 106.00 100.20 324.90 30.65 27.59 
J2-1-4 100.00 105.30 100.20 314.20 29.84 26.85 

    
Media 33.13 29.82 

 

- Dosificación J2-2: 

 Se ensayan 8 probetas cúbicas de 100x100x100 mm. 

Tabla 3.8: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas 
fabricadas con la dosificación J2-2. 

Probeta b1 (mm) b2 (mm) h (mm) Carga Rotura 
(kN) 

Resistencia a compresión simple 
(MPa) 

Cúbica Cilíndrica 
J2-2-1 100.50 102.00 100.50 393.50 38.39 34.55 
J2-2-2 100.10 104.50 101.40 383.50 36.66 33.00 
J2-2-3 100.20 102.80 101.70 357.60 34.72 31.24 
J2-2-4 100.20 102.60 100.30 343.90 33.45 30.11 
J2-2-5 100.90 101.00 100.80 378.60 37.15 33.44 
J2-2-6 100.20 101.20 101.00 319.00 31.46 28.31 
J2-2-7 100.00 100.80 101.00 335.80 33.31 29.98 
J2-2-8 100.10 100.30 101.60 305.40 30.42 27.38 

    
Media 37.52 33.77 
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- Dosificación J3-1: 

 Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm. 

Tabla 3.9: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas 
fabricadas con la dosificación J3-1. 

Probeta b1 (mm) b2 (mm) h (mm) Carga Rotura 
(kN) 

Resistencia a compresión simple 
(MPa) 

Cúbica Cilíndrica 
J3-1-1 100.00 100.00 100.00 339.40 33.94 30.55 
J3-1-2 100.00 100.00 100.00 349.14 34.91 31.42 
J3-1-3 100.00 100.00 100.00 354.30 35.43 31.89 
J3-1-4 100.00 100.00 100.00 359.50 35.95 32.36 

    
Media 34.43 30.98 

 

 

3.2.2.2. Ensayo a flexo-tracción según UNE-EN 14651 (2007) [86]. 

Este ensayo permite medir la resistencia a flexo-tracción del hormigón reforzado con fibras 
de acero. Además, permite determinar los valores del límite de proporcionalidad y de la 
resistencia residual. 

Esta norma se aplica a probetas prismáticas con entalla. La probeta se ensaya con carga 
centrada y controlando la velocidad de abertura de fisura (ver figuras 3.5 y 3.6) 

Unidades en mm 

Figura 3.5: Geometría probetas prismáticas para el ensayo de flexo-tracción. 
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Figura 3.6: Imágenes del ensayo a flexo-tracción. 

 

Las curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales para las probetas 
prismáticas sometidas a este ensayo usando las dosificaciones J2-1, J2-2 y J3-1, se muestran en 
las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 , respectivamente. Para cada dosificación se han ensayado dos 
probetas (A y B) y se ha obtenido el valor medio. 

 

Figura 3.7: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J2-
1-A, J2-1-B y su valor medio. 
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Figura 3.8: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J2-
2-A, J2-2-B y su valor medio. 

 

 

Figura 3.9: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J3-
1-A, J3-1-B y su valor medio. 
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En la tabla 3.10 se muestra el valor residual de la resistencia a flexo-tracción (fR,j) para las 
aberturas de fisura de 0.5, 1.5, 2.5 y 3.5 (j=1,2,3 y 4) respectivamente. 

Tabla 3.10: Estimación de las resistencias residuales. 

Dosificación P0,5 (kN) fR1 (MPa) P1,5 (kN) fR2 (MPa)  P2,5 (kN) fR3 (MPa) P3,5 (kN) fR4 (MPa) 
J2-1 13.20 4.22 13.24 4.24 12.09 3.87 10.74 3.44 
J2-2 14.54 4.65 14.61 4.68 13.66 4.37 12.42 3.97 
J3-1 14.76 4.72 16.02 5.13 15.07 4.82 13.15 4.21 

 

3.2.3. Dimensiones y armado. 

A continuación se muestran en la figura 3.10 un croquis de las dimensiones y el armado de 
las probetas en forma de Z para el ensayo push-off. 

 

  

Figura 3.10: Dimensiones en centímetros de la probeta tipo push-off y del plano de cortante. 

 

3.2.4. Proceso de fabricación. 

En la secuencia de figuras que se muestra a continuación, se ilustra el proceso de 
fabricación de las probetas: (a) preparación de los moldes, (b) colocación de la ferralla, (c) 
hormigonado y (d) desmoldado. 
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Figura 3.11: Molde (a) sin y (b) con armaduras antes de hormigonar. 

 

 

Figura 3.12: Probetas (c) tras hormigonar y (d) tras desmoldar. 

 

Aparte de las probetas para el ensayo push-off se han fabricado otras probetas de 
acompañamiento con el fin de poder averiguar las características mecánicas del hormigón. 
Concretamente, se han fabricado probetas cúbicas de 100x100x100mm, probetas cilíndricas 
150x300mm y probetas prismáticas 150x150x600mm en el caso de los hormigones reforzados 
con fibras de acero. 

3.3. Instrumentación y proceso de ensayo. 

En este ensayo la función de la instrumentación utilizada va relacionada con el control. Las 
variables a controlar son: desplazamiento y carga. Esto queda esquematizado del siguiente 
modo (ver figuras 3.13 y 3.14): 

a) Control de desplazamiento: se realizarán tres tipos de medidas: mediante captadores 
de desplazamiento potenciométricos lineales (LVDT’s), mediante puntos Demec y mediante 
tratamiento fotogramétrico con una cámara fotográfica Canon EOS 5D Mark II de 21.1 MPx. 

b) Control de la carga: se dispone de un gato hidráulico de 500 kN (ver figura 3.14a ). 
Entre el gato y la probeta se coloca una célula de carga de 500 kN tipo C6A fabricada por HBM 
(ver figura 3.14a ). 
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Figura 3.13: Croquis del dispositivo experimental. 

La figura 3.14 muestra, a título de ejemplo, el proceso de ensayo de una de las probetas 
que consiste en una primera fase de instrumentación y la fase de ensayo propiamente dicha. 

 

Figura 3.14: Fases de instrumentación y ensayo de las probetas. 
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La probeta se ensaya por medio del gato hidráulico de 500 kN (figura 3.14a). Entre el gato y 
la probeta se coloca, en todos los ensayos, la célula de carga de 500 kN (figura 3.14b) con el fin 
de poder controlar la carga que realmente transmite el gato hidráulico a la probeta. Cada 
probeta se instrumenta, en su cara dorsal, mediante transductores de desplazamiento (figura 
3.14c) para medir desplazamientos relativos que permitan obtener valores de deslizamiento y 
de aberturas de fisura. La cara frontal coincidente con la superficie lisa de la probeta en 
contacto con el encofrado, se ha reservado para ser fotografiada con la cámara fotográfica con 
el objetivo de llevar a cabo medidas de desplazamiento relativos entre diferentes puntos de la 
probeta (figura 3.14d). Además, con el fin de calibrar las medidas fotogramétricas se han 
incluido puntos de medida Demec en la cara frontal y así poder tener una medida equivalente 
a las fotografías (figura 3.14e). En concreto se han colocado un total de 5 puntos Demec y se 
toman medidas manuales para diferentes escalones de carga. 

El proceso de ensayo se ha llevado a cabo combinando el control de la carga y el control de 
desplazamientos impuestos gracias a la utilización de un transductor de desplazamiento tipo 
encoder (figura 3.14c). 

En la figura 3.15 se puede observar la situación de rotura de una de las probetas de 
hormigón armado ensayadas en el laboratorio 

 

Figura 3.15: Vista del pórtico de ensayos tras la rotura. Vistas frontal y dorsal. 
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Capítulo 4: 

Análisis de la respuesta experimental. 

 

 

4.1. Obtención y análisis de resultados. 

En este apartado se explica todo el proceso analítico que se lleva a cabo para la obtención 
de los resultados. 

A lo largo de cada ensayo se registran los datos correspondientes a la carga aplicada por la 
célula de carga y los desplazamientos de cada transductor de desplazamiento. A su vez, se 
toman fotografías desde el inicio del ensayo con una cadencia entre 1 y 2 segundos según las 
necesidades del ensayo. De forma simultánea, se toman medidas de las longitudes entre los 
diferentes puntos Demec, teniendo en cuenta una base de medida de 100mm según el aparato 
Demec que se ha utilizado. 

Por tanto se dispone, por cada ensayo, de tres fuentes de información tanto para la 
obtención de desplazamientos como para la obtención de deformaciones: fotogrametría, 
puntos Demec y los transductores de desplazamiento. 

A continuación se describe cada uno de los procesos. 

4.1.1. Trabajo de fotogrametría. 

Como ya se ha mencionado, una vez obtenida la secuencia de fotos para cada ensayo, el 
proceso consiste en perseguir la variación de las coordenadas de los mismos puntos donde 
están situados los Demec en la pieza durante la realización del ensayo (ver figura 4.1). De este 
modo, será posible una posterior comparación con el proceso Demec (que se explica en el 
apartado 4.1.2. de este mismo documento) y, como consecuencia de ello, comprobar hasta 
qué punto es fiable el método fotogramétrico. 

 

Figura 4.1: Representación y toma de fotografía de los puntos donde se sitúan los demec. 

101 
 



Capítulo 4: Análisis de la respuesta experimental 

 Además, también se pretende analizar otros aspectos más concretos como son la abertura 
y el deslizamiento de la fisura dominante en el ensayo. Esto resulta bastante factible de 
realizar a posteriori al saber cómo se ha producido la rotura de la probeta. Se muestra en la 
figura 4.2, para un determinado ensayo, la secuencia de fotografías tomada justo en el 
momento de la rotura, en la que puede observarse el punto exacto donde empieza a 
desarrollarse la rotura y la fisura de cortante por la que se desarrolla la rotura final. En 
definitiva se tiene información sobre el modo de fallo de la probeta estudiada. 

 

Figura 4.2: Secuencia de imágenes en el momento de la rotura. Probeta Z-HA-3FI8-NF-1. 

 

Para la realización del proceso de análisis, se toma como referencia la fotografía inicial de 
cada ensayo. Con la ayuda del programa AutoCAD, se sitúan cada uno de los puntos Demec 
según las coordenadas de dicho programa, tomando como origen del sistema de coordenadas 
una de las esquinas de la fotografía (ver figura 4.3). 

 

Figura 4.3: Obtención de coordenadas con AutoCAD. 
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Estas coordenadas iniciales se anotan en una tabla excel y se hace una traslación del "eje y" 
del AutoCAD. Las coordenadas así obtenidas se usarán para el seguimiento de los puntos 
Demec mediante el software "CEV-POI Móvil" desarrollado por ICITECH en el entorno LabView 
[84]. 

Como paso previo al uso del programa antes mencionado, será necesario la calibración de 
la rejilla usada como referencia en las fotografías. La extracción de los parámetros de 
calibración se realiza mediante el uso del programa "Vision Assistant", a través del cual se 
obtiene una imagen de la rejilla en formato "png" en la que los parámetros de calibración 
están incrustados. Con esta imagen ya es posible, con el uso del programa "CEV-POI Móvil", 
obtener resultados en milímetros, adecuadamente corregidos con la autocalibración realizada 
por el programa "Vision Assistant" [84]. 

Para la obtención de deformaciones se hace una adaptación de la modelización mediante el 
método de elementos finitos (MEF) con elementos triangulares de tres nodos [83]. Así pues, se 
asemeja la distribución de las posiciones de los puntos Demec a una malla con tres elementos 
triangulares (ver figuras 4.4 y 4.5). En cada uno de ellos impera la respuesta según el modelo 
del método de elementos finitos [83]. 

 

 

Figura 4.4: MEF [83]. 
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Figura 4.5: Analogía al MEF. 

 

De este modo, usando las expresiones del Método de Elementos Finitos (MEF) se obtienen 
las deformaciones εx, εy y γxy para cada elemento. En las figuras 4.6 y 4.7 se muestra un 
ejemplo de la representación gráfica de las deformaciones para una probeta. En el anejo A se 
recoge la información referente al resto de probetas. 

 

Figura 4.6: Deformación εy por fotogrametría para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 
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Figura 4.7: Deformación γxy por fotogrametría para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 

Se observa que las deformaciones en dirección y (εy) y las distorsiones angulares (γxy) son 
estables. No ocurre lo mismo con las deformaciones en dirección x (εx). La εx no muestra una 
clara tendencia. 

También se observa un comportamiento τ-εy y τ-γxy  similar a otros ensayos de panel como 
los de Vecchio [23], [29]. Es importante ver que los tres triángulos dan unas deformaciones 
similares. Se manifiesta una cierta constancia entre los tres triángulos. 

Se puede distinguir claramente un comportamiento no fisurado, el fisurado y la posterior 
rotura. 

Se ve como se produce la plastificación y, con ello, la tensión tangencial continua subiendo. 
Ello es debido a la resistencia ofrecida por la armadura transversal. Los resultados son 
similares a los obtenidos por "Shear -Friccion Test on Reinforced Concrete Panels" de Vecchio y 
Nieto, 1991 [26]. 

Los movimientos 3D no se captan con la fotogrametría. Esto se ha observado en el 
momento de puesta en carga de la probeta. Para la captación de estos efectos sería necesario 
la disposición de la colocación de otra cámara fotográfica. 

4.1.2. Trabajo con los puntos DEMEC. 

La obtención de los desplazamientos por medio de los puntos Demec se realiza midiendo 
directamente sobre ellos en cada escalón de carga. De este modo se pueden generar, para 
cada ensayo, fichas como la que se muestra en la figura 4.8. En el anejo A se recoge la 
información referente al resto de probetas. 
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Figura 4.8: Ficha de desplazamientos para los puntos demec de la probeta Z-HA-3FI8-NF-1. 
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Donde Pcorregida hace referencia a la presión transmitida por la célula de carga. 

Para el cálculo de las deformaciones de los puntos donde están situados los Demec se 
realiza un procedimiento similar al hecho para el cálculo de las deformaciones en 
fotogrametría (apartado 4.1.1 de este mismo documento). Se hace un planteamiento 
trigonométrico siguiendo el mismo esquema que se muestra en la figura 4.5 pero suponiendo 
que el eje x se encuentra a lo largo de la dirección marcada por la alineación de los puntos 5-3-
1 y el punto 3 es el origen. Esta situación se mantiene invariable a lo largo de todo el ensayo. 
De este modo se obtiene el valor de las coordenadas x e y de cada punto a partir de las 
relaciones trigonométricas entre los ∆ entre cada punto en valor absoluto. Con ello, para la 
obtención de las deformaciones se hace la misma adaptación de la modelización mediante el 
método de elementos finitos (MEF) con elementos triangulares de tres nodos [83] que se ha 
hecho en el cálculo para la fotogrametría (apartado 4.1.1 de este mismo documento). 

Así pues, usando las expresiones del Método de Elementos Finitos (MEF) se obtienen las 
deformaciones εx, εy y γxy para cada elemento. En las figuras 4.9 y 4.10 se muestra un ejemplo 
de la representación gráfica de las deformaciones para una probeta. En el anejo A se recoge la 
información referente al resto de probetas. 

 

Figura 4.9: Deformación εy  por medida Demec para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 
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Figura 4.10: Deformación γxy por medida Demec para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 

 

Nuevamente se observa la misma tendencia que con la fotogrametría, es decir, las 
deformaciones en dirección y (εy) y las distorsiones angulares (γxy) son estables. Los 
comportamientos también siguen el mismo patrón que siguen los resultados obtenidos 
mediante el proceso fotogramétrico. 

4.1.3. Comparación de resultados entre la fotogrametría y Demec. 

Para la realización de esta comparación se supone que la medida Demec es la exacta (más 
adelante se evalúa la precisión del sistema Demec). A partir de esto, se evalúa cuanto varían 
los resultados obtenidos por fotogrametría con respecto a la medida Demec. 

A continuación se puede ver un gráfico comparativo (figura 4.11) entre los desplazamientos 
obtenidos por fotogrametría y los obtenidos mediante las medidas obtenidas de los puntos 
Demec para una probeta (en el anejo A se recoge la información referente al resto de 
probetas). Se puede observar que para las medidas que se establecen entre los puntos 1-2, 2-
3, 3-4 y 4-5, entre los cuales aparecieron fisuras por cortante intermedias, las medidas hechas 
con el Demec y con las fotografías marcan una misma tendencia y un grado de aproximación 
satisfactorio. 
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Figura 4.11: Comparación Demec-foto en desplazamientos para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 

 

Precisión de la Fotogrametría: 

Si se realiza un tratamiento estadístico del error de medida de desplazamiento producido 
por la fotogrametría con respecto a la medida realizada con los Demec (ver figura 4.12) se 
observa que la mayoría de las medidas oscilan alrededor de un valor medio de 0.0411%. 

 

Figura 4.12: Errores relativos en % de las 420 medidas de desplazamiento comparadas entre 
fotogrametría y Demec. 
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Representando un histograma de frecuencias (ver figura 4.13) se observa que el error 
cometido en 383 de las 420 medidas se encuentra por debajo de 0.090%. 

 

Figura 4.13: Histograma donde se representa el número de medidas que presentan un error 
relativo dentro de cada intervalo (en %). 

Otros estadísticos descriptivos que también resultan indicativos se muestran en la tabla 4.1: 

Tabla 4.1: Estadística descriptiva. 

Estadística Descriptiva 
    
Media 0.04110063 
Error típico 0.00198298 
Mediana 0.03145509 
Desviación estándar 0.04063894 
Varianza de la muestra 0.00165152 
Curtosis 27.6873825 
Coeficiente de asimetría 3.8767757 
Rango 0.44932444 
Mínimo 0.00016893 
Máximo 0.44949337 
Suma 17.2622651 
Cuenta 420 
Mayor (1) 0.44949337 
Menor(1) 0.00016893 
Nivel de confianza(95,0%) 0.00389782 
Percentil 5% 0.00381901 
Percentil 95% 0.11247425 
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Precisión Demec: 

Para la evaluación de la precisión del sistema Demec (supuesto exacto anteriormente) se 
realizan 60 medidas de manera particular y repetitiva. Las 60 medidas se dividen en tandas de 
10 medidas cada una. En la tabla 4.2 adjunta se muestran distintos estadísticos para cada 
tanda y además, en la tabla 4.3, también se muestra el promedio de la diferencia entre la 
media y el percentil del 5% y del 95% para cada tanda. 

Tabla 4.2: Estadísticos por tanda. 

Media 0.847 0.554 0.488 0.364 -0.349 -1.092 
Desv.estándar 0.008 0.002 0.003 0.003 0.005 0.003 
CV (%) 0.897 0.409 0.662 0.738 -1.410 -0.314 
Percentil 5% 0.840 0.550 0.486 0.360 -0.355 -1.097 
Percentil 95% 0.859 0.556 0.493 0.366 -0.342 -1.089 
media - per5% 0.008 0.004 0.002 0.004 0.006 0.005 
media - per95% 0.012 0.002 0.005 0.002 0.007 0.003 

 

Tabla 4.3: Promedio total. 

TOTAL MEDIA 
media - per5% 0.005 
media - per95% 0.005 

 

El error medio de la fotogrametría tomando como exacto el método Demec es de 41 micras 
y, con el percentil del 95%, de 112 micras (ver tabla 4.1). Al evaluar el método Demec, se 
obtiene que el percentil del 95% es de 5 micras. Es decir, la medida Demec se distancia de la 
media, como mucho, 5 micras, mientras que la fotogrametría se distancia de la media 112 
micras. 

En las figuras 4.14 y 4.15 se muestran las comparaciones entre las deformaciones εy y γxy 

obtenidas por fotogrametría y las obtenidas a través de las medidas Demec para cada probeta. 
En el anejo A se recoge la información referente al resto de probetas. 
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Figura 4.14:Comparación Demec-Foto para deformación εy para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 

 

 

Figura 4.15:Comparación Demec-Foto para deformación γxy para la probetaZ_HA-3FI8-NF-1. 

 

Se observa comparando por cada elemento para εy y para  γxy que entre la fotogrametría y 
la medida Demec existe la misma tendencia pero con un cierto decalaje. 
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La aproximación es satisfactoria para εy  y para γxy. ya que marcan valores suficientemente 
grandes para que la medida en fotogrametría sea asumible. 

4.1.4. Trabajo de los transductores de desplazamiento. 

Como ya se ha comentado anteriormente en el capítulo 3 y en el apartado 4.1 de este 
mismo capítulo, para la realización de los ensayos también se colocan transductores de 
desplazamiento con el fin de medir desplazamientos relativos que permitan obtener valores de 
deslizamiento y de aberturas de fisura. 

De este modo, al igual que se ha hecho en los apartados 4.1.1. y 4.1.2. con la fotogrametría 
y con las medidas Demec, con los transductores también se obtienen desplazamientos (ver 
figura 4.16 y el anejo A donde se recoge la información referente al resto de probetas). 

 

Figura 4.16: Desplazamientos obtenidos de los transductores para la probeta Z_HA-3FI8-NF-
1. Donde H1 y H2 son las medidas del desplazamiento y w es el valor medio. 

 

Si se compara el valor medio de los desplazamientos o aberturas de fisura (w) con los 
desplazamientos obtenidos mediante la fotogrametría y las mediciones Demec (ver figura 4.17 
y el anejo A donde se recoge la información referente al resto de probetas) se observa que 
existe una misma tendencia. 
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Figura 4.17: Comparación Demec-foto-transductor para desplazamientos para la probeta 
Z_HA-3FI8-NF-1. 

 

A partir de los datos de abertura de fisura por cada escalón de carga (wi) y sabiendo que la 
longitud inicial (L0) del transductor en reposo es de 86.60mm se obtienen las deformaciones 
como el cociente: εyi = wi / L0. De este modo se obtiene el gráfico de la figura 4.18 para una 
probeta y los del anejo A donde se recoge la información referente al resto de probetas. 

 

Figura 4.18: Deformación εy obtenida a partir de los transductores de desplazamiento para 
la probeta Z_HA-3FI8-NF-1. 
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Si estos valores se comparan con los obtenidos con la fotogrametría y las medidas Demec 
se obtiene la figura 4.19 para una probeta y en el anejo A para el resto de probetas: 

 

Figura 4.19: Comparación Demec-Foto-Transcutor para deformación εy para la probeta 
Z_HA-3FI8-NF-1. 

 

De aquí se puede observar que, aunque con cierto decalaje, las tendencias en cualquiera de 
los tres procedimientos son muy similares. 

4.2. Discusión de resultados experimentales. 

Hay que tener en cuenta que el valor de τ se obtiene como una τmedia , dividiendo el valor 
de la P aplicada por el gato hidráulico entre el área del plano de corte (hentre_entallas · eprobeta). 

Las curvas que se obtienen son una media de dos probetas  por dosificación que, a su vez, 
son la media de tres triángulos. Globalmente se obtienen resultados adecuados. 

Se asume, con un error controlado, que las medidas fotogramétricas son suficientemente 
fiables. 

El análisis de resultados realizado según el apartado 4 extendido para todas las probetas se 
muestra en las figuras 4.20 y 4.21. Son los resultados de la fotogrametría. 

En las figuras 4.20 y 4.21 se representa la tensión tangencial sobre fc para que sean 
comparables los resultados entre las distintas probetas. Este es un modo de adimensionalizar 
debido a la existencia de variación de resistencia entre dosificaciones. 
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Figura 4.20: Comparativa εy entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con 
fibras. 

 

 

Figura 4.21: Comparativa γxy entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con 
fibras. 
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Las probetas con fibras presentan mayor rigidez a cortante que las de hormigón armado. 
Este incremento de rigidez se observa principalmente tras la fisuración. Esto puede ser debido 
al uso de fibras de corta longitud. 

La carga máxima alcanzada en las probetas de hormigón reforzado con fibras cuando se 
usan tres cercos de armadura de cortante es significativamente superior a las de hormigón 
armado sin fibras, tal y como se muestra en la tabla 4.4. 

Tabla 4.4: tensión tangencial última. 

 
τcr (Mpa) τu (MPa) fc (MPa) τu / fc 

Z-HA-3FI8-NF 2.75 6.97 32.5 0.21430769 
Z-HA-2FI8-NF 3.30 6.87 36.35 0.18885832 
Z-HF-2FI8-NF 3.70 5.60 29.82 0.18779343 
Z-HF-3FI8-NF 4.75 8.68 33.77 0.25688481 
Z-HF-0FI8-NF 3.20 3.83 30.98 0.12362815 

 

Se observa que en el instante en el que se produce la plastificación en dirección y la tensión 
tangencial continua subiendo. Los resultados son similares a los obtenidos por otros autores 
[23], [26] y [29]. Hay que entender que el momento de la plastificación se intuye en las gráficas 
de las figuras 30 y 31 a partir del valor de deformación obtenido como: 

𝜀𝑦 =  
𝑓𝑦
𝐸𝑠

=
554.086
178765

≈ 0.0031 

4.3. Conclusiones experimentales. 

Se observa que las deformaciones en dirección y (εy) y las distorsiones angulares (γxy) son 
estables en los tres métodos utilizados,  similar a otros ensayos de panel realizados por otros 
autores [23], [26] y [29]. 

Se ha constatado que la distribución de deformaciones en dirección y (εy) y las distorsiones 

angulares (γxy) se mantienen prácticamente constantes a lo largo del plano de corte. 

Se puede distinguir claramente el comportamiento no fisurado, el fisurado y la posterior 
rotura así como la plastificación de las armaduras transversales. 

Las probetas con fibras presentan mayor rigidez a cortante que las de hormigón armado 
principalmente tras la fisuración debido a la utilización de fibras de corta longitud. 
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Capítulo 5: 

Modelización. 

 

 

En este capítulo se describe el modelo utilizado para representar el material. A la hora de 
modelar el material que compone las distintas probetas, se parte de varios tipos de 
hormigones: hormigón armado sólo en dirección x, hormigón armado en dirección x y con 
cercos en el alma en dirección y y hormigón armado en dirección x, con cercos en el alma en 
dirección y y con fibras de acero distribuidas uniformemente en la masa del hormigón. Para 
ello se usan cuatro modelos numéricos 2D de material: el modelo DSFM propuesto por 
Vecchio [27], [28] y [29], el modelo hor2dpan desarrollado por Juan Navarro [88] a partir de la 
formulación de Stevens et al [89], el modelo MatJ2 desarrollado por Saritas [96] según Lubliner 
et al. (1993) [95] para la modelización del hormigón armado (RC); y el modelo DSFM-Ser para 
hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) desarrollado a partir del DSFM para 
compresión y el modelo constitutivo de Serna-Fuster [39] para tracción, usando para ello al 
Análisis Inverso. 

La determinación de los materiales 2D que se usan para modelar el comportamiento 
constitutivo del RC: DSFM, hor2dpan y MatJ2 se lleva a cabo mediante el análisis directo, 
mientras que en la determinación del material 2D DSFM-Ser para modelar el comportamiento 
constitutivo de tracción del SFRC se usa el análisis inverso. Por tanto en este capítulo también 
se explica, de un modo teórico, en qué consiste cada uno de estos análisis para su posterior 
implementación numérica.  

También se describe el tipo de elementos finitos que se utilizan para la modelización de las 
probetas tipo push-off de RC en el capítulo 6, así como la validación de un panel y algunas vigas 
que se llevan a cabo en los anejos D y E mediante el método de los elementos finitos.  

5.1. Definición del modelo material 

El ensayo push-off es un tipo de ensayo en el que se busca conseguir un comportamiento 
de cortante lo más puro posible en una determinada zona de la pieza, concretamente en el 
plano de corte situado entre entallas. Cuando se habla de modelar como material se refiere a 
que se modela la respuesta frente a cortante puro de un punto material que estaría situado en 
el plano de corte. 

En este apartado se describen los distintos materiales que se usan tanto en la modelización 
como punto material como cuando se modela con el uso de elementos finitos. Estos 
materiales son: 

- Material 2D para RC: DSFM, hor2dpan y MatJ2. 

- Material 2D para SFRC: DSFM-Ser. 
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- Material 1D para las barras de acero: Acero. 

5.1.1 Material DSFM 

La formulación del material DSFM se lleva a cabo según Vecchio [27]. En este apartado se 
recoge de una forma resumida y a modo de esquema toda la formulación necesaria para 
definir el material utilizada por Vecchio [27]. En el anejo B se describe con mayor detalle. 

Condiciones de equilibrio [27]. 

 

Figura 5.1: Elemento de hormigón armado: (a) Armado y condiciones de carga; (b) Círculo 
de Mohr para la media de las tensiones en el hormigón [27]. 

 

Figura 5.2: Condiciones de equilibrio: (a) Condiciones externas; (b) Paralelas a la dirección 
de las fisuras; (c) Perpendiculares a dirección de las fisuras; (d) a lo largo de la superficie de la 

fisura [27]. 

Tensiones medias [σ]: 

   [𝜎] = [𝐷𝑐][𝜀𝑐] +∑ [𝐷𝑠]𝑖𝑛
𝑖=1 [𝜀𝑠]𝑖       (5.1) 

Para el caso concreto en el que el elemento está ortogonalmente armado y, a su vez, 
alineado con los ejes de referencia: 
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    𝜎𝑥 = 𝑓𝑐𝑥 + 𝜌𝑥 · 𝑓𝑠𝑥     (5.2) 

    𝜎𝑦 = 𝑓𝑐𝑦 + 𝜌𝑦 · 𝑓𝑠𝑦     (5.3) 

    𝜏𝑥𝑦 = 𝑣𝑐𝑥𝑦      (5.4) 

Tensiones en las fisuras: 

   𝑓𝑐1 = ∑ 𝜌𝑖(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑖 − 𝑓𝑠𝑖) · 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛𝑖𝑛
𝑖=1     (5.5) 

   𝑣𝑐𝑖 = ∑ 𝜌𝑖(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑖 − 𝑓𝑠𝑖) · 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑛𝑖 · 𝑠𝑖𝑛𝑛
𝑖=1 𝜃𝑛𝑖   (5.6) 

Tensión límite en las fisuras: 

   𝑓𝑐1 ≤ ∑ 𝜌𝑖�𝑓𝑦𝑖 − 𝑓𝑠𝑖� · 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛𝑖𝑛
𝑖=1     (5.7) 

donde: 

    𝜃𝑛𝑖 = 𝜃 − 𝛼𝑖       

    𝜃 = 𝜃𝜎       

[Dc] y [Ds]i = matrices de rigidez del hormigón y del acero del armado, respectivamente. 

Relaciones de compatibilidad [27]. 

 

Figura 5.3: Condiciones de compatibilidad: (a) Deformaciones debido a la respuesta 
constitutiva media (extendida); (b) Deformaciones debidas al deslizamiento de sólido rígido a lo 

largo de la fisura; (c) Deformaciones combinadas [27]. 
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Deformaciones medias totales [ε]: 

    [𝜀] = [𝜀𝑐] + [𝜀𝑠] + [𝜀𝑐0]    (5.8) 

    𝜃𝜀 = 1
2

tan−1 � 𝛾𝑥𝑦
𝜀𝑥−𝜀𝑦

�     (5.9) 

Deformaciones medias en el hormigón [εc]: 

   𝜀𝑐1, 𝜀𝑐2 =  �𝜀𝑐𝑥+𝜀𝑐𝑦�
2

± 1
2
��𝜀𝑐𝑥 − 𝜀𝑐𝑦�

2 + 𝛾𝑐𝑥𝑦2 �
1/2

  (5.10) 

    𝜃𝜎 = 𝜃 = 1
2

tan−1 � 𝛾𝑐𝑥𝑦
𝜀𝑐𝑥−𝜀𝑐𝑦

�    (5.11) 

Deformaciones en la fisura por deslizamiento [εs]: 

     𝛾𝑠 = 𝛿𝑠
𝑠

      (5.12) 

     𝜀𝑥𝑠 = −𝛾𝑠
2

· sin(2𝜃)    (5.13) 

     𝜀𝑦𝑠 = 𝛾𝑠
2

· sin(2𝜃)    (5.14) 

     𝛾𝑥𝑦𝑠 = 𝛾𝑠
2

· cos(2𝜃)    (5.15) 

Deformaciones en el armado [εs]: 

   𝜀𝑠𝑖 = 𝜀𝑥+𝜀𝑦
2

+ 𝜀𝑥−𝜀𝑦
2

· cos 2𝛼𝑖 + 𝛾𝑥𝑦
2

· sin 2𝛼𝑖 + 𝜀𝑠𝑖0   (5.16) 

   𝜀𝑠𝑐𝑟𝑖 = 𝜀𝑠𝑖 + ∆𝜀1𝑐𝑟 · cos2 𝜃𝑛𝑖     (5.17) 

Oberturas de fisura: 

   𝑤 = 𝜀𝑐1 · 𝑠       (5.18) 

   𝑠 = 1
sin𝜃
𝑠𝑥

+cos𝜃𝑠𝑦

       (5.19) 

donde las deformaciones por compensación elástica [εc
0] incluyen efectos debidos a la 

expansión térmica, expansión mecánica (por ejemplo el efecto Poisson y los áridos alcalinos 
reactivos) y contracción. 

Relaciones constitutivas [27]. 
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Figura 5.4: Relaciones constitutivas: (a) Modelo de reblandecimiento por compresión; (b) 
Modelo de reblandecimiento por tracción; (c) Modelo de tracción de Stiffening; (d) Respuesta 

del armado de acero [27]. 

Armado: 

Tensiones medias: 

   𝑓𝑠 = Esεs ,     0 < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑦     (5.20a) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 ,      𝜀𝑦 < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑠ℎ     (5.20b) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 + 𝐸𝑠ℎ(𝜀𝑠 − 𝜀𝑠ℎ) ,      𝜀𝑠ℎ < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑢   (5.20c) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 ,      𝜀𝑠 > 𝜀𝑢      (5.20d) 

Esta formulación, ilustrada en la figura 5.4(d),es la que se usa para el cálculo tanto de las 
tensiones medias como las locales en las fisuras (fsi y fscri), dando lugar a las correspondientes 
deformaciones del armado (εsi y εscri). 

Hormigón: 

   𝑓𝑐2 = 𝑓𝑝 · 𝑛·(𝜀𝑐2/𝜀𝑝)
(𝑛−1)+(𝜀𝑐2/𝜀𝑝)𝑛𝑘

     (5.21) 

   𝑛 = 0.80− 𝑓𝑝
17

       (5.22) 

   𝑘 = 1.0,    𝜀𝑝 <  𝜀𝑐2 < 0;    𝑘 = �0.67− 𝑓𝑝
62
� ,   𝜀𝑐2 <  𝜀𝑝           (5.23a,b) 

Para 0 <  𝜀𝑐1 < 𝜀𝑐𝑟 

  𝑓𝑐1 = 𝐸𝑐𝜀𝑐1               (5.24) 

Para  𝜀𝑐1 > 𝜀𝑐𝑟 
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   𝑓𝑡′ = 0.65 · (𝑓𝑐′)0.33      (5.25) 

   𝜀𝑡𝑠 = 2.0 · 𝐺𝑓
𝑓𝑡′·𝐿𝑟

       (5.26) 

   𝑓𝑐1𝑎 = 𝑓′𝑡 · �1 − (𝜀𝑐1−𝜀𝑐𝑟)
(𝜀𝑡𝑠−𝜀𝑐𝑟)

�     (5.27) 

   𝑓𝑐1𝑏 = 𝑓𝑡′

1+�𝑐𝑡·𝜀𝑐1
       (5.28) 

   𝑐𝑡 = 2.2 · 𝑚       (5.29) 

   1
𝑚

= ∑ 4𝑝𝑖
𝑑𝑏𝑖

· �cos𝜃𝑛𝑖�
𝑛
𝑖=1       (5.30) 

   𝑓𝑐1 = max (𝑓𝑐1𝑎 ,𝑓𝑐1𝑏 )      (5.31) 

Deslizamiento de la fisura: 

   𝛿𝑠 = 𝑣𝑐𝑖
1.8𝑤−0.8+(0.234𝑤−0.707−0.20)·𝑓𝑐𝑐

    (5.32) 

5.1.2. Material hor2dpan [88]. 

Aquí se presenta la formulación de las ecuaciones constitutivas bidimensionales que 
caracterizan el comportamiento del hormigón armado en el caso del material llamado 
hor2dpan. 

Comportamiento del hormigón armado 2D [88]. 

La ecuación constitutiva adoptada para representar el comportamiento bidimensional del 
hormigón armado está basada en la propuesta llevada a cabo por Stevens et al. (1991) [89], 
aunque se han introducido algunas modificaciones basadas en los estudios de Bentz (2000) 
[90]. Se ha elegido este modelo por tratarse de una ecuación constitutiva que se fundamenta 
en el modelo del MCFT (1986) [23]. 

La ecuación constitutiva que se describe a continucación incluye en su formulación 
aspectos tales como: 

 − Rigidez a tracción del hormigón entre fisuras (tension-stiffening) 

 − Debilitamiento de la resistencia del hormigón en compresión debido a la presencia  
     de deformaciones de tracción ortogonales a ella (concrete softening). 

El comportamiento bidimensional del hormigón fisurado viene indicado en la figura 5.5, 
donde se muestra un elemento 2D de hormigón armado y fisurado. Sobre el mismo, actúan 
unas tensiones normales σx y σy, así como una tensión tangencial τxy . 
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Figura 5.5: Elemento 2D de hormigón armado fisurado [88]. 

A su vez, este estado genera en el panel un estado de deformaciones regido por las 
deformaciones εx , εy y γxy (ver figura 5.5) 

La respuesta del hormigón fisurado se obtiene como la “unión” del comportamiento del 
hormigón y del acero. El acero se considera que está embebido en el hormigón y que tiene una 
adherencia perfecta con el hormigón. En este modelo constitutivo se va a adoptar también la 
hipótesis de coaxialidad: el ángulo θ (ver figura 5.5) que fija la posición de las direcciones 
principales va a ser el mismo tanto en tensiones como en deformaciones. Esta es la misma 
simplificación que se lleva a cabo en el MCFT. 

El hormigón se analiza sumando separadamente el comportamiento unidireccional en cada 
una de las dos direcciones principales. El comportamiento del hormigón en cada dirección 
tiene en cuenta no sólo la deformación en la dirección longitudinal εL  considerada sino 
también la deformación en la dirección transversal εT. De este modo, se trata de captar el 
efecto del debilitamiento del hormigón a compresión. 

El acero se analiza como la suma de comportamiento en las diferentes direcciones de 
armado que presente. En general, se consideran dos familias de armado, una en dirección x y 
otra en dirección y (ver figura 5.5). 

Ecuación constitutiva del hormigón 1D [88]. 

Comportamiento en compresión [88]. 

Aunque se sigue básicamente la ecuación constitutiva según Stevens et al. (1991) [89], se 
opta por sustituir el comportamiento del hormigón en compresión por la propuesta de 
Popovics (1973) [91] (ver figura 5.6). 
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Figura 5.6: Ecuación constitutiva del hormigón en compresión [88]. 

A continuación se presenta esta ecuación constitutiva que fue utilizada con éxito en el 
modelo de cálculo seccional de Bentz (2000) [90]. 

   𝜎𝑐(𝜀𝐿) = 𝑛·�𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ �
𝑛−1+(𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ )𝑛−𝑘 · 𝑓′𝑐     (5.33) 

donde: 

   𝑛 = 0.8 + 𝑓′𝑐 17⁄       

   𝑘 = 1   si 𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ ≤ 1    

   𝑘 = 0.67 + 𝑓′𝑐 62⁄  si 𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ > 1    

f'c : tensión máxima a compresión del hormigón en probeta cilíndrica. 

ε'c : deformación correspondiente a la tensión f'c 

n : parámetro de ajuste de la curva 

k : factor que controla la pérdida de tensión post-rotura para hormigones de alta resistencia 

Con el fin de tener en cuenta el efecto del debilitamiento de la tensión de compresión del 
hormigón debido a la presencia de deformaciones en dirección transversal (tal y como se hace 
en el DSFM), se afecta a la expresión anterior de un coeficiente multiplicador de 
debilitamiento que vamos a llamar de ahora en adelante SF (Softening Factor). De este modo, 
se expresa la tensión del hormigón como: 

   𝜎𝑐(𝜀𝐿, 𝜀𝑇) = 𝑆𝐹(𝜀𝑇) 𝑛·�𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ �
𝑛−1+(𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ )𝑛·𝑘 · 𝑓′𝑐   (5.34) 

La formulación utilizada para representar este coeficiente se toma del modelo de Stevens 
et al. (1991) [89]. Este coeficiente depende sólo de la deformación transversal y adopta la 
siguiente formulación (ver figura 5.7): 
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Figura 5.7: Coeficiente de debilitamiento de la tensión de compresión (SF) [88]. 

  𝑆𝐹(𝜀𝑇) = 1  si 𝜀𝑇 < 0 No hay debilitamiento.  (5.35) 

  𝑆𝐹(𝜀𝑇) = 1
0.8−0.34𝜀𝑇𝜀′𝑐

 si 𝜀0 ≤ 𝜀𝑇 siendo. 𝜀0 = −1.03857𝜀′𝑐  (5.36) 

Entre las dos curvas anteriores se adopta un ajuste parabólico con el fin de evitar 
problemas numéricos. 

  𝑆𝐹(𝜀𝑇) = 1 + 0.34
2𝜀′𝑐𝜀0(0.8−0.34 𝜀0𝜀′𝑐

)2
· 𝜀2𝑇  si 0 ≤ 𝜀0 < 𝜀𝑇   (5.37) 

Para facilitar la implementación en una formulación en rigidez tangente se van a derivar las 
expresiones de la tensión de compresión del hormigón y del coeficiente de debilitamiento. 

Las derivadas correspondientes a la tensión del hormigón σc son: 

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝜀𝐿

= 𝑆𝐹(𝜀𝑇) · 𝑛𝑓′𝑐
𝜀′𝑐

𝑛−1+(1−𝑛·𝑘)·�𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ �
𝑛·𝑘

(𝑛−1+(𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ )𝑛·𝑘)2
   (5.38) 

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝜀𝑇

= 𝜕𝑆𝐹
𝜕𝜀𝑇

· 𝑛�𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ �
𝑛−1+(𝜀𝐿 𝜀′𝑐⁄ )𝑛·𝑘 · 𝑓′𝑐     (5.39) 

siendo las derivadas correspondientes al coeficiente de debilitamiento SF: 

   𝜕𝑆𝐹
𝜕𝜀𝑇

= 0    si 𝜀𝑇 < 0   (5.40) 

   𝜕𝑆𝐹
𝜕𝜀𝑇

= 0.34
𝜀′𝑐(0.8−0.34𝜀𝑇𝜀′𝑐

)2
  si 𝜀0 ≤ 𝜀𝑇   (5.41) 

   𝜕𝑆𝐹
𝜕𝜀𝑇

= 0.34𝜀𝑇
𝜀′𝑐𝜀0(0.8−0.34 𝜀0𝜀′𝑐

)2
  si 0 ≤ 𝜀0 < 𝜀𝑇    (5.42) 

Comportamiento en tracción [88]. 

Siguiendo la formulación presentada por Stevens et al. (1991) [89], se considera la siguiente 
relación constitutiva para el hormigón en tracción representada en la figura 5.8. 
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Figura 5.8: Ecuación constitutiva del hormigón 1D en tracción [88]. 

El hormigón se considera con comportamiento lineal y no fisurado en tracción si su 
deformación es menor que la deformación de fisuración εcr. A esta deformación le 
corresponde una tensión del hormigón igual a su resistencia a tracción fcr . Por lo tanto: 

   𝜎𝑐(𝜀𝐿) = 𝜀𝐿
𝜀𝑐𝑟

· 𝑓𝑐𝑟  si 0 < 𝜀0 ≤ 𝜀𝑐𝑟   (5.43) 

de modo que: 

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝜀𝐿

= 𝑓𝑐𝑟
𝜀𝑐𝑟

   

Tras la fisuración εcr< εL, se adopta la siguiente rama de tracción (ver figura 5.8): 

   𝜎𝑐(𝜀𝐿) = 𝑓𝑐𝑟 · ((1 − 𝛼) · 𝑒−λ𝑡(𝜀𝐿−𝜀𝑐𝑟) + 𝛼)   (5.44) 

siendo: 

α el parámetro para tener en cuenta el comportamiento adherente entre el acero y el 
hormigón suponiendo adherencia perfecta. Se calcula como sigue: 

   𝛼 = 𝐶𝑡 · 𝜌𝑠
𝑑𝑏

       (5.45) 

 Ct = 50 mm, según los datos obtenidos experimentalmente 

 ρs = es la cuantía de armadura 

 db = es el diámetro de las armaduras en mm 

λt es el parámetro que controla la disminución de la tensión de tracción del hormigón: 

   λ𝑡 = 270
√𝛼

≤ 1000      (5.46) 

El parámetro α se ha obtenido suponiendo que existe exclusivamente una familia de 
armaduras y con una orientación coincidente con la dirección de la deformación longitudinal 
εL. Por lo general, podrán existir varias familias de armaduras y con direcciones prefijadas e 
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independientes de las direcciones principales de deformaciones. Por lo tanto, se redefine de 
forma general el parámetro α como sigue: 

   α = ∑ [cos2 ∆𝜃𝑖 + sin2(4·∆𝜃𝑖
2

𝜋
)]𝑛

𝑖=1 𝛼𝑖    (5.47) 

donde: 

 n: número de grupos de armaduras (por lo general, serán 1 ó 2 siguiendo las   
 direcciones x e y) 

 ∆θ i = ángulo entre la dirección del grupo i de armaduras y la dirección principal en la  
 que se evalúa la tensión en el hormigón. 

En este caso, se realizan derivadas respecto de las dos deformaciones principales y también 
respecto de la deformación transversal expresada en direcciones principales γLT: 

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝜀𝐿

= −𝑓𝑐𝑟λ𝑡(1− 𝛼)𝑒−λ𝑡(𝜀𝐿−𝜀𝑐𝑟)    (5.48) 

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝜀𝑇

= 0     

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝛾𝐿𝑇

= 𝜕𝜎𝑐
𝜕𝛼

∙ 𝜕𝛼
𝜕𝜃
∙ 𝜕𝜃
𝜕𝛾𝐿𝑇

     

   𝜕𝜎𝑐
𝜕𝛼

= 𝑓𝑐𝑟 ∙ [−𝑒−λ𝑡(𝜀𝐿−𝜀𝑐𝑟) − (1 − 𝛼)𝑒−λ𝑡(𝜀𝐿−𝜀𝑐𝑟) ∙ (𝜀𝐿 − 𝜀𝑐𝑟) ∙ 𝜕λ𝑡
𝜕𝛼

+ 1]  

si  λ𝑡 ≤ 1000  𝜕λ𝑡
𝜕𝛼

= −135
√𝛼3

  y 𝜕λ𝑡
𝜕𝛼

= 0  para el resto de casos. 

   𝜕𝛼
𝜕𝜃

= ∑ [− sin(2∆𝜃𝑖) + 8∆𝜃𝑖
2

𝜋
sin(8∆𝜃𝑖

2

𝜋
)] ∙ 𝛼𝑖𝑛

𝑖=1   

   𝜕𝜃
𝜕𝛾𝐿𝑇

= 1
2∙(𝜀𝐿−𝜀𝑇)

  

Ecuación constitutiva del acero embebido en el hormigón [88]. 

Stevens et al. (1991) [89] elimina de la formulación original del MCFT el denominado 
chequeo de la fisura (crack check). En su defecto, trabaja con tensiones medias en las 
armaduras y desprecia las variaciones de tensiones que se producen por el hecho de estar en 
una fisura o entre fisuras. 

La ecuación constitutiva de este acero se basa en un comportamiento bilineal afectado por 
una reducción de las tensiones con el fin de tener en cuenta la presencia del acero embebido 
en el hormigón (ver figura 5.9). 

129 
 



Capítulo 5: Modelización 

 

Figura 5.9: Ecuación constitutiva del acero embebido en el hormigón [88]. 

Las ecuaciones de cada una de las dos ramas del diagrama son: 

Rama elástica: |εs| < εs0 

  𝜎𝑠 = 𝐸𝑠 · 𝜀𝑠        (5.49 a) 

  𝐸𝑠 = 𝜕𝜎𝑠
𝜕𝜀𝑠

        (5.49 b) 

Rama de plastificación: εs0  ≤|εs| 

𝜎𝑠 = 𝑠𝑔𝑛(𝜀𝑠) · [𝐸𝑠 · 𝜀𝑠0 + 2∆𝑓𝑦𝑐𝑟 · �1 − 𝑒
−
𝐸𝑠−𝐸𝑝
2·∆𝑓𝑦𝑐𝑟

(|𝜀𝑠|−𝜀𝑠0)
�+ 𝐸𝑝 · (|𝜀𝑠| − 𝜀𝑠0)] (5.50 a) 

𝜕𝜎𝑠
𝜕𝜀𝑠

= 𝐸𝑝 + �𝐸𝑠 − 𝐸𝑝� · 𝑒
𝐸𝑠−𝐸𝑝
2·∆𝑓𝑦𝑐𝑟

(|𝜀𝑠|−𝜀𝑠0)
      (5.50 b) 

 

Comportamiento bidimensional del hormigón armado [88]. 

El comportamiento bidimensional del hormigón armado en tensión plana viene regido por 
los siguientes vectores de tensiones y deformaciones: 

  𝝈𝑝 = �
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

�               𝜺𝑝 = �
𝜀𝑥
𝜀𝑦
𝛾𝑥𝑦

�        (5.51) 

Tal y como se menciona anteriormente, el comportamiento del hormigón se obtiene como 
la suma de la respuesta del hormigón en sus dos direcciones principales. El comportamiento 
de los aceros se considera en cada una de las direcciones de armado presentes. En la 
presentación de esta formulación se consideran únicamente dos familias de armadura según 
las direcciones cartesianas x e y, resultando: 
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   𝝈𝑝 =   𝝈𝑐𝑝 + 𝝈𝑠𝑝      (5.52) 

   �
𝜎𝑥
𝜎𝑦
𝜏𝑥𝑦

� = �
𝜎𝑐𝑥
𝜎𝑐𝑦
𝜏𝑐𝑥𝑦

�+ �
𝜌𝑠𝑥 · 𝜎𝑠𝑥
𝜌𝑠𝑦 · 𝜎𝑠𝑦

0
�          

donde: 

ρsx , ρsy son las cuantías de armado en las direcciones x e y, respectivamente. 

A su vez, si se deriva el vector de tensiones del panel con respecto al vector de 
deformaciones del panel se obtiene la matriz de rigidez tangente del material: 

   𝑑𝝈𝑝 =   𝜕𝝈𝑝
𝜕𝜺𝑝

𝑑𝜺𝑝 = 𝑫𝑝𝑑𝜺𝑝     (5.53 a) 

   𝑑𝝈 =   𝜕(𝝈𝑐𝑝+𝝈𝑠𝑝)
𝜕𝜺𝑝

𝑑𝜺𝑝 = �𝜕𝝈𝑐𝑝
𝜕𝜺𝑝

+ 𝜕𝝈𝑠𝑝
𝜕𝜺𝑝

� 𝑑𝜺𝑝 = �𝑫𝑐𝑝 + 𝑫𝑠𝑝�𝑑𝜺   

   𝑫𝑝 =   𝑫𝑐𝑝 +𝑫𝑠𝑝      (5.53 b) 

Quedando de forma desarrollada como: 

  𝑫𝑐𝑝 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝜕𝜎𝑐𝑥
𝜕𝜀𝑥
𝜕𝜎𝑐𝑦
𝜕𝜀𝑥
𝜕𝜏𝑐𝑥𝑦
𝜕𝜀𝑥

  

𝜕𝜎𝑐𝑥
𝜕𝜀𝑦
𝜕𝜎𝑐𝑦
𝜕𝜀𝑦
𝜕𝜏𝑐𝑥𝑦
𝜕𝜀𝑦

  

𝜕𝜎𝑐𝑥
𝜕𝛾𝑥𝑦
𝜕𝜎𝑐𝑦
𝜕𝛾𝑥𝑦
𝜕𝜏𝑐𝑥𝑦
𝜕𝛾𝑥𝑦 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

           𝑫𝑠𝑝 = �
𝜌𝑠𝑥

𝜕𝜎𝑠𝑥
𝜕𝜀𝑥

0
0

    
0

𝜌𝑠𝑦
𝜕𝜎𝑠𝑦
𝜕𝜀𝑦

0

    
0
0
0
�                (5.53 c) 

Se puede observar, para el vector de tensiones de las armaduras y su correspondiente 
matriz de rigidez, que sólo se necesita conocer el valor de las cuantías de cada familia de 
armaduras así como el comportamiento unidimensional del acero de cada una de ellas. Dado 
que la ecuación constitutiva del acero ya se conoce y que las cuantías son un dato de partida, 
la evaluación de la respuesta bidimensional del acero es directa. 

En cuanto al hormigón, resulta más conveniente cambiar el sistema de coordenadas. Se va 
a pasar del sistema cartesiano xy a un sistema de coordenadas que sigue las direcciones 
principales que se van a llamar 1 y 2. 

Los nuevos vectores de tensiones en el hormigón y de deformación en direcciones 
principales son: 

  𝝈𝑐,𝑝𝑟𝑖𝑛 = �
𝜎𝑐1
𝜎𝑐2
0
�               𝜺𝑝𝑟𝑖𝑛 = �

𝜀1
𝜀2

𝛾12 = 0
�      (5.54) 

Se considera siempre que ε1 > ε2. 

Del mismo modo, la matriz de rigidez del hormigón se puede también expresar en 
direcciones principales como sigue: 
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   𝑫𝑐,𝑝𝑟𝑖𝑛 =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝜕𝜎𝑐1
𝜕𝜀1
𝜕𝜎𝑐2
𝜕𝜀1
0

     
 𝜕𝜎𝑐1
𝜕𝜀2
𝜕𝜎𝑐2
𝜕𝜀2
0

   

𝜕𝜎𝑐1
𝜕𝛾12
𝜕𝜎𝑐2
𝜕𝛾12

𝜎𝑐1−𝜎𝑐2
𝜀1−𝜀2 ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

       (5.55) 

La respuesta del hormigón en las dos direcciones principales sigue un comportamiento 
unidimensional y se puede emplear la formulación para el hormigón 1D descrita 
anteriormente. Es importante destacar que la respuesta de cada uno de los hormigones 
depende, por una parte, de la deformación en la dirección principal considerada y, por otra, de 
la deformación transversal. Cabe recordar que la deformación transversal hay que tenerla en 
cuenta con el fin de captar el efecto del debilitamiento en el hormigón a través del coeficiente 
SF. En resumen, se aplica la ecuación constitutiva 1D del hormigón en las dos direcciones 
principales según se indica la tabla 5.1. 

Tabla 5.1. Deformaciones consideradas para cada hormigón 1D [88]. 

 

Por lo general, en las filas 2 y 3 de la matriz de rigidez los términos son no nulos dada la 
naturaleza de las derivadas de la tensión del hormigón obtenidas. 

Por último, hay que indicar que la única componente en la fila 3 de la matriz de rigidez del 
hormigón es la correspondiente a la columna 3, por haber impuesto la condición de 
coaxialidad al asumir el mismo ángulo para las direcciones principales en deformaciones y en 
tensiones. 

Con el fin de completar de una forma consistente la formulación faltan por establecer las 
relaciones entre las tensiones y las matrices de rigidez que permitan pasar del sistema de 
coordenadas en direcciones principales 12 al sistema cartesiano en direcciones xy. 

La relación entre las deformaciones se puede calcular de manera directa utilizando el 
círculo de Mohr (ver figura 5.10). 

  𝜀1 = 𝐶 + 𝑅              𝜀2 = 𝐶 − 𝑅       (5.56) 

siendo: 

  𝐶 = 𝜀𝑥+𝜀𝑦
2

              𝑅 = 1
2
��𝜀𝑥 + 𝜀𝑦�

2 + 𝛾𝑥𝑦2      
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y el ángulo θ2 entre la dirección principal ε1 y el eje y es: 

 𝜃2 = 𝜃1 + 𝜋
2

                   

 

Figura 5.10: Círculo de Mohr para la obtención de las direcciones principales [88]. 

Los vectores de tensiones y las matrices de rigidez en coordenadas cartesianas se 
relacionan con las obtenidas en direcciones principales a partir de la correspondiente matriz 
de cambio de coordenadas T: 

   𝝈𝑐𝑝 =   𝑻𝑇 ∙ 𝝈𝑐,𝑝𝑟𝑖𝑛      (5.57) 

   𝑫𝑐𝑝 =   𝑻𝑇 ∙ 𝑫𝑐,𝑝𝑟𝑖𝑛 ∙ 𝑻      (5.58) 

siendo: 

  [𝑇] = �
cos2 𝜃1 sin2 𝜃1 cos𝜃1 sin𝜃1
sin2 𝜃1 cos2 𝜃1 − cos𝜃1 sin𝜃1

−2 cos𝜃1 sin𝜃1 2 cos𝜃1 sin𝜃1 (cos2 𝜃1 − sin2 𝜃1)
�   

Validación experimental del modelo hor2dpan [88]. 

En la tesis doctoral del profesor Juan Navarro [88] se realiza una validación experimental 
del modelo que aquí se nombra como modelo hor2dpan. 

Para ello, la ecuación constitutiva de Stevens et al. (1991) [89] se validó mediante una serie 
de ensayos experimentales de paneles de hormigón armado. Se obtuvieron unos resultados 
suficientemente satisfactorios que han permitido utilizar esta ecuación constitutiva en los 
modelos teóricos. El modelo constitutivo propuesto difiere del original en cuanto a la rama de 
compresión del hormigón, ya que se ha tomado para esta rama la propuesta por Popovis 
(1973) [91] al igual que Bentz (2000) [90]. Por ello, se repite la validación numérica de la 
ecuación constitutiva utilizando la misma serie de ensayos de paneles de hormigón armado. 

La verificación experimental está compuesta por dos series (PV y PB) de paneles de 
hormigón armado ensayados bajo diferentes combinaciones de acciones en su propio plano. 
Se verifican un total de diecisiete probetas de la serie PV y otras veinte de la serie PB. La serie 
PV se debe a Vecchio y Collins (1982) [87] y la serie PB a Bhide y Collins (1987) [92]. 
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5.1.3. Material MatJ2 

El modelo que se utiliza es el de un material no lineal con comportamiento elastoplástico 
correspondiente al modelo de plasticidad J2. Este modelo constitutivo es adecuado para 
simular el comportamiento de elementos estructurales de acero sometidos a cargas 
monótonas y crecientes e incluso para simular la respuesta cíclica del material mediante la 
introducción de un efecto de endurecimiento dinámico no lineal. Aquí se emplea la versión 
generalizada del modelo de plasticidad J2 según Lubliner et al. (1993) [95]. La formulación 
referente a esta ecuación constitutiva puede ser consultada en la referencia anterior, o bien, 
en la tesis doctoral de Saritas (2006) [96]. Además, se utiliza la implementación numérica de 
esta ecuación constitutiva en FEDEASLab por cortesía de Filippou (UC Berkeley). 

Los parámetros necesarios para determinar esta ecuación constitutiva son: 

(1) Módulo de Young (E) 

(2) Límite elástico ( fy) 

(3) Coeficiente de Poisson (ν) 

(4) Módulo de endurecimiento isotrópico (Hi) 

(5) Módulo de endurecimiento dinámico (Hk) 

5.1.4. Material DSFM-Ser. 

El DSFM-Ser es el modelo de material que se usa para modelar el comportamiento del 
hormigón armado y reforzado con fibras de acero. 

El hormigón armado y con fibras de acero en la matriz presenta ciertas propiedades que no 
tiene el hormigón armado tradicional. Las fibras de acero dotan al hormigón de mayor 
isotropía y homogeneidad. Esto se traduce en un hormigón con mayor resistencia a tracción, 
con mayor tenacidad, mayor ductilidad tras la fisuración, mayor resistencia al impacto y una 
retracción más controlada. Por otra parte, la presencia de fibras metálicas en el hormigón 
apenas modifica su resistencia a compresión y su módulo de elasticidad [39]. 

Para modelar el comportamiento constitutivo del hormigón armado y reforzado con fibras 
se tiene en cuenta, para el comportamiento a compresión, el material DSFM ya descrito en 
este capítulo y, para el comportamiento a tracción, el modelo constitutivo de Serna y Fuster 
[39]. 

La determinación del modelo constitutivo de Serna y Fuster [39], se obtiene a partir de 
ensayos de flexión. Para ello se lleva a cabo un análisis inverso (ver explicación de este método 
en el punto 5.2.2) según el cual se modela el comportamiento a la tracción, obtenido de forma 
experimental, y se determinan los parámetros del modelo a partir de los resultados de ensayos 
a flexión mediante un programa numérico de elementos finitos. 

La forma del modelo constitutivo uni-axial que se obtiene es del tipo tensión-deformación 
(σ-ε) continuo a tramos, tal y como se representa en la figura 5.11: 
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Figura 5.11: Modelo constitutivo del comportamiento a tracción de los HRFA propuesto por 
Serna y Fuster [39]. 

Se toma como ecuación de la curva tensión-deformación en la rama ascendente de la curva 
de tracción del compuesto fibroso la fórmula general de Sargin [93]: 

tracción: 

   𝜎𝑐𝑡 =   𝑓𝑐𝑡 ∙
𝑘𝑏𝑡∙𝜀�−𝜀�2

1+(𝑘𝑏𝑡−2)𝜀�
      (5.59) 

   𝜀̅ =   𝜀
𝜀𝑐𝑡0

      ;       𝑘𝑏𝑡 =   𝜀𝑐𝑡0∙𝐸𝑐𝑡0
𝑓𝑐𝑡

      

donde Ect0 es el modulo de elasticidad tangente a tracción del hormigón con fibras, εct0 la 
deformación para la que la resistencia a tracción del compuesto fibroso es máxima (fct). 

Una vez alcanzada la resistencia máxima a tracción la matriz fisura y se experimenta un 
decremento rápido de la resistencia hasta alcanzar la tensión correspondiente a la tensión 
residual fctr: 

   𝑓𝑐𝑡𝑟 =   𝛼 ∙ 𝑓𝑐𝑡       (5.60) 

Este escalón de resistencia residual se mantiene constante hasta alcanzar la deformación 
limite εct1, para luego disminuir linealmente con una pendiente de relajación β. 

Los parámetros Ect0, εct0 y fct se obtienen de forma experimental a partir del ensayo de 
flexotracción. El valor de la resistencia a tracción fct se obtiene de los ensayos de flexo-tracción 
empleando el Análisis Inverso (tal y como se explica en el punto 5.2.2. de este mismo capítulo) 
Por consiguiente, quedan por definir los parámetros α, β y εct0 para la determinación completa 
de la curva de tracción. 

Haciendo variar este trío de parámetros, se modifica la curva del modelo constitutivo y, en 
consecuencia, se modifica la respuesta numérica. Es decir, se modifica la curva teórica de 
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flexotracción, que deberá parecerse lo más posible a la curva experimental de flexotracción del 
hormigón de fibras considerado. 

El valor óptimo de este trío de parámetros que adapta la respuesta numérica a la 
experimental, se calcula con un Análisis Inverso (ver explicación de este método en el punto 
5.2.2). 

Por tanto, el proceso que se sigue para la definición del material DSFM-Ser es el siguiente: 

1. Se realiza, de forma experimental el ensayo de flexo-tracción de las probetas de 
hormigón armado y reforzado con fibras de acero (ver punto 3.2.2.2 del capítulo 3: programa 
experimental). Se trata de un tipo de ensayo para la modelización 1D. De aquí se obtiene la 
curva experimental del comportamiento 1D a tracción del hormigón armado reforzado con 
fibras de acero (HARF). Se muestra como ejemplo en la figura 5.12 la curva P-CMOD para la 
dosificación J2-2. 

 
Figura 5.12 : Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas 

J2-2-A, J2-2-B y su valor medio. 

2. A partir de aquí, se realiza el Análisis Inverso con la ayuda del programa FEDEASLab por 
cortesía de Filippou (UC Berkeley) y se calibran los parámetros α, β y εct0  del modelo 
constitutivo de Serna-Fuster para la curva de tracción del HARF, hasta ajustar una curva teórica 
1D a la curva experimental 1D obtenida en el punto 1. Esto se realiza mediante un proceso 
iterativo de ajuste (tal y como se explica en el punto 5.2.2. de este mismo capítulo). Se van 
calibrando los parámetros α, β y εct0  hasta que la diferencia entre la curva experimental y la 
teórica es menor que un valor determinado. En la figura 5.13 se muestra el ajuste obtenido 
con la ayuda del programa Matlab. 
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Figura 5.13 : Representación del ajuste con el programa Matlab donde se representa la curva 
P-CMOD experimental (azul) y la curva P-CMOD teórica (verde) para la probeta Z-HF-3FI8-NF. 

Por tanto, con esto se obtiene la curva teórica 1D para la tracción del HARF. 

En la tabla 5.2 se muestran los parámetros obtenidos tras el ajuste para cada una de las 
probetas. 

Tabla 5.2: Parámetros α, β , εct0 y fct obtenidos para las distintas probetas 

Probetas α β εct0 fct (MPa) 

Z-HF-3FI8-NF 0.6013 1.4880·107 0.0151 2.7989 

Z-HF-2FI8-NF 0.5791 1.1608·107 0.0047 2.7033 

Z-HF-0FI8-NF 0.5834 2.2752·107 0.0215 3.1067 

 

3. Se define el material 2D DSFM-Ser para modelar el comportamiento material de las 
probetas tipo push-off con HARF. Este material consta del comportamiento constitutivo del 
material DSFM (visto en el punto 5.1.1 de este mismo capítulo) en compresión y del 
comportamiento constitutivo Serna-Fuster en tracción. Se trata de la composición del 
comportamiento 1D en dos direcciones. Por ello, constituye un comportamiento 2D. Con este 
material ya se pueden obtener las curvas τ/fc  - ε,γ  numéricas que se muestran en el capítulo 
6. 

4. Como se dispone de las curvas τ/fc  - ε,γ  experimentales del capítulo 4: programa 
experimental, se pueden realizar la comparación con las curvas τ/fc  - ε,γ  numéricas que se 
muestran en el capítulo 6. 
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5.1.5. Material Acero 

En este apartado se presenta la ecuación constitutiva para el acero cuando se considere el 
armado de forma discreta. 

Comportamiento del acero 1D [88]. 

El modelo constitutivo del acero 1D, que se emplea para las armaduras pasivas 
longitudinales que se consideran de forma discreta, está basado en un diagrama bilineal con 
rama de plastificación tanto en tracción como en compresión (ver figura 5.14). 

 

Figura 5.14: Ecuación constitutiva del acero 1D [88]. 

donde: 

εs : deformación del acero 

σs : tensión del acero 

fsy : límite elástico del acero 

fsu : tensión de rotura del acero 

Es : módulo de elasticidad del acero 

εsu : deformación del acero en rotura 

Ep : módulo de deformación (en la rama de plastificación) 

εsy : deformación del acero correspondiente al límite elástico 

Estos dos últimos parámetros se obtienen en función del resto como sigue: 

   𝜀𝑠𝑦 = 𝑓𝑠𝑦
𝐸𝑠

       (5.61) 
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   𝐸𝑝 = 𝑓𝑠𝑢−𝑓𝑠𝑦
𝜀𝑠𝑢−𝜀𝑠𝑦

       (5.62) 

Las ecuaciones que describen cada una de las ramas del diagrama son: 

 Rama elástica: |εs| < εsy 

   𝜎𝑠 = 𝐸𝑠𝜀𝑠       (5.63) 

   𝐸𝑠 = 𝜕𝜎𝑠
𝜕𝜀𝑠

       (5.64) 

 Rama plástica: εsy < |εs| < εsu 

   𝜎𝑠 = 𝑠𝑔𝑛(𝜀𝑠) · [𝑓𝑠𝑦 + 𝐸𝑝(|𝜀𝑠| − 𝜀𝑠𝑦)]    (5.65) 

   𝐸𝑠 = 𝜕𝜎𝑠
𝜕𝜀𝑠

       (5.66) 

Con el fin de captar el efecto de tension-stiffening por estar el acero embebido en el 
hormigón se lleva a cabo una reducción de la tensión del acero en la ecuación constitutiva 
propuesta. Esta reducción de tensiones se realiza igual que para el acero del hormigón armado 
2D según se presenta más adelante en este mismo apartado. 

5.2. Métodos para la determinación de los parámetros constitutivos 

5.2.1. Análisis inverso y análisis directo en el hormigón armado y 
reforzado con fibras de acero 

El análisis inverso y el análisis directo son procedimientos que permiten obtener un modelo 
constitutivo válido que describa el comportamiento a tracción de un determinado hormigón 
reforzado con fibras. Estos análisis sirven para obtener tanto una curva tensión-abertura de 
fisura (σ-w) como una curva tensión-deformación (σ-ε).En la figura 5.15 se representa un 
diagrama de flujos en el que se esquematizan los planteamientos inverso y directo [34] y [97]. 

El análisis inverso utiliza los resultados experimentales de los ensayos para ajustar los 
valores de la ecuación constitutiva del material (tipo σ-w o σ-ε), cuya forma se ha predefinido. 
El planteamiento consiste en obtener los parámetros que definen la ecuación constitutiva del 
hormigón de fibras, variándolos de forma que la respuesta teórica del elemento obtenida 
numéricamente se ajuste a los resultados experimentales. Es un proceso iterativo y su método 
se explica detalladamente en el siguiente punto 5.2.2. 

El análisis directo fija la forma de una ecuación constitutiva (tipo σ-w o σ-ε) para simular la 
respuesta a tracción del HRFA (SFRC). Los parámetros constitutivos de estas ecuaciones 
pueden definirse experimentalmente o se pueden fijar a partir de ciertas propiedades de las 
fibras empleadas, del hormigón utilizado, etc. No es un proceso iterativo. Fijada la ecuación 
constitutiva y el resto de variables se ejecuta el algoritmo de cálculo y se obtiene la respuesta 
tenso-deformacional de los materiales constituyentes de la sección. Se puede integrar la 
respuesta de cada sección para obtener el comportamiento global del elemento. Luego se 
pueden comparar los resultados obtenidos numéricamente con los experimentales. 
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Figura 5.15: Planteamientos para la obtención del modelo constitutivo del hormigón 
armado con fibras [97]. 

En este trabajo, la determinación de los materiales 2D que se usan para modelar el 
comportamiento constitutivo del hormigón armado: DSFM, hor2dpan y MatJ2 se lleva a cabo 
mediante el análisis directo, mientras que la determinación del material 2D DSFM-Ser para 
modelar el comportamiento constitutivo a tracción del hormigón armado y reforzado con 
fibras de acero se usa el análisis inverso. 

5.2.2. Análisis inverso para la obtención del comportamiento 
constitutivo a tracción del DSFM-Ser 

El Análisis Inverso suele utilizarse para definir algunos parámetros de los modelos 
constitutivos a tracción de los HRFA (SFRC), mediante una comparación entre la curva carga-
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desplazamiento teórica del análisis y la curva carga-desplazamiento experimental de los 
ensayos de flexo-tracción. 

El primer paso del Análisis Inverso es definir los datos iniciales del ensayo, como la 
geometría y el comportamiento uni-axial del material. Los datos geométricos son el canto h de 
la probeta, la profundidad a de la entalla, el ancho b y la luz L de la probeta (ver figura 5.16). El 
comportamiento uni‐axial del material está definido por: 

- Un diagrama tensión-deformación (σ-ε) en compresión, obtenido con datos procedentes 
de ensayos de compresión. 

- Un diagrama tensión-deformación (σ-ε) a tracción para el comportamiento elástico del 
SFRC. El valor de la resistencia a tracción fct se obtiene de los ensayos de flexo-tracción 
empleando el Análisis Inverso, tal y como se expone más adelante. 

- Una relación tensión abertura (σ-w) o tensión-deformación (σ-ε) para la fase post-
fisuración, definida por unos parámetros que se determinan y se ajustan por Análisis 
Inverso. 

Figura 5.16: Datos geométricos de la probeta para el ensayo de flexo-tracción. 

El segundo paso es simular numéricamente el proceso de rotura o bien la forma de fisurar 
de la probeta. En el análisis se emplea el concepto de multicapas (o fibras) el cual se explica a 
continuación: 

- La probeta se divide en dos mitades, conectadas por medio de muelles por encima de la 
entalla. Cada muelle representa el comportamiento de una pequeña capa y se asume que la 
distribución de los desplazamientos o de las deformaciones (éstas están relacionadas con 
los desplazamientos del captador δcapt por medio de su longitud o distancia entre los 
puntos de medición en los dos lados de la entalla) es lineal en el canto efectivo del 
elemento (ver figura 5.17). 
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Figura 5.17: Procedimiento multicapas empleado en el Análisis Inverso. 

- Se determina el desplazamiento (o deformación) de cada muelle como promedio de los 
desplazamientos en la correspondiente capa. Empleando la relación tensión-deformación 
de los modelos constitutivos, se determina la tensión en cada muelle. Luego se calculan la 
fuerza axial Ni y el momento flector Mi generados por cada capa. La suma de las 
contribuciones de las fuerzas Ni y momentos internos Mi relativos a cada capa tiene que 
igualar a la fuerza N y el momento M exteriores ( ver figura 5.18). En el caso de ensayo a 
flexo-tracción N es nulo. 

Figura 5.18: Equilibrio de esfuerzos en el procedimiento multicapas empleado en el Análisis 
Inverso. 

- Se aplica un proceso incremental. Con pequeños escalones, el desplazamiento en el 
captador ∆δcapt va aumentando. En cada paso, es necesaria una iteración para determinar 
la curvatura c que permite establecer el equilibrio de fuerzas en la sección transversal. Por 
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este motivo, se ajusta el desplazamiento en la parte superior de la probeta δc, hasta que 
N es igual a cero. En este estado de equilibrio, se dibuja en un diagrama el punto 
correspondiente a la abertura de fisura en el captador δcapt y a la carga de flexo-tracción P 
correspondiente al momento de flexo-tracción M. El proceso se repite para cada paso 
incremental (ver figura 5.19). Se obtiene un diagrama teórico de carga-desplazamiento. 

Figura 5.19: Diagrama carga-desplazamiento teórico obtenido con el Análisis Inverso. 

En el tercer paso se chequea la precisión de la curva teórica carga‐desplazamiento y se 
calcula la desviación entre los resultados experimentales y numéricos. Dependiendo de la 
desviación y del error admisible asumido, se repite el análisis empleando un diagrama 
constitutivo a tracción modificado (modificando los parámetros que lo definen y que hay que 
determinar) hasta que el error sea tan pequeño como la precisión requerida. 

El área bajo la curva carga‐desplazamiento (P‐δ) obtenida numéricamente se compara con 
el área bajo la curva determinada experimentalmente. Los resultados obtenidos de la 
simulación se rechazan cuando la desviación máxima de la tenacidad ∆D excede el 5% (ver 
figura 5.20). 

Figura 5.20: Chequeo de precisión del Análisis Inverso. 
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El cálculo de la resistencia a tracción fct de los SFRC es un caso particular del proceso 
aplicado hasta aquí. 

De la curva experimental de flexo-tracción del material, se obtiene la carga Pf para la que 
tiene lugar la fisuración. En la sección con entalla de centro luz las solicitaciones son: 

   𝑁𝑓 =   0       (5.67) 

   𝑀𝑓 =   𝑃𝑓∙𝐿
4

       (5.68) 

En el primer paso del Análisis Inverso se definen el diagrama de compresión y el 
comportamiento elástico a tracción hasta la fisuración (ver figura 5.21). 

 

Figura 5.21: Diagramas elásticos hasta la fisuración: a) elástico lineal, b) elástico no lineal 
tipo Sargin, c) elástico no lineal parabólico. 

Se puede expresar la deformación de fisuración εt0 en función de la resistencia a tracción 
fct: 

   𝜀𝑡0 =   𝒇(𝑓𝑐𝑡)       (5.69) 

En la figura 5.22 se aprecia el estado tensional y deformacional de la sección de la entalla 
en el momento de la fisuración (en la figura 22 se asume la hipótesis de comportamiento 
elástico no lineal tipo Sargin). 
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Figura 5.22: Estado deformacional y tensional en el instante de fisuración de la sección con 
entalla en situada en centro luz. 

En el segundo paso, se ajusta el valor de fct, hasta obtener el estado que equilibra las 
fuerzas exteriores, de acuerdo con el bucle representado en la figura 5.23. 
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Figura 5.23: Bucle que esquematiza el funcionamiento del programa durante el Análisis 
Inverso para hallar el valor de la resistencia a tracción, según el modelo elástico asumido 

Como se comprueba en el bucle, el tercer paso del Análisis Inverso es la comprobación de la 
precisión del resultado (tensión calculada fct), mediante el control del error admitido M. 

5.3. Elementos finitos 

Se realiza la calibración del panel PB21 [94] (ver anejo D), la modelización de la viga de 
Bresler-Scordelis [11] (ver anejo E) y del push-off (ver capítulo 6) con el uso del método de 
elementos finitos. Para la modelización del hormigón armado se utiliza el cuadrilátero tanto de 
nueve como de cuatro nodos (elementos finitos 2D o bidimensional) y para la modelización de 
las armaduras de forma discreta se usa el elemento barra (elemento finito 1D o 
unidimensional). A continuación se describen las características de cada uno de ellos. 

5.3.1. Elemento barra 

El elemento finito tipo barra se trata de un elemento unidimensional. Aquí se usa, 
concretamente, la barra de 2 nodos con 1 grado de libertad, es decir, un grado de libertad por 
nodo (desplazamiento axial u). La matriz de rigidez K del elemento finito se obtiene usando el 
método de integración numérica de Gauss-Legendre. En el caso de la barra de 2 nodos se usa 1 
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punto de integración (ver tabla 5.3). Se elige este elemento tan simple porque sólo se 
pretende representar las armaduras discretas en su dirección axial. No se tiene en cuenta el 
posible mecanismo de flexión. 

Tabla 5.3: Barra de 2 nodos expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico. 

 

 

Funciones de forma (ver figura 5.24): 

𝑢(𝑥) = 𝑁𝑒(𝑥) ∙ 𝑟𝑒 = [𝑁1 𝑁2] �
𝑢1
𝑢2� 

 

Figura 5.24: Construcción esquemática para la deducción de las funciones de forma para un 
elemento barra con 2 nodos y 1 grado de libertad por nodo. 

𝑁1 = 1 −
𝑥
𝑙

 

𝑁2 =
𝑥
𝑙
 

Deformaciones: 

𝜀𝑥 = 𝐵𝑒 ∙ 𝑟𝑒 

𝐵𝑒 = �𝜕𝑁1
𝜕𝑥

𝜕𝑁2
𝜕𝑥

� = �−
1
𝑙

1
𝑙
� 

5.3.2. Cuadrilátero de 4 nodos 

El elemento finito tipo cuadrilátero se trata de un elemento bidimensional. Aquí se usa, 
concretamente, el cuadrilátero de 4 nodos con 8 grados de libertad, es decir, 2 grados de 
libertad por nodo (desplazamiento u y desplazamiento v). La matriz de rigidez K del elemento 
finito se obtiene usando el método de integración numérica de Gauss-Legendre. En el caso del 
cuadrilátero de 4 nodos se usan 4 puntos de integración (ver tabla 5.4). 
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Tabla 5.4: Cuadrilátero de 4 nodos expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico. 

 

5.3.3. Cuadrilátero de 9 nodos 

El elemento finito tipo cuadrilátero, como ya se ha dicho, se trata de un elemento 
bidimensional. Aquí se usa, concretamente, el cuadrilátero de 9 nodos con 18 grados de 
libertad, es decir, 2 grados de libertad por nodo (desplazamiento u y desplazamiento v). La 
matriz de rigidez K del elemento finito se obtiene usando el método de integración numérica 
de Gauss-Legendre. En el caso del cuadrilátero de 9 nodos se usan 9 puntos de integración (ver 
tabla 5.5). 

Tabla 5.5: Cuadrilátero de 9 nodos expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico 

 

5.3.4. Análisis comparativo entre el cuadrilátero de 4 nodos y el de 9 
nodos 

Aquí se lleva a cabo la comparación entre el uso del cuadrilátero de 4 nodos y el 
cuadrilátero de 9 nodos. De este modo se pueden conocer las ventajas e inconvenientes que 
se deben tener en cuenta a la hora de modelar con un tipo de cuadrilátero o con el otro. 

 

 

 

 

148 
 



Capítulo 5: Modelización 

Cuadrilátero de 4 nodos (ver figura 5.25): 

 

Figura 5.25: Campo de desplazamientos del elemento finito cuadrilátero de 4 nodos 
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-Las deformaciones en "x" serán las mismas para todos los puntos con la misma 
coordenada "y" dentro del E.F. ya que:  

           (5.70) 

-Las deformaciones en "y" serán las mismas para todos los puntos con la misma 
coordenada "x" dentro del E.F. ya que:  

           (5.71) 

-Las distorsiones angulares serán distintas en cada punto variando de forma lineal. Esto 
se puede observar manteniendo constante una coordenada y variando en una unidad la 
otra. 

           (5.72) 

Por tanto, si se quiere observar una variación de las deformaciones en x y en y con este tipo 
de elemento será necesario mallar más la estructura. De este modo, al haber más 
cuadriláteros, hay más nodos en la estructura y, por consiguiente, se dispone de más 
desplazamientos nodales. Es decir, por ejemplo, los puntos con la misma coordenada y 
tendrán la misma deformación en x dentro del mismo E.F. pero no la misma que los que se 
encuentren en otro (ver figura 5.26). 

),(, nodospuntopuntox uyf=ε

),(, nodospuntopuntoy vxf=ε

),,,(, nodosnodospuntopuntopuntoxy vuyxf=γ

150 
 



Capítulo 5: Modelización 

 

Figura 5.26: Variación de la εx para los puntos que tienen la misma coordenada y pero se 
encuentran en cuadriláteros distintos. 

 

Cuadrilátero de 9 nodos (ver figura 5.27): 

 

Figura 5.27: Campo de desplazamientos del elemento finito cuadrilátero de 9 nodos 
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-Las deformaciones en “x” serán lineales con respecto a la coordenada “x” del punto y 
parabólicas con respecto a la coordenada “y” del punto dentro del E.F:  

           (5.73) 

-Las deformaciones en “y” serán lineales con respecto a la coordenada “y” del punto y 
parabólicas con respecto a la coordenada “x” del punto dentro del E.F:  

           (5.74) 

-Las distorsiones angulares serán serán parabólicas con respecto a la coordenada “x” del 
punto y con respecto a la coordenada “y” del punto dentro del E.F:  

           (5.75) 

 

  

),,,( 2
, nodospuntopuntopuntox uyyxf punto=ε

),,,( 2
, nodospuntopuntopuntoy vyxxf punto=ε

),,,,,( 22
, nodosnodospuntopuntopuntoxy vuyyxxf puntopunto=γ
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Capítulo 6: 

Implementación numérica y resultados numéricos. 

 

 

En este capítulo se lleva a cabo el modelado del ensayo push-off. Se explica cómo se ha 
realizado la modelización del push-off usando los distintos materiales descritos en el capítulo 
5: DSFM, hor2dpan y MatJ2 para las probetas de hormigón armado usando el análisis directo, y 
el material DSFM-Ser para el hormigón armado y reforzado con fibras de acero usando Análisis 
Inverso para el comportamiento constitutivo de tracción. También se explica la discretización 
llevada a cabo de las piezas de hormigón armado con elementos finitos con el uso de 
elementos tipo cuadrilátero tanto de cuatro como de nueve nodos, la manera de modelar el 
armado pasando por distintos grados de discretización: desde armadura totalmente difusa 
(colocada dentro del material que caracteriza el hormigón como un parámetro de densidad de 
acero tanto en dirección x como en dirección y) hasta armadura totalmente discreta mediante 
elementos finitos tipo barra. 

Al final del capítulo se realiza un análisis y discusión de los resultados obtenidos tras el 
modelado tanto como material como con el uso de los elementos finitos del ensayo push-off. 
Tras la exposición de los resultados numéricos se analiza el grado de precisión obtenido en 
comparación con el observado experimentalmente y se valoran las virtudes y defectos de las 
modelizaciones realizadas. 

6.1. Implementación numérica 

Para llevar a cabo el proceso de modelización del ensayo push-off tanto como material 
como con el uso de elementos finitos se utiliza el FEDEASLab [98]. Se trata de un Toolbox de 
Matlab para el análisis estructural lineal y no lineal bajo solicitaciones estáticas y dinámicas.. Es 
una herramienta que permite desarrollar e implementar con facilidad nuevos elementos, 
secciones y ecuaciones constitutivas. Sirve además para simular el comportamiento de 
pequeñas estructuras en el ámbito de la investigación y la docencia. Esta herramienta fue 
creada en el año 1998 por el Prof. Filip C. Filippou, Universidad de California, Berkeley, como 
ayuda para la docencia de los cursos de análisis estructural. En la actualidad, FEDEASLab es una 
robusta herramienta dentro del ámbito de investigación del análisis no lineal de estructuras. 

6.1.1. Material 

Se realiza un modelado del push-off sólo teniendo en cuenta las características del material. 
Con ello se pretende obtener tensiones y deformaciones en la zona situada entre entallas. Esto 
se lleva a cabo mediante la implementación en Matlab del proceso en cuatro etapas distintas. 

1. Se implementa en el Matlab las expresiones que definen el propio material descritas en 
el capítulo 5, en el apartado 5.1. Aquí se introducen las operaciones para la obtención de: las 
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componentes de deformaciones, la media de tensiones en el hormigón y en el acero, tensiones 
locales en las fisuras, deslizamiento de las caras de la fisura, módulos de deformación del 
hormigón y del acero, matrices de rigidez del hormigón y del acero, las deformaciones 
externas impuestas,... y se calculan sus valores. 

2. Se reescriben los parámetros del material obtenidos del punto 1 según nombres de las 
variables que entiende el Toolbox FEDEASLab. Éstas se clasifican internamente en distintas 
acciones que se van llamando según sea necesario. 

3. Aquí se resuelve el material por el método de deformación impuesta. Se trata de un 
método de control de respuesta donde la ecuación de constricción es la deformación 
impuesta. Se puede resolver para un sólo paso de deformación impuesta o para varios pasos. 

Estas tres etapas son las que componen el conjunto de las operaciones necesarias para el 
cálculo del material. A continuación viene la cuarta etapa: 

4. Se introduce el valor de las características del hormigón para que se pueda realizar el 
cálculo en las tres etapas anteriores. Estas características son: resistencia a compresión del 
hormigón, resistencia a tracción del hormigón, diámetro de las barras de acero en dirección x y 
en dirección y, límite elástico del acero en dirección x y en dirección y, módulo de deformación 
inicial del acero, deformación última del acero, recubrimientos y cuantías de armado en 
dirección x y en dirección y. También se implementa el valor y la dirección de la tensión 
exterior aplicada sobre el material, además del número de pasos en que se aplica y el valor 
máximo para la deformación generalizada impuesta, todo ello con el fin de poder aplicar el 
método de la deformación impuesta antes mencionado . Este paso es el que activa los tres 
pasos anteriores. 

6.1.2. Análisis Inverso 

La resolución del Análisis Inverso se lleva a cabo a través del programa Matlab y el toolbox 
FEDEASLab. Para ello, se implementan los tres pasos descritos en el apartado 5.2.2. del 
capítulo 5: 

1. Definición de los datos iniciales del ensayo a flexotracción: geometría de la probeta, 
datos del material empleado en el ensayo (resistencia a compresión del hormigón, módulo de 
deformación a tracción tangente inicial, resistencia media a tracción del hormigón, ...), 
resultados del ensayo de flexotracción (P, w), se introduce la curva teórica y se inicializan los 
parámetros α, β y εct0  de los que depende y se introducen los datos geométricos de la sección 
de la entalla. 

2. Se simula numéricamente el proceso de rotura dentro del propio algoritmo. Ello se lleva 
a cabo ajustando el valor de fct, hasta obtener el estado que equilibra las fuerzas exteriores, de 
acuerdo con el bucle representado en la figura 5.23 del apartado 5.2.2. del capítulo 5. 

3. Se realiza la comprobación de la precisión del resultado (tensión calculada fct), mediante 
el control del error admitido M. Con ello se obtienen los valores de fct , α, β y εct0  que ajustan, 
dentro de un error controlado con la curva de tracción experimental. 
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Una vez se realiza el análisis inverso y se obtienen los parámetros de la curva de tracción, se 
realiza el ensamblaje del material tal y como se describe en el apartado 6.1.1 de este mismo 
capítulo, teniendo en cuenta que en este caso la ecuación constitutiva del material se 
compone de la parte de compresión definida por el material DSFM y la parte de tracción 
definida por el comportamiento Serna-Fuster con los parámetros obtenidos del análisis 
inverso. 

6.1.3. Elementos finitos 

Aquí se explica el programa FEDEASLab cuando se usa para la modelización mediante 
elementos finitos de estructuras como pueden ser: el panel (ver anejo D), vigas (ver anejo E)y 
el ensayo push-off (en el punto 6.2.2). 

El modelo propuesto se implementa a nivel estructura. En el análisis se emplea el potencial 
de la aplicación FEDEASLab, ya que se pueden utilizar las funciones a nivel estructura de la 
misma. En este sentido, se aprovechan los algoritmos de resolución numérica presentes en 
esta aplicación. 

El modo de cargar la estructura es por desplazamiento impuesto. Es decir, se le impone un 
desplazamiento y se intenta converger a él con varios escalones de carga. Se trata de un 
sistema de establecimiento de la carga por desplazamiento impuesto en pasos múltiples. Se 
controla el número de escalones de carga, el incremento de desplazamiento en cada escalón, 
el número máximo de iteraciones a realizar para llegar a la convergencia y la magnitud del 
error o residuo que se acepta para que el programa pase a la siguiente iteración. Aquí se 
obtiene el residuo según la norma energética. Es decir, se controla el incremento de trabajo a 
partir de un valor inicial (ver figura 6.1). 

 

Figura 6.1: Norma energética para el control del residuo. 
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El incremento de trabajo inicial es : ∆W0 = ∆PT ∆U0 

donde ∆P es el incremento del vector de carga y ∆U0 el correspondiente incremento del 
vector de desplazamiento. 

El incremento de trabajo durante la iteración j es: ∆Wj = Puj
T ∆Uj 

La convergencia se controla del siguiente modo: ∆W j ≤ η ∆W0 

donde la tolerancia η suele ser del orden de 10-16. 

Por tanto, el método que se utiliza para la resolución del sistema y para la obtención de las 
fuerzas nodales internas es un método de control de respuesta. En concreto, como ya se ha 
dicho, se trata del método de desplazamiento impuesto en el cual, la ecuación de constricción 
es el desplazamiento impuesto de un grado de libertad de un nodo prefijado. Para llevar a 
cabo este método, se utiliza la matriz de rigidez tangente. Si no se consigue llegar a la solución 
en el número de pasos establecido según el propio criterio o se dispara el residuo a más de un 
valor establecido según, también, el propio criterio, se utiliza la matriz de rigidez secante como 
subsidiario para intentar hacer converger la solución, asumiendo que este modo de proceder 
puede converger de forma más grosera y, por tanto, más inexacta. 

Ambos casos se tratan de métodos de resolución de sistemas de ecuaciones no lineales de 
control de respuesta. Éstos permiten conocer los desplazamientos nodales (r) para una carga 
aplicada determinada (f) que, en este caso, la carga se traduce como un desplazamiento 
impuesto (ver figura 6.2). 

 

Figura 6.2: Proceso de cálculo de los métodos de control de respuesta [99]. 
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El sistema de ecuaciones planteado por el Método de Elementos Finitos (MEF) aplicando el 
Principio de los Trabajos Virtuales para n +1 ecuaciones es: 

   𝜇 ∙ ∑ 𝐹𝐺𝑒𝑒 = ∑ 𝑇𝑒 ∙ ∫ 𝐵𝑒𝑇 ∙ 𝜎𝑒 ∙ 𝑑𝑉
 
𝑉𝑒𝑒     (6.1) 

  n ecuaciones:  ψ(𝑟) = 𝜇 ∙ 𝑓𝑛𝑒 − 𝑓𝑛𝑖(𝑟) (2) 

  condición adicional:  𝑔(𝜇, 𝑟) = 0   (3) n+1 incognitas: 
  (ecuación de constricción)      (r, µ) 

donde: 

µ = factor de control del nivel de carga 

FGe = vector fuerzas nodales exteriores equivalentes. 

T = matriz de cambio de ejes. 

σe = vector de tensiones en los puntos de integración del elemento. 

B = matriz de deformación del elemento. 

KT = matriz de rigidez tangente del elemento. 

∑e = ensamblaje. 

𝑓𝑛𝑖 (𝑟) = ∑ 𝑇𝑒 ∙ ∫ 𝐵𝑒𝑇 ∙ 𝜎𝑒 ∙ 𝑑𝑉
 
𝑉𝑒𝑒  → fuerzas nodales internas equivalentes 

𝑓𝑛𝑒 = ∑ 𝐹𝐺𝑒𝑒   → fuerzas nodales exteriores equivalentes 

Así pues, se define como fuerzas nodales residuales a la diferencia: 

   ψ(𝑟) = 𝜇 ∙ 𝑓𝑛𝑒 − 𝑓𝑛𝑖(𝑟)     (6.2) 

   ∆ψ(𝑟𝑖) = ∆𝜇𝑖 ∙ 𝑓𝑛𝑒 − 𝐾𝑇(𝑟𝑖) ∙ ∆𝑟𝑖    (6.4) 

   ∆𝑟𝑖 = ∆𝜇𝑖 ∙ 𝐾𝑇−1(𝑟𝑖) ∙ 𝑓𝑛𝑒 + 𝐾𝑇−1(𝑟𝑖) ∙ ψ(𝑟𝑖)   (6.5) 

   ∆𝑟𝑖 = ∆𝜇𝑖 ∙ 𝑟𝑖
,, + ∆𝑟𝑖

,      (6.6) 

De la ecuación de constricción se obtiene: 

   𝑔(𝜇, 𝑟) = 0       (6.3) 

   𝑔(𝜇𝑖 + ∆𝜇𝑖, 𝑟𝑖 + ∆𝑟𝑖) = 0     (6.7) 

   𝑔�𝜇𝑖 + ∆𝜇𝑖, 𝑟𝑖 + ∆𝜇𝑖 ∙ 𝑟𝑖
,, + ∆𝑟𝑖

,� = 0    (6.8) 

   ℎ(∆𝜇𝑖) = 0       (6.9) 

Como se ha dicho, en el método del desplazamiento impuesto, la ecuación de constricción 
es el desplazamiento impuesto de un grado de libertad de un nodo prefijado (ver figura 6.3). 
De este modo: 
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   ℎ(∆𝜇𝑖) ≡ 𝑟(𝑘)𝑖 − 𝑟(𝑘)𝑚 + ∆𝑟 ,(𝑘)𝑖 + 𝑟 ,,(𝑘)𝑖 ∙ ∆𝜇𝑖 − 𝑙𝑚 = 0 (6.10) 

Despejando: 

   ∆𝜇𝑖 = 𝑙𝑚−(𝑟(𝑘)𝑖−𝑟(𝑘)𝑚+∆𝑟,(𝑘)𝑖)
𝑟,,(𝑘)𝑖

     (6.11) 

 

 

Figura 6.3: Gráfica carga aplicada-desplazamiento para: (izquierda) el grado de libertad k 
impuesto y (derecha) el resto de grados de libertad j [99]. 

En la figura 6.4 se muestra el diagrama de flujo que se sigue para la determinación del 
estado de un elemento. 
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Figura 6.4: Determinación del estado de un elemento. 

Se parte de una estructura equilibrada a un determinado nivel de carga. Con el fin de 
conseguir el equilibrio en el siguiente escalón de carga, se requiere evaluar de forma iterativa 
el estado de la estructura para unos determinados desplazamientos nodales. Para cada 
iteración se obtienen las correspondientes fuerzas nodales internas y la matriz de rigidez de 
cada elemento. En cada iteración se siguen los siguientes pasos: 

Paso 1: Obtención de los desplazamientos nodales para cada elemento: r 

Paso 2: Se evalúa para cada uno de los puntos de integración (ξ, η) la correspondiente 
matriz de deformación: Be(ξ, η). 

Paso 3: Se calculan las deformaciones para cada punto de integración: ee = Be · r 

Paso 4: Se define el material tal y como se hace en el punto 6.1.1. de este mismo capítulo. 

Paso 5: Conocida la deformación para cada uno de los puntos de integración, se aplican las 
ecuaciones constitutivas. Se obtiene el vector de tensiones y la matriz de rigidez de cada punto 
de integración: σe , De 

Paso 6: Se aplican las ecuaciones de equilibrio a nivel elemento a través del principio de los 
trabajos virtuales. Esto permite obtener la matriz de rigidez del elemento K y el vector de 
fuerzas nodales internas fint. 

 

ENTRADA a la 
secuencia 

Desplazamientos 
nodales: 

r 

Matriz de deformación en 
cada punto de integración: 

Be 

Deformaciones en cada 
punto de integración: 

εe = (εx , εy , γxy)T 

Determinación del 
estado del material 

Tensión y Rigidez en cada 
punto de integración: 

σe, De 

Fuerzas nodales internas y matriz 
de rigidez del elemento finito 

fint , K 

SALIDA de la 
secuencia 

1) 

2) 

3) 4) 

5) 

6) 
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6.2. Modelado del ensayo Push-off. Resultados numéricos. 

6.2.1 Modelado como material 

En este punto se explica el modelado del material que compone cada una de las probetas 
tanto de hormigón armado como las de hormigón armado y reforzado con fibras de acero 
usando el material DSFM y el DSFM-Ser, respectivamente. Por tanto lo que se muestra en este 
apartado es la respuesta tanto en tensiones como en deformaciones de un punto material 
situado en el plano de corte de la pieza (en la zona entre entallas). 

Como se describe en el capítulo 3 se disponen de 5 tipos de material de los cuales se 
extraen dos probetas por cada uno. Cada material se corresponde con una dosificación (ver 
tabla 6.1). 

Tabla 6.1: Tabla identificador-dosificación-resistencia a compresión 

Identificador Dosificación fc (MPa) 

Z-HA-3FI8-NF J1-1 32.5 

Z-HA-2FI8-NF J1-2 36.35 

Z-HF-2FI8-NF J2-1 29.82 

Z-HF-3FI8-NF J2-2 33.77 

Z-HF-0FI8-NF J3-1 30.98 

 

Las probetas correspondientes al hormigón armado (HA) se modelan con el material DSFM 
y las probetas con hormigón armado y reforzado con fibras de acero o sólo reforzado con 
fibras de acero (HF) se modelan con el material DSFM-Ser (ver tabla 6.2). 

Tabla 6.2: Tabla identificador-modelo material 

Identificador Modelo material 

Z-HA-3FI8-NF DSFM 

Z-HA-2FI8-NF DSFM 

Z-HF-2FI8-NF DSFM-Ser 

Z-HF-3FI8-NF DSFM-Ser 

Z-HF-0FI8-NF DSFM-Ser 
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Para la realización del modelo material se tienen en cuenta los siguientes parámetros del 
hormigón y del acero: 

 - Resistencia a compresión del hormigón descrita en tabla 1. 

 - Diámetro de las armaduras que atraviesan el plano de corte en dirección x: 12mm  
    (barras) 

 - Diámetro de las armaduras que atraviesan el plano de corte en dirección y: 8mm  
    (cercos de cortante) 

 - Resistencia elástica del acero: fy = 554.086 MPa 

 - Resistencia última del acero: fu = 641.849 MPa 

 - Módulo de elasticidad del acero: Es = 178765 MPa. 

6.2.1.1 Probetas de hormigón armado (HA) con material DSFM 

Como ya se ha comentado se modelan con material DSFM las probetas que se 
corresponden con el identificador: Z-HA-3FI8-NF y Z-HA-2FI8-NF. 

Para la resistencia a tracción del hormigón, se añade a la expresión (5.25) del capítulo 5 
(donde se define la resistencia a tracción del hormigón para el material DSFM) un coeficiente K 
que se va variando para ver el efecto que produce y calibrar hasta qué punto se puede adaptar 
las curvas obtenidas de forma teórica con el modelo con las obtenidas de forma práctica. Es 
decir: 

   𝑓𝑡′ = 0.65 · (𝑓𝑐′)0.33      (5.25) 

   𝑓𝑡′ = 𝐾 · 0.65 · (𝑓𝑐′)0.33      (6.12) 

También se consideran dos cuantías de armado en dirección x (ρx) dependiendo del ancho 
que se coja en la zona entre entallas (ver figura 6.5). 

 

Figura 6.5: Sistema de referencia en el ensayo y sección de la probeta entre entallas 
perpendicular a la dirección x. 
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De este modo, se tiene: 

   𝜌𝑥1 = 8∙𝐴∅12
400∙120

= 0.01885 

   𝜌𝑥2 = 2∙𝐴∅12
70∙120

= 0.02693 

Para las cuantías de armado en y, se consideran los dos casos posibles: 3FI8 y 2FI8 (ver 
figura 6.6). 

   𝜌𝑦 3𝐹𝐼8 = 6∙𝐴∅8
265∙120

= 9.4841 ∙ 10−3 

   𝜌𝑦 2𝐹𝐼8 = 4∙𝐴∅8
265∙120

= 6.3227 ∙ 10−3 

 

Figura 6.6: Sección de la probeta entre entallas perpendicular a la dirección y (plano de corte) 
para 3FI8 y para 2FI8. 

Con todo lo dicho, se obtienen los siguientes resultados: 

- Para Z-HA-3FI8-NF: 

 Con el armado ρx1 ver figuras 6.7 y 6.8: 

 

Figura 6.7: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con distintas K. 

164 
 



Capítulo 6: Implementación numérica y resultados numéricos 

 

Figura 6.8: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con fotogrametría. 

 Con el armado ρx2 ver figuras 6.9 y 6.10: 

 

Figura 6.9: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con distintas K. 

 

Figura 6.10: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con fotogrametría. 
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- Para Z-HA-2FI8-NF: 

 Con el armado ρx1 ver figuras 6.11 y 6.12: 

 

Figura 6.11: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con distintas K. 

 

Figura 6.12: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con fotogrametría. 

 Con el armado ρx2 ver figuras 6.13 y 6.14: 

 

Figura 6.13: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con distintas K. 
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Figura 6.14: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con fotogrametría. 

A la vista de los gráficos de las figuras 6.7 a 6.14 parece que se adapta mejor a la curva 
experimental el considerar el modelo numérico con la cuantía de armado x2 y valores de K 
superiores a 1.5, tanto para 3FI8 como para 2FI8. Al aumentar el valor de K se consigue alargar 
más la rama elástica y, por consiguiente, la fisuración diagonal se alcanza para valores de 
tensión más elevados. El hecho de usar el armado x2 no mejora demasiado el comportamiento 
elástico ni el comportamiento frente a la fisuración diagonal, pero sí que parece alcanzar 
cargas de rotura más elevadas y mantener más estable el tramo final de la gráfica, que es 
donde se produce la plastificación de la armadura. No obstante lo dicho, los retoques 
realizados con armado x2 y valores de K superiores a 1.5 son artificios numéricos que se han 
usado para calibrar la sensibilidad del modelo. Por tanto, es conveniente modelar con armado 
x1 y valores de K=1, ya que esto concuerda más con la realidad y, como se puede observar en 
las gráficas de las figuras 6.7 a 6.14, las diferencias son aceptables. 

Además, también se añade el efecto de una compresión lateral en dirección x (ver figura 
6.5). La definición de la compresión lateral se lleva a cabo en función de la relación entre las 
tensiones σx: σy:τxy . En el caso de las figuras anteriores donde no se tiene en cuenta el efecto 
de la compresión lateral se utiliza una relación tensional: 0:0:1. Para la obtención de los 
resultados teniendo en cuenta el efecto de la compresión lateral se utiliza una relación 
tensional: -P/(b·h) : 0 : P/(b·H) o, lo que viene a ser lo mismo: -H/h : 0 : 1. Donde H es la altura 
del plano de corte: 265mm (ver figura 6.6) y h es el ancho de paso de las bielas de compresión 
que se ha asociado a la separación entre armaduras que cruzan el plano de corte en dirección 
x (ver figura 6.5). Si se utiliza un valor de h = 70mm sale un valor del ratio de compresión σx = -
3.786 que da lugar a un comportamiento demasiado rígido. Por tanto, los resultados de la 
figuras 6.15 y 6.16 se obtienen usando un valor de h = 400mm con un valor del ratio de 
compresión σx = -0.6625. 

Para la obtención de estos resultados se utiliza K = 1 y una cuantía de armado de x1. De 
este modo se obtiene: 
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- Para Z-HA-3FI8-NF (ver figura 6.15): 

 

Figura 6.15: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con modelo con compresión 
lateral. 

- Para Z-HA-2FI8-NF (ver figura 6.16): 

 

Figura 6.16: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con modelo con compresión 
lateral. 

Al comparar las figuras 6.15 y 6.16 se observa que el efecto de la compresión consigue que 
la armadura plastifique a un nivel de carga más elevado y que se alcance una mayor carga de 
rotura. No obstante, la rigidez no parece verse afectada por este efecto. 

6.2.1.2 Probetas de hormigón armado y reforzado con fibras de acero 
(HF) con material DSFM-Ser 

Como ya se ha comentado se modelan con material DSFM-Ser las probetas que se 
corresponden con el identificador: Z-HF-3FI8-NF, Z-HF-2FI8-NF y Z-HF-0FI8-NF. 

La cuantía de armado que se usa es: 

- Armado en x: 
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   𝜌𝑥 = 8∙𝐴∅12
400∙120

= 0.01885 

- Armado en y:  

   𝜌𝑦 3𝐹𝐼8 = 6∙𝐴∅8
265∙120

= 9.4841 ∙ 10−3 

   𝜌𝑦 2𝐹𝐼8 = 4∙𝐴∅8
265∙120

= 6.3227 ∙ 10−3 

Tal y como se explica en el apartado 5.1.4 del capítulo 5, por Análisis Inverso se obtienen 
los valores de la tabla 6.3: 

Tabla 6.3: Parámetros α, β , εct0 y fct obtenidos para las distintas probetas 

Probetas α β εct0 fct (MPa) 

Z-HF-3FI8-NF 0.6013 1.4880·107 0.0151 2.7989 

Z-HF-2FI8-NF 0.5791 1.1608·107 0.0047 2.7033 

Z-HF-0FI8-NF 0.5834 2.2752·107 0.0215 3.1067 

 

También se lleva a cabo el análisis con una compresión lateral tal y como se ha explicado en 
el apartado anterior (apartado 6.2.1.1). 

De este modo se obtienen los siguientes resultados: 

- Para Z-HF-3FI8-NF (ver figura 6.17): 

 

Figura 6.17: Z-HF-3FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral. 
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- Para Z-HF-2FI8-NF (ver figura 6.18): 

 

Figura 6.18: Z-HF-2FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral. 

 

- Para Z-HF-0FI8-NF (ver figura 6.19): 

 

Figura 6.19: Z-HF-0FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral. 
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6.2.1.3 Comparación ente HA y HF 

A continuación se muestra la figura 6.20 y 6.21 donde se comparan los resultados 
obtenidos en los dos apartados anteriores. 

 

Figura 6.20: Comparativa εy y γxy entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con 
fibras en el modelo material. 

 

 

Figura 6.21: Comparativa εy y γxy entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con 
fibras en el modelo material considerando una compresión lateral. 

 

A partir de los resultados obtenidos se pueden obtener las siguientes tablas (tablas 6.4 y 
6.5): 
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Tabla 6.4: Tensión tangencial crítica (de fisuración), tensión tangencial última y resistencia a 
compresión simple para modelo material para la cuantía de armado x1 y K=1. 

Probetas τcr (MPa) τu (MPa) fc (MPa) τu / fc 

Z-HA-3FI8-NF 1.79 7.42 32.5 0.2282 

Z-HA-2FI8-NF 1.82 6.08 36.35 0.1674 

Z-HF-2FI8-NF 1.94 7.22 29.82 0.2420 

Z-HF-3FI8-NF 2.03 8.88 33.77 0.2631 

Z-HF-0FI8-NF 2.17 3.94 30.98 0.1273 

 

Tabla 6.5: Tensión tangencial crítica, tensión tangencial última y resistencia a compresión 
simple para modelo material con compresión lateral para la cuantía de armado x1 y K=1. 

Probetas τcr (MPa) τu (MPa) fc (MPa) τu / fc 

Z-HA-3FI8-NF 2.44 8.26 32.5 0.2542 

Z-HA-2FI8-NF 2.54 6.70 36.35 0.1842 

Z-HF-2FI8-NF 2.24 7.84 29.82 0.2630 

Z-HF-3FI8-NF 2.53 9.76 33.77 0.2891 

Z-HF-0FI8-NF 2.48 4.28 30.98 0.1383 

 

En este punto se lleva a cabo un análisis comparativo de los resultados obtenidos de 
manera experimental con los obtenidos de manera numérica según el modelo material. Al 
comparar los gráficos de las figuras 4.20, 4.21 (del capítulo 4), 6.20 y 6.21 (de este mismo 
capítulo) se observa que las curvas experimentan la misma tendencia. No obstante, aunque la 
tensión de fisuración se parece, se ve que en el caso del modelo material, se alcanzan 
tensiones de rotura y deformaciones más altas que en la fotogrametría. Parece que se 
manifiesta cierta diferencia en la rigidez (ver tabla 6.6). 
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Tabla 6.6: Comparativa de los ángulos de inclinación de las bielas para ensayo experimental, 
modelo material y modelo material con compresión lateral, en grados sexagesismales 

Probetas θ test θDSFM θDSFM-comp 

Z-HA-3FI8-NF 18.43 33.99 31.04 

Z-HA-2FI8-NF 20.83 29.40 26.66 

Z-HF-2FI8-NF 24.67 34.60 32.57 

Z-HF-3FI8-NF 23.30 37.91 35.22 

Z-HF-0FI8-NF 14.43 24.65 22.94 

 

A la vista de la tabla 6.6 se observa que hay una diferencia bastante notoria en los valores 
de los ángulos de inclinación de las bielas en el plano de corte obtenidos de manera 
experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de manifiesto que, aunque se obtengan 
valores similares de tensiones y deformaciones de forma experimental y con el modelo, dicho 
modelo no acaba de ajustarse a la realidad. La realidad física muestra que las fisuras aparecen 
con un ángulo de inclinación que no acaba de verse bien ajustado con el modelo. Por tanto, el 
modelo no acaba de representar bien la trayectoria de las bielas de compresión en el plano de 
corte. 

6.2.2 Modelado con Elementos Finitos 

Con el fin de analizar con más detalle el comportamiento de las probetas push-off se 
desarrolla en este apartado una modelización bidimensional mediante elementos finitos de las 
probetas ensayadas de hormigón armado. 

Con el modelo de elementos finitos se consiguen obtener diversos resultados que sirven 
para comprender mejor el comportamiento tensional del modelo de ensayo tipo push-off. En 
este estudio se modeliza con distintos tipos de materiales: MatJ2 y hor2dpan para el hormigón 
armado y acero para las barras que conforman la armadura discreta. Estos materiales se 
describen en el capítulo 5. Se utilizan distintos grados de discretización de las armaduras que 
componen la pieza, tanto las situadas en dirección transversal al plano de corte (cercos: 3Fi8 y 
2Fi8) como las que componen el armado general de la pieza. Se pasa de un tratamiento de la 
armadura totalmente difusa a la discretización de forma gradual hasta llegar a su totalidad. 

Para el modelado del hormigón se usan elementos finitos tipo cuadrilátero tanto de 4 como 
de 9 nodos. El armado se modeliza con elementos finitos tipo barra a medida que se van 
discretizando (ver figura 6.22). 
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Figura 6.22: Mallado con el elemento finito tipo cuadrilátero: (izquierda) posición de los puntos 
Demec, de los puntos de carga y las condiciones de contorno, (derecha) posición de las 

armaduras cuando se considera el modelo con armadura totalmente discreta. 

En cuanto a las condiciones de contorno se modela el apoyo del push-off en su cara inferior 
mediante apoyos fijos en los que se ha impedido el desplazamiento vertical (ver figura 6.23). 
Por otra parte, la carga se ha aplicado mediante incrementos siguiendo un procedimiento de 
desplazamiento vertical impuesto. Con este modo de aplicación de la carga se pretende 
simular el modo en el que el gato hidráulico va aplicando mediante deformación la carga a la 
probeta. En este trabajo se han aplicado varias magnitudes de desplazamiento vertical en 
distintos pasos. Se han aplicado desplazamientos verticales desde 0.5mm a 2mm en 
incrementos o escalones de carga de 10 a 400 pasos (ver anejo C). 

 

Figura 6.23: Condiciones de contorno para el mallado con cuadrilátero de 4 nodos y para el 
mallado con cuadrilátero de 9 nodos. 

x 

y 

174 
 



Capítulo 6: Implementación numérica y resultados numéricos 

En el anejo C de este mismo trabajo se puede observar los resultados aplicando las distintas 
modelizaciones en función de los nodos del cuadrilátero, del material y de la discretización de 
las armaduras para la probeta de hormigón armado Z-HA-3FI8-NF. 

A continuación se muestran los resultados tensionales obtenidos en el momento de la 
rotura para las probetas de hormigón armado teniendo en cuenta una modelización con 
cuadriláteros de cuatro nodos, material hor2dpan para el hormigón armado y una 
discretización total de las armaduras con material acero. Este es el modelo que se considera 
más adaptado a la realidad de los expuestos en el anejo C: 

- Para Z-HA-3FI8-NF (ver figuras 6.24 y 6.25): 

 

Figura 6.24: Probeta Z-HA-3FI8-NF en rotura: (izquierda) tensiones σy, (derecha) tensiones 
tangenciales τxy. Uds: MPa. 
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Figura 6.25: Probeta Z-HA-3FI8-NF en rotura: Trayectorias de tensiones principales en 
compresión y tracción 

- Para Z-HA-2FI8-NF (ver figuras 6.26 y 6.27): 

 

Figura 6.26: Probeta Z-HA-2FI8-NF en rotura: (izquierda) tensiones σy, (derecha) tensiones 
tangenciales τxy. Uds: MPa. 

Trayectoria en tensiones principales
post nº: 400
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Figura 6.27: Probeta Z-HA-2FI8-NF en rotura: Trayectorias de tensiones principales en 
compresión y tracción 

Se puede observar valores de tensión de compresión muy altos en la zona de las entallas 
que es donde más se castiga a la pieza y por donde se produce el colapso por compresión. Se 
denota la alta concentración tensional en el pasillo formado por el plano de corte. En las 
figuras 6.25 y 6.27 se muestra la trayectoria de las tensiones que pone de manifiesto este 
hecho. Es en esta zona donde se genera el mecanismo de celosía y por donde aparecen las 
fisuras con su inclinación característica, tal y como se muestra en las figuras 6.25 y 6.27. Se 
puede observar también en dichas figuras que las direcciones principales de compresiones son 
bastante constantes a lo largo de todo el plano de corte y con una inclinación bastante similar 
a la observada en el ensayo experimental. Esto implica que la distribución de tensiones 
tangenciales en el plano de corte en las figuras 6.24 y 6.26 (derecha) es bastante constante a 
excepción de la zona cercana a las entallas en las que se producen algunas distorsiones locales. 
No obstante a lo largo de la mayor parte del plano de cortante se observa una cierta 
estabilidad. Esto es acorde a lo medido experimentalmente mediante la fotogrametría y los 
puntos Demec. 

Se ha procedido también a comparar los campos de deformaciones con los obtenidos 
experimentalmente mediante fotogrametría, tanto para las deformaciones en el eje horizontal 
(dirección x, ver figura 6.22) de la probeta como para las distorsiones angulares. Se ha podido 
observar que el comportamiento numérico con elementos finitos ha resultado ser mucho más 
rígido que el observado experimentalmente y con el modelo material (ver figuras 6.28 y 6.29). 
Esto ha originado que en el modelo de elementos finitos se alcance la rotura en la zona de las 
entallas por excesivas compresiones en el hormigón cuando las armaduras transversales que 
cruzan el plano de corte todavía se encuentran con valores bajos de tensiones de tracción 
todavía lejanos a su límite elástico. Este hecho resulta muy sorprendente dado que se 

Trayectoria en tensiones principales
post nº: 350
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registraron deformaciones en dirección x (ver figura 6.22)de valores bastante notables y muy 
superiores al límite de plastificación. 

 

Figura 6.28: Probeta Z-HA-3FI8-NF. Comparación εy con fotogrametría, modelo material y 
modelo de elementos finitos 

 

Figura 6.29: Probeta Z-HA-3FI8-NF. Comparación γxy con fotogrametría, modelo material y 
modelo de elementos finitos 
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Con el fin de dar una respuesta a esto se puede decir que la modelización por elementos 
finitos se ha llevado a cabo sin tener en cuenta algunos efectos que pueden tener una 
relevancia esencial en la respuesta deformacional del ensayo. Como ya se ha mencionado, se 
modelan las armaduras discretas con elementos finitos tipo barra que sólo tienen respuesta 
axial. Ello da lugar a que no se tenga en cuenta el efecto pasador de las barras que constituyen 
los cercos en la armadura transversal al plano de corte. Es decir, sólo se considera que las 
barras trabajan a tracción. Este efecto puede tener bastante relevancia ya que la probeta 
rompe por cortante siguiendo la dirección del plano de corte y, por consiguiente, las 
armaduras que lo atraviesan deben de contribuir a la resistencia en esta dirección. Tampoco se 
tiene en cuenta un posible deslizamiento de esta armadura. 

También resulta conflictiva la zona de las entallas. Aquí es donde se produce la rotura por 
aplastamiento de las bielas de compresión. Es en esta zona donde se producen las mayores 
dificultades a la hora de estabilizar el modelo numérico. Es en estos puntos donde el modelo 
necesita ser más robusto y estable. 

Todas estas cuestiones hacen que se generen inexactitudes a la hora de obtener los gráficos 
tensión-deformación por el método de elementos finitos. 

Se desprende del análisis mediante el modelo de los elementos finitos que es esencial 
modelar el comportamiento del cortante fricción haciendo trabajar a las armaduras en 
dirección transversal a parte de en dirección normal. 

6.3. Conclusiones numéricas 

En este punto se detallan, a modo resumen, las conclusiones numéricas que se obtienen. 

Con respecto a la modelización numérica llevada a nivel material: 

• La modelización a nivel material de los ensayos push-off de RC y SFRC muestran 
tendencias similares a los valores obtenidos experimentalmente 

• Se observa una clara influencia del tipo de análisis a realizar en función de la 
combinación de tensiones normales y tangenciales a tener en cuenta. Esto tiene 
una influencia importantísima en el ángulo de inclinación de bielas. 

• La modelización que incluye el efecto de las tensiones normales de compresión 
arroja resultados más similares a los obtenidos experimentalmente en cuanto al 
ángulo de inclinación de bielas. 

• A la vista de la tabla 6.6 se observa que hay una diferencia bastante notoria en 
los valores de los ángulos de inclinación de las bielas en el plano de corte 
obtenidos de manera experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de 
manifiesto que, aunque se obtengan valores similares de tensiones y 
deformaciones de forma experimental y con el modelo, dicho modelo no acaba 
de ajustarse a la realidad. La realidad física muestra que las fisuras aparecen con 
un ángulo de inclinación que no acaba de verse bien ajustado con el modelo. Por 
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tanto, el modelo no acaba de representar bien la trayectoria de las bielas de 
compresión en el plano de corte. 

Con respecto a la modelización 2D mediante elementos finitos: 

• En la situación de rotura se alcanzan tensiones de agotamiento en el hormigón 
en el entorno de la entalla tal y como se observó experimentalmente 

• Las direcciones principales de compresiones son bastante constantes a lo largo 
de todo el plano de corte y con una inclinación bastante similar a la observada en 
el ensayo experimental.  

• La distribución de tensiones tangenciales en el plano de corte es bastante 
constante a excepción de la zona de las entallas en las que se producen 
distorsiones locales. 

• En cuanto a la comparación con los campos de deformaciones obtenidos 
experimentalmente y con el modelo material se ha podido observar que el 
comportamiento numérico con elementos finitos ha resultado ser mucho más 
rígido (ver figuras 6.28 y 6.29). 

• La modelización de las armaduras que cruzan el plano de corte deben incluir el 
efecto pasador junto con la interacción con las tensiones normales incluidas en 
las armaduras. También debería considerarse el efecto del deslizamiento de las 
armaduras con respecto a la matriz de hormigón. 
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Capítulo 7: 

Conclusiones y futuras líneas de investigación 

 

 

7.1. Síntesis final 

En el trabajo aquí presentado se ha realizado un estudio experimental y de modelización 
numérica del comportamiento frente a tensiones tangenciales de elementos de hormigón 
armado y hormigón armado y reforzado con fibras de acero. Esto se ha llevado a cabo a través 
de dos bloques diferenciados: un estudio experimental y una modelización numérica a partir 
del ensayo tipo push-off sin fisuración previa. 

El fallo por cortante en probetas tipo push-off sin fisuración previa ocurre tras la formación 
de numerosas fisuras en una dirección inclinada desde el plano de corte. El fallo final, 
normalmente, se produce debido al aplastamiento del hormigón en las bielas de compresión 
formadas aproximadamente paralelas a la dirección de las fisuras. La compresión que se 
produce entre las bielas de compresión y la tracción que transmiten las armaduras, tanto las 
que cruzan el plano de corte como las paralelas a éste, originan un mecanismo resistente de 
celosía. 

El programa experimental planteado en este proyecto ha consistido en la preparación de 10 
probetas tipo push-off sin fisuración previa que han sido ensayadas frente a cortante. Estas 
probetas han sido fabricadas con diferentes hormigones: 4 probetas de hormigón armado 
(RC), 4 probetas de hormigón armado reforzado con fibras de acero (SFRC) y 2 probetas de 
hormigón sólo con fibras de acero. Se ha dispuesto, por cada ensayo, de tres fuentes de 
información tanto para la obtención de desplazamientos como para la obtención de 
deformaciones: fotogrametría, puntos Demec y transductores de desplazamiento. 

La modelización numérica se ha llevado a cabo con una modelización a nivel material tanto 
del RC como del SFRC y, como complemento, se realiza un modelo de elementos finitos de las 
piezas fabricadas con RC. Se describen los distintos materiales que se usan tanto en la 
modelización como punto material como cuando se modela con el uso de elementos finitos. La 
determinación de los materiales 2D que se usan para modelar el comportamiento constitutivo 
del RC: DSFM, hor2dpan y MatJ2 se ha llevado a cabo mediante el análisis directo, mientras 
que en la determinación del material 2D DSFM-Ser para modelar el comportamiento 
constitutivo de tracción del SFRC se ha usado el análisis inverso. El modelo de elementos 
finitos se ha generado con distintos grados de discretización y con el uso de distintos tipos de 
elementos: cuadrilátero de nueve nodos, cuadrilátero de cuatro nodos y elemento barra de 
dos nodos. 
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7.2. Conclusiones 

En este punto se muestran las conclusiones obtenidas procedentes de la campaña 
experimental y las procedentes de la modelización numérica. 

Conclusiones de la campaña experimental: 

• Se observa que las deformaciones en dirección y (εy) y las distorsiones angulares 
(γxy) son estables en los tres métodos utilizados: fotogrametría, puntos Demec y 
transductores de desplazamiento, similar a otros ensayos de panel realizados por 
otros autores [23], [26] y [29]. 

• Se ha constatado que la distribución de deformaciones en dirección y (εy) y las 
distorsiones angulares (γxy) se mantienen prácticamente constantes a lo largo del 
plano de corte de las probetas push-off. 

• Se puede distinguir claramente el comportamiento no fisurado, el fisurado y la 
posterior rotura así como la plastificación de las armaduras transversales. 

• Las probetas con fibras presentan mayor rigidez a cortante que las de hormigón 
armado principalmente tras la fisuración debido a la utilización de fibras de corta 
longitud. 

Conclusiones numéricas: 

 Con respecto a la modelización numérica llevada a nivel material: 

• La modelización a nivel material de los ensayos push-off de RC y SFRC muestran 
tendencias similares a los valores obtenidos experimentalmente. 

• Se observa una clara influencia del tipo de análisis a realizar en función de la 
combinación de tensiones normales y tangenciales a tener en cuenta. Esto tiene 
una influencia muy significativa en el ángulo de inclinación de bielas. 

• La modelización que incluye el efecto de las tensiones normales de compresión 
arroja resultados más similares a los obtenidos experimentalmente en cuanto al 
ángulo de inclinación de bielas. 

• Se observa que hay una diferencia bastante notoria en los valores de los ángulos 
de inclinación de las bielas en el plano de corte obtenidos de manera 
experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de manifiesto que, 
aunque se obtengan valores similares de tensiones y deformaciones de forma 
experimental y con el modelo, dicho modelo no acaba de ajustarse a la realidad. 
La realidad física muestra que las fisuras aparecen con un ángulo de inclinación 
que no acaba de verse bien ajustado con el modelo. Por tanto, el modelo no 
acaba de representar bien la trayectoria de las bielas de compresión en el plano 
de corte. 
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 Con respecto a la modelización 2D mediante elementos finitos: 

• En la situación de rotura se alcanzan tensiones de agotamiento en el hormigón 
en el entorno de la entalla tal y como se observó experimentalmente 

• Las direcciones principales de compresiones son bastante constantes a lo largo 
de todo el plano de corte y con una inclinación bastante similar a la observada en 
el ensayo experimental.  

• La distribución de tensiones tangenciales en el plano de corte es bastante 
constante a excepción de la zona de las entallas en las que se producen 
distorsiones locales. 

• En cuanto a la comparación con los campos de deformaciones obtenidos 
experimentalmente y con el modelo material se ha podido observar que el 
comportamiento numérico con elementos finitos ha resultado ser mucho más 
rígido. 

• La modelización de las armaduras que cruzan el plano de corte debe incluir el 
efecto pasador junto con la interacción con las tensiones normales incluidas en 
las armaduras. También debería considerarse el efecto del deslizamiento de las 
armaduras con respecto a la matriz de hormigón. 

7.3. Futuras líneas de investigación 

Tras la exposición del trabajo final de máster, se proponen las siguientes posibilidades 
como futuras líneas de investigación: 

Campaña experimental: 

• La posibilidad de realizar una campaña experimental con una mayor población 
de ensayos push-off sin fisuración previa fabricados con hormigón armado y con 
hormigón armado y reforzado con fibras de acero. 

• La posibilidad de realizar una campaña experimental con vigas fabricadas con 
hormigón armado y con hormigón armado y reforzado con fibras de acero. 

Modelización numérica: 

• La posibilidad de enriquecer el modelo material 2D teniendo en cuenta nuevos 
factores como: el efecto pasador de las armaduras, el engranamiento de áridos y 
la adherencia de las armaduras transversales al plano de corte. 

• La posibilidad de controlar de una manera más exhaustiva algunos parámetros 
del modelo material como es el ángulo de inclinación de las bielas en el plano de 
corte. 
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• La posibilidad de realizar una discretización con mayor número de elementos 
finitos en las zonas más conflictivas del ensayo push-off como las entallas y la 
parte lateral externa del bloque. 

• La posibilidad de utilizar el modelo material DSFM-Ser para la modelización 
mediante elementos finitos del hormigón armado y reforzado con fibras de 
acero. 

• La posibilidad de realizar la modelización numérica de ensayos de vigas. 
fabricadas con hormigón armado y reforzado con fibras de acero. 
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Comparación DEMEC- Fotogrametría: 
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La formulación del material DSFM se lleva a cabo según Vecchio [27]. 

Introducción al modelo [27]: 

El desarrollo de procedimientos elásticos y no lineales en el análisis del hormigón armado 
por medio de elementos finitos, generalmente se ha venido desarrollando a través de dos 
líneas: modelos de fisuración rotativa y modelos de fisuración fija. En los modelos de fisuración 
rotativa se asume que se produce una reorientación gradual en la dirección de las fisuras 
influenciada por el modo de carga de la estructura o por la respuesta del propio material. 
Junto con el cambio producido en la dirección de las fisuras, tiene lugar una reorientación 
gradual en la dirección principal de tensiones y en la dirección principal de deformaciones del 
hormigón. Por el contrario, con los modelos de fisuración fija, las direcciones de las fisuras 
permanecen fijas siguiendo la dirección de aparición de la primera fisura. Un aspecto 
importante a tener en cuenta en los modelos de fisuración fija es la determinación de las 
tensiones tangenciales que necesariamente se desarrollan en la superficie de las fisuras y el 
deslizamiento por cortante que se produce como consecuencia de ello. 

Hace unos treinta años, se propuso The Modified Compression Field Theory (MCFT) [23] 
para describir el comportamiento del hormigón fisurado en elementos sujetos a cargas en su 
plano. Esencialmente se trata de un modelo de fisuración rotativa distribuida que representa 
el hormigón como un material ortotrópico. El equilibrio, la compatibilidad y las relaciones 
tensión-deformación se formulan utilizando los valores de tensiones y deformaciones en 
términos medios. 

El MCFT refleja la observación de que el hormigón fisurado, cuando está sujeto 
simultáneamente a elevadas deformaciones de tracción en la dirección normal a la 
compresión, manifiesta una resistencia y una rigidez reducidas con respecto al hormigón no 
fisurado comprimido de forma uniaxial. Este método propone, además, una formulación 
basada en la rigidización por tracción ("tensión de stiffening") para representar la presencia y 
la influencia de la resistencia media a tracción que tiene lugar en el hormigón entre fisuras una 
vez se ha producido la fisuración. 

Está demostrado que el MCFT proporciona predicciones consistentemente fiables de la 
resistencia, respuesta carga-deformación y modo de fallo con aceptable exactitud en la 
mayoría de los contextos ingenieriles. No obstante la experiencia revela algunas deficiencias 
de precisión y fiabilidad del modelo en situaciones específicas como pueden ser las zonas 
donde hay una alta concentración de armado en ambas direcciones o zonas donde hay poca 
concentración de armado en la dirección transversal. 
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El MCFT asume la simplificación de que las direcciones de las deformaciones principales 
medias coinciden con las direcciones de las tensiones principales medias en el hormigón. Se 
demuestra de forma experimental que esto no es necesariamente así. La tendencia observada 
es que las variaciones que se producen en la dirección principal de tensiones llevan un cierto 
retraso con respecto a las variaciones que se producen en la dirección principal de 
deformaciones, tal y como se muestra en la figura B.1. 

 

Figura B.1: Desviación de la dirección principal de las tensiones frente a la dirección 
principal de las deformaciones [27]. 

Dado que el patrón observado (ver figura B.1) es el de que la reorientación de las 
direcciones de las tensiones y las deformaciones parece estar relacionada y no es muy 
diferente y, dada la simplificación que ello confiere a los aspectos computacionales del 
método, se decide hacer la simplificación en el MCFT (anteriormente mencionada) de 
coaxialidad entre tensiones y deformaciones. Es esta simplificación la que da lugar a las 
inexactitudes del modelo en los casos mencionados anteriormente. 

Otra dificultad que presenta el MCFT surge de la verificación de la fisura por cortante. Se 
asume que la dirección de las fisuras en el hormigón está alineada con la dirección de las 
tensiones principales medias; así que, la media de las tensiones tangenciales en las direcciones 
ortogonales a las fisuras son necesariamente cero. No obstante, en la superficie de las fisuras, 
las condiciones tensionales locales son diferentes y pueden dar lugar a tensiones tangenciales 
distintas de cero en dicha zona. El MCFT comprueba la magnitud de estas tensiones locales; si 
dichas tensiones exceden un valor límite, se realiza una reducción de la magnitud de la media 
de las tensiones de tracción que pueden ser resistidas. En realidad, la relación entre las 
tensiones de tracción del hormigón y las tensiones tangenciales localizadas no es directa. 
Además, aunque las tensiones tangenciales puedan ser generadas en la superficie de la fisura, 
las relaciones de compatibilidad del MCFT no las tienen en cuenta para el deslizamiento por 
cortante a lo largo de la fisura. Por último, la comprobación a cortante de las fisuras 
representa una complejidad computacional demasiado elevada en relación con la simplicidad 
del resto de la formulación. La comprobación a cortante de la fisura ha sido el aspecto menos 
entendido y más ignorado en la implementación del MCFT, aunque esto debería ser un 
componente relativamente importante en el modelo. 
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The Disturbed Stress Field Model (DSFM), que es el modelo que se usa aquí, intenta corregir 
las dos debilidades más importantes del modelo computacional del MCFT: el forzado 
alineamiento de las direcciones de las tensiones principales y las deformaciones principales y 
la consideración de las tensiones de corte (tensiones tangenciales) en las fisuras. Con el DSFM 
se demuestra que una consideración más comprensiva de estos mecanismos ayuda a reducir 
las inexactitudes sistemáticas que se obtienen en el MCFT bajo determinadas circunstancias. 
No obstante, el MCFT sigue siendo un simple pero poderoso modelo computacional aplicable 
con suficiente exactitud en la mayoría de las situaciones que se pueden dar en la práctica. 

Modelo conceptual [27]. 

Se considera un elemento estructural de hormigón armado que haya fisurado como 
resultado de la aplicación de unas cargas externas, tal y como se muestra en la figura B.2. 

 

Figura B.2: Naturaleza del DSFM en hormigón armado y fisurado [27]. 

Las tensiones de tracción en el hormigón fc1 se aproximan a cero en la zona donde están 
situadas las fisuras y son mayores que cero en la zona entre fisuras debido al fenómeno de la 
tensión de stiffening y otros mecanismos. Para compensar la reducción de la tensión de 
tracción del hormigón en las fisuras, las tensiones en las armaduras fs se verán incrementadas 
para mantener el equilibrio tensional. Si el armado atraviesa las fisuras con cierta inclinación, 
las tensiones locales incrementadas en el armado darán lugar a tensiones tangenciales en la 
superficie de las fisuras vc. No obstante, como los ejes de referencia 1-2 representan la 
orientación de las tensiones principales medias, la media de las tensiones tangenciales en el 
hormigón debe ser, necesariamente, cero. Finalmente, las tensiones de compresión en el 
hormigón fc2 se ven incrementadas, en cierto modo, cerca de las fisuras debido al mecanismo 
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de engranamiento de los áridos y a las condiciones de equilibrio. Por tanto, es conveniente 
considerar el mecanismo interno de resistencia en términos de campos de tensiones medias, 
pero aceptando que dichos campos están perturbados por la presencia de las fisuras. 

Respecto a las tensiones tangenciales locales distintas de cero que aparecen en la interface 
de las fisuras, se asume que se produce un cierto grado de deslizamiento de sólido rígido a lo 
largo de la fisura. Esta deformación localizada debe ser considerada como una adición a la 
media de las deformaciones resultado de la respuesta constitutiva del hormigón a la media de 
las tensiones. La inclusión de dichas deformaciones por deslizamiento da como resultado una 
desviación entre la orientación de la media de las tensiones principales y la media de las 
deformaciones principales aparentes en el hormigón. 

Condiciones de equilibrio [27]. 

Tal y como se muestra en la figura B.3, se considera un elemento de hormigón armado 
sujeto a tensiones uniformes, [σ] = {σx, σy, τxy}, aplicadas a lo largo de los límites. Este 
elemento está armado con un número de armaduras orientadas con ángulos arbitrarios 
respecto a los ejes de referencia del elemento. Se considera que el armado está extendido y 
uniformemente distribuido dentro del elemento. El problema que se plantea es el de calcular 
el comportamiento resultante del elemento, incluyendo la respuesta tensión-deformación, los 
patrones de fisurado, las tensiones internas y el modo de rotura. 

 

Figura B.3: Elemento de hormigón armado: (a) Armado y condiciones de carga; (b) Círculo 
de Mohr para la media de las tensiones en el hormigón [27]. 

Las fuerzas aplicadas en el elemento son resistidas por las tensiones internas inducidas en 
el hormigón y en el armado. En este contexto, es necesario examinar las condiciones de 
equilibrio en el elemento en dos niveles: en términos de media de tensiones extendidas sobre 
el área del elemento y en términos de condiciones locales a lo largo de las superficies de las 
fisuras. 

Para la formulación de las matrices de rigidez en el análisis mediante elementos finitos o 
para el desarrollo de las relaciones de equilibrio explícitas para el propio análisis o los 
procedimientos de diseño, es conveniente relacionar la media de las tensiones con la media de 
las deformaciones. Para ello, el hormigón es considerado como un material ortotrópico con 
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fisuración rotativa; de este modo, la media de las tensiones principales fc2 y fc1 permanecen 
paralelas y perpendiculares, respectivamente, respecto a la dirección de las fisuras definida 
por el ángulo θ, como se puede ver en la figura B.4 (a). Hay que destacar que la media de las 
tensiones principales de tracción en el hormigón fc1 se tienen igualmente en cuenta después 
de la fisuración, debido a los mecanismos de reblandecimiento y de tensión de stiffening. 
Además, también se deben considerar las medias de tensiones actuando en el armado; para la 
armadura i , la media de las tensiones se representa como fsi. Estas condiciones de tensiones 
medias se representan en las figuras B.4 (b y c). 

 

Figura B.4: Condiciones de equilibrio: (a) Condiciones externas; (b) Paralelas a la dirección 
de las fisuras; (c) Perpendiculares a dirección de las fisuras; (d) a lo largo de la superficie de la 

fisura [27]. 

De este modo las condiciones de equilibrio vienen representadas como: 

   [𝜎] = [𝐷𝑐][𝜀𝑐] +∑ [𝐷𝑠]𝑖𝑛
𝑖=1 [𝜀𝑠]𝑖       (B.1) 

donde n = número de barras de armado; [Dc] y [Ds]i = matrices de rigidez del hormigón y del 
acero del armado, respectivamente; [εc] y [εs]i = red de deformaciones en el hormigón y en el 
acero de armado, respectivamente. Para el caso concreto en el que el elemento está 
ortogonalmente armado y, a su vez, alineado con los ejes de referencia, las ecuaciones de 
equilibrio quedan representadas como: 

    𝜎𝑥 = 𝑓𝑐𝑥 + 𝜌𝑥 · 𝑓𝑠𝑥     (B.2) 

    𝜎𝑦 = 𝑓𝑐𝑦 + 𝜌𝑦 · 𝑓𝑠𝑦     (B.3) 

    𝜏𝑥𝑦 = 𝑣𝑐𝑥𝑦      (B.4) 
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Las tensiones del hormigón fcx, fcy y vcxy se pueden obtener usando el círculo de Mohr de 
tensiones, tal y como se muestra en la figura B.3(b). 

Se asumirá que la componente de tensión principal de tracción en el hormigón debido a la 
tensión de stiffening es cero en la posición de la fisura. Para transmitir la media de las 
tensiones fc1 será necesario considerar incrementos locales de tensiones en las armaduras. 
Estas tensiones locales se representan como fscri, tal y como se muestra en la figura B.4(d). La 
magnitud de fc1 que puede ser transmitida mediante este mecanismo viene limitada por la 
reserva de capacidad del armado, la cual viene dada por la diferencia entre la media de 
tensiones y la tensión de plastificación. De este modo: 

   𝑓𝑐1 ≤ ∑ 𝜌𝑖�𝑓𝑦𝑖 − 𝑓𝑠𝑖� · 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛𝑖𝑛
𝑖=1     (B.5) 

donde ρi = cuantía de armado; fsi = media de tensiones en el acero; fyi = tensión de 
plastificación para la armadura i; θni = diferencia entre el ángulo de orientación del armado, αi, 
y la normal a la superficie de la fisura θ: 

    𝜃𝑛𝑖 = 𝜃 − 𝛼𝑖      (B.6) 

Las tensiones locales del armado fscri se determinan a partir de las deformaciones locales 
del armado εscri. Estas tensiones locales en el armado deben satisfacer la condición de 
equilibrio según la cual la media de las tensiones de tracción en el hormigón son transmisibles 
a lo largo de las fisuras, es decir: 

   ∑ 𝜌𝑖�𝑓𝑦𝑖 − 𝑓𝑠𝑖� · 𝑐𝑜𝑠2𝜃𝑛𝑖𝑛
𝑖=1 = 𝑓𝑐1    (B.7) 

Los incrementos locales de las tensiones en el armado, en la posición de las fisuras, 
conducen al desarrollo de tensiones tangenciales a lo largo de las superficies de las fisuras vci. 
Las condiciones de equilibrio dan lugar a la siguiente expresión: 

   𝑣𝑐𝑖 = ∑ 𝜌𝑖(𝑓𝑠𝑐𝑟𝑖 − 𝑓𝑠𝑖) · 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑛𝑖 · 𝑠𝑖𝑛𝑛
𝑖=1 𝜃𝑛𝑖   (B.8) 

Relaciones de compatibilidad [27]. 

Se considera las condiciones de compatibilidad en un elemento de hormigón armado 
compuestas por las deformaciones continuas y los deslizamientos discontinuos a lo largo de las 
superficies de las fisuras, como se muestra en la figura B.5: 
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Figura B.5: Condiciones de compatibilidad: (a) Deformaciones debido a la respuesta 
constitutiva media (extendida); (b) Deformaciones debidas al deslizamiento de sólido rígido a lo 

largo de la fisura; (c) Deformaciones combinadas [27]. 

Las deformaciones continuas son el resultado de la conformidad mecánica entre la tensión 
y la extensión de los anchos de las fisuras sobre un área finita. La componente de 
deslizamiento es el resultado de un movimiento de sólido rígido a lo largo de la interface de la 
fisura. Relativo a un sistema de referencia x-y, las deformaciones medidas contienen, 
intrínsecamente, los dos componentes de deformación antes mencionados. Estas 
deformaciones medidas (totales) o "aparentes" se representan con [ε] = {εx εy γxy}. La 
inclinación aparente de las deformaciones principales θε se calcula como: 

    𝜃𝜀 = 1
2

tan−1 � 𝛾𝑥𝑦
𝜀𝑥−𝜀𝑦

�     (B.9) 

Desacoplando los dos efectos deformacionales, la red de deformaciones finales dentro del 
continuo vendrá denotada como [εc] = {εcx εcy γcxy}. Las deformaciones principales se obtienen 
a partir de la red de deformaciones usando las transformaciones estándar: 

   𝜀𝑐1, 𝜀𝑐2 =  �𝜀𝑐𝑥+𝜀𝑐𝑦�
2

± 1
2
��𝜀𝑐𝑥 − 𝜀𝑐𝑦�

2 + 𝛾𝑐𝑥𝑦2 �
1/2

  (B.10) 
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La inclinación final de las deformaciones principales en el continuo θ y la inclinación 
adoptada para las tensiones principales será: 

    𝜃𝜎 = 𝜃 = 1
2

tan−1 � 𝛾𝑐𝑥𝑦
𝜀𝑐𝑥−𝜀𝑐𝑦

�    (B.11) 

Se considera, ahora, el deslizamiento discreto que ocurre a lo largo de las superficies de las 
fisuras (ver figura B.5(b)). Se asume que las fisuras están inclinadas en la dirección de la red de 
deformaciones principales de tracción θ, que las fisuras tienen un ancho medio y una 
separación de w y s, respectivamente, y que el deslizamiento a lo largo de la superficie de la 
fisura tiene una magnitud de δs. Se puede definir una distorsión angular media debida al 
cortante por deslizamiento como sigue: 

     𝛾𝑠 = 𝛿𝑠
𝑠

      (B.12) 

Usando la construcción del Círculo de Mohr, la distorsión angular antes mencionada puede 
relacionarse con las componentes ortogonales relativas al sistema de referencia: [εs] = {εs

x εs
y 

γs
xy} como sigue: 

     𝜀𝑥𝑠 = −𝛾𝑠
2

· sin(2𝜃)    (B.13) 

     𝜀𝑦𝑠 = 𝛾𝑠
2

· sin(2𝜃)    (B.14) 

     𝛾𝑥𝑦𝑠 = 𝛾𝑠
2

· cos(2𝜃)    (B.15) 

Además de esto, el elemento puede experimentar deformaciones debido a 
compensaciones elásticas o plásticas. Las deformaciones por compensación elástica [εc

0] 
incluyen efectos debidos a la expansión térmica, expansión mecánica (por ejemplo el efecto 
Poisson y los áridos alcalinos reactivos) y contracción. Las deformaciones por compensación 
plástica [εc

p] surgen de las condiciones de carga cíclica o cargas en niveles post-pico. Las 
deformaciones aparentes (totales) son el sumatorio las deformaciones inducidas por las 
tensiones en el continuo., las distorsiones angulares debidas al cortante y las deformaciones 
por compensación tanto elástica como plástica. De este modo se obtienen las siguientes 
condiciones de compatibilidad: 

    [𝜀] = [𝜀𝑐] + [𝜀𝑠] + [𝜀𝑐0] + �𝜀𝑐
𝑝�    (B.16) 

La diferencia entre la rotación de las tensiones principales en el continuo respecto de la 
rotación de las deformaciones principales aparentes, viene definida por: 

     ∆𝜃 = 𝜃𝜀 − 𝜃𝜎     (B.17) 

La condición de deformación aparente se relaciona también con la orientación final de las 
tensiones y las deformaciones en el continuo como sigue: 

    𝛾𝑠 = 𝛾𝑥𝑦 · cos 2𝜃𝜎 + �𝜀𝑦 − 𝜀𝑥� · sin 2𝜃𝜎  (B.18) 
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Se asume una condición de adherencia perfecta entre la armadura y el hormigón. Por 
tanto, la deformación media en un componente del armado se calcula, con respecto a la 
deformación total, como sigue: 

   𝜀𝑠𝑖 = 𝜀𝑥+𝜀𝑦
2

+ 𝜀𝑥−𝜀𝑦
2

· cos 2𝛼𝑖 + 𝛾𝑥𝑦
2

· sin 2𝛼𝑖 + 𝜀𝑠𝑖0   (B.19) 

donde α i  = ángulo de orientación del armado; y ε0
si = predeformación inicial en el armado. En 

la posición de las fisuras, las tensiones y deformaciones locales en el armado se ven 
incrementadas para compensar la reducción local en la media de tensiones de tracción del 
hormigón. Se asume la presencia de un incremento de la deformación local ∆ε1cr en la 
dirección principal de tensión para satisfacer la condición de equilibrio representada por (7). La 
deformación local en el armado será: 

   𝜀𝑠𝑐𝑟𝑖 = 𝜀𝑠𝑖 + ∆𝜀1𝑐𝑟 · cos2 𝜃𝑛𝑖     (B.20) 

Dada una separación entre fisuras en las direcciones de referencia x e y, sx y sy, la 
separación media en el continuo fisurado puede ser estimada como: 

   𝑠 = 1
sin𝜃
𝑠𝑥

+cos𝜃𝑠𝑦

       (B.21) 

Los valores de sx y sy pueden ser estimados a partir de las formulaciones estándar de 
separación de fisura. A partir de la separación media entre fisuras, la abertura media de fisura 
w puede obtenerse a partir de la deformación media de tracción como sigue: 

   𝑤 = 𝜀𝑐1 · 𝑠       (B.22) 

Relaciones constitutivas [27]. 

La tensión principal de compresión en el hormigón fc2 está en función tanto de la 
deformación principal de compresión como de la deformación principal de tracción 
coexistente. Esta influencia va condicionada por el factor de reducción βd como sigue: 

   𝛽𝑑 = 1
1+𝐶𝑠·𝐶𝑑

≤ 1.0      (B.23) 

donde: 

   𝐶𝑑 = 0.35(−𝜀𝑐1
𝜀𝑐2

− 0.28)0.8     (B.24) 

también se puede usar: 

   𝐶𝑑 = 0.27(𝜀𝑐1
𝜀0
− 0.37)      (B.25) 

esta última expresión es más fácil de implementar en los procesos de diseño y, además, la 
precisión no se ve reducida cuando se usa una forma simple en función de εc1 solamente. 

El factor Cs hace referencia a la influencia del deslizamiento en las fisuras. Si el 
deslizamiento es tenido en cuenta, entonces el índice de reblandecimiento por compresión 
debido a la fisuración transversal debe ser reducido para compensar las mayores 
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deformaciones "aparentes" obtenidas. Según [27], para el DSFM se puede usa Cs = 0.55. Si el 
deslizamiento entre fisuras no se tiene en cuenta de forma explícita en las relaciones de 
compatibilidad del elemento, como ocurre con el MCFT, se usa Cs = 1.0. 

El factor βd se usa para definir tanto el pico de tensiones fp como la deformación cuando se 
produce el pico de tensiones εp en la respuesta a compresión del hormigón. De este modo, 
usando la formulación de εc1/εc2 : 

   𝑓𝑝 = −𝛽𝑑 · 𝑓′𝑐       (B.26) 

   𝜀𝑝 = −𝛽𝑑 · 𝜀0       (B.27) 

si se usa la formulación de εc1/εc2, entonces εp = - ε0 (notar que tanto εp como fp son 
cantidades negativas). Según Vecchio and Collins 1993, una curva de respuesta a compresión 
adecuada vendría dada por la expresión: 

   𝑓𝑐2 = 𝑓𝑝 · 𝑛·(𝜀𝑐2/𝜀𝑝)
(𝑛−1)+(𝜀𝑐2/𝜀𝑝)𝑛𝑘

     (B.28) 

donde: 

   𝑛 = 0.80− 𝑓𝑝
17

       (B.29) 

   𝑘 = 1.0,    𝜀𝑝 <  𝜀𝑐2 < 0;    𝑘 = �0.67− 𝑓𝑝
62
� ,   𝜀𝑐2 <  𝜀𝑝           (B.30a,b) 

Viendo en la figura B.6(a) la respuesta a compresión se asume que decae a 0 cuando el 
ancho de fisura llega a 5mm. 

 

Figura B.6: Relaciones constitutivas: (a) Modelo de reblandecimiento por compresión; (b) 
Modelo de reblandecimiento por tracción; (c) Modelo de tracción de Stiffening; (d) Respuesta 

del armado de acero [27]. 
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Para el hormigón en tracción, antes de la fisuración, se usa la siguiente relación lineal: 

  𝑓𝑐1 = 𝐸𝑐𝜀𝑐1,    0 <  𝜀𝑐1 < 𝜀𝑐𝑟         (B.31) 

Se ha usado para la resistencia a tracción la siguiente expresión: 

   𝑓𝑡′ = 0.65 · (𝑓𝑐′)0.33      (B.32) 

Después de la fisuración, el hormigón puede continuar resistiendo tensiones de tracción 
como resultado de dos mecanismos independientes: reblandecimiento por tracción y tracción 
de stiffening. El reblandecimiento por tracción va referido a un mecanismo de fractura 
asociado. Éste es particularmente significativo en estructuras de hormigón que contienen poco 
o nada de armado. Aquí, la tensión de tracción del hormigón postfisurado debido al 
reblandecimiento por tracción se calcula como: 

   𝑓𝑐1𝑎 = 𝑓′𝑡 · �1 − (𝜀𝑐1−𝜀𝑐𝑟)
(𝜀𝑡𝑠−𝜀𝑐𝑟)

�     (B.33) 

donde la deformación terminal εts se obtiene a partir del parámetro de energía de fractura Gf y 
la longitud característica Lr como sigue: 

   𝜀𝑡𝑠 = 2.0 · 𝐺𝑓
𝑓𝑡′·𝐿𝑟

       (B.34) 

El parámetro Gf se ha tomado como una constante de valor 75 N/m. El resultado de la 
formulación del reblandecimiento por tracción del hormigón se muestra en la figura B.6(b). 

Las tensiones de tracción postfisura en el hormigón también surgen a partir de las 
interacciones entre el armado y el hormigón. En las zonas entre fisuras, la carga es transmitida 
entre el hormigón y las armaduras mediante tensiones de adherencia, dando lugar a niveles 
significativos de tensiones medias de tracción en el hormigón. Como ya se hizo en el MCFT , 
estas tensiones de tracción de stiffening se modelan a través de la siguiente expresión: 

   𝑓𝑐1𝑏 = 𝑓𝑡′

1+�𝑐𝑡·𝜀𝑐1
       (B.35) 

donde el coeficiente de tracción de stiffening viene expresado como: 

   𝑐𝑡 = 2.2 · 𝑚       (B.36) 

donde: 

   1
𝑚

= ∑ 4𝑝𝑖
𝑑𝑏𝑖

· �cos𝜃𝑛𝑖�
𝑛
𝑖=1       (B.37) 

Este modelo se ilustra en la figura B.6(c). De este modo la tensión principal media de tracción 
en el hormigón es el mayor de los dos valores definidos: 

   𝑓𝑐1 = max (𝑓𝑐1𝑎 ,𝑓𝑐1𝑏 )      (B.38) 

Se usa una relación tensión-deformación trilineal para modelar el comportamiento del 
armado en tracción o en compresión: 
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   𝑓𝑠 = Esεs ,     0 < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑦     (B.39a) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 ,      𝜀𝑦 < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑠ℎ     (B.39b) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 + 𝐸𝑠ℎ(𝜀𝑠 − 𝜀𝑠ℎ) ,      𝜀𝑠ℎ < 𝜀𝑠 < 𝜀𝑢   (B.39c) 

   𝑓𝑠 = 𝑓𝑦 ,      𝜀𝑠 > 𝜀𝑢      (B.39d) 

donde fy = resistencia a la fluencia; Es = módulo de elasticidad; Esh = módulo de 
endurecimiento por deformación; εy = deformación por fluencia; εsh = deformación al 
comienzo de la deformación por endurecimiento; y εu = deformación última. Esta formulación, 
ilustrada en la figura B.6(d),es la que se usa para el cálculo tanto de las tensiones medias como 
las locales (fsi y fscri), dando lugar a las correspondientes deformaciones del armado (εsi y εscri). 

Modelo de deslizamiento [27]. 

Muchos estudios en la literatura cuantifican el deslizamiento δs a lo largo de la superficie de 
una fisura como una función de la tensión tangencial actuante vci. Estas formulaciones suelen 
estar, además, en función de la obertura de fisura w, tamaño del árido a y de la resistencia a 
compresión del hormigón en probeta cilíndrica f'c o cúbica fcc. La relación que se adopta aquí 
es la dada por Walraven (1981) en [6], tomando la porción de rigidez de su formulación como: 

   𝛿𝑠𝑎 = 𝑣𝑐𝑖
1.8𝑤−0.8+(0.234𝑤−0.707−0.20)·𝑓𝑐𝑐

    (B.40) 

Una vez se ha obtenido el desplazamiento por deslizamiento δa
s, se usa la expresión (12) 

para determinar la deformación por deslizamiento de la fisura γa
s. 

Surgen dos dificultades cuando se implementa un modelo cortante-deslizamiento en la 
formulación analítica. El primero es que, aunque se reconozca de forma correcta que se 
requiere cierto deslizamiento inicial antes de que el hueco entre las dos superficies de fisura se 
cierre y se desarrolle la adherencia, incluir la componente de deslizamiento inicial en el 
procedimiento analítico demuestra ser numéricamente problemático. El segundo, en el caso 
de elementos que están localmente sin armar, las ecuaciones de equilibrio presentadas 
anteriormente dan lugar a cero como resultado del cálculo de las tensiones tangenciales en la 
superficie de las fisuras (ver expresión (B.8)). Esto indica que no se tiene en cuenta la tensión 
tangencial que surge del efecto de engranamiento de áridos u otros mecanismos. Tensiones 
tangenciales igual a cero conducen a que el deslizamiento por cortantes sea cero y esto es 
intuitivamente insatisfactorio. 

Una aproximación suplementaria es la de relacionar los cambios en la dirección de las 
tensiones principales con los cambios en la dirección de las deformaciones aparentes 
principales. Como se observa en la figura B.1, en los paneles con armado cruzando las fisuras 
en ángulo oblicuo, la rotación del campo de tensiones tiende a retrasarse con respecto a la 
rotación del campo de deformaciones. Este retraso se produce pronto justamente después de 
la primera fisuración y se mantiene relativamente constante en los primeros estadios de carga 
hasta que uno de los componentes del armado empieza a plastificar. Las observaciones que se 
obtienen de los ensayos con paneles indican que el retraso inicial es aproximadamente de 5 a 
10o, dependiendo de las condiciones de armado. 
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En relación con la dirección de la fisura inicial θ ic, la rotación en las deformaciones 
principales aparentes ∆θε se determina, en primer lugar, de acuerdo con la carga 
prevaleciente y las condiciones materiales en el último estado de carga: 

   ∆𝜃𝜀 = 𝜃𝜀 − 𝜃𝑖𝑐       (B.41) 

Teniendo en cuenta el retraso en la rotación, el cambio en la inclinación de la dirección de 
la tensión principal ∆θσ se puede obtener: 

   ∆𝜃𝜎 = (∆𝜃𝜀 − 𝜃𝑙)  para |∆θε | > θ  l  
 (B.42a) 

   ∆𝜃𝜎 = ∆𝜃𝜀   para |∆θε | ≤ θ  l  
 (B.42b) 

donde el retraso constante θ l se toma como 5o para elementos armados de forma biaxial, 
7.5o para elementos armados de forma uniaxial y 10o para elementos armados. La inclinación 
del campo de tensiones en el último estado de carga se calcula como: 

   𝜃𝜎 = 𝜃𝑖𝑐 + ∆𝜃𝜎       (B.43) 

Después, usando la expresión (B.18), se obtiene la deformación debida al deslizamiento por 
cortante en la fisura γb

s. La desventaja en esta aproximación, aparte de estar basada 
enteramente en una determinación empírica y falta de alguna objetividad, es que en los 
últimos estados de carga el retraso de la rotación cesa de ser relativamente constante y 
empieza a escalonarse. 

Combinando las dos aproximaciones en una formulación híbrida se eliminan las deficiencias 
de cada una. La deformación por cortante debida al deslizamiento en la fisura se puede tomar 
como el máximo de los valores: 

   𝛾𝑠 = max (𝛾𝑠𝑎 ,𝛾𝑠𝑏)      (B.44) 

En los primeros estados de carga o en elementos sin armado el criterio de mantener 
constante el retraso es efectivo mientras el deslizamiento esté altamente influenciado por el 
cierre lateral de los huecos a través de las superficies opuestas de la fisura. Para estados de 
carga más avanzados, la expresión explícita del deslizamiento por cortante de la fisura llega a 
ser crítica mientras el deslizamiento es, en ese momento, altamente provocado por las 
tensiones tangenciales que se desarrollan en las superficies de la fisura. La aproximación 
híbrida resulta ser un modelo que captura los mecanismos relevantes y que se corresponde 
con cierta precisión al comportamiento observado. 

Conclusiones según el propio Vecchio tras la formulación del material [27]. 

El modelo DSFM se propone como un modelo de fisuración difusa alternativo para el 
análisis del hormigón armado fisurado. Las ecuaciones de compatibilidad, de equilibrio y 
constitutivas se formulan en términos de tensiones y deformaciones medias, prestando una 
atención particular a los mecanismos de reblandecimiento por compresión (softening) y al de 
tensión de stiffening. Otro aspecto a tener en cuenta en la teoría es el considerar las 
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condiciones locales en la localización de las fisuras, debido a que la presencia de las fisuras 
crea distorsiones en el campo de tensiones que pueden influir en el comportamiento. La 
principal novedad de la teoría es la inclusión en la formulación de un deslizamiento discreto en 
la superficie de las fisuras en las condiciones de compatibilidad,. 

El procedimiento analítico que resulta de la formulación del deslizamiento es aquel que 
ocupa un terreno medio entre modelos de fisuración fija y modelos de fisuración rotativa, 
capturando las ventajas de cada uno. Al contrario que ocurre con los modelos de fisuración 
fija, el DSFM permite la reorientación progresiva y gradual de la dirección de las tensiones 
principales (y de la dirección de las fisuras) en el hormigón, con cierto grado de retraso. Al 
contrario que ocurre con los modelos de fisuración rotativos más comunes, el DSFM permite la 
divergencia entre la dirección de las tensiones principales y la dirección de las deformaciones 
principales. En ambos aspectos, el modelo resulta mucho más consistente con el 
comportamiento observado. 

El DSFM es una extensión del MCFT. No obstante, por el hecho de incluir el deslizamiento 
por cortante en la fisura en las ecuaciones de compatibilidad, se obtienen una serie de 
mejoras: 

- La inclinación de las tensiones principales y de las deformaciones principales no es, 
necesariamente, la misma. 

- Se representan mejor las condiciones de comportamiento y de rotura cuando se tiene en 
cuenta la influencia del deslizamiento por cortante en la fisura. 

- Se elimina la molesta comprobación de la tensión tangencial en la fisura. 

- Se reduce y se dota de consistencia al grado de reblandecimiento por compresión 
(softening) como resultado de la fisuración en sí, en comparación con lo expuesto por otros 
autores. 

Como un añadido a la formulación del material también se comenta, a continuación, la 
manera de implementar el modelo de material DSFM según Vecchio [28]. 

Implementación en el modelo de elementos finitos [28]. 

Considerar el estado tensional y deformacional en un punto del continuo en el hormigón 
armado, como se muestra en la figura B.7. 
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Figura B.7: Elemento de hormigón armado: (a) Propiedades del elemento y tensiones 
aplicadas; (b) Deformaciones medias totales en el elemento; (c) Tensiones medias en el 

hormigón [28]. 

Dada la tensión [σ] actuando en el punto, la deformación total [ε] resultante debe ser la 
que satisfaga la condición: 

   [𝜎] = [D][ε] − [σ0]      (B.45) 

donde [D] = la matriz de rigidez del material. Las tensiones internas antes de aplicar la carga 
[σ0], debidas a las deformaciones compensadas (o no mecánicas) elásticas y plásticas en el 
hormigón y en el armado (incluyendo el deslizamiento por cortante en la fisura), se define 
como sigue:  

   [𝜎0] = [Dc]�[εs] + [εc0] + �εc
p�� + ∑ [Ds]i[εs0]in

i=1   (B.46) 

Para el proceso de implementación descrito aquí, la matriz de rigidez material [D] para un 
elemento de hormigón armado, se construye en el contexto de matriz de rigidez secante. Las 
matrices de rigidez para el hormigón [Dc]' y cada una de las componentes del armado [Ds]'i se 
definen, en un primer momento, con respecto a sus ejes principales. La rigidez total se 
determina combinando las contribuciones de cada uno de los componentes, usando las 
transformaciones apropiadas para tener en cuenta la anisotropía. 

La matriz de rigidez del hormigón [Dc]' evaluada en relación con las direcciones principales 
de la tensión (1, 2) es: 

   [𝐷𝑐]′ = �
Ē𝑐1 0 0
0 Ē𝑐2 0
0 0 Ḡ𝑐

�     (B.47) 

donde Ēc1, Ēc2 y Ḡc = módulo secante. Para un estado tensión-deformación particular, el 
módulo secante se evalúa como: 

   Ē𝑐1 = 𝑓𝑐1
𝜀𝑐1

;    Ē𝑐2 = 𝑓𝑐2
𝜀𝑐2

;    Ḡ𝑐 = Ē𝑐1·Ē𝑐2
𝐸𝑐1+𝐸𝑐2

    (B.48) 
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donde εc1 y εc2 = red principal de deformaciones en el hormigón; fc1 y fc2 = tensiones 
principales correspondientes (ver figura B.8 (a)). El efecto de Poisson y la expansión lateral, si 
se consideran, se tratan como deformaciones elásticas no mecánicas (compensadas) [ε0

c]. 

Para cada componente del armado, se evalúa su correspondiente matriz [Ds]'i : 

   [𝐷𝑠]𝑖′ = �
𝜌𝑖Ē𝑠𝑖 0 0

0 0 0
0 0 0

�      (B.49) 

donde ρi = densidad de armado. El modulo secante Ēsi se define como: 

   Ē𝑠𝑖 = 𝑓𝑠𝑖
𝜀𝑠𝑖

       (B.50) 

donde εsi y fsi = deformación media y tensión media, respectivamente, en el armado (ver 
figura B.8 (b)). 

 

Figura B.8: Definición del módulo secante: (a) Hormigón; (b) Armado [28]. 

Las componentes de las matrices de rigidez se transforman al sistema de referencia global y 
después se suman. Por tanto, la matriz de rigidez total evaluada en el sistema de referencia 
global [D] será: 

   [𝐷] = [Dc] + ∑ [Ds]in
i=1       (B.51) 

donde: 

   [𝐷𝑐] = [Tc]T[Dc]′[Tc]      (B.52) 

   [𝐷𝑠]𝑖 = [Ts]Ti[Ds]′i[Ts]i     (B.53) 

La matriz de transformación [T] viene dada por: 

  [𝑇] = �
cos2 ψ sin2 ψ cos ψ sin ψ
sin2 ψ cos2 ψ − cos ψ sin ψ

−2 cos ψ sin ψ 2 cos ψ sin ψ (cos2 ψ− sin2 ψ)
�  (B.54) 
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donde ψ = θ para el hormigón (por ejemplo, la inclinación de la tensión principal) y ψ = αi para 
el armado (por ejemplo, la orientación de las barras). 

En esta formulación es necesario tener en cuenta para las deformaciones compensadas (no 
mecánicas) las fuerzas nodales debidas a la deformación previa o predeformación. Para las 
deformaciones debidas al deslizamiento de las fisuras [εs], uniones con desplazamiento libre 
[rs

c] se determinan a partir de la geometría del elemento como sigue: 

   [𝑟𝑐𝑠] = ∫[εs] dA       (B.55) 

Dados los desplazamientos libres, las fuerzas nodales debidas a la deformación previa o 
predeformación [F s

c] se pueden evaluar como: 

   [𝐹𝑐𝑠] = [𝑘𝑐][𝑟𝑐𝑠]       (B.56) 

donde [kc] = componente del hormigón en la matriz de rigidez del elemento. Las fuerzas 
debidas a la predeformación se calculan de forma similar para las deformaciones compensadas 
(no mecánicas) tanto elásticas como plásticas. Las fuerzas debido a la predeformación se 
añaden al vector de cargas nodales. 

Para llevar a cabo el análisis no lineal para una estructura de hormigón armado se usa una 
rutina iterativa con rigidez secante para carga total. A través de cada iteración, las matrices de 
rigidez material [D] y la del elemento [k] se van actualizando conforme se va alcanzando una 
convergencia satisfactoria. El criterio de convergencia puede ir basado tanto en el módulo 
secante como en los desplazamientos del elemento cuando se alcancen valores estables. En la 
figura B.9 se muestra una subporción del algoritmo. A este respecto se puede notar que, 
mientras las matrices de rigidez cambian a través de cada iteración, también lo harán los 
vectores de fuerzas debidas a la predeformación debido a las deformaciones por deslizamiento 
en las fisuras, deformaciones compensadas (no mecánicas) elásticas y las deformaciones 
compensadas (no mecánicas) plásticas. Así que el vector de fuerzas total debe ser recalculado 
en cada iteración. 
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Figura B.9: Algoritmo de análisis no lineal [28]. 
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Implementación del modelo de deslizamiento por cortante [28]. 

Como se explica anteriormente, para la formulación del DSFM se consideran varias 
alternativas en la modelización del deslizamiento por cortante en la fisura. Una es emplear un 
modelo constitutivo explícito para relacionar la cantidad de deslizamiento por cortante con la 
magnitud de la tensión tangencial (por cortante) actuando en la fisura. La segunda alternativa 
consiste en fijar el grado de "retraso" entre la rotación del campo de tensiones y el campo de 
deformaciones en el hormigón. Al final se toma una aproximación híbrida que combina las dos 
alternativas. 

La relación que se adopta aquí es la dada por Walraven (1981) en [22] , y descrita como 
expresión (B.40) en este mismo capítulo: 

   𝛿𝑠 = 𝑣𝑐𝑖
1.8𝑤−0.8+(0.234𝑤−0.707−0.20)·𝑓𝑐𝑐

    (B.40) 

donde δs = desplazamiento por deslizamiento a lo largo de la fisura (mm); vci = tensión 
tangencial (por cortante) actuando sobre la fisura (MPa); w = abertura de fisura media (mm); y 
fcc = resistencia del hormigón para probetas cúbicas (MPa). 

El MCFT predice el fallo por la tensión en el hormigón según su tensión pico, fc2 > fp 
(aplastamiento del hormigón). El DSFM, por otra parte, indica un comportamiento gobernado 
por el excesivo deslizamiento a lo largo de la superficie de la fisura conduciendo al fallo del 
hormigón por cortante. El último es mucho más consistente con el modo de fallo observado. 

Implementación de la resistencia a cortante [28]. 

La inclusión del deslizamiento por cortante en la fisura en las relaciones de compatibilidad 
del DSFM (como ya se explica anteriormente) da como resultado una reducción de la rigidez 
del elemento. Así que, una menor degradación de la rigidez va atribuida al reblandecimiento 
(softening) del hormigón en compresión debido a la influencia de las fisuras transversales. En 
el MCFT, donde las deformaciones debidas al deslizamiento en la fisura no se consideran de 
forma explícita, la necesaria degradación en la rigidez del elemento viene representada 
enteramente por un incremento del factor de reblandecimiento por compresión. A este 
respecto, la aproximación del DSFM es más racional y más consistente con el grado de 
reblandecimiento por compresión aportado por otros investigadores. No obstante, las dos 
aproximaciones producen resultados sustancialmente similares dentro de un rango importante 
de problemas, tal y como se muestra en la figura B.10. Las dificultades pueden surgir si las dos 
formulaciones se combinan de forma incorrecta, por ejemplo, usando las ecuaciones de 
reblandecimiento de MCFT con las relaciones de compatibilidad del DSFM. 
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Figura B.10: Comparación de respuestas de un panel hipotético: (a) Resistencia a cortante;   
(b) Inclinación de las tensiones principales en carga última; (c) Inclinación de las deformaciones 

principales en carga última [28]. 

Conclusiones al proceso de implementación según Vecchio [28]. 

Se presenta el DSFM como un modelo adaptable a los algoritmos de elementos finitos no 
lineales. El deslizamiento por cortante en la fisura así como las deformaciones elásticas y 
plásticas compensadas (no mecánicas) en el hormigón y en el acero se manejan a través del 
uso de fuerzas nodales generadas por una deformación previa (predeformación). El algoritmo 
resultante es estable y robusto, permitiendo calcular la respuesta carga-deformación hasta la 
resistencia última. El modelo conceptual es simple y transparente y los cálculos que tiene en 
cuenta son básicos. 

Se pueden extraer las siguientes observaciones: 

- Las formulaciones de deslizamiento en la fisura presentadas tienen en cuenta la 
divergencia entre las direcciones principales de las tensiones y de las deformaciones en el 
hormigón, mostrando un comportamiento más similar al observado en los ensayos. 

- El modelo híbrido de deslizamiento en la fisura es una exitosa fusión de aproximaciones 
tensionales y de divergencia entre tensiones y deformaciones. No obstante, el modelo 
tensional de deslizamiento en la fisura es suficiente en muchas aplicaciones. 

- En elementos que contienen poca o ninguna cantidad de armado transversal, la rotación 
del campo de tensiones en el hormigón se retrasa alrededor de 10o con respecto al campo de 
deformaciones, resultando en unas capacidades computacionales reducidas para el cortante, 
comparadas con un modelo de rotación total donde la inclinación del campo de tensiones y de 
deformaciones se asume que coinciden. 

- En elementos que contienen gran cantidad de armado por cortante (armado transversal), 
el grado más bajo de reblandecimiento (softening) por compresión, atribuible a los resultados 
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de la fisuración transversal, se ve incrementado en comparación con los modelos de rotación 
total. 

- El grado de reblandecimiento por compresión obtenido con el DSFM es consistente con 
los aportados por otros investigadores. 

Validación del modelo material DSFM según Vecchio [29]. 

También el propio Vecchio realiza la validación [29] del material DSFM con 40 paneles tal y 
como se describe en el estado del arte de este mismo documento. 
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Anejo C: 

Modelado con Elementos Finitos 



-Elemento Finito: cuad 9 nodos 
-Material: MatJ2  
-Armadura: DIFUSA 
-Armado: HA-3FI8 
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-Elemento Finito: cuad 9 nodos 
-Material: MatJ2  
-Armadura: Parcialmente Discreta 1  
-Armado: HA-3FI8 
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-Elemento Finito: cuad 9 nodos 
-Material: MatJ2 y hor2dpan en región 1  
-Armadura: DIFUSA 
-Armado: HA-3FI8 
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-Elemento Finito: cuad 4 nodos 
-Material: hor2dpan 
-Armadura: Parcialmente Discreta 1  
-Armado: HA-3FI8 
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-Elemento Finito: cuad 4 nodos 
-Material: hor2dpan 
-Armadura: Parcialmente Discreta 2 
-Armado: HA-3FI8 



Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm) 

-1.8 -1.6 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
0

50

100

150

200

250





-Elemento Finito: cuad 4 nodos 
-Material: hor2dpan 
-Armadura: TOTALMENTE Discreta 
-Armado: HA-3FI8 
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-Elemento Finito: cuad 4 nodos 
-Material: hor2dpan 
-Armadura: TOTALMENTE Discreta 
-Armado: HA-2FI8 
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Anejo D: 

Calibración del programa con el Panel PB21 

 

 

Se procede a la comprobación, por medio de distintos programas, de algunos resultados del 
cálculo por elementos finitos de un panel. Es decir, se va a calibrar el FideasLAB [98], que es el 
programa que se usa para esta investigación, con un algoritmo propio de comprobación 
llamado "comprobación". Este último algoritmo consiste en una especie de cálculo "manual" a 
partir de los desplazamientos nodales obtenidos con el FideasLAB, de las matrices B, de las 
deformaciones y de las tensiones para cada punto de integración, de la matriz K del panel y de 
las fuerzas nodales internas. Ambos programas han sido creados en el entorno matemático 
Matlab. 

Por tanto, se calcula un panel por el método de los elementos finitos. Para modelar el panel 
se usa un único elemento finito. El panel que se modela en esta calibración es el panel PB21 de 
Bhide and Collins [94]. 

1. Elemento Finito. 

El elemento finito que se usa para modelar el panel es el cuadrilátero de nueve nodos. Para 
este elemento se usan nueve puntos de integración (ver tabla D.1) 

 Tabla D.1: Elemento finito expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico. 

 

 

 

 

 

ng ig ξ η wig 

3x3 

a -0.77459 -0.77459 0.308642 
b 0.00000 -0.77459 0.493827 
c 0.77459 -0.77459 0.308642 
d -0.77459 0.00000 0.493827 
e 0.00000 0.00000 0.790123 
f 0.77459 0.00000 0.493827 
g -0.77459 0.77459 0.308642 
h 0.00000 0.77459 0.493827 
i 0.77459 0.77459 0.308642 
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2. Geometría. 

En la figura D.1 muestra la geometría del panel. Se expresan las unidades en metros: 

 

Figura D.1: Geometría del panel numerada según el orden general de la estructura. 

El panel tiene un espesor de 0.07m. 

3. Condiciones de contorno. 

La figura D.2 shows muestra las condiciones de contorno del panel: 

 

Figura D.2: Condiciones de contorno del panel numeradas según el orden general de la 
estructura 
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4. Condiciones de carga. 

La figura D.3 muestra las condiciones de carga del panel: 

 

Figura D.3: Condiciones de carga del panel numeradas según el orden general de la estructura. 

El valor de P es: P = 1.5·58000N 

5. Orden de los nodos. 

Se definen dos tipos de orden distintos para los nodos (ver figura D.4). Un orden es para 
numerar el orden general de los nodos dentro de la estructura. En este caso, se entiende que 
el panel es la estructura. El otro orden, es para numerar el orden local de los nodos dentro del 
elemento finito. El propósito del orden local es para describir como se han construido las 
matrices N, B y K en el elemento finito siguiendo este orden. Por tanto, se usa el orden general 
cuando se quiere referir el panel como estructura y el orden local cuando se modela el panel 
usando el elemento finito. 

 

Figura D.4: (izquierda) orden general de la estructura, (derecha) orden local del elemento 
finito. 
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6. Propiedades del material. 

Las propiedades del material que se usan para comprobar el programa son: 

E = 20000·106 N/m2 

ν = 0.2 

Se comprueba el material en su rango elástico. 

7. Calibración. 

Realizada en entorno excel. 

8. Conclusión. 

Se observa que todos los parámetros comprobados son los mismos tanto en el programa 
FideasLAB como en el algoritmo "comprobación". 

Con ello, se asume que el programa presenta una exactitud suficientemente adecuada para 
los resultados que se persiguen en este trabajo. 
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Anejo E: 

Modelado de vigas de Bresler-Scordelis 

 

 

En este anejo se muestra el modelado de dos de las vigas de Bresler-Scordelis [11] usando el 
programa FideasLAB [98]. 

Con este anejo se pretende calibrar el programa para ver cómo responde ante el modelado 
de estructuras tipo viga. De este modo se modelan estructuras más comunes y se compara con 
los resultados obtenidos por Vecchio [14]. 

Concretamente se modelan las vigas A1 y A3 según Vecchio [14] con el programa FideasLAB 
de entorno matemático Matlab. El modelado se realiza siguiendo el método de los Elementos 
Finitos. 

1. Detalles de las vigas. 

En la tabla E.1 se muestran las características geométricas de las vigas. En la figura E.1 se 
expresan las unidades en milímetros: 

 

 
 

Figura E.1: (izq.) sección transversal viga A1, (der.) sección transversal viga A3 [14] 

 

Tabla E.1: Detalle de la sección transversal de las vigas de Bresler-Scordelis A1 y A3. 

Viga b (mm) h (mm) d (mm) L (mm) Vano 
(mm) 

Armadura 
inferior 

Armadura 
superior Estribos 

A1 307 561 466 4100 3660 4 No. 9 2 No. 4 No. 2 / 210 
A3 307 561 466 6840 6400 6 No. 9 2 No. 4 No. 2 / 210 

 

En la tabla E.2 y en la tabla E.3 se muestran las características de las armaduras que 
conforman el armado de las vigas y del hormigón respectivamente: 

E1 
 



Anejo E: Modelado de vigas de Bresler-Scordelis 

Tabla E.2: Propiedades del acero que conforma el armado de las vigas de Bresler-Scordelis. 

Armado 

Barra Diámetro 
(mm) 

Área 
(mm2) 

fy 

(MPa) 
fu 

(MPa) 
Es 

(MPa) 
No. 2 6.4 32.2 325 430 190 
No. 4 12.7 127 345 542 201 
No. 9 28.7 645 555 933 218 

 

Tabla E.3: Propiedades del hormigón que conforma las vigas de Bresler-Scordelis. 

Hormigón 

Viga f'c 

(MPa) 
fr 

(MPa) 
A1 24.1 3.86 
A3 35.1 4.34 

 

2. Condiciones de contorno y de carga. 

La figura E.2 muestra las condiciones de contorno y de carga de las vigas. Se trata de vigas 
biapoyadas modeladas realizando un corte por simetría. En el modelo de elementos finitos que 
se explica más adelante, se describe la forma de modelar la aplicación de la carga. 

 

Figura E.2: Condiciones de contorno y de carga de la viga biapoyada en un corte por simetría. 

3. Análisis por elementos finitos. 

El elemento finito que se usa para modelar las vigas es el cuadrilátero de cuatro nodos y 
ocho grados de libertad (dos grados de libertad por cada nodo). Para este elemento se usan 
cuatro puntos de integración (ver tabla E.4) 
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 Tabla E.4: Elemento finito expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico. 

 

El elemento finito que se usa para modelar el armado longitudinal inferior y el superior es 
el elemento barra. El elemento finito tipo barra se trata de un elemento unidimensional. Aquí 
se usa, concretamente, la barra de 2 nodos con 1 grado de libertad, es decir, un grado de 
libertad por nodo (desplazamiento axial u). En el caso de la barra de 2 nodos se usa 1 punto de 
integración (ver tabla E.5). 

Tabla E.5: Barra de 2 nodos expresado en el sistema de coordenadas isoparamétrico. 

 

 

El armado que constituye los cercos se modela como armadura difusa. 

En la figura E.3 se muestra el mallado de las vigas. Para la viga A1 se usa una malla de 46x15 
elementos finitos tipo cuadrilátero y en la viga A3 se utiliza una malla de 66x15 elementos 
finitos tipo cuadrilátero. 

Para la obtención de las ecuaciones constitutivas se utiliza el modelo de material hor2dpan 
ya descrito en este mismo trabajo. 

La forma de modelar la aplicación de la carga es por control de desplazamiento. En este 
caso se impone un descenso vertical en el punto de aplicación de la carga de 35mm en 70 
pasos o escalones de carga. 

 

  

ng ig ξ η wig 

2x2 

a -0.57753 -0.57753 1.0000 
b 0.57753 -0.57753 1.0000 
c 0.57753 0.57753 1.0000 
d -0.57753 0.57753 1.0000 
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Figura E.3: Mallado de elementos finitos para la viga A1 (arriba) y para la viga A3 (abajo). 
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4. Resultados. 

A continuación se muestran algunos de los resultados obtenidos aplicando el modelo de 
elementos finitos en las vigas A1 y A3 aplicando el material hor2dpan. 

La secuencia de imágenes en cada figura muestra: tensiones en dirección x, tensiones en 
dirección y, tensiones tangenciales y patrón de fisuración. Las unidades que se utilizan en las 
figuras E.4 y E.5 son MPa y m. El criterio de signos utilizado es: tensiones < 0 MPa son 
compresiones. 
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VIGA A1 CON MATERIAL hor2dpan: 
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Figura E.4: (de arriba a abajo) tensiones en dirección x, tensiones en dirección y, tensiones 
tangenciales y patrón de fisuración para la viga A1 con material hor2dpan. 
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VIGA A3 CON MATERIAL hor2dpan: 

 

 

E8 
 



Anejo E: Modelado de vigas de Bresler-Scordelis 

 

 

 

Figura E.5: (de arriba a abajo) tensiones en dirección x, tensiones en dirección y, tensiones 
tangenciales y patrón de fisuración para la viga A3 con material hor2dpan. 
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5. Comparación de resultados. 

En este punto se muestra la comparación de las curvas carga aplicada-desplazamiento para 
los distintos materiales y la curva de Bresler-Scordelis [11], tal y como se muestra en la figura 
E.6. 

 

 

Figura E.6: Gráfica fuerza aplicada-desplazamiento para la viga A1 (arriba) y para la viga A3 
(abajo). 
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6. Discusión de resultados. 

En el apartado de resultados (apartado 4) se puede observar que el modelo representa de 
una forma bastante acertada el comportamiento tensional que cabría esperarse al someter las 
vigas a las condiciones de carga especificadas. Tanto el patrón de tensiones como el de fisuras 
que se obtiene es similar al obtenido por Vecchio and Shim [14]. Se observa en la viga A3 la 
forma característica de la celosía (ver figuras E.4 y E.5). 

Al realizar la comparación de resultados (apartado 5) entre los resultados carga-
desplazamiento obtenidos por Bresler and Scordelis [11] y los obtenidos con el modelo 
hor2dpan (ver figura E.6), se puede observar una tendencia razonablemente similar, aunque 
para niveles de carga por encima de 150 KN el desplazamiento que se obtiene con el modelo 
hor2dpan es ligeramente mayor al obtenido por Bresler and Scordelis [11]. 

Con todo ello, se asume que el modelo es suficientemente riguroso para cubrir el objetivo 
que se persigue en este trabajo. 
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	La tabla 2.3 muestra la tipología de ensayos experimentales que se usa para llevar a cabo los distintos trabajos. En función de la forma de la pieza y de las características del hormigón que se ensaya, se obtienen unos resultados u otros. Con ellos se...
	Tabla 2.1: Síntesis general
	1. RC: Hormigón armado
	2. SFRC: Hormigón armado y reforzado con fibras de acero
	3. HPFRC: Hormigón autocompactable, armado y reforzado con fibras (de acero)
	4. NR: Hormigón de resistencia a compresión normal (< 50MPa)
	5. HR: Hormigón de alta resistencia a compresión (> 50MPa)
	Tabla 2.2: Síntesis numérica
	Tabla 2.3: Síntesis experimental
	2.4. Estudios experimentales, modelización y teorías sobre la transmisión del esfuerzo cortante para hormigón armado.
	En este apartado se realiza una cronología y una breve descripción sobre los trabajos acerca del estudio de la transmisión del esfuerzo cortante en hormigón armado que han llevado a cabo los distintos autores a lo largo de los últimos años.
	2.4.1. J.A. HOFBECK, I.O. IBRAHIM y ALAN H. MATTOCK (1969) [15].
	La parte experimental de este estudio se compone de 38 probetas tipo push-off de hormigón armado, algunas de ellas con fisuración previa y otras no.
	Los objetivos de este estudio son:
	1. Determinar la influencia en la transferencia del esfuerzo cortante en el plano de corte de la fisuración previa en dicho plano.
	2. Determinar la influencia de la resistencia, tamaño y disposición del armado en la transferencia del esfuerzo cortante a través del plano de corte.
	3. Determinar la influencia de la resistencia del hormigón en la transferencia del esfuerzo cortante en el plano de corte.
	4. Examinar la posible contribución en la transferencia del esfuerzo cortante en el plano de corte del "efecto pasador" de las barras de armado que cruzan dicho plano.
	5. Examinar la aplicabilidad de la teoría del "shear friction" [16,17] para el cálculo de la resistencia a corte a lo largo del plano de corte cuando existe una fisuración previa en dicho plano.
	6. Tratar de relacionar la resistencia a corte en el plano de corte medida en los ensayos de push-off con las resistencias a compresión y a tracción del hormigón y del acero.
	En el ensayo se provoca en las piezas un esfuerzo de corte sin momento en el plano de corte. Si se coloca de manera correcta el armado longitudinal, el fallo final en este tipo de ensayos viene producido a lo largo del plano de corte. El armado a trav...
	Figura 2.7: Detalle de las probetas tipo push-off [15].
	Descripción del modelo "shear-friction" [16,17]:
	La teoría de la fricción por cortante ("shear-friction") es discutida con detalle en Birkeland and Birkeland [16] y por Mast [17]. Se asume la presencia de una fisura a lo largo del plano de corte, y se asume que un armado de área As y límite de elast...
	,𝑉-𝑢.=,𝐴-𝑠.,𝑓-𝑦.𝑡𝑎𝑛∅      (2.1)
	que, si se divide por el área del plano de corte, la expresión queda:
	,𝑣-𝑢.=𝑝,𝑓-𝑦.𝑡𝑎𝑛∅      (2.2)
	Para el estudio del caso sin fisuración previa, se considera una probeta tipo push-off de ancho w, espesor b, y un plano de cortante de longitud d (ver figura 2.8). Las tensiones actuando en un pequeño elemento de hormigón sobre el plano de corte vien...
	=𝑉/𝑏𝑑       (2.3)
	,𝜎-𝑥.=𝑝,𝑓-𝑦.       (2.4)
	,𝜎-𝑦.=𝑉/𝑏𝑤       (2.5)
	Figura 2.8: Construcción de la relación entre la resistencia a cortante , y el parámetro de armado pfy en una probeta tipo push-off sin fisuración previa [15].
	El problema consiste en determinar las combinaciones de estas tensiones que provoquen la rotura del hormigón en el plano de corte. Para hacer esto, se usa la curva propuesta por Zia [18]. Esta curva de rotura se muestra en (c) en la figura 2.8 y consi...
	Si para un determinado tipo de push-off, el cociente /y es constante, los puntos de rotura en el círculo de Mohr correspondientes a  y y, estarán situados todos en la línea OA inclinada un ángulo  a partir del eje de tensión normal, donde  es ta...
	En este estudio se concluye, entre otras:
	- La presencia de la prefisura reduce la resistencia última a cortante en el plano de corte y aumenta el deslizamiento a todos los niveles de carga.
	- La resistencia a cortante en el plano de corte está en función del parámetro de armado pfy.
	- El efecto pasador de las barras de armado que cruzan el plano de corte es insignificante en el caso de probetas sin prefisuración, no siendo así en el caso de prefisuración.
	- La teoría de "shear-friction" (fricción por cortante) proporciona una estimación conservativa de la resistencia a corte en el plano de corte en hormigón convencional.
	2.4.2. ALAN H. MATTOCK and NEIL M. HAWKINS (1972) [5].
	En este artículo se realiza un estudio sobre la transmisión del esfuerzo cortante en estructuras de hormigón armado. Para ello se estudian los siguientes factores:
	1. Características del plano de corte
	2. Características de la armadura de refuerzo
	3. Resistencia del hormigón
	4. Fuerzas directas actuando paralela o transversalmente al plano de corte
	Los tres primeros factores se analizan sobre ensayos push-off en un estudio anterior [15]. Las probetas push-off se hormigonan monolíticamente. Para el estudio de la influencia de las fuerzas directas actuando paralela o transversalmente al plano de c...
	Figura 2.9: Probetas push-off utilizadas en el estudio. (a) Push-off; (b) Pull-off; (c) Push-off modificada [5]
	Todas las probetas se someten a una carga uniformemente aumentada hasta la rotura de la pieza y se mide el deslizamiento a lo largo del plano de corte en cada una de ellas.
	La necesidad de considerar una fisuración existente a lo largo del plano de corte antes de la aplicación de la carga fue recomendada por Mast, R. F., en estudios anteriores [17]. Por esta razón, algunas probetas son fisuradas por la aplicación de una ...
	En las probetas fisuradas, se mide el deslizamiento, desde el comienzo del ensayo. Sin embargo, en las probetas no fisuradas, no se registra movimiento alguno hasta la aparición de unas fisuras diagonales a una tensión determinada. Estas fisuras cruza...
	Figura 2.10: Transmisión de esfuerzo cortante en probetas no fisuradas [5]
	En este artículo, se realiza una hipótesis para modelar el comportamiento, diferenciando entre la transferencia del esfuerzo cortante a través del plano de corte en probetas sin fisuración previa (1)y en probetas con fisuración previa (2) a lo largo d...
	1. Probetas sin fisuración previa a lo largo del plano de corte:
	Se trata de probetas sin fisuración previa a lo largo del plano de corte y con armado normal a dicho plano. En este caso, se asume que las cargas externas provocan una tensión tangencial  a lo largo del plano de corte y tensiones directas Ny y Nx p...
	Bajo el incremento del cortante, cuando la tensión principal de tracción del hormigón llega a igualar la resistencia a tracción del hormigón, aparecen varias fisuras diagonales de tracción de corta longitud a lo largo del plano de cortante e inclinada...
	Cuando la carga de corte se aumenta aún más se desarrolla un mecanismo de celosía tal y como se muestra en la figura 2.10 (a). Se forman bielas diagonales en el hormigón donde aparecen las fisuras de tracción (paralelas entre ellas). Cuando actúa la a...
	El armado que cruza el plano de corte puede llegar a su límite elástico: Affy, dando lugar a que no se produzca la rotura del hormigón primero. El fallo final tiene lugar cuando se produce la rotura de las bielas de hormigón bajo la acción combinada ...
	Figura 2.11: Combinación de y' ,x'y' que provoca la rotura del hormigón [5]
	Con ello se construye una sucesión de círculos de Mohr tangentes a la envolvente de rotura. La intersección de algún círculo en particular con el eje t definirá el punto (x' ,x'y'), donde x' es cero. El punto diametralmente opuesto a éste en el mis...
	El estado tensional del elemento en el plano de corte se puede expresar con x ,y y xy con respecto a los ejes x e y , normal y paralelo al plano de corte, respectivamente. Estas tensiones pueden ir expresadas en función de y' y x'y' como sigue:
	,𝜎-𝑥.=,𝜎-y'.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼−2,𝜏-x'y'..,𝑠𝑖𝑛-𝛼.,𝑐𝑜𝑠-𝛼.      (2.6)
	,𝜎-𝑦.=,𝜎-y'.,,cos-2.-𝛼+2,𝜏-x'y'..,sin-𝛼.,cos-𝛼.      (2.7)
	,𝜏-𝑥𝑦.=,−𝜎-y'.,,sin-𝛼.-,cos-𝛼.+,𝜏-x'y'.(.,,cos-2.-𝛼.−,,sin-2.-𝛼.)    (2.8)
	Si  = 45 grados, entonces:
	,𝜎-𝑥.=,,,𝜎-y'.-2.-−,𝜏-x'y'..       (2.6a)
	,𝜎-𝑦.=,,,𝜎-y'.-2.-+,𝜏-x'y'..       (2.7a)
	,𝜏-xy.=,−-,,𝜎-y'.-2..        (2.8a)
	En la rotura, x es la tensión directa actuando a través del plano de cortante como resultado de la tensión de plastificación del armado que atraviesa dicho plano, más una tensión externa aplicada directamente Nx actuando a través del plano de corte ...
	,𝜎-𝑥.=,,,𝐴-vf.,𝑓-𝑦.-𝑏𝑑.-+,𝜎-Nx..=𝑝,𝑓-𝑦.+,𝜎-Nx.     (2.9)
	Donde Avf es el área total de la sección del armado que pasa a través del plano de corte y fy es la tensión de plastificación. Además, xy es la tensión tangencial en el plano de cortante, en el centro de la biela. De este modo, se puede escribir:
	,𝜈-𝑢.=,,𝑉-u.-𝑏𝑑.=𝐾,𝜏-𝑥𝑦.       (2.10)
	Así que si  = 45 grados, entonces u = -Ky'/2 y pfy +Nx = y'/2-x'y'. El valor de K será 1 si las tensiones tangenciales se encuentran uniformemente distribuidas a lo largo de la biela y puede valer 0.67 si la distribución de tensiones tangencial...
	2. Probetas con fisuración previa a lo largo del plano de corte y con armadura normal a dicho plano:
	Cuando se carga a cortante una probeta inicialmente fisurada, se produce un deslizamiento a lo largo del plano de corte. Como las caras de la fisura tienen rugosidad, cuando se produce el deslizamiento, se fuerza la separación de las caras de las prob...
	En un plano de cortante con baja cantidad de armado, la separación de las caras de las fisuras es eventualmente suficiente para deformar el armado hasta su punto de plastificación. Cuando se alcanza la resistencia última, la fuerza de compresión a tra...
	La resistencia del hormigón no parece afectar a la resistencia a corte en el plano de corte de las piezas inicialmente fisuradas con baja cantidad de armadura.
	En un plano de cortante con alta cantidad de armado es posible que la resistencia teórica a corte debida a la fricción y al efecto pasador llegue a ser superior al cortante que produce la rotura en piezas inicialmente no fisuradas que presenten las mi...
	En un plano de cortante con una cantidad de armado moderada, se forman las fisuras diagonales de cortante con un ángulo  respecto del plano de corte, pero el fallo todavía se produce debido al deslizamiento a lo largo de la fisura en el plano de cort...
	En ese momento, el código de diseño americano ACI 318-71 [19] en su sección 11.15, usaba para el diseño de la transmisión del cortante a través del plano de corte la hipótesis del "shear-friction" [16, 17] tratada en el apartado anterior. Ésta no es m...
	,𝜈-𝑢.=,,𝐴-𝑣𝑓.,𝑓-𝑦.-𝑏𝑑.𝜇=𝑝,𝑓-𝑦.𝜇       (2.11)
	De este estudio se concluye que:
	Al igual que se concluye en el apartado anterior (apartado 2.4.1):
	- La hipótesis de "shear-friction" es conservativa en la estimación de la resistencia a cortante en el plano de corte, exista o no fisura previa.
	- La presencia de la prefisura reduce la resistencia última a cortante en el plano de corte y aumenta el deslizamiento a todos los niveles de carga.
	- La resistencia a cortante en el plano de corte está en función del parámetro de armado pfy.
	Además se añaden, entre otras, las conclusiones:
	- Las tensiones directas a tracción paralelas al plano de corte reducen la resistencia al esfuerzo cortante en el plano de corte en hormigón inicialmente no fisurado, no ocurriendo lo mismo en el hormigón inicialmente fisurado.
	- Se puede añadir al término pfy en los cálculos de la resistencia última a cortante en el plano de corte, una tensión de compresión aplicada externamente actuando en dirección transversal al plano de corte, tanto en hormigón inicialmente fisurado com...
	- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón inicialmente no fisurado se desarrolla a través de un mecanismo de celosía tras la fisuración diagonal. La rotura se produce cuando las bielas inclinadas de hormigón fallan bajo la acción c...
	- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón inicialmente fisurado con cantidades moderadas de armadura se desarrolla, principalmente, por la resistencia por fricción al deslizamiento entre las caras de la fisura y por el efecto pasad...
	2.4.3. ALAN H. MATTOCK, L. JOHAL and H. C. CHOW (1975) [10].
	Los objetivos de este estudio son:
	1. Determinar el efecto del momento actuando en el plano de corte en el cortante que puede ser transmitido a través el plano de corte con una cantidad y disposición de armando dada.
	2. Estudiar la influencia de la disposición del armado que cruza el plano de corte en el cortante y en el momento que pueden ser transferidos a través del plano de corte.
	3. Determinar el efecto de una fuerza de tracción actuando de forma perpendicular al plano de cortante, en el cortante que puede ser transferido a través del plano de corte.
	La parte experimental de este estudio se compone de seis series de probetas tipo push-off  Algunas de ellas son probetas tipo push-off tipo ménsula y las otras son probetas tipo push-off en las que se aplica una tracción a través del plano de corte, t...
	Figura 2.12: (Izq.) Probeta push-off tipo ménsula; (Der.) Probeta Push-off con tracción perpendicular al plano de corte [10]
	En el ensayo push-off tipo ménsula, se aplica una carga V a una distancia a del plano de corte. Esto provoca un cortante V y un momento V a, actuando simultáneamente en el plano de corte.
	Las muestras sometidas a la otra tipología de ensayo push-off, contienen un par de barras de alta resistencia a cada lado. En este ensayo, se aplica una carga V en el plano de corte, de tal manera que no provoca momentos adicionales. A las barras late...
	Centrando este estudio en las características de lo que se estudia en este trabajo, se extrae que para probetas tipo ménsula y excentricidad de la carga igual a cero (sólo cortante en el plano de corte), el deslizamiento último se incrementa cuando la...
	Se observa que cuando una fisura en el plano de corte es sometida solamente a cortante, sólo la parte de la fisura que se encuentra atravesada por la armadura es completamente resistente al deslizamiento. Si se concentra el armado, la resistencia a co...
	El modelo para el cálculo que se utiliza en este estudio es el basado en la hipótesis del "shear-friction" según el código de diseño americano ACI 318-71 [19] en su sección 11.15 (ya mencionado en los apartados 2.4.1 y 2.4.2 de este mismo trabajo)
	De este estudio, centrando en las condiciones que se desarrollan en el presente trabajo, se concluye:
	- La acción simultánea de un momento menor o igual que la resistencia a flexión última de la sección fisurada no reduce el cortante que puede ser resistido en el plano de corte.
	- Al igual que se deduce en los dos apartados anteriores (2.4.1 y 2.4.2), la hipótesis del "shear friction" ofrece una estimación conservativa de la resistencia a cortante en el plano de corte, con y sin tensión de tracción externa actuando de forma p...
	2.4.4. ALAN H. MATTOCK, W. K. LI and T. C. WANG (1976) [20].
	Este artículo va enfocado al estudio de la resistencia al esfuerzo cortante de hormigón hecho con árido de bajo peso para la obtención de hormigones ligeros para prefabricados. Se sigue la misma línea en cuanto a procedimiento que la utilizada en los ...
	El programa experimental se diseña para estudiar la influencia en el comportamiento y en la resistencia en la dirección de aplicación del plano de corte, del tipo de árido usado cuando se fabrica el hormigón. Las probetas que se usan para los ensayos ...
	Figura 2.13: Probeta tipo push-off utilizada en este estudio [20]
	Se ensayan diez series de probetas tipo push-off. Las variables que se estudian son el tipo de árido utilizado, la resistencia del hormigón y si se existe o no prefisuración en el plano de corte al realizar el ensayo.
	De la campaña experimental se observa que el comportamiento general entre las probetas sin fisuración previa es muy similar. No hay deslizamiento a lo largo del plano de corte (como ya se ha deducido en los apartados anteriores [5]), ni tampoco hay se...
	En las probetas con fisuración previa, también se produce un comportamiento similar. Tal y como se apunta en el apartado 2.4.2 de este mismo documento [5], se produce un deslizamiento a lo largo de la fisura realizada en el plano de corte desde el com...
	En este artículo [20] se obtienen las curvas cortante-deslizamiento, como se muestra en la figura 2.14:
	Figura 2.14: (Izq.) Curvas cortante-deslizamiento para probetas no prefisuradas: Serie G; (Der.) Curvas cortante-deslizamiento para probetas prefisuradas: Serie H [20]
	En estas curvas (figura 14) se puede observar que el comportamiento frente a la deformación es relativamente frágil en todos los casos. La máxima resistencia a cortante no se mantiene mientras el deslizamiento se incrementa más allá del valor para el ...
	El comportamiento de las probetas no prefisuradas es más frágil que el de las prefisuradas, en las que la resistencia al cortante después del pico decrece más rápidamente conforme aumenta el deslizamiento. Sin embargo, debido a que la resistencia últi...
	Se obtiene que el respuesta a la deformación llega a ser más frágil conforme la resistencia a compresión del hormigón es mayor; y, además, llega a ser más frágil aun en el caso de hormigones ligeros que en hormigones convencionales.
	En estudios mencionados en el apartado 2.4.2 anterior [5], se postula que el límite superior de la resistencia a corte de probetas inicialmente fisuradas con una resistencia a compresión en particular, resultaba del efecto de "cerrado" de las fisuras ...
	Al contrario que ocurre en el caso del apartado 2.4.2 [5], la resistencia a cortante en el plano de corte en el caso de hormigones ligeros no está relacionada con la tensión de rotura por aplastamiento de las bielas de hormigón provocada por la tracci...
	Las diferencias en las tensiones tangenciales que puede haber entre el hormigón convencional y el hormigón ligero para la misma resistencia a compresión son probablemente debidas a la diferencia de rugosidad en las caras de las fisuras.
	También se realiza la modelización con las hipótesis del "shear-friction" y del PCI Design Handbook vistos en [15, 19, 5, 21]. De esta modelización se extraen, entre otras, las siguientes conclusiones:
	- La resistencia a cortante en el plano de corte del hormigón ligero es inferior a la del hormigón convencional.
	- Las hipótesis del "shear friction" [15,19, 5], se pueden usar para el diseño de hormigón ligero al igual que se hace con el hormigón convencional (según se ha descrito en los apartados 2.4.1, 2.4.2 y 2.4.3 de este mismo documento) pero teniendo en c...
	- El PCI Design Handbook no es aplicable para hormigón ligero [21].
	2.4.5. J. C. WALRAVEN (1981) [22]
	En este artículo se desarrolla un modelo basado en el análisis estadístico de la estructura de la fisura y las áreas de contacto asociadas entre las caras de las fisuras como función del desplazamiento por cortante (), del ancho de la fisura (w) y de...
	Se entiende que el hormigón se puede representar como un sistema de dos fases: la matriz de cemento y el conjunto de áridos embebido en el cemento. Generalmente la zona de contacto entre la matriz de cemento y la partícula de árido es la zona más débi...
	Figura 2.15: Estructura general del plano de la fisura observada [22].
	Considerando esta figura y teniendo en cuenta que el tamaño de muchas partículas es considerablemente mayor que el ancho de la fisura, se puede concluir que la microrrugosidad de la fisura, causada por las partículas del árido proyectadas sobre el pla...
	Se entiende, cuando se produce el desplazamiento por cortante de las caras de las fisuras, que se desarrollan unas áreas de contacto en la superficie de las partículas debido a la deformación plástica de la matriz de cemento, tal y como se muestra en ...
	Figura 2.16: Áreas de contacto durante el deslizamiento en la dirección del eje x [22].
	Las tensiones producidas en estas áreas producen reacciones en las direcciones de todos los ejes principales. Como resultado de la aceptación de que las partículas del árido son esféricas, la componente de la resultante en la dirección Z es cero. Como...
	Figura 2.17: (a) Cuerpo de hormigón fisurado, (b)plano Z de intersección, (c) rebanada repesentativa [22].
	En la figura 2.18 se muestra una sección transversal sobre el plano Z en la que hay una línea de contacto entre las caras opuestas de la fisura. Las proyecciones de esta línea de contacto sobre el eje x y sobre el eje y constituyen ax y ay. El área so...
	Figura 2.18: (a) Área de contacto entre la matriz y el árido, (b) condiciones tensionales [22].
	Si el cortante se va incrementando en el plano de corte y la obertura de la fisura se contrarresta con fuerzas de restricción, se desarrolla el siguiente mecanismo: las áreas de contacto tienden inicialmente a deslizar provocando que el área de contac...
	Las tensiones en el área de contacto se resuelven en una tensión, pu, normal al área de contacto y una tensión, pu, tangencial a esta área. Estas dos tensiones se relacionan a partir del deslizamiento de la superficie como:
	,𝜏-𝑝𝑢.=𝜇,𝜎-𝑝𝑢.        (2.12)
	Las componentes de las fuerzas de contacto en dirección x e y se pueden descomponer basándose en la aceptación de una combinación uniforme de las tensiones críticas. La figura 2.18 (b) muestra las condiciones de equilibrio en la superficie de la partí...
	,𝐹-𝑦.=,𝜎-𝑝𝑢. ,𝑎-𝑥.−,𝜏-𝑝𝑢. ,𝑎-𝑦.      (2.12 a)
	,𝐹-𝑥.=,𝜎-𝑝𝑢. ,𝑎-𝑦.+,𝜏-𝑝𝑢. ,𝑎-𝑥.      (2.12 b)
	Si se considera el conjunto de partículas por unidad de longitud de la fisura (ver figura 2.17 (b)), la formulación se generaliza como:
	,,𝐹-𝑦..=,𝜎-𝑝𝑢. ,,,𝑎-𝑥...−,𝜏-𝑝𝑢. ,,,𝑎-𝑦...     (2.13 a)
	,,𝐹-𝑥..=,𝜎-𝑝𝑢. ,,,𝑎-𝑦...+,𝜏-𝑝𝑢. ,,,𝑎-𝑥...     (2.13 b)
	donde ∑āx  y ∑āy son la proyección media más probable de la longitud de contacto por unidad de longitud de fisura considerada en la figura 2.17 (b). Si las longitudes ∑āx  y ∑āy son conocidas, es posible proceder en las áreas de contacto como sigu...
	𝜎=,𝜎-𝑝𝑢. (,,𝐴.-𝑥.−𝜇 ,,𝐴.-𝑦.)      (2.14 a)
	𝜏=,𝜎-𝑝𝑢. (,,𝐴.-𝑦.+𝜇 ,,𝐴.-𝑥.)      (2.14 b)
	En este mismo artículo se muestra un modo de cálculo de las áreas de contacto proyectadas Āx  y Āy.
	Para comparar el modelo teórico se realiza también una campaña experimental de ensayos tipo push-off restringidos externamente y con prefisuración (ver figura 2.19).
	Figura 2.19: Probetas tipo push-off con restricción externa [22].
	Las variables que se tienen en cuenta en la campaña experimental son la resistencia y la composición del hormigón, la rigidez de la restricción externa y el acho de la fisura previa.
	De este estudio se extraen, entre otras, las siguientes conclusiones:
	- El mecanismo de engranamiento de áridos sólo puede ser adecuadamente descrito si se tiene en cuenta la tensión normal, la tensión tangencial, el ancho de fisura y el deslizamiento por cortante.
	- El engranamiento de áridos se caracteriza, básicamente, por dos modos de comportamiento: deslizamiento en el área de contacto entre la matriz de cemento y las partículas de árido en los lados opuestos de la fisura, y por la deformación irreversible ...
	- Los resultados experimentales se describen adecuadamente por el modelo físico simplificando las partículas del árido como esferas de diferentes tamaños, proyectando sobre una superficie plana de la fisura y adoptando una relación tensión-deformación...
	- Todas las fracciones de partículas contribuyen cualitativamente de la misma forma a la transmisión de la tensión a través de la fisura. Sólo aquellas que tienen un diámetro inferior a dos veces el tamaño de la fisura se consideran inactivas.
	2.4.6. F.J. VECCHIO and M. P. COLLINS (1981) [3].
	En este artículo se describen los resultados preliminares de un estudio sobre la respuesta del hormigón a cortante puro.
	El estudio experimental se realiza con paneles armados con dos capas de mallazo de acero soldado. Las probetas tipo panel se cargan por medio de uniones fijadas a unas llaves de acero para cortante y unos gatos hidráulicos, tal y como se muestra en la...
	Para el análisis de los datos obtenidos de las probetas se usa la construcción del Círculo de Mohr tanto de tensiones como de deformaciones, tal y como muestra la figura 2.20.
	Figura 2.20: (izq.) Círculo de Mohr en deformaciones para una probeta determinada, (der.) círculo de Mohr en tensiones para una probeta determinda [3].
	Para modelar el comportamiento del hormigón a compresión de los paneles se usa una variación de la curva tensión-deformación parabólica del hormigón usada normalmente:
	,𝑓-𝑑.=,𝑓′-𝑐. [2,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,(,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..)-2.]      (2.15)
	=,(,,𝛾-𝑚.-,𝜀-𝑑..−𝜇)-0.5.       (2.16)
	donde: d = deformación principal a compresión, m = deformación máxima a cortante,  = ratio de Poisson.
	Aquí se toma como ratio de Poisson m = 0.30.
	Para un ratio de m/d dado, el pico de tensión a compresión del hormigón alcanzable, fp, es:
	,𝑓-𝑝.=,,𝑓′-𝑐.-.        (2.17)
	La deformación para la cual se alcanza este pico es:
	,𝜀-𝑝.=,,𝜀-0.-.        (2.18)
	En resumen, dada la deformación principal de compresión (d) y la deformación máxima por cortante (m), la tensión principal a compresión (fd) se puede determinar como sigue:
	(i) Se determina el coeficiente, :
	=,(,,𝛾-𝑚.-,𝜀-𝑑..−0.3)-0.5.       (2.19)
	(ii) Se determina el pico de tensión y el pico de deformación, fp y p respectivamente:
	,𝑓-𝑝.=,,𝑓′-𝑐.-.        (2.20)
	,𝜀-𝑝.=,,𝜀-0.-.        (2.21)
	(iii) Si d ≤ p:
	,𝑓-𝑑.=,𝑓′-𝑐. [2,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,(,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..)-2.]      (2.22)
	(iv) Si d > p:
	,𝑓-𝑑.=,𝑓-𝑝. (1−,-2.)       (2.23)
	=,(,𝜀-𝑑.−,𝜀-𝑝.)-(2,𝜀-0.−,𝜀-𝑝.).        (2.24)
	Para modelar el comportamiento del hormigón a tracción se tiene en cuenta lo siguiente: se observa que el hormigón, después de haber fisurado, todavía es capaz de soportar cierta tensión de tracción. Esta tensión, que es el resultado de la tensión de ...
	Basándose en el comportamiento observado de los paneles, se sugiere el siguiente procedimiento para calcular la tensión principal media a tracción, fdt, a partir de la deformación principal a tracción, dt..
	(i) Antes de fisurar:
	,𝑓-𝑑𝑡.=,,𝜀-𝑑𝑡.−0.15,𝜀-𝑑.. ,𝐸-𝑐.≤,𝑓-𝑐𝑟.     (2.25)
	donde:
	,𝐸-𝑐.=,2,𝑓′-𝑐.-,𝜀-0..     (2.26)
	,𝑓-𝑐𝑟.=0.33,,,𝑓-′.-𝑐.(𝑀𝑃𝑎).   (2.27)
	(ii) Después de fisurar:
	,𝑓-𝑑𝑡.=,𝑓-𝑐𝑟.,1-1+,(,,𝜀-𝑑𝑡.-0.005.)-0.5..≤,𝜌-𝑙.(,𝑓-𝑠𝑙𝑦.−,𝑓-𝑠𝑙.),,sin-2.-𝜃+,𝜌-𝑡.(,𝑓-𝑠𝑡𝑦.−,𝑓-𝑠𝑡.),,cos-2.-𝜃..  (2.28)
	Por tanto, para predecir la respuesta de los paneles, para una deformación principal de compresión dada, d, se entra en el procedimiento iterativo que se muestra en la figura 2.21. Además, es necesario estimar dos condiciones de deformación: l y θ. ...
	Figura 2.21: Proceso de solución para la respuesta a cortante puro de un elemento de hormigón armado [3].
	Paso 1: Elegir un valor de deformación principal de compresión, d.
	Paso 2: Estimar la deformación longitudinal, l.
	Paso 3: Estimar un ángulo de inclinación de la deformación principal a compresión, θ'.
	Paso 4: Determinar todas las demás condiciones de deformación a partir del círculo de        Mohr en deformaciones, figura 2.22.
	Figura 2.22: Condiciones de equilibrio para deformaciones medias en el hormigón [3].
	(i) Deformación normal de corte lt:
	,𝛾-lt.=,2(,𝜀-𝑙.+,𝜀-𝑑.)-,tan-𝜃′..      (2.29)
	(ii) Deformación transversal del acero, t:
	,𝜀-t.=,,𝛾-𝑙𝑡.-2,tan-𝜃′..−,𝜀-𝑑.      (2.30)
	(iii) Deformación principal de tracción, dt:
	,𝜀-dt.=,𝜀-𝑙.+,𝜀-𝑡.+,𝜀-𝑑.      (2.31)
	(iv) Máxima deformación a cortante, m:
	,𝛾-m.=,𝜀-𝑙.+,𝜀-𝑡.+,2𝜀-𝑑.      (2.32)
	Paso 5: Determinar las condiciones de tensión a partir del círculo de Mohr en tensiones,         figura 2.23:
	Figura 2.23: Condiciones de equilibrio para tensiones medias en el hormigón [3].
	(i) Tensión longitudinal de tracción en el acero, fsl:
	,𝑓-sl.=,𝜀-𝑙. ,𝐸-𝑠.≤,𝑓-𝑠𝑙𝑦.      (2.33)
	(ii) Tensión transversal de tracción en el hormigón, fst:
	,𝑓-st.=,𝜀-𝑡. ,𝐸-𝑠.≤,𝑓-𝑠𝑡𝑦.      (2.34)
	(iii) Tensión longitudinal de compresión en el hormigón, fl:
	,𝑓-l.=,𝜌-𝑙. ,𝑓-𝑠𝑡.       (2.35)
	(iv) Tensión transversal de compresión en el hormigón, ft:
	,𝑓-t.=,𝜌-𝑡. ,𝑓-𝑠𝑡.       (2.36)
	(v) Tensión principal de compresión en el hormigón, fd:
	=,(,,𝛾-𝑚.-,𝜀-𝑑..−0.3)-0.5.      (2.19)
	,𝜀-𝑝.=,,𝜀-0.-.       (2.18)
	,𝑓-𝑝.=,,𝑓′-𝑐.-.       (2.20)
	=,(,𝜀-𝑑.−,𝜀-𝑝.)-(2,𝜀-0.−,𝜀-𝑝.).       (2.24)
	Si d ≤ p:
	,𝑓-𝑑.=,𝑓′-𝑐. [2,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,(,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..)-2.]     (2.22)
	Si d > p:
	,𝑓-𝑑.=,𝑓-𝑝. (1−,-2.)      (2.23)
	(vi) Tensión principal a tracción del acero, fdt':
	,𝑓-𝑐𝑟.=0.33,,,𝑓-′.-𝑐.(𝑀𝑃𝑎).     (2.27)
	,𝐸-𝑐.=,2,𝑓′-𝑐.-,𝜀-0..       (2.26)
	Antes de fisurar:
	,𝑓′-𝑑𝑡.=,,𝜀-𝑑𝑡.−0.15,𝜀-𝑑.. ,𝐸-𝑐.≤,𝑓-𝑐𝑟.    (2.25)
	Después de fisurar:
	,𝑓′-𝑑𝑡.=,𝑓-𝑐𝑟.,1-1+,(,,𝜀-𝑑𝑡.-0.005.)-0.5..≤,𝜌-𝑙.(,𝑓-𝑠𝑙𝑦.−,𝑓-𝑠𝑙.),,sin-2.-𝜃+,𝜌-𝑡.(,𝑓-𝑠𝑡𝑦.−,𝑓-𝑠𝑡.),,cos-2.-𝜃.. (2.28)
	(vii) Ángulo de inclinación de la tensión principal de compresión (obtenido a            partir del círculo de Mohr de la figura 2.23).
	θ=,,tan-−1.-[,,,𝑓-𝑑.−,𝑓-𝑙.-,𝑓-𝑑.−,𝑓-𝑡...].      (2.37)
	Paso 6: Comprobar la compatibilidad:
	Es θ = θ' ?
	Sí, ir al paso 7.
	No, ir al paso 3.
	Paso 7: Comprobar el equilibrio:
	Del círculo de tensiones de la figura 2.23:
	,𝑓-dt.=,𝑓-𝑑.−,𝑓-𝑙.−,𝑓-𝑡.      (2.38)
	Es fdt = fdt' ?
	Sí, ir al paso 8.
	No, ir al paso 2.
	Paso 8: Determinar la tensión de corte a partir de la figura 2.23:
	𝑣=,(𝑓-𝑑.−,𝑓-𝑡.) ,𝑡𝑎𝑛-𝜃.      (2.39)
	Paso 9: Incrementar d y repetir el proceso:
	0 < d ≤ 1.5 0
	d≈ 0.05 0 a 0.10 0
	De este artículo se concluye, entre otras:
	- A partir de los resultados obtenidos de la campaña experimental de paneles, se demuestra que la relación entre la tensión principal de compresión en el hormigón y la deformación principal del hormigón son altamente dependientes del la coexistente de...
	- Se desarrollan modelos matemáticos para representar las características tensión-deformación del hormigón. Usando estos modelos en los cuales las condiciones de equilibrio se basan en tensiones medias y las condiciones de compatibilidad se basan en d...
	2.4.7. F.J. VECCHIO and M. P. COLLINS (1986) [23].
	"The Modified Compression-Field Theory" para elementos de hormigón sometidos a cortante que se presenta en este artículo se ha desarrollado a partir del modelo "Compresion-Field Theory" [24, 25] para hormigón armado sometido a torsión y a cortante. En...
	En la figura 2.24 se esquematiza el elemento membrana objeto de estudio con los ejes y cargas que se tienen en cuenta para la definición del problema.
	Figura 2.24: Elemento membrana [23].
	El problema que se plantea es el de determinar cómo las tres tensiones en el plano: fx, fy y xy se relacionan con las tres deformaciones en el plano x, y y xy. Para resolver este problema, además se tendrán en cuenta las siguientes condiciones:
	1. Para cada estado de deformación existe únicamente un estado de tensión; no se tendrán en cuenta las situaciones en las que influye el historial de carga.
	2. Tensiones y deformaciones se pueden considerar en términos medios cuando se consideren áreas o distancias suficientemente grandes para incluir varias fisuras.
	3. El hormigón y las barras de armando se encuentran perfectamente adheridas en los extremos del elemento.
	4. Las armaduras longitudinales y transversales se encuentran uniformemente distribuidas en el elemento.
	Las tensiones y las deformaciones a tracción se consideran positivas.
	CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD:
	Asumiendo que el armado está anclado al hormigón, la compatibilidad requiere que cualquier deformación provocada en el hormigón genera la misma deformación en el armado. Cualquier cambio en la deformación del hormigón provocará el mismo cambio en la d...
	Partiendo de la misma deformación inicial para el hormigón que para el armado:
	,𝜀-𝑠𝑥.=,𝜀-𝑐𝑥.=,𝜀-𝑥.      (2.40)
	y
	,𝜀-𝑠𝑦.=,𝜀-𝑐𝑦.=,𝜀-𝑦.      (2.41)
	Si las tres componentes de deformación x, y y xy. son conocidas, entonces la deformación en cualquier otra dirección se puede hallar a partir de la construcción del círculo de Mohr para deformaciones, tal y como se muestra en la figura 2.25:
	Figura 2.25: (Izq.) Deformaciones medias en el hormigón fisurado, (Der.) Círculo de Mohr para deformaciones medias [23].
	De aquí se obtienen las siguientes relaciones:
	,𝛾-𝑥𝑦.=,2(,𝜀-𝑥.−,𝜀-2.)-,𝑡𝑎𝑛-𝜃..      (2.42)
	,𝜀-𝑥.+,𝜀-𝑦.=,𝜀-1.+,𝜀-2.      (2.43)
	,,𝑡𝑎𝑛-2.-𝜃.=,,𝜀-𝑥.−,𝜀-2.-,𝜀-𝑦.−,𝜀-2..=,,𝜀-1.−,𝜀-𝑦.-,𝜀-1.−,𝜀-𝑥..=,,𝜀-1.−,𝜀-𝑦.-,𝜀-𝑦.−,𝜀-2..=,,𝜀-𝑥.−,𝜀-2.-,𝜀-1.−,𝜀-𝑥..    (2.44)
	donde 1 es la tensión principal de tracción y 2  es la tensión principal de compresión.
	CONDICIONES DE EQUILIBRIO:
	Las fuerzas aplicadas sobre el elemento de hormigón armado son resistidas por tensiones en el hormigón y tensiones en el armado. Según del diagrama de cuerpo libre que se muestra en la figura 2.26:
	Figura 2.26: Diagrama de cuerpo libre de parte del elemento [23].
	El requisito para el equilibrio para las fuerzas en dirección x se expresa como:
	,𝐴- -,𝑓-𝑥.𝑑𝐴.=,𝐴𝑐- -,𝑓-𝑐𝑥.𝑑,𝐴-𝑐..=,𝐴𝑠- -,𝑓-𝑠𝑥.𝑑,𝐴-𝑠..     (2.45)
	La ecuación (45) queda como:
	,𝑓-𝑥.=,𝑓-𝑐𝑥.+,𝜌-𝑠𝑥. ,𝑓-𝑠𝑥.       (2.46)
	Lo mismo con las demás:
	,𝑓-𝑦.=,𝑓-𝑐𝑦.+,𝜌-𝑠𝑦. ,𝑓-𝑠𝑦.       (2.47)
	,𝑣-𝑥𝑦.=,𝑣-𝑐𝑥.+,𝜌-𝑠𝑥. ,𝑣-𝑠𝑥.      (2.48)
	,𝑣-𝑥𝑦.=,𝑣-𝑐𝑦.+,𝜌-𝑠𝑦. ,𝑣-𝑠𝑦.      (2.49)
	Asumiendo que:
	,𝑣-𝑐𝑥.=,𝑣-𝑐𝑦.=,𝑣-𝑐𝑥𝑦.       (2.50)
	Las condiciones tensionales en el hormigón quedan totalmente conocidas si se conocen fcx, fcy y cxy.
	A partir del círculo de Mohr para tensiones que se muestra en la figura 2.27 se obtienen las siguientes relaciones:
	Figura 2.27: Tensiones en el hormigón fisurado: (a) tensiones medias en el hormigón, (b) tensiones principales en el hormigón, (c) círculo de Mohr para tensiones medias [23].
	,𝑓-𝑐𝑥.=,𝑓-𝑐1.−,,𝑣-𝑐𝑥𝑦.-,𝑡𝑎𝑛-,𝜃-𝑐...      (2.51)
	,𝑓-𝑐𝑦.=,𝑓-𝑐1.−,𝑣-𝑐𝑥𝑦. ,𝑡𝑎𝑛-,𝜃-𝑐..      (2.52)
	,𝑓-𝑐2.=,𝑓-𝑐1.−,𝑣-𝑐𝑥𝑦. (,𝑡𝑎𝑛-,𝜃-𝑐.+,1-,𝑡𝑎𝑛-,𝜃-𝑐..)..    (2.53)
	RELACIONES TENSIÓN-DEFORMACIÓN:
	La tensión axial en el armado sólo depende de la deformación axial del armado. Se asume, además, que la tensión tangencial media en el plano normal al armado resistida por el armado es cero. Para la relación tensión axial con deformación axial, se ado...
	Figura 2.28: Relación tensión-deformación para el armado [23].
	De este modo:
	,𝑓-𝑠𝑥.=,𝐸-𝑆. ,𝜀-𝑥.≤,𝑓-𝑥𝑦.       (2.54)
	,𝑓-𝑠𝑦.=,𝐸-𝑆. ,𝜀-𝑦.≤,𝑓-𝑥𝑦.       (2.55)
	,𝑣-𝑠𝑥.=,𝑣-𝑠𝑦.=0       (2.56)
	Con respecto al hormigón, se asume que los ejes principales de tensión y los ejes principales de deformación coinciden:
	,𝜃-𝑐.=𝜃        (2.57)
	Para completar el modelo, se necesitan establecer las relaciones entre la tensión principal a compresión y la deformación principal a compresión y entre la tensión principal a tracción y la deformación principal a tracción.
	Para obtener la información necesaria para completar el modelo se realiza un programa experimental que consta de 30 paneles de hormigón armado. Algunos de estos elementos se cargan a cortante puro, otros a compresión uniaxial, otros a la combinación d...
	COMPORTAMIENTO TENSIÓN MEDIA-DEFORMACIÓN MEDIA DEL HORMIGÓN:
	Las direcciones de la deformaciones principales se encuentran con cierta desviación respecto a las direcciones de las tensiones principales en el hormigón. No obstante, se asume como simplificación razonable el considerarlas ambas en la misma dirección.
	La tensión principal de compresión en el hormigón fc2 se considera en función, no sólo de la deformación principal de compresión 2, sino también de la deformación principal de tracción 1 coexistente. De este modo se obtiene la relación:
	,𝑓-𝑐2.=,𝑓-𝑐2𝑚𝑎𝑥. ,2,,,𝜀-2.-,𝜀′-𝑐...−,,,,𝜀-2.-,𝜀′-𝑐...-2..     (2.58.a)
	donde:
	,,𝑓-𝑐2𝑚𝑎𝑥.-,𝑓′-𝑐..=,1-0.8−0.34,, 𝜀-1.-,𝜀′-𝑐...≤1.0      (2.58.b)
	Notar que 'c es una cantidad negativa (normalmente -0.002). Además, incrementando 1 se reduce fc2max/f'c.
	La relación entre la tensión principal a tracción media en el hormigón y la deformación principal a tracción media es más o menos lineal antes de la fisuración y, después, muestra valores en decrecimiento de fc1 con incrementos de los valores de 1. L...
	,𝑓-𝑐1.=,𝐸-𝑐. ,𝜀-1.        (2.59)
	donde Ec es el módulo de elasticidad del hormigón que puede tomarse como 2f'c/'c. La relación sugerida después de la fisuración ((1 > cr) es:
	,𝑓-𝑐1.=,,𝑓-𝑐𝑟.-1+,200 ,𝜀-1...        (2.60)
	TRANSMISIÓN DE CARGAS A TRAVÉS DE LAS FISURAS
	En las fisuras las tensiones de tracción en el armado son superiores a la media, mientras que la tensión entre fisuras es inferior a la media. Por otra parte, las tensione de tracción en el hormigón son cero en las fisuras y superiores a la media entr...
	La figura 2.29 compara las tensiones medias calculadas (plano 1) con las tensiones locales actuales que ocurren en la fisura (plano 2). Se asume que la dirección crítica de la fisura es normal a la dirección principal de la deformación de tracción. Mi...
	Como las tensiones externas aplicadas fx, fy y vxy  son fijas, los dos tipos de tensiones que se muestran en la figura 2.29 son estáticamente equivalentes. Si se asume un área unitaria para los dos planos: plano 1 y plano 2, la expresión que se obtien...
	,𝜌-𝑠𝑥.,𝑓-𝑠𝑥.,𝑠𝑖𝑛-𝜃.+,𝑓-𝑐𝑖.,𝑠𝑖𝑛-𝜃.=,𝜌-𝑠𝑥.,𝑓-𝑠𝑥𝑐𝑟.,sin-𝜃.−,𝑓-𝑐𝑖.,sin-𝜃.−,𝑣-𝑐𝑖.,cos-𝜃.  (2.61)
	La expresión que se obtiene al producir los dos tipos de tensiones en el plano 1 la misma fuerza en la dirección y es:
	,𝜌-𝑠𝑦.,𝑓-𝑠𝑦.,cos-𝜃.+,𝑓-𝑐1.,cos-𝜃.=,𝜌-𝑠𝑦.,𝑓-𝑠𝑦𝑐𝑟.,cos-𝜃.−,𝑓-𝑐𝑖.,cos-𝜃.+,𝑣-𝑐𝑖.,sin-𝜃.  (2.62)
	La expresión (62) se puede reordenar como:
	,𝜌-𝑠𝑦.,,𝑓-𝑠𝑦𝑐𝑟.−,𝑓-𝑠𝑦..=,𝑓-𝑐1.+,𝑓-𝑐𝑖.−,𝑣-𝑐𝑖.,tan-𝜃.     (2.63)
	Mientras que la expresión (61) se puede reordenar como:
	,𝜌-𝑠𝑥.,,𝑓-𝑠𝑥𝑐𝑟.−,𝑓-𝑠𝑥..=,𝑓-𝑐1.+,𝑓-𝑐𝑖.+,𝑣-𝑐𝑖./,tan-𝜃.     (2.64)
	El equilibrio entre la ecuación (63) y la ecuación (64) se satisface sin tensión tangencial en la fisura y sin tensiones de compresión en la fisura sólo si:
	,𝜌-𝑠𝑦.,,𝑓-𝑠𝑦𝑐𝑟.−,𝑓-𝑠𝑦..=,𝜌-𝑠𝑥.,,𝑓-𝑠𝑥𝑐𝑟.−,𝑓-𝑠𝑥..=,𝑓-𝑐1.     (2.65)
	No obstante, la tensión de la armadura en la fisura no puede superar el límite elástico:
	,𝑓-𝑠𝑥𝑐𝑟.≤,𝑓-𝑦𝑥.         (2.66)
	y:
	,𝑓-𝑠𝑦𝑐𝑟.≤,𝑓-𝑦𝑦.         (2.67)
	Así que, si las tensiones medias calculadas en cada armado son altas, no es posible satisfacer la ecuación (65). En este caso, el equilibrio requiere tensiones tangenciales en la fisura.
	Figura 2.29: Comparación de tensiones locales en la fisura con tensiones medias calculadas [23].
	Para la mayoría de los hormigones, la fisuración suele ocurrir a lo largo de la interface entre la pasta de cemento y las partículas del árido. Las fisuras rugosas resultantes pueden transmitir el cortante por el mecanismo de engranamiento de áridos (...
	Figura 2.30: Transmisión de las tensiones tangenciales por medio del mecanismo de engranamiento de áridos [23].
	La relación entre la tensión tangencial a través de la fisura vci, la anchura de la fisura w, y la tensión de compresión requerida en la fisura fci ha sido estudiada de forma experimental por numerosos investigadores como Walraven [22]. Basado en el t...
	,𝑣-𝑐𝑖.=0.18,𝑣-𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥.+1.64,𝑓-𝑐𝑖.−0.82,,𝑓-𝑐𝑖-2.-,𝑣-𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥..     (2.68)
	donde:
	,𝑣-𝑐𝑖𝑚𝑎𝑥.=,,−,𝑓-𝑐-,..-0.31+24 ,𝑤-,𝑎+16...       (2.69)
	y donde a es el tamaño máximo del árido en milímetros y las tensiones están en MPa.
	El ancho de la fisura w que se usa en la expresión (69) es la media de los anchos de fisura en la superficie de la fisura. Se puede calcular como el producto de la deformación principal de tracción media y la separación de la fisura:
	𝑤=,𝜀-1. ,𝑠-𝜃.         (2.70)
	donde:
	,𝑠-𝜃.=,1-,,sin-𝜃.-,𝑠-𝑚𝑥..+,,cos-𝜃.-,𝑠-𝑚𝑦...       (2.71)
	Figura 2.31: Relación entre el cortante transmitido a través de la fisura y la tensión de compresión en la fisura [23].
	donde smx y smy son los indicadores de las características de control de la fisura del armado en x y del armado en y respectivamente.
	TÉCNICA DE SOLUCIÓN
	Dadas las deformaciones en un elemento de hormigón armado, es razonablemente directo el procedimiento para el cálculo de las tensiones que causan estas deformaciones. La única iteración que se requiere es la que envuelve la obtención de fci si el arma...
	La obtención de las deformaciones del elemento, dadas las tensiones, resulta de mayor dificultad debido a que se necesita una solución a partir de prueba y error. En el apéndice de este artículo se presenta un procedimiento computacional para determin...
	CONCLUSIONES
	De este artículo se concluye que "The Modified Compression-Field Theory" es capaz de predecir la respuesta de elementos de hormigón armado frente a tensiones tangenciales y axiales en el plano considerando condiciones de equilibrio, relaciones de comp...
	"The Modified Compression-Field Theory" es una poderosa herramienta analítica y, además, es suficientemente simple para ser programada sin dificultad. No sólo se usa para predecir la respuesta biaxial de paneles sino también se usa para predecir la re...
	Figura 2.32: "The Modified Compression-Field Theory" para elementos membrana [23].
	Además, este artículo remarca las dos primeras conclusiones del apartado 2.4.5 de este mismo documento y las conclusiones del apartado 2.4.6 de este mismo documento.
	2.4.8. THOMAS T.C. HSU, S.T. MAU, and BIN CHEN (1987) [6].
	A través de distintas observaciones experimentales se establece que hay, básicamente, dos tipos de comportamiento en los problemas de transmisión de cortante a través de un plano de corte: transferencia del cortante a través de un plano de corte inici...
	Por el contrario, el fallo por cortante a través del plano de corte sin fisuración previa ocurre tras la formación de numerosas fisuras en dirección inclinada con respecto al plano de corte (ver figura 2.3 (b)). El fallo final se produce, normalmente,...
	La principal dificultad a la hora de predecir la resistencia a corte del hormigón no fisurado inicialmente se encuentra en la incertidumbre de la resistencia a compresión que tiene la biela. En el estudio del comportamiento de paneles de hormigón arma...
	En este estudio, la "Teoría del modelo de celosía con reblandecimiento", tiene éxito en la predicción de la resistencia a corte en piezas sin fisuración previa. De este modo, la teoría predice que el fallo último se produce por el aplastamiento del ho...
	Para ello se desarrolla un modelo matemático que se describe a continuación. En él se consideran positivas las tracciones y tanto tensiones como deformaciones a tracción se consideran uniformemente distribuidas.
	CONDICIONES DE EQUILIBRIO
	Se considera un elemento de hormigón armado con barras longitudinales en la dirección l y barras transversales en la dirección t, tal y como se muestra en la figura 2.33. A partir de estos ejes, se definen las tensiones l, t y lt. Después de la fis...
	Figura 2.33: Modelo de celosía para un elemento de hormigón armado [6].
	Las tensiones l, t y lt en el elemento de hormigón armado son resistidas conjuntamente por el hormigón y el acero del armado. Las tensiones resistidas por el hormigón se designan lc, tc y ltc. A partir de aquí se obtienen las siguientes expresio...
	,𝜎-𝑙𝑐.=,𝜎-𝑑.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.      (2.72)
	,𝜎-𝑡𝑐.=,𝜎-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.      (2.73)
	,𝜏-𝑙𝑡𝑐.=,(𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.),𝑠𝑖𝑛-𝛼.,𝑐𝑜𝑠-𝛼.      (2.74)
	Estas expresiones satisfacen las condiciones del Círculo de Mohr en tensiones.
	Se asume que el acero del armado contribuye sólo en las tensiones normales:
	,𝜎-𝑙𝑠.=,𝜌-𝑙.,𝑓-𝑙.      (2.75)
	,𝜎-𝑡𝑠.=,𝜌-𝑡.,𝑓-𝑡.      (2.76)
	donde:  ls, ts = tensiones normales en el acero en dirección l y t respectivamente.
	l , t  = densidad de armado en dirección l y t respectivamente.
	fl , ft  = tensión en el armado en dirección l y t respectivamente.
	La tensión total en un elemento de hormigón armado es la superposición de las tensiones en el hormigón y la contribución del acero. De este modo se obtiene:
	,𝜎-𝑙.=,𝜎-𝑑.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜌-𝑙.,𝑓-𝑙.     (2.77)
	,𝜎-𝑡.=,𝜎-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜌-𝑡.,𝑓-𝑡.     (2.78)
	,𝜏-𝑙𝑡.=,(𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.),𝑠𝑖𝑛-𝛼.,𝑐𝑜𝑠-𝛼.      (2.79)
	CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD
	Asumiendo que las deformaciones se distribuyen de manera uniforme en el elemento, entonces:
	,𝜀-𝑙.=,𝜀-𝑑.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜀-𝑟.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.      (2.80)
	,𝜀-𝑡.=,𝜀-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜀-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.      (2.81)
	,𝛾-𝑙𝑡.=,2(𝜀-𝑑.−,𝜀-𝑟.),𝑠𝑖𝑛-𝛼.,𝑐𝑜𝑠-𝛼.     (2.82)
	donde:  l, t = deformaciones normales en el acero en dirección l y t respectivamente.
	lt = distorsión angular en el sistema l - t.
	d , r  = deformaciones normales en el sistema d-r (deformaciones principales).
	Estas expresiones satisfacen las condiciones del Círculo de Mohr en deformaciones.
	ECUACIONES CONSTITUTIVAS (RELACIONES TENSIÓN-DEFORMACIÓN)
	Las relaciones tensión-deformación que se utilizan en este artículo son las relaciones tensión-deformación deducidas por Vecchio y Collins en el apartado 2.4.6 de este mismo documento [3] y se muestran en la figura 2.34 (a):
	Si |d| ≤ |p|:
	,𝜎-𝑑.=,−𝑓′-𝑐. [2,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,(,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..)-2.]      (2.83a)
	Si |d| > |p|:
	,𝜎-𝑑.=,,−,𝑓-,.-𝑐.-. [1−(,,,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,1-.-2−,1-..)-2.]     (2.83b)
	donde p = 0/ se define como la deformación pico, siendo0  = -0.002.  es un coeficiente para tener en cuenta el fenómeno de reblandecimiento y se expresa como:
	=,−,,𝜀-𝑙.+,𝜀-𝑡.−2,𝜀-𝑑.-,𝜀-𝑑..−0.3.=,0.7−,,𝜀-𝑟.-,𝜀-𝑑...     (2.84)
	Figura 2.34: Relaciones tensión-deformación con reblandecimiento para el hormigón [6].
	La relación tensión-deformación en la dirección perpendicular a la biela de compresión se muestra en la figura 2.34 (b). Antes de que el hormigón fisure, la relación lineal ascendente viene expresada como:
	si r < cr
	,𝜎-𝑟.=,𝐸-𝑐.,𝜀-𝑟.       (2.85a)
	donde Ec = modulo de elasticidad inicial del hormigón tomado como -2fc / 0
	Para la rama de descenso después de fisurar se asume la relación:
	si r > cr
	,𝜎-𝑟.=,,𝑓-𝑐𝑟.-1+,,,𝜀-𝑟.−,𝜀-𝑐𝑟.-0.005...      (2.85b)
	donde fcr = tensión de fisuración del hormigón, tomada como 4(f'c)1/2  y cr = deformación de fisuración del hormigón = fc / Ec. Esta relación no es exactamente la misma que la que se describe en [3]. En [3] el término en la raíz cuadrada en el numer...
	,𝑓-𝑙.=,𝐸-𝑠.,𝜀-𝑙.   si l ≤ ly   (2.86a)
	,𝑓-𝑙.=,𝑓-𝑙𝑦.   si l > ly   (2.86b)
	,𝑓-𝑡.=,𝐸-𝑠.,𝜀-𝑡.   si t ≤ ty   (2.87a)
	,𝑓-𝑡.=,𝑓-𝑡𝑦.   si t > ty   (2.87b)
	donde Es = módulo de Young de elasticidad del armado. fly, fty = tensiones de plastificación del armado longitudinal y transversal, respectivamente.
	CONDENSACIÓN DE LAS ECUACIONES Y PROCEDIMIENTO DE SOLUCIÓN
	Las tensiones t y lt se relacionan con la carga externa aplicada del siguiente modo:
	,𝜎-𝑡.=,𝐾-𝜎.,,𝑃-𝑡.-𝑏h.       (2.88)
	,𝜏-𝑙𝑡.=,𝐾-𝜏.,,𝑃-𝑡.-𝑏l.       (2.89)
	donde: K = coeficiente que describe la distribución no uniforme de la tensión t.
	K = coeficiente que describe la distribución no uniforme de la tensión lt.
	b = grosor de la probeta (figura 2.35)
	h = ancho de la probeta (figura 2.35)
	l = longitud del plano de corte (figura 2.35)
	Figura 2.35: Probetas tipo push-off y zona crítica [6].
	Eliminando Pt de las ecuaciones (2.88) y (2.89) se llega a:
	,𝜎-𝑡.=(,𝑙-h.,,𝐾-𝜎.-,𝐾-𝜏..),𝜏-𝑙𝑡.       (2.89)
	𝐾=,𝑙-h.,,𝐾-𝜎.-,𝐾-𝜏..        (2.90)
	,𝜎-𝑡.=𝐾,𝜏-𝑙𝑡.        (2.91)
	Sustituyendo la ecuación (2.86) en la ecuación (2.77) y usando la ecuación (2.80) para l:
	,𝜎-𝑙.=,𝜎-𝑑.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜌-𝑙.,𝑓-𝑙𝑦.     l ≥ ly  (2.92a)
	,𝜎-𝑙.=,𝜎-𝑑.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜌-𝑙.,𝐸-𝑠.(,𝜀-𝑑.,,cos-2.-𝛼.+,𝜀-𝑟.,,sin-2.-𝛼.)  l < ly  (2.92b)
	De las ecuaciones (2.78), (2.79) y (2.91) se obtiene:
	(,𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.)𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.=,𝜎-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜌-𝑡.,𝑓-𝑡.    (2.93)
	Sustituyendo la ecuación (2.87) en la ecuación (2.93) y usando la ecuación (2.81) para t:
	,(𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.)𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.=,𝜎-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜌-𝑡.,𝑓-𝑡𝑦.  t ≥ ty  (2.94a)
	,(𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.)𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.=,𝜎-𝑑.,,𝑠𝑖𝑛-2.-𝛼.+,𝜎-𝑟.,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.+,𝜌-𝑡.,𝐸-𝑠.(,𝜀-𝑑.,,sin-2.-𝛼.+,𝜀-𝑟.,,cos-2.-𝛼.)  t < ty  (2.94b)
	El procedimiento iterativo que se sigue para la resolución es el siguiente:
	1. Seleccionar un valor para d.
	2. Asumir un valor de r.
	3. Resolver r. a partir de las curvas tensión-deformación de las expresiones (2.85):
	,𝜀-𝑟.=,0.005,,,,𝑓-𝑐𝑟.-,𝜎-𝑟..−1.-2.+,𝜀-𝑐𝑟..  r ≥ cr
	,𝜀-𝑟.=,,𝜎-𝑟.-,𝐸-𝑐..     r < cr
	4. Hallar  a partir de la expresión (84):
	=,0.7−,,𝜀-𝑟.-,𝜀-𝑑...
	5. Hallar d  de la expresión (2.83):
	Si |d| ≤ |p|:
	,𝜎-𝑑.=,−𝑓′-𝑐. [2,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,(,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..)-2.]
	Si |d| > |p|:
	,𝜎-𝑑.=,,−,𝑓-,.-𝑐.-. [1−(,,,,𝜀-𝑑.-,𝜀-0..−,1-.-2−,1-..)-2.]
	6. Obtener  a partir de las expresiones (2.92):
	,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.=,,𝜎-𝑙.−,𝜎-𝑟.−,𝜌-𝑙.,𝑓-𝑙𝑦.-,𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟..  l ≥ ly
	,,𝑐𝑜𝑠-2.-𝛼.=,,𝜎-𝑙.−,𝜎-𝑟.−,𝜌-𝑙.,,𝐸-𝑠.𝜀-𝑟.-,𝜎-𝑑.−,𝜎-𝑟.+,𝜌-𝑙.,,𝐸-𝑠.(,𝜀-𝑑.−𝜀-𝑟.).  l < ly
	y, con ello, obtener sin2, sin y cos
	7. Resolver r a partir de las expresiones (2.94):
	,𝜎-𝑟.=,,𝜎-𝑑.,𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.−,si,n-2.-𝛼..−,𝜌-𝑡.,𝑓-𝑡𝑦.-𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.+,,cos-2.-𝛼..  t ≥ ty
	,𝜎-𝑟.=,,,𝜎-𝑑.,𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.−,si,n-2.-𝛼..-−,𝜌-𝑡.,𝐸-𝑠.(,𝜀-𝑑.,,sin-2.-𝛼.+,𝜀-𝑟.,,cos-2.-𝛼.).-𝐾,sin-𝛼.,cos-𝛼.+,,cos-2.-𝛼..  t < ty
	8. Si el valor de r calculado es suficientemente próximo al valor de r asumido, entonces se han obtenido un conjunto de soluciones d , r , r ,  y para el valor seleccionado de d. Si esto no es así, se calcula otro r por el método de la bisec...
	9. Se selecciona otro valor de d y se repiten todos los pasos desde el paso 1 al 8. En este proceso, se puede hallar un conjunto de soluciones para varios d.
	10. El valor de lt , l , t , lt , fl y ft  se puede obtener a partir de las expresiones (2.79), (2.80), (2.81), (2.82), (2.86) y (2.87), respectivamente.
	Con ello se consiguen unos resultados que se comparan con 32 test de laboratorio (ensayos push-off y pull-off) provenientes de la literatura [5].
	CONCLUSIONES
	Se obtiene una buena concordancia de resultados entre la resistencia a cortante calculada y la obtenida mediante ensayos en los casos donde la distribución de tensiones en la zona crítica, abarcando el plano de corte, es razonablemente uniforme despué...
	El reblandecimiento del hormigón después de su fisuración juega un papel importante en la determinación de la resistencia a cortante. Tanto el armado en dirección longitudinal al plano de cortante como el armado en dirección transversal son factores i...
	2.4.9. F.J. VECCHIO and M. NIETO (1991) [26].
	Este artículo trata de una investigación de tipo experimental y una posterior modelización mediante el método de elementos finitos.
	PROGRAMA EXPERIMENTAL
	El programa experimental que se lleva a cabo en este artículo está compuesto por seis paneles de hormigón armado bajo varias condiciones de carga monotónica en el plano. Antes de proceder al ensayo, se inducen unas fisuras transversales en los paneles...
	Figura 2.36: Detalle de los paneles para el ensayo [26].
	El resultado del programa experimental indica que el comportamiento del panel a corte no se ve influenciado de manera significativa por las fisuras transversales preexistentes. Parece ser que las fuerzas de corte actuando a través de la longitud de la...
	Es significativa la influencia de las tensiones longitudinales en la capacidad de resistencia a corte de los paneles. Donde el fallo viene gobernado por la plastificación de las armaduras, las tensiones longitudinales externas aplicadas tienen una inf...
	Las zonas con alto contenido en armado de los paneles tienen también una gran influencia en la resistencia al corte. Se produce un efecto de confinamiento que impide la expansión en la dirección transversal. Ello produce un aumento de la capacidad res...
	También se realiza una comparación con el "shear friction model" [16, 17] y en el apartado 2.4.1 de este mismo documento [15]). En esta comparación se observa que el "shear friction model" da predicciones muy conservativas en cortante puro o en la com...
	MODELIZACIÓN DE LA RESPUESTA TEÓRICA
	Para la obtención de las respuestas de los paneles de modo teórico se usa un análisis no lineal mediante el método de los elementos finitos. Para ello se usa el programa "TRIX" el cual incorpora los conceptos y ecuaciones constitutivas del "Modified C...
	Figura 2.37: Modelo de elementos finitos para los paneles [26].
	El análisis indica que el mecanismo de resistencia que se desarrolla en los paneles está compuesto por bielas de compresión que se forman en la región media entre las dos regiones con mayor rigidez del panel. La acción de las bielas es dominante a lo ...
	Se consigue una buena predicción de la respuesta carga-deformación post-fisura y en la ductilidad en la carga última. La rigidez inicial se sobreestima debido, parcialmente a la negligencia de las fisuras transversales preexistentes. El modo de fallo ...
	Para la obtención de otra medida de precisión también se analizan mediante el modelo de elementos finitos con el MCFT el comportamiento a cortante de las probetas de push-off con fisuración previa obtenidas de la literatura [15] y ya tratadas en este ...
	Figura 2.38: Modelo de elementos finitos para los pus-off con fisuración previa [26].
	Las barras de armado longitudinal se modelan de forma discreta a modo de celosía, mientras que las barras transversales (por ejemplo, el armado que cruza el plano de corte) se modela de forma difusa. El análisis muestra que, para piezas con baja densi...
	Inicialmente se había modelado el armado longitudinal en los push-off de forma difusa. El área del armado longitudinal se había considerado igualmente distribuida a través de todo el ancho de la pieza y, debido a ello, las zonas adyacentes al plano de...
	CONCLUSIONES
	Los paneles de hormigón armado se ensayan para investigar la aplicabilidad de la "Modified Compresion Field Theory" en situaciones distintas de lo que se asume como condiciones normales.
	Las fisuras transversales preexistentes muestran una pequeña influencia en el comportamiento del panel. Es visible cierto deslizamiento, aunque la rigidez a cortante inicial se ve reducida y se observan pequeñas fisuras locales a lo largo de las inter...
	La "Modified Compresion Field Theory" incorporada en un procedimiento de elementos finitos no lineal predice de forma precisa tanto la resistencia como la respuesta carga-deformación de los paneles. También predice con suficiente precisión la resisten...
	Los paneles ensayados manifiestan resistencias considerablemente superiores que las de los paneles ensayados en un primer momento que fueron armados de forma uniaxial. Esto indica que la respuesta no lineal del hormigón armado puede dar lugar a redist...
	2.4.10. F.J. VECCHIO (2000) [27].
	En este artículo se presenta un modelo conceptual para describir el comportamiento de elementos de hormigón armado y fisurado: el modelo DSFM ("Disturbed Stress Field Model"). Esto se lleva a cabo a través de una formulación híbrida entre el modelo de...
	Éste es el modelo que se utiliza en el capítulo de modelización para el hormigón armado y el hormigón armado y con fibras de acero de este trabajo.
	2.4.11. F.J. VECCHIO (2001) [28].
	El modelo "Disturbed Stress Field Model" (DSFM) es un modelo de fisuración difusa, rotativo y con desfase entre el campo de tensiones y el de deformaciones, propuesto como una alternativa a los modelos de fisuración completamente rotativos y completam...
	Éste es el procedimiento que se utiliza en el capítulo de modelización para el hormigón armado y el hormigón armado y con fibras de acero de este trabajo.
	2.4.12. F.J. VECCHIO, D. LAI, W. SHIM, and J. NG (2001) [29].
	En este artículo se lleva a cabo la validación del modelo DSFM descrito en los dos puntos anteriores. Para ello se analizan 40 paneles de la literatura divididos en tres series (ver figuras 2.39 y 2.40): la serie PV- fue la ensayada por Vecchio y Coll...
	Figura 2.39: Resultados del análisis de los paneles [29].
	Figura 2.40: Gráficas carga-deformación para paneles representativos: (a) Panel PV23;         (b) Panel PB20; (c) Panel PV20; (d) Panel PHS8 [29].
	Se analizan también 54 vigas a cortante (ver figura 2.41, 2.42 y 2.43): una serie de 18 vigas ensayadas por Stanik y Collins (1998), una serie de 12 vigas ensayadas por Bresler y Scordelis (1963) y una serie de 24 vigas ensayadas por Gupta (1998). Tod...
	Figura 2.41: Resultados del análisis de las vigas [29].
	Figura 2.42: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de vigas típicas de Bresler y Scordelis [29].
	Figura 2.43: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de vigas típicas de Stanik [29].
	También se analizan 13 muros a cortante que fueron ensayados por Lefas et al. (1990) (ver figuras 2.44 y 2.45). Todas las series se validan con los modelos DSFM y MCFT.
	Figura 2.44: Resultados del análisis de los muros [29].
	Figura 2.45: Gráficas comparativas de la respuesta carga-deformación de muros de cortante típicos de Lefas et al. [29].
	Entre otras, se concluye que el DSFM ofrece unos cálculos más precisos de resistencia, de respuesta carga-deformación y modo de rotura que el MCFT. Pese a ser un modelo más simple, el modelo MCFT ofrece buenos resultados y una buena precisión para un ...
	2.4.13. ALAN H. MATTOCK (2001) [8].
	Recientes estudios experimentales acerca de la resistencia a cortante entre las caras rugosas de las fisuras ("shear friction" [16, 17]) con hormigones de alta resistencia, codificada en la ACI Builiding Code, corroboran que dicha resistencia no se ob...
	La norma ACI se basa en la condición de que existe la fisura por cortante antes de que sea aplicada la carga de corte. No obstante, se sabe que el comportamiento del hormigón armado cuando está previamente fisurado difiere del comportamiento del hormi...
	Como ya se estudió en [5] en el apartado 2.4.2 de este capítulo, en el caso de hormigones armados sin fisuración previa, aparecen fisuras cortas de tracción a través del plano de corte formando bielas de compresión diagonales. Estas bielas se integran...
	Cuando el cortante se resiste a través de hormigón armado con fisuración previa, el deslizamiento se produce a lo largo del plano de la fisura. La resistencia a corte se desarrolla debido a la combinación de la proyección de la tensión tangencial en l...
	El método que propone la ACI asume que la resistencia a corte es directamente proporcional a la resistencia a la plastificación Avffy del armado de cortante que atraviesa el plano de corte en ángulo recto. Esta simplificación que propone la ACI no ref...
	Se evalúan ensayos tipo push-off procedentes de la literatura [15, 7, 5, 10, 20, 7] y se proponen un conjunto de ecuaciones para calcular la resistencia a cortante con mayor exactitud.
	2.4.14. K. N. RAHAL (2010) [9].
	En este artículo, se lleva a cabo un modelo para resolver el problema de la transmisión del esfuerzo cortante en elementos de membrana sometidos a tensiones en su propio plano y vigas sujetas a cortante y a torsión de hormigón armado. Dicho modelo rel...
	Se parte del modelo SMCS (Simplified Model for Combined Stress Resultants) desarrollado por el propio Rahal 2008 [30]. Se trata de un modelo simple y no iterativo para el cálculo de la resistencia a cortante y el modo de fallo de elementos membrana su...
	A partir del SMCS para cortante puro (ver resumen en figura 2.46), se añade el efecto de tensiones normales por superposición. El modelo asume que los factores más importantes que afectan a la resistencia a cortante puro de los elementos membrana son ...
	,𝑤-𝑥.=,,𝜌-𝑥.,𝑓-𝑦−𝑥.-,𝑓′-𝑐..; ,𝑤-𝑦.=,,𝜌-𝑦.,𝑓-𝑦−𝑦.-,𝑓′-𝑐..      (2.95)
	donde wx, wy son los índices de armado en dirección x y en dirección y, respectivamente; x, y son los ratios de armado en dirección x y en dirección y, respectivamente; y fy-x, fy-y es la tensión de plastificación del armado en dirección x y en dire...
	Figura 2.46: Elemento membrana sujeto a tensiones en el plano y resumen de las ecuaciones del modelo SMCS [9].
	Se pueden usar modelos avanzados para el cálculo de la resistencia y del modo de rotura del elemento membrana visto en la figura 2.46. Por ejemplo, el modelo MCFT [23] se usa para calcular la relación entre los índices de armado por un lado y la resis...
	El modelo SMCS se valida, junto con otros modelos, con resultados experimentales de 114 probetas tipo push-off (prefisuradas y sin fisuración previa) y 15 vigas. En la tabla que se muestra en la figura 2.47 se resumen los resultados.
	Figura 2.47: Resumen de la correlación del cálculo de seis métodos con las capacidades a cortante obtenidas de forma experimental [9].
	CONCLUSIONES:
	Tras la comparación con otros cinco modelos semi-empíricos y con la validación experimental procedente de la literatura, se concluye que el SMCS aporta resultados con suficiente precisión.
	La mayor precisión del modelo se obtiene por su capacidad a la hora de tener en cuenta los efectos del armado en la dirección paralela al plano de corte.
	Los modelos semi-empíricos que relacionan la resistencia a cortante con la raíz cuadrada de la resistencia de confinamiento se pueden tener en cuenta como casos generales del modelo SMCS. Las ecuaciones de los modelos semi-empíricos se pueden derivar ...
	El modelo SMCS es un modelo generalizado aplicable a elementos membrana sujetos a tensiones en el plano y a vigas sujetas a la combinación de cortante y flexión y a la combinación de torsión y flexión, con precisión y simplicidad.
	2.5. Estudios experimentales, modelización y teorías sobre la transmisión del esfuerzo cortante para hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC).
	El hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) se trata de un hormigón que presenta ciertas mejoras con respecto al hormigón convencional. Con la inclusión de la suficiente cantidad de fibras se consigue menor fragilidad (mayor ductilidad),...
	En el aparatado del estado del arte de la tesina final de máster de Mauro Barosio, 2011 [34] se describen de manera detallada los distintos tipos de modelos constitutivos empleados para el hormigón armado y reforzado con fibras de acero. El comportami...
	El hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC) ha venido siendo usado como material estructural desde 1960 [50-52]. Batson et al. [53] llevó a cabo ensayos de cortante en 102 ensayos de vigas fabricadas con SFRC utilizando como parámetros c...
	Tan et al. [61] realizó un intento pionero de expandir la aplicación del modelo de celosía rotativo (RA-STM) originalmente desarrollado por Hsu [62] a piezas fabricadas con SFRC. Aunque sus análisis mostraban una buena similitud con los resultados exp...
	Lihua et al. [64] usó para el análisis del comportamiento a cortante de vigas fabricadas con SFRC un programa comercial de elementos finitos obteniendo resultados relativamente precisos. La falta de ajuste fue debido a que su modelo de análisis presen...
	Aunque las ecuaciones simples sobre la resistencia a cortante [55, 57-60] reflejan las variables claves como el ratio a/d, el factor volumétrico de las fibras de acero (Vf), la densidad de armado longitudinal (s),etc., éstas todavía se encuentran fal...
	A continuación se realiza una cronología y una breve descripción sobre los trabajos acerca del estudio de la transmisión del esfuerzo cortante en hormigón armado y reforzado con fibras de acero que han llevado a cabo los distintos autores a lo largo d...
	2.5.1. B. BARRAGÁN, R. GETTU, L. AGULLÓ, and R. ZERBINO (2006) [46].
	El objetivo del este trabajo es el de caracterizar el modo de fallo y la resistencia del hormigón reforzado con fibras de acero (SFRC) sujeto a esfuerzos de cortante a nivel material. Para ello se lleva a cabo una campaña experimental con ensayos tipo...
	Figura 2.48: Probeta tipo push-off usada [46].
	De aquí se obtienen resultados visuales sobre el modo de fallo de las probetas que se distinguen en función de la resistencia del hormigón y de la cantidad de fibras de acero que contiene el hormigón (ver figura 2.49 ).
	Figura 2.49: Modo de fallo de una probeta tipo push-off fabricada con hormigón de alta resistencia (70MPa), (izquierda) sin fibras, (derecha) con fibras (40kg/m3) [46].
	Además, también se obtienen resultados tensión tangencial-deslizamiento, que marcan el comportamiento del SFRC frente a cortante (ver figura 2.50 ).
	Figura 2.50: Gráfica tensión tangencial-deslizamiento para hormigón de 30MPa con 0kg/m3, 20kg/m3 y 40kg/m3 de fibras respectivamente [46].
	A partir de estos resultados se definen los parámetros que caracterizan la resistencia del SFRC:
	- resistencia a cortante absoluta, entendida como el área bajo la curva tensión-   deslizamiento hasta un límite de deslizamiento prescrito (slim):
	,𝐵-,𝑠-𝑙𝑖𝑚.-𝑆.=,0-,𝑠-𝑙𝑖𝑚.-,𝜏-𝑠.(𝑠)𝑑𝑠.     (2.96)
	- resistencia a cortante equivalente, entendida la resistencia a cortante absoluta   dividida por el valor límite de deslizamiento prescrito:
	,𝑓-,𝑠-𝑙𝑖𝑚.-𝑠.=,,𝐵-,𝑠-𝑙𝑖𝑚.-𝑆.-,𝑠-𝑙𝑖𝑚..=,0-,𝑠-𝑙𝑖𝑚.-,𝜏-𝑠.(𝑠)𝑑𝑠.    (2.97)
	- resistencia a cortante residual, entendida como una medida directa de la tensión   efectiva que puede ser transferida a través de una fisura abierta.
	También se realiza un modelo de elementos finitos elástico para demostrar la presencia de tensiones de cortante en el plano de corte y en las entallas de la pieza push-off (ver figura 51).
	Figura 2.51: Malla de elementos finitos usada y distribuciones de tensiones de (a) compresión, (b) tracción y (c) corte (las partes oscuras indican magnitudes altas de tensión) [46].
	CONCLUSIONES:
	Los ensayos realizados con piezas tipo push-off demuestran que existe una capacidad de disipación de energía del SFRC en el régimen post-fisura. La incorporación de fibras en el hormigón sujeto a cortante conduce a una mejor integridad mecánica durant...
	Se obtienen mejoras significativas en la ductilidad del hormigón durante el fallo por cortante. Además, también se observa un cierto incremento de la resistencia a cortante con la incorporación de las fibras tanto en hormigón de resistencia normal com...
	El conocimiento de la tensión a cortante que puede ser transmitida a través de una fisura abierta es de gran importancia para aproximaciones al diseño basadas en mecanismos de fractura, donde la resistencia a cortante residual y/o equivalente se puede...
	El ensayo tipo push-off, debido a su simplicidad, se puede usar para evaluar la resistencia a cortante de SFRC. No obstante, como las fibras tienden a tener una orientación determinada debido a la compactación del hormigón o su puesta en obra, los ens...
	2.5.2. D. H. LEE, J. H. HWANG, H. JU, K. S. KIM, and D. A. KUCHMA (2011) [47].
	En este artículo se lleva a cabo un proceso de análisis no lineal mediante elementos finitos para reflejar las propiedades y el comportamiento del hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). Este análisis puede usarse para obtener el compo...
	La motivación de este análisis es que el hormigón armado y reforzado con fibras de acero consigue mejorar algunos aspectos frente al hormigón convencional como son: mejora de la ductilidad mejora del comportamiento a tracción antes y después de la fis...
	En este modelo: DTFTM (Direct Tension Force Transfer Model), las fibras de acero se modelan como elementos de transmisión de la tensión de tracción directa en la caras de las fisuras. Se trataría de una resistencia a tracción extra. Esto se utiliza en...
	Figura 2.52: Concepto del modelo de contribución por tensión directa. (a) comportamiento de las fibras de acero entre las fisura; (b) tipo de fibras de acero y factores de forma; (c) fisuras inclinadas y fibras de acero entre las fisuras [47].
	Se trata pues de un modelo 2D isotrópico donde se considera que la contribución de las fibras de acero se refleja en la matriz de rigidez no lineal secante:
	(2.98)
	donde Ēsfrp es el modulo secante de las fibras de acero.
	Así pues se constituye el algoritmo de elementos finitos no lineal que se muestra en la figura 2.53.
	Figura 2.53: Procedimiento de análisis para el método iterativo no lineal [47].
	La verificación del modelo de elementos finitos no lineal propuesto se lleva a cabo con los resultados de los paneles de hormigón armado y reforzado con fibras de acero sometidos a cortante puro realizados por Susetyo, 2009 [48], tal y como muestra la...
	Figura 2.54: Tabla resumen de los paneles utilizados para la verificación del modelo DTFTM [47].
	CONCLUSIONES:
	Se verifica que el análisis numérico propuesto con el modelo DTFTM puede considerar de manera aproximada la dirección de las fibras, las diferencias de las características de adherencia de acuerdo con el tipo de fibra y el modo de fallo por arranque (...
	Se considera que la rotura tipo pull-out de las fibras de acero es el mecanismo dominante en la interfaz de las piezas con SFRC. Usando este criterio, el modelo propuesto estima la capacidad de deformación de las piezas con SFRC de manera precisa.
	Para la estimación del mecanismo de fallo tipo pull-out, el modelo de análisis sólo requiere un test simple de adherencia de las fibras de acero.
	El modelo propuesto muestra estimaciones relativamente buenas del comportamiento frente a cortante de las piezas con SFRC con distintas resistencias a compresión o diferentes tipos de fibras. También se obtienen buenos resultados del comportamiento a ...
	2.5.3. K. S. KIM, D. H. LEE, J. H. HWANG, and D. A. KUCHMA (2011) [49].
	En este artículo se desarrolla un modelo material para representar el comportamiento frente a esfuerzo cortante del hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). Se trata de la descripción del modelo material que se usa para la implementació...
	El modelo que se propone tiene en cuenta las fibras de acero como elementos que transmiten la tensión de tracción de forma directa en un modelo de celosía con fisuración difusa. Se basa en el modelo MCFT desarrollado por Vecchio y Collins, 1986 [23] y...
	Las ecuaciones de compatibilidad y las ecuaciones constitutivas (relaciones tensión-deformación) son las mismas que las usadas en el MCFT [23]. El efecto de las fibras se tiene en cuenta en el planteamiento de las ecuaciones de equilibrio tanto en la ...
	- Ecuación de equilibrio en dirección transversal:
	,𝐴-𝑓.,𝑓-𝑠𝑓.𝑛,cos-𝜃.−(,𝑓-2.,,sin-2.-𝜃.−,𝑓-1.,,cos-2.-𝜃.),𝑏-𝑤.𝑥=0    (2.99)
	donde Af y fsf son la sección transversal y la tensión de tracción de las fibras, respectivamente, y n es el número de fibras efectivas en la dirección principal de tracción. El número de fibras efectivas por unidad de área se calcula como:
	,𝑛-𝑤.=,,𝑉-𝑓.-,𝐴-𝑓..        (2.100)
	donde Vf la fracción volumétrica de fibras de acero y  es el factor de orientación de la fibra en la dirección considerada que puede ser calculado. En este artículo se usa  = 0.41. De este modo n se puede obtener como:
	𝑛=,𝑛-𝑤.,𝑏-𝑤.𝑥,cos-𝜃.       (2.101)
	donde bwxcoses el área del plano paralelo a la superficie fisurada.
	Asumiendo que el ángulo de inclinación de las fisuras coincide con la dirección principal de tensión, la tensión de tracción de las fibras de acero, fsf en la dirección principal de tracción se puede expresar como:
	,𝑓-𝑠𝑓.=,𝐸-𝑠𝑓.,𝜀-1.        (2.102)
	De este modo la ecuación de equilibrio en la dirección principal teniendo en cuenta las características de las fibras de acero queda como:
	0.41,𝑉-𝑓.,𝑓-𝑠𝑓.,𝑏-𝑤.,,cos-2.-𝜃.−(,𝑓-2.,,sin-2.-𝜃.−,𝑓-1.,,cos-2.-𝜃.),𝑏-𝑤.=0   (2.103)
	- Ecuación de equilibrio en la dirección longitudinal, procediendo de forma similar a la   obtención de la ecuación de equilibrio en dirección transversal, se llega a:
	,𝐴-𝑠𝑥.,𝑓-𝑠𝑥.+0.41,𝑉-𝑓.,𝑓-𝑠𝑓.,𝑏-𝑤.𝑗𝑑,,sin-2.-𝜃.−𝑉,cot-𝜃.+,𝑓-1.,𝑏-𝑤.𝑗𝑑=0  (2.104)
	En este artículo se considera que la tensión límite máxima de las fibras de acero viene afectada por la tensión de adherencia de las fibras, la longitud de las fibras y de la obertura de fisura.
	La límite de la tensión local también viene afectada por la presencia de las fibras. Las fibras irán adquiriendo tensión conforme se vayan abriendo las fisuras (ver figura 2.55).
	Figura 2.55: Transmisión de las fuerzas a través de las fisuras [49].
	En el propio artículo [49] se puede ver el diagrama-algoritmo de aplicación del modelo material para SFRC.
	La validación del modelo se lleva a cabo a partir de ensayos experimentales procedentes de la literatura: 8 paneles de SFRC ensayados por Susetyo [48] (ver figura 2.56) y un total de 80 vigas también de SFRC [53, 57, 58, 66-69] (ver figura 57).
	Figura 2.56: Paneles de Susetyo de SFRC [49].
	Figura 2.57: Vigas de SFRC [49].
	CONCLUSIONES:
	El modelo de comportamiento a cortante propuesto en este artículo tiene una clara base teórica y puede aplicarse para piezas de hormigón reforzado con fibras de acero así como a otras piezas con hormigón reforzado con otro tipo de fibras. Sólo es nece...
	Al contrario que otros métodos, el modelo de comportamiento a cortante propuesto considera el mecanismo de adherencia entre las fibras y el hormigón con detalle y, con ello, se puede representar, de forma aproximada, el fallo por arranque (o fallo por...
	Si se compara con los ensayos experimentales procedentes de la literatura para paneles y vigas, se observa que el modelo capta el comportamiento a cortante de un modo razonable.
	Se obtiene de los análisis de los resultados que la fracción de volumen óptima (Vf) es del 1.5%.
	2.5.4. J. SUSETYO, P. GAUVREAU, and F.J. VECCHIO (2011) [4].
	El motivo de este trabajo es el de proveer resultados experimentales para enriquecer la base de resultados para el estudio y generación de modelos teóricos que caractericen la contribución de las fibras de acero a la resistencia a cortante del hormigó...
	Para la realización de este estudio, se ensayan 10 paneles de 890x890x70mm. Las características de los materiales que componen la matriz así como el armado y las fibras se resumen en las tablas de la figura 2.58.
	Figura 2.58: Características de los materiales que componen los paneles [4].
	CONCLUSIONES:
	Con elementos de hormigón armados con fibras de acero (SFRC) se obtienen valores de resistencia a corte y respuestas deformacionales (con características de control de fisura mejorada) comparables a elementos que contengan baja o mínima cantidad de ar...
	El volumen de fibras que se utilice tiene un efecto significativo en el comportamiento frente a cortante. Se requiere de un contenido de fibras alrededor del 1% para notar mejoras en términos de resistencia a cortante, deformación dúctil, abertura de ...
	El tipo de fibra también resulta un factor influyente. Los paneles que contienen fibras de corta longitud consiguen mayores resistencias a cortante y mayores valores de la tensión principal de tracción en el hormigón que los paneles que contienen fibr...
	La resistencia a compresión del hormigón armado con fibras de acero no experimenta una mejora sustancial en comparación con el hormigón convencional.
	La adición de fibras mejora, de forma significativa, la respuesta tensión-deformación de la tracción principal tras la fisuración del hormigón. Esto demuestra la capacidad de las fibras para transmitir tensiones de tracción a través de las fisuras.
	La respuesta tensión-deformación de la compresión principal no se ve influenciada por la presencia de fibras.
	2.5.5. G. TIBERTI, F. MINELLI, G. A. PLIZZARI, and F. J. VECCHIO (2013) [70].
	En este artículo se describe una serie de resultados procedentes de un programa experimental realizado por la Universidad de Brescia (Italia) en colaboración con Universidad de Toronto (Canadá). En este programa experimental se estudia la formación y ...
	En la figura 2.59 se muestra el tipo de ensayo.
	Figura 2.59: Geometría y detalles de armado de las probetas para el ensayo de tracción uniaxial [70].
	En las tablas de la figura 2.60 se muestran las características de los materiales que componen las probetas para los ensayos:
	Figura 2.60: Características de los materiales que componen las probetas [70].
	CONCLUSIONES:
	El uso de hormigón de alta resistencia (HSC) conduce a una reducción de la separación media entre fisuras con respecto al hormigón de resistencia normal (NSC).
	La etapa de estabilización de las fisuras parece no verse influenciada por la mejora de la dureza (en piezas con SFRC) ni por la variación del grado de resistencia del hormigón.
	El uso de SFRC tiene una clara influencia en el comportamiento de las barras de tensión (la probetas realizadas de hormigón y barra de acero) en los estados límite de servicio. Se reduce la obertura de fisura y esto da como resultado patrones de fisur...
	El SFRC rigidiza la respuesta post-fisura de las piezas de hormigón y esto es efectivo en la disminución de las deflexiones de las estructuras.
	Los modelos investigados en este artículo (MC 1978 y MC 2010) para hormigón armado tradicional no son adecuados para la predicción de de la separación media entre fisuras en hormigones de alta resistencia (HSC).
	Son necesarias fórmulas mejoradas que incluyan el efecto de la resistencia a compresión tanto en hormigón que contenga fibras como en hormigón que no las contenga.
	Son necesarios más estudios para llegar a entender la relación entre la dureza del SFRC y el radio de armado y para mejorar los modelos analíticos con el objetivo de predecir mejor la separación media entre fisuras.
	2.5.6. J. R. DELUCE, S. C. LEE, and F. J. VECCHIO (2014) [73].
	En este artículo se propone un modelo nuevo para el cálculo de la separación entre fisuras y la obertura de fisura en hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC). El modelo tiene en cuenta el efecto generado por la consideración de parámetr...
	En este artículo, se realiza la comparación del modelo propuesto para la obtención de la separación media de fisura con el de Dupont y Vandewalle [74] y el de Moffat [75].
	- Dupont y Vandewalle:
	,𝑠-𝑚.=50+0.25,𝑘-1.,𝑘-2.,,𝑑-𝑏.-,𝜌-𝑠,𝑒𝑓𝑓..,,50-,,𝑙-𝑓.-,𝑑-𝑓....     (2.105)
	donde 50/(lf/df)≤1; k1 es un factor que tiene en cuenta la adherencia de las barras de armado, tomando 0.8 para barras de armado deformadas y 1.6 para barras regulares; k2 es un factor que tiene en cuenta los efectos del gradiente de deformación, obte...
	- Moffat:
	,𝑠-𝑚.=50+0.25,𝑘-1.,𝑘-2.,,𝑑-𝑏.-,𝜌-𝑠,𝑒𝑓𝑓..,1−,,𝑓-𝑟𝑒𝑠.-,𝑓-𝑐𝑟...     (2.106)
	donde fres es la tensión residual en el hormigón tras la fisuración y fcr es la    tensión de fisuración en el hormigón.
	La fórmula propuesta para la separación media entre fisuras por el modelo de los autores de este artículo es:
	- Condición de deformación uniaxial (basada en el CEB-FIP 1978 [71]):
	,𝑠-𝑚.=2,,𝑐-𝑎.+,,𝑠-𝑏.-10..,𝑘-3.+,,𝑘-1.,𝑘-2.-,𝑠-𝑚𝑖..      (2.107)
	donde smi es el parámetro de efectividad del armado obtenido como:
	,𝑠-𝑚𝑖.=,,𝜌-𝑠,𝑒𝑓𝑓.-,𝑑-𝑏..+,𝑘-𝑓.,,𝛼-𝑓.,𝑉-𝑓.-,𝑑-𝑓..       (2.108)
	donde f e el factor de orientación de las fibras, Vf es la fracción volumétrica de las fibras, kf = lf/50df ≤ 1; ; k1 es un factor que tiene en cuenta la adherencia de las barras de armado, tomando 0.4 para barras de armado deformadas y 0.8 para barr...
	,𝑘-3.=1−,min(,𝑉-𝑓.,0.015)-0.015.∙,1−,1-,𝑘-𝑓...     (2.109)
	y el parámetro sb representa la separación efectiva de las barras de armado    longitudinal:
	,𝑠-𝑏.=0.5,,𝜋,𝑑-𝑏-2.-,𝜌-𝑠,𝑒𝑓𝑓...        (2.110)
	- Condición de deformación biaxial:
	Para este caso las ecuaciones (108) y (110) se evalúan con respecto a los ejes    principales de tracción. Estos valores después se usan en la expresión (107). La    separación efectiva de las barras de armado longitudinal en la dirección    princip...
	,𝑠-𝑏1.=,1-,,𝑖-,4-𝜋.,,𝜌-𝑠,𝑖.-,𝑑-𝑏,𝑖-2..,,cos-4.-,𝜃-𝑖.....       (2.111)
	donde i representa la capa de armado en la dirección dada; s,i, db,i y i son la    densidad de armado, el diámetro de la barra de armado y la orientación del    armado i, respectivamente. El parámetro de efectividad del armado para cada    capa de...
	,𝑠-𝑚𝑖1.=,𝑖-,,𝜌-𝑠,𝑖.-,𝑑-𝑏,𝑖..,,cos-2.-,𝜃-𝑖...+,𝑘-𝑓.,,𝛼-𝑓.,𝑉-𝑓.-,𝑑-𝑓..      (2.112)
	Estos parámetros se sustituyen en la expresión (107) para obtener la     separación media entre fisuras.
	CONCLUSIONES:
	Para calcular de forma correcta el comportamiento estructural de piezas fabricadas con SFRC es importante ser capaz de estimar las condiciones medias de las fisuras. Esto es debido a que la tensión de tracción referida a las fibras de acero es directa...
	Para solucionar esta deficiencia, se lleva a cabo el desarrollo de un modelo que tenga en cuenta parámetros como la densidad de armado, el tamaño de las barras de armado, el contenido de fibras, la longitud de las fibras y el diámetro de las fibras. E...
	,𝑤-𝑐𝑟,𝑚𝑎𝑥.=,1.7+3.4,,𝑉-𝑓.,𝑙-𝑓.-,𝑑-𝑓...,𝑤-𝑐𝑟,𝑎𝑣𝑔.     (2.113)
	donde:
	,𝑤-𝑐𝑟,𝑎𝑣𝑔.=,𝑠-𝑚.,𝜀-𝑡,𝑎𝑣𝑔.       (2.114)
	Esto permite el cálculo de la obertura máxima de fisura a partir de la obertura de fisura media obtenida por el modelo propuesto de separación media de fisuras. Aunque se observa un cierto grado de dispersión, se considera que la relación propuesta pr...
	Al extender este modelo a condiciones de deformación biaxiales se observa, al comparar con paneles sujetos a condiciones de cortante puro, que el modelo propuesto predice la separación media entre fisuras de los paneles con SFRC con aceptable precisión.
	Se recomienda un mayor estudio para la determinar la aplicación de este modelo a otro tipo de fibras como son fibras sintéticas.
	2.5.7. M. ISLAM, S. KHATUN, R. U. ISLAM, J. F. DOLA, M. HUSSAN and A. SIDDIQUE (2014) [80].
	En este artículo se lleva a cabo un modelización por elementos finitos y una validación experimental del comportamiento a cortante de piezas de hormigón armado y reforzado con fibras de acero (SFRC).
	Se usan fibras con un cociente longitud de fibra/diámetro de fibra bajo. Se usan dos tipos de áridos para el SFRC y hormigón normal que se usa para la fabricación de las vigas objeto de ensayo: piedra y ladrillo.
	La modelización por elementos finitos se lleva a cabo por medio del software ANSYS 10.0 con el elemento finito 3D con 8 grados de libertad (los tres desplazamientos x, y, z) SOLID65 (ver figura 2.61).
	Figura 2.61: Geometría del elemento finito tipo SOLID65 del software ANSYS 10.0 [80].
	La campaña experimental se lleva a cabo a través de tres tipos distintos de vigas: cortante simple, doble cortante y cortante-flexión. Todas las probetas se ensayan en una máquina de 1000 KN y los datos de deformaciones se obtienen a partir de una téc...
	Los modelos de elementos finitos de las vigas se validan con los resultados tensión-deformación experimentales optimizando el coeficiente de Poisson, el módulo de elasticidad, la capacidad tensional y el comportamiento tensión-deformación. El modelo d...
	Figura 2.62: Vigas experimentales, modelización con elementos finitos y resultados [80].
	CONCLUSIONES:
	Se mejora la capacidad de resistencia a cortante entre un 30 y un 170% usando fibras de acero con un ratio volumétrico del 1.5%. Con ello se consigue evitar una rotura frágil.
	Los modos de rotura de las probetas del ensayo experimental validan de forma similar los obtenidos con el modelo de elementos finitos.
	Se muestra la capacidad de los modelos de elementos finitos llevados a cabo en este trabajo para predecir la distribución del cortante del SFRC, el cual, asegura la fiabilidad del modelo.
	2.5.8. F. SOLTANZADEH, J. A. O. BARROS and R.F.C. SANTOS (2015) [81].
	En este trabajo se lleva a cabo la investigación del hormigón autocompactable armado con fibras de acero (HPFRC). Este tipo de hormigón presenta unas características reológicas y mecánicas únicas. En este artículo se lleva a cabo un diseño innovador d...
	Para el desarrollo de la campaña experimental, la caracterización del comportamiento frente a cortante se llevan a cabo con una serie de probetas diseñadas con ciertas modificaciones tomando como base las probetas tipo push-off. Para evaluar la influe...
	Figura 2.63: (a) localización de la probeta dentro del elemento prismático, (b) geometría y configuración de carga de las probetas para el ensayo de cortante (dimensiones en mm) [81].
	La modelización del ensayo experimental se realiza mediante un modelo de elementos finitos basado en los modelos de fisuración difusa multidireccional. Este modelo incluye diferentes aproximaciones para modelar el comportamiento a cortante del hormigó...
	Figura 2.64: Diagramas para el modelado (a) del modo de rotura, (b) deformacional [81].
	En las figuras 2.65 y 2.66 se muestra el tipo de elemento finito (cuadrilátero de 4 nodos con 2x2 y 2x1 puntos de integración de Gauss), el mallado que se usa y como se modelan las condiciones de contorno del ensayo.
	Figura 2.65: Elemento finito utilizado y mallado del esayo [81].
	Figura 2.66: Modelado de las condiciones de contorno del ensayo [81].
	CONCLUSIONES:
	En cuanto a las conclusiones referentes al cortante, se obtiene que el material (HPFRC) presenta una alta capacidad de disipación de energía de cortante.
	La alta efectividad del material HPFRC en términos de capacidad resistente a cortante y rigidez es tan buena como la capacidad de limitar la obertura de fisura máxima. De este modo se obtienen buenos resultados en cuanto a durabilidad.
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	Capítulo 3:
	Programa experimental.
	Figura 3.1: Dispositivo experimental.
	Existen dos clases de ensayos tipo push-off (ver figura 3.2):
	- Con fisuración previa a lo largo del plano de cortante (ver figura 3.2 izquierda).
	- Sin fisuración previa a lo largo del plano de cortante (ver figura 3.2 derecha).
	Figura 3.2: Push-off: (izquierda)con fisuración previa, (derecha) sin fisuración previa en el plano de corte.
	3.1. Desarrollo del programa experimental.
	3.2. Descripción de las probetas utilizadas en el ensayo push-off.
	3.2.1. Materiales.
	Para la generación de las probetas se realizan cinco dosificaciones: J1-1, J1-2, J2-1, J2-2 y J3-1. A continuación se muestra en la tabla 3.2 la composición de cada una de ellas.
	Donde:
	- Identificador: la columna identificador hace referencia al nombre de la probeta:
	Z: se refiere a la forma en Z de la probeta característica del ensayo push-off.
	HA ó HF: hace referencia al tipo de armado del hormigón en el alma de la    probeta: Hormigón Armado u Hormigón con Fibras.
	nFI8: se refiere al número de cercos de diámetro 8mm colocados en el alma de   la probeta perpendiculares a la dirección de aplicación de la carga. En este caso   se usan 3 cercos, 2 cercos o ningún cerco.
	NF: significa No Fisurado. Es decir, la probeta no se encuentra fisurada antes    de la realización del ensayo (no hay prefisuración).
	1 ó 2: para cada cuantía de cercos se realizan dos probetas. Estos     números hacen referencia al ordinal dentro de cada cuantía.
	- Dosificación: hace referencia a la dosificación de la que proviene cada probeta.  Como ya se ha dicho anteriormente, hay cinco dosificaciones posibles: J1-1, J1-2, J2-1,   J2-2 y J3-1.
	Las fibras que se utilizan para la formación del hormigón son fibras del tipo "Dramix RC-65/35-BN" de la marca Bekaert, cuyas características se detallan en la siguiente tabla (ver tabla 3.4 y figura 3.3):
	Tabla 3.4: Características de las fibras tipo "Dramix RC-65/35-BN"
	Figura 3.3: Fibras tipo "Dramix RC-65/35-BN"
	El acero que se utiliza para armar es un acero B500S (ver figura 3.4):
	Figura 3.4: Diagrama tensión-deformación del acero B500S que se utiliza para armar
	3.2.2. Propiedades del hormigón.
	3.2.2.1. Resistencia a compresión según UNE 83507 (2004) [85].
	Para identificar las propiedades del material para cada uno de los hormigones, se realizan los ensayos de compresión según la norma UNE 83507 (2004) [85].
	Para la obtención de la resistencia en la probeta cilíndrica a partir de la cúbica, se ha aplicado el criterio que aparece en el art 86.3.2 de la EHE-08. aplicable a probetas cúbicas de 10 cm de lado y tamaños máximos de árido inferiores a 12mm.
	- Dosificación J1-1:
	Se ensayan 2 probetas cúbicas de 100x100x100mm.
	Tabla 3.5: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas fabricadas con la dosificación J1-1.
	Aunque, en este caso, el valor de la resistencia de las probetas cilíndricas se trata de un  valor estimativo ya que el tamaño máximo de árido en esta dosificación es de 20 mm e  incumple el requisito para aplicar el coeficiente de conversión de prob...
	- Dosificación J1-2:
	Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm.
	Tabla 3.6: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas fabricadas con la dosificación J1-2.
	-Dosificación J2-1:
	Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm.
	Tabla 3.7: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas fabricadas con la dosificación J2-1.
	- Dosificación J2-2:
	Se ensayan 8 probetas cúbicas de 100x100x100 mm.
	Tabla 3.8: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas fabricadas con la dosificación J2-2.
	- Dosificación J3-1:
	Se ensayan 4 probetas cúbicas de 100x100x100 mm.
	Tabla 3.9: Resultados del ensayo de resistencia a compresión simple para las probetas fabricadas con la dosificación J3-1.
	3.2.2.2. Ensayo a flexo-tracción según UNE-EN 14651 (2007) [86].
	Este ensayo permite medir la resistencia a flexo-tracción del hormigón reforzado con fibras de acero. Además, permite determinar los valores del límite de proporcionalidad y de la resistencia residual.
	Esta norma se aplica a probetas prismáticas con entalla. La probeta se ensaya con carga centrada y controlando la velocidad de abertura de fisura (ver figuras 3.5 y 3.6)
	Figura 3.5: Geometría probetas prismáticas para el ensayo de flexo-tracción.
	Figura 3.6: Imágenes del ensayo a flexo-tracción.
	Las curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales para las probetas prismáticas sometidas a este ensayo usando las dosificaciones J2-1, J2-2 y J3-1, se muestran en las figuras 3.7, 3.8 y 3.9 , respectivamente. Para cada dosificación se ...
	Figura 3.7: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J2-1-A, J2-1-B y su valor medio.
	Figura 3.8: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J2-2-A, J2-2-B y su valor medio.
	Figura 3.9: Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J3-1-A, J3-1-B y su valor medio.
	En la tabla 3.10 se muestra el valor residual de la resistencia a flexo-tracción (fRR,jR) para las aberturas de fisura de 0.5, 1.5, 2.5 y 3.5 (j=1,2,3 y 4) respectivamente.
	Tabla 3.10: Estimación de las resistencias residuales.
	3.2.3. Dimensiones y armado.
	3.2.4. Proceso de fabricación.
	Figura 3.11: Molde (a) sin y (b) con armaduras antes de hormigonar.
	Figura 3.12: Probetas (c) tras hormigonar y (d) tras desmoldar.
	3.3. Instrumentación y proceso de ensayo.
	Figura 3.13: Croquis del dispositivo experimental.
	Figura 3.14: Fases de instrumentación y ensayo de las probetas.
	Figura 3.15: Vista del pórtico de ensayos tras la rotura. Vistas frontal y dorsal.
	Capítulo 4:
	Análisis de la respuesta experimental.
	4.1. Obtención y análisis de resultados.
	4.1.1. Trabajo de fotogrametría.
	Figura 4.1: Representación y toma de fotografía de los puntos donde se sitúan los demec.
	Figura 4.2: Secuencia de imágenes en el momento de la rotura. Probeta Z-HA-3FI8-NF-1.
	Figura 4.3: Obtención de coordenadas con AutoCAD.
	Figura 4.4: MEF [83].
	Figura 4.5: Analogía al MEF.
	Figura 4.6: Deformación RyR por fotogrametría para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1.
	Figura 4.7: Deformación RxyR por fotogrametría para la probeta Z_HA-3FI8-NF-1.
	4.1.2. Trabajo con los puntos DEMEC.
	Figura 4.8: Ficha de desplazamientos para los puntos demec de la probeta Z-HA-3FI8-NF-1.
	4.1.3. Comparación de resultados entre la fotogrametría y Demec.
	Precisión Demec:
	Para la evaluación de la precisión del sistema Demec (supuesto exacto anteriormente) se realizan 60 medidas de manera particular y repetitiva. Las 60 medidas se dividen en tandas de 10 medidas cada una. En la tabla 4.2 adjunta se muestran distintos es...
	4.1.4. Trabajo de los transductores de desplazamiento.
	4.2. Discusión de resultados experimentales.
	Hay que tener en cuenta que el valor de  se obtiene como una RmediaR , dividiendo el valor de la P aplicada por el gato hidráulico entre el área del plano de corte (hRentreR_RentallasR   eRprobetaR).
	Las curvas que se obtienen son una media de dos probetas  por dosificación que, a su vez, son la media de tres triángulos. Globalmente se obtienen resultados adecuados.
	Se asume, con un error controlado, que las medidas fotogramétricas son suficientemente fiables.
	El análisis de resultados realizado según el apartado 4 extendido para todas las probetas se muestra en las figuras 4.20 y 4.21. Son los resultados de la fotogrametría.
	En las figuras 4.20 y 4.21 se representa la tensión tangencial sobre fRcR para que sean comparables los resultados entre las distintas probetas. Este es un modo de adimensionalizar debido a la existencia de variación de resistencia entre dosificaciones.
	4.3. Conclusiones experimentales.
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	Capítulo 5:
	Modelización.
	5.1. Definición del modelo material
	El ensayo push-off es un tipo de ensayo en el que se busca conseguir un comportamiento de cortante lo más puro posible en una determinada zona de la pieza, concretamente en el plano de corte situado entre entallas. Cuando se habla de modelar como mate...
	En este apartado se describen los distintos materiales que se usan tanto en la modelización como punto material como cuando se modela con el uso de elementos finitos. Estos materiales son:
	- Material 2D para RC: DSFM, hor2dpan y MatJ2.
	- Material 2D para SFRC: DSFM-Ser.
	- Material 1D para las barras de acero: Acero.
	5.1.1 Material DSFM
	La formulación del material DSFM se lleva a cabo según Vecchio [27]. En este apartado se recoge de una forma resumida y a modo de esquema toda la formulación necesaria para definir el material utilizada por Vecchio [27]. En el anejo B se describe con ...
	Condiciones de equilibrio [27].
	UTensiones medias []:
	Para el caso concreto en el que el elemento está ortogonalmente armado y, a su vez, alineado con los ejes de referencia:
	UTensiones en las fisuras:
	UTensión límite en las fisuras:
	donde:
	[DRcR] y [DRsR]RiR = matrices de rigidez del hormigón y del acero del armado, respectivamente.
	Relaciones de compatibilidad [27].
	UDeformaciones medias totales []:
	UDeformaciones medias en el hormigón [URcRU]:
	UDeformaciones en la fisura por deslizamiento [UPsPU]:
	UDeformaciones en el armado [URsRU]:
	UOberturas de fisura:
	donde las deformaciones por compensación elástica [RcRP0P] incluyen efectos debidos a la expansión térmica, expansión mecánica (por ejemplo el efecto Poisson y los áridos alcalinos reactivos) y contracción.
	Relaciones constitutivas [27].
	UArmado:
	Tensiones medias:
	UHormigón:
	Deslizamiento de la fisura:
	5.1.2. Material hor2dpan [88].
	Comportamiento del hormigón armado 2D [88].
	Ecuación constitutiva del hormigón 1D [88].
	UComportamiento en compresión [88].
	UComportamiento en tracción [88].
	Ecuación constitutiva del acero embebido en el hormigón [88].
	Comportamiento bidimensional del hormigón armado [88].
	Validación experimental del modelo hor2dpan [88].
	5.1.3. Material MatJ2
	5.1.4. Material DSFM-Ser.
	Figura 5.12 : Curvas medias carga-abertura de fisura (CMOD) experimentales de las probetas J2-2-A, J2-2-B y su valor medio.
	Figura 5.13 : Representación del ajuste con el programa Matlab donde se representa la curva P-CMOD experimental (azul) y la curva P-CMOD teórica (verde) para la probeta Z-HF-3FI8-NF.
	5.1.5. Material Acero
	Comportamiento del acero 1D [88].
	5.2. Métodos para la determinación de los parámetros constitutivos
	5.2.1. Análisis inverso y análisis directo en el hormigón armado y reforzado con fibras de acero
	5.3. Elementos finitos
	Se realiza la calibración del panel PB21 [94] (ver anejo D), la modelización de la viga de Bresler-Scordelis [11] (ver anejo E) y del push-off (ver capítulo 6) con el uso del método de elementos finitos. Para la modelización del hormigón armado se uti...
	5.3.1. Elemento barra
	El elemento finito tipo barra se trata de un elemento unidimensional. Aquí se usa, concretamente, la barra de 2 nodos con 1 grado de libertad, es decir, un grado de libertad por nodo (desplazamiento axial u). La matriz de rigidez K del elemento finito...
	Funciones de forma (ver figura 5.24):
	𝑢,𝑥.=,𝑁-𝑒.,𝑥.∙,𝑟-𝑒.=,,,𝑁-1.-,𝑁-2...,,,𝑢-1.-,𝑢-2...
	,𝑁-1.=1−,𝑥-𝑙.
	,𝑁-2.=,𝑥-𝑙.
	Deformaciones:
	,𝜀-𝑥.=,𝐵-𝑒.∙,𝑟-𝑒.
	,𝐵-𝑒.=,,,𝜕,𝑁-1.-𝜕𝑥.-,𝜕,𝑁-2.-𝜕𝑥...=,,−,1-𝑙.-,1-𝑙...
	5.3.2. Cuadrilátero de 4 nodos
	5.3.3. Cuadrilátero de 9 nodos
	5.3.4. Análisis comparativo entre el cuadrilátero de 4 nodos y el de 9 nodos
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	Capítulo 6:
	Implementación numérica y resultados numéricos.
	6.1. Implementación numérica
	6.1.1. Material
	6.1.2. Análisis Inverso
	La resolución del Análisis Inverso se lleva a cabo a través del programa Matlab y el toolbox FEDEASLab. Para ello, se implementan los tres pasos descritos en el apartado 5.2.2. del capítulo 5:
	1. Definición de los datos iniciales del ensayo a flexotracción: geometría de la probeta, datos del material empleado en el ensayo (resistencia a compresión del hormigón, módulo de deformación a tracción tangente inicial, resistencia media a tracción ...
	Una vez se realiza el análisis inverso y se obtienen los parámetros de la curva de tracción, se realiza el ensamblaje del material tal y como se describe en el apartado 6.1.1 de este mismo capítulo, teniendo en cuenta que en este caso la ecuación cons...
	6.1.3. Elementos finitos
	Figura 6.1: Norma energética para el control del residuo.
	Figura 6.2: Proceso de cálculo de los métodos de control de respuesta [99].
	Figura 6.3: Gráfica carga aplicada-desplazamiento para: (izquierda) el grado de libertad k impuesto y (derecha) el resto de grados de libertad j [99].
	Figura 6.4: Determinación del estado de un elemento.
	6.2. Modelado del ensayo Push-off. Resultados numéricos.
	6.2.1 Modelado como material
	Tabla 6.1: Tabla identificador-dosificación-resistencia a compresión
	Tabla 6.2: Tabla identificador-modelo material
	6.2.1.1 Probetas de hormigón armado (HA) con material DSFM
	Figura 6.5: Sistema de referencia en el ensayo y sección de la probeta entre entallas perpendicular a la dirección x.
	Figura 6.6: Sección de la probeta entre entallas perpendicular a la dirección y (plano de corte) para 3FI8 y para 2FI8.
	Figura 6.7: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con distintas K.
	Figura 6.8: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con fotogrametría.
	Figura 6.9: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con distintas K.
	Figura 6.10: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con fotogrametría.
	Figura 6.11: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con distintas K.
	Figura 6.12: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con fotogrametría.
	Figura 6.13: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con distintas K.
	Figura 6.14: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x2 comparado con fotogrametría.
	Figura 6.15: Z-HA-3FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con modelo con compresión lateral.
	Figura 6.16: Z-HA-2FI8-NF con cuantía de armado x1 comparado con modelo con compresión lateral.
	6.2.1.2 Probetas de hormigón armado y reforzado con fibras de acero (HF) con material DSFM-Ser
	Figura 6.17: Z-HF-3FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral.
	Figura 6.18: Z-HF-2FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral.
	Figura 6.19: Z-HF-0FI8-NF comparado con modelo con compresión lateral.
	6.2.1.3 Comparación ente HA y HF
	Figura 6.20: Comparativa RyR y RxyR entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con fibras en el modelo material.
	Figura 6.21: Comparativa RyR y RxyR entre hormigón armado y hormigón armado reforzado con fibras en el modelo material considerando una compresión lateral.
	En este punto se lleva a cabo un análisis comparativo de los resultados obtenidos de manera experimental con los obtenidos de manera numérica según el modelo material. Al comparar los gráficos de las figuras 4.20, 4.21 (del capítulo 4), 6.20 y 6.21 (d...
	A la vista de la tabla 6.6 se observa que hay una diferencia bastante notoria en los valores de los ángulos de inclinación de las bielas en el plano de corte obtenidos de manera experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de manifiesto que, ...
	6.2.2 Modelado con Elementos Finitos
	Con el fin de analizar con más detalle el comportamiento de las probetas push-off se desarrolla en este apartado una modelización bidimensional mediante elementos finitos de las probetas ensayadas de hormigón armado.
	Con el modelo de elementos finitos se consiguen obtener diversos resultados que sirven para comprender mejor el comportamiento tensional del modelo de ensayo tipo push-off. En este estudio se modeliza con distintos tipos de materiales: MatJ2 y hor2dpa...
	Para el modelado del hormigón se usan elementos finitos tipo cuadrilátero tanto de 4 como de 9 nodos. El armado se modeliza con elementos finitos tipo barra a medida que se van discretizando (ver figura 6.22).
	Figura 6.22: Mallado con el elemento finito tipo cuadrilátero: (izquierda) posición de los puntos Demec, de los puntos de carga y las condiciones de contorno, (derecha) posición de las armaduras cuando se considera el modelo con armadura totalmente di...
	En cuanto a las condiciones de contorno se modela el apoyo del push-off en su cara inferior mediante apoyos fijos en los que se ha impedido el desplazamiento vertical (ver figura 6.23). Por otra parte, la carga se ha aplicado mediante incrementos sigu...
	Figura 6.23: Condiciones de contorno para el mallado con cuadrilátero de 4 nodos y para el mallado con cuadrilátero de 9 nodos.
	En el anejo C de este mismo trabajo se puede observar los resultados aplicando las distintas modelizaciones en función de los nodos del cuadrilátero, del material y de la discretización de las armaduras para la probeta de hormigón armado Z-HA-3FI8-NF.
	A continuación se muestran los resultados tensionales obtenidos en el momento de la rotura para las probetas de hormigón armado teniendo en cuenta una modelización con cuadriláteros de cuatro nodos, material hor2dpan para el hormigón armado y una disc...
	Figura 6.24: Probeta Z-HA-3FI8-NF en rotura: (izquierda) tensiones RyR, (derecha) tensiones tangenciales RxyR. Uds: MPa.
	Figura 6.25: Probeta Z-HA-3FI8-NF en rotura: Trayectorias de tensiones principales en compresión y tracción
	Figura 6.26: Probeta Z-HA-2FI8-NF en rotura: (izquierda) tensiones RyR, (derecha) tensiones tangenciales RxyR. Uds: MPa.
	Figura 6.27: Probeta Z-HA-2FI8-NF en rotura: Trayectorias de tensiones principales en compresión y tracción
	Se puede observar valores de tensión de compresión muy altos en la zona de las entallas que es donde más se castiga a la pieza y por donde se produce el colapso por compresión. Se denota la alta concentración tensional en el pasillo formado por el pla...
	Se ha procedido también a comparar los campos de deformaciones con los obtenidos experimentalmente mediante fotogrametría, tanto para las deformaciones en el eje horizontal (dirección x, ver figura 6.22) de la probeta como para las distorsiones angula...
	Figura 6.28: Probeta Z-HA-3FI8-NF. Comparación RyR con fotogrametría, modelo material y modelo de elementos finitos
	Figura 6.29: Probeta Z-HA-3FI8-NF. Comparación RxyR con fotogrametría, modelo material y modelo de elementos finitos
	Con el fin de dar una respuesta a esto se puede decir que la modelización por elementos finitos se ha llevado a cabo sin tener en cuenta algunos efectos que pueden tener una relevancia esencial en la respuesta deformacional del ensayo. Como ya se ha m...
	También resulta conflictiva la zona de las entallas. Aquí es donde se produce la rotura por aplastamiento de las bielas de compresión. Es en esta zona donde se producen las mayores dificultades a la hora de estabilizar el modelo numérico. Es en estos ...
	Todas estas cuestiones hacen que se generen inexactitudes a la hora de obtener los gráficos tensión-deformación por el método de elementos finitos.
	Se desprende del análisis mediante el modelo de los elementos finitos que es esencial modelar el comportamiento del cortante fricción haciendo trabajar a las armaduras en dirección transversal a parte de en dirección normal.
	6.3. Conclusiones numéricas
	En este punto se detallan, a modo resumen, las conclusiones numéricas que se obtienen.
	Con respecto a la modelización numérica llevada a nivel material:
	 La modelización a nivel material de los ensayos push-off de RC y SFRC muestran tendencias similares a los valores obtenidos experimentalmente
	 Se observa una clara influencia del tipo de análisis a realizar en función de la combinación de tensiones normales y tangenciales a tener en cuenta. Esto tiene una influencia importantísima en el ángulo de inclinación de bielas.
	 La modelización que incluye el efecto de las tensiones normales de compresión arroja resultados más similares a los obtenidos experimentalmente en cuanto al ángulo de inclinación de bielas.
	 A la vista de la tabla 6.6 se observa que hay una diferencia bastante notoria en los valores de los ángulos de inclinación de las bielas en el plano de corte obtenidos de manera experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de manifiesto que, aun�
	Con respecto a la modelización 2D mediante elementos finitos:
	 En la situación de rotura se alcanzan tensiones de agotamiento en el hormigón en el entorno de la entalla tal y como se observó experimentalmente
	 Las direcciones principales de compresiones son bastante constantes a lo largo de todo el plano de corte y con una inclinación bastante similar a la observada en el ensayo experimental.
	 La distribución de tensiones tangenciales en el plano de corte es bastante constante a excepción de la zona de las entallas en las que se producen distorsiones locales.
	 En cuanto a la comparación con los campos de deformaciones obtenidos experimentalmente y con el modelo material se ha podido observar que el comportamiento numérico con elementos finitos ha resultado ser mucho más rígido (ver figuras 6.28 y 6.29).
	 La modelización de las armaduras que cruzan el plano de corte deben incluir el efecto pasador junto con la interacción con las tensiones normales incluidas en las armaduras. También debería considerarse el efecto del deslizamiento de las armaduras con re�

	v7_capitulo_7
	Capítulo 7:
	Conclusiones y futuras líneas de investigación
	7.1. Síntesis final
	La modelización numérica se ha llevado a cabo con una modelización a nivel material tanto del RC como del SFRC y, como complemento, se realiza un modelo de elementos finitos de las piezas fabricadas con RC. Se describen los distintos materiales que se...
	7.2. Conclusiones
	 Se observa que las deformaciones en dirección y (RyR) y las distorsiones angulares (RxyR) son estables en los tres métodos utilizados: fotogrametría, puntos Demec y transductores de desplazamiento, similar a otros ensayos de panel realizados por otros �
	 Se ha constatado que la distribución de deformaciones en dirección y (RyR) y las distorsiones angulares (RxyR) se mantienen prácticamente constantes a lo largo del plano de corte de las probetas push-off.
	 Se puede distinguir claramente el comportamiento no fisurado, el fisurado y la posterior rotura así como la plastificación de las armaduras transversales.
	 Las probetas con fibras presentan mayor rigidez a cortante que las de hormigón armado principalmente tras la fisuración debido a la utilización de fibras de corta longitud.
	Con respecto a la modelización numérica llevada a nivel material:
	 La modelización a nivel material de los ensayos push-off de RC y SFRC muestran tendencias similares a los valores obtenidos experimentalmente.
	 Se observa una clara influencia del tipo de análisis a realizar en función de la combinación de tensiones normales y tangenciales a tener en cuenta. Esto tiene una influencia muy significativa en el ángulo de inclinación de bielas.
	 La modelización que incluye el efecto de las tensiones normales de compresión arroja resultados más similares a los obtenidos experimentalmente en cuanto al ángulo de inclinación de bielas.
	 Se observa que hay una diferencia bastante notoria en los valores de los ángulos de inclinación de las bielas en el plano de corte obtenidos de manera experimental a los obtenidos con el modelo. Esto pone de manifiesto que, aunque se obtengan valores sim�
	Con respecto a la modelización 2D mediante elementos finitos:
	 En la situación de rotura se alcanzan tensiones de agotamiento en el hormigón en el entorno de la entalla tal y como se observó experimentalmente
	 Las direcciones principales de compresiones son bastante constantes a lo largo de todo el plano de corte y con una inclinación bastante similar a la observada en el ensayo experimental.
	 La distribución de tensiones tangenciales en el plano de corte es bastante constante a excepción de la zona de las entallas en las que se producen distorsiones locales.
	 En cuanto a la comparación con los campos de deformaciones obtenidos experimentalmente y con el modelo material se ha podido observar que el comportamiento numérico con elementos finitos ha resultado ser mucho más rígido.
	 La modelización de las armaduras que cruzan el plano de corte debe incluir el efecto pasador junto con la interacción con las tensiones normales incluidas en las armaduras. También debería considerarse el efecto del deslizamiento de las armaduras con res�
	7.3. Futuras líneas de investigación
	 La posibilidad de realizar una campaña experimental con una mayor población de ensayos push-off sin fisuración previa fabricados con hormigón armado y con hormigón armado y reforzado con fibras de acero.
	 La posibilidad de realizar una campaña experimental con vigas fabricadas con hormigón armado y con hormigón armado y reforzado con fibras de acero.
	 La posibilidad de enriquecer el modelo material 2D teniendo en cuenta nuevos factores como: el efecto pasador de las armaduras, el engranamiento de áridos y la adherencia de las armaduras transversales al plano de corte.
	 La posibilidad de controlar de una manera más exhaustiva algunos parámetros del modelo material como es el ángulo de inclinación de las bielas en el plano de corte.
	 La posibilidad de realizar una discretización con mayor número de elementos finitos en las zonas más conflictivas del ensayo push-off como las entallas y la parte lateral externa del bloque.
	 La posibilidad de utilizar el modelo material DSFM-Ser para la modelización mediante elementos finitos del hormigón armado y reforzado con fibras de acero.
	 La posibilidad de realizar la modelización numérica de ensayos de vigas. fabricadas con hormigón armado y reforzado con fibras de acero.

	v7_referencias
	Referencias bibliográficas

	v7_anejo_A1_fichas_ensayos
	Anejo A:
	01 Probeta Z-HA-3FI8-NF-1.
	Número de diapositiva 3
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Número de diapositiva 6
	Número de diapositiva 7
	02 Probeta Z-HA-3FI8-NF-2.
	Número de diapositiva 9
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Número de diapositiva 12
	Número de diapositiva 13
	03 Probeta Z-HA-2FI8-NF-1.
	Número de diapositiva 15
	Número de diapositiva 16
	Número de diapositiva 17
	Número de diapositiva 18
	Número de diapositiva 19
	04 Probeta Z-HA-2FI8-NF-2.
	Número de diapositiva 21
	Número de diapositiva 22
	Número de diapositiva 23
	Número de diapositiva 24
	Número de diapositiva 25
	05 Probeta Z-HF-2FI8-NF-1.
	Número de diapositiva 27
	Número de diapositiva 28
	Número de diapositiva 29
	Número de diapositiva 30
	Número de diapositiva 31
	07 Probeta Z-HF-3FI8-NF-1.
	Número de diapositiva 33
	Número de diapositiva 34
	Número de diapositiva 35
	Número de diapositiva 36
	Número de diapositiva 37
	08 Probeta Z-HF-3FI8-NF-2.
	Número de diapositiva 39
	Número de diapositiva 40
	Número de diapositiva 41
	Número de diapositiva 42
	Número de diapositiva 43

	v7_anejo_A2_fichas_ensayosII
	09 Probeta Z-HF-0FI8-NF-1.
	Número de diapositiva 2
	Número de diapositiva 3
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Número de diapositiva 6
	10 Probeta Z-HF-0FI8-NF-2.
	Número de diapositiva 8
	Número de diapositiva 9
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Número de diapositiva 12
	Número de diapositiva 13

	v7_anejo_B_dsfm
	Anejo B:
	Material DSFM
	La formulación del material DSFM se lleva a cabo según Vecchio [27].
	Introducción al modelo [27]:
	Modelo conceptual [27].
	Condiciones de equilibrio [27].
	Relaciones de compatibilidad [27].
	Relaciones constitutivas [27].
	Modelo de deslizamiento [27].
	Conclusiones según el propio Vecchio tras la formulación del material [27].
	Como un añadido a la formulación del material también se comenta, a continuación, la manera de implementar el modelo de material DSFM según Vecchio [28].
	Implementación en el modelo de elementos finitos [28].
	Implementación del modelo de deslizamiento por cortante [28].
	Implementación de la resistencia a cortante [28].
	Conclusiones al proceso de implementación según Vecchio [28].
	Validación del modelo material DSFM según Vecchio [29].

	v7_anejo_C_EF
	Anejo C:
	Número de diapositiva 2
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 4
	Número de diapositiva 5
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 7
	Número de diapositiva 8
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 10
	Número de diapositiva 11
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 13
	Número de diapositiva 14
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 16
	Número de diapositiva 17
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 19
	Número de diapositiva 20
	Curva carga P (KN) desplazamiento impuesto u(mm)
	Número de diapositiva 22

	v7_anejo_D_Panel
	Anejo D:
	Calibración del programa con el Panel PB21
	1. Elemento Finito.
	El elemento finito que se usa para modelar el panel es el cuadrilátero de nueve nodos. Para este elemento se usan nueve puntos de integración (ver tabla D.1)
	2. Geometría.
	Figura D.1: Geometría del panel numerada según el orden general de la estructura.
	3. Condiciones de contorno.
	Figura D.2: Condiciones de contorno del panel numeradas según el orden general de la estructura
	4. Condiciones de carga.
	Figura D.3: Condiciones de carga del panel numeradas según el orden general de la estructura.
	5. Orden de los nodos.
	6. Propiedades del material.
	7. Calibración.
	8. Conclusión.

	v7_anejo_E_vigas
	Anejo E:
	Modelado de vigas de Bresler-Scordelis
	1. Detalles de las vigas.
	Figura E.1: (izq.) sección transversal viga A1, (der.) sección transversal viga A3 [14]
	2. Condiciones de contorno y de carga.
	Figura E.2: Condiciones de contorno y de carga de la viga biapoyada en un corte por simetría.
	3. Análisis por elementos finitos.
	El elemento finito que se usa para modelar las vigas es el cuadrilátero de cuatro nodos y ocho grados de libertad (dos grados de libertad por cada nodo). Para este elemento se usan cuatro puntos de integración (ver tabla E.4)
	Figura E.3: Mallado de elementos finitos para la viga A1 (arriba) y para la viga A3 (abajo).
	4. Resultados.
	A continuación se muestran algunos de los resultados obtenidos aplicando el modelo de elementos finitos en las vigas A1 y A3 aplicando el material hor2dpan.
	La secuencia de imágenes en cada figura muestra: tensiones en dirección x, tensiones en dirección y, tensiones tangenciales y patrón de fisuración. Las unidades que se utilizan en las figuras E.4 y E.5 son MPa y m. El criterio de signos utilizado es: ...
	VIGA A1 CON MATERIAL hor2dpan:
	Figura E.4: (de arriba a abajo) tensiones en dirección x, tensiones en dirección y, tensiones tangenciales y patrón de fisuración para la viga A1 con material hor2dpan.
	VIGA A3 CON MATERIAL hor2dpan:
	Figura E.5: (de arriba a abajo) tensiones en dirección x, tensiones en dirección y, tensiones tangenciales y patrón de fisuración para la viga A3 con material hor2dpan.
	5. Comparación de resultados.
	En este punto se muestra la comparación de las curvas carga aplicada-desplazamiento para los distintos materiales y la curva de Bresler-Scordelis [11], tal y como se muestra en la figura E.6.
	Figura E.6: Gráfica fuerza aplicada-desplazamiento para la viga A1 (arriba) y para la viga A3 (abajo).
	6. Discusión de resultados.
	En el apartado de resultados (apartado 4) se puede observar que el modelo representa de una forma bastante acertada el comportamiento tensional que cabría esperarse al someter las vigas a las condiciones de carga especificadas. Tanto el patrón de tens...
	Al realizar la comparación de resultados (apartado 5) entre los resultados carga-desplazamiento obtenidos por Bresler and Scordelis [11] y los obtenidos con el modelo hor2dpan (ver figura E.6), se puede observar una tendencia razonablemente similar, a...
	Con todo ello, se asume que el modelo es suficientemente riguroso para cubrir el objetivo que se persigue en este trabajo.


