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Resumen

En cualquier rama de la ciencia e incluso en la misma rutfinaria actividad humana
la optimizacion estd permanentemente presente. Los conceptos y técnicas de
optimizacién que se explican en muchos planes de estudios se reducen a lo mds
bdsico: lo relacionado, de manera exclusiva, con la derivaciéon. Esto conduce, de
manera inexorable, a que los ejemplos presentados deban ser realmente
elementales y desprovistos de conexidn prdactica con los problemas de
optimizacién del mundo real. Para este tipo de problemas, las técnicas bdsicas
para explorar el espacio de buUsqueda - si es que se pueden aplicar —, casi nunca
garantizan la obtencién del dptimo global que, generaimente, es el objetivo. Una
de las dificultades estriba en que la mayor parte de problemas de optimizacién
reales son multimodales, lo que significa que en el paisaje asociado a una funcién
objetivo coexisten muchos 6ptimos locales, en los cuales los algoritmos de
optimizacién habituales quedan fdacilmente atrapcdos. En este articulo te
mostramos las dificultades, con frecuencia insospechadas, que la multimodalidad
plantea en la optimizaciéon. Para ello hacemos uso de un objeto de aprendizaje
interactivo en el que se utiliza un conjunto de formas de visualizacién de diversas
funciones del benchmarking de la literatura sobre optimizacién. El uso de este
objeto de aprendizaje te proporcionard competencias imprescindibles para la
compresidn e interpretacion de la multimodalidad en la optimizaciéon, punto de
parfida para una capacidad competencial transversal y multidisciplinar ante una
futura necesidad profesional de resolver problemas de optimizacidon como los que
se presentan en las aplicaciones reales.

Introduccion

Cualquier persona, cualquier empresa persigue conseguir los mejores resultados,
redlizar la mejor gestidn posible, optimizar su actividad, en general. En
determinadas ocasiones, 1os objetivos son cuantificables mediante mecanismos,
por ejemplo funciones, que dependen de un conjunto de variables mds o menos
amplio. Encontrar la combinacién de valores de tales variables que proporcione el
mejor valor para la o las funciones objefivo consideradas es la meta de la
optimizacién.

En los cursos elementales, el tratamiento de la optimizacién se centra, casi de
manera exclusiva, en los aspectos de la optimizacién directamente relacionados
con la derivaciéon. Como consecuencia, de manera general, los problemas del
mundo real, que tipicamente estdn plagados de singularidades (discontinuidades,
no-linealidades, mezcla de varios tipos de variables, alta dimensionalidad, etc.),
qguedan automdticamente excluidos. Es cierfo que en esos cursos tan tempranos
no se pueden abordar tales clases de problemas y, como consecuencia, los
ejemplos que se estudian tienen conexidn muy escasa con los problemas del
mundo real. Sin embargo, el alumno, en particular el alumno de cualquier
ingenieria, deberia ser consciente de la existencia de tales problemas y conocer
algunas de sus caracteristicas, que los hacen inabordables por los métodos
elementales, que se muestran incapaces de enfrentarse a la naturaleza de tales
problemas.

Una de tales caracteristicas es la multimodalidad, es decir, la existencia, dada la
complejidad de muchas funciones objetivo, de multiples buenas soluciones. Todas
estas soluciones pueden ser globalmente buenas (mismo valor de la funcién
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objetivo para todas ellas), o pueden suponer una mezcla de soluciones buenas
globalmente y soluciones buenas localmente. El objetivo de la optimizacién
mulfimodal es encontrar fodas estas soluciones o, al menos algunas de ellas. En
teoria, la obtencién del éptimo global es el objetivo ideal. Sin embargo, desde un
punto de vista prdctico, puede ser mejor disponer de una buena solucidn
répidamente que esperar demasiado a la mejor solucidbn que nunca llega.
Ademds, algunas soluciones éptimas localmente bien pueden proporcionar la
mejor solucidn de un determinado problema real ante datos del problema
ligeramente distintos a los actuales, que no pueden dejar de ser considerados, si se
tiene en cuenta la incertidumbre inherente a la mayor parte de problemas del
mundo real.

En este articulo utiizamos un objeto de aprendizaje que te va a permitir ser
consciente de las dificulfades, con frecuencia insospechadas, que la
multimodalidad plantea en la optimizacion. El objeto de aprendizaje utiliza un
conjunto de formas de visualizacion de diversas funciones del benchmarking de la
literatura sobre optimizacion, que ponen de manifiesto algunas de las sorpresas
qgue esconden los problemas de optimizacién del mundo real. Este objeto de
aprendizaje puede ser libremente utilizado por cualquier usuario y se encuentra en
el repositorio Riunet de la Universitat Politecnica de Valéncia [lzquierdo, J.].

En la siguiente seccidn comentamos brevemente la naturaleza de algunas de esas
caracteristicas. Después, describimos el objeto de aprendizaje. Un problema real
sencillo, en todo caso, permite mostrar que realmente la multimodalidad estd
presente en los problemas reales. Finalmente cerramaos este documento con las
conclusiones y las referencias.

Objetivos
Una vez que hayas concluya la lectura de este documento, serds capaz de:

= |dentificar y explicar la complejidad inherente a la optimizaciéon en los
problemas del mundo real.

= Expresary explicar las caracteristicas mds delicadas de la optimizacioén,
especialmente, en términos de la multimodalidad.

Desarrollo

Prdcticamente, no necesitas requisitos para leer este articulo. Bastard que tengas
nociones de:

Requisitos

1. Simbologia matemdtica bdsica.

2. Funciones elementales usuales.

3. Representaciéon grdfica de superficies en el espacio
e interpretacién de las curvas de nivel.
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4. Mdaximos y minimos de funciones de varias variables.

5. Concectos algebraicos bdsicos.

6. Manejo bdsico de algun explorador web.

Tabla 1. Requisitos basicos

Con el fin de que las ideas bdsicas de este articulo puedan ser visualizadas, es esencial
gue utilices con efectividad el objeto de aprendizaje que te presentamos aqui. Para
que lo puedas utilizar eficientemente te explicamos en este apartado, de manera
intuitiva y somera, un catdlogo de las principales caracteristicas a detectar, que te van
a servir de guia bdsica.

En fodo caso, conviene que adviertas que las funciones test que el objeto incluye no
son realmente funciones relacionadas con casos reales, sino funciones construidas de
manera artificial con la finalidad de que muestren determinados comportamientos
especificos y puedan poner a prueba la eficiencia de los algoritmos de optimizacion.

A lo largo del tiempo, en la literatura, se han infroducido muchas de tales funciones
test relacionadas con la optimizacién. Si estds interesado, puedes encontrar
colecciones online de funciones test, tales como la libreriac GLOBAL [Hedar, A.-R],
GAMS World [GAMS World], CUTE [Gold et al.], GO Test Problems [GO Test Problems].
Una referencia reciente que proporciona una exhaustiva lista de hasta 175 funciones
diferentes es [Jamil y Yang, 2013].

4.1 Algunas sorpresas en optimizacion

Dado el cardcter docente de este articulo, destacamos aqui, que nos centramos en
optimizacién no condicionada, declarando que consideramos la optimizacion con
restricciones (salvo por el hecho de tener que restringir la bUsqueda a un dominio
rectangular indeterminado) fuera del alcance del documento.

Las funciones ‘artificiales’ que vas a encontrar en el objeto de aprendizaje pueden
incluir

e un Optimo local: esta situacion se corresponde con muchos de los
ejemplos elementales que se estudian en los cursos bdsicos; no te
causardn (quizd si) sorpresa;

e uUno o varios 6ptimos globales posiblemente en presencia de
muchos éptimos locales con dominios de atraccidon de tamano muy
variado: esto es bdsicamente la multimodalidad;

e valles largos y estrechos y amplias superficies planas: las funciones
con estas caracteristicas suponen también serios problemas a los
algoritmos de optimizacion ya que es dificil obtener informacion
adecuada sobre hacia dénde dirigir la bUsqueda.

Finalmente, te proporcionamos una observacién respecto de la dimensionalidad de
los problemas planteados, ya que influencia de manera muy seria los procesos de
optimizacién. Muchas de las funciones test que se pueden encontrar en la literatura vy,
en particular, en el objeto de aprendizaje propuesto en este documento, estdn
disenadas para un nimero arbitrario de dimensiones. En el objeto de aprendizaje,
como es légico, la visualizacidon obliga a limitar el nUmero de variables a dos, sin
perjuicio de que las definiciones se den para un nUmero indeterminado, n, de
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variables. Las sorpresas observables en dimension dos son tales, que no tendrds
dificultad en imaginar lo complejo que puede resultar un proceso de optimizacion,
primero en dimensibn mds alta y, en segundo lugar, con la aparicion de las
singularidades que hemos observado mds arriba y que tipicamente exhiben los
problemas del mundo real.

4.2 El objeto de aprendizaje

El objeto ofrece la posibilidad de observar algunas funciones del benchmarking sobre
optimizacién frecuentes en la literatura, que ponen en evidencia la gran dificultad que
existe en la buUsqueda del 6ptimo (o los 6ptimos) global(es). Ante algunas de estas
funciones, algoritmos como el 'de descenso rdpido’, el 'de gradiente conjugado'y, en
general, todos los métodos de optimizacion cldsicos basados en derivadas vy
gradientes, incluidos los de segundo orden, fracasan estrepitosamente. Ciertos
algoritmos evolutivos (relativamente modernos) son capaces de obtener los extremos
globales de algunas de estas funciones. De entre ellos te citamos ahora los basados en
la evolucidén de las especies, como los algoritmos genéticos [Goldberg, 1989]; los
basados en principios de inteligencia colectiva, tales como el denominado particle
swarm optimization [Kennedy y Eberhart, 1995] o el ant colony optimization [Dorigo et
al., 1996]; en principios fisicos, como el algoritmo denominado simulated annealing
[Kirkpatrick et al., 1983; Cemy, 1985]; en principios sociales o sicoldgicos, como
harmony search [Geem et al., 2011] y memetic algorithms [Moscato, 1989], entre ofros
muchos.

Para presentar en este documento una descripcién general del objeto de aprendizaje,
utilizaremos uno de entre los 16 problemas que el objeto aborda, el de Dixon & Price,
gue puedes encontrar en varias de las referencias dadcs mds arriba, dado por la
funcién:

f(X)=(x =D+ ,i(2x7 —x4)°.

Para cada funcién, el objeto de aprendizaje ofrece tres versiones de visualizacion, en
todo caso en dimensidn 2, aunque algunas de las funciones se definen para n
variables, como ya hemos comentado. Para cada uno de los casos, el objeto puede
proporcionar dos fipos de visualizaciones: 3D, presentando la superficie, y 2D,
presentando curvas de nivel.

Las fres visualizaciones son:

1. 'Enunciado': presenta la férmula, una idea inicial para el estudio, vy
una vista 'general’ de la superficie (ver figura 1).

Como usuario, debes observar el enunciado con detenimiento y
realizar algun tipo de cdiculo, incluyendo la utilizacidon de algun
opfimizador favorito. La idea es que emplees una cantidad
razonable de tiempo en este paso.

2. 'Sugerencia’: presenta ofra visibn mds elaborada y sugerente del
problema consistente en una perspectiva mds localizada de la
superficie. En la figura 2 te mostramos esta visualizacion, ahora
recurriendo a curvas de nivel.

Esta fase puede desvelar parcialmente algunas caracteristicas del
problema, aungque requiere de nueva infrospeccién y cdlculo por tu
parte.
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Funcién: Dixon & Price: f(x) = (x1 - 132 + sum:lzﬁgxf - xM)z. n=2
Mo es dificil imaginar la seccion casi-parabdlica normal al eje Y x 10

Fig. 1 ‘Enunciado’ (problema de Dixon & Price), vista general

Funcién: Dixon & Price: f(x) = (x1 - 1)2 + sumgz(igx? - xl._1)2. n=2

Esta vista mas prdxima no aclara bien las cosas
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Fig. 2 ‘Sugerencia’ (problema de Dixon & Price)

3. 'Solucién': proporciona la solucién del problema. Esta visualizacion
solo debe ser realizada una vez agotados, por tu parte, todos los
recursos posibles en la solucidén del problema. Finalmente, no
puedes dejar de comprobar la solucién utilizando tus propios
recursos.

Queremos enfatizar aqui que las funciones presentadas no son sino funciones sintéticas
sin conexiéon con el mundo real que, aunque ejemplificantes, no ponen de manifiesto
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en toda su crudeza, el efecto de la multimodalidad en la optimizacién. En la siguiente
secciéon te presentamos un ejemplo de un problema real que permite mostrar cémo la
multimodalidad puede aparecer de manera clara en las aplicaciones.

4.3 Un problema del mundo real: analisis modal de
oscilaciones

El problema que te presentamos, aunque tomado de una situaciéon real, corresponde
a un sistema sencillo (simplificado), de tal modo que admita una representacién
grdfica que permita una visualizacidén adecuada.

El estudio de las oscilaciones en el dominio de la frecuencia se basa en considerar la
superposicion de oscilaciones de las variables de interés sobre un estado estacionario
medio, F(x.t) = Fo(x,t) + f(x)est, donde f(x) es el valor complejo que representan la
amplitud y la fase de las oscilaciones en los distintos puntos del sistema. La variable
compleja s = ¢ + jo es la llamada frecuencia (compleja), donde o es la frecuencia de
las oscilaciones y o representa el amortiguamiento del sistema cuyo valor proporciona
informacién sobre comportamientos asintdticos y/o posibles inestabilidades. Si se
asume que las oscilaciones son peguenas respecto al valor medio, las ecuaciones
resultantes pueden linealizarse alrededor del valor medio, con lo que el sistema queda
representado por medio de un conjunto de ecuaciones lineales. Estas ecuaciones
pueden representarse en forma matricial para llevar a cabo el andlisis del
comportamiento oscilatorio del sistema.

Entre las diferentes formas de organizar las ecuaciones, en algunos sistemas aparece
como mds conveniente el Método de la Matriz de Estructura o de Rigicdlez [Breke, 1984],
basado en los métodos matriciales del andlisis de estructuras. El sistema se
descompone en elementos de diferentes tipos, conectados entre si en los nodos.
Cada elemento viene representado por una matriz elemental. A partir de estas
matrices elementales se puede ensamblar una matriz global del sistema A, de forma
qgue el sistema queda representado por una ecuacidén matricial

Als)if=g, (1)

donde f es un vector formado por las amplitudes de una o varias magnitudes de
interés en los nodos del sistema, y g una columna de términos independientes.

En el andlisis de oscilaciones libres se supone que no existe ninguna excitacién externa,
0 que la hubo pero ya ha dejado de actuar, y se estudian las oscilaciones que
persisten en el sistema. Mediante este andlisis pueden obtenerse las caracteristicas
dindmicas del sistema, esto es, las frecuencias naturales y los modos de oscilacion. La
parte imaginaria de la frecuencia compleja obtenida es la frecuencia natural del
sistema, y la parte real proporciona informacidn sobre la estabilidad del mismo. Para
cada frecuencia compleja pueden obtenerse los modos de oscilacién, que dan una
idea sobre las amplitudes de la oscilacién en todos los puntos del sistema.

Al estar estudiando las oscilaciones libres del sistema, en las que no actia ninguna
excitacion externa, la ecuacién (1) es homogénea. Esta ecuaciéon debe tener solucion
distinta de la solucién trivial puesto que se asume que el sistema estd oscilando
aunque no exista excitacion externa (porque ya se extinguid). La condicién necesaria
para gue esto sea asi es que el determinante de la matriz del sistema sea nulo. Asi,
resolviendo la ecuacién Det(A(s)) = 0, o, equivalentemente, minimizando la funcién
Abs(Det(A(s))) se obtienen las infinitas frecuencias naturales complejas si = oi + joi,
donde la parte imaginaria es la frecuencia natural propiamente dicha y la parte real
indica la estabilidad o inestabilidad del sistema segin sea negativa o positiva,
respectivamente. Aungue un sistema real es un sistema de pardmetros distribuidos y
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por tanto presenta infinitas frecuencias naturales, normalmente sélo son de interés las
comprendidas en el rango de posibles excitaciones.

En [lzquierdo et al., 1996], estudiamos un sistema muy simple compuesto por 8
elementos y 9 nodos para el que la matriz de estructura, fras oportunas simplificaciones
derivadas de los datos del problema, resulta ser tan solo de tamano 6x6. Aun asi, la
funcion Abs(Det(A(s))) resultante estd compuesta por 68 términos, uno de los cuales
(elegido de manera aleatoria) escrito en formato TeX, puede verse en lla figura 3.

TeXForm[mG[[1,Random][Integer,68]]]]
{{1.56268\,{{10}{-133}\, {{\left( {\it sig} + i\,w \right) }'3}\,

\coth (0.0411612\,{\sqgrt{\left( 0.0081288 +

0.360528\,\left( {\it sig} + i\,w \right) \right) \,
\left( {\it sig} + i\,w \right) }})}\over
{\left( 4.98088\,{{10}"{-63}} + 0.0901319\ \left( {\it sig} + i\,w \right) \right) \,
{\sgrt{\left( 0.0081288 + 0.360528\,\left( {\it sig} + I\,w \right) \right) \,
\left( {\it sig} + i\,w \right) }}}}

Fig. 3 Formato TeX de uno de los 68 términos de la funcién bajo estudio

Una representacion grdfica (restringida a un determinado dominio dictado por la
proximidad a posibles excitaciones, y con un rango controlado) se presenta en la
figura 4, donde pueden observarse zonas posibles de algunas de las infinitas
frecuencias complejas que son el objetivo principal del andlisis modal desarrollado
para el sistema en estudio.
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Fig. 4 Localizacién de algunos minimos de la funcién en estudio

Como puedes observar, el nUmero de variables de decision es, una vez mds, igual a
dos, de modo que sea posible una visualizaciéon adecuada. En los problemas reales,
no obstante, el nUmero de variables puede contarse entre las centenas, los miles o
incluso nUmeros mds elevados. En tales casos las dificultades se multiplican
exponencialmente. Te comento aqui un tipo de problema en el que el autor es
experto: el diseno éptimo de redes de distribucidon de agua [lzquierdo et al., 2012,
2014], un problema de gran envergadura, debido a la complejidad y a la amplia
distribuciéon espacial de dichas redes. Actualmente, con el uso generalizado de los
Sistemas de Informacion Geogrdfica (GIS), se construyen modelos de redes que
contienen hasta cientos de miles de tuberias [Savic y Banyard, 2011]. El diseno de una
red real (incluyendo los aspectos relacionados con la expansidon y la rehabilitaciéon de
las redes ya existentes) involucra, en su formulacidon mds simple, considerar un nUmero
de variables de decisién igual al nUmero de tuberias de la red. Para cada tuberia hay
gue decidir el didmetro mds adecuado elegido entre una serie de didmetros
comerciales. Es un hecho perfectamente conocido que este es un problema de los
clasificados como NP-hard, para los que son necesarias técnicas muy potentes de
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optimizacién. El riesgo, en todo caso, de quedar atfrapados en alguno de los
innumerables Optimos locales es enorme. Esta es una manifestacién en toda su
virulencia de la multimodalidad y las dificultades que entrana.

5 Cierre

En este articulo te hemos presentado de manera sencilla un conjunto de ideas que
fe permitan captar las varias sorpresas, en particular, el concepto de
multimodalidad, que aparecen en la optimizacidn. Para que te sea mds facil
adquirir esta competencia bdsica, te hemos propuesto un objeto de aprendizaje
interactivo que pretende proporcionarte ejemplos suficientes, con los que puedes
interactuar para que te permitan adquirir tal competencia. Esta competencia no
es, en general, ofrecida en los cursos bdsicos de Cdlculo diferencial, ya que, por
razones obvias, los contenidos en estos cursos tienen que limitarse a proporcionar
herramientas que exploten la conexidn entre optimizacion y derivaciéon. Sin
embargo, dado que la mayor parte de problemas de cptimizacidén del mundo real
son, en general, alfamente complejos, resulta crucial que los estudiantes, en
particular los que estudian alguna ingenieria, sedis conscientes de las dificultades
inherentes a la optimizacién. En consecuencia, una competencia a largo plazo de
este documento y del objeto de aprendizaje presentado consiste en que tU, como
futuro ingeniero que necesites optimizar para resolver algun problema real, tengas
una vision amplia de la naturaleza y la envergadura del problema que tienes que
resolver. Este articulo te presenta, por tanto, un elemento claramente
multidisciplinar que trata de fransmitir competencias transversales claras, tales
como pensamiento critico, andlisis y resolucién de problemas y conocimiento de
problemas contempordneos.
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