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Resumen

La creciente importancia de las competencias en nuestro sistema educativo,
debida en parte a las pruebas externas de evaluacion de la calidad educativa,
como PISA, pone de manifiesto la necesidad, no solo de introducir cambios
metodolégicos en el proceso de enseflanza de las Matematicas en la
Educacién Secundaria Obligatoria, sino también en el disefio de nuevos
instrumentos que permitan desarrollar la competencia matematica, entendida
como la capacidad de nuestros alumnos de matematizar situaciones de la vida
real. En la presente tesis nos proponemos estudiar el papel que la
modelizacion puede desempefiar en el desarrollo de la competencia
matematica, en general, y en la resolucién de problemas reales, en particular.
Para ello diseflaremos una serie de tareas de modelizacion basadas en tres
perspectivas diferentes y analizaremos los cambios metodoldgicos necesarios
para implementar una actividad basada en la resolucion de tareas de
modelizacion en pequefios grupos de trabajo, en un aula de tercero de
secundaria (14-15 afios). A partir de las herramientas de investigacion
propuestas, realizaremos un doble analisis de la produccion de los alumnos: de
su proceso de resolucion, tomando como referencia el ciclo de modelizacion; y
de su modelo final, a partir de la terna conceptos-procedimientos-lenguajes.
Analizaremos también los distintos roles asumidos por el profesor cuando
interactia con sus alumnos en dos momentos clave: durante el debate
intragupo, con los alumnos de un mismo grupo mientras trabajan en el aula, y
durante el debate intergrupo, entre alumnos de distintos grupos, mientras
exponen publicamente sus trabajos. Mediante el andlisis estadistico de las
respuestas dadas a un test de competencias, analizaremos asimismo si el
trabajo basado en tareas de modelizacion repercute positivamente en el

desarrollo de las competencias necesarias para resolver problemas reales.



Resum

La creixent importancia de les competencies al nostre sistema educatiu,
deguda en part a les proves externes d'avaluacioé de la qualitat educativa, com
PISA, posa de manifest la necessitat, no solament d'introduir canvis
metodologics al procés d'ensenyament de les Matematiques en I'Educacio
Secundaria Obligatoria, sin6 també pel que respecta al disseny de nous
instruments que permeten desenvolupar la competencia matematica, entesa
com la capacitat dels nostres alumnes de “matematitzar’ situacions de la vida
real. En la present tesi ens proposem estudiar el paper que la modelitzacioé pot
exercir en el desenvolupament de la competéncia matematica, en general, i en
la resolucié de problemes reals, en particular. Dissenyarem una série de
tasques de modelitzacié basades en tres perspectives diferents i analitzarem
els canvis metodologics necessaris per a implementar una activitat basada en
la resolucié de tasques de modelitzacié en xicotets grups de treball, en un aula
de tercer de secundaria (14-15 anys). A partir de les eines de recerca
proposades, realitzarem una doble analisi de la produccié dels alumnes: del
seu proceés de resolucio, prenent com a referencia el cicle de modelitzacio; i del
seu model final, a partir de la terna conceptes-procediments-llenguatges.
Analitzarem també els diferents rols assumits pel professor quan interactua
amb els seus alumnes en dos moments clau: durant el debat intragup, amb els
alumnes d'un mateix grup mentre treballen en laula, i durant el debat
*intergrup, entre alumnes de diferents grups, mentre exposen publicament els
seus treballs. Mitjancant I'analisi estadistica de les respostes donades a un test
de competéncies, analitzarem aixi mateix si el treball basat en tasques de
modelitzacié repercuteix positivament en el desenvolupament de les

competéncies necessaries per a resoldre problemes reals.
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Abstract

The concept of competency has become more and more important in our
educational system, partly due because of external tests assessing educational
quality, as PISA, highlight the need not only to introduce methodological
changes in the teaching of mathematics in the Secondary education, but also to
design new tools in order to develop mathematical competence, understood as
the ability of our students to mathematize real life situations. In this thesis we
want to study the role that modelling tasks can play in the development of
mathematical competency, and, particularly, in problem solving. For this aim,
we have designed a series of modelling tasks based on three different
perspectives and we have analysed the methodological changes needed to
implement this activity into small working groups in a ninth grade classroom (14-
15 years). With the research tools designed for this thesis, we will analyse both
the resolution process of the modelling tasks performed by students, having as
a reference the modelling cycle and the final production, the model, under the
categories of procedures, languages and concepts. We will also consider the
different roles played by the teacher when interacting with students. For this aim
we will analyse two key moments: the debate between students of the same
working group during the development of the modelling activity in the classroom
(intragroup debate), and the discussion between students from different groups
during the public presentation of their works to their fellows (intergroup debate).
The statistical analysis of responses to a test of competencies will give us
evidences about the positive influence of modelling tasks in the development of

the necessary competencies to solve real problems.
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Capitulo |

Introduccidon. Preguntas y

objetivos de la investigacion

En este capitulo presentamos una breve introduccion sobre la importancia y
relevancia creciente de la modelizacion en la educacion matematica actual, que
nos lleva a plantear las preguntas que pretendemos responder y los objetivos

que queremos alcanzar mediante nuestra investigacion.
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I.1. Introduccidon

Uno de los temas centrales de la didactica de las matematicas durante los
altimos 30 afios ha sido la modelizacion matemética y las aplicaciones de las
matematicas a campos extra-matematicos. En efecto, ya durante la década de
los aflos 60 del siglo pasado, en parte como reaccion a la matematica
moderna, se erigieron los primeros defensores de la modelizacion y las
aplicaciones de las matematicas (es frecuente en la literatura el uso indistinto
de ambos términos) como herramienta de ensefianza y aprendizaje. En esta
linea destaca la postura defendida por Hammersley (1968), que, en el primer
volumen de Educational Studies, publica un articulo titulado “On the
enfeeblement of mathematicals skills by modern mathematics and suimilar soft
intelectual trash in schools and universities”. En ese mismo numero de la
revista encontramos otros articulos recogidos del simposio organizado por
Hans Freudenthal en 1967 alrededor del tema “How to teach mathematics so
as to be useful?”. También conviene destacar el articulo de Pollak (1968) en el
que, desde un punto de vista irénico, el autor describe lo que son y lo que no
son, a su parecer, aplicaciones de las matematicas, y que tendra su
continuacion, ya en el segundo volumen de esta revista (1969), con el articulo

“How can we teach applications of mathematics?”.

Desde entonces, la importancia de estos temas se ha refrendado a través de la
riqgueza de la literatura existente, incluyendo material generado en numerosas
conferencias internacionales (ICME, ICTMA, entre otros). Un ejemplo de esto
son las actas del ICMI XIV (Blum y otros, 2002), en las que se describe de
forma detalla como se ha producido el desarrollo de la modelizacion y las
aplicaciones como campo de estudio en el ambito de la Investigacion en
Didactica de las Matematicas, partiendo de la premisa de que la modelizacion
corresponde al proceso de resolucion de un problema real. En la misma linea,
Maald (2010, p. 287) senala que “modelizar significa comprender un problema
realista, establecer un modelo del problema y encontrar una solucidon

trabajando matematicamente sobre el modelo”.
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En cualquier caso, pese a que la modelizacion y las aplicaciones empiezan a
jugar un papel en las aulas mayor que hace unos afios, existe aun una brecha
importante entre los ideales expresados en los debates educativos y en los
programas de estudio y la practica diaria en las aulas. Asi, las
recomendaciones que emanan del informe Cockroft (1982), los estandares de
calidad del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000), el
proyecto KOM (Niss, 2003 y 2004), el informe para la evaluacion de la calidad
educativa PISA (OCDE, 2014a y 2014b) y la inclusibn en los disefios
curriculares de las competencias clave (OCDE, 2004), en particular en nuestro
sistema educativo mediante la Ley Organica de Educacion LOE y la mas
reciente LOMCE (Real Decreto, 1105/2014), sittan como foco de atencion la
resoluciéon de problemas del mundo real en los procesos de ensefianza-
aprendizaje de las matematicas. Segun Blum y Niss (1991, p. 44) la ensefianza
de las matematicas tiene que relacionarse con el papel y el uso de las
matematicas en el mundo real, y no solo ni exclusivamente, en el &mbito de las
matematicas mismas. La modelizacion puede actuar pues como puente entre el

mundo real y el mundo de las matematicas.

Desde el informe PISA la alfabetizacidn matematica (mathematical literacy, en
el original en inglés y que ha venido traduciéndose por competencia
matematica), definida como la capacidad de “entender las matematicas en el
mundo, emitir juicios bien fundados y utilizar y relacionarse con las
matematicas de forma que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de
los individuos como ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos”
(OCDE, 2006, p. 74), se considera fundamental en el mantenimiento y
formacion de toda sociedad democratica al ser un componente esencial en el
modo que tenemos de percibir y entender el mundo que nos rodea (Niss,
2003). Esta competencia general se desglosa en una serie de competencias
especificas tomadas del proyecto danés KOM (Niss, 2004), entre las que se

encuentra la competencia en modelizar (ver Maal3, 2006).

Desde esta nueva perspectiva competencial, el dominio de las matematicas ya
no puede considerarse equivalente a conocer solo un conjunto de hechos

matematicos y, por tanto, su ensefianza debe orientarse, segun Goiii (2010),
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mas hacia el “saber aplicar el conocimiento matematico” que hacia el “saber
matematicas”. En efecto, tal y como sefialan Verschaffel, Vicente y Van Dooren
(2008), la evaluacion de la alfabetizacion matematica del informe PISA difiere
de las realizadas tradicionalmente ya que muchos alumnos que sobresalen en
las evaluaciones tradicionales a menudo tienen dificultades para poner en
practica sus conocimientos matematicos en el mundo real. Este hecho
corrobora lo afirmado por Niss (1999), el conocimiento de la teoria matematica
no garantiza que ésta se transfiera a la capacidad de resolver problemas no

rutinarios de la vida real.

Maald (2006, p. 115) define las tareas de modelizacion como “problemas
auténticos, complejos y abiertos, relacionados con la realidad”, y afirma que su
integracion “en la préactica diaria de la ensefianza prepara a los estudiantes
para actuar con integridad como ciudadanos individuales y en sociedad y a
desarrollar una competencia critica” (Maal3, 2005, p. 70). Asi, la resolucién de
una tarea de modelizacion puede ser la oportunidad para concienciar a los
alumnos de la importancia de las matematicas en la resolucion de los
problemas del mundo real, su aplicacion a otras areas de conocimiento, el uso
de las nuevas tecnologias (Berry, 2002, Kadijevich, Haapasalo y Hvorecky,
2005) o su papel en los medios de comunicacion e informacién (Borba, 2009,
Villarreal, Esteley y Mina, 2010), pero también pueden ayudar a la construccion
significativa de conocimiento matematico (Blum y Niss, 1991; Blum, 1993,
Zawojewski, 2010) y a desarrollar una comprensiéon mas profunda y fuerte de
las matematicas del curriculum (Zbiek y Conner, 2006). De esta forma, la
introduccién de la modelizacion en el aula (en particular, en el aula de
secundaria, como es nuestro caso), puede tener estas dos perspectivas, no
excluyentes y complementarias (Julie y Mudalay, 2007): por un lado, la
modelizacion como vehiculo para introducir un conocimiento matematico
concreto; por otro, la modelizacion como via para desarrollar la competencia en
resolucién de problemas. En nuestra investigacion hemos optado por esta
Gltima perspectiva, con el fin de trabajar y potenciar en nuestros alumnos
aguellos procesos relacionados con la resolucion de problemas situados en un
contexto real y la construccion de modelos, desde un enfoque competencial y

funcional de las matemaéticas.
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|.2. Contextualizacion

Como hemos visto, existe una corriente dentro de la educacién matematica que
demanda una ensefianza mas enfocada hacia la adquisicion y el desarrollo de
las competencias matematicas y a contenidos relacionados con la modelizacion
y las aplicaciones de las matematicas en el mundo real. Los resultados del
informe PISA sefalan la necesidad de introducir en las aulas la resolucion de
problemas con informacibn no estrictamente matematica, que precisen
matematizar la realidad y potencien el desarrollo de la competencia en
resolucidén de problemas reales y el desarrollo integrado de las competencias
matematicas, en el sentido propuesto por el proyecto KOM. Como hemos
seflalado anteriormente, numerosos autores sugieren que las tareas de
modelizacion pueden ser la respuesta a esta necesidad. Contamos con
diversos ejemplos sobre cémo disefiar e implementar tareas de modelizacion
en el aula: las Modelling-Eliciting Ativities (MEAs, ver Lesh y Doerr, 2003), el
proyecto europeo LEMA (acrénimo en inglés de Learning and Education in and
through Modelling and Applications), y los Proyectos Matematicos Realistas
(PMR) de Sol y el grupo Vilatzara (Sol, 2008). Ademas, y como se recoge
desde estas perspectivas, la introduccién de la modelizacién en el aula supone
un cambio metodolégico importante respecto al de una clase tradicional y
conlleva una revision profunda del papel del profesor y el alumno. En efecto, en
la ensefianza de la modelizacion, el peso principal bascula del profesor, propio
de la ensefianza mas tradicional, al alumno, que pasa a asumir mayores cotas
de responsabilidad e iniciativa, y esto puede suponer una dificultad afiadida
(Burkhardt, 2006).

En los parrafos anteriores se ha desgranado el contexto en el que se sitla
nuestra investigacion, pero falta concretar qué cuestiones especificas
pretendemos abordar en ella. Estas se pueden resumir en las siguientes

preguntas de investigacion:
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- P1: ¢En qué sentido las tareas de modelizacion permiten el desarrollo
integrado de las competencias matematicas, segun se describen en el

proyecto KOM?

- P2: ¢Qué implicaciones tiene la introduccibn de las tareas de

modelizacion en las actuaciones del profesor en el aula?

- P3: ¢La ensefianza basada en tareas de modelizacidn repercute
positivamente en el desarrollo de las competencias necesarias para

resolver problemas reales?

I.3. Objetivos de la investigacion

Para dar respuesta a estas preguntas se fijaron los siguientes objetivos de

investigacion:

- O1: Disefar tareas a partir de las diferentes perspectivas descritas (las
MEAs, el proyecto LEMA y los PMR) con las que implementar en el aula

una actividad basada en la modelizacion.

- 02: Analizar los procesos y los modelos producidos documentando las

actuaciones de los alumnos cuando resuelven dichas tareas.

- 0O3: Observar y describir los cambios metodolégicos necesarios para
implementar una actividad de modelizacién en el aula de secundaria,
especialmente aquellos referidos al papel del profesor y sus

intervenciones con los alumnos.

- O4: Analizar si el trabajo en tareas de modelizacion mejora las

competencias necesarias para resolver problemas reales.

En el Capitulo Il, realizaremos una revisién profunda de la literatura relacionada
con estas preguntas y objetivos de forma que se concrete el marco teérico en

el que se ha realizado esta investigacion. En el Capitulo I, describiremos el

6
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disefio de la investigacion y la metodologia de trabajo en el aula. Detallaremos
el disefio de las tareas de modelizacién propuestas (lo cual cubrird parte del
objetivo O1), describiremos las herramientas necesarias para documentar el
proceso de resolucion de nuestros alumnos (relacionados con el objetivo 0O2) y
se explicard la puesta en marcha del test de competencias, su disefio y
evaluacion (relacionado con el objetivo O4). También trataremos aqui los
cambios metodoldgicos introducidos en el aula durante la resolucion de una
tarea de modelizacion, prestando especial atencion al papel del profesor
durante la actividad modelizadora de sus alumnos (en linea con el objetivo O3).
En el Capitulo IV analizaremos los resultados obtenidos en nuestra
investigacion y que pretenden dar respuesta a las preguntas planteadas.
Finalmente expondremos nuestras conclusiones y reflexiones finales en el
Capitulo V.



Introduccion. Preguntas y objetivos de la investigacion



Capitulo Il

Marco Teodrico

La modelizacion matematica es tratada desde diversos enfoques, segun
autores (ver Kaiser, Blomhgj y Sriraman, 2006a y 2006b, Kaiser y Sriraman,
2006, Blomhgj, 2008), y ha generado abundante literatura en el marco de la
Didactica de las Mateméticas, entre la que destacamos la coleccion de libros
publicados por la International Community of Teaching of Mathematical
Modelling and Applications, ICTMA, con las actas de sus congresos. En este
capitulo vamos a realizar una revision de la literatura mas reciente asociada a
nuestra investigacion. Para dar una adecuada vision de conjunto, hemos

dividido este capitulo en cinco apartados que pasamos a describir.

En el primero de ellos, “La modelizacion y la resolucion de problemas”,
pretendemos analizar como describe la literatura el uso de la modelizacion

desde la perspectiva de la resolucién de problemas.

En el segundo apartado, “El proceso de modelizacién”, se comentaran distintos
trabajos centrados en describir el proceso de resolucién de un problema de
modelizacion, asi como las fases y transiciones que conforman el denominado

ciclo de modelizacion.

En el tercer apartado, “Distintas aproximaciones a las tareas de modelizacién”,

mostraremos diferentes perspectivas respecto a este tipo de tareas, como el



Marco tedrico

proyecto LEMA, las MEAs y las PMR, que nos servirdn de referencia en

nuestra investigacion.

En el cuarto apartado, “Las competencias y la modelizacion”, nos detendremos
a examinar el concepto de competencia matematica, desde el punto de vista de
las pruebas PISA y del proyecto danés KOM, y analizaremos la competencia

en modelizacion.

El quinto y ultimo apartado lo dedicaremos a ver, a través de distintos trabajos
publicados, cual parece ser la metodologia recomendada para llevar a cabo
una actividad de modelizacion en el aula, las barreras y dificultades que ello
conlleva, y el papel que juega el profesor y el alumno en este tipo de

ensefanza.
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II.1. La modelizaciéon y la resolucion de problemas

En la literatura es frecuente el uso indistinto de los términos “aplicaciones” y
“modelizacion” para referirse a cualquier forma de relacion entre el mundo real
y el mundo de las matematicas (Blum y Niss, 1991, Blum, 1993, Blum y otros,
2002). Mientras el término “modelizacion” se centra mas en el binomio realidad-
matematicas y los procesos involucrados en esta direccion, el término
“aplicacién” se centra en la direccion opuesta, matematicas-realidad y los
procesos relacionados, como el uso de modelos matematicos preexistentes
que puedan ser utilizados en el mundo real (ver ejemplos del uso de estos
modelos en Lingefjard, 2006, y Stillman, 2011). Pero, como sefialan Blum y
Niss (1991) y Blum (1993), con el término modelizacion matematica, de forma
mas frecuente, se hace referencia a todo el proceso completo (realidad-
matematicas, matematicas-realidad) de resolucibn de un problema
perteneciente al mundo real, aunque autores como Maafl} (2010) utilizan
también el término “auténtico” para referirse al contexto en el que se sitian este
tipo de problemas (como veremos en un proximo apartado). En las actas del
ICMI XIV (Blum y otros, 2002) se dan las claves y nociones necesarias para
entender este proceso de resolucion, denominado de modelizacion, del que
hablaremos en detalle mas adelante.

Asi, la modelizacibn matematica estd asociada indiscutiblemente con la
resolucién de problemas (mas en concreto, con la resolucion de problemas
reales). Blum y Niss (1991, p. 37) definen el término problema como “una
situacién que lleva consigo ciertas preguntas abiertas que son un desafio
intelectual para alguien que no estd inmediatamente en posesion de los
meétodos, procedimientos y algoritmos directos suficientes para resolverlo”.
Ciertamente, lo que para una persona puede suponer un problema, para otra,
poseedora del método, procedimiento o algoritmo necesario para su resolucion,
puede no serlo y tratarse simplemente de un ejercicio rutinario. Por ello, a la
hora de disefiar un problema o tarea, como sefiala Zawojewski (2010),
debemos analizar no solo la naturaleza del proceso de resolucion, sino también
la naturaleza del propio resolutor del problema. Desde este punto de vista, la

11
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definicion de Zawojewski y Lesh (incluida en Zawojewski, 2010), pone el foco
en ambos elementos, la resolucion y el resolutor: “Una tarea o actividad se
convierte en un problema cuando el resolutor (o grupo de resolutores) necesita
desarrollar una forma productiva de pensamiento matematico acerca de la

situacion planteada” (p. 238).

En la literatura podemos encontrar, asociado al concepto de problema,
términos, como “problema verbal’, “problema real” o “problema de
modelizacion”. Estos términos suelen estar asociados a su vez con enfoques
distintos sobre la ensefianza y aprendizaje de las mateméticas y a ellos nos
dedicaremos en los siguientes apartados.

[1.L1.1. Los problemas verbales

Los problemas de enunciado verbal aritmético-algebraicos presentan un texto,
en lenguaje natural, “cuya lectura ha de ignorar cualquier significado que no
tenga que ver con las cantidades y las relaciones de las que habla la historia
del problema” (Filloy, Puig y Rojano, 2008, p. 330). Asi, la fase principal en el
proceso de resolucion de un problema verbal “es la traduccion del enunciado
del problema a la expresion aritmética o algebraica que proporciona su
solucion” (Puig y Cerdan, 1990, p. 2). Este tipo de problemas son habituales en
los libros de texto, y aunque presentan enunciados que hacen referencia a la
realidad (podemos ver un analisis del uso de determinadas “realidades
matematicas” en los libros de texto en Alsina, 2007), la situacion dada suele ser

un mero disfraz de un problema puramente matematico: “el proceso de
resolucién consiste simplemente en desnudar el problema” (Blum, 1993, p. 4).
Segun Peled y Balacheff (2011), el aspecto realista de este tipo de problemas
queda relegado, en muchas ocasiones, a la aplicacion de una determinada
estructura matematica, sin apenas analisis de la situaciébn en la que se
enmarcan, al contrario que en los problemas de modelizacion, donde el

resolutor “necesita involucrarse en un proceso de interpretacion de la situacion”

12
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(Zawojewski, 2010, p. 238). Precisamente, en la resolucién de los problemas
verbales, lo “dado” y los “objetivos” son fijos e inmutables, mientras que en los
problemas de modelizacion, lo “dado” y los “objetivos” son dinamicos, en
constante reinterpretacion y reformulacion (Zawojewski, 2010, p. 240,
Zawojewski y Lesh, 2003, pp. 318-319).

Algunos autores como Verschaffel (2012) han observado que, ante los
problemas reales, donde el contexto juega un papel importante, el alumno
suele dar respuestas estereotipadas “que muestran una aparente voluntad de
ignorar cosas que se saben sobre el mundo, el lenguaje y la légica” (p. 30), lo
que Verschaffel denomina “suspension de busqueda de la realidad”. Esto le
lleva a pensar que algunos factores de la vida escolar impiden a muchos
estudiantes resolver correctamente este tipo de problemas, entre los que se

sefalan los siguientes (ver también Verschaffel, Vicente y Van Doren, 2008):

- Todo problema presentado por el profesor o el libro de texto puede
resolverse y tiene sentido.

- Cada problema tiene una unica respuesta, generalmente numérica (y
preferiblemente un nimero entero pequefio, lo que se denomina también
un “namero limpio”).

- El problema contiene por si mismo toda la informacion necesaria para
generar la interpretacion matematica correcta y llegar a la solucién.

- El estudiante no necesita aportar su experiencia en la vida real ya que
las situaciones presentadas por el enunciado suelen ser totalmente
artificiales. Las personas, objetos, lugares y razonamientos no tienen
nada que ver con las situaciones del mundo real, por lo que no hay que
preocuparse de si la situacion propuesta viola los conocimientos previos

o las experiencias personales de la vida real.

Finalmente, como conclusion a las dificultades identificadas en la resolucion de
problemas reales, Verschaffel propone modificar, no solo los problemas de los
libros texto (que en buena medida es algo que se esta produciendo ya a raiz
del enfoque competencial de las udltimas reformas educativas en nuestro
estado), sino también los métodos propios de la ensefianza tradicional de las

matematicas y la resolucion de problemas, sin renunciar a una coexistencia de
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ambos tipos de instruccion (Verschaffel, Vicente y Van Doren, 2008, p. 403). Su
solucion implica complementar los problemas verbales de los libros de texto
con otros que describan situaciones del mundo real y que no hayan sido
previamente simplificados, “en los que sea necesario pensar en la relacion
entre la situacion real a modelar y el modelo matematico para resolver el
problema, donde ademés dicha relaciébn sea cuestionable y no surja de una
deduccion inmediata” (Verschaffel, 2012, p. 40).

A continuacion hablaremos de la resolucion de problemas reales desde la

perspectiva de la Educacion Matematica Realista.

[1.1.2. Los problemas reales y la Educacion Matemética Realista

Los problemas reales, que Verschaffel define como “problemas que reproducen
situaciones problematicas presentes en la vida cotidiana y en el trabajo y para
cuya resolucibn es necesario saber cuando y como debe aplicarse el
conocimiento matematico, pero también el no matematico” (Verschaffel,
Vicente y Van Dooren, 2008, p. 393), se enmarcan dentro de la teoria de la
Educacion Matemética Realista (EMR), iniciada con Freudenthal en Holanda y
que podemos situar en conexién con las teorias socio-constructivistas (De
Lange, 1996, p. 59).

La EMR se fundamenta en seis principios (Freudenthal, 1968 y Heuvel-
Panhuizen, 2002): principio de actividad; principio de reinvencién guiada;
principio de realidad; principio de niveles; principio de interrelacién; y principio
de interaccién, que pasaremos a comentar a continuacion. En efecto, segun la
EMR, las matematicas se conciben como una “actividad humana” (principio de
actividad), de forma que los alumnos tienen la oportunidad de reinventarlas,
utilizandolas en contextos realistas, cercanos y relevantes para la sociedad
(Bressan y Gallego, 2011). Desde este punto de vista, las matematicas no se
presentan como algo cerrado sino que son los propios alumnos quienes, de

una manera activa (principio de reinvenciéon guiada), las construyen a través de
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un doble proceso de matematizacion (Treffers, 1987): de matematizacion
horizontal, mediante el que se convierte un problema real en un problema
matematico; y de matematizacion vertical, consistente en resolver un problema
dentro del mundo de las matematicas. Segun esta perspectiva, las
matematicas se aprenden haciendo matematicas en contextos reales:
situaciones reales en la vida cotidiana pero también situaciones reales en la
mente de los alumnos (principio de realidad). A través de la matematizacion de
estas situaciones reales, los alumnos transitan a lo largo de diferentes niveles
de comprension creciente (situacional, referencial, general y formal), desde los
mas informales a los mas formales y abstractos (principio de niveles). Estas
situaciones incluyen contenidos mateméticos interrelacionados, no estancados
en bloques separados (principio de interrelacion). Mediante la interaccion social
en el aula entre los alumnos (interaccion horizontal) y los alumnos con el
profesor (interaccion vertical) se pueden alcanzar niveles mas altos de

comprension (principio de interaccién).

La construccion de modelos a partir del conocimiento matematico informal de
los alumnos sobre una situacidbn o contexto determinado, y su paulatina
formalizacion y generalizacion a otras situaciones o contextos, en lo que viene
a denominarse “modelizacion emergente”, se convierte en parte fundamental
del proceso de matematizacién o modelizacion desde la perspectiva de la EMR
(Gravemeijer, 2007, p. 139, Carreira y Baioa, 2011, p. 214).

En esta linea se enmarcan los problemas de modelizacion, de los que

hablaremos a continuacion.

[1.1.3. Los problemas de modelizacion

Como hemos sefialado en la introduccién, Maal3 (2006, p. 115) define los
problemas de modelizacion como auténticos, en el sentido de pertenecientes al
mundo real o0 a una realidad inventada pero plausible (sobre el uso del término

“auténtico” hablaremos mas adelante en este mismo apartado), complejos, en
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el sentido de que el proceso de resolucion no es conocido de antemano sino
que requiere de un proceso previo de reflexion, y abiertos, en el sentido de
puede haber mas de una via de resolucion o solucidon posible. Blomhgj y
Kjeldsen (2006, p. 167) caracterizan las tareas de modelizacion del siguiente

modo:

(a) Que puedan ser reconocidas y comprendidas por los estudiantes.

(b) Que ofrezcan un reto adecuado para el trabajo de los estudiantes
independientemente del apoyo de los profesores.

(c) Que sean auténticas o que incluyan datos auténticos, es decir, que sean
relevantes en alguna situacion real fuera del contexto escolar y al uso de
la propia experiencia de los alumnos.

(d) Que sean abiertas por el propio interés de los resultados, es decir, que
muestren que los modelos matematicos pueden afadir significado a la
situacién y proporcionar nuevos conocimientos sobre el problema.

(e) Que se abran a la critica del modelo y/o de los resultados.

(f) Que conduzcan a actividades que sean, en algun sentido,
representativas del tipo particular de situaciones susceptibles de ser
modelizadas.

(g) Que desafien a los alumnos a trabajar apropiadamente con los
conceptos y métodos que son relevantes para su aprendizaje de las

matematicas.

En los problemas de modelizacion, “la situacion y las cuestiones definidas en él
pertenecen a algun segmento del mundo real y permiten que algunos
conceptos, métodos y resultados matematicos se involucren” (Blum y Niss,
1991, p. 37). El término “mundo real” o “realidad”, en el ambito de la
modelizacion, se refiere, segun Blum y otros (2002), a todo lo que tiene que ver
con la naturaleza, la sociedad o la cultura, incluyendo la vida cotidiana, la
escuela, la universidad o las disciplinas académicas y cientificas diferentes de
las matematicas. El uso del término “auténtico” para definir el tipo de tareas que
la modelizacion propone (ver Maaf3, 2010, p. 298), no implica que lo sean en
sentido estricto, sino que pueden ser auténticas en algunos aspectos, como

puedan ser su origen o finalidad, aunque contengan otros aspectos con un
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claro proposito educacional (ver el analisis del uso del término auténtico dentro

de la ensefianza de la modelizacion en Vos, 2011).

La resolucién de un problema de modelizacion (proceso del que hablaremos en
detalle en el siguiente apartado) implica la construccion de un modelo
matematicamente significativo. Con el término “modelo” nos referiremos a una

representacion simplificada y aproximada de la realidad (Maal3, 2010, p. 287).

Finalmente, entendemos que los problemas (o tareas) de modelizacién son un
tipo concreto de problemas reales (o afines a la realidad, como sefiala Maal3,
2006, p. 114), en los que la creacién de un modelo es uno de los aspectos

clave de su resolucion.

El proceso de resolucion de un problema de modelizacion presenta unas
caracteristicas diferenciadoras con respecto al de otro tipo de problemas.
Algunas de estas caracteristicas han sido ya esbozadas anteriormente.
Dedicaremos el proximo apartado a un andlisis detallado de este proceso,
siendo uno de los aspectos que deberemos observar y documentar durante

nuestra investigacion.

II.2. El proceso de modelizacion

Polya (1965) establecié cuatro fases por las que un resolutor ideal transitaria a
la hora de resolver un problema: comprender el problema; elaborar un plan
para resolverlo; poner en marcha ese plan; y comprobar el resultado. En esta
linea, la modelizacion puede verse también como un proceso, constituido por
fases, a través del cual un resolutor ideal transitaria a la hora de resolver un
problema del mundo real, en el que las matematicas estan presentes de una
manera mas o menos explicita. Asi, la resolucion de un problema de
modelizacion es un caso particular de la resolucién de problemas tal y como la

plantea Polya.
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Segun Treffers (1987), la modelizacion implica un doble proceso de
matematizacion, vertical y horizontal, entre la realidad y las mateméticas. Se
parte de un problema del mundo real, que se simplifica y estructura para
obtener un modelo real de la situacion original planteada. Mediante
suposiciones, generalizaciones y formalizaciones se transforma en un modelo
matematico, identificando las matematicas que subyacen en el modelo real.
Una vez establecido el modelo matematico, se resuelve, obteniendo una
solucion matematica que tendra que interpretarse en la situacion inicial, en
términos de una solucién real. Se comprueba y valida que dicha solucién real
efectivamente resuelve el problema y que el modelo es el adecuado, asi como
su posible generalizacion a otras situaciones similares. Finalmente, el proceso

es comunicado.

En el informe PISA (OCDE, 2006, pp. 99-101) se describe este proceso de
matematizacion (refiriéendose al proceso completo de resolucion de un
problema del mundo real) mediante cinco fases, que posteriormente se
concretan en un listado de acciones. Estas fases pueden variar, segun autores
0 segun intereses y objetivos (ver Borromeo-Ferri, 2006), y constituyen, desde
un punto de vista teorico e idealizado, el denominado ciclo de modelizacion,

que analizaremos con detalle a continuacion.

11.2.1. El ciclo de modelizacién

Como hemos sefialado anteriormente, entendemos la modelizacion matematica
como el proceso de resolucion de un problema de modelizacion, en el sentido
de Maald (2006, p.115). Las fases que constituyen este proceso forman un

ciclo.

En general, el ciclo de modelizacién debe ser contemplado como algo que tiene
gue ser recorrido en sucesivas vueltas o iteraciones, y el nimero de fases
recorridas en cada vuelta puede variar. Sin embargo, en la practica, tal y como
sefala Borromeo-Ferri (2006), no se transita a lo largo de €l de un modo

secuencial, sino que se van dando saltos, avanzando o retrocediendo, o se
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inicia un nuevo ciclo antes de haber concluido el anterior, en lo que podria
considerarse un proceso enmarafiado. El orden de las fases y sus acciones no
debe interpretarse pues como la secuencia que siguen los alumnos cuando
realizan una tarea de modelizacion. Consideramos, por tanto, y en linea con lo
afirmado por Maal3 (2006), que su importancia radica en el hecho de que nos
da un marco para describir los sub-procesos que se dan en la resolucion de

una tarea de modelizacion.

[1.2.2. Aproximacion cognitiva al proceso de modelizacion

En la literatura podemos encontrar diferentes aproximaciones al ciclo de
modelizacion (ver Borromeo-Ferri, 2006). Desde la perspectiva cognitiva, el
foco se centra en los procesos individuales de pensamiento vinculados a las
etapas iniciales pertenecientes al mundo real (Borromeo-Ferri, 2007, p. 2081).
El ciclo de modelizaciébn de Blum y Leil3 (2007), dentro de esta linea, es
utilizado como referencia en numerosos trabajos, y presenta una secuenciacion
mucho mas fina de las fases iniciales que no se da en otros ciclos, como los
provenientes del campo de la resolucién de problemas verbales o los utilizados
como guia para los alumnos en la resolucion de tareas de modelizacién (ver un
ejemplo de este ultimo tipo de ciclo en Blum y Borromeo-Ferri, 2009, p. 54). Por

ello hemos escogido este ciclo como referencia en nuestra investigacion.

El ciclo de Blum y Leil3 esta formado por siete etapas de transicion entre las
fases que lo conforman (Situacion Real — Modelo de Situacién - Modelo Real -
Modelo Matematico - Solucion Matemética - Solucién Real), que se identifican
con verbos de accibn que facilitan su reconocimiento (Comprension —
Simplificacién/estructuracion — Matematizacion — Resolucibn matematica —
Interpretacion — Validacion — Comunicacion). Su representacion se muestra en

la Figura Il.1.
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Figura Il.1. El ciclo de modelizacion de Blum y Leif3 (2007)

A continuacion detallaremos cada una de las fases y transiciones de este ciclo,

ayudandonos de las reflexiones que diversos autores han hecho al respecto.

11.2.3. Las fases del ciclo de modelizacién

Situacion Real (Real Situation)

La Situacion Real presenta la situacion inicial de partida. Puede ser mediante

un texto escrito (enunciado verbal), una tabla, una ilustracion, etc.

Modelo de Situacion (Situation Model)

Cada individuo tiene una representacién o imagen mental de la situacion real
inicial. Esta imagen mental supone el punto de vista personal del alumno, que
dependera, segun sefialan Leil3 y otros (2010), del conocimiento previo que
tenga sobre el contexto en que se sitda la tarea, la actitud y creencias hacia las
matematicas y el propio contexto, su grado de motivacion, su competencia
lectora (entendida no solo como su competencia para comprender textos
escritos sino también para extraer informacion de graficos, simbolos,

ilustraciones o fotografias), su competencia matematica (de la que hablaremos
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en detalle mas adelante), y las caracteristicas propias de la tarea (formato,
contexto, estructura semantica y matematica,...). Esta imagen mental derivara
en la formulacion de un problema, planteado por el propio alumno y que

constituira su Modelo de Situacion.

Modelo Real (Real Model)

El Modelo Real es construido por cada individuo a partir de su propia imagen
mental de la situacion y lo constituyen todos aquellos elementos de la realidad

relevantes en la resolucion del problema que ha planteado.

Modelo Matematico (Mathematical Model)

El Modelo Matematico lo constituyen los objetos matematicos necesarios para
la resolucion del problema planteado dentro del mundo de las matemaéticas.
Puede tratarse de un modelo algebraico, probabilistico, geométrico, etc. Este
Modelo Matematico, segun Blum y Niss (1991, p. 39), tiene tres elementos

fundamentales:

- Un conjunto de objetos matemaéticos.

- Unas relaciones y reglas matematicas que rigen estos objetos.

- Una correspondencia entre los dos conjuntos anteriores (objetos y
relaciones) y los elementos del problema real.

Lesh y Harel (2003, p. 159) sefalan que los modelos matematicos son
sistemas conceptuales que se expresan mediante una variedad de
representaciones interrelacionadas (como simbolos escritos, lenguaje hablado,
graficos, diagramas, esquemas o metaforas basadas en la propia experiencia)
en los que se incluyen los conceptos necesarios para describir o explicar los
objetos, relaciones, acciones, patrones y regularidades involucrados en la
situacion problematica planteada, y los procedimientos que los acompafian y
que son usados para generar los constructos, manipulaciones o predicciones
necesarias en su resolucion. Estos tres elementos (conceptos, procedimientos
y lenguajes) nos permitiran analizar, en el capitulo IV, los modelos construidos

por los alumnos.
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Solucion Matemética (Mathematical Results)

A partir de la resolucion del Modelo Mateméatico establecido, se obtiene el
resultado, en términos matematicos, del problema. Este puede ser un nimero,
una férmula, un intervalo, una grafica, etc., y constituira la Solucion Matemética

del problema.

Solucion Real (Real Results)

La Solucion Matematica obtenida debe interpretarse en la situacion real inicial,
obteniéndose asi la Solucién Real, que posteriormente tendrd que ser validada

y comunicada.

11.2.4. Transicidn entre las fases del ciclo de modelizacidn

Cuando se enfrenta a una Situacion Real, el alumno debe realizar una primera
transicion de “reflexién y comprension” que le conduzca a la formacion de una
imagen cognitiva personal de la misma y a la “formulacion” de un problema, lo

gue constituird su Modelo de Situacion.

Posteriormente, se produce un proceso de “simplificacion” y “estructuraciéon”
mediante el cual se identifican y seleccionan aquellos elementos de la realidad
relevantes para la resolucién del problema planteado, que conformaran el
Modelo Real. En este punto es fundamental el conocimiento extra-matematico
que tenga el alumno de la situacién planteada: en estas fases iniciales se hace
necesario trabajar con informacién no estrictamente matematica, poniendo en
juego la propia experiencia del alumno en la realidad en que se sitda la tarea.
Segun Cabbassut (2009, p. 2159), las decisiones que se tomen en este punto
pueden estar influidas por argumentos tanto matematicos como no-

matematicos.

A partir de aqui se produce la transicién desde el mundo real al mundo de las
matematicas (matematizacion horizontal). El alumno debe establecer una

correspondencia entre los elementos seleccionados del mundo real y los
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objetos mateméticos que constituiran el Modelo Matematico, “codificando” la
realidad mediante el lenguaje y las representaciones matematicas pertinentes.
A continuaciéon el modelo matemético planteado debe resolverse mediante las
estrategias heuristicas, los conceptos, herramientas y procedimientos
matematicos adecuados (matematizacion vertical) hasta llegar a la Solucién
Matematica. De nuevo, hay que volver al mundo real, “decodificando” e
“‘interpretando” la Solucion Matematica en el contexto real en que se sitla el

problema, lo que nos conducira a una Solucién Real.

Esta solucion debe venir acompafiada de un proceso de “validacion” y
“reflexion” sobre todo el proceso de resolucidén y su posible “generalizacion” a
otras situaciones similares a la planteada, asi como la toma en consideracion

de otras posibles vias de resolucion.

Si la solucion no es del todo adecuada, debe “revisarse” el modelo planteado e
iniciar, en un nuevo ciclo, todo el proceso (o parte de él). En cada nueva
iteracion del ciclo no solo se puede mejorar el modelo, afiadiendo nuevos sub-
problemas que tengan en cuenta otros aspectos no considerados hasta el
momento, sino ademas, como sefala Zawojewski (2010, p. 240), se puede
tener una comprension mas profunda sobre sus restricciones, limitaciones y

beneficios con respecto a otros modelos.

Si la solucion se considera adecuada, se “comunica” el proceso de resolucién
del problema y se detalla la solucion obtenida, apoyada por los argumentos
matematicos, formales o no, necesarios. Conviene tener en cuenta que la
solucion de un problema de modelizacion no es Unica. Asi, la aparicion de
diferentes modelos en resoluciones distintas ofrece oportunidades para
comparar, contrastar y debatir las alternativas durante esta fase de

comunicacion.

[1.3. Distintas aproximaciones a las tareas de modelizacion

Las tareas de modelizacidbn son, por razones obvias, elementos clave de

nuestra investigacion. En los apartados anteriores hemos caracterizado este
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tipo de tareas y hemos analizado su proceso de resolucion. Las revisaremos
ahora desde las perspectivas que nos ofrecen las MEAS, el proyecto LEMA y
los PMR (podemos ver otras aproximaciones a la modelizaciéon matematica a
nivel universitario basadas en el disefio e implementacion de los denominados
Recorridos de estudio e investigacion, en Barquero y otros, 2011). Con criterios
muy similares a los sefialados anteriormente por Blomhgj y Kjeldsen (2006),
pero mediante aproximaciones distintas, nos serviran de referencia en el disefio

de nuestras propias tareas de modelizacion.

[1.3.1. Las Modeling-Eliciting Activities

La modelizacién, desde la perspectiva de las MEAs', se define como una
actividad de resolucion de problemas (que generalmente pueden resolverse en
una o dos sesiones de clase), construidos a partir de una serie de principios
instruccionales (que pueden verse en detalle en Lesh, Hoover, Hole, Kelly y
Post, 2000, p. 591-645), con los que se pretenden que los alumnos desarrollen
un modelo de la situaciébn propuesta que pueda aplicarse también a otras
situaciones similares (Lesh y Doerr, 2003). Los alumnos, trabajando en
pequefios grupos (en Zawojewski, Lesh y English, 2003, podemos ver un
analisis del rol que juega el trabajo en grupo en la resolucion de las MEAS), y
ante una situacién problematica significativa y relevante para ellos, deben
inventar, ampliar y perfeccionar sus propias construcciones matematicas (el
“producto”) para responder a las demandas de un cliente (la “pregunta”). Este
“producto” (que por lo general, no es unico) va mas alla de respuestas cortas a
preguntas especificas (ver también English y Lesh, 2003). Lesh y Doerr (2003,
p. 3) apuntan que el propio proceso de resolucion se convierte a menudo en el
producto demandado, que debe comunicarse al resto de compaferos (por
ejemplo, en forma de carta dirigida al cliente) para que se produzcan debates e
intercambio de opiniones, que pueden desembocar en la revision del proceso

seqguido y la construccién de nuevos modelos. Segin Arleback y Doerr (2015),

1 Ver: http://serc.carleton.edu/sp/library/mea/index.html
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en una secuencia didactica destinada a que los alumnos desarrollen sus
propios modelos, las MEAs serian las actividades de partida, a las que
seguirian otras relacionadas con la exploracién del modelo (Model Exploration

Activities) y la aplicacién del modelo (Model Application Activities).

Entre las tareas que podemos encontrar dentro de las MEAs destacamos las
“actividades de obtencion de estructuras” (Lesh, 1997), en las que nos hemos
basado a la hora de disefiar algunas de nuestras propias tareas de
modelizacion (como veremos en el siguiente capitulo). En estas tareas el
alumno debe cuantificar cierta informacion cualitativa (aunque no
exclusivamente) para tomar una decision razonada. Su objetivo “consiste en
generar una definicion operativa que estimule el concepto que tiene el resolutor
del problema de cémo medir una distribucion” (p. 384). Asi, toman especial
relevancia en este tipo de actividades las descripciones, explicaciones y

justificaciones que acompafan a las respuestas.

Finalmente, desde esta perspectiva, se proponen una serie de herramientas
(Lesh y Doerr, 2003, p. 32) con las que observar las formas de pensar de los
alumnos mientras trabajan (Observation Sheet), detectar las fortalezas y
debilidades de sus producciones (Ways of Thinking Sheet), ayudarles a
reflexionar sobre los roles que pueden haber desempefado en la solucion del
problema y los sentimientos y actitudes que pueden haber influido en su
rendimiento (Self Reflection Sheet), y evaluar su trabajo (Quality Assurance
Guide, abreviadamente QAG), categorizando en niveles de calidad su
“producto”, segun su grado de adecuacion, generalizacién y reutilizacién (en
Lesh y Clarke, 2000, p. 145).

11.3.2. El proyecto LEMA

LEMA? es un proyecto financiado por la Unién Europea Comenius, desarrollado
entre el afio 2006 y 2009, con el objetivo de facilitar un cambio en las practicas

docentes a fin de incluir las actividades de modelizaciéon en la ensefianza de las

% Ver: http://www.lema-project.org/web.lemaproject/web/eu/tout.php
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matematicas (Maald y Gurlitt, 2011). Desde este proyecto, en el que trabajan
educadores mateméticos de seis paises distintos (Alemania, Francia, Espafa,
Chipre, Inglaterra y Hungria), no solo se proporcionan materiales con los que
implementar la modelizacion en el aula, si no que se plantea todo un programa
de desarrollo profesional para los maestros y profesores, salvando las
diferentes perspectivas educativas y curriculares de los paises participantes
(Garcia, MaalR y Wake, 2010).

En las indicaciones del proyecto LEMA se dan una serie de caracteristicas de
las tareas de modelizacion: deben ser reales y auténticas; pertenecientes a un
contexto relevante para los alumnos; donde el conocimiento matematico no
esté determinado por completo y pertenezca a distintos dominios; donde se
haga necesario explorar la situacion, elaborar hipétesis, probar distintos
enfoques y procedimientos para construir un modelo descriptivo de la realidad;
donde la solucion deba ser interpretada en la situacion inicial en la que se

enmarca el problema.

Ademas, desde LEMA se propone la creacion de tareas de modelizacion a
partir de situaciones reales, si su objetivo es desarrollar habilidades especificas
de modelizacion, o de ejercicios de libros de texto, si el objetivo es ensefiar un
contenido matematico concreto (con lo que se incluyen las dos perspectivas de
la modelizacion sefialadas por Julie y Mundalay, 2007). En el primer caso se
buscan contextos ricos, lo que denominan “la situacidn”, a partir del cual
desarrollar varias “posibles tareas”, que pueden ser utilizadas o adaptadas
segun las necesidades del profesor. Estas tareas también se resuelven en
pequefios grupos, con una fase final de comunicacion, en la que los alumnos

deben debatir y revisar su trabajo, razonar y justificar sus decisiones.

[1.3.3. Los Proyectos Mateméaticos Realistas

Como senala Sol (2008, p. 46), los PMR son “un tipo de actividad orientada a
fomentar la modelizacién y la resolucién de problemas [...] dentro de un marco

curricular y de desarrollo de las competencias matematicas de tipo complejo”,
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con un fuerte componente creativo, social y comunicativo, que pone el énfasis

en la aplicabilidad y la funcionabilidad de las matematicas en la realidad.

Los alumnos, trabajando en pequefio grupo (dos o tres miembros) y durante
dos o tres semanas, deben, a partir de una situacion real, concretar el
problema a resolver y formular sus propios objetivos de investigacion (a
diferencia de la actividad tradicional de aula, donde es el profesor el que
plantea la pregunta). Son también los alumnos los que deciden qué datos
deberan tener en cuenta, coOmo los obtendran y manipularan y el tipo de
reflexion que esperan poder hacer a partir de ellos. Finalmente, deberan
comunicar el proceso de resolucion seguido al resto de compaferos, aportando
sus reflexiones sobre el interés de su trabajo y sus posibles aplicaciones a

otras situaciones similares (ver Vilatzara, 2001a y 2001b).

Este tipo de proyectos son utilizados por los miembros del grupo Vilatzara para
introducir la modelizacion en las aulas de secundaria y bachillerato (Sol, 1998;
Sol y Giménez, 2004). Mientras que en la etapa de secundaria se proponen
proyectos matematicos concretos, entre los que los alumnos pueden elegir
(como haremos nosotros también en nuestra investigacion), en bachillerato es
el alumno el que decide su propio trabajo de investigacién, a partir de una serie
de orientaciones, que van desde temas relacionados con las matematicas a
otros relacionados con las ciencias experimentales o sociales, en el que las

matematicas pueden jugar un papel relevante (Vilatzara, 2001a y 2001b).

En las PMR se presenta a los alumnos un contexto real y cercano a ellos (o es
el propio alumno el que lo propone) a partir del cual se debe concretar un
problema en cuya formulacion tienen un principal protagonismo. Son tareas
pensadas como auténticos proyectos de investigacion de larga duracién. De
forma similar, las tareas que el proyecto LEMA propone presentan una
situacion real de la que se derivan diferentes cuestiones que los alumnos
deben abordar. Por su parte, desde las MEAs se proponen problemas mas
estructurados y cerrados, cuyo enunciado puede incluir también informacion de
tipo cualitativo y cuantitativo, y al que los alumnos tienen que dar respuesta en
no mas de una o dos sesiones de trabajo en el aula. Las tres perspectivas
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descritas nos ofrecen pues un amplio abanico en lo que respecta a las tareas
de modelizacion: desde la menos estructuradas, como son los PMR, donde
incluso, en su caso mas extremo, es el propio alumno el que debe proponer la
tarea, hasta las mas estructuradas, como son las MEAs, y que, a diferencia de
las primeras, no son vistas como proyectos de aula de larga duracion. Como
hemos comentado, las tareas propuestas en LEMA se sitlan mas préximas a
los PMR que a las MEAs. Sin embargo, y precisamente gracias a estas
diferencias, una propuesta de tareas en la que integremos estas tres
perspectivas puede resultar clave para cubrir toda la diversidad del aula. El
analisis del proceso de resolucion de cada una de las tareas propuestas podra
ayudarnos a deducir importantes implicaciones en lo que respecta al uso de
estas tres aproximaciones y su conveniencia segun las necesidades y objetivos

educativos planteados.

A partir de este punto trataremos el tema de la competencia matematica, en
general, para concretarla posteriormente en el marco del proyecto danés KOM

y el informe PISA.

Il.4. La competencia matematica y la modelizacién

El término competencia, utilizado en el mundo de la empresa para referirse al
profesional que cumple de manera correcta y adecuada con su funcién, pasa, a
partir del proyecto DeSeCo (Programa para la Definiciobn y Seleccion de
Competencias) de la OCDE, al mundo de la educacién (ver Zabala y Arnau,
2007). En este ambito, Goldin (1987, p. 138) define el término competencia del
siguiente modo: “Una competencia describe la capacidad de un individuo para

llevar a cabo con éxito una clase de tarea”.

La competencia combina habilidades, conocimientos y actitudes, dirigidas al

desempeio de una determinada tarea (ver Blanco, 2012). “Cuando el individuo

trata de abordar las tareas mediante las herramientas disponibles, moviliza y

pone de manifiesto su competencia en la ejecucion de los procesos
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correspondientes” (Rico y otros, 1997, citado en Rico, 2006, p. 50). El foco no
se centra pues en poseer conocimientos, sino en saber aplicar estos
conocimientos en distintas situaciones y tareas. Segun Goiii (2011), en una
ensefianza por competencias se prioriza la aplicabilidad y funcionabilidad de
los conocimientos. Asi, la idea de una accion competente, segun Sol (2008, p.
84), se debe dar en un contexto concreto, aunando los componentes cognitivos

con los sociales y afectivos.

De lo expuesto anteriormente, podemos inferir que la “competencia
matematica” se corresponde, entre otras, con la capacidad del individuo para
enfrentarse con una determinada situacién real en la que estan involucradas,
directa o indirectamente, las matematicas. Esta idea est4 en linea con lo
defendido por Gofii (2010, p. 22), que define la competencia matematica como
“el uso, de manera eficiente y responsable, del conocimiento matematico para

hacer frente a situaciones relevantes”.

El informe PISA tiene hoy en dia una fuerte influencia en los sistemas
educativos actuales. Precisamente, PISA se basa en el proyecto danés KOM
para describir las capacidades que constituyen la propia competencia
matematica (OCDE, 2006, p. 101). Es por esta especial relevancia
internacional por lo que centraremos a continuacion nuestra atencion en las
acepciones del término “competencia matematica” que podemos encontrar en
estas dos referencias, para posteriormente tratar el de “competencia en
modelizacion”. A partir de ahora, con el término competencia, en singular, nos
referiremos a la competencia en su aspecto mas general, mientras que con el
término competencias, en plural, nos referiremos a aquellas competencias que

la constituyen.

[1.4.1. La competencia matematica en el proyecto KOM

Con el fin de dar respuesta a una serie problemas detectados en el sistema

educativo danés, el ministerio de educacién de Dinamarca puso en marcha, en
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el afio 2000, el proyecto KOM (acrénimo en danés de Competencies and the
Lerning of Mathematics). Entre otras cuestiones se constatd la necesidad de
determinar cuales eran las competencias matematicas que debian ser
desarrolladas por los estudiantes en las diferentes etapas del sistema
educativo danés (Niss, 2003 y 2004).

En el proyecto KOM se afirma que dominar las matematicas significa poseer la
competencia matematica, y se define la competencia matematica como “la
capacidad de entender, juzgar, hacer y utilizar las matematicas en una variedad
de contextos y situaciones intra y extra matematicas en las éstas juegan o
podrian desempefar un papel”’ (Niss, 2004, p. 6). La competencia matematica
se identifica, formula y ejemplifica en un conjunto de competencias, “que
pueden ser acordadas como dimensiones independientes en la expansion de la

competencia matematica” (Blomhgj y Jensen, 2007, p. 47).

Desde esta perspectiva, la competencia matematica se describe a partir de
ocho competencias, englobadas en dos grupos, como se ilustra en la llamada
flor de KOM (ver Figura 1I.2). Desde el proyecto KOM los objetivos generales
de la educaciébn matematica son reformulados en términos de desarrollo de
estas competencias, incluyendo la competencia en modelizacion como una de

las competencias que los estudiantes deben desarrollar en la escuela.

Desde el punto de vista del proyecto KOM, las competencias se dirigen a la
accion: se ponen en juego ante un desafio matematico en una situacién o
contexto determinado. Ademas, segun Blomhgj y Jensen (2007), el desarrollo
de las competencias es algo continuo, “es absurdo hablar de alguien totalmente
incompetente o totalmente competente” (p. 47). Niss (2004) afirma que cuando
un alumno se embarca en la resolucion de un problema de matematicas, activa
estas competencias (todas o algunas) de manera simultanea, y por tanto “las
competencias estan estrechamente relacionadas -forman un continuo de
grupos superpuestos- pero son diferentes en el sentido de que sus centros de

gravedad estan claramente delimitados y son disjuntos” (p. 9).
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Figura Il.2. La “flor de KOM”, en Blomhgj y Jensen (2007, p. 47)

Las competencias presentan un doble aspecto: analitico y productivo. El
aspecto analitico de una competencia se centra en la comprension, la
interpretacion y la evaluacion de los fenOmenos y procesos matematicos,
mientras que el aspecto productivo “se centra en la construccién o ejecucién
activa de los procesos matematicos, tales como la invencién de una cadena de
argumentos o la activacion y uso de alguna representacion matematica en una
situacion dada” (Niss, 2004, p. 9). Este ultimo aspecto de las competencias es
el que analizaremos cuando enfrentemos a los alumnos ante una tarea de

modelizacion.

I1.4.2. La competencia matematica en el informe PISA

Como comentamos en la introduccion, el informe PISA de la OCDE pone el
foco en lo que denominan “alfabetizacion matematica”, mathematical literacy en
el original en inglés (para analizar los distintos usos del término “competencia”,
por los del original inglés competence, literacy y proficiency en el informe PISA,
ver Puig, 2006 y Rico, 2006). La alfabetizacion matemética en PISA, segun
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Rico (2006, p. 49) “se refiere a las capacidades de los estudiantes para
analizar, razonar y comunicar eficazmente cuando resuelven o enuncian
problemas matematicos en una variedad de situaciones y dominios”.
Precisamente, tomaremos a Rico (2006) como referencia principal para

analizar la competencia matematica en el informe PISA.

Para identificar el nivel de competencia matematica de los alumnos, PISA
analiza “cdmo los estudiantes pueden utilizar lo que han aprendido en
situaciones usuales de la vida cotidiana y no solo, ni principalmente, en
conocer cuales contenidos del curriculo han aprendido” (Rico, 2006, p. 50). Por
tanto, la evaluacién de las matematicas que hace PISA exige a los alumnos
que se enfrenten con problemas mateméticos que estdn basados en algun
contexto del mundo real. El nivel de competencia matematica de una persona
se aprecia en la manera en que emplea sus conocimientos y habilidades

matematicas para resolver estos problemas (OCDE, 2006, p. 83).

Las tareas que propone PISA pueden analizarse desde tres dimensiones (Rico,
2006, p. 53):

- El contenido matematico que se debe utilizar para resolver el problema.
- Lasituacion o contexto en que se localiza el problema.
- Las competencias o procesos que deben activarse para resolver el

problema.

Respecto al tercer aspecto, Rico (2006, pp. 57-58) afirma que para resolver “los
problemas que se presentan en las tareas de evaluacion, los estudiantes deben
poner en practica un conjunto de procesos, es decir, mostrar su dominio en un
conjunto de competencias matematicas generales”. Estos procesos establecen
capacidades especificas que se recogen en una serie de competencias,
basadas en las competencias matematicas descritas en el proyecto KOM
(OCDE, 2006, p. 101).

Para cada una de las tareas propuestas, PISA establece tres clases o niveles
de complejidad, que atafen “al modo en que las distintas competencias son
requeridas como respuesta a los distintos tipos y niveles de demandas

cognitivas planteados” (Rico, 2006, p. 60). Estas son los tres niveles definidos:
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- De reproduccion, que incluyen tareas que requieren de procedimientos
rutinarios y la reproducciéon de conocimientos.

- De conexion, que abarcan tareas no rutinarias, que plantean mayores
exigencias de interpretacion y que requieren establecer conexiones
entre diferentes representaciones o0 entre distintos aspectos de una
situacion.

- De reflexion, que comprenden tareas que exigen generalizacion,
explicacion o justificacion de los resultados y un mayor nivel de

comprension y reflexion.

Estos niveles de complejidad propuestos en el informe PISA nos proporcionan
un excelente marco con el que disefar el test (del que hablaremos en el
capitulo siguiente) a partir del cual vamos a medir la efectividad de la

ensefianza basada en tareas de modelizacion.

Hemos visto en el apartado anterior que una de las competencias establecidas
en el proyecto KOM es la competencia en modelizacion. En la literatura
encontramos diferentes andlisis relativos a esta competencia, que

comentaremos en el siguiente apartado.

11.4.3. La competencia en modelizacion

Blomhgj y Jensen (2003, p. 126) definen la competencia en modelizacién como
‘la disposicion intuitiva de alguien para llevar a cabo todas las partes de un
proceso de modelizacion matematica en un cierto contexto”. Blum y Kaiser
(1997, citado en Maal3, 2006, p. 116) proponen un listado de competencias que
conforman la competencia en modelizacion. Estas competencias se
corresponden con las acciones necesarias para transitar por las distintas fases
del ciclo de modelizacion. Como resultado de su estudio, Maal3 (2006) sefala

gue la competencia en modelizacién incluye mas competencias que las
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meramente necesarias para recorrer las fases del ciclo, incluyendo aspectos

relacionados con la metacognicion, la argumentacion y la motivacion (p. 139):

- Competencias para llevar a cabo las fases individuales del ciclo de
modelizacion.

- Competencias metacognitivas en modelizacion.

- Competencias para argumentar sobre el proceso de modelizacion y
escribir estos argumentos.

- Competencias para ver las oportunidades que las matematicas ofrecen
en la resolucion de problemas reales y considerar estas posibilidades de

forma positiva.

Biccard y Wessels (2011, p. 377) estructuran la competencia en modelizacién
en tres areas: competencias cognitivas, competencias afectivas vy
competencias metacognitivas. Las competencias cognitivas son aquellas que
se relacionan con las fases del ciclo de modelizacion; las competencias
afectivas estan relacionadas con las creencias sobre las matematicas, su
naturaleza, su actitud hacia las mismas, las oportunidades que ofrecen y el
papel que pueden desempefiar en la resoluciébn de problemas reales; las
competencias metacognitivas se refieren a la reflexion y control sobre los
propios procesos cognitivos (respecto a las competencias metacognitivas ver
Lesh, Lester y Hjalmarson, 2003, y Stillman, 2011).

Respecto al desarrollo de las competencias en modelizacion, Blomhgj y Jensen
(2003) establecen una diferencia entre lo que denominan el enfoque holistico y
el enfoque atomistico: con el enfoque holistico el alumno debe recorrer el
proceso completo de modelizacion para desarrollar sus competencias, mientras
gue en el enfoque atomistico el foco se centra en el proceso de construccion,
resolucién e interpretacion del modelo matemético y no en la totalidad del ciclo.
Este ultimo enfoque facilita la comprension de las acciones mas proximas a las
matematicas, pero el enfoque holistico puede resultar mas real y motivador
para los alumnos, aunque también requiere de una dedicacién mayor y de un
analisis mas complejo. En su estudio concluyen que los dos enfoques son

necesarios para desarrollar las competencias de los alumnos.
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Desde un enfoque holistico, se considera que la competencia en modelizacion

se describe a través de tres dimensiones:

- El grado de cobertura, que se refiere el grado en el cual una persona es
capaz de transitar con éxito a lo largo de las fases del ciclo de
modelizacion de forma autonoma, coordinada y reflexiva (Jensen, 2007,
p. 144).

- El radio de accion, que se refiere a la variedad de contextos, incluidos
los extra matematicos, en los que una persona es capaz de activar su
competencia en modelizacion, asi como la variedad y complejidad de los
modelos que conoce y puede utilizar (Z6ttl, Ufer y Reiss, 2011, p. 429).
Haines y Crouch (2004) sefialan que esta dimension repercute
directamente en su capacidad para transitar entre mundo real y el
mundo matematico.

- Finalmente, el nivel técnico, que, segun Zoéttl, Ufer y Reiss (2011, p.
429), se refiere al nivel de las herramientas mateméticas que la persona
es capaz de utilizar en el proceso de resolucibn de una tarea de
modelizacion, lo que Jensen (2007, p. 144) denomina su “mathematical

toolbox”.

Mousoulides (2007, también en Mousoulides, Christou y Sriraman, 2008) utiliza
tareas basadas en PISA para evaluar las competencias necesarias para
resolver problemas reales. Por su parte, Haines y Crouch (2001, 2005 y 2007)
han desarrollado cuestionarios de eleccién mdultiple con el fin de evaluar las
competencias relacionadas con la transicion entre el mundo real y las

matematicas.

De los trabajos revisados se deduce que la resolucidbn de una tarea de
modelizacidn supone transitar entre las fases que conforman el ciclo y poner en
accion una serie de destrezas y habilidades que se corresponden, en particular,
y como hemos citado anteriormente, con la competencia en modelizacion, pero
también con las restantes competencias matematicas. A través de nuestra
investigacién queremos inferir si, efectivamente, las tareas de modelizacién son
un marco de desarrollo de competencias, donde se ponen en juego de forma
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conjunta e integrada muchas de ellas con un esquema claro dado a través del

ciclo de modelizacion.

II.5. El profesor y el alumno durante una actividad de modelizacién

Segun diversos autores, la ensefianza basada en la modelizacion se centra en
la estructuracion de experiencias que enfrenten a los alumnos a la necesidad
de generar y desarrollar modelos matematicamente significativos (Lesh y
Doerr, 2003, p. 32, Doerr, 2006, p. 266). La construccion de estos modelos
supone expresar, probar, refinar, revisar, reorganizar, integrar y perfeccionar
sus formas actuales de pensar, poniendo sus conocimientos en contexto y
desarrollando sus competencias en modelizacion, en particular, y matematicas,
en general. Este enfoque contrasta con el de la ensefianza mas tradicional,
mas centrada, segun Lesh y Doerr (2003), en demostrar los hechos relevantes,
reglas, habilidades y procesos que después se pondran en practica mediante
actividades en las que los alumnos repiten aqguello que anteriormente se les ha

ensenado.

La introduccién de la modelizacion en el aula supone pues un nuevo enfoque
en cuanto a los objetivos de la ensefianza, pero también respecto al papel que
el profesor y el alumno deben adoptar. Las dificultades que supone para
profesores y alumnos esta nueva perspectiva ha sido fuente de numerosas
investigaciones (Blum y Niss, 1991, Blum, 1993, Blomhgj y Kjeldsen, 2006,
Burkhardt, 2006, Kaiser y Schwarz, 2006, Schwarz y Kaiser, 2007, Schwartz,
Wissmach y Kaiser, 2008, Garcia y Ruiz-Higueras, 2011, Schmidt, 2011,
Borromeo-Ferri y Blum, 2011) y ha propiciado el nacimiento de proyectos como

LEMA, del gue hemos hablado anteriormente.

En la modelizacion las tareas son abiertas y el proceso de resolucién no se
presenta explicitamente ni ha sido entrenado de antemano. El profesor, por
tanto, debe estar familiarizado con la tarea y ser consciente de su potencial y
sus posibles vias de resoluciéon. Debe, ademas, conocer una amplia gama de

modos de intervencion en el aula con los que apoyar de forma adecuada las
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estrategias de sus alumnos, evitando dirigirlos en una determinada direccion.
Los alumnos por su parte, deben asumir el protagonismo y trabajar de forma
autonoma e independiente (Blum y Borromeo-Ferri, 2009, p. 54, ver también
Blum, 2011, p. 24), generalmente en pequefio grupo, tal y como ocurre en las
MEAs, el proyecto LEMA y las PMR. En la ensefianza tradicional o imitativa,
como la define Burkhardt (2006), es el profesor el que asume el papel
protagonista, transmisor del conocimiento, normalmente recogido en los libros
de texto. El alumno asume un papel pasivo y debe limitarse, por imitacion, a
seguir las indicaciones y orientaciones del profesor, normalmente trabajando de
forma individual. Estas diferencias entre el papel que juegan profesor y alumno

en la modelizacion y el que asumen en la ensefianza imitativa pueden verse en

la Figura 11.3.

for imitative learning for modelling, add

Directive roles Facilitative roles

Manager Counsellor

Explainer Fellow student

Task setter Resource

with students as with students as

Imitator Investigator

Responder Manager
Explainer

Figura I1.3. Rol del profesor y el alumno, en Burkhardt (2006, p. 188)

Asi, un estilo de ensefianza en el que los alumnos asumen un cierto grado de
autonomia, puede llevar al profesor a un dilema: por una lado, la necesidad de
qgue el alumno sea responsable de su trabajo y tome sus propias decisiones;
por otro lado, que las decisiones que tome sean las correctas y le lleven a
resolver con éxito la tarea. Blomhgj y Jensen (2007, pp. 48-49) denominan a
esta problematica el “dilema de la ensefianza de la autonomia dirigida” (dilema
of the teaching directed autonomy). Para superarla, Blomhgj y Kjeldsen (2006)
proponen dos formas de intervencion didactica: a través de la puesta en

escena y a través del didlogo con los alumnos. Mediante la puesta en escena el
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profesor presenta las condiciones, expectativas, objetivos, informacion,
documentacion y material que deben aportar los alumnos en el proceso de
resolucion de las tareas propuestas (Blomhgj y Kjeldsen, 2006, p. 168).
Mediante el didlogo, el profesor apoya a los alumnos en la superacién de sus
bloqueos y dificultades. Este didlogo debe tender a mantener una permanente
equilibrio entre la guia del profesor, que debe ser minima, y la independencia
de los alumnos, que debe ser méxima (Blum y Leil3, 2005, Blum y Borromeo-
Ferri, 2009, Borromeo-Ferri y Blum, 2011, Stender, 2012).

Segun Blum y Borromeo-Ferri (2009) las intervenciones del profesor durante la
actividad de sus alumnos a menudo se realizan a través de preguntas con el
propdsito de proporcionar indicios o sugerencias, de forma similar a las
estrategias de ensefianza meta-cognitiva propuestas por Kramarsky, Mevarech
y Arami (2002): ¢Qué has hecho?, ¢Qué quieres hacer? ¢Qué has calculado
hasta ahora?, ¢Qué desconoces todavia?, ¢Son los resultados adecuados en
la situacion real?, etc. (en Blum y Borromeo-Ferri, 2009, p. 52). De acuerdo con
la clasificacion de Leil3 y Wiegand (2005) y Borromeo-Ferri y Blum (2011),
estas intervenciones pueden referirse al contenido, es decir, a las matematicas
necesarias para llevar a cabo el proceso de modelizacion; al meta-nivel,
concernientes a aspectos generales del proceso de modelizaciéon y la
resolucidon de problemas; afectivas, que tratan de influir en el estado mental del
alumno y sus motivaciones; y organizativas, ligadas a las condiciones de
trabajo del alumno (incluidas las interacciones dentro del grupo). Su objetivo
puede ser diagnosticar el estado en que se encuentra el proceso de resolucion
de los alumnos; evaluar este proceso; aconsejar directa o indirectamente,
aportando informacién o explicaciones, segun el criterio del profesor; o
simplemente no intervenir, de forma consciente, aunque los alumnos tengan
dificultades. Ademas, pueden ser intervenciones invasivas, realizadas por
iniciativa del profesor, o intervenciones receptivas, respondiendo a preguntas

de los alumnos.

Como vemos, la modelizacién implica asumir un nuevo enfoque metodoldgico,

con unos objetivos y un rol del profesor y el alumno distintos al de un enfoque
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mas tradicional. En esta investigacion indagaremos respecto al enfoque
metodoldgico que debe tomarse al desarrollar una experiencia de modelizacion
en el aula de secundaria, prestando especial atencion al papel del debate entre

los alumnos, y entre estos y el profesor, durante la actividad modelizadora.

En este capitulo hemos revisado en la literatura aquellos aspectos que, en el
desarrollo de nuestra investigaciobn, hemos considerado necesarios para
abordar con éxito nuestras preguntas de investigacion y tratar de alcanzar los
objetivos fijados: los problemas de modelizaciéon y su proceso de resolucion;
diferentes perspectivas en cuanto al disefio y la implementacion de tareas de
modelizacion en el aula (las MEAs, el proyecto LEMA y las PMR); el enfoque
competencial de las matematicas desde la perspectiva del proyecto KOM vy el
informe PISA y la competencia en modelizacién; finalmente, el papel que el
profesor y el alumno juegan en el proceso de resolucién de una tarea de
modelizacion dentro del aula. En el capitulo siguiente, y en base a esta
revision, expondremos la metodologia seguida durante nuestra investigacion y

el trabajo de campo.
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Disefio de la investigacion y

metodologia de aula

En este capitulo detallaremos la metodologia utilizada en la investigacion,
como se ha desarrollado la experiencia, el disefio de las herramientas
necesarias para llevarla a cabo (tareas de modelizacién, test de competencias,
dossier de trabajo) y como se ha documentado la produccion de los alumnos y

la actuacion del profesor.

A la luz de la literatura previa y en base a los objetivos propuestos y las
preguntas de investigacion a las que pretendemos responder en nuestra tesis,
se ha disefiado una metodologia de trabajo en el aula que regula tanto la
actividad del alumno como la del profesor durante el proceso de resolucion de
las tareas de modelizacién. Este es un aspecto importante ya que, tal y como
veremos en nuestra experiencia, la modelizacion llevada al aula en forma de
actividad cambia radicalmente la estructura de la clase con respecto a lo que
es la clase tradicional y también el rol desempefiado por el profesor y el

alumno. Sobre ambos temas haremos hincapié a lo largo de este capitulo.
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I11.1. Introduccion

Para abordar la probleméatica de nuestro estudio hemos desarrollado un
experimento de ensefianza desde la perspectiva de la resolucion de problemas
de modelizacion, teniendo como referente, como ya hemos comentado en el

capitulo anterior, las MEAS, el proyecto LEMA y las PMR.

Segun Kelly y Lesh (2000) el experimento de ensefianza propone un rol del
investigador que va mas alla de ser un simple observador de lo que ocurre en
una clase, rompiendo con la division profesor/investigador. En esta linea, en
nuestra investigacion el profesor asume también el papel de investigador,
combinandose la practica escolar diaria (que ocupé varias sesiones de trabajo
en el aula), con la reflexién teorica (a través de la revisién continua de las

herramientas e instrumentos de investigacion).

Lesh y Doerr (2003) y Lesh y Clarke (2000), sefialan que, para llevar a delante
una actividad de modelizacion en el aula, es necesario desarrollar herramientas
con las que observar y documentar las distintas formas de pensar de los
alumnos mientras trabajan en la resolucion de las tareas, detectar las fortalezas
y debilidades de sus producciones, ayudarles a reflexionar sobre los roles que
pueden haber desempefiado y los sentimientos y actitudes que pueden haber
influido en su rendimiento, ademéas de evaluar su trabajo. Conforme a esto,
hemos disefiado una serie de herramientas para llevar a cabo la investigacion

gue describiremos en detalle a lo largo de este capitulo:

- Tareas de modelizacion.
- Dossier de trabajo.
- Test de competencias.

- Herramientas de observacion y documentacion.

La herramienta fundamental es sin duda la tarea de modelizacion, sin la cual no
podemos abordar nuestra problematica. Su seleccion y disefio forman parte del
objetivo O1, Disefar tareas para implementar una actividad basada en la
modelizacion, y a ello dedicaremos un apartado de este capitulo. Estas tareas

se recogen en un dossier, en el que se detalla también, brevemente, el proceso
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de modelizacion, los criterios de evaluacién y la documentacion que los
alumnos deben generar durante la actividad. Esta documentacion incluye un
diario de trabajo del alumno y su presentacioén final, el diario elaborado por el
profesor, y las grabaciones recogidas en audio de las intervenciones del
profesor con sus alumnos. Todo este material nos permitird reconstruir el
proceso de modelizacion de los alumnos, paso previo necesario para lograr el
objetivo O2, Analizar los procesos y los modelos producidos por los alumnos, y
analizar el papel del profesor, con el fin de lograr el objetivo O3, Observar y
describir los cambios metodoldgicos referidos al papel del profesor. Finalmente,
el test de competencias nos permitira valorar si el trabajo en modelizacion
repercute de forma significativa en la mejora de las competencias en resolucion
de problemas reales, lo que supone el objetivo O4, Analizar si el trabajo en
modelizacion mejora las competencias necesarias para resolver problemas
reales. El desglose de todas las tareas propuestas durante la experiencia y las
preguntas que componen el test de competencias pueden consultarse en los

Anexos.

Antes de entrar en detalle en estas herramientas, hablaremos de como se ha

desarrollado la investigacion y cuél es nuestra poblacion de estudio.

[11.1.1. Desarrollo de lainvestigacion y poblacién de estudio

La investigacion se desarroll6 en un centro escolar de los alrededores de la
ciudad de Valencia, a lo largo de tres cursos académicos, desde el 2011-12
hasta el 2013-14, con alumnos de 3°ESO (14-15 afios) sin experiencia previa
en modelizacion y que, hasta ese momento, habian recibido una ensefianza
tradicional. La experiencia en el aula fue dirigida por el propio investigador en

su doble papel de profesor-investigador.

Durante el curso 2011-12, se implementd la primera actividad de modelizacién

en un grupo natural de 19 alumnos de 3°ESO. Ninguno de estos alumnos tenia
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una adaptacion curricular ni por altas o bajas capacidades, ni era repetidor,

siendo un grupo con un rendimiento académico medio.

La finalidad de esta primera experiencia era pilotar las tareas de modelizacion y
el test de competencias, implementar las formas de trabajar propias de este
tipo de actividad en una clase completa, teniendo en cuenta el nuevo papel del
profesor y del alumno, y desarrollar las herramientas de evaluacién y

observacién necesarias.

Durante el pilotaje se analizo la secuencia didactica, especialmente en lo que
se refiere al nimero de sesiones de aula necesarias para resolver la tarea,
teniendo en cuenta la inexperiencia de los alumnos en este tipo de actividad,
estableciéndose finalmente en tres sesiones. También se prestd atencion a la
documentacion generada por los alumnos, su diario de trabajo. Se constataron
las dificultades que tienen a la hora de justificar y razonar sus decisiones. Se
observé que los alumnos no incluyen las vias alternativas que han podido
seguir durante su proceso de resolucién pero que finalmente han descartado,
ya gque se centran Unicamente en las que les han llevado a resolver con éxito el
problema. Esto hizo que nos replantearamos la necesidad de complementar su
diario con nueva documentacion, como el diario del profesor o las grabaciones

en audio de las interacciones del profesor con sus alumnos.

Ademas, este pilotaje permitié identificar algunas tareas que por la falta de
interés que suscitaron en los alumnos o su excesiva complejidad, fueron

descartas o modificadas.

Con respecto al test de competencias, se pilotaron diferentes preguntas que
permitirian su seleccién e inclusién en un test definitivo que se implementaria
en el siguiente curso. A partir de la rabrica propuesta en el proyecto LEMA y la
QAG desarrollamos una propia (de la que hablaremos en detalle mas
adelante), adecuada al contexto y las caracteristicas de nuestra experiencia.

Con la experiencia acumulada en el curso anterior, durante el curso 2012-13,
se implementd la experiencia de modelizacion en tres grupos naturales de
3°ESO, con un total de 55 alumnos. Los alumnos trabajaron en grupo una de
las tareas propuestas durante tres sesiones completas de aula mas una sesion

final de exposicion (la descripcion del trabajo en grupo de los alumnos durante
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la experiencia, la actuacion del profesor y la secuenciacion didactica seguida se
tratara en los apartados 111.6 y 1ll.7). La documentacion recogida permitio

analizar el proceso de resolucién y el modelo final.

Con el fin de analizar el efecto de la actividad modelizadora sobre las
competencias necesarias para resolver problemas reales, se pasé un pre y un
postest de competencias, utilizdndose otro grupo natural de 18 alumnos, del
mismo centro y del mismo nivel, como grupo de control. De nuevo, no habian
alumnos con altas o bajas capacidades o repetidores en ninguno de los dos
grupos, experimental y de control, siendo, académicamente, muy similares, de

un nivel medio.

En el curso 2013-14, se continué con la experiencia realizada en el curso
anterior en dos grupos naturales de 3°ESO, con un total de 38 alumnos, de

caracteristicas similares a la de cursos anteriores.

El desarrollo de la investigacion queda resumido en la Tabla I11.1.

Una vez descritas las lineas generales que han marcado la investigacion,

vamos a pasar a detallar uno de sus aspectos clave, el disefio de las tareas.

I11.2. Diserio de las tareas de modelizacion

En el capitulo anterior hemos revisado la caracterizacién de las tareas de
modelizacion de Blomhgj y Kjeldsen (2006), el proyecto LEMA, las MEAs y las
PMR, que nos proporcionan las referencias necesarias a partir de las cuales

disefiar las tareas que utilizaremos en nuestra investigacion.
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Tabla Ill.1. Desarrollo de la investigacion.

Curso | Nivel Participantes Objetivos
2011- | 3°ESO |19 alumnos (un grupo . .
(un grup Revision de la literatura.
12 natural de clase) en seis
. Disefar y pilotar tar modelizacion.
grupos de trabajo. sefiar y pilotar tareas de modelizacio
Disefiar y pilotar una rubrica de evaluacion.
Disefiar y pilotar un test para evaluar las
competencias en resolucion de problemas
reales.
Establecer las herramientas necesarias para
documentar el proceso de resolucién seguido
por los alumnos y el papel del profesor.
2012- | 3°ESO | G. Experimental: 55 Implementar las tareas de modelizacion
13 alumnos (3 grupos naturales | disefiadas.
de clase) en 18 grupos de :
Documentar las actuaciones de los alumnos
trabajo.
] cuando resuelven estas tareas desde el punto
G. Control: 18 alumnos (un | de vista competencial y analizar los modelos
grupo natural de clase). construidos.
Analizar las actuaciones del profesor y alumno
durante el proceso de modelizacion.
Analizar la influencia de la actividad
modelizadora sobre las competencias
necesarias para resolver problemas reales
mediante el test.
2013- | 3°ESO | 38 alumnos (2 grupos Complementar la informacién referente a las
14 naturales de clase) en 14 actuaciones de los alumnos cuando resuelven

grupos de trabajo.

tareas de modelizacion y el papel del profesor y

alumno durante este proceso.
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Siguiendo las directrices de estas referencias, las tareas de modelizacion

implementadas se han disefiado segun los siguientes principios:

- Que se sitlien en un contexto cercano al alumno.

- Que sean reales o incluyan datos auténticos.

- Que sean abiertas, sin una solucion o procedimiento estipulado de
antemano.

- Que puedan ser resueltas mediante conceptos matematicos conocidos
por los alumnos.

- Que promuevan la revision critica y el debate entre los alumnos.

A lo largo de la experimentacion realizada en los cursos 2012-13 y 2013-14 se
utilizaron un total de nueve tareas, disefiadas a partir de estos principios y
pilotadas en el curso 2011-12. En la Tabla Ill.2 se recogen estas tareas, junto a
una breve descripcion de las mismas, el contexto en que se sitdan, si se
aportan o no los datos de forma explicita y su relacién con la realidad, las
representaciones utilizadas en su enunciado y la fuente en la que se basan. Su
enunciado completo puede verse en el Anexo | (también se incluye el

enunciado de las dos tareas descartadas durante el pilotaje en el Anexo II).

En estos tres cursos se recogieron las producciones de 26 grupos, de un total
de 38 (de los doce grupos restantes la documentacion que tenemos es
incompleta). En la Tabla I11.3 se puede ver la distribucién de estos grupos entre

las nueve tareas propuestas.

Todas las tareas se sitan en un contexto conocido por el alumno, ya sea en el
propio colegio o en un entorno publico de una realidad que les es cercana.
Algunas estan fuertemente relacionadas con la realidad y es necesario obtener
de ella, o a partir de la propia experiencia, los datos para su resolucion,
mientras que en otros se presentan datos plausibles, en el sentido de que
podrian ser reales, pero los valores numeéricos que se han utilizado son

inventados.
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Tabla Ill.2. Tareas de Modelizacion utilizadas.

Tarea Situacién Contexto Datos Representaciones| Fuente
La sombra Se plantea la necesidad de plantar Escolar | Auténticos Texto Propia
en el patio nuevos arboles en el patio con el fin de Desconocidos| Fotografias
de recreo mejorar la zona de sombra a la hora

del recreo.
El parque de Hay que organizar la préxima visita a | Publico | Auténticos Texto Propia
atracciones un conocido parque de atracciones. Desconocidos Mapa
La Ha desaparecido un portéatil en el Escolar | Auténticos Texto Propia
desaparicion colegio. Hay que organizar su Desconocidos|
del portatil busqueda y determinar el tiempo que
se necesitara para registrar el colegio.
Un nuevo Se propone que disefien un nuevo Escolar | Auténticos Texto Propia
comedor modelo de comedor para los alumnos Desconocidos| Fotografias
de infantil. El disefio abarca los
espacios, el mobiliario, el menaje, etc.
Cordones Se pide determinar cual de las tres Publico | Auténticos Texto Olimpiada
formas mas usuales de anudarse los Incluidos Esquema Matematical
zapatos es la que requiere los
cordones mas largos y cudl los méas
cortos, y disefiar una nueva forma de
anudarse los cordones que minimice
su longitud.
Habitos de En esta tarea se plantea la necesidad | Escolar | Auténticos Texto MEA
estudio de disefiar un cuestionario que permita Desconocidos Fotografia
medir el nivel de eficacia en el estudio Tabla
de los alumnos.
Seleccién A partir de los datos presentados Publico | Plausibles Texto MEA
de personal | respecto al trabajo realizado por nueve Incluidos Fotografia
empleados de un conocido parque de Tablas
atracciones, se debe escoger quiénes
seran contratados para la proxima
campafia de verano.
El mejor Se propone que, a partir de la Publico | Plausibles Texto MEA
colegio informacion cualitativa y cuantitativa Incluidos Tabla
suministrada sobre algunos aspectos
de varios colegios, se determine cual
es el mejor.
La carrera Se colocan 10 conos a lo largo de la | Publico | Plausibles Texto LEMA
linea lateral de una cancha de Incluidos Esquema

baloncesto. Cada corredor sale desde
la esquina opuesta, rodea un cono y
corre hasta tocar la canasta del otro
lado. Se debe escoger qué cono
rodear para obtener ventaja en la

carrera.

48



Capitulo Il

Tabla I11.3. Distribucién de grupos por tareas

Tarea n° grupos

La sombra en el patio de recreo 3

La desaparicion del portatil

El parque de atracciones

Un nuevo comedor

Cordones

Habitos de estudio

Seleccién de personal

El mejor colegio

N| W W N & WO DN

La carrera

Las tareas “La sombra en el patio de recreo”, “La desaparicion del portatil”, “El
parque de atracciones” y “Un nuevo comedor’” son de disefio propio y
planteadas a partir de contextos cercanos a los alumnos (su propio colegio y el
parque de atracciones al que van en su viaje de fin de curso). “La carrera” es
una adaptacion de una tarea propuesta en LEMA y que puede verse también
en Galbraith y Stillman (2006). “Habitos de estudio”, “Seleccién de personal’ y
“El mejor colegio” son tareas tomadas de las MEAs, que se describen en Lesh
(1997) como “actividades de obtencién de estructuras”. Finalmente, “Cordones”
es una tarea adaptada de un problema propuesto en la primera fase de la IX

Olimpiada Matemética Provincial de Guadalajara®.

Las tareas incluyen un breve enunciado, acompafiado por fotografias o
ilustraciones (en la mayoria de los casos) con la Unica finalidad de presentar la
tarea de una manera mas amena y atractiva para el alumno. En algunas tareas
se incluyen los datos necesarios para su resolucién mediante tablas, esquemas
0 mapas. El enunciado de estas nueve tareas se recoge en un dossier, junto a

otro tipo de contenido que pasaremos a describir a continuacion.

* Sobre matematicas y cordones puede verse la pagina web de lan Fieggen: www.fieggen.com
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[11.3. El dossier de trabajo

El enunciado de todas las tareas se recoge en un dossier que se entrega a

cada uno de los alumnos y que, ademas, incluye una pequefa explicacion

sobre la actividad que van a realizar. Los puntos tratados en este dossier son:

Un breve comentario sobre algunos aspectos de la resolucion de este
tipo de tareas, tales como la importancia que juega el contexto en el que
se enmarcan, la seleccion de las variables relevantes, y la interpretacion
y validacion de los resultados en la realidad. Estos elementos,
relacionados con el ciclo de modelizacion, son diferenciadores con
respecto a otro tipo de actividades.

La documentacion a elaborar por cada grupo, que incluye un diario sobre
el proceso de resolucion seguido y una presentacién (en diapositivas
digitales) que debe describir no solo la solucién final, sino ademas los
datos utilizados, las suposiciones y estimaciones consideradas, los
procedimientos mateméaticos empleados y una reflexién final sobre la
importancia e interés del trabajo realizado.

Los criterios que se utlizardn en la evaluacion y que incluyen los
conceptos y procedimientos matematicos utilizados, los argumentos y
justificaciones aportados, el lenguaje, representaciones y recursos
empleados en la presentacién, asi como la iniciativa y autonomia del
grupo durante la realizacién de la tarea. La evaluacién, aunque no forma
parte de los objetivos de nuestra investigacion, si que es un aspecto
importante a considerar en cualquier actividad que queramos
implementar en el aula, por lo que le dedicaremos un apartado de este

mismo capitulo.

Durante la sesion inicial de presentacion el profesor lee y comenta el dossier a

toda la clase. Esto permite marcar las diferencias entre la actividad de

modelizacién que van a llevar cabo y las clases tradicionales que han seguido

hasta el momento, especialmente en lo que respecta a la naturaleza de las

tareas propuestas y la dinAmica de trabajo a seguir durante su realizacion
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(como se comenta también en el apartado dedicado a la metodologia de aula).

La introduccion de este dossier puede verse en el Anexo lll.

Pasaremos a analizar en el préximo apartado el disefio de las preguntas que

conforman el test de competencias y los criterios de evaluacion de las mismas.

[1l.4. El test de competencias

Con el fin de evaluar las posibles consecuencias de la experiencia basada en la
resolucién de tareas de modelizacion en el desarrollo de las competencias
matematicas necesarias para resolver problemas reales, se disefid un
cuestionario de lapiz y papel. La referencia seguida para realizar este test fue el
trabajo de investigacion realizado por Mousoulides y presentado en detalle en
su tesis doctoral (2007), que utiliza tareas del informe PISA para analizar la
repercusion de la enseflanza en modelizacion en la mejora de las

competencias para resolver problemas reales.

Como comentamos en el apartado 11.4.3, el nivel de competencia en
modelizacion alcanzado por una persona, desde un enfoque holistico, se
describe a partir de tres dimensiones: grado de cobertura, referido a los
aspectos de la competencia que es capaz de activar; radio de accion, referido a
las situaciones y contextos en que es capaz de activarla; y nivel técnico,
referido a las matematicas que puede utilizar. Por ello se escogieron y

disefiaron tareas que tuvieran en cuenta estos tres aspectos:

- Que cubrieran el ciclo completo de modelizacion, especialmente el
proceso de matematizacion y de interpretacion de las soluciones
obtenidas en la realidad (grado de cobertura).

- Que se situaran en contextos reales, donde se tuviera que tratar tanto
con informacion matematica como no matematica (radio de accion).

- Que incluyeran diferentes contenidos matematicos con diferentes niveles

de complejidad (nivel técnico).
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El test, pilotado en el curso 2011-12, incluye tareas propuestas en las pruebas
liberadas del informe PISA (OCDE, 2005), del proyecto LEMA y de los estudios
de Verschaffel y otros (2000, 2008 y 2012).

[11.4.1. Tareas que componen el test

A continuacién describiremos las tareas que componen nuestro test de
competencias (que puede verse en el Anexo V), utilizando para ello la
terminologia del informe PISA (OCDE, 2006).

Respecto a las tareas tomadas de las pruebas liberadas del informe PISA
(“Caminar”, “Monopatin” y “Carpintero”), se seleccionan para que cubran los
tres niveles de complejidad detallados anteriormente en el apartado 11.4.2:
tareas sencillas de reproduccién de conocimientos basicos (de reproduccion);
tareas no rutinarias y en las que es preciso conectar o integrar diferentes ideas
clave (de conexion); y tareas en las que es necesario aportar una pequefa
reflexion sobre los procesos empleados en su resolucion (de reflexion). Segun
el tipo de contenido matematico que requieren, las tareas se sitlan en una de
estas categorias: de cantidad, en el que se incluyen contenidos relacionados
con los procesos de cuantificar, medir, ordenar y simbolizar mediante niUmeros;
de espacio y forma, en el que se incluyen contenidos relacionados con el
estudio de las formas, sus construcciones, representaciones y relaciones a
través del espacio cercano; y de cambio y relaciones, que incluye contenido
referido a los procesos de cambio que pueden ser descritos mediantes
funciones y ecuaciones matematicas. Las respuestas pueden ser cortas,
abiertas o de eleccion mdultiple. También se selecciona un problema PISA
(“Vacaciones”), del tipo toma de decisiones (lo que PISA denomina “pruebas de
solucion de problemas” y que no cataloga segun los niveles de complejidad
descritos anteriormente), donde el alumno debe dar una respuesta que cumpla
con una serie de condiciones a partir de las distintas alternativas que se le

presentan.
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Se incluyen ademas un par de problemas de estimaciones de grandes
cantidades (denominados también problemas de Fermi, ver Albarracin y
Gorgorié, 2013 y 2014), adaptados de PISA (“El concierto de rock”) y del
proyecto LEMA (“Vecinos”). En estas tareas los alumnos deben realizar
supuestos sobre la situacion presentada antes de estimar, mediante calculos
sencillos, una cantidad (nUmero de personas que asisten a un concierto o
ndamero de personas que viven en un edificio). Son, por tanto, de respuesta
abierta y de un nivel de complejidad alto, de reflexion, y estan relacionadas con

los procesos de cuantificar, pertenecientes a la categoria de cantidad.

También se incluyen tareas utilizadas en los estudios de Verschaffel (“Dos
amigos” y “La cuerda”). Segun este autor, estas tareas permiten evidenciar la
“suspension de busqueda de la realidad” (dar una solucién a un problema real
sin tener en cuenta si la solucion matematica obtenida se ajusta 0 no a esa
realidad). Por tanto, en ellas, los alumnos deben adecuar su respuesta (que
pueden obtener también mediante célculos sencillos) a la realidad en la que se
enmarcan. Son, al igual que las dos tareas anteriores, de respuesta abierta,
con contenido matematico relativo a la categoria cantidad, aunque con una

complejidad menor, de conexion.

En la Tabla Ill.4 enumeramos las tareas utilizadas en el test, incluyendo la

fuente que nos ha servido de referencia, su clasificacion y su puntuacion.

En la Ultima columna de la tabla se detallan los puntos asignados a cada
pregunta. De los criterios de calificacion de cada tarea hablaremos en detalle

en el apartado siguiente.

111.4.2. Criterios de calificacion

Los criterios utilizados en la calificacion de las tareas se establecieron tomando

en consideracion los propuestos en el propio informe PISA (ver OCDE, 2005).
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Tabla Ill.4. Tareas incluidas en el test.

Conexion/cantidad/abierta

Tarea Fuente y tipo Puntuacion
Caminar Preguntal | PISA 0-1
Reproduccion/cambio/abierta
Pregunta 2 | PISA 0-1-2
Conexién/cambio/abierta
Monopatin Pregunta3 | PISA 0-1
Reproduccién/cantidad/corta
Pregunta4 | PISA 0-1
Reproduccién/cantidad/eleccién
Pregunta5 | PISA 0-1-2
Conexién/cantidad/corta
Carpintero Pregunta6 | PISA 0-1-2
Conexion/espacio/eleccién
El concierto de rock | Pregunta 7 | PISA 0-1-2
Reflexién/cantidad/abierta
Vecinos Pregunta8 | LEMA 0-1-2
Reflexion/cantidad/abierta
Vacaciones Pregunta9 | PISA 0-1-2
Problema/toma de decisiones
Dos amigos Pregunta 10 | Verschaffel 0-1-2
Conexién/cantidad/abierta
La cuerda Pregunta 11 | Verschaffel 0-1-2

Segun su nivel de complejidad, la puntuacion maxima varia de 1 punto, para
las preguntas de reproduccion, hasta 2 puntos, para las preguntas de
conexién/reflexion. En las preguntas de respuesta corta se acepta Unicamente
la respuesta correcta (no hay puntuaciéon parcial); en preguntas con respuesta
de eleccion multiple se acepta un error para la puntuacion parcial (1 punto); en
las preguntas con respuesta abierta se debe tener en cuenta los argumentos y
justificaciones que acompafian la solucién a la hora de calificarlas con la

puntuacion maxima (2 puntos), parcial (1 punto) o ninguna puntuacion (los

criterios pueden verse en detalle para cada pregunta en el Anexo V).

54




Capitulo Il

A continuacion detallaremos, con ejemplos, los criterios de calificacion

seguidos en las tareas abiertas adaptadas del proyecto LEMA y Verschaffel:

- En la tarea “El concierto de rock”, se pregunta a los alumnos por el
namero de asistentes a un concierto, ¢ Cuanta gente estimas que hubo
en el concierto?, proporciondndose la forma y las medidas del recinto.

La respuesta es abierta: puede ser un numero o un intervalo.

Se puntda con 2 puntos si la respuesta se basa en estimaciones
realistas: 3 0 4 personas por metro cuadrado ya que todas las entradas
estan vendidas y el terreno esta lleno de fans, como se especifica en el
enunciado. Como el concierto ocupa una superficie de 5000 metros
cuadrados, con esta estimacion habra entre 15000 y 20000 personas.
En la Figura Ill.1 vemos un ejemplo de una respuesta puntuada con 2

puntos.

Figura lll.1. Respuesta de 2 puntos a la tarea “El concierto de rock”

Se puntla con 1 punto si se utilizan otras estimaciones menos realistas,
como 2 personas por metro cuadrado (unas 10000 personas). En la

Figura Ill.2 vemos un ejemplo de este tipo de respuestas.

Figura Ill.2. Respuesta de 1 punto a la tarea “El concierto de rock”
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Finalmente, se puntda con 0 puntos aquellas respuestas no realistas,
COmo una persona por metro cuadrado. Ver en la Figura 1.3 un ejemplo

de este tipo de respuesta.

Figura 1ll.3. Respuesta de 0 puntos a la tarea “El concierto de rock”

En la tarea “Vecinos”, a partir de la fotografia de un edificio de viviendas,
se pide a los alumnos que estimen el nimero de personas que pueden
vivir en él, ¢Cuanta gente crees que vive en el blogue de pisos de la
fotografia? La respuesta, al igual que en la tarea anterior, es abierta y

puede ser un Unico namero o un intervalo.

Se puntla con 2 puntos si la respuesta se basa en una estimacion
realista: se observa que el edificio tiene ocho plantas y se puede
suponer que en cada planta hay 4 viviendas. Una estimacion del nUmero
de habitantes de las viviendas debe incluir: personas que vivan solas (1
habitante), parejas jovenes sin hijos o parejas mayores cuyos hijos ya no
vivan con ellos (2 habitantes), familias medias con hijos e incluso con
abuelos (entre 4 y 6 habitantes). Por ejemplo, si la mitad de las viviendas
las ocupan familias medias, un cuarto por familias de dos miembros y un
cuarto personas que viven solas, habra entre 88 y 120 personas. En la
Figura 111.4 mostramos la respuesta de un alumno puntuado con 2

puntos.
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Respuesta:

Figura 1.4, Respuesta de 2 puntos a la tarea “Vecinos”

También se acepta que se estime una media de 3 personas por
vivienda, lo cual daria 96 personas, aproximadamente, como en la

Figura III.5.

Figura 111.5. Respuesta de 2 puntos a la tarea “Vecinos”
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Se puntda con 1 punto si se da el numero correcto de plantas y un
namero razonable de viviendas por planta, pero se utilizan otras
estimaciones para el nimero de personas por vivienda, aunque sin

justificar. En la Figura Ill.6 mostramos una respuesta de este estilo.

Figura 1ll.6. Respuesta de 1 punto a la tarea “Vecinos”

Finalmente, se puntda con 0 puntos aquellas respuestas no realistas o
con justificaciones u operaciones confusas, como la mostrada en la
Figura lI1.7.

Respuesta: . /O£, gerscouas

Figura Ill.7. Respuesta de 0 puntos a la tarea “Vecinos”

- En “Dos amigos” se pide a los alumnos que calculen a qué distancia
viven uno de otro, indicAndose que uno vive a tres kilometros del
instituto y el otro a ocho. Esta tarea no tiene una Unica solucion ya que la

respuesta puede ser cualquier valor del intervalo 5-11.

En caso de dar como solucion el intervalo, entre 5 y 11 kilbmetros, se

otorgan 2 puntos. En la Figura Ill.8 mostramos una respuesta de este
tipo.
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Figura 111.8. Respuesta de 2 puntos a la tarea “Dos amigos”

En el caso que se den dos valores numéricos como respuesta y no un
intervalo, a 11 kildbmetros o a 5 kildbmetros, se puntla con 1 punto. En la

Figura [11.9 mostramos la respuesta de un alumno puntuada con 1 punto.

Figura 111.9. Respuesta de 1 punto a la tarea “Dos amigos”

Si se da una Unica respuesta numérica (sumando o restando los datos
numeéricos del problema) se puntta con 0 puntos. Ver como ejemplo la
Figura I11.10.

Figura 111.10. Respuesta de 0 puntos a la tarea “Dos amigos”

En “La cuerda” los alumnos deben determinar el nimero de trozos de

cuerda de 0,5 metros de longitud que necesitaran para unir dos postes
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separados entre si 4 metros. La tarea tiene una respuesta abierta que
debe adecuarse a la situacion real en la que se enmarca: Se necesitan 8
trozos de cuerda para unir los dos postes. Pero debemos atar estos

trozos entre si, por lo que seran necesarios mas trozos de cuerda.

Si se da una respuesta realista y argumentada, por ejemplo un intervalo
de entre 9 y 12 trozos de cuerda, se puntda con 2 puntos, como se
muestra en la Figura I11.11.

Figura lll.11. Respuesta de 2 puntos a la tarea “La cuerda”

Si se dan respuestas poco argumentadas o sin justificar, se puntta con

1 punto. En la Figura 111.12 se da un ejemplo de este caso.

Figura 111.12. Respuesta de 1 punto a /a tarea “La cuerda”

Cualquier respuesta que no tenga en cuenta la realidad se puntda con 0

puntos. Ver como ejemplo la Figura I11.13.

o Le L T - TP

Figura 111.13. Respuesta de 0 puntos a la tarea “La cuerda”
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Hemos descrito el test que utilizaremos para analizar, desde un punto de vista
competencial, la efectividad de nuestra experiencia. Ahora nos centraremos en
las herramientas que hemos empleado durante el trabajo de campo para

observar y documentar las actuaciones de nuestros alumnos.

[11.5. Herramientas de observacién y documentacion

Las tareas de modelizacion requieren que los grupos de alumnos generen
modelos, que pueden ir refinando y mejorando en sucesivos ciclos, expliquen y
justifiguen la adecuacion de estos modelos y finalmente expongan
publicamente su proceso de resolucion. Los alumnos deben pues externalizar
sus formas de pensamiento, a través del didlogo y el debate entre sus
comparnieros y el profesor, y también a través de una documentacioén que debe
ser elaborada durante la realizacion de la tarea. De esta manera se va
generando un “rastro continuo de documentacion” (Lesh y Kelly, 2000, p. 202),
gue debemos recoger y que incluye producciones escritas y grabaciones de

audio, tal y como detallamos a continuacion:

- El diario del alumno, realizado por cada grupo, donde se describe su
resolucion de la tarea en el dia a dia del aula (ver un ejemplo de este
material en la Figura 111.14) y que incluye también borradores con sus
calculos y representaciones. En algunos casos estos diarios han sido
aportados en formato digital.

- El diario del profesor-investigador, en el que se recogen las impresiones
obtenidas tras la observacion del trabajo realizado por los grupos de
alumnos en el aula.

- Grabaciones en audio de los debates entre los alumnos y el profesor,
mediante una pequefia grabadora que acompafaba al profesor a lo
largo de las sesiones de trabajo en el aula. También se graba en audio
la sesion final de exposicion.

- La produccion final de los distintos grupos, recogida en su presentacion
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publica mediante diapositivas digitales.

Fn la segunda sesitn hemos plastendo una suposicion tardando ¢f miximo tempo
posible:
= Suponicndo que hay 4 clases y de estas se utilizan 40, ssbemos gue

Primana, , secundania y bechilleruto tienen una capucidad parm 20 personas y se
tarda (&: ¥ min ) 0 recorer un auls de cada wna de eflas, infanil tieme una
capacidad para 3 pemonns » se tarda (8 1,5 min ), ol sula | informitica ticne una
capacidad de 15 personas (045 seg ); y auls 2 de informatics tiene una capacidad de
40 personas (£:2 min )

Comenzumos lu biésqueds cx In puerta de la planta baja por la que entsamos o las
830 am, registrames las dases de primaria dc fa planta bagn (1°,2°3%4%) y
pasariamos a las de infantil (3°4° y 5°). Subiriamos por lu escalern A al primer piso
y empezariamos a registrar las aulas de 2° de bachillersto y of aula | ¥ 2 de

i , & ¢ ct riamos por a escalers B al segundo piso
registrariamos aulss de primana (4°b ¥ ¢5* y 6%) v sulss de 1° de bachillerato
Suburiamos al tercer pso po- ks escalern A y registrariamos sulss de 1°y 2*de In
ESO y por ultime las nulay ¢ 4* y 3* do la ESO donde se encontraria <l ordensdor
concretunente en 3° ESO C

Cilcwlon:
Tiempo plants bags

10 smin (sl privsasia) + 63 sey (donpo entre clase y cluse) + 40 seg (Sale primdis ¢ infantil)
+ 6:mim (aulas infantil) + 33 seg (Wanpo entre ciase y clase) = 1§ min

Tiempo plints primers
mitica) + 14 seg (hempo entre clase y clase) « 24

)+ 2 oin (maln 2 30
calera B = 6 mm

iconpo comre clase y clase) + 3 imin (aulss 1*
chiller)=12 min

htre chase y chise) + 38 seg (tempo crre 2* ESO 3
tentre clase y clase) =12 minm

los pisos) = 49 min

Figura I11.14. Ejemplos de las producciones escritas de los alumnos

El diario del alumno, junto al diario del profesor-investigador, nos permitira
reconstruir el proceso de resolucién seguido por los grupos de alumnos
mientras que la presentacion en diapositivas digitales nos proporcionara un
elemento adicional a partir del cual analizar su modelo final. La transcripcion de
las grabaciones en audio nos permitira analizar el debate entre los alumnos y el
profesor y caracterizar su papel dentro del proceso de modelizacion de los

alumnos.
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En los apartados siguientes centraremos nuestra atencion en la metodologia
introducida en el aula con el fin de implementar la actividad basada en la
resolucion de tareas de modelizacion. Describiremos también el papel del
profesor y la estructura y formacion de los grupos de trabajo durante la

experiencia.

[11.6. Metodologia de aula

El trabajo en modelizacién en el aula de secundaria, especialmente si se viene
de una ensefianza imitativa mas tradicional, como es nuestro caso, supone un
cambio metodologico importante, especialmente en el papel que el profesor vy el
alumno deben desempefiar. La metodologia seguida durante nuestra
experiencia y que desarrollaremos en los siguientes apartados se puede

resumir en estos dos puntos:

- La actividad se realiza en pequefios grupos heterogéneos de trabajo
cooperativo de tres miembros (en algunos casos se aceptaron grupos de
dos o cuatro miembros), formados libremente por ellos mismos. El
dossier que se entrega a los alumnos contiene el enunciado de todas las
tareas para que cada grupo elija una de ellas para su resolucién, siendo
posible que grupos distintos escojan la misma.

- El profesor se encarga de supervisar su trabajo, pero los alumnos deben
tomar la iniciativa, y en la medida de lo posible, ser autbnomos: solo en

caso de bloqueo pueden pedir la ayuda del profesor.

La introduccion de la metodologia que acabamos de describir implica,
necesariamente, un cambio sustancial en la actuacién del profesor respecto a
las clases tradicionales. En el siguiente apartado expondremos las
consideraciones que se han tenido en cuenta respecto al papel del profesor

durante la experiencia.
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[11.6.1. El papel del profesor

Burkhardt (2006, ver Figura 11.3) recoge el cambio de rol del profesor desde una
ensefianza imitativa a una ensefianza basada en la modelizacion. Segun este
autor las exigencias son distintas y, en consecuencia, los modelos de
intervencion también deben ser distintos. En el desarrollo de la experiencia
tomamos en consideracion los roles descritos por Burkhardt para guiar la

actuacion del profesor. A continuacion describiremos en detalle estos roles:

- Rol de Observador (o fellow student). Dado que la resolucién de las
tareas de modelizacibn no es Unica, y que por tanto pueden surgir
multiples soluciones para una misma tarea, el centro de atencion del
profesor no debe ser Unicamente si el alumno ha resuelto bien o mal la
tarea. Siguiendo la recomendacion de Lesh y Kelly (2000), éste debe
fijarse, mas bien, en cual ha sido su forma de pensar y las ideas que ha
ido desarrollando durante su proceso de resolucién. Para ello debe
observar cuidadosamente a los grupos de alumnos mientras resuelven
la tarea y alentarlos a que expongan y compartan sus ideas en voz alta.

- Rol de Gestor de recursos (0 resource), proporcionando a los alumnos
nuevas vias de resolucion o reflexién que les lleven replantearse todo o
parte del proceso de modelizacion seguido hasta el momento.

- Rol de Asesor (o counsellor), aconsejando y resolviendo las dudas de
los alumnos cuando lo soliciten, intentando no aportar mas informacién

gue la necesaria para superar el bloqueo en el que se encuentren.

Es importante tener en cuenta que, en cualquier caso, las intervenciones del
profesor solo deben producirse en caso de auténtico bloqueo, sin interferir ni
limitar la autonomia de los alumnos durante el proceso de resolucion. Es el
grupo de alumnos, segun Kelly y Lesh (2000), el que tiene la ultima palabra,
siendo innecesaria la mayor parte del tiempo la presencia de una figura de

autoridad.

El desarrollo de la experiencia implica un cambio metodolégico relativo a la

organizacion del trabajo en el aula. Al contrario que en las clases tradicionales
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en las que los alumnos trabajan individualmente, durante nuestra experiencia
los alumnos trabajan en grupo. En el siguiente apartado se describen los
aspectos que se han considerado para gestionar este trabajo grupal.

[11.6.2. Estructura y formacion de los grupos de trabajo

Como hemos sefialado en la revision de la literatura, diversos investigadores
que han desarrollado experiencias de modelizacion, tales como las MEAs
(Lesh y Doerr, 2003), el proyecto LEMA o los PMR (Sol, 2008), recomiendan el
trabajo en pequefios grupos. Esta idea aparece también en los trabajos de
Blomhgj y Kjeldsen (2006) y Maal3 (2006). Segun Gavila (2002), las ventajas
del trabajo en grupo frente al trabajo individual en las clases tradicionales
pueden verse, entre otros, en el protagonismo que asumen los propios
alumnos, la participacion de toda la clase, el mejor aprovechamiento del
tiempo, el desarrollo de habilidades de tipo social, o la gestidén y planificaciéon

de su propio trabajo.

Dentro de las diferentes estructuras que pueden adoptar los grupos de trabajo,
en nuestra investigacion optamos por los grupos de trabajo cooperativo (ver
Gavila, 1997, Barkley, Cross y Major, 2007), cuya finalidad es alcanzar
objetivos comunes, en nuestro caso la resolucion de la tarea de modelizacion
propuesta, aprovechando los conocimientos y capacidades de sus miembros,
maximizando el aprendizaje de todos, de manera autonoma e independiente al

resto de grupos de trabajo, y a lo largo de varias sesiones de clase.

En lo que respecta a su constitucion, optamos por grupos heterogéneos, ya
que, de esta forma, se favorece la diversidad de opiniones, ideas, antecedentes
y experiencias, aunque, segun algunos autores como Barkley, Cross y Major
(2007, p. 47), también puede suponer una dificultad. En nuestra experiencia,
estos grupos se formaron libremente por los propios alumnos, con la intencién

de acrecentar su sentimiento de responsabilidad y grado de implicacion.

Una vez explicada la metodologia que se ha seguido durante la experiencia,

tanto desde el punto de vista del trabajo del profesor como de los alumnos,
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pasaremos a describir como se ha desarrollado la secuencia didactica a lo
largo de los distintos cursos durante los que se puso en marcha el trabajo de

campo.

I11.7. Secuencia didactica

El trabajo de campo realizado durante la investigacion se llevé a cabo durante
cinco sesiones completas de clase de una hora de duracién. La estructura de la

secuencia didactica seguida queda resumida en la Tabla I11.5.

Entre la Ultima sesion en el aula y la sesion de exposicion final se dejé un fin de
semana por medio, para que los alumnos dispusieran de un tiempo extra,

aungue en horario extraescolar, para concluir su trabajo.

Tabla I11.5. Estructura de la secuencia didactica

Sesién | Organizacién Actividad

1 Grupo clase Presentacion actividad.
Seleccién de la tarea y formacion de

grupos de trabajo

2-4 Grupos de trabajo Resolucién de la tarea escogida

5 Grupo clase Exposiciébn de cada grupo de su

resolucién y debate en gran grupo

En el curso 2012-13 se paso a los alumnos el test de competencias. El pretest
se realizd una semana antes de la presentacion de la actividad (primera sesion)
y el postest una semana después de la exposicidon publica (quinta y ultima

sesion).

A continuacién describiremos el desarrollo de las sesiones de modelizacion

propiamente dichas.
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[11.7.1. La presentacion de la actividad

En linea con lo afirmado por Blomhgj y Kjeldsen (2006, p. 170), consideramos
que, para conseguir la implicaciéon de los alumnos y el éxito de la actividad, es
importante mostrar de forma clara los objetivos, expectativas y criterios de
evaluacion de la misma. El profesor, en la primera sesion de aula, expuso al
grupo completo de clase estas cuestiones, leyendo y comentando la
introduccion del dossier (en el Anexo lll), incluyendo una pequefia descripcidn
del ciclo de modelizacion, en la que se destacé la fase de compresion de la
situacion real en la que se enmarca la tarea, la seleccion de las variables
relevantes, la interpretaciéon y validacion de los resultados en la realidad y la
fase final de comunicacion, para que ayudara a los alumnos en la resolucion de
su tarea y permitiera identificar las diferencias con respecto a otro tipo de
actividades propias de una enseflanza mas tradicional (precisamente la que

habian seguido hasta el momento).

Durante esta sesion se constituyeron los grupos de trabajo, de tres miembros
(preferiblemente) y excepcionalmente de dos o cuatro (cuando la aritmética de
clase lo requeria). Por ultimo, cada uno de los grupos escogié una de las tareas

del dossier para su realizacion.

Conviene destacar que durante todo el trabajo de campo realizado a lo largo de
estos tres cursos, el profesor no intervino en la elaboracion de los grupos ni en

la eleccién de las tareas.

Trataremos a continuacion de como se desarrolld el trabajo en modelizacion

dentro del aula.

I11.7.2. Laresolucion de tareas de modelizacidon en el aula

Durante las tres sesiones de resolucion en el aula, los alumnos debian
sentarse por grupos, compartiendo una misma mesa de trabajo. Contaban con

elementos para obtener la informacion y los datos necesarios para resolver su
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tarea y preparar el informe (ordenadores conectados a internet, aparatos de
medicion, etc.). Esta parte del trabajo (recopilar datos y redactar informes) pudo
realizarse también fuera del aula y en horario extraescolar. El profesor se guio
por los roles descritos en el apartado 111.6.1, y, al menos en una ocasion por
sesion, se acerco a cada uno de los grupos para interesarse por el estado en

que se encontraba su proceso de resolucion.

Tras la presentacion de la sesion anterior, los alumnos tenian clara la dinamica
a seguir durante las clases. Debatian activamente entre ellos el planteamiento
y la resolucion de su tarea, elaborando borradores con sus propuestas, que
iban revisando y corrigiendo. Estos borradores les permitirian posteriormente

elaborar su diario.

Figura I11.15. Alumnos trabajando en grupo en el aula y tomando notas en un

borrador

En nuestra experiencia piloto del curso 2011-12 se constatd que algunos
alumnos solo consignaban en su diario el producto final de su trabajo, obviando
otras vias de resolucion distintas que habian explorado y que finalmente habian
descartado. Por ello, y durante la experiencia de los cursos 2012-13 y 2013-
2014, el profesor se paseo6 por la clase, observando el trabajo de los grupos y
preguntando directamente por él (al menos, como se ha sefalado
anteriormente, una vez por sesion), tomando notas en su diario y grabando sus

intervenciones mediante una pequefa grabadora. Algunos de los borradores, a
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criterio del profesor, fueron incorporados a sus diarios, todo ello con la finalidad
de rellenar las lagunas que los alumnos pudieran dejar sobre su proceso de

modelizacion.

[11.7.3. La exposicion publica

Una vez finalizadas las sesiones estipuladas para la realizacion de las tareas,
cada grupo debia preparar una pequefia presentacion, con ayuda de

diapositivas digitales, en la que se incluyera:

- Una breve descripcion de la tarea.
- El proceso detallado de resolucion.

- Lasolucion y sus conclusiones.

En nuestra experiencia, la sesion de presentacion se llevo a cabo en un aula
provista de pantalla digital. Cada grupo dispuso de diez minutos para la
exposicion del trabajo, seguida de un turno de preguntas, formuladas tanto por
los propios compafieros como por el profesor, donde se vertieron opiniones, se
intercambiaron ideas y se contrastaron las soluciones obtenidas por diferentes

grupos que habian resuelto la misma tarea.
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En el siguiente apartado hablaremos de la evaluacion del trabajo de
modelizacion. La evaluacién cumple con el objetivo de organizar y regular la
actividad del aula y forma parte del proceso de ensefianza-aprendizaje
(Giménez, 1997, p. 16). Es por ello que, al desarrollar la experiencia en que se
basa nuestro trabajo de campo, y queriendo darle un peso y una importancia
similar a la del resto de actividades del aula, fijjamos, como un aspecto

metodoldgico mas, como se iba a evaluar a los alumnos.

I11.8. La evaluacion

Cuando proponemos una actividad a nuestros alumnos, y mas cuando ésta
difiere del trabajo habitual en el aula, conviene que los alumnos sepan cual es
su meta y como deben llegar a ella, saber qué se espera de ellos. Ademas, la
actividad en modelizacion no es facil de evaluar: la misma tarea pueda dar
soluciones distintas segun el enfoque, las hipotesis y los métodos utilizados, y
los procesos de modelizacion seguidos pueden resultar confusos y
enmarafados. Por ello, seleccionar los aspectos del trabajo de los alumnos que

debemos evaluar resulta de especial importancia.

En el proyecto LEMA y en las MEAs podemos ver dos ejemplos de evaluacion.
LEMA presenta una rabrica* dividida en cinco categorias, cuatro basadas en el
ciclo de modelizacién (Establecer el modelo — Trabajar con precision —
Interpretacion — Validar y reflexionar) y una centrada en aspectos formales
(Informes), con cuatro niveles de calidad, en los que se tiene en cuenta
también el grado de independencia y autonomia mostrado por los alumnos en
cada una de las categorias. La QAG de las MEAs® no presenta un listado de
categorias si no que se centra en el producto final ya elaborado, determinando

la calidad del mismo a partir de la respuesta a esta cuestion fundamental:

* Ver http://www.lema-project.org/web.lemaproject/web/dvd 2009/spain/assessment.html

5
Ver

https://engineering.purdue.edu/ENE/Research/SGMM/Problems/CASESTUDIESKIDSWEB/casestudies/ai
rport/tools.htm
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“¢ Cuan util es la herramienta desarrollada para los propdsitos del cliente?”, o
mas concretamente, “;el producto cumple con las necesidades del cliente?”,
siendo también un aspecto a valorar la posibilidad de su reutilizacion en otras

situaciones similares a la planteada.

Con estas referencias, al disefiar la actividad, tratamos de elaborar una rubrica
que resultara sencilla de manejar por el profesor y de comprender por los
alumnos (aunque ambos carecieran de experiencia previa en modelizacién). En
nuestra experiencia piloto del curso 2011-12 ya nos dimos cuenta de lo
complicado que puede resultar en algunos casos (especialmente en tareas muy
abiertas) distinguir entre las distintas fases del proceso de resolucion, por lo
que se decidio fijar una Unica categoria que se centrara, de forma global, en el
proceso completo, y no en sus fases individuales, de forma similar a la QAG.
También se decidié afiadir una categoria referida a la informacion dada por los
alumnos sobre su trabajo, al igual que en LEMA, y se consideré una nueva
categoria, destinada a valorar la iniciativa y la autonomia del grupo y la
participacion activa de todos sus miembros (aspecto que LEMA utiliza para
determinar el nivel de calidad de cada una de sus categorias, pero no como

una categoria en si).

De esta forma, nuestra rabrica de evaluacion (en el Anexo VI), presenta tres
categorias, divididas en cinco niveles de calidad (nivel 1: Muy mal; nivel 2: Mal;
nivel 3: Regular; nivel 4; Bien; nivel 5: Muy bien). Cada categoria se acomparia
de una serie de preguntas que pretenden ayudar en el proceso de calificacion y

que exponemos a continuacion:

- La categoria, Planteamiento y resolucién se centra en la valoracion del
proceso de resolucion seguido por los alumnos, el cumplimiento de los
objetivos fijados para la tarea, la adecuacién de la solucién aportada, y
la posible reutilizacion de su trabajo a otras tareas similares a la
planteada: ¢se comprende y formula correctamente el problema? ¢se
reconocen las entidades matematicas subyacentes a la situacién real
original necesarias para resolver el problema? ¢la solucibn matematica

obtenida es adecuada a la situacion real original? ¢se revisa y valida el
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modelo? ¢el modelo planteado es generalizable y reutilizable en otras
situaciones similares a la original?

- La categoria Presentacion y comunicacion incluye aquellos aspectos
relacionados con las argumentaciones y justificaciones utilizadas, la
claridad expositiva, el uso adecuado de simbolos y formalismos
matematicos, asi como la inclusion de representaciones y herramientas
de soporte (graficos, tablas, etc.) que faciliten y enriquezcan la
comunicacion: ¢,se dan argumentos validos para justificar el proceso de
resolucién utilizado? ¢las explicaciones se entienden con facilidad? ¢ se
contesta con claridad las cuestiones planteadas? ¢se utilizan
representaciones que faciliten la comprension del problema? ¢se utiliza
el lenguaje matematico de forma correcta?

- La categoria Iniciativa y autonomia tiene en cuenta todo lo relacionado
con el trabajo y participacion activa de todos los miembros del grupo en
la resolucion del problema, la generacion de ideas propias, la superacion
de obstaculos a partir de la reflexion y el debate critico entre los
comparieros, de llevar adelante los planes propios con autonomia y
decision, la falta de dependencia del profesor, y su capacidad de trabajo
y esfuerzo: ¢se produce debate constructivo entre los miembros del
grupo? ¢todos los miembros participan de forma activa aportando ideas?
¢,se escuchan y respetan las ideas de todos los miembros? ¢ se consulta
con el profesor cada nuevo paso dado por el grupo o se confia en las
propias capacidades? ¢se requiere de manera constante la ayuda u

orientacién del profesor?

La categoria Planteamiento y resolucion esta méas centrada en el propio
proceso de modelizacién, mientras que las restantes categorias se centran mas
en aspectos formales y actitudinales. En esta categoria las preguntas
planteadas para ayudar en su evaluaciébn giran en torno al ciclo de
modelizacion (comprensiéon — simplificacion — matematizacién — interpretacion —
validacion) y la solucién dada, su posible reutilizacion y generalizacién. Por ello,
y a la hora de obtener una calificacion final, se dio un peso doble a esta
categoria. En Presentacion y comunicacién las preguntas se centran en las

explicaciones, justificaciones y representaciones que acompafian la produccién
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de los alumnos, tanto en su diario como en su exposicion publica final
(argumentos — explicaciones — representaciones — lenguaje). Finalmente, en
Iniciativa y autonomia las preguntas pretenden centrar la atenciéon en el nivel de
participacion y colaboracion de todos los miembros del grupo y su grado de
independencia y autonomia con respecto al profesor (participacion -—

autonomia).

Estos aspectos (recogidos también, de forma resumida, en el dossier que se
entrega a todos los alumnos) deben ser evaluados en diferentes momentos
durante el desarrollo de la actividad. Asi, la categoria Iniciativa y autonomia es
evaluada a lo largo de las sesiones de trabajo en grupo en el aula, mediante la
observacion directa del profesor. La evaluacion de la categoria Presentacion y
comunicacion, se lleva a cabo durante la sesion de presentacion, y en ella el
profesor puede tener en cuenta también la reaccion de los comparieros y el
debate que se pueda generar. Finalmente, la categoria Planteamiento y
resolucién, debe realizarse tras un analisis de los documentos generados:

diario del alumno y el profesor y presentacion final.

A lo largo de este capitulo hemos ido desgranando los elementos y
herramientas que configuran nuestra investigacion y la metodologia de trabajo
en el aula. En el siguiente capitulo pasaremos ya a analizar los resultados de
nuestro estudio, con el fin de dar respuesta a las preguntas planteadas y

alcanzar los objetivos fijados.
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Analisis de los resultados

Una vez descrita y justificada la metodologia seguida en nuestra investigacion,
pasamos a presentar el analisis de los resultados de la experiencia. Este
andlisis nos permitira dar respuesta a las tres preguntas de investigacion

propuestas.

Para abordar la pregunta P1, relativa al desarrollo integrado de las
competencias matematicas a través de la resolucion de tareas de modelizacion
(de las que hemos hablado en el capitulo anterior y a cuyo disefio hace
referencia el objetivo O1), centraremos nuestro andlisis en los alumnos y en
sus producciones, lo que constituye nuestro objetivo O2, Analizar los procesos

y los modelos producidos por los alumnos.

Dado que, tal y como asegura Borromeo-Ferri (2006), el proceso de resolucion
de una tarea de modelizacion puede resultar enmarafiado por ser no
secuencial, para analizar los trabajos de los diferentes grupos de alumnos
hemos realizado una reconstruccion “racional” de sus producciones, en el
sentido de Puig (1996). Esta reconstruccién, incluida en los Anexos VII-XV y
efectuada a partir de la documentacion recogida (diario del alumno, diario del
profesor, borradores, presentacion en diapositivas digitales), describe como los
grupos de alumnos resuelven la tarea planteada, y nos ayudara a realizar un

analisis de su produccién desde dos vertientes complementarias: por un lado,
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el analisis del proceso de modelizacion; por otro, el analisis del modelo. Este
doble andlisis puede seguirse a través del siguiente esquema (ver Figura 1V.1)

y seré explicado en detalle en los dos primeros apartados de este capitulo.

Analisis de las producciones

Analisis del proceso Analisis del modelo

a partir de a partir de

Acuones Fases Conceptos-Procedimientos-Lenguajes

~.

Conclusiones
Figura IV1. Esquema del doble andlisis de las producciones de los alumnos

En primer lugar, analizaremos el proceso de modelizacion seguido por los
alumnos, a partir de las acciones que realizan para transitar por las distintas
fases del ciclo de modelizacién. Posteriormente, analizaremos el producto final
de este proceso, su modelo de resolucion de la tarea escogida, a partir de la
terna: conceptos — procedimientos — lenguajes. Para ello hemos creado unas
herramientas especificas que describiremos en cada uno de estos apartados.
Ambos analisis, uno de caracter dinamico, el del proceso, y otro de caracter
estructural, el del modelo, se complementan y permiten tener una vision

completa de su trabajo.
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Otro de los aspectos que queremos estudiar es el del papel del profesor y sus
interacciones con los alumnos durante la actividad modelizadora. Para ello, en
el tercer apartado, analizaremos la transcripcion de las grabaciones realizadas
al profesor mientras interactia con un grupo de alumnos. Con este analisis
pretendemos dar respuesta a la segunda pregunta de investigacion, P2,
relativa a las implicaciones que supone, desde el punto de vista del profesor, la
introduccidon de las tareas de modelizacién en el aula, y la consecucion del
objetivo O3, Observar y describir los cambios metodolégicos referidos al papel
del profesor.

Finalmente, en el cuarto apartado, centraremos nuestra atencion en el analisis
estadistico de los resultados obtenidos en el test competencial (de cuyo disefio
hemos hablado ya en el apartado 111.4). El contraste entre los resultados del
grupo experimental y de control nos dara la respuesta a la tercera pregunta de
investigacion, P3, relativa a si la ensefianza basada en tareas de modelizacion
repercute positivamente en el desarrollo de las competencias necesarias para
resolver problemas reales, y cumplir con nuestro objetivo, O4, Analizar si el
trabajo en modelizacion mejora las competencias necesarias para resolver

problemas reales.
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IV.1. Anédlisis del proceso de modelizacion

En la resolucién de una tarea de modelizacion, los alumnos deben realizar una
serie de acciones que les lleven a la construccion de un modelo, que iran
revisando y refinando a lo largo de sucesivos ciclos hasta dar con una
respuesta adecuada al problema real planteado. Uno de los objetivos de
nuestra investigacion es precisamente observar y documentar este proceso.
Para ello, tomaremos como referencia el ciclo de modelizacién propuesto por
Blum y Leil3 (2007, ver Figura Il.1). En él se da un listado de acciones
vinculadas con las transiciones del ciclo: comprension,
simplificacion/estructuracion,  matematizacion,  resolucion  matematica,
interpretacion, validacién y comunicacion. Estas acciones nos pueden ayudar a
identificar los procesos clave que se producen durante la resolucion de su
tarea. Asi, basandonos en estas acciones, hemos disefiado una serie de
preguntas que nos permitirdn analizar el proceso de modelizacién seguido por
los grupos de alumnos. Estas preguntas y su relacion con las acciones
necesarias para transitar por el ciclo de modelizacion suponen nuestra

herramienta de investigacion, tal y como se recoge en la Tabla IV.1.

En la primera columna de esta tabla formulamos la pregunta que nos ayudara a
centrar nuestro andlisis en las acciones y procesos clave que, hipotéticamente,
se deben dar para transitar entre las distintas fases del ciclo de Blum y Leil3. En
la segunda columna damos una descripcibn de la accién o acciones (en
cursiva) a las que la pregunta hace referencia. En la tercera relacionamos la
accibn o acciones con la transicion correspondiente del ciclo, segun la

numeracioén original utilizada en la Figura II.1.
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Tabla IV.1. Andlisis del proceso de modelizacién

Pregunta Accion Ciclo
Blumy
Leil3
¢ Se formula un problema que pueda Comprender la situacion en la que se
dar respuesta, total o parcial, a la enmarca la tarea, tomando decisiones, 1
situacién original propuesta? elaborando hipétesis y supuestos que lleven
al planteamiento de un problema o sub-
problemas
¢ Se establece una correspondencia Simplificar y seleccionar los elementos y
entre los elementos de la realidad y los relaciones relevantes, identificando las 2
del modelo matematico? matematicas que subyacen en la realidad.
¢Se usan representaciones? Utilizar representaciones (gréficos, dibujos,
esquemas,...) para codificar la realidad en 3,5
términos matematicos e interpretar los
resultados obtenidos.
¢, Se utiliza el lenguaje matematico? Utilizar el lenguaje formal y simbdlico para
codificar la realidad en términos 3,4,5
matematicos, resolver matematicamente el
problema, e interpretar los resultados
obtenidos.
¢ Se utilizan procedimientos y Trabajar con las herramientas y
herramientas matematicas para procedimientos mateméaticos necesarios para 4
resolver el modelo planteado? resolver el problema planteado.
¢, Se dan argumentos que justifiquen el Validar las soluciones mateméticas en la
proceso de resolucion seguido y la realidad, reflexionando sobre el modelo 6
adecuacion de los resultados utilizado y llegando a conclusiones
obtenidos a la situacion real? razonadas.
¢,Se comunica de forma oral y escrita | Debatir y comunicar, tanto dentro como fuera
el proceso de resolucién de forma que del grupo, todo el proceso de modelizacion 7

resulte comprensible por parte del

resto de compafieros?

seguido y los resultados obtenidos.

La primera pregunta esta relacionada con la comprension por parte del alumno

de la situacion planteada en el enunciado, que le llevara a formularse un

problema, el cual no tiene porqué ser exclusivamente matematico. Segun la

complejidad de la situacion, es posible que, una vez resuelto, el alumno deba

volver a plantearse nuevos sub-problemas en una nueva iteracion del ciclo. De
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esta manera, la suma de estas resoluciones parciales permitira dar una

respuesta global a la situacion inicial.

Una vez formulado un problema, el alumno deber& estructurar y simplificar la
situacion real para poder resolverlo, concretando y seleccionando aquellos
aspectos de la realidad mas relevantes. La seleccion de estos elementos esta
directamente relacionada con la comprensién por parte del alumno de la
situacién de partida (su imagen o representacion mental de la situacion) y su
conocimiento matematico, aspectos que le ayudaran a identificar las
matematicas subyacentes a esta realidad. A esta parte del proceso de
modelizacion hace referencia la segunda de las preguntas planteadas en

nuestra herramienta.

La tercera y cuarta pregunta se relacionan con el proceso de matematizacion,
mediante el cual el alumno traslada los elementos de la realidad que ha
seleccionado al mundo de las mateméticas, utilizando distintos tipos de
representaciones y lenguajes. Pero también, como veremos en nuestro
analisis, el uso de representaciones y del lenguaje matematico permite mostrar
e interpretar los resultados matematicos obtenidos en la realidad. Aunque
comparten algunas transiciones dentro del ciclo, estos dos aspectos, lenguajes
y representaciones, presentan usos distintos por parte de los alumnos, por lo
qgque hemos optado por tratarlos en preguntas separadas, para permitir un

analisis mas detallado de los mismos.

La quinta pregunta hace referencia al trabajo puramente matematico que

permitirda al alumno obtener una solucién matematica de su modelo.

La solucion debe venir acompafiada de argumentos que apoyen y justifiquen la
adecuacion de la solucion y su validez, y las conclusiones que se derivan de

ella, aspectos que son tratados en la sexta pregunta.

Finalmente, y cuando se ha alcanzado una respuesta satisfactoria, ésta, y el
proceso completo seguido hasta llegar a ella, debe ser comunicada al resto de
comparferos para que pueda ser contrastada y debatida. Esta es la dltima de

las preguntas de nuestra herramienta.
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Esta herramienta nos permitira describir y analizar el proceso de modelizacion
de los alumnos, obteniendo una reconstruccién racional y secuenciada de su
resolucion. A continuacion vamos a ilustrar como se ha utilizado, tomando
ejemplos de los diferentes grupos en las nueve tareas propuestas (los
comentarios originales se muestran entrecomillados y en cursiva, también se
incluyen dibujos, graficas, tablas y calculos extraidos de sus diarios y su
presentacion final, en su formato original). En los Anexos VII-XV se puede ver
el andlisis individual del proceso de modelizacion de cada uno de los grupos,

realizado a partir de la documentacién recogida.

La primera pregunta de nuestra herramienta se refiere a la formulacion de un
problema o sub-problemas que permitan la resolucion total o parcial de la tarea

propuesta.

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta, total o parcial, a la

situacion original propuesta?

Dado que algunas de las tareas planteadas presentan en su enunciado
preguntas de respuesta abierta tales como, ¢Qué decisiones tomarias tu para
mejorar la zona de sombra del patio? en “La sombra en el patio de recreo”;
Necesitamos organizar bien la visita para aprovechar al maximo el tiempo,
¢como lo hariais? en “El Parque de atracciones”; ¢Coémo vais a organizar la
basqueda? en “La desaparicion del portatil”; o ¢Qué decisiones tomariais
respecto a su organizacion? en “Un nuevo comedor”, es preciso que los
alumnos lleven a cabo una primera accion de comprension de la realidad para
concretar la situacion planteada en un problema o en una serie de sub-
problemas que iran resolviéendose en sucesivas iteraciones del ciclo. Estos
problemas no tienen por qué aludir directamente a las matematicas,
especialmente si la tarea tiene una relacion muy estrecha con la realidad. Por
ejemplo, en el caso de “La sombra en el patio de recreo”, los distintos grupos
se plantean como problema inicial escoger el tipo de arbol que tendran que
plantar en el patio. El grupo A resuelve esta cuestion de forma matematica,

idealizando mediante figuras geométricas conocidas (triangulo, circulo y
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rectangulo) la seccion plana de su copa: “Coger las diferentes formas
geométricas [de las copas de los arboles] para ir probando cual genera una
mayor sombra” (extracto del diario del grupo A). Los grupos B y C, sin
embargo, basan su eleccion en criterios no matematicos: el arbol debe ser de
hoja perenne porque asi no perdera sus hojas en invierno, proporcionando
siempre la misma superficie de sombra, independientemente de la estacion del
afo, argumentan. La eleccion del tipo de arbol permitira a los tres grupos
avanzar en la tarea y plantearse nuevos sub-problemas en una nueva iteracion
del ciclo: calcular el area de la sombra proyectada por el arbol escogido;
determinar la superficie del patio a sombrear; hallar el nUmero de arboles
necesarios para hacerlo; y finalmente, y solo en caso del grupo A, distribuirlos
en el patio de forma que sus sombras no se superpongan y asi maximizar la

superficie sombreada.

En la tarea “El parque de atracciones”, los grupos A y B planean disefiar una
ruta que pase por las principales atracciones y estimar el tiempo que les llevara
realizar la visita en funcion de esta ruta: “Crear una ruta Optima en la que se
visite el mayor nimero de atracciones posibles en el menor tiempo” (extracto
del diario del grupo A). Para dar respuesta a este problema deben resolver
antes una serie de sub-problemas: calcular la longitud de esta ruta 6ptima;
determinar el tiempo necesario para recorrerla; estimar la duracion de las colas
y la duracion de las atracciones. La estimacion de estos tiempos dependera de
diversos factores, como la popularidad de las atracciones o la asistencia de
publico al parque. Finalmente, el tiempo total necesario para realizar la visita
sera la suma de todos estos tiempos. El grupo A irA un poco mas alla y se
planteara disefiar una “ruta personalizada”, donde poder escoger las
atracciones a visitar, incorporando un elemento de complejidad mayor. Los
grupos C y D no se plantean disefiar una ruta 0ptima, su problema sera estimar
la duracién de las atracciones, fijando el mismo tiempo para todas, segun la
asistencia al parque, y estimar un tiempo que incluya desplazamientos,
descansos, etc. Observamos, por tanto, que la situacién real de partida da

lugar, segun los grupos, a problemas distintos.
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En la tarea “La desaparicion del portatil”, los dos grupos de alumnos se
plantean como problema la estimacion del tiempo que les llevara registrar las
aulas y disefar una ruta de busqueda que les permita recorrer todas las aulas
del colegio en un tiempo minimo. El analisis de la situacion lleva al grupo B a
plantearse incluso dos posibles circunstancias: el portatil puede ser encontrado
al registrar la primera planta del colegio (en el minimo tiempo posible), o solo
se encontrard tras haber registrado todo el colegio (en el maximo tiempo

posible).

En “Un nuevo comedor”, la pregunta abierta relativa a la organizacion del
comedor lleva a los grupos A y B a formularse un primer problema: determinar
la forma y dimensiones mas adecuadas de bandejas y mesas, en lugar de,
simplemente, utilizar las que se emplean en el comedor actual, como hace el
grupo C. Se plantean también determinar la superficie que ocuparan los nifios y
las sillas y, finalmente, la distribucion 6ptima de estos elementos en el comedor
para aprovechar al méximo la superficie disponible. En este caso, la
formulacion del problema matematico relativo a la organizacién del espacio
disponible repercutird directamente en el niamero de comensales, cuestion

incluida también en el enunciado de la tarea.

Observamos que en estas tareas la comprension de la realidad permite a los
alumnos crear su propia imagen mental de la situacién y formular un problema
0 sub-problemas. Sin embargo, en las restantes tareas (“Cordones”, “Habitos
de estudio”, “La carrera”, “El mejor colegio” y “Seleccion de personal’) la
comprension del problema es inmediata ya que se formula una pregunta directa
en el enunciado: ¢Sabriais decir cual de estas maneras requiere los cordones
mas largos y cudl los mas cortos? en “Cordones”, 0 ¢ Seréis capaces de ayudar
a Andrés a decidir qué seis vendedores son los mas idéneos para contratar la
préxima temporada? en “Seleccidn de personal”’, por ejemplo. No se parte,
como en las tareas anteriores, de una situacion abierta y poco estructurada que
requiera de la formulacion de varios sub-problemas, pues este queda
claramente fijado desde el propio enunciado y puede ser abordado
directamente tras un proceso de identificacion de los elementos clave, del que

Nnos ocuparemos en la siguiente pregunta.
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La segunda pregunta de nuestra herramienta se refiere a como los resolutores
simplifican la realidad y seleccionan los elementos relevantes necesarios para

resolver el problema planteado.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y

los del modelo matematico?

La resolucion del problema planteado en la transicion anterior puede precisar
de un proceso de simplificacion y toma de decisiones previo sin el cual no

puede ser abordado matematicamente.

En “La sombra en el patio de recreo”, los tres grupos deciden estudiar el caso
de un udnico arbol. Ademas, los resolutores identifican que el elemento
importante es el area de la sombra proyectada durante el recreo: esto les
sugiere pasar de una forma tridimensional (la copa del arbol) a una figura plana
(la seccién de la copa). Asi, todos los grupos deciden estudiar la relacién entre
el area de la seccion plana de la copa y la de la sombra proyectada. Pese a
que todos realizan el mismo proceso de simplificacion (pasar de una forma
tridimensional a una figura plana idealizada y establecer la relacion entre
seccion y sombra), se observan diferencias sustanciales entre ellos. El grupo A
representa la seccién de la copa a través de distintas figuras planas (triangulo,
circulo y rectangulo), mientras que los grupos B y C sdélo usan una figura
geomeétrica (el circulo) para representar la seccion de la copa del arbol. En los
tres grupos se establece que el numero de arboles necesarios sera
directamente proporcional al area del patio que deben sombrear e
inversamente proporcional al area de la sombra que proyectan. El grupo A
ademas establece que la disposicion de los arboles en el patio depende de la

longitud de su sombra, pues las sombras no deben superponerse.

En “La desaparicion del portatil’, ambos grupos simplifican la situacion
planteada seleccionando las variables relevantes (nUmero de personas que
buscan, numero de aulas,...). Ademas establecen suposiciones respecto a la

organizacion de la busqueda: es mejor que las personas vayan juntas a la hora
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de desplazarse y registrar cada una de las aulas del colegio. Esto, segun ellos,
supone una optimizacion del tiempo de buUsqueda, pero también una

simplificacion de la realidad que facilitard sus célculos.

En “El parque de atracciones”, a partir de su propia experiencia, los alumnos de
los grupos A y B seleccionan de la realidad aquellas variables que consideran
relevantes: tiempo de espera en las colas para subir a las atracciones en
funcion de su popularidad (caso del grupo A) y la asistencia de publico al
parque (en los grupos A y B); duracion de cada atraccion (estimada por el
grupo A en multiplos de 5 para facilitar los calculos); tiempo que se tarda en
recorrer el parque, comer e ir al bafio o a las tiendas. Los grupos C y D fijan
una misma duracion para todas las atracciones (incluyendo el tiempo de espera
en la cola), segun se realice la visita entre semana o en fin de semana. Esto
supone una excesiva simplificaciéon del problema que derivara en un modelo

mas pobre que el construido por los grupos Ay B.

En “Un nuevo comedor”, los elementos considerados (mesas, sillas, personas)
por los tres grupos se idealizan mediante figuras geométricas planas, para
facilitar su distribucion en el espacio disponible del comedor. En el caso de los
grupos A y B, ademas, se estudia que forma es la mas adecuada para las
mesas (¢circular o rectangular?) y bandejas (¢ platos circulares o bandejas
romboidales o de nuevo disefio, como en el caso del grupo A?). También se
eliminan aquellos elementos (armarios, columnas) que pueden entorpecer esta

distribucion.

En “La carrera” se produce una simplificacion de la realidad que es necesaria
para facilitar los calculos: la velocidad del corredor es la misma en los dos
tramos en que se divide la carrera. Aunque esta simplificaciébn no se explicita,
si que se ha observa en el proceso de resolucién de todos los grupos. Tanto en
“Cordones” como en “La carrera”, la identificacion de triangulos rectangulos,
con partes del anudado de los cordones o con los tramos de la carrera, es el

elemento clave sin el cual estos problemas no pueden ser resueltos.

Las tareas basadas en las MEAs, “Habitos de estudio”, “El mejor colegio” y

“Seleccion de personal”, incluyen en el enunciado todos los datos necesarios

para su resolucion. A partir de su manipulacion los alumnos deben tomar
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decisiones y llegar a conclusiones. La seleccion y clasificacion de las variables
presentadas (cuéles son mas importantes, cuales menos, cuéles se pueden
descartar o cuéles se pueden afiadir) se convierte pues en el principal aspecto

del que deben ocuparse inicialmente.

En “La carrera”, “Cordones”, “Seleccion de personal”’, “EI mejor colegio” y
“Habitos de estudio” hemos observado que no hay grandes diferencias entre la
simplificacion de la realidad establecida por grupos de alumnos distintos. Asi,
las dos primeras transiciones no suponen en estas tareas mayores diferencias
entre unos grupos Yy otros, tomando especial relevancia el proceso de
matematizacion y resolucion matematica (del que trataremos a continuacion).
Esto puede deberse a que el contexto en el que se sitian estas tareas, pese a
ser plausible, tiene una complejidad menor que en las tareas que tienen un
fuerte componente de realidad en su enunciado (“La sombra en el patio de
recreo”, “La desaparicién del portatil”, “Un nuevo comedor” y “El parque de

atracciones”).

A continuacién, siguiendo las preguntas de nuestra herramienta, analizaremos
el uso de representaciones por nuestros alumnos, tanto para pasar del mundo

real al mundo de las matematicas, como de las matematicas a la realidad.

¢ Se usan representaciones?

En aquellas tareas donde se plantean problemas de caracter geométrico (“La
sombra en el patio de recreo”, “Un nuevo comedor”, “La carrera” o “Cordones”)
es frecuente el uso de dibujos 0 esquemas que modelan la realidad y ayudan

en su resolucion.

En la tarea “La sombra en el patio de recreo”, grupo A, los alumnos utilizan
formas geométricas (aquellas que conocen) para abordar el problema
geométrico del calculo del area (la de la sombra proyectada). Construyen
modelos en 2D (con un fuerte componente manipulativo) que son
representaciones idealizadas de la seccién plana de las copas de los arboles
mediante el triangulo, el circulo y el rectangulo (ver Figura IV.2). También en
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“Un nuevo comedor” el grupo A utiliza un modelo realizado en cartulina de su

nueva bandeja triangular.

Figura IV.2. Modelos geomeétricos utilizados en la resolucion de la tarea “La

sombra en el patio de recreo” por el grupo A

En unos casos las representaciones utilizadas por los alumnos sirven para
indicar los datos con los que se cuenta (ver Figura 1V.3) y efectuar los calculos

necesarios a partir de ellos.

A
3

-

Figura IV.3. Imagenes con las dimensiones del arbol y su sombra, del grupo
C en “La sombra en el patio de recreo”
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En otros, los dibujos y esquemas permiten justificar los procedimientos
utilizados, como la aplicacion del Teorema de Pitagoras en “La carrera” o
“Cordones” (ver Figura IV.4 y IV.5).

Figura IV.4. Esquema con los triangulos rectdngulos necesarios para resolver
el problema, incluido en el diario del grupo B, “La carrera”

Figura IV.5. Calculo de la longitud de los cordones en la manera europea,

incluida en el diario del grupo B, “Cordones”

Las representaciones también se utilizan para mostrar los resultados del
problema e interpretarlos en la realidad, como el modelo de arbol escogido (ver
Figura IV.6) o su distribucion en el patio (Figura IV.7), en “La sombra en el patio

de recreo”.
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Figura IV.6. Imagen con el arbol escogido, el Ombu, con la copa idealizada
mediante un circulo, incluida en la presentacion final del grupo A, “La

sombra en el patio de recreo”

Se dispondran 5 ombues
separados una distancia minima de 11 m

Figura IV.7. Esquema con la distribucion final de los cinco ombues, incluida en

la presentacion final del grupo A, “La sombra en el patio de recreo”

En “Habitos de estudio”, grupo A (Figura IV.8) y “La carrera”, grupo A (Figura
IV.9), se recurre al uso de programas informaticos (Excel y Graph,
respectivamente) para realizar representaciones que muestren los resultados

obtenidos.
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Figura IV.8. Diagrama de barras elaborado con el programa Excel realizado por

el grupo A en “Habitos de estudio”
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Figura 1V.9. Representacion grafica realizada por el grupo A con el programa

Graph, en “La carrera”

El uso de distintas representaciones del problema (diagramas, esquemas,
dibujos, etc.), organizando y codificando la realidad de acuerdo con los objetos
matematicos involucrados, puede facilitar la transicion entre el mundo real y el
mundo de las matematicas, mostrando los datos con los que se cuenta o
justificando el uso de determinados procedimientos. Pero también permite, en
la direccion contraria, matematicas—realidad, presentar e interpretar los
resultados, como hemos visto. El paradigma del uso de representaciones lo
encontramos en el uso de maquetas o modelos en 2D por parte del grupo A en

“La sombra en el patio de recreo”.
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Ademas de las representaciones, esta doble transicién, realidad—matematicas,
matematicas—realidad, viene acompafiada del uso de los distintos lenguajes
(aritmético, algebraico, etc.) que permitirdan ademas la resolucion matematica
del problema. Del uso de los distintos lenguajes hablaremos en la siguiente

pregunta.

¢, Se utiliza el lenguaje matematico?

El uso del lenguaje matematico permite a los alumnos presentar los objetos
involucrados en la resolucién del problema, como formulas (ver Figura 1V.10) o
expresiones algebraicas (ver Figura 1V.11), que después manipularan para

obtener los resultados buscados.

Figura IV.10. Extracto del diario del grupo B con la féormula del Teorema de

Pitagoras que utilizaran en sus calculos, en “Cordones”

Aplicando semejanza de triangulos tendria una sombra minima de:

1,72 = 20 x=20-0,53/1,72 = 6,2 metros
0,53 X

Figura IV.11. Calculos para obtener la longitud de la sombra por semejanza,
incluidos en la presentacion final del grupo B, “La sombra en el patio de recreo”

En ocasiones, los alumnos logran una mayor abstraccion y recurren al uso de
simbolos y formalismos para presentar sus modelos. La mayor o0 menor

competencia en el uso del lenguaje matematico les permite desarrollar modelos
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algebraicos mas formales (grupo A en “La carrera”, grupo C en “Cordones” y
grupo A en “La desaparicion del portatil”, en la Figura IV.12), o pre-algebraicos,
menos formales (grupo A en “La sombra en el patio de recreo, grupo B en “La
desaparicion del portatil” y grupo A en “El parque de atracciones”, en Figura
V.13).

TT=[Hx(ExT)]/N+D/V

Donde:

TT : tiempo total de encontrar el objeto

N: numero de personas que buscan

H: numero de habitaciones

T: tiempo medio que tardamos en registrar los escondrijos = 5
escondrijo / segundo

E: N° de escondrijos por clase

D: distancia total del recorrido en metros

V: velocidad de desplazamiento = 2 metro / segundos

Figura IV.12. Modelo algebraico presentado por los alumnos del grupo A para

calcular el tiempo de busqueda, en “La desaparicion del portatil”

(Suma duracion atracciones)+(baja, media o alta
asistencia x durcion de cola
A/B/C/D)+(40min=tiempo total que se tarda en
recorrer toda la ruta)+(1hora-para comer)

Tiempo total

Figura IV.13. Modelo pre-algebraico para calcular el tiempo que llevaré realizar

una ruta personalizada, por el grupo A en “El parque de atracciones”

A partir de la manipulacién de estos modelos llegan a la solucion de su

problema (ver Figura 1V.14).

En tareas como “El mejor colegio” y “Seleccion de personal” los datos se
presentan en tablas con las que los alumnos trabajan (ver Figura 1V.15), para

ordenar, manipular o presentar sus resultados. En “Habitos de estudio” también
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se utilizan tablas para recoger los datos obtenidos en sus muestreos. En estas

tareas se utiliza, casi de forma exclusiva, el lenguaje tabular.

Férmula: (No-1)-[2(VaZ + b?)]+a
(6-1)[2- (V4 + 1)]+2 =
=5-(2-v/5)+2=
=5-(2:2,24)+2=
=5-4,48+2=

=22,442 =

R=24,4cm

Figura IV.14. Calculo de la longitud de los cordones en la manera americana a

partir del modelo algebraico planteado, del grupo C en “Cordones”

6 4 5 6 4 3 2

Colegio 1

Chuli

Colegio 2 4,5 3 4 4 5 2 2
Guay

Colegio 3 15 6 2 5 6 6 2
Mola

Colegio 4 3 5 1 1 1 5 4
Tope

Colegio 5 3 2 6 3 2 4 4
Diver

Colegio 6 1,5 1 3 2 3 1 6
Super

Figura 1V.15. Tabla con la puntuacion de cada variable sobre 6, realizada por el

grupo C en “El mejor colegio”

El uso del lenguaje matematico a través de la manipulacién de simbolos,

férmulas, expresiones, tablas y otros formalismos matematicos permite, junto a
93



Analisis de resultados

las representaciones de las que hemos hablado en el apartado anterior, llevar a
cabo un proceso de matematizacion de la realidad. Pero también es necesario,
como hemos visto, para resolver matematicamente el problema y presentar los
resultados, en algunos casos mediante modelos matematicos formales. En el
apartado 1V.2 volveremos a tratar el uso de los distintos lenguajes (en los que

incluiremos el gréfico) en los modelos finales.

En la siguiente pregunta de nuestra herramienta nos centraremos en la

resolucién matematica del problema.

¢ Se utilizan procedimientos y herramientas mateméticas para resolver el

modelo planteado?

Los alumnos han tenido que recurrir a diferentes procedimientos matematicos
para resolver sus tareas. A continuacion describiremos, de forma resumida,

algunos de ellos.

En algunas tareas los alumnos han debido realizar mediciones directas,
utilizando cintas métricas y cronémetros, in situ, para obtener los datos y
resultados necesarios para resolver su problema: longitudes en “La sombra en
el patio de recreo” o “Un nuevo comedor”’, y tiempos en “El parque de
atracciones” o “La desaparicion del portatil” (ver Figura IV.16). En ocasiones se
han realizado estimaciones basadas en la propia experiencia, como los tiempos
de espera en las colas o la duraciéon de las atracciones en “El parque de

atracciones”.

También ha sido necesario el célculo de areas, mediante la aplicacién de las
férmulas conocidas (que no siempre se incluyen de forma explicita), en “Un
nuevo comedor’ y “La sombra en el patio de recreo” (ver Figura IV.17), y de
longitudes, por semejanza, en “La sombra en el patio de recreo”, o mediante el

Teorema de Pitagoras, en “Cordones” y “La carrera” (ver Figuras 1V.18).
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Tiempo planta tercera:

6 min (aulas 1° y 2° ESO) + 35 seg (tiempo entre clase y clase) + 35 seg (tiempo entre 2° ESO a
4 eso) + 5 mun (aulas 4 ESO y 3° ESO) + 28 seg (entre clase y clase) =12 min.

TOTAL: 18 +6 + 12 + 12 + 1 MIN (subida de los pisos) = 49 min

Figura 1V.16. Extracto del célculo del tiempo que les llevara registrar las aulas

de la tercera planta, por el grupo B en “La desaparicion del portatil”

Area patio = 60 - 40=2.400m" _
Areasombral1=5.40=200m

Area sombra 2 =8-55=440m*

Area sombra total = 200 + 440 = 640 m
Area sin sombra = 2.400 — 640 = 1.760 m*?

¢ Cuanta area con sombra sobre el total queremos ?
Alrededor del 50%

Area sombra final = 2.400/2 =1.200 m °
Area sombra necesaria = 1.200 — 640 =560 m °

Figura IV.17. Imagen con los célculos de areas realizados por el grupo B en

“La sombra en el patio de recreo”

Figura 1V.18. Célculos realizados a partir del Teorema de Pitagoras por el

grupo B en “La carrera”

Tal y como hemos visto en las dos primeras preguntas de nuestra herramienta,
en las tareas basadas en las MEAs hay un proceso de seleccién previo de las

variables presentadas. Este proceso lleva en algunos casos a la construccién
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de nuevas variables. Asi, el grupo A, en “El mejor colegio”, anade una nueva
variable, “diferencia entre la nota de las PAU y la del expediente”, construida a
partir de dos variables, “Nota media en las PAU” y “Nota media del expediente”,
incluidas en el enunciado. En “Seleccion de personal’, los tres grupos

construyen la tasa, “dinero recaudado por hora trabajada” (ver Figura 1V.19).

dinero total |horas totales|media £/h
Maria 8196 159 21,54
Clara 14921 239,5 62,3
Carol 7000 174,5 40,11
Jose 11373 225,5 50,21
Angel 9284 182,5 50,87
Ana 11062 163,35 07,60
Lidia 15271 298 51,24
Toni 13964 294.5 47,42
Raul 9308 173 53,8

Figura IV.19. Tabla con el dinero y horas totales y la tasa euros ganados por

hora trabajada para cada trabajador, por el grupo C en “Seleccion de personal”

En “El mejor colegio” y “Habitos de estudio”, los distintos grupos concluyen que
no todas las variables tienen la misma importancia a la hora de obtener la
puntuacion de cada colegio y de cada alumno, respectivamente, como
mostramos en el siguiente extracto: “Posteriormente, nos percatamos de que
de las 9 preguntas seleccionadas, no todas tenian la misma importancia. En un
primer momento, todos iban a valer lo mismo, pero al ver que algunas eran
mas decisivas afiadimos un paso al proceso” (extracto del diario del grupo B,
“Habitos de estudio”). Segun la clasificacion previa que hacen de las variables,
les asignan una determinada puntuacion, “Puntuamos todas las preguntas:
ocho preguntas de 0-15, las menos importantes, y otras ocho de 0-30, las mas
importantes” (extracto del diario del grupo A en “Habitos de estudio”, sin
embargo no sefialan que las preguntas mas importantes tienen un peso doble
que las menos importantes), o les establecen un peso especifico (un sistema

de puntuacién mas general y sencillo de reutilizar), en forma de factor de
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correccién (como vemos en la Figura 1V.20) o de porcentaje (en la Figura
IV.21).

Figura 1V.20. Sistema de puntuacion del test y el peso de las preguntas segun

Su importancia, del grupo B en “Habitos de estudio”

AULAS DE DESDOBLEBLE 10%
ORDENADORES 5%
N° DE ALUMNOS POR AULA 10%

SUPERFICIE POR METROS CUADRADOS 5%

NOTA MEDIA DEL EXPEDIETE 25%
NOTA MEDIA EN LA PAU 20%
REPETIDORES 15%
PRESUPUESTO 10%

Figura IV.21. Asignacion de porcentaje a cada variable segun su importancia,

del grupo C en “El mejor colegio”

En “El mejor colegio” es necesario un proceso de estandarizacion de los
valores asignados inicialmente a las variables con el fin de realizar
comparaciones. Las variables (nimero de aulas, ordenadores por alumno, o
nota media del expediente, por ejemplo) estdn en escalas distintas y son de
naturaleza distinta (cuantitativas discretas o continuas, e incluso cualitativas) y
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no se pueden comparar en valor absoluto, aspecto del que se percatan los
alumnos, como vemos en la siguiente extracto del diario del grupo A: “Después
de comparar nos dimos cuenta de que estas comparaciones no nos servian
para el resultado que teniamos que obtener. Decidimos pasar todos los
factores a la misma escala dando a los mas importantes un valor con mas
puntuacién” (ver Figura 1V.22, podemos ver otro ejemplo de este proceso en la
Figura IV.15).

n.aulas Ord. Alum. Metros Media PAU Repetidor Presupuesto Dif.
desdoble Por Por cuadrados expediente Porcurso PAU
alumno aula ¥
xp.
Clgio. 1 ] 4 5 Gx2=12 4x2=8 3 1 1
Chuli
Clgio. 2 4 3 4 dx2=§ Ar2=10 2 1 6
Guay
Clgio. 3 1 G 2 5x2=10 6x2=12 6 1 E
Mola
Clgio 4 3 2 1 1%2=2 2x2=4 5 3 4
Tope
Clgip 5 1 5 5] 3Ix2=6 1x2=2 4 3 2
Diver,
Clgio & 3 1 3 2x2=4 3x2=6 1 G 4
Super

Figura 1V.22. Tabla con la puntuacion de los colegios del grupo A, en “El mejor

colegio”

Finalmente, deben realizar los calculos aritméticos necesarios para obtener las

puntuaciones finales (ver Figura 1V.23).

Como hemos visto, los alumnos aplican sus conocimientos matematicos, con
mayor 0 menor acierto, para resolver el problema planteado. Esto les permitira
obtener una solucion que después interpretaran en la realidad y que les llevara
a seguir adelante con la tarea, planteandose nuevos sub-problemas en una
nueva iteracion del ciclo o pasando ya a la fase final de comunicacion si la

solucion es adecuada y cumple con los objetivos propuestos.
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-COLEGIO CHULI

N2 de aulas de desdoble: 10% de 1= 1 x 10 /100= 0.1
N¢ de ordenadores por alumno: 5% de 6= 0,3

N2 de alumnos por aula: 10% de 4= 0,4

Superficie en metros cuadrados: 5% de 5= 0,25

Nota media del expediente: 25% de 6= 1,5

Nota media en las PAU: 20% de 4= 0,8

Repetidores: 15% de 3= 0,45

Presupuesto: 10% de 2= 0,2

Total= 4 puntos

Figura IV.23. Calculo de las puntuaciones del colegio Chuli realizado por el

grupo C en “El mejor colegio”

La siguiente pregunta guarda relacion con la fase de validacion de las
soluciones en la realidad y los argumentos que los alumnos utilizan para

justificar su proceso de resolucion.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la

adecuacion de los resultados obtenidos a la situacion real?

Centraremos ahora nuestra atencién en los argumentos empleados por los
alumnos para justificar sus resultados y que suponen también, en algunos
casos, una validacion de los mismos. Asi, el grupo A en “La sombra en el patio
de recreo” interpreta los resultados recogidos en su tabla (ver Figura IV.24) en
los términos del problema que ellos mismos han planteado: la mayor razén se
corresponde con la forma geométrica de la copa del arbol que producira una
mayor superficie de sombra. Su eleccion del tipo de arbol (el ombu) se basa
pues en criterios exclusivamente matematicos (ver Figura 1V.6), al contrario de
lo que pasa con los grupos B y C, que justifican su eleccién del arbol en base
Gnicamente a su tipo de hoja (perenne o caduca). Por tanto observamos que

los argumentos utilizados no son necesariamente de tipo matematico.
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Circulo Tridngulo | Cuadrado

Area original | 33,18 cm2 | 38,45 cm2 | 63,86 cm2

Area sombra | 60,79 cm2 | 51,7 cm2 | 72,93 cm2
Relacion 1,83 1,34 1,14

Figura IV.24. Tabla del grupo A con la relacidon entre el area de la copa original
y el &rea de la sombra proyectada y que justifica la eleccion de un arbol con

copa circular, en “La sombra en el patio de recreo”

El resultado obtenido por este grupo, cinco arboles, parece un numero
“razonable, teniendo en cuenta el tamafio del patio de recreo” (extracto de su
diario) y se acompafa de un esquema de su distribucion (ver Figura IV.7). El
grupo B también da una solucion del mismo orden, 6 arboles, mientras que el

grupo C estima que son necesarios 23 arboles.

También en “La desaparicion del portatil” se utilizan argumentos similares que
tienen que ver la adecuacion de la solucion a la realidad. El grupo A considera
que el resultado obtenido es razonable, que “no es una cosa descabellada”, en
el sentido de realizable. El grupo B considera que su solucion, en forma de
intervalo, con un tiempo minimo y un tiempo maximo de bUsqueda, resulta mas

“realista” que dar una unica soluciéon numérica (como hace el grupo A).

En “El parque de atracciones” el resultado se considera adecuado o valido si es
posible su ejecucion. Asi, la planificacion de la visita a partir de lo que el grupo
A denomina la “ruta personalizada”, puede realizarse en un dia, dentro del
horario de apertura del parque. Esta condicién también es observada por el
grupo B (no asi por el grupo C y D), que indica que en caso de una alta

asistencia al parque su visita tendria que realizarse en dos dias.

En “Un nuevo comedor”, los alumnos del grupo A y B justifican el mejor
aprovechamiento del espacio mediante estimaciones y calculos, apoyandose
en esquemas para mostrar su distribucion (ver Figura IV.25). Justifican asi
mismo su eleccion de las formas de mesas y bandejas. El grupo C presenta

planos a escala que apoyan su nueva distribucion.
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Escogimos la longitud de las mesas (2'6 m) en torno al espacio que cada uno
de los alumnos requiere en dicha mesa. Habiamo s acordado que ese espacio
esde 3bx30cm. por lo que en cada uno de los lados mds alargados de

mesa coben 7 nifios:
357= 2456 cm

El cuadrado que forma el asiento de la silla mide 32 cm.

Debido a esto, podemos colocar 7 sillas a bo largo de uno de los lados mas
alargados de la mesa, y fodavia sobran 218 cm para que los nifios puedan

levontarse de l sillay volver a sentarse sin problemas:

327 = 22872 em

2b0-2287%2 = 21'8 cm

Figura 1V.25. Justificacion del nimero de alumnos por mesa del grupo B, en

“Un nuevo comedor”

En “Cordones” y “La carrera”, los distintos grupos se apoyan en esquemas y
dibujos a la hora de justificar el uso del Teorema de Pitagoras (ver Figura IV.4 y
IV.5). En “Cordones”, ademas, la reflexion sobre el proceso de resolucion
seguido justifica su propuesta de un modelo propio para atarse los cordones:
los segmentos oblicuos son los mas largos asi que su nuevo disefio tendra el
menor numero posible de estos segmentos, los minimos necesarios para que
el zapato quede bien sujeto. “Nos pusimos a pensar cual podria ser la manera
mas corta de atarse los cordones y, observando la respuesta a la cuestion
anterior, nos dimos cuenta de que, la manera mas larga, era la que mas cruces
en diagonal tenia (si lo aplicamos al teorema de Pitdgoras, la hipotenusa
siempre es mas larga que cualquiera de los dos catetos). Por tanto, debiamos
buscar una manera que pasara en diagonal la menor cantidad de veces

posible” (extracto del diario del grupo A).

Algunos grupos realizan dos resoluciones distintas para validar sus soluciones.
Asi, en “La carrera”, el grupo A utiliza dos procedimientos distintos para situar
el cono que minimice la distancia total a recorrer: la construccion de una
sucesion de intervalos encajados que ird aproximando el lugar en que colocar

el nuevo cono, y la obtencion del punto minimo de su modelo funcional con el
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programa Graph (ver Figura IV.9). También el grupo A en “El parque de
atracciones” y el grupo A en “La desaparicion del portatil” utilizan
procedimientos distintos con los que obtienen resultados similares (para mas

detalles ver los Anexos VIl y 1X).

En “Habitos de estudio”, el grupo A realiza un muestreo con el fin de validar su
cuestionario y su sistema de puntuacion, comparando el nivel de eficacia
obtenido mediante su test con los resultados académicos (ver Figura IV.8). El
grupo B utiliza su cuestionario para clasificar una muestra de alumnos segun su

nivel de estudio.

En “El mejor colegio” y “Seleccion de personal” la clasificacion realizada (de
colegios y empleados, respectivamente) se basa en la categorizacién y
ponderacion de las variables consideradas, a la que se llega tras un consenso
entre los miembros del grupo, consenso que constituye su proceso de
validacion. En este sentido, los criterios adoptados se basan en una cuestion
de gusto u opinidn, aceptados y compartidos por el grupo, siendo un aspecto a
valorar como se traduce después esta asignacion de puntuaciones a un modelo

gue resulte facilmente comprensible y reutilizable por otros comparieros.

Finalmente, trataremos el tema de la Comunicacién durante el proceso de
modelizacién, objeto de la ultima de las preguntas formuladas en nuestra

herramienta de investigacion.

¢ Se comunica de forma oral y escrita el proceso de resolucion?

Dado que la resolucion de las tareas se realiza de forma grupal, la
comunicacion esté presente en forma de debate entre los miembros del grupo.
Durante el proceso de modelizacibn se discuten las suposiciones,
simplificaciones, estrategias y resultados. En ocasiones, este debate dentro del
grupo, que denominaremos a partir de ahora debates “intragrupo”, se produce

también con el profesor (Gallart, Ferrando y Garcia-Raffi, 2015).

Una vez resuelta la tarea, la solucion se comparte con el resto de comparfieros

durante la sesion final de presentacién, generando, en ocasiones, debates con
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otros grupos que han realizado, de forma independiente, la misma tarea.
Durante esta presentacion, los alumnos se sirven de diapositivas digitales para
mostrar sus resultados y los procedimientos utilizados para llegar a ellos, como

puede verse en la Figura IV.26.

Circulo
Py 2
AeaOrgnal 331802
T 2
jreaSombra 60,79 cme

Relacn 1,83

Escogimos la forma del circulo puesto que su
relacion nos aportaba una mayor cantidad de
expansion de la sombra.

Figura 1V.26. Un momento de la presentacion del grupo A en la tarea “La

sombra en el patio de recreo”

En este tipo de debates publicos, que denominaremos debates “intergrupo”, se
plantean preguntas, se intercambian ideas y se contraponen los distintos
enfoques seguidos en la resolucion de las tareas. El analisis de estos dos tipos
de debates (intragrupo e intergrupo) y el papel que juega en ellos el profesor
sera el objetivo del apartado IV.3.

IV.1.1. Resultados del andlisis

La herramienta disefiada (Tabla IV.1) nos ha ayudado a reconstruir y analizar el

proceso de resolucion de cada una de las tareas propuestas, centrandonos en

las acciones necesarias para transitar por las fases que configuran el ciclo de

modelizacion. Estas acciones constituyen la competencia en modelizaciéon (ver

apartado 11.4.3), pero ademas, como hemos visto en nuestro analisis, activan

las restantes competencias matematicas, que se concretan durante este
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proceso de modelizacion. Segun Niss (2004, p. 9), el aspecto productivo de las
competencias “se centra en la construccion activa o la realizacion de procesos”,
en nuestro caso, las acciones, que de forma activa y repetida, el alumno pone
en juego en su proceso de modelizacion. Nuestra herramienta también nos ha
permitido identificar diferencias en cuanto a los procesos involucrados en la

resolucion de las distintas tareas.

En la primera pregunta de nuestra herramienta hemos podido ver cémo en las
tareas que presentan una pregunta mas abierta (“La sombra en el patio de
recreo”, “El parque de atracciones”, “La desaparicion del portatil” y “Un nuevo
comedor”) es necesario un proceso previo de comprension y reflexion de la
realidad que lleve a los alumnos a la formulacion de sub-problemas que, en
sucesivos ciclos, permitan dar respuesta a la situacion inicial. De esta forma los
alumnos ponen en juego su competencia en Plantear problemas. En estas
tareas la situacion real de partida ofrece una mayor riqueza de planteamientos
que da lugar a la formulacion de problemas distintos (y también simplificaciones
distintas) segun la perspectiva del resolutor. En las restantes tareas (“La
carrera”, “Cordones”, “Selecciéon de personal”’, “El mejor colegio” y “Habitos de
estudio”), no se activa esta competencia ya que, como hemos sefalado, el
enunciado presenta un problema claramente definido y la comprensién del
mismo por parte del alumno es inmediata. Todos los grupos, en estas tareas,

resuelven el mismo problema.

Posteriormente, tendran que simplificar y estructurar la realidad para
seleccionar los elementos relevantes que les permitan resolver el problema
planteado. Este proceso, recogido en la segunda pregunta, pertenece al
dominio de la competencia en Pensar y razonar. Como hemos visto, la
activacion de esta competencia se da de un modo distinto segun la naturaleza
de la tarea. De nuevo, en las mas abiertas y vinculadas a la realidad, se
requiere una mayor complejidad de razonamiento (cuya falta, en algunos
casos, como en los grupos C y D en “El parque de atracciones”, ha llevado a la
construccion de modelos muy pobres), en comparacion con las otras tareas. En
“La carrera” y “Cordones” este parte del proceso pasa por identificar los

elementos clave (triangulos rectangulos) sin los cuales el problema no puede
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ser resuelto matematicamente. En las tareas basadas en las MEASs la seleccion
y clasificacion de las variables proporcionadas en el enunciado llevara a los
alumnos a la resolucion del problema. En todo caso, no hay grandes
diferencias en este proceso de simplificacion entre unos grupos y otros ya que,
aunqgue la situacion de partida es plausible, tiene una complejidad menor que

en el primer grupo de tareas.

En el proceso de matematizacion, tercera y cuarta pregunta, los alumnos han
recurrido al uso de distintos tipos de representaciones y lenguajes que les han
permitido la codificacion en el mundo de las mateméaticas de los elementos
seleccionados en la realidad. Esta codificacion es fundamental para resolver
con éxito el problema matemético. Sobre ello incidiremos més tarde cuando
abordemos el analisis estructural del modelo construido por los alumnos. Las
representaciones han ido, como hemos podido ver, desde esquemas y dibujos
gue permiten presentar los datos o justificar los procedimientos utilizados,
hasta graficos méas elaborados con los que mostrar los resultados matematicos
obtenidos, facilitando también la transicion desde el mundo de las matematicas
a la realidad. El uso de estas representaciones supone la activacion de la
competencia en Representar entidades matematicas. Respecto a la utilizaciéon
del lenguaje matematico, hemos podido ver desde grupos que hacen un uso
menos formal, con abundantes calculos aritméticos, hasta los que hacen un
uso mas formal, construyendo modelos pre-algebraicos o algebraicos, que
permiten una mayor generalizacion y reutilizacion de los mismos, pero que
exigen un mayor dominio de la competencia en Usar simbolos y formalismos
matematicos. Precisamente, en “La carrera” y “Cordones”, donde el proceso de
resolucién es practicamente el mismo en todos los grupos, la Unica diferencia
observable entre unos y otros se encuentra en el grado de formalizacién
alcanzado y el mayor o menor uso de representaciones que acompafian a su
solucion, que por otra parte es Unica (de hecho, en estas dos tareas, donde los
grupos parten de las mismas simplificaciones y suposiciones iniciales, si que

podemos hablar de solucion correcta o incorrecta).

A través de la quinta pregunta de nuestra herramienta, hemos analizado el

trabajo matematico realizado por los alumnos para resolver el problema
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planteado y obtener una solucion matematica del mismo. El uso de las distintas
herramientas y procedimientos matematicos pone en juego su competencia en
Resolver problemas. La menor competencia de algunos grupos ha llevado a
resolver erroneamente la tarea planteada (grupos B y C en “La sombra en el
patio de recreo”, en Anexo VII, grupo B en “La carrera”, en Anexo XV, y grupo
C en “El parque de atracciones”, en Anexo XV, como ejemplos mas

significativos de los errores detectados).

Las decisiones y supuestos considerados, los procedimientos y calculos
realizados, las soluciones obtenidas y su validacion en la realidad, como hemos
visto en la sexta pregunta, deben venir acompafados de los razonamientos
pertinentes que justifiquen y faciliten la comprension del proceso de
modelizacidn en su conjunto, activando, de forma principal, su competencia en
Argumentar. En las tareas mas pegadas a la realidad, el proceso de validacién
se produce por la adecuacion de la solucion a la situacion inicial (es “razonable”
o0 “no es una cosa descabellada”), mientras que en las otras tareas no es
posible realizar este contraste con la realidad, ya que se parte de unos datos
plausibles, pero no reales. En estas tareas hemos observado otros procesos de
validacion, como el contraste entre las soluciones alcanzadas por
procedimientos distintos (en “La carrera”), el consenso dentro del grupo de
alumnos (en “El mejor colegio” y “Selecciéon de personal”) o el muestreo entre

los propios compafieros del aula (en “Habitos de estudio”).

Los debates, tanto dentro del grupo, durante el proceso de modelizacion
llevado a cabo en el aula, como con otros grupos, durante la sesion de

presentacion final, activan su competencia en Comunicar.

Resaltar, finalmente, que estas competencias no se trabajan de una manera
estanca e independiente. Las competencias se activan, de forma conjunta e
interrelacionada, para lograr transitar con éxito a lo largo del ciclo
(especialmente en la transicion entre la realidad y las matematicas y viceversa),
ya que éste tampoco se da de una manera lineal y secuenciada, si no que
resulta de un proceso enmarafiado, donde las fases se entrecruzan

constantemente.
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Una vez analizado el proceso de resolucion centraremos nuestra atencion en el

andlisis estructural del modelo final generado por los alumnos.

IV.2. Analisis estructural de los modelos finales

Lesh y Harel (2003), como indicamos ya en el apartado 11.2.3, afirman que los
modelos incluyen distintos conceptos y procedimientos (la diferenciacion entre
conceptos y procedimientos puede verse en el trabajo seminal de Hiebert y
Lefevre, 1986) que se expresan mediantes distintas representaciones. Asi, en
los modelos finales construidos por los alumnos intervienen tres elementos: los
sistemas conceptuales, que comprenden el conocimiento de diferentes objetos
matematicos, relacionados y vinculados entre si, que subyacen a la tarea
planteada y que los alumnos identifican; los procedimientos asociados a estos
sistemas conceptuales que los alumnos ponen en practica a través del uso de
formalismos, simbolos, reglas, y célculos en la resolucion de los problemas
matematicos planteados; y por ultimo los lenguajes (aritmético, algebraico o
pre-algebraico, tabular y grafico) utilizados para explicar, justificar, presentar y
obtener los resultados de su modelo. A partir de estos tres elementos
realizaremos un analisis estructural de los modelos generados, tal y como se

recoge en la Tabla IV.2.

A continuacidbn mostraremos una recopilacion de aquellos aspectos mas
importantes recogidos en el analisis presentado en los Anexos VII-XV,
incluyendo, para ilustrarlo, ejemplos tomados de los alumnos en las distintas
tareas propuestas (los comentarios originales se muestran entrecomillados y en
cursiva, también se incluyen dibujos, gréficas, tablas y calculos extraidos de

sus diarios y su presentacion final, en su formato original).
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Tabla IV.2. Elementos de anélisis de los modelos mateméaticos

Conceptos Uso de diversos objetos matematicos.
Relaciones entre los diferentes objetos matematicos para
obtener resultados-conclusiones.

Observacion de patrones y/o regularidades en los datos.

Procedimientos Utilizacién de uno o diversos procedimientos para llegar a
resultados/conclusiones.
Uso de formalismos, simbolos, reglas, calculos y recetas en la

resolucion de los problemas matematicos planteados.

Lenguajes y Utilizacién de distinto tipo de lenguaje (literal, aritmético, pre-
representaciones algebraico, algebraico, tabular) para resolver y representar el
modelo.

Uso de tablas, esquemas o diagramas.

En primer lugar vamos a describir cuales son los sistemas conceptuales que

hemos encontrado en las producciones de los alumnos.

Sistemas conceptuales

Para cada una de las tareas propuestas, hemos identificado los sistemas
conceptuales subyacentes a los modelos presentados por los diferentes grupos
de alumnos y los hemos recogido en la Tabla IV.3.

Los conceptos relacionados con las distintas magnitudes y su medida aparecen
en varias tareas: longitud (en “Cordones” y “La carrera”), superficie (en “La
sombra en el patio de recreo” y “Un nuevo comedor”) y tiempo (en “La
desaparicion del portatil” y “El parque de atracciones”). El manejo de estas

magnitudes es un elemento clave en su resolucion.

Las figuras planas elementales (triangulos, rectangulos, circulos) son
esenciales en la resolucion de “La sombra en el patio de recreo”, “Un nuevo
comedor”, “Cordones” y “La carrera”, tareas de caracter geométrico. En “un
nuevo comedor”, los distintos elementos que se encuentran en el comedor
(mesas, sillas, personas,...) se asocian con las figuras planas y su analisis
permitira buscar su mejor distribucion. También las copas de los arboles, en
‘La sombra en el patio de recreo”, se idealizan con figuras planas. La

108



Capitulo IV

semejanza entre triangulos -el triangulo que forma el arbol y su sombra, de
longitud desconocida, es semejante al que forma un elemento de referencia
(como una persona o un palo) y su sombra, ésta de longitud conocida-, esta

presente también en “La sombra en el patio de recreo”.

El concepto de ruta Optima, entendido como recorrido que se realiza en el
menor tiempo posible y que pasa por el mayor numero de sitios de interés, se
plantea en “El parque de atracciones” (grupos A y B) y “La desaparicién del
portatil” (en ambos grupos), para minimizar los tiempos de visita y busqueda,

respectivamente.

En “un nuevo comedor” encontramos el concepto de distribucién O6ptima,
entendida como aquella distribucion que aprovecha mejor el espacio disponible
para incluir el mayor niumero posible de comensales. En la misma linea, en “La
sombra en el patio de recreo”, grupo A, identificamos esta idea de distribucion
Optima, entendida, en este caso, como aquella distribucién de los arboles en la
gue sus sombras no se superponen, con el fin de maximizar la superficie de

patio sombreada.

El concepto de proporcionalidad entre magnitudes esta presente en la
resolucién de varias tareas y por parte de diferentes grupos. Por ejemplo, en
“La sombra en el patio de recreo”, los tres grupos llegan a la conclusion de que
el numero de arboles necesarios en el patio es directamente proporcional al
area del patio que deben sombrear e inversamente proporcional al area de
sombra que proyectan durante el recreo. Encontramos razonamientos similares
en “El parque de atracciones” (grupos A y B) a la hora de calcular los tiempos
de la visita, donde se relacionan los tiempos de espera en las colas con la
popularidad de las atracciones o la asistencia al parque. También en “La
desaparicion del portatil”, donde el tiempo de busqueda depende de factores
tales como el numero de personas que buscan, el nimero de escondrijos

(grupo A) o el numero de alumnos por aula (grupo B).

En las tareas basadas en las MEAs (“El mejor colegio”, “Habitos de estudio” y

“Seleccion de personal”) los alumnos deben tratar con informacién de caracter

cuantitativo y cualitativo para tomar decisiones, lo que les llevara a la

manipulacion de los datos y el disefio de sistemas de puntuacion y eleccion
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que incluyen conceptos basicos como razones o tasas (euros por hora)
relacionadas con el tiempo y el dinero (en “Seleccion de personal’), o
procedimientos relacionados con pesos, porcentajes y proporciones (como

veremos a continuacion).

El concepto de muestra, como subconjunto representativo de una poblacion
mayor, a partir del cual realizar inferencias y validar resultados, es utilizado por
ambos grupos en “Habitos de estudio”.

En “La carrera”, los alumnos del grupo A, por sugerencia del profesor, utilizan
la idea de dependencia funcional entre dos variables: la distancia total de la
carrera (variable dependiente) depende de la distancia a la que se encuentre el
cono que rodeemos del fondo izquierdo de la pista (variable independiente). En
esta tarea aparece también el concepto de intervalo: el nuevo cono puede
situarse en cualquier punto entre el octavo y el noveno, los que dan una menor

distancia en la carrera (ver Figura 1V.27).

4: Tras este procedimiento hemos obtenido
que se encuentra entre el 8°y el 9° cono.

Figura IV.27. Situacién del nuevo cono en un intervalo, del grupo A en “La

carrera”

Del mismo modo, este concepto esta presente en la resolucion del grupo B en
“‘La desaparicion del portatil”: el tiempo necesario para encontrar el portatil
puede ser cualquier instante comprendido entre su estimacion del tiempo

minimo de bdsqueda y el tiempo maximo.
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Tabla IV.3. Sistemas conceptuales detectados en los modelos
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Magnitudes y medidas Todos Todos Todos Todos Todos | Todos - -
Figuras planas Todos Todos - _ Todos | Todos - - -
Semejanza de Todos - - - - - - - -
triangulos
Tratamiento de la - - - - - - Todos | Todos | Todos
informacion
Ruta A Todos Todos AyB - _ _ - -
6ptima/Distribucién
6ptima
Funcién de una - - - - - A - - -
variable
Proporcionalidad Todos - Todos Todos - - - - -
Tasas (euros por hora) - - - - - - Todos - -
Muestra _ _ - - - _ _ Todos -
Intervalos _ _ B _ - A - - -

A continuacion describiremos los procedimientos que hemos encontrado en las

producciones de los alumnos.

Procedimientos

Los procedimientos utilizados por los alumnos en la resolucion de sus tareas
estan relacionados con los conceptos identificados en sus modelos. En la Tabla
IV.4 se recoge, de forma esquematica, el resultado del analisis pormenorizado

de los procedimientos.

En las tareas de caracter geométrico hemos identificado dos procedimientos
asociados al concepto de figura plana. Por un lado, el uso de estas figuras
planas elementales para aproximar distintas formas geométricas de la realidad,

como las copas de los arboles en “La sombra en el patio de recreo”, o las

111



Analisis de resultados

mesas, sillas, personas, en “Un nuevo comedor’. Algunos grupos utilizan
modelos geométricos para simular esta realidad: modelos de arboles con la
seccion plana de su copa idealizada mediante un triangulo, un circulo y un
rectangulo, por el grupo A en “La sombra en el patio de recreo”; el disefio de su
nueva bandeja con forma triangular por el grupo A en “Un nuevo comedor” (ver
Figura 1V.28). Por otro lado, y asociado también al concepto de figura plana, en
“La sombra en el patio de recreo” y “Un nuevo comedor” se calculan las areas
de estas figuras a partir de las férmulas conocidas (aunque no se den de una

forma explicita, tal y como se observa en la Figura 1V.29).

Figura IV.28. Momento durante la presentacion final en que las alumnas del
grupo A en “Un nuevo comedor” presentan un modelo a tamario real de su

bandeja triangular realizado con cartulina

Asociado al concepto de magnitudes y medidas, identificamos también varios
procedimientos, como la toma de datos mediante mediciones directas,
utilizando cintas métricas para conocer con precision distancias (en “La
desaparicion del portatil”, “Un nuevo comedor”, “El parque de atracciones” y “La
sombra en el patio de recreo”) y crondmetros para obtener tiempos (en “La
desaparicion del portatil” y “El parque de atracciones”), o por procedimientos
indirectos, como la aplicacion del Teorema de Pitagoras, en “La carrera” y
“Cordones”, el uso de escalas, en “El parque de atracciones” (grupos Ay B) y
“Un nuevo comedor” (grupo C), o el calculo de porcentajes, en “La sombra en
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el patio de recreo”, para deducir la medida de la longitud o superficie buscada.
También se realizan estimaciones de los tiempos, basadas en supuestos y su
propia experiencia (en “El parque de atracciones” y “La desaparicion del

portatil”).

Calculamos su drea: 2'50'9 = 2'25 m®

Radio de 0'85 m

Calculamos su drea: T0'85% = 2'27 m?

También hallamos el perimetro de cada uno de los modelos de mesa:
Calculamos el perimetro del rectdngulo: 2'5+2'5+0'9+09 =6'8 m

Claculamos el perimetro de la circunferencia: 2085 =534 m

Figura 1V.29. Célculos del perimetro y del &rea de las mesas rectangular y

circular, realizados por el grupo B en “Un nuevo comedor”

El concepto de semejanza, en “La sombra en el patio de recreo”, se asocia con
procedimientos distintos con los que obtener las dimensiones de las sombras
de los arboles: reglas de tres (grupo A), como vemos en el siguiente extracto
del grupo A tomado de su diario, “Con estos datos podemos realizar una regla
de tres para averiguar donde se proyectara la sombra del ombu (Objeto de
12cm alto — Sombra de 13cm; Objeto de 1015cm alto — X sombra)”; igualdad
de razones (grupo B, ver Figura 1V.30); o la razén de semejanza (grupos Ay
C), como se refleja en este extracto del diario del grupo C, “La sombra de la

morera la hemos calculado por la razén de semejanza. Hemos medido a una
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persona de estatura 1,70 m y su sombra era de 1,90m, eso lo divides y

obtienes 1,11, entonces multiplicas eso por la altura del arbol”.

| — Nuestra altura es de 1,72 metros y da una sombra
minima de 0,53 metros (en verano).

Si hacemos triangulos semejantes, un arbol de una
altura de 5 metros da una sombra de:

172 =5 x=5-0,53/1,72 = 1,54 metros
0,53 X

Figura 1V.30. Igualdad de razones para obtener la longitud de la sombra,
acompafada de una ilustracién tomada de internet para justificar el

procedimiento utilizado, por el grupo B en “La sombra en el patio de recreo”

El grupo A en “La carrera” utiliza una sucesion de intervalos encajados (para
mas detalle ver el Anexo XV) para aproximar la situacion del nuevo cono que

minimice la distancia a recorrer.

En las tareas basadas en las MEAs los alumnos deben tomar decisiones a
partir de la informacion presentada en el enunciado. Para ello pueden recurrir a
distintos procedimientos, como construir nuevas variables a partir de las
existentes (todos los grupos en “Seleccion de personal” y los grupos Ay C en
“El mejor colegio”), asignarles una puntuacion (como hace el grupo A en
“Habitos de estudio” y el grupo B en “El mejor colegio”, para cada una de las
variables, sin especificar un peso), establecer ponderaciones o pesos, de forma
explicita, ya sea a través de un factor de correccién (como hace el grupo B en
“Habitos de estudio”, el grupo A en “El mejor colegio”, y también el grupo A en
“El parque de atracciones”, para realizar estimaciones de la duracion de las
colas segun la asistencia al parque) o de un porcentaje (como hace el grupo C
en “El mejor colegio”), segun la categorizacion previa que han hecho de las
variables consideradas, y normalizar los datos en una misma escala, para
poder realizar comparaciones entre variables heterogéneas (en “El mejor
colegio”). También se realizan conversiones de las escalas empleadas en sus
puntuaciones a una escala sobre 10, mas habitual, aunque no se muestran
explicitamente los calculos realizados (ambos grupos en “Habitos de estudio”, y
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grupos A 'y C en “El mejor colegio”, ver Figura IV.31). Todos estos
procedimientos han sido ya mostrados y revisados en el andlisis del proceso de

modelizacion realizado en el apartado anterior.

clasificacion colegios Puntuacion (sobre 6)  Puntuacién (sobre 10)
1° Colegio Mola 4,62 7,7
20 Colegio Chuli 4 6,6
30 Colegio Diver 3,52 5,8
40 Colegio Guay 3,42 5,7
50 Colegio Super 2,85 4,75
6° Colegio Tope 2,4 4

Figura IV.31. Tabla con la puntuacion final de los colegios en diferentes

escalas, del grupo C en “El mejor colegio”

La recogida y recuento de los datos procedentes de una muestra es otro de los
procedimientos utilizados en “Habitos de estudio”, asi como el calculo de la

media aritmética (también en “Seleccion de personal”, grupos A 'y B).

Los calculos aritméticos realizados han permitido a algunos de los grupos
generalizar propiedades y relaciones entre las variables implicadas y crear
expresiones algebraicas o pre-algebraicas, mas formales que las meramente
aritméticas. Posteriormente manipularan estas expresiones para obtener los
resultados necesarios. Por ejemplo, el grupo A en “La desaparicién del portatil”,
determina inicialmente el tiempo de busqueda del portatil perdido basandose
Gnicamente en estimaciones y célculos aritméticos. A partir de estos célculos, y
tras un proceso de reflexion, infieren una féormula general que aplicaran en
varios casos particulares (su proceso de resolucion puede verse en mas detalle

en el Anexo IX, y es objeto de un analisis mas profundo en el apartado 1V.3).
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Hemos podido ver como, a partir de los conceptos identificados previamente en
sus producciones, los alumnos utilizan una serie de procedimientos que les
permitiran llegar a la solucion de su problema. La construccion de sus modelos
precisa de la utilizacion de distintos tipos de lenguajes, de los que nos

ocuparemos a continuacion.

Lenguajes

Todos los grupos analizados utilizan el lenguaje literal para explicar los
procedimientos utilizados en la resolucion de su tarea, tanto en el diario de
trabajo como en su presentacion final. A estas explicaciones la mayoria de los
grupos incorporan célculos aritméticos, dibujos, esquemas, gréaficos y/o tablas
que permiten mostrar los datos, justificar los procedimientos o presentar las
soluciones. En algunos casos se han construido expresiones pre-algebraicas o
algebraicas propias que forman parte de su modelo de resolucion. En otros
casos se presentan formulas conocidas que los alumnos manipulan. A
continuacion detallaremos el uso que los alumnos han realizado de estos
lenguajes (literal, aritmético, grafico, tabular, pre-algebraico y algebraico), que

se recoge en la Tabla IV.5.

Algunos grupos utilizan casi exclusivamente el lenguaje literal para explicar los
procedimientos utilizados. Estos grupos incluyen algunas operaciones
aritméticas y/o gréaficos, pero recurren de forma mayoritaria al lenguaje literal

(ver como ejemplo la Figura 1V.32).

Manera europea:

Conociendo la medida de separacidn entre los ojales en vertical y
horizontal (a=2, b=1), hemos observado y llegado a la conclusion de que
los cordones al pasar por los ojales forman triangulos. Para calcular la
medida del corddn entero, hemos calculado los catetos que nos
faltaban y las hipotenusas de estos tridngulos. Y de esta manera hemos
obtenido las medidas de las lineas formadas al pasar por los ojales, y al
sumarlas hemos obtenido la medida del cordén entero (35,38cm).

Figura IV.32. Explicacion del proceso seguido para el calculo de la longitud de

la manera europea, por el grupo D en “Cordones”
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Tabla IV.4. Procedimientos utilizados en la resolucién de los modelos
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semejanza
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planos
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Sucesion de intervalos A
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AyC

Estandarizacion de Todos
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Asignacién de _ _ - - - - - A B
puntuaciones

Asignacién de pesos - - - A _ _ - B AyC

Conversioén de escala - - - - - - - Todos AyC

Recogida y recuento de - - - - - - - Todos -
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Célculo media
aritmética

- - - - - - AyB Todos _

Generalizacion de A Todos A C A
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Manipulacién de AyB A C
expresiones
algebraicas
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En otros grupos, las explicaciones, justificaciones y razonamientos se

acompafian de operaciones aritméticas mas desarrolladas y detalladas (ver

Figura IV.33).
Sabiendo que:
= B

A= 2

Hallaremos la hipotenusa y la multiplicaremos por 14y le
sumaremos 2 (14 cruces y 2cm. del horizontal).

H= 12422 > h= /5 =2'23 > 2'2-14=308 —>

30’8+2= 32’8 cm. es la longitud que usamos al anudarlos de la forma
americana.

Figura IV.33. Calculo de la longitud del modo americano, del grupo B en

“Cordones”

La reflexion sobre los procedimientos y célculos realizados, las relaciones y
propiedades observadas, lleva a algunos grupos a generalizar sus modelos
mediante el uso del lenguaje pre-algebraico (ver como ejemplo la Figura 1V.34)
o algebraico (ver Figura 1V.35).

Superficie que quieres sombrear
-—-- =N de arboles que necesitas del tipo
Relacion sombra *  copa de arbol

Figura IV.34. Formula para calcular el nUmero de ombues necesarios para

sombrear el patio del grupo A, en “La sombra en el patio de recreo”

Formula: (No-1)-(vVa2 + b2+a}+\/a2 + [(No — 1)b]?

Figura IV.35. Formula para calcular la longitud de los cordones en la

manera zapateria, del grupo C en “Cordones”

En otros casos el uso del lenguaje algebraico se reduce a la presentacion y

manipulacion de féormulas conocidas (para el calculo de areas en “Un nuevo
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comedor” y “La sombra en el patio de recreo”, el Teorema de Pitagoras en “La
carrera” y “Cordones”, o la resoluciéon de problemas de semejanza en “La

sombra en el patio de recreo”).

En “El mejor colegio” y “Seleccion de personal” los datos se recogen en tablas.
En estas tareas, ademas del lenguaje literal, se manipulan los datos utilizando
casi exclusivamente el lenguaje tabular (ver, por ejemplo, la Figura IV.31). Pero
también se recurre a las tablas en otras tareas, de una manera mas puntual y
concreta, para presentar, ordenadamente, los datos o resultados obtenidos (ver

como ejemplo la Figura IV.36).

infantil | primaria | secundaria | bachiller | informatica
H? aulas 6 18 11 5 2
) 1> 15
capacidad 30 20 20 20
2% 40
Ten 1°= 45 seg
recorrer 1 . . ) :
1,5 min | 1 min I min I min 2°> 2 min
aula de
cada tipo

Figura IV.36. Tabla elaborada por el grupo B con las variables que han tenido

en cuenta a la hora de resolver la tarea “La desaparicion del portatil”

El lenguaje grafico es frecuente en tareas tales como “La sombra en el patio de
recreo”, “Un nuevo comedor”, “Cordones” o “La carrera’, de caracter
geométrico. Distinguimos, en general, tres usos de este lenguaje: para recoger
los datos, para justificar o explicar algun procedimiento, y/o para presentar los
resultados obtenidos. En el primer caso se usan esquemas y dibujos que
acompafnan los calculos realizados a partir de los datos que en ellos se

recogen (ver Figura IV.37).
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552,5m2 dé sambra

5100 m2

Figura IV.37. Esquema del grupo A con las dimensiones del patio y la
sombra proyectada por el edificio del colegio en “La sombra en el patio de

recreo”

En el segundo caso los dibujos o esquemas ayudan a justificar o explicar los
procedimientos, los supuestos, o las decisiones tomadas (ver Figura 1V.38 y
IV.39).

fﬂﬂﬁ\- fﬂﬂﬂ

all -
7 - R _— R~

-]

Figura IV.38. Esquema utilizado por el grupo A para ilustrar como debe

realizarse la busqueda en “La desaparicion del portatil”

A
VAV,

Figura 1V.39. Los alumnos del grupo A utilizan este esquema para justificar el

mayor aprovechamiento de la superficie de la mesa mediante sus bandejas

triangulares, en “Un nuevo comedor”
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En el tercer caso el lenguaje grafico permite presentar el modelo y la resolucion
del problema (ver Figura IV.40 y 1V.41).

5'8l m

{yo'60m . . &

14 nifios

w0h.0

14 nifies

2%m  Iogom

14 niflos 14 nirios

w
14 nifios 080 m 14 nifios 4

wyg,

14 niffos 14 nifios

14 niffos ‘ 14 nifies

0'80 m-
'pucrkal

g0

7 nifies

Figura IV.40. Esquema con la distribucion final del comedor del grupo B en “Un

nuevo comedor”

Figura IV.41. Disefo de la nueva manera de anudarse los cordones presentada

por el grupo A en “Cordones”

Como hemos visto, el uso del lenguaje algebraico es el resultado de los
calculos aritméticos iniciales y permite la construccion de modelos
generalizables y reutilizables. El lenguaje grafico, por su parte, sustenta los
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calculos

aritméticos,

recogiendo

los

datos

necesarios,

justificando

determinados procedimientos, y, en algunos casos, mostrando los resultados

finales. El lenguaje tabular también es utilizado para presentar los resultados.

Tabla IV.5. Lenguajes utilizados en los modelos
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Lenguaje literal (casi C AyC A CyD D - - -

exclusivo)

Lenguaje literal y AyB B B _ A,By | Todos - - -

aritmético C

Lenguaje literal y - - - AyB - _ Todos | Todos | Todos

tabular

Uso del lenguaje A - Todos A C A - - -

algebraico para

presentar modelos

propios

Uso del lenguaje B - - _ D B _ - -

algebraico para

presentar formulas o

expresiones conocidas

Uso de tablas para A A B AyB - - Todos | Todos | Todos

presentar datos o

resultados

Uso de graficos para Todos Todos - - AyB - - - -

recoger datos

Uso de gréficos para AyB AyB A _ AyB Todos _ - -

justificar

procedimientos,

supuestos o decisiones

Uso de graficos para A Todos - - Todos A - A -

presentar resultados

IV.2.1. Resultados del analisis
En este apartado hemos realizado un analisis estructural de los modelos

presentados a través de una herramienta basada en la terna conceptos-

procedimientos-lenguajes.

De este analisis podemos sefalar
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conclusiones que complementan las ya apuntadas en el analisis del proceso de

modelizacion realizado en el apartado anterior.

En las tareas “La sombra en el patio de recreo”, “Un nuevo comedor”, “La
desaparicion del portatil” y “El parque de atracciones” podemos encontrar
diferencias respecto a los conceptos y procedimientos utilizados entre unos
grupos y otros. Estas diferencias se deben a los planteamientos derivados de
su comprension inicial de la situacion, no siempre coincidentes. Asi, en “La
sombra en el patio de recreo”, aunque los tres grupos se plantean escoger el
tipo de arbol mas adecuado para plantar en el patio, solo el grupo A da a este
problema un enfoque matemético que le lleva a utilizar como procedimiento de
resolucién el uso de modelos geométricos a escala. El grupo A se plantea,
ademas, el problema de la disposicion de los arboles en el patio, asociado al
concepto de distribucion 6ptima. En “Un nuevo comedor”, los grupos A y B
tienen en cuenta aspectos como la forma y dimensiones de mesas y bandejas
(el grupo C utiliza las formas y dimensiones de las mesas y bandejas que hay
en ese momento en el comedor y no se plantean el poder cambiarlas) y que
afectaran al numero de comensales. En “El parque de atracciones”, los grupos
A y B disefian una ruta que recorre las principales atracciones del parque y
calculan el tiempo que les llevara realizar la visita en funcion de esta ruta.
Utilizan pues el concepto de ruta 6ptima, concepto que no aparece en la
resoluciéon de los grupos C y D. En “La desaparicién del portatil”, el grupo B
utiliza el concepto de intervalo como tipo de solucién mas “realista”, segun su
opinion, estimando un tiempo minimo y un tiempo maximo para encontrar el
portatil desaparecido, mientras que la solucién que da el grupo A es un Unico
namero. Ademas de estas diferencias, hemos apreciado también que los
grupos que han realizado una seleccion mas fina y exhaustiva de las variables
relevantes en la resolucion de su tarea (grupo A en “El parque de atracciones”
y grupo A en “La desaparicion del portatil’) han obtenido un modelo mas rico,
en el sentido de generalizable y reutilizable, que aquellos grupos que han
realizado una simplificacion excesiva de la realidad (grupos C y D en “El parque
de atracciones” y grupo B en “La desaparicion del portatil”). De este modo, las
dos primeras transiciones del ciclo, comprension y formulacion del problema y

simplificacion y eleccién de variables en la realidad, asociadas en nuestras
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conclusiones del apartado anterior a las competencias de Plantear problemas y
Pensar matematicamente, han posibilitado en estas tareas poner en juego una
red de conceptos interrelacionados mas compleja y rica que en las restantes
tareas (ver Tablas IV.3 y I1V.4).

En “Cordones” apenas han existido diferencias sustanciales entre unos grupos
y otros en cuanto a los conceptos y procedimientos utilizados. Si que las
encontramos en “La carrera”, donde el grupo A utiliza el concepto de funcion y
una sucesion de intervalos encajados en su resolucion, no utilizados por el

grupo B.

En las tareas basadas en las MEAs las diferencias en cuanto a los
procedimientos utilizados se encuentran casi exclusivamente en la forma de
establecer un peso especifico a cada variable segun su importancia, bien

mediante un factor correccion, bien mediante un porcentaje.

Si nos centramos en el lenguaje grafico, es en las tareas relacionadas con
conceptos geométricos (‘La sombra en el patio de recreo”, “La carrera” y
“Cordones”) donde hemos visto un mayor uso de esquemas y dibujos (ver
Tabla IV.5). Estos gréficos han servido para recoger los datos que después se
utilizaran en distintos calculos (como el célculo del area del patio en “La sombra
en el patio de recreo”) o para justificar la aplicacion de determinados
procedimientos (como el Teorema de Pitagoras en “Cordones” y “La carrera”).
Hemos detectado también el uso de gréaficos para presentar los resultados
obtenidos (especialmente en “Un nuevo comedor” y “Cordones”, cuya solucion
final tiene caracter geométrico). En las MEAs, solo el grupo A en “Habitos de
estudio” ha recurrido a graficos (un diagrama de barras) para presentar sus

resultados.

Hemos detectado un mayor uso del lenguaje formal (algebraico o pre-
algebraico) en las tareas que presentan en su enunciado una pregunta mas
abierta (“La sombra en el patio de recreo”, “Un nuevo comedor’, “La
desaparicion del portatil” y “El parque de atracciones”). Deducimos que la
formulacién de una pregunta cerrada en el enunciado no motiva al alumno, en
la mayoria de los casos, a ir mas alla en su respuesta: solo con los célculos
aritméticos se puede dar una solucion a la pregunta concreta planteada. En las
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tareas con una pregunta abierta no hay una conclusion tan clara al problema,
sino que éste se finaliza, bien por el factor tiempo, bien porque el alumno se
siente satisfecho ya con la solucion obtenida y la considera adecuada. Esto ha
posibilitado que algunos grupos hayan ido mas alla del lenguaje literal y
aritmético, construyendo modelos propios mediante el uso del lenguaje
algebraico y pre-algebraico, segun su grado de competencia en el uso de
simbolos y formalismos matematicos. Son modelos generalizables y
reutilizables, entre los que podemos destacar los realizados por el grupo A en
“La sombra en el patio de recreo”, el grupo A en “La desaparicion del portatil” y

el grupo A en “El parque de atracciones”.

En las tareas basadas en las MEAs los alumnos disefian un sistema de
puntuacion a partir del cual tomar decisiones y responder a la pregunta
planteada en el enunciado, tanto mas rico cuanto mas facilmente reproducible y
reutilizable resulte. Asi, aunque algunos grupos si que han asignado pesos
para reflejar la importancia de unas variables sobre otras (grupos Ay C en “El
mejor colegio” y grupo B en “Habitos de estudio”), ninguno plantea la
construccion de un modelo formal para presentar su sistema de puntuacion.
Como contraste entre las producciones de los diferentes grupos en estas
tareas tenemos, en “El mejor colegio”, el sistema disefiado por el grupo C, que
unifica la escala para todas las variables consideradas y les otorga un peso
especifico, en forma de porcentaje, frente al utilizado por el grupo B, donde se
dan escalas diferentes para cada variable, segin su importancia, de una
manera un tanto arbitraria y dificilmente reutilizable (para méas detalle revisar el
Anexo XIV). Dentro de las MEAs, la tarea “Seleccion de personal” es la que ha
propiciado unos modelos mas pobres en cuanto a los procedimientos
utilizados. Los distintos grupos no han ido més all4 de la construccién de la
tasa euros por hora y la obtencion de medias de esta tasa, y no han tenido en
cuenta la importancia de los meses o periodos de trabajo (mediante la
asignacion de pesos, por ejemplo) en el disefio de sus sistemas de puntuacién

de los empleados.
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Una vez realizado el analisis de las producciones de los alumnos, desde el
proceso de resolucion hasta el modelo final presentado, vamos a analizar la

actuacion del profesor como gestor de la actividad modelizadora en el aula.

IV.3. Gestion de la actividad modelizadora en el aula

Como hemos visto en el apartado 11.5, la introduccion de una actividad de
modelizacion en el aula implica un cambio de rol del profesor y del alumno,
especialmente si se viene de una ensefianza tradicional, como ocurre en
nuestro caso. Segun Blomhgj y Jensen (2006), esto puede suponer una
dificultad afiadida a la del propio proceso de resolucion de la tarea: compaginar
la necesidad de que el alumno sea autbnomo y tome sus propias decisiones,
con que estas decisiones sean correctas y le lleven a desarrollar con éxito la
actividad con la minima ayuda del profesor. Como resultado de nuestra
investigacion, proponemos el uso del debate como elemento fundamental para
superar este tipo de dificultades, tal y como recogimos en Gallart, Ferrando y
Garcia-Raffi (2015), diferenciando dos tipos de debates: el debate intragupo,
entre alumnos del mismo grupo y entre estos y el profesor, durante las
sesiones de trabajo en el aula; y el debate intergrupo, entre alumnos de
distintos grupos, moderados por el profesor, durante la sesion final de
exposicion. En este apartado vamos a analizar en mas detalle los distintos
roles que el profesor asume durante la actividad modelizadora. Para ello nos
centraremos en el proceso completo de resolucion de un Unico grupo a modo
de ejemplo representativo de lo que ocurre en el aula, lo que nos permitira
profundizar en nuestro propdsito y tener una visibn mas precisa de su

actuacion.

Seleccionamos una de las tareas mas abiertas propuestas en la experiencia,
“‘La desaparicion del portatil’, realizada, de forma independiente, por dos
grupos (A y B, cuyo proceso de resolucién puede verse en el Anexo IX), de los
gue se seleccion6 uno de ellos (el grupo A) para su seguimiento exhaustivo.

Durante las tres sesiones de trabajo en el aula el profesor grabd en audio las
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conversaciones mantenidas con los tres miembros del grupo A. También se
grabd, en audio, el debate que mantuvieron con el grupo B durante la sesion de
presentacion final. La transcripciébn completa de estas grabaciones puede verse

en el Anexo XVI.

En los siguientes apartados mostraremos y analizaremos extractos de estas
intervenciones para los dos tipos de debates identificados: el debate intragrupo
y el debate intergrupo. Con el término “debate intragrupo” entendemos aquellos
procesos de comunicaciéon que se producen entre los miembros del grupo
cuando exponen, consensuan o reflexionan sobre su proceso de resolucion,
durante las sesiones de trabajo en el aula (ver apartado 111.7.2), y en el que el
profesor puede participar, bien porque se solicita su ayuda o bien porque
simplemente se acerca a interesarse por la marcha de su trabajo. Con el
término “debate intergrupo” entendemos aquellos procesos de comunicaciéon
gue se producen con otros alumnos, especialmente con los miembros de otros
grupos que han realizado, de forma independiente y autbnoma, la misma tarea,
durante la sesion de exposicion publica (ver apartado 111.7.3), y en el que se

intercambian ideas y se contrastan soluciones y estrategias.

Para analizar la transcripcion de estos debates nos hemos basado en la
terminologia y el formato utilizado por Morera (2013) en su analisis de las
actuaciones docentes durante la resolucion de problemas de semejanza en
gran grupo, que incluye una breve descripcion de la intervencion del profesor y
la participacion de los alumnos, y los objetivos de esta intervencion. Incluimos
en nuestro analisis una caracterizacion del rol asumido por el profesor en su
actuacion, segun los modelos teoricos propuestos en el apartado 111.6.1,
basados en Burkhardt (2006). No se analiza la presentacion de la actividad ni
se incluyen las intervenciones del profesor relativas al orden y la disciplina (por
otra parte, apenas existentes), centrdndonos en las tres sesiones de resolucion

y la presentacion final.

A continuacién procederemos a analizar la actuacion del profesor en el debate
intragrupo durante el proceso de resolucion del grupo A en “La desaparicion del
portatil”.
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IV.3.1. El debate intragrupo

En la tarea “La desaparicion del portatil” se pide a los alumnos que disefien un
plan de busqueda y calculen cuanto tiempo les llevar4 encontrar el portatil
perdido. A continuaciébn mostraremos extractos de las actuaciones del profesor

con el grupo A durante las tres sesiones de trabajo en el aula.

Primera sesién de trabajo en el aula

Transcurridos unos 15 minutos de esta primera sesion, el profesor se aproxima
a la mesa en la que se encuentran trabajando y decide intervenir

preguntandoles por el estado actual de su proceso de resolucion.

En la Tabla IV.6 mostramos un extracto del debate acontecido durante esta
sesion, en el que el profesor pregunta a sus alumnos sobre como estan

organizando su trabajo, en [1].

Tabla IV.6. Extracto del debate intragrupo durante la primera sesion

Transcripcion Interpretacion
1| P | ¢Cbmo lo estéis organizando todo? Intervencion: Rol:
Invitacion a la Observador

participacion

2 | Al | Las tres personas van a todas las aulas. Participacion:
A2 | Van juntos. Exposicién de sus
4 | Al | Hay que saber el nimero de aulas, suposiciones y
l6gicamente. conjeturas

5 | A2 | La media de los alumnos para saber cuantas
mesas hay, por ejemplo... o sea en cada

aula.

6 | Al | El tamarfio del objeto porque... bueno, es un
ordenador... [risas de sus compafieros] vale,

vale.
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Entendemos que la intervencion del profesor en esta fase inicial debe dar pie a
que los alumnos verbalicen sus conjeturas y suposiciones con el fin de
documentar su proceso de resolucién, adoptando el papel de “observador”. En
el episodio que estamos analizando a modo de ejemplo, el profesor, en [1],
interviene con este propodsito. Los alumnos le detallan sus supuestos (los tres
irdn juntos en la busqueda) y las variables que han seleccionado (nUmero de

personas que buscan, nimero de aulas, mesas y casilleros por aula).

En el siguiente extracto, Tabla IV.7, los alumnos piden consejo al profesor.

Tabla IV.7. Extracto del debate intragrupo durante la primera sesion

Transcripcién Interpretacion
16 | P | ¢Alguna idea mas... de qué hacer? ¢Alguna | Invitacion a la Rol:
variable mas? participacion Observador
17 | A1 | Una ecuacioén en plan... con todo... Exposicion

18 | A3 | Una gréfica.

19 | Al | ¢Se puede hacer grafica con 15 cosas de Peticién de
estas? [se refiere a las ideas clave que han | aclaracién
seleccionado: mesas, casilleros, nimero de

aulas].

20 | P | Nolo sé. No se lo qué vais a hacer o dejar Aclaracion Rol: Asesor

de hacer.

21 | Al | Pues todo. Es que es muy raro esto. No se Exposicion

puede [se refiere a resolver el problema).

22 | A2 | Si que se puede...

23 | P | Pero vamos a ver. Hay que olvidarse un Explicacién Rol: Asesor
poco... Tu me estas hablando de una

gréafica, me estas hablando de las gréficas
funcionales, y las graficas funcionales solo

tienen en cuenta dos variables...

24 | Al | Ya Asentimiento

Como “asesor”, el profesor debe aclarar las dudas de los alumnos y
aconsejarles, si asi se lo demandan. Durante este episodio la discusion gira en

torno a las creencias que tienen los alumnos sobre las mateméticas y sus
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aplicaciones. Se observa como quieren aplicar los conocimientos matematicos
que acaban de aprender en la clase tradicional (funciones y gréaficas). El
profesor intenta aclarar sus dudas, invitindoles a reflexionar sobre los
procedimientos matematicos a utilizar. En [19] los alumnos preguntan
directamente al profesor y le plantean sus dudas. En [20], el profesor, como
“asesor”’, les indica que deben ser mas precisos y exponer lo que pretenden
hacer. Finalmente, en [23], les aconseja que no se centren en lo ultimo que han

visto.

Segunda sesion de trabajo en el aula

Esta segunda sesion se realiza dos dias después de la primera, de modo que
los alumnos han podido recabar la informacién y realizar las mediciones y
estimaciones que necesitan para resolver la tarea. Esta parte del trabajo se ha
realizado fuera del aula y sin el control directo del profesor. El profesor se
acerca de nuevo a su mesa y les pregunta por el estado actual de su proceso
de resolucion. El modelo que han construido considera dos Unicas variables: el
namero de aulas, clasificadas en dos tipos, aulas grandes (6) y aulas normales
(36); y el tiempo que se tarda en registrar cada tipo de aula (7 minutos para las
grandes y 5 minutos para las pequefias), que estiman a partir de las
mediciones que han tomado. Es por tanto un modelo limitado a la realidad del
colegio, basado en estimaciones y simples célculos aritméticos. Ademas, y
como se sefala durante la conversacion, no se han tenido en cuenta algunos
aspectos importantes (como el tiempo que se tarda en ir de una aula a otra, o
la ruta Optima para recorrer todas las aulas en el menor tiempo posible). En la
Tabla 1V.8 se muestra un extracto del debate que se genera.
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Tabla IV.8. Extracto del debate intragrupo durante la segunda sesion

Transcripcién Interpretacion
13 | P | ¢Y sienvez de 36 aulas hubieran 20? Invitacién a la Rol: Gestor de
reflexion recursos
14 | A1 | Pues lo mismo, pero en vez de multiplicar Aclaracion

por 36 multiplicas por 20.

15 | P | ¢Y eso, de alguna manera, sabriais como Invitacion a la Rol: Gestor de
plasmarlo... para que alguien, en su reflexion recursos
colegio, por ejemplo, pudiera averiguar
cuanto tardaria? [se refiere al tiempo que

tardarian en registrar el colegio]

16 | A1 | Lo que hemos hecho mentalmente lo Explicacion

escribimos en papel.

El profesor adopta el papel de “gestor de recursos” cuando proporciona a los
alumnos ideas, estrategias y/o procedimientos que no han tenido en cuenta y
que abren nuevas vias de resolucion, o les ayuda a centrar y focalizar el
problema que tratan de resolver. En este episodio el objetivo del profesor es
incitar a los alumnos al uso del lenguaje algebraico para obtener un modelo
mas rico, en el sentido de generalizable y reutilizable, en [13] y [15], pero
intentando no aportar mas informacién de la estrictamente necesaria, de forma

indirecta, a través de la formulacion de preguntas.

Tercera sesién de trabajo en el aula

Esta es la ultima sesién de trabajo en el aula antes de la exposicion final. Los
alumnos empiezan describiendo su resolucién de la tarea, que no dista
demasiado de la aportada en la sesion anterior, basada en estimaciones del
tiempo que se tarda en registrar cada una de las aulas del colegio. Lo que
aportan como novedad es la estimacion del tiempo que se tarda en recorrer el
colegio en una ruta Optima que les lleve a visitar todas las aulas. En la Tabla

IV.9 mostramos un extracto del debate que mantienen con el profesor.
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Tabla 1V.9. Extracto del debate intragrupo durante la tercera sesion

Transcripcion Interpretacion

8 | P | Entonces, ¢qué matematicas utilizais en Peticién de Rol: Asesor

este problema? aclaracion

9 | Al | (Cébmo vas a resolver mateméaticamente el Peticién de

problema? explicacion

10 | P | ¢No se utiliza ninguna? Peticion de Rol: Asesor

aclaracion

11 | A1 | Yo es que aqui en este problema no... Exposicién

12 | P | ¢No ves que sea un problema de Invitacion a la Rol: Gestor de
mateméaticas? reflexion recursos

13 | A1 | No [muy bajito] Asentimiento

14 | P | ¢A27? [pregunta directamente a ese Invitacion a la
miembro del grupo]. participacion

15 | A2 | No [contesta también muy bajito] Asentimiento

16 | P | O sea, ¢,qué os ha parecido entonces el Invitacion a la Rol:
problema? participacion Observador

17 | A1 | Pues nolo sé... jEs que no tiene sentido Exposicion

este problema! [exclama enfadado] Porque
tl cuando vas a buscar algo piensas, a ver,
yo, ¢dénde he estado? Estaba aqui, aqui y
alli. Vas alli, lo primero alli primero. O entras
en un aula y dices, ¢ habéis visto un portatil?

No te pones a buscarlo con matematicas.

En esta sesion el profesor invita a la reflexion y el cuestionamiento del modelo
que le han presentado. Les recuerda la conversacion mantenida con ellos en la
altima sesién. Los alumnos, en [11], muestran sus dudas respecto a la
naturaleza del problema planteado y si se trata realmente de un problema de lo
que ellos entienden por matematicas. Esto les impide ir mas alla de su modelo
aritmeético, basado en estimaciones de tiempo (practicamente igual al
presentado en la sesién anterior). El papel que adopta el profesor en este caso
es el de “asesor”, en [8] y [10], y su objetivo es ayudar a los alumnos, a través
de la formulacion de preguntas, a superar este bloqueo propiciado por sus
creencias sobre lo que tiene que ser un problema de matematicas. En [12],

como “gestor de recursos” intenta que los alumnos se centren en las
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matematicas que hay tras el problema. Los alumnos, en [17], exponen su
opinion respecto a la tarea, volviendo a la situacion inicial de partida. Para ellos
la realidad no puede ser abordada matematicamente, y eso supone una

dificultad afiadida a la del propio problema.

En el siguiente apartado analizaremos la actuacion del profesor durante el
debate intergrupo, en la sesion de presentacion final de los trabajos realizados

por los grupos Ay B en “La desaparicion del portatil”.

IV.3.2. El debate intergrupo

La finalidad de la exposicion publica de los trabajos es posibilitar su validacion
mediante el contraste de opiniones. Es precisamente este contraste el que
fundamenta y da pie al debate intergrupo. Para analizar este debate,
describiremos, brevemente, cuales fueron las resoluciones presentadas por los

dos grupos y que pueden verse, de forma mas completa, en el Anexo IX.

El grupo A presenta un nuevo modelo algebraico de resolucion, distinto a sus
resultados previos basados en estimaciones y operaciones aritméticas (ver
Figura 1V.42). Este modelo supone una clara mejora con respecto al expuesto
en la segunda y tercera sesion. Se definen claramente las variables relevantes
(nimero de personas que buscan, distancia recorrida, nUmero de escondrijos,
etc.) que se relacionan en una férmula algebraica que permite obtener el
tiempo total de busqueda. Es reutilizable y generalizable a otras situaciones y
su disefio demuestra un mayor dominio del lenguaje matematico. Utilizando su
férmula y a partir de los célculos y estimaciones que han realizado, han llegado
a un resultado: son necesarios 58 minutos para encontrar el portatil. Ademas,
muestran, mediante un ejemplo, cobmo aplicar su modelo en un lugar distinto al

colegio.
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TT=[Hx(ExT)]/N+D/V

Donde:

TT : tiempo total de encontrar el objeto

N: numero de personas que buscan= 3

H: numero de habitaciones= 43

T: tiempo medio que tardamos en registrar los escondrijos= 5 segundos/escondrijo
E: N° de escondrijos por clase= 40

D: distancia total del recorrido en metros= 1200 m

W velocidad de desplazamiento= 2 metros/segundo

TT=[Hx{EXT)]/N+D/V=[43(40 x 3)] /3 + 1200/ 2= 3466 segundos= 58 min aprox.

Figura IV.42. Formula general disefiada por el grupo A para calcular el tiempo

de busqueda, incluida en su presentacion final

El grupo B presenta un modelo pre-algebraico (ver Figura 1V.43). Calculan un
tiempo méaximo y un tiempo minimo para encontrar el portatil. La solucion que
aportan es pues un intervalo de tiempo: entre 18 y 49 minutos. Ambos grupos

incluyen ademas unas rutas 6ptimas de busqueda.

*Dados los calculos hechos *Dados los calculos hechos

Sumando: el tiempo de tardanza de registrar las Sumando: el tiempo de tardanza de registrar las
. clases + el tiempo entre clase y clase + la subida
clases + el tiempo entre clase y clase .
de los pisos
—
[E—

18 min aprox

49 min aprox

Figura IV.43. Expresiones utilizadas por el grupo B para calcular el tiempo

minimo y maximo de busqueda, incluidas en su presentacion final

Finalizada la presentacion de ambos grupos, se inicia un debate, en el que
exponen por qué consideran que su modelo es mejor. En la Tabla IV.10
mostramos un extracto de este debate intergrupo e identificamos dos nuevos

roles del profesor, no incluidos en el trabajo de Burkhardt (2006).
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Tabla 1V.10. Extracto del debate intergrupo durante la sesion de exposicion

Transcripcién Interpretacion

37 | P | Pero, ¢hay mucha diferencia entre lo Invitacién a la Rol: Moderador
vuestro y lo suyo? [se dirige a los alumnos | reflexion
del grupo A]

38 | B1 | No porque... o sea, yo me he dado cuenta | Explicacion
gue aproximadamente da lo mismo [se
refiere al resultado méximo dado como
solucién por su grupo, 49 minutos, y el
dado por el grupo A, 58 minutos].

39 | P | Conrespecto al tiempo si, lo cual puede Explicacion Rol: Experto
suponer que no era descabellado ni lo
vuestro [refiriéndose al grupo B] ni lo

vuestro [refiriéndose al grupo A], os vais 9

minutos...

40 | P | ...pero me refiero a la férmula, respecto a Invitacién a la Rol: Moderador
cdmo manejais las variables... reflexion.

41 | Al | Lo mismo, muy parecido, solo que Explicacién

nosotros hemos tomado unas cuantas
variables mas y las hemos agrupado en

una férmula, pero...

42 | A2 | Hemos hecho todo un poco méas general.

En efecto, durante el debate intergrupo, el profesor debe conducir y moderar el
debate hacia los aspectos mas relevantes del proceso de modelizacion. Esto
nos lleva a definir un nuevo rol del profesor: el rol de “moderador’, que
identificamos en este episodio en [37]. Aqui, el profesor, como “moderador”,
invita a los alumnos de ambos grupos a que reflexionen sobre las diferencias
entre sus modelos y las soluciones obtenidas a partir de ellos. Posteriormente,
en [39], expone su parecer respecto a los resultados de ambos grupos,
completando la informacion presentada. Esta intervencion se corresponde a un
nuevo rol, que hemos definido como “experto”. En [40], de nuevo como
“‘moderador”, centra el debate en el aspecto formal del modelo presentado por
el grupo A. En el contraste de los dos procesos de resolucion propuestos se

pone de relieve la importancia de un modelo algebraico (y generalizable) frente
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a un modelo aritmético (y por tanto dificilmente reutilizable), asi como el tipo de

solucién mas adecuada (un Unico valor numérico o un intervalo).

En la siguiente tabla mostramos otro extracto de este debate intergrupo.

Tabla IV.11. Extracto del debate intergrupo durante la sesion de exposicion

Transcripcion Interpretacion

54 | P | La Unica diferencia es el nimero de Recapitulacion Rol: Experto
personas que buscan, que eso no lo
habéis tenido en cuenta, ellos si lo ponen

como variable [refiriéndose al grupo A].

55 | B2 | Pero yo lo que no entiendo es que si ellos | Peticidon de
buscan tres y nosotros buscamos uno, aclaracion
como es que da practicamente el mismo
tiempo. O sea, lo habéis dividido entre las
tres personas... entonces os costaria el

doble [se dirige a los alumnos del grupo B].

56 | Al | Un tercio. Aclaracion

57 | B2 | Ya, pero si lo hiciera una persona os Peticién de
costaria el triple. aclaracion

58 | Al | Si. Asentimiento

En este episodio el profesor asume el rol de “experto”, en [54]. Sefala y pone
de relieve aquellos aspectos del modelo construido por el grupo A que el grupo
B no ha tenido en cuenta (en esta ocasion la inclusion de la variable “numero
de personas que buscan”), poniendo de nuevo en valor la resolucion del grupo

A frente a la del grupo B.

Durante este debate intergrupo hemos identificado dos nuevos roles del
profesor y que tienen que ver con las especiales caracteristicas y objetivos de
este debate: por un lado fomentar que los alumnos expongan sus procesos e
intercambien sus distintos puntos de vista al respecto, conduciéndolos hacia los
aspectos matematicos del mismo, lo que el profesor procura en el papel de

“‘moderador”; por otro, emitir juicios sobre la validez de los resultados o los
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procesos seguidos, especialmente a través del contraste entre los procesos o
modelos construidos por grupos distintos, para lo que el profesor adopta el

papel de “experto”.

IV.3.3. Resultados del analisis

En el debate intragrupo los alumnos establecen sus estrategias de resolucion a
través del consenso. Durante estos debates el profesor asume el papel de
“observador” para poder documentar y diagnosticar el estado de su proceso de
resolucién, pidiendo a los alumnos que verbalicen y expongan sus ideas. En
caso de dudas, desavenencias o0 bloqueos, el profesor asume otros papeles
distintos: “gestor de recursos”, promoviendo la exploracion de nuevas vias de
resolucién; o “asesor”, respondiendo a sus preguntas. Estas intervenciones se
hacen, como hemos visto, de forma indirecta, a través de la formulacion de

preguntas que sugieren, pero no imponen, una determinada direccion.

Las discusiones mostradas en los episodios utilizados como ejemplos se
centran en diferentes aspectos del proceso de modelizacion: la simplificacion
de la realidad y la seleccion de variables (ver Tabla IV.6, en la primera sesién
de trabajo), con el profesor como “observador’; las matematicas necesarias
para su resolucion (ver Tabla IV.7, también durante la primera sesion), con el
profesor como “asesor”; y la formalizacion de los modelos y su reutilizacion (ver
Tabla IV.8, en la segunda sesion), con el profesor como “gestor de recursos”.
El andlisis del debate intragrupo también nos ha permitido identificar otros tipos
de discusion, referidos a lo que los alumnos consideran que debe ser un
problema de matematicas y la propia naturaleza de las tareas de modelizacion

propuestas (ver extracto de la tercera sesion, Tabla 1V.9).

Ya en la exposicion publica, el profesor conduce el debate intergrupo hacia
aguellos aspectos que considera mas relevantes. El profesor, en su rol de
“‘moderador”, alienta a que este debate se apoye en argumentos matematicos y
no se base, Unicamente, en criterios de gusto u opinién, ayudando a los

alumnos, como “experto”, a reflexionar sobre aspectos propios del proceso de
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modelizacion o de las matematicas involucradas (tal y como se observa en el
episodio mostrado en Tabla 1V.10). Asimismo, en su rol de “experto”, emite
juicios sobre la validez de los resultados y los procesos matematicos seguidos,
completando la informacion proporcionada, y contrastando los modelos
construidos por los diferentes grupos (en Tabla 1V.11). Este debate puede
posibilitar también la propia validacién del proceso, a través de la aceptacion
social de la solucion entre iguales y no solo por la aceptacion del profesor. El
establecimiento del nivel de adecuacion de unas soluciones frente a otras
puede ser abordado mediante este debate de ideas. De esta forma, el debate
basado en argumentaciones, tanto matematicas como no-matematicas, como
hemos podido ver, permite generar conocimiento contrastado entre los

alumnos.

Finalmente, el papel ultimo del profesor es posibilitar que estos dos tipos de
debates, el intragrupo y el intergrupo, se den, promoviendo la participacion

activa, la reflexion y el pensamiento critico de sus alumnos.

En el siguiente y dltimo apartado de este capitulo nos centraremos en el

andlisis estadistico de los resultados del test de competencias.

IV.4. Andlisis de los resultados obtenidos en el test de competencias

En el curso 2012-13, se pasoé el test de competencias descrito en el apartado
[11.4 a los 55 alumnos que iban a participar en la actividad. Una vez concluida la
experiencia se les volvid a pasar el mismo test (un mes después del primero).
Finalmente dos alumnos no pudieron completar los dos test, por lo que no se
incluyen en el analisis. Se pas6 también el pre y el postest a un grupo de
control, formado por 18 alumnos, al mismo tiempo que al grupo experimental. A
continuacion analizaremos cuantitativamente si la implementacion de esta
actividad basada en tareas de modelizacion modificaba positivamente la
alfabetizacibn matematica, en el sentido planteado por el informe PISA,

contrastando los resultados obtenidos por ambos grupos en el test. Los
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resultados de este analisis también pueden verse en Gallart, Ferrando y
Garcia-Raffi (2014).

Para el analisis de los resultados del test se utilizd el programa SPSS. Se
calcularon inicialmente los estadisticos descriptivos basicos tanto para el
pretest como para el postest, en el grupo experimental y en el de control: la
media como medida de tendencia central y la desviacién estandar como

medida de dispersién (ver Tabla IV.12).

Tabla IV.12. Estadisticos descriptivos generales

N | Media | Desv. Tipica
Pretest
G. Experimental | 53 | 7,42 3,171
G. Control 18 | 8,48 4,236
Postest
G. Experimental | 53 11,28 3,505
G. Control 18 | 10,44 3,568

Antes de realizar los analisis inferenciales se comprobaron los supuestos de
normalidad, test de Kolmovorov-Smirnov (Tabla IV.13), y homocedasticidad,
test de Levene para la igualdad de varianzas (Tabla 1V.14), obteniendo en
ambos un nivel de significacién mayor que 0,05.

Tabla 1V.13. Prueba de Kolmovorov-Smirnov de normalidad para una muestra

Pretest Global | Postest Global

N 71 71
Parametros normales Media 7,76 11,07

Desviacion tipica | 3,491 3,515
Dif. Mas extremas Absoluta ,107 ,116

Positiva ,107 ,116

Negativa -,062 -,083
Z de Kolmovorov-Smirnov ,905 ,981
Sig. asint6t. (bilateral) ,386 ,290
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Tabla IV.14. Prueba de Levene para igualdad de varianzas

F Sig.

Pretest Global Se han asumido 1,276 | ,263

varianzas iguales

Tanto el grupo experimental como el grupo control obtuvieron una puntuacion
mas elevada en el postest (existen diferencias significativas entre las
diferencias medias entre el pre y el postest en los dos grupos, p-valor<0,005).
Sin embargo, la mejora del grupo experimental fue mayor que la del grupo

control, como se observa en la Figura I1V.44.

DifP ostPre

[ I
GC GE

Figura IV.44. Diferencias entre las puntuaciones del pre y del postest en el

grupo control (GC) y el grupo experimental (GE)

Ademas, se aplicaron pruebas paramétricas para comprobar el efecto del grupo
(experimental y control) y el momento de la medicion (pretest y postest) sobre
las puntuaciones. Tomamos una variable intra-sujeto (pre/postest) y otra inter-
sujeto (tratamiento) y realizamos un test ANOVA (ANalisis Of VAriance) Mixto
de ambos factores, para determinar si el tratamiento en el grupo experimental

frente al grupo de control muestra diferencias significativas.
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Tabla IV.15. Factores intra-sujetos. Medida: TEST

Prueba Variable
dependiente
1 TestA

2 TestB

Tabla IV.16. Factores inter-sujetos

Etiqueta de N

valor
Tratamiento 0 | Control 18
Experimental 53

Tabla IV.17. Estadisticos descriptivos

Tratamiento Media | Desv. tipica | N

Pretest Global Control 8,78 | 4,236 18
Experimental | 7,42 3,171 53

Total 7,76 3,491 71

Postest Global Control 10,44 | 3,568 18
Experimental | 11,28 | 3,505 53

Total 11,07 | 3,515 71

Los resultados mostraron un efecto global significativo del factor TEST,
(F(1,69)=57,248; p-valor<0,001) y que no habia un efecto global significativo
del factor Tratamiento. Pero encontramos un efecto de interaccion
TEST*Tratamiento significativo (F(1,69)=9,056; p-valor=0,004), que indica que
las diferencias entre el pre y el postest en el grupo experimental no son de la

misma magnitud que en las del grupo control (ver Tabla IV.18).
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Tabla 1VV.18. Contrastes multivariados

Efecto Valor F Gl dela | Gl del error | Sig. Eta
hipotesis al

cuadrado parcial

TEST

Traza de Pillai 453 | 57,248 | 1,000 69,000 ,000 | ,453
Lambda de Wilks | 547 | 57,248 | 1,000 69,000 ,000 | ,453
Traza de Hoteling | 830 | 57,248 | 1,000 69,000 ,000 | ,453
Raiz mayor de Roy | 830 | 57,248 | 1,000 69,000 ,000 | ,453
TEST*tratamiento

Traza de Pillai 116 |9,056 | 1,000 | 69,000 ,004 | ,116
Lambda de Wilks | 884 | 9,056 | 1,000 | 69,000 ,004 | ,116
Traza de Hoteling | 131 | 9,056 | 1,000 69,000 ,004 | ,116
Raiz mayor de Roy | 131 | 9,056 | 1,000 69,000 ,004 | ,116

Estos resultados reafirmaron nuestra hipétesis de que una ensefianza basada
en tareas de modelizacién repercute significativamente en la mejora de las
competencias necesarias para resolver problemas reales, al menos, en lo que
al corto plazo se refiere (recuérdese que el postest se pasé un mes después

que el pretest).

Como ya sefialamos en Gallart, Ferrando y Garcia-Raffi (2014), la motivacion y
la predisposicion positiva hacia los problemas reales planteados en el test jug6
un papel importante, y dificilmente cuantificable, en la mejora de los resultados
del grupo experimental, frente al desconcierto que pudo suponer para los
alumnos del grupo de control enfrentarse a este tipo de problemas, alejados de
los que se proponen habitualmente en los libros de texto. Tras las dificultades
iniciales al comienzo de la actividad modelizadora (y que pueden verse
reflejadas en el extracto de conversacién que se muestra en la Tabla IV.9), los
alumnos del grupo experimental parecen encontrar sentido (y lo perciben como
algo mas natural) el utlizar su conocimiento matematico para resolver

problemas situados en un contexto real.
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En este capitulo hemos expuesto los resultados del andlisis de los datos
recogidos con las herramientas disefiadas para la investigacion. En el primer
apartado el andlisis efectuado se ha centrado en el propio proceso de
modelizacion, las acciones y las competencias que ponen en juego los alumnos
para transitar a lo largo del ciclo. En el segundo apartado el analisis se centra
en el resultado final, el modelo, analizado a través de los conceptos,
procedimientos y lenguajes utilizados en su construccion. En el tercer apartado
hemos analizado la actuacién del profesor durante la actividad modelizadora de
los alumnos. Finalmente, en el cuarto apartado, hemos realizado un andlisis
cuantitativo de las consecuencias de este trabajo basado en tareas de
modelizacion. Los andlisis efectuados (del proceso y la produccién de los
alumnos, de la actuaciéon del profesor, y de la eficacia de la propia actividad)
pretenden dar respuesta a las preguntas fijadas en nuestra investigacion. En el
capitulo siguiente expondremos las conclusiones y reflexiones finales a las que

hemos llegado tras estos analisis.
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Conclusiones y reflexiones

finales

En el capitulo anterior hemos podido analizar los resultados que nos permiten
dar respuesta a las preguntas de investigacién planteadas: en qué sentido las
tareas de modelizacién posibilitan el desarrollo integrado de las competencias
matematicas de los alumnos, a través del andlisis de su proceso de resolucion
y de su modelo final, en el apartado 1V.1 y IV.2; cdmo se gestiona la actividad
de modelizacion en el aula, a partir del andlisis de las intervenciones del
profesor realizadas en el apartado IV.3; y por ultimo, si la actividad en
modelizacidon repercute positiva y significativamente en la mejora de las
competencias necesarias para resolver problemas reales, a partir del analisis

estadistico efectuado en el apartado 1V.4.

En este ultimo capitulo haremos una exposicién de las conclusiones a las que
hemos llegado en relacion a cada una de las preguntas de investigacion y
expondremos nuestras reflexiones finales. Para ello iremos revisando una a
una las preguntas y articulando las respuestas que, en base a los diferentes

analisis realizados y los resultados obtenidos, podemos darles.
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V.1. ¢En qué sentido las tareas de modelizacién permiten el desarrollo

integrado de las competencias mateméaticas?

Las tareas utilizadas en nuestro trabajo de campo se han disefiado siguiendo
tres perspectivas diferentes: el proyecto LEMA, las MEAs y las PMR. El doble
analisis efectuado mediante nuestras herramientas de investigacion, del
proceso, Tabla IV.1, y del modelo, Tabla IV.2, nos reporta interesantes
conclusiones sobre las posibilidades que ofrecen estas tareas en la ensefianza
de la modelizacion y el desarrollo de las competencias matematicas,

conclusiones gue han sido ya esbozadas en el capitulo anterior.

Como resultado de nuestro analisis, hemos apreciado diferencias en cuanto al
proceso de modelizacion seguido en las nueve tareas implementadas. En las
tareas mas pegadas a la realidad y con una pregunta abierta (“La sombra en el
patio de recreo”, “La desaparicion del portatil”, “El parque de atracciones” y “Un
nuevo comedor”), es necesario un proceso previo de comprensién de la
realidad que lleve a los alumnos a la formulacion de un problema, ofreciendo
una mayor riqueza de planteamientos. Ademas, la situacion de partida requiere
de un proceso de estructuracion y simplificacion para poder abordar el
problema planteado. Tras nuestro analisis, hemos asociado estas acciones con
las competencias en Plantear problemas y Pensar y razonar matematicamente.
El mayor dominio en estas dos competencias, demostrado por algunos grupos
de alumnos, ha permitido poner en juego una mayor variedad de conceptos y
procedimientos interrelacionados, como hemos visto en el andlisis estructural
del modelo. Una selecciéon mas fina y exhaustiva de las variables relevantes,
asociadas a las matematicas subyacentes al problema formulado, y un mayor
dominio de la competencia en Usar simbolos y formalismos, ha posibilitado
también la construccion de modelos mas ricos y formales (grupo A en “La
sombra en el patio de recreo”, grupo A en “El parque de atracciones”, o grupo A
en “La desaparicion del portatil’, como mejores ejemplos), en contraste con
aguellas producciones gue han pecado de una sobre-simplificacién (como las
de los grupos C y D en “El parque de atracciones”). La situacion original de

partida en estas tareas no solo permite un mayor nivel de complejidad en
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cuanto a las posibles vias de resolucion, sino que juega también un papel
importante en el proceso de validacion. Las soluciones se consideran
adecuadas si son “realizables”, “razonables” o “no son descabelladas”, de
acuerdo a la experiencia del resolutor y la realidad en la que se enmarcan. Por
otra parte, se finalizan cuando se considera que se ha llegado a una solucion
razonable, aparentemente sin contradicciones, o bien a causa de las
limitaciones de tiempo, lo que no agota el problema, pues este puede seguir
enriqueciéndose con el planteamiento de nuevos sub-problemas (caso del
grupo A en “La sombra en el patio de recreo”, con la distribucion optima de los
arboles en el patio, o del grupo A en “El parque de atracciones”, con su ruta
personalizada). De este modo, este grupo de tareas ha requerido un recorrido
completo y significativo del ciclo de modelizacion (especialmente en las
producciones mas originales y ricas), poniendo en juego las competencias
matematicas asociadas a las acciones necesarias para la transicion entre sus

fases.

En las restantes tareas (‘La carrera”, “Cordones”, “Habitos de estudio”,
“Seleccion de personal” y “El mejor colegio”), que incluyen una pregunta mas
directa y cerrada en su enunciado, la compresion y formulacion del problema
es inmediata. En “La carrera” y “Cordones”, la situacién real de partida presenta
una complejidad menor (se incluyen fotografias en su enunciado que ayudan a
su comprension), siendo esencial la identificacién de los elementos clave (el
triangulo rectangulo) sin los cuales el problema no puede ser resuelto
matematicamente. Por otra parte, la finalizacion de estas dos tareas resulta
para los alumnos mas evidente, con una solucién numérica concreta que agota
el problema, resultando mas cercanas al tipo de problemas a los que estan
habituados en las clases tradicionales. La validacion se produce por la
adecuacion de los procesos matematicos seguidos, y, en el caso de las tareas
basadas en las MEAs, por la aceptacion de todos los miembros del grupo de
los criterios de seleccidn y categorizacion de las variables. Asi, en este
segundo grupo de tareas, cobra especial relevancia las acciones mas
relacionadas con el mundo de las matematicas y la construccion del modelo
(matematizacién y resolucion matematica) y las competencias asociadas a

estas acciones, Representar (especialmente en “La carrera” y “Cordones”, para
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justificar el uso del Teorema de Pitagoras), Usar simbolos y formalismos
(manejo de tablas en las MEAs, formulas y construccion de expresiones
algebraicas propias, en el grupo A en “La carrera” y el grupo A en “Cordones”),
y Resolver problemas. No es por tanto de extrafiar que los alumnos en estas
tareas hayan precisado de menos tiempo para su resolucion que en las tareas
mas abiertas, especialmente cuando los grupos de alumnos han introducido
mayores niveles de complejidad, como es el caso del grupo A en “La sombra en

el patio de recreo”, por ejemplo.

Como resultado de nuestro analisis, nuestra herramienta de investigacion
(Tabla 1V.1), con la inclusion de las competencias, podria quedar finalmente
configurada tal y como se ilustra en la Tabla V.1, donde la competencia en
Modelizar adquiere un caracter especial y diferenciador: el de meta-

competencia, que aglutina y da soporte al resto de competencias matematicas.

Respondiendo a nuestra primera pregunta de investigacion, diremos que, en
general, las tareas de modelizacién posibilitan el desarrollo integrado de todas
las competencias matematicas, tal y como se describe en la Tabla V.1, con la
competencia en Modelizar como competencia aglutinadora y que da soporte a
las demas, pues requieren para su resolucién de todas las acciones asociadas
a la transiciones del ciclo de modelizacion. Las tareas mas estructuradas y que
cuentan en su enunciado con preguntas mas cerradas se centran mas en las
acciones relacionadas con la construccion y resolucion matematica del modelo,
y por tanto en las competencias asociadas con estas acciones. De este modo,
nuestro analisis nos permite obtener una caracterizacion metodolégica de lo
gue seria una tarea de modelizacién abierta o cerrada. Por un lado, las tareas
abiertas permiten un recorrido completo y significativo de todas las fases del
ciclo de modelizacién, mientras que en las tareas cerradas se hace un recorrido
parcial del mismo, en el que no se incluyen las fases iniciales. En el primer
grupo de tareas la pregunta inicial es abierta y en consecuencia, como hemos
visto, los grupos de alumnos formulan diferentes sub-problemas que derivan en
planteamientos distintos. En el segundo grupo de tareas el problema esta
mucho mas definido, y en consecuencia, las diferencias entre unos grupos y

otros se observan en los procedimientos de resolucion matematica utilizados, y
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no en los planteamientos iniciales. Estas diferencias entre un grupo de tareas y
otro parten inicialmente de su propio disefio, pero nuestro analisis ha mostrado
que el hecho de que en las tareas mas cerradas no estén incluidas las fases
iniciales del ciclo no tiene implicaciones en el recorrido y la consiguiente

activacion de competencias en las restantes fases del ciclo.

Como conclusion final, las tareas menos abiertas del segundo grupo pueden
estar mas indicadas para trabajar con alumnos sin experiencia en
modelizacion, ya que hacen especial hincapié en las acciones mas
relacionadas con las matematicas, lo que puede hacer mas facil la transicion
desde una ensefianza tradicional a una enseflanza basada en tareas de
modelizacion. El contraste entre lo que los alumnos entienden por un problema
de matematicas y la propia naturaleza de las tareas de modelizacion
(especialmente en las mas abiertas) es una de las dificultades con que nos
hemos encontrado durante nuestro trabajo de campo (como queda reflejado en
el debate mantenido entre el grupo A y el profesor en “La desaparicion del
portatil”) y este tipo de tareas pueden resultar, en este sentido, mas asumibles
por los alumnos. De esta forma, y a la hora de establecer una secuencia
didactica como introduccién a la modelizacién, utilizariamos primero las tareas
cerradas, que pueden ser resueltas en una Unica sesion, para pasar después a
tareas mas abiertas. Estas Ultimas tareas serian por tanto mas adecuadas para
alumnos que tienen ya cierta experiencia en modelizacidén, con el objetivo de
trabajar de manera mas global y completa todas las competencias
matematicas, con la competencia en Modelizar como soporte de todas ellas, y

deben ser vistas como auténticos proyectos de aula, de mayor duracion.

Finalmente, como profesor que lleva a cabo una actividad de aula hemos
realizado también un proceso de evaluacion y calificaciébn de los trabajos
presentados por los distintos grupos (que mostramos en el Anexo XVII) segun
la rdbrica planteada en el apartado 111.9, evaluacién en la que se consideran

también algunos de los aspectos destacados en el doble andlisis efectuado.
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Tabla V.1. Andlisis competencial de las tareas de modelizacion

Competencia Pregunta Accién Ciclo
Blum
y Leil
Plantear ¢, Se formula un problema | Comprender la situacién en la que se
problemas gue pueda dar respuesta, enmarca la tarea, tomando 1
total o parcial, a la decisiones, elaborando hipétesis y
situacién original supuestos que lleven al planteamiento
propuesta? de un problema o sub-problemas.
Pensar y ¢ Se establece una Simplificar y seleccionar los
razonar correspondencia entre los elementos y relaciones relevantes, 2
elementos de la realidad y identificando las matematicas que
M los del modelo subyacen en la realidad.
0 matematico?
D | Representar ¢ Se usan Utilizar representaciones (graficos,
E representaciones? dibujos, esquemas,...) para codificar 3,5
L la realidad en términos matematicos e
I interpretar los resultados obtenidos.
z Usar ¢ Se utiliza el lenguaje Utilizar el lenguaje formal y simbdlico
A | simbolosy matematico? para codificar la realidad en términos | 3 4 5
R | formalismos matematicos, resolver el problema, e
interpretar los resultados obtenidos.
Resolver ¢ Se utilizan Trabajar con las herramientas y
problemas procedimientos y procedimientos mateméticos 4
herramientas necesarios para resolver el problema
matematicas para planteado.
resolver el modelo
planteado?
Argumentar | ¢Se dan argumentos que | Validar las soluciones matematicas en
justifiquen el proceso de la realidad, reflexionando sobre el 6
resolucién seguido y la modelo utilizado y llegando a
adecuacion de los conclusiones razonadas.
resultados obtenidos a la
situacion real?
Comunicar ¢, Se comunica de forma Debatir y comunicar, tanto dentro
oral y escrita el proceso | como fuera del grupo, todo el proceso 7

de resolucion de forma
que resulte

comprensible?

de modelizacién seguido y los

resultados obtenidos.
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En el siguiente apartado trataremos de dar respuesta a la segunda pregunta de

investigacion.

V.2. ¢Qué implicaciones tiene la introduccion de las tareas de

modelizacién en las actuaciones del profesor?

El trabajo en modelizacion se ha llevado a cabo con los alumnos trabajando en
grupo, maximizando su independencia y autonomia y minimizando las
intervenciones del profesor, destacando el papel principal del debate como
herramienta para superar los posibles bloqueos y dificultades. La
secuenciacion didactica que hemos seguido ha permitido diferenciar dos
momentos de este debate: el debate intragrupo, durante la resolucion de la
tarea y entre los miembros del grupo; y el debate intergrupo, durante la
exposicion publica de los trabajos y entre distintos grupos de alumnos. En
ambos casos el profesor interviene asumiendo distintos roles. En el apartado
IV.3, hemos analizado estas intervenciones, identificando los roles ya
sefalados en el trabajo de Burkhardt (2006), y definiendo dos nuevos roles

asociados al debate intergrupo: el rol de moderador y el rol de experto.

Durante el debate intragrupo se establecen los mecanismos de comunicacion
entre los miembros del grupo que permiten informar al profesor acerca de sus
progresos Yy dificultades, confrontar los conocimientos matematicos y
experiencias previas de cada uno de ellos, y establecer los consensos
necesarios para poder avanzar en la resolucién de la tarea. La actuacion del
profesor durante este debate gira en torno a tres roles: observador, que
documenta el estado del proceso de resolucion de sus alumnos; asesor, que
resuelve sus dudas; y gestor de recursos, que proporciona nuevas vias de
resolucion y reflexion. Como conclusion podriamos decir que el debate
intragrupo es de exposicion de hipodtesis, establecimiento de consensos, y

recapitulacion de ideas.

Durante el debate intergrupo, los grupos exponen sus producciones frente a la

de los otros grupos, posibilitando una revision critica y comparada. En este
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caso, la actuacion del profesor gira en torno a dos roles: el de moderador, que
conduce y centra el debate; y el de experto, que emite juicios sobre los
procesos Y resultados presentados. Asi, y basandonos en el analisis de estos
roles, diriamos que el debate intergrupo es de confrontacion de ideas,
establecimiento de consensos con otros grupos, reflexion sobre diferentes
propuestas, y andlisis de la calidad de las producciones desde un punto de

vista matematico.

En la Tabla V.2, y a modo de resumen, hemos recogido los roles del profesor
que hemos detectado en nuestro analisis, sefialando el objetivo de su
intervencién, el momento en que se produce, su desencadenante y el tipo de

intervencion.

Respondiendo a nuestra segunda pregunta de investigacion diremos que la
introducciéon de una actividad de modelizacion en el aula supone un
replanteamiento del papel del profesor, especialmente si se viene de una
ensefianza mas tradicional, que tiene como objetivo Ultimo posibilitar e
incentivar el debate entre y con los alumnos, debate que se produce en dos

momentos concretos, el debate intragrupo y debate intergrupo.

Como conclusion final, la caracterizacion del papel desempefiado por el
profesor durante los dos momentos del debate que se recoge en la Tabla V.2
puede servir de ayuda a los profesores a la hora de gestionar una actividad
basada en tareas de modelizacion, especialmente para aquellos profesores
que se introducen por primera vez en la modelizacion y en un tipo de actividad
gue se aleja tanto del modelo tradicional de ensefianza basado en el profesor

como Unica via de transmision del conocimiento.

Por dltimo, trataremos de dar respuesta en el siguiente apartado a la tercera

pregunta de investigacion.
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Tabla V.2. Rol del profesor durante la actividad modelizadora

Papel del Objetivo Momento | Desencadenante Tipo de intervencion
profesor
Observador | Documentar el estado | Debate Iniciativa del Invitacion a la
actual del proceso de | intragrupo | profesor. participacion.
resolucion de los Peticion de
alumnos. aclaracion/explicacion.
Recapitulacién.
Gestor de Proporcionar nuevas | Debate Demanda directa | Establecimiento de
recursos vias de resolucion. intragrupo | de los alumnos o | consenso.
Ayudar a centrar el iniciativa del Invitacion a la reflexion.
problema. profesor.
Asesor Aconsejar y resolver Debate Demanda directa | Aclaracion.
dudas. intragrupo | de los alumnos. Explicacion.
Aconsejar.
Peticion de aclaracion.
Moderador Moderar y conducir el | Debate Iniciativa del Peticion de
debate. intergrupo | profesor. aclaracion/explicacion.
Invitacién a la reflexion.
Experto Emitir juicios. Debate Demanda directa | Exposicion.
Completar la intergrupo | de los alumnos o | Explicacién.
informacion. iniciativa del Recapitulacion.
Comparar los profesor. Establecimiento de

modelos construidos

por grupos distintos.

consenso.

V.3.

cLa enseflanza basada en tareas de modelizacion

repercute

positivamente en el desarrollo de las competencias necesarias para

resolver problemas reales?

Los resultados obtenidos en el test sugieren una mejora significativa de las

competencias necesarias para resolver problemas reales, al menos, y como

seflalamos en el analisis de los resultados del apartado 1V.4, en un periodo

temporal proximo a la realizacion de la actividad, aunque pensamos que

también puede mejorar el desarrollo competencial a largo plazo (y esta seria
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una de las hipotesis a contrastar en un futuro). En la Tabla V.1 hemos expuesto
la manera en que las competencias mateméticas se trabajan durante la
resolucién de una tarea de modelizacién, aunque, tal y como hemos indicado
anteriormente, no se trabajen por igual en todos los grupos ni en todas las
tareas. Otra de las posibles vias de investigacion futura, precisamente, seria
contrastar el desarrollo competencial propiciado por la resolucion de las tareas
mas abiertas, frente a las tareas menos abiertas y complejas.

Como respuesta a la tercera pregunta de nuestra investigacion, diremos que la
ensefianza basada en la resolucion de tareas de modelizacidn puede mejorar
el desarrollo de las competencias matematicas en general, y de modelizacion,
en particular, y dejar una huella mas sensible en los alumnos, siendo la
contextualizacién del pensamiento matematico, a nuestro entender, la principal
razon de dicha mejora. En la modelizacion, la necesidad de un conocimiento
matematico viene a través de la toma de conciencia por parte del alumno de
una necesidad, no de la propia disciplina que estudia, sino de un problema
externo que el alumno debe resolver y que se relaciona directamente con una
realidad que conoce y le concierne. Aunque el alumno necesite, en algunos
casos, ayuda para avanzar, la presentacion de este conocimiento matematico

puede dejar una huella “mas sensible”, ya que nace de un contexto real.

Como conclusion final a nuestra tesis, queremos poner en valor las
herramientas que el analisis de los resultados ha propiciado. Por un lado, la
herramienta de analisis competencial del proceso de modelizacion, Tabla V.1, y
que parte de la herramienta inicial de analisis presentada en la Tabla V.1, que
permite ver de qué manera los alumnos trabajan las distintas competencias
matematicas cuando resuelven una tarea de modelizacion. Por otro, la
herramienta de analisis estructural de los modelos finales construidos por los
alumnos, Tabla IV.4, que permite ver la riqueza de sus producciones a partir de
la terna conceptos-procedimientos-lenguajes utilizados. Finalmente la
herramienta de caracterizacion de los roles que el profesor asume durante el
proceso de modelizacion de sus alumnos, en la Tabla V.2, que puede servir de
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guia a la hora de gestionar una actividad basada en la resolucion de tareas de

modelizacion.
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Anexo |

Tareas de modelizacién utilizadas

La sombra en el patio de recreo

Como os habréis dado cuenta, el picudo ha obligado a talar numerosas
palmeras en el patio central del Colegio, con lo que se nos presenta el
problema de seleccionar nuevos drboles para plantar en su lugar y de esta
manera establecer y mejorar las zonas de sombra de los recreos. Este
problema también se plantea a la hora de disefiar un parque o jardin pdblico.

¢Qué decisiones tomarias td para mejorar la zona de sombra del patio?
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El parque de atracciones

La excursién de fin de curso es al parque de atracciones de Terra Mitica (la
imagen de abajo muestra el mapa del parque, que podeis descargar en
http://www.terramiticapark.com/secciones/elparque/plano-

parque.asp?idioma=_esp a una escala de 1::750), pero necesitamos organizar

bien la visita para aprovechar al mdximo el tiempo. ¢Como lo hariais?

Tener en cuenta que habrd que parar a comer, hacer cola para subir en las
atracciones, recorrer la menor distancia posible, etfc.

mems TEE NIE. OFE Ooc DoE D 00 S, HSE
Qi Tmec Boer WE— O-  Ras Ees
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La desaparicion del portatil

Esta mafiana nos hemos dado cuenta de que ha desaparecido un de los
portdtiles de los que utilizamos en el colegio. Como vuestro grupo fue el
Ultimo que utilizé el portdtil, la directora os ha encargado que dirijdis la
bdsqueda. No hay pista sobre su posible localizacién, salvo que puede
encontrarse en cualquier aula del colegio (salvo el comedor y las cocinas,
donde seguro que no estd). ¢Cémo vais a organizar la blisqueda? ¢Cudnto
tiempo creéis que os llevara el registro del colegio?
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Un nuevo comedor

Actualmente hay un espacio vacio en el Colegio (justo enfrente de/ Comedor
6rande) que pretendemos utilizar como futuro comedor para los alumnos de
infantil. ¢Cudntos alumnos pueden comer en este espacio? ¢Qué decisiones
tomariais respecto a su organizacién?
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Cordones

Existen mdltiples maneras de anudarse los cordones de los zapatos. Entre
las mds comunes estdn la manera europea, la manera americana y la manera
en que los suelen anudar en las zapaterias:

o

/

/

Manera Europea Manera Americana Manera Zapateria

¢Sabriais decir cudl de estas maneras requiere los cordones mds largos, y
cudl los mds cortos? ¢Os atreveriais a conjeturar cudl es, de entre todas las
maneras posibles de anudarse los cordones, la que necesita los cordones
menos largos?
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Hadbitos de estudio

¢Os habéis preguntado alguna vez si estdis estudiando de forma adecuada?
¢Qué cambios deberiais hacer en
vuestros hdbitos de estudio para
mejorar los resultados académicos?
Algunos cuestionarios pueden ayudaros
a detectar si las estrategias que
utilizdis para estudiar son las mds
adecuadas.

A continuacién os exponemos algunas
de las preguntas que aparecen en estos test, asi como los items que sirven
para contestarlas:

e ¢Cudnto tiempo sueles dedicar al estudio cuando llegas a casa después

del Colegio?
Menos de 30| Menos de una | Entre una | Mds de dos
minutos hora hora 'y dos | horas
horas

e (Sueles distraerte cuando estudias?

Nunca o casi | Algunas veces | Bastantes Siempre o casi
nunca veces siempre

e En los libros, apuntes u otro material a estudiar, subrayas en cada

pdrrafo las palabras, datos o frases que te parecen mds importantes

Nunca o casi | Algunas veces | Bastantes Siempre o casi
nunca veces siempre

o (Estudias solo en visperas de un examen?

Nunca o casi| Algunas veces | Bastantes Siempre o casi
nunca veces siempre

e ¢Cudntas veces sueles leer un texto, un enunciado, los apuntes,...?

Solo una vez Dos veces Tres veces Mds de tres
veces

e Procuras que en el lugar de estudio no haya nada que pueda

distraerte, como personas, ruidos, desorden, falta de luz, etc.

Nunca o casi| Algunas veces | Bastantes Siempre o casi
nunca veces siempre
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Como habréis visto en otros cuestionarios que aparecen en revistas o en
internet (test de compaferismo, test de compatibilidad, etc.), cuando
termindis de contestar a las preguntas planteadas, se os otorga una
puntuacion final. Os proponemos que elaboréis, a partir de las preguntas
anteriores (reformulando las que hay o afiadiendo nuevas) vuestro propio
test, y establezcdis un procedimiento para, a partir de las respuestas
(¢todas las preguntas tiene la misma importancia para el test?), obtener una
puntuacion que indique el “nivel de eficacia” en el estudio.

Poner a prueba el test y pasdrselo a vuestros compafieros. (Creéis que el
"nivel de eficacia” que obtienen refleja bien su éxito/fracaso en sus
estudios? A partir de las respuestas a vuestro test, (qué consejos dariais a
vuestros compafieros para mejorar su nivel de eficacia en el estudio?
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Seleccion de personal

Andrés estd encargado de coordinar los vendedores ambulantes de chuches
y refrescos en el parque de atracciones "Terra Mitica".

La temporada pasada tuvo nhueve vendedores y el préximo verano, por los
recortes, solo puede contratar a seis, tres a tiempo completo y tres a
tiempo parcial. Para ello ha recopilado el nimero de horas trabajadas (tabla
1) y el dinero recaudado (tabla 2) por cada vendedor durante los tres meses
de verano, distinguiendo entre los dias de baja asistencia, asistencia media
o asistencia alta al parque. Con estos datos deberéis evaluar a los
vendedores. ¢Seréis capaces de ayudar a Andrés a decidir qué seis
vendedores son los mds idéneos para contratar la préxima temporada?
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Tabla 1: Horas trabajadas

12,5 15 9 10 14 175 | 125 | 335 | 35

55 22 155 | 535 | 40 155 | 50 14 | 235
12 17 145 | 20 25 215 | 195 | 205 | 245
195 | 305 | 34 20 31 14 22 19,5 36
195 26 0 36 155 27 30 24 45
13 45 12 1335|375 | 65 16 24 | 165
265 | 435 | 27 67 26 3 415 | 58 55
75 16 25 16 | 455 | 51 75 42 84
0 3 45 38 17,5 39 37 22 12

Tabla 2: Dinero recaudado (en euros)

690 | 780 | 452 | 699 | 758 | 835 | 788 | 1732 | 1462

474 | 874 | 406 | 4612 | 2032 | 477 | 4500 | 834 | 712
1047 | 667 | 284 | 1389 | 804 | 450 | 1062 | 806 | 491
1263 | 1188 | 765 | 1584 | 1668 | 449 | 1822 | 1276 | 1358
1264 | 1172 O |2477 | 681 | 548 | 1923 | 1130 | 89
1115 | 278 | 574 | 2972 | 2399 | 231 | 1322 | 1594 | 577
2253 | 1702 | 610 | 4470 | 993 75 | 2754 | 2327 | 87
550 | 903 | 928 | 1296 | 2360 | 2610 | 615 | 2184 | 2518
0 125 64 | 3073 | 767 | 768 | 3005 | 1253 | 253
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El mejor colegio

A continuacién os presentamos una tabla en la que se recogen una serie de
datos pertenecientes a seis Colegios diferentes. ¢Qué Colegio elegiriais
para estudiar? (n/ que decir tiene que el nuestro es el mejor y no lo
cambiariamos por nada)

Atendiendo a estos datos (o cualquier otro que te parezca relevante) debéis
elaborar un procedimiento para establecer la clasificacién de estos Colegios
(desde el mejor Colegio para estudiar hasta el peor).

7 0.6 24 13.200 77 6.7 5.4% Menos

9 0.4 25 12.600 7.3 7.0 6.1% Menos

1 0.2 20 10.500 75 7.1 4.7% Menos

12 0.3 28 9800 7.0 6.5 5.2% Mismo

13 0.2 22 18.100 7.2 6.4 5.3% Mismo

14 0.3 29 10700 7.1 6.6 6.9% Mds
Aclaraciones:

- N°de aulas de desdoble: Se refiere a las aulas de informdtica, de
idiomas , de desdoble y a los laboratorios de que dispone el Colegio

- Superficie en metros cuadrados: Referido a la superficie total
ocupada por las instalaciones del Colegio, incluido patios de recreo
y pistas deportivas
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La carrera

La profesora de Educacién Fisica ha preparado una nueva prueba de
velocidad que consiste en lo siguiente: coloca 10 conos a lo largo de la linea
lateral de la cancha de baloncesto, empezando a 4 metros de la linea de
fondo y separados entre si 2 metros. Cada corredor sale desde la esquina
opuesta, rodea el cono que quiera y corre hasta focar la canasta del otro
lado.

28 metros

15 metros

4 metros 2 metros

¢Tiene alguna importancia el cono que decidamos rodear en la carrera? Si es
asi, ¢qué hariais vosotros para intentar ganarla? Si pudierais afiadir un
nuevo cono, ¢donde lo pondriais?
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Anexo Il

Tareas de modelizacién descartadas

El Gulliver

Ya conoceis el parque Gulliver, que se encuentra en el antiguo cauce del rio
Turia en la ciudad de Valencia, pero, a la vista de las siguientes fotografias,

¢podriais dar una altura aproximada del gigante?
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El patio de recreo

A continuacion te mostramos el patio de recreo de otro Colegio. ¢Cudntos
monitores son necesarios para vigilar este patio? ¢Dénde los situariamos?
¢Cudl es la ruta 6ptima de vigilancia?

Describe detalladamente el método que utilizas para resolver este problema
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Anexo [l

Dossier de trabajo

Las tareas que a continuacién os proponemos tienen poco que ver con las que
estdis acostumbrados a realizar en las clases habituales de Matemdticas. El
proceso de resolucién de estas tareas requiere que ledis atentamente su
enunciado y os pongdis en la situacién que os describen, pues se trata de
problemas totalmente reales. Deberéis seleccionar aquellos datos que
consideréis relevantes y descartéis los que no lo son, y a partir de aqui, y
tras un periodo de reflexién y razonamiento, utilicéis los procesos
matemdticos que consideréis oportunos (que no tienen porque ser complejos,
ni dificiles) para obtener un resultado que posteriormente necesitareis
interpretar y validar en la situacion real en que se sitde el problema.

El trabajo deberéis hacerlo en grupo, participando todos activamente en el
planteamiento y resolucién del problema. Tendréis que elaborar un informe
describiendo todo el proceso que habéis seguido en su resolucién, que datos
habéis tenido en cuenta, que suposiciones o estimaciones habéis hecho, que
procedimientos matemdticos habéis utilizado, asi como los cdlculos y
operaciones hecesarios para llegar al resultado final. También tendréis que
preparar una pequefia presentacién (un power-point o similar) para el resto
de la clase. Pensar que una parte de vuestra calificacion dependerd, no solo
de la adecuacién de la respuesta dada, sino también del interés y la
originalidad que el proceso de resolucién que haydis seguido despierte en
vuestros compafieros.

Los criterios que se utilizardn a la hora de evaluaros serdn los siguientes:

e Que se utilicen correctamente las matematicas.

e Que la respuesta se argumente y justifique adecuadamente.

e Que la solucion sea adecuada y realista.

e Que el resultado del trabajo despierte interés y pueda resultar Gtil
en otras situaciones similares a la planteada.

e Que la exposicion sea clara, ordenada y fdcil de seguir.
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Anexo IV

Test de competencias

Nombre y apellidos:

Lee atentamente las preguntas antes de contestar. Justifica y razona adecuadamente las
respuestas de aquellas preguntas que asi lo exijan. Puedes utilizar calculadora.
Responde en boligrafo azul o negro.

CAMINAR

La foto muestra las huellas de un hombre caminando. La longitud del paso P es la
distancia entre los extremos posteriores de dos huellas consecutivas.

Para los hombres, la férmula % =140, da una relacion aproximada entre n 'y P, donde:

n = ndmero de pasos por minuto, y
P = longitud del paso en metros.

Pregunta 1:

Si se aplica la formula a la manera de caminar de Enrique y éste da 70 pasos por
minuto, ¢;cual es la longitud del paso de Enrique? Muestra tus calculos.
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Pregunta 2:
Bernardo sabe que sus pasos son de 0,80 metros. EI caminar de Bernardo se ajusta a la

formula. Calcula la velocidad a la que anda Bernardo en metros por minuto y en
kildbmetros por hora. Muestra tus célculos.

186



Anexos

MONOPATIN

Marcos es un gran fan del monopatin. Entra en una tienda denominada
PATINADORES para mirar algunos precios.

En esta tienda puedes comprar un monopatin completo, o puedes comprar una tabla, un
juego de 4 ruedas, un juego de 2 ejes y un conjunto de piezas para montar, y construir tu
propio monopatin.

Los precios de estos productos de la tienda son:

Producto i &
Monopatin completo 82084
e - -
Tabla 40,60 0 65

Un juego de 4 ruedas 14 0 36

Un juego de 2 ejes 16

T e s
El .

Marcos quiere montar su propio monopatin. ;Cual es el precio minimo y el precio
méaximo de los monopatines montados por uno mismo en esta tienda?

Un juego de piezas
para montar
(cojinetes ,almohadillas 10020
de goma, tornillos y
tuercas)

Pregunta 3:
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Pregunta 4:

La tienda ofrece tres tablas diferentes, dos juegos diferentes de ruedas y dos conjuntos
diferentes de piezas para montar. Sélo hay un juego de ejes para elegir.

¢Cuantos monopatines distintos puede construir Marcos? Rodea con un circulo la

respuesta correcta:
A 6

B 8

C 10

D 12
Pregunta 5:

Marcos tiene 120 zeds para gastar y quiere comprar el monopatin mas caro que pueda.

¢Cuanto dinero puede gastar Marcos en cada uno de los 4 componentes? Escribe tu

respuesta en la tabla de abajo.

Componente

Cantidad (zeds)

Tabla

Ruedas

Ejes

Piezas para montar
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CARPINTERO

Anexos

Un carpintero tiene 32 metros de madera y quiere construir una pequefia valla alrededor
de un parterre en el jardin. Esta considerando los siguientes disefios para el parterre.

bm
< 10 m >
C
< 10m >
Pregunta 6:

b m
!
«— Bm —
D
bm
!
«— m —>

Rodea con un circulo Si o No para indicar si, para cada disefio, se puede 0 no construir
el parterre con los 32 metros de madera.

Disefio del ¢Puede construirse el parterre
parterre con 32 metros de madera
utilizando el disefio?
Disefio A Si / No
Disefio B Si / No
Disefio C Si / No
Disefio D Si / No
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EL CONCIERTO DE ROCK

En un concierto de rock se reservd para el publico un terreno rectangular con unas
dimensiones de 100 metros por 50 metros. Se vendieron todas las entradas y el terreno
se lleno de fans, todos de pie.

Pregunta 7:
¢ Cuénta gente estimas que hubo en el concierto?

Explica las suposiciones que tomes en consideracion y detalla todos los pasos y calculos
que realices para dar tu respuesta.
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VECINOS

Pregunta 8:
¢ Cuénta gente crees que vive en el bloque de pisos de la fotografia?

Explica las suposiciones que tomes en consideracion y detalla todos los pasos y calculos
que realices para dar tu respuesta.
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VACACIONES

Este problema trata de cdmo organizar el mejor itinerario para unas vacaciones. Las
figuras 1 y 2 muestran un mapa de area y las distancias entre las ciudades.

Figura 1: Mapa de las carreteras que bay entre las ciudades.

Kado

Nuben

Figura 2: Distancias mds cortas entre las cindades en kildmetros.

Angaz
Kado 550
Lapat 500 300
Megal 300 850 550
Nuben 500 1000 450
Piras 300 850 800 600 250

Angaz  Kado Lapat  Megal Nubes Piras

Pregunta 9:

Soraya vive en Angaz. Quiere visitar Kado y Lapat. No puede viajar mas de 300
kilometros al dia, aunque puede escalonar su viaje haciendo noche en cualquiera de los
campings que hay entre las diferentes ciudades. Soraya estara dos noches en cada
ciudad, de modo que pueda pasar un dia entero visitando cada ciudad.

Escribe en la siguiente tabla el itinerario de Soraya indicando donde se alojard cada
noche.

Dia Alojamiento nocturno

1 Camping entre Angaz 'y Kado

[§8]

wn -+ Ld

= | O~

Angaz
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DOS AMIGOS
Pregunta 10:

Carlos vive a tres kildbmetros de su Instituto y Pablo a ocho. (A qué distancia viven uno
del otro?

Explica las suposiciones que tomes en consideracion y detalla todos los pasos y célculos
que realices para dar tu respuesta.

LA CUERDA

Pregunta 11:

Un hombre quiere tener una cuerda lo suficientemente larga para unir dos postes
separados entre si 4 metros, pero solo le quedan trozos de cuerda de 0,5 metros.
¢Cuantos trozos necesitaria juntar para hacer la cuerda lo suficientemente larga para
unir los postes?

Explica las suposiciones que tomes en consideracion y detalla todos los pasos y calculos
que realices para dar tu respuesta.
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Anexo V

Criterios de correccion del Test de competencias

Caminar

Pregunta 1:

Maxima puntuacion (1 punto)

0,5m 6 50 cm, 1/2 (no es necesario especificar las unidades).

Ninguna puntuacion

Otras respuestas.

Sin respuesta.

Pregunta 2:

Maxima puntuacion (2 puntos)

Respuestas correctas (no es necesario especificar las unidades) para m/min y km/h:

n=140x 0,80 = 112.

Camina por minuto 112 x 0,80 m = 89,6 m.

Su velocidad es de 89,6 metros por minuto.

De modo que su velocidad es 5,38 0 5,4 km/h.

Se debe conceder maxima puntuacion si se dan las dos respuestas correctas (89,6 y 5,4), se

muestren los calculos o no. Téngase en cuenta que los errores debidos al redondeo son

aceptables. Por ejemplo, 90 metros por minuto y 5,3 km/h (89% 60) son aceptables:

+ 89,6;54.

* 90; 5,376 km/h.

+ 89,8; 5376 m/hora [téngase en cuenta que si la segunda respuesta se da sin unidades,
debe aplicarse la puntuacion parcial].

Puntuacién parcial (1 punto)

Responde como en el caso anterior pero falla al multiplicar por 0,80 para convertir de pasos por

minuto a metros por minuto. Por ejemplo, su velocidad es 112 metros por minuto y 6,72 km/h.

La velocidad en metros por minuto es correcta (89,6 metros por minuto) pero la conversion a

kilbmetros por hora es incorrecta o falta:

* 89,6 m/min, 8960 km/h.

+ 89,6; 5376.

+ 89,6;53,76.

+ 89,6; 0,087 km/h.

+ 89,6; 1,49 km/h.

Método correcto (descrito explicitamente) con errores menores de célculo que no estan

cubiertos por los anteriores:

* n=140x0,8 =1120; 1120%0,8 = 896.

+ Camina 896 m/min; 53,76km/h.

* n=140x0,8 = 116; 116x0,8 =92,8. 92,8m/min 92,8 m/min—5,57km/h.

* Sollo se da 5,4 km/h, pero no 89,6m/min (no se muestran los calculos intermedios).

+ 54

* 5,376 km/h.

+ 5376 m/h.

Ninguna puntuacién

Otras respuestas.

Sin respuesta.

Monopatin

Pregunta 3:

Méxima puntuacion (1 punto)

Tanto el minimo (80) como el maximo (137) correctos.
Ninguna puntuacién

Otras respuestas.

Sin respuesta.
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Pregunta 4:

Méaxima puntuacion (1 punto)
D12

Ninguna puntuacion

Otras respuestas.

Sin respuesta.

Pregunta 5:

Maxima puntuacion (2 puntos)
65 zeds en una tabla, 14 en las ruedas, 16 en ejes y 20 en piezas para montar.
Puntuacién parcial (1 punto)
Un solo error.

Ninguna puntuacion

Mas de un error.

Sin respuesta.

Carpintero

Pregunta 6:

Maxima puntuacion (2 puntos)
Exactamente cuatro correctas.
Disefio A Si.

Disefio B No.

Disefio C Si.

Disefio D Si.

Puntuacién parcial (1 punto)
Tres respuestas correctas.
Ninguna puntuacién

Dos 0 menos correctas.

Sin respuesta.

El concierto de rock

Pregunta 7:

Maxima puntuacion (2 puntos)

Con argumentos realistas, del tipo: 3 0 4 personas por metro cuadrado ya que todas las
entradas estan vendidas y el terreno esté lleno de fans. Como el concierto ocupa una superficie
de 5000 metros cuadrados, con esta estimacion habra entre 15000 y 20000 personas.
Puntuacién parcial (1 punto)

Respuesta con otras estimaciones, como 2 personas por metro cuadrado, con argumentacion
poco clara o confusa.

Ninguna puntuacién

Otras respuestas: por ejemplo, 1 persona por m2.

Vecinos

Pregunta 8:

Maxima puntuacion (2 puntos)

Se observa que el edificio tiene ocho plantas y se puede suponer que en cada planta hay 4
viviendas. Una estimacion realista del numero de habitantes de las viviendas debe incluir:
personas que vivan solas (1 habitante), parejas jovenes sin hijos o parejas mayores cuyos hijos
ya no vivan con ellos (2 habitantes), familias medias con hijos e incluso con abuelos (entre 4 y
6 habitantes). Por ejemplo, si la mitad de los pisos los ocupan familias medias, un cuarto por
familias de dos miembros y un cuarto personas viviendo solas, habr& entre 88 y 120 personas.
También se acepta que se estime una media de 3 personas por piso, lo cual daria 96 personas
aproximadamente.

Puntuacién parcial (1 punto)

Otras estimaciones, como que hay 2 o0 4 personas de media por piso, con argumentacién poco
clara o confusa.

Ninguna puntuacién

Otras respuestas.
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Vacaciones

Pregunta 9:

Méaxima puntuacion (2 puntos)

Dia Alojamiento nocturno

1 Camping entre Angaz y Kado
& Kado
3 Kado
4 Lapat
5 Lapat
6 Camping Iri.ﬁ_:gfp%;,:; !; ::r ;&; zy Kado
7 Angaz

Puntuacién parcial (1 punto)
Un solo error.

Ninguna puntuacion

Mas de un error.

Sin respuesta.

Dos amigos

Pregunta 10:

Maxima puntuacion (2 puntos)

Intervalo entre 5y 11 km, con argumentos y distintas suposiciones.

Puntuacién parcial (1 punto)

Dando dos valores numéricos como respuesta y no un intervalo, a 11 kilémetros o a 5
kilbmetros, o con argumentos confusos o poco claros.

Ninguna puntuacion

Unica respuesta de tipo numérico.

La cuerda

Pregunta 11:

Maxima puntuacion (2 puntos)

Intervalo de cuerda, o méas de 8 trozos, pues es necesario hacer los nudos entre los trozos de
cuerda o que no estén tensas, como muestra la foto (entre 8 y 12). Respuesta realista.
Puntuacién parcial (1 punto)

Con rango de valores pero con argumentos confusos o poco claros o fallos en los calculos o
exagerados (mas de 12, por ejemplo).

Ninguna puntuacién

Unica respuesta de tipo numérico (exactamente 8 trozos).
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Rubrica de evaluacion

Anexos

Categoria/Nivel 1 (muy mal) 2 (mal) 3 (regular) 4 (bien) 5 (muy bien)

Planteamientoy | El trabajo estd mal El trabajo precisa El trabajo precisa El trabajo estd bien | El trabajo resuelve

resolucién enfocado. El revisarse. La una pequeia enfocadoy el de forma
problema no se ha solucién es revision. El proceso | proceso de satisfactoria el
entendido incorrecta de resolucion resolucion no problemay el

presenta algunos
errores yla
solucién no es
totalmente
adecuada

presenta, en
general, errores. La
solucion es
adecuada

modelo puede
aplicarse a otras
situaciones
similares a la
planteada

Presentacion y
comunicacion

La presentacion
esta descuidada,
con un mal uso, o
inexistente, del
lenguaje
matemadtico. No se
incluyen
representaciones.
Las explicaciones
no se entienden o
son inadecuadas

La presentacion
esta algo
descuidada, y el
uso del lenguaje
matematico es
incorrecto o es
pobre. Hay pocas
representaciones
o son
inadecuadas. Las
explicaciones son

La presentacion es
correcta, con un
uso aceptable del
lenguaje
matematico y las
representaciones.
Las explicaciones
presentan algunos
aspectos poco
claros que precisan
aclaraciones

La presentacion
esta cuidada, con
un uso, en general,
apropiado del
lenguaje
matematico y las
representaciones.
No se precisan, en
general,
aclaraciones

La presentacion
esta cuidada, con
un uso apropiado
del lenguaje
matematico y las
representaciones,
que enriquecen y
facilitan su
comprension. Las
explicaciones son
claras y faciles de

dificiles de entender
entender. Se
precisan muchas
aclaraciones
Iniciativa y No hay trabajo en Tienen Se toman Se toman Se toman
autonomia grupo. No tienen dificultades para decisiones decisiones decisiones

iniciativa ni
presentan ideas
propias. Deben ser
guiados
constantemente
por el tutor

entenderse entre
siyllegara
decisiones
conjuntas. Tienen
poca iniciativa y
recurren
frecuentemente al
tutor

conjuntas pero no
todos los
miembros del
grupo participan
en el proceso de
resolucion.
Requieren al tutor
en algunas fases
del proceso de
resolucion

conjuntas y todos
los miembros del
grupo, en mayor o
menor medida,
participan en el
proceso de
resolucion.
Requieren poca
ayuda del tutor

conjuntas y todos
los miembros del
grupo participan
en el proceso de
resolucién. No
requieren del tutor
en ninguna fase
del proceso de
resolucion
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Anexo VIl

La sombraen el patio de recreo

Grupo A

Reconstruccién del proceso

Esta tarea presenta una situacion bien conocida por los alumnos. Este curso,
una plaga ha obligado a talar numerosas palmeras, por lo que el patio de
recreo se ha quedado practicamente sin zona de sombra. Se pide a los

alumnos que estudien como mejorar esta zona de sombra.

La observaciéon de la sombra proyectada por la copa de un arbol sobre el suelo
lleva a los alumnos de este grupo a determinar que el problema debe ser
formulado en términos geométricos: “Coger las diferentes formas geométricas
[de las copas de los arboles] para ir probando cual genera una mayor sombra”

(extracto de su diario).

Consideran que este problema puede resolverse estudiando el caso de un
anico arbol. El elemento importante es la sombra que proyecta durante el

recreo (simplificacién de la realidad).

Utilizan el triangulo, el circulo y el rectdngulo como modelos geométricos con
los que idealizar la seccion plana de la copa de los éarboles (nueva
simplificacion). Realizan con cartulina maquetas con las que simular,
experimentalmente en el laboratorio del colegio, la realidad del patio a la hora
del recreo (ver Figura 1).
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Figura 1. Modelos geométricos construidos por los alumnos

Miden en el patio el &ngulo de inclinacion de los rayos del Sol durante el recreo:
“Uno de nosotros se puso el extremo de una cuerda en la cabeza, otro sujeto el
otro extremo justo donde acababa la sombra del primero y el tercero midio, con
un transportador, el angulo que formaban la cuerda y la sombra” (extracto de
su diario). En el laboratorio de Tecnologia utilizan un flexo para emular el Sol,
como fuente de emision puntual no extensa: “Con una cuerda fuimos
cuadrando la posicién del flexo hasta conseguir que la sombra de nuestros
“arboles” y la cuerda formasen un angulo de 42 grados. Calcamos las 3
sombras, pero no exactamente, sino aproximandolas a una figura regular, por
ello los resultados fueron parecidos pero no iguales” (extracto de su diario). A
partir de estas mediciones obtienen las razones entre el area de la copa y la de

la sombra proyectada para cada forma geométrica.

Solo a peticiébn del grupo, ante las dudas suscitadas por los resultados
obtenidos, el profesor les recomienda repetir el experimento, no ya en el
laboratorio, sino en el propio patio de recreo, con el fin de obtener nuevos
resultados (ver Figura 2): “Asi pues repetimos el proceso pero con luz solar
[...]. 'Y efectivamente nos dio resultados diferentes a la primera vez [...].
Escogimos la forma del circulo puesto que su relacién nos aportaba una mayor

cantidad de expansion de la sombra” (extracto de su diario).
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Circulo Tridngulo | Cuadrado

Area original | 33,18 cm2 | 38,45 cm2 | 63,86 cm2

Area sombra | 60,79 cm2 | 51,7 cm2 | 72,93 cm2
Relacion 1,83 1,34 1,14

Figura 2. Tabla con la razon entre el &rea de la copa original y el area de la

sombra proyectada incluida en su presentacion final

Interpretan estos resultados en los términos del problema real que ellos
mismos han planteado: la mayor razén se corresponde con la forma geométrica
gue producirad una mayor superficie de sombra. Llegan por tanto a la conclusion
de que deben seleccionar un arbol con una copa circular. El arbol escogido,
tras consultar internet, es el ombu, cuya copa, segun ellos, se puede ajustar a
un circulo (ver Figura 3). Recaban sus dimensiones medias: altura de 10,15

metros y radio de la copa de 4,5 metros.

Figura 3. Imagen con el arbol escogido, el Ombd, incluida en su

presentacion final

Con estos datos dan respuesta a su pregunta inicial: “Un omba medio produce

una sombra de 1x4,5% x 1,83 = 116,4 m?” [l] (extracto de su diario).

A continuacion se plantean cuantos de estos arboles necesitan plantar en el
patio para sombrear una superficie determinada del patio (ver Figura 4): “La
sombra del edificio del Colegio cubria 552,5m2 -2 10,24 % del patio.
Unicamente debiamos sombrear otro 10%, 510m2, para obtener un 20% de

sombra, previamente acordado” [Il] (extracto de su diario).

200



Anexos

552 5:m2 dé sambra

e e s

5100 m2

Figura 4. Imagen con las dimensiones del patio y la sombra proyectada por

el propio edificio del colegio, incluida en su presentacion final

Dividen el area de la superficie que quieren sombrear entre el area de la

sombra que proyecta un ombu (ver Figura 5).

Luego dividimos 510 m2 de area por sombrear entre los 116,3 m2 de sombra que producia un ombu
y obtuvimos que necesitarfamos 4.3 ombs para cubrir el 10% de nuestro patio y, junto con la
sombra proyectada por el edificio, el 20% del total del patio.

Figura 5. Extracto con la explicacion del célculo final del numero de ombues

necesarios para sombrear el patio, incluida en su diario

Este razonamiento les lleva a plantear la expresion general (ver Figura 6):

Superficie que quieres sombrear
.= N*de arboles que necesitas del tipo

Relacién sombra *  copa de arbol

Figura 6. Férmula para calcular el nimero de ombues necesarios para

sombrear el patio, incluida en su diario

Donde la “Relacion sombra” se refiere a la razon entre la forma geométrica de
la seccién plana de la copa del arbol y el 4&rea de sombra que proyecta,

recogida en su Tabla, en la Figura 2.

La manipulacién de esta expresion les lleva al resultado obtenido en la Figura

510
5:
1,83 % (7 x 4,52)

=43 [l

Interpretan esta solucion en la realidad: son necesarios cinco ombues,

concluyen, para sombrear el minimo de superficie propuesto.

La solucion aportada, cinco arboles, les parece un numero “razonable, teniendo

en cuenta el tamafio del patio de recreo” (extracto de su diario). Se plantean
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ahora como distribuirlos en el patio para que no se superpongan sus sombras.
Para resolver esta cuestion calculan a qué distancia del arbol se proyecta la
sombra de su copa: “Sabiendo ahora la altura del arbol (10,15m)
necesitdbamos saber a qué distancia del tronco se proyectaria la sombra de la
copa [...] Con estos datos podemos realizar una regla de tres para averiguar
donde se proyectara la sombra del ombu (Objeto de 12cm alto — Sombra de
13cm; Objeto de 1015cm alto — X sombra). Aproximadamente 11m de longitud

sombra” [IV] (extracto de su diario).

La solucidn se interpreta mediante un esquema en el que se muestra como
quedaria el patio con los cinco arboles, separados once metros unos de otros
(ver Figura 7):

Se dispondran 5 ombues
separados una distancia minima de 11 m

Figura 7. Esquema con la distribucion final de los cinco ombues, incluida en su

presentacion final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Determinar el arbol que mayor sombra proyecta, segun la forma de la seccién plana de su
copa, idealizada mediante figuras geométricas conocidas, triangulo, circulo y rectangulo:
“Coger las diferentes formas geomeétricas [de las copas de los arboles] para ir probando cual

genera una mayor sombra”.

Una vez escogido el modelo de arbol a plantar, se formulan nuevos sub-problemas: calcular el
area de la sombra proyectada por este arbol; determinar la superficie del patio a sombrear; el

namero de arboles necesarios para hacerlo; y finalmente su disposicidén 6ptima en el patio.
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¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Estudian el caso de un Unico arbol. La seccién plana de la copa del arbol y su sombra se
idealizan mediante figuras geométricas conocidas: triangulo, rectangulo, circulo. Pasan de un
sélido tridimensional, la copa del arbol, a una figura plana, su seccién plana. La razén entre el
area de la figura que representa la copa y la de su sombra se estudia a partir de modelos

geométricos a escala en 2D (Figura 1).

Determinan que el numero de arboles necesarios del tipo escogido es directamente
proporcional a la superficie a sombrear e inversamente proporcional al area de sombra que
proyecta (Figura 5). Esta relacién se formula mediante una expresion pre-algebraica (Figura
6).

Establecen que la disposicidn de los arboles en el patio depende de la longitud de la sombra

que proyectan, pues las sombras no deben superponerse.

¢ Se usan representaciones?

Utilizan distintos tipos de representaciones: modelos geométricos que simulan los arboles en
2D (Figura 1); idealizaciones de la realidad mediante las figuras planas elementales para
justificar el uso de estos modelos (Figura 3); esquemas para mostrar las medidas del colegio

(Figura 4) o la disposicion final de los arboles en el patio (Figura 7).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Detallan los célculos aritméticos realizados para obtener la sombra proyectada por un omba,
en [I]. Los resultados obtenidos a partir de sus mediciones se recogen y ordenan en tablas
(Figura 2). La relacion entre el nUmero de arboles, el area a sombrear y el area de la sombra

proyectada, se expresa mediante una férmula pre-algebraica (Figura 6).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Para resolver el primer problema planteado obtienen la relacion entre el area de la seccion
plana del arbol, idealizada mediante figuras geométricas conocidas, y la de su sombra. Para
ello realizan mediciones a partir de sus modelos a escala y aplican las férmulas conocidas
para el calculo del area (Figura 2). Utilizan la razén obtenida para el circulo para calcular la

sombra proyecta por un ombu, en [l].

Calculan las areas del patio y de las zonas de sombra mediante la aplicacién de la formula

correspondiente y el calculo de porcentajes (Figura 4 y 5).
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La obtencion del numero de arboles (segundo problema) se obtiene determinando el
porcentaje de la superficie del patio a sombrear, en [ll], la realizacion de célculos aritméticos

(Figura 5) y la manipulacién de la férmula que han planteado, en [llI].

La longitud de la sombra proyecta (tercer problema) se obtienen mediante semejanza y la

aplicacién de célculos aritméticos (regla de tres), en [IV].

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucidon seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situaciéon real?

La eleccion del ombu se realiza en base a razonamientos matematicos. El nUmero de ombues
necesarios se obtiene a partir de su formula, y lo consideran razonable (5 ombues), en

relacion con el area del patio. La distancia a la que deben plantarse (11 metros unos de otros)

es compatible con las dimensiones del patio.

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (longitud y
superficie).

Figuras planas elementales

(tridangulos, rectangulos y circulos).
Semejanza de triangulos.

Proporcionalidad (nimero de arboles
en funcién del area a sombrear y del

area de la sombra del &rbol).

Distribucién 6ptima.

Uso de modelos geométricos a
escala para simular la realidad y

obtener los datos (Figura 1).

Calculo de la razén de semejanza
(Figura 2).

Toma de medidas por
procedimientos directos (longitudes

con cintas métricas).

Aproximacion de la realidad

mediante figuras planas.

Célculo de areas mediante las

férmulas conocidas, en [l].

Célculo de porcentajes para

determinar la zona a sombrear, en

.

Manipulacion de expresiones
algebraicas para obtener el nUmero

de arboles, en [ll1].
Uso de la regla de tres, en [IV].

Generalizacién de propiedades y
relaciones mediante férmulas

algebraicas (Figura 6).

Uso del lenguaje algebraico para

formular el modelo, en [Il1] y [IV].

Uso del lenguaje aritmético para el

célculo de areas, en [l].

Uso de tablas para presentar

resultados (Figura 2).

Uso de graficos para recoger datos
(Figura 4), justificar procedimientos
(Figura 3) y presentar resultados
(Figura 7).
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Grupo B
Reconstruccién del proceso

El primer problema que se plantea este grupo es calcular la sombra que
proyecta un arbol en el momento del recreo. Para ello estudian el caso de un
unico arbol en un momento del dia y del afilo concreto, pues sefialan que “el
angulo de incidencia del sol cambia segun la estacion del afio y el momento del

dia” (extracto de su diario).

Proponen distintos modelos de arboles, de los que muestran fotografias en su
presentacion final con sus dimensiones medias (altura y diametro de la copa) y
tipo de hoja (perenne o caduca). Escogen como modelo el “Castafio de indias”,
por ser de hoja perenne (ver Figura 1), “asi proyectara mas sombra durante
todo el afo, al contrario de los de hoja caduca, que proyectard menos sombra

al perder sus hojas” (extracto de su diario).

Castano indias
Altura: 20 m
Diametro: 12-15 m
Hoja perenne

Figura 1. Fotografia del Castafio de indias, con sus dimensiones medias y

su tipo de hoja, incluida en su presentacion final

Calculan, mediante la igualdad de razones de semejanza, la longitud de la
sombra que proyecta el arbol en el momento del recreo: “Nuestra altura es de
1,72 metros y da una sombra minima de 0,53 metros. Si hacemos tridngulos
semejantes, un arbol de una altura de 20 metros da una sombra de 6,2 metros”

(extracto de su diario). Sus célculos se muestran en la Figura 2.
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Aplicando semejanza de triangulos tendria una sombra minima de:

1,72 = 20 x=20-0,53/1,72 = 6,2 metros
0,53 X

Figura 2. Célculos para obtener la longitud de la sombra incluidos en su

presentacion final

A partir de este dato determinan el &rea de la sombra proyectada por la copa
del arbol: “Como la Morera mide 5 metros de diametro, la Morera nos dara una
sombra minima de: Area sombra morera=15-6,2=9,3 m? [l] (extracto de su
diario). Aqui sefialaremos diversos errores. Utilizan las dimensiones de un arbol
distinto, la morera, al previamente seleccionado, el castafio de indias, y
calculan, erroneamente, el area de su copa considerando que tiene forma
circular, 19,62 m? en lugar de los 15 m? que ellos obtienen. Multiplican esta
area por la longitud de la sombra proyectada, esperando obtener asi la
superficie de sombra que proyecta la copa, en lugar de obtener la longitud del
diametro de la sombra proyectada (y con este dato su area), a partir de la

sombra proyectada por una persona.

A continuacion establecen la superficie del patio que van a sombrear, el 50%.
Con las dimensiones del patio y de la zona de sombra que proyecta el propio
edificio del colegio (ver Figura 3), determinan el area que les falta por

sombrear, 560 m? (ver sus calculos en la Figura 4).

5m

Al

2
Q\J

Figura 3. Imagen con las dimensiones del patio y las zonas de sombra que

proyecta el edificio del colegio, A1y A2, incluida en su presentacion final
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Area patio = 60 - 40 = 2.400m’_
Areasombral=5-40=200m
Areasombra2=8-55=440m"

Area sombra total = 200 + 440 =640 m
Area sin sombra = 2.400 - 640 = 1.760 m*

¢ Cuanta area con sombra sobre el total queremos ?
Alrededor del 50%

Area sombra final = 2.400/2 = 1.200 m °
Area sombra necesaria = 1.200 — 640 = 560 m °

Figura 4. Imagen con los célculos de las areas del patio, de las zonas de

sombra y de la sombra necesaria, incluida en su presentacion final

Finalmente dividen el &rea a sombrear (560 m?) entre el area de sombra que
proyecta uno de sus arboles (9,3 m?) para concluir que necesitan plantar 6 de

estos arboles (no se detalla este calculo final).

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular el area de la sombra proyectada por un “Castafio de indias”. Posteriormente,
determinar la superficie del patio de recreo a sombrear y el nimero de este tipo de arboles que

son necesarios para hacerlo.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Estudian el caso de un unico arbol. Consideran que los elementos de la realidad tienen una
sola dimension. Del arbol (sélido tridimensional) consideran solo su altura. De su sombra
(figura plana) consideran solo su longitud. Posteriormente consideraran la seccién plana de la

copa del arbol, que idealizaran mediante un circulo.

Determinan que el nimero de arboles necesarios es directamente proporcional al area a

sombrear e inversamente proporcional al area de la sombra que proyecta.

¢ Se usan representaciones?

Utilizan un esquema para mostrar las dimensiones del colegio y de la zona de sombra que

proyecta el edificio (Figura 3). El resto de imagenes incluidas en su presentacion final no
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aportan nada al proceso de resolucion y son meramente decorativas (Figura 1).

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Manipulan una expresién algebraica (Figura 2), para calcular la longitud de la sombra
proyectada por el arbol. Detallan los calculos aritméticos utilizados para calcular las areas del

patio y la zona sombreada (Figura 4).

,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Calculan las areas del patio y de las zonas de sombra mediante la aplicacion de la féormula

correspondiente y el calculo de porcentajes (Figura 4).

Utilizan criterios de semejanza para calcular la longitud de la sombra proyectada por el arbol
(Figura 2), aunque aplican errbneamente este resultado para obtener la superficie de la

sombra que proyecta, en [l].

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se aportan argumentos respecto al proceso de simplificacion (la superficie de la sombra
cambia segun la estacion del afio y el momento del dia). La eleccion del arbol no se justifica
por razones matematicas, si no por su tipo de hoja (que debe ser perenne, para que de
sombra todo el afio). El nimero de arboles obtenidos también parece razonable, 6, para las
dimensiones del patio, aunque no se percatan de los errores en sus célculos. No tienen en

cuenta su posible distribucion.
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Analisis estructural del modelo

Anexos

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (longitud y

superficie).

Toma de medidas por

procedimientos directos (longitudes

Uso del lenguaje algebraico para

presentar la igualdad de razones

con cintas métricas). (Figura 1).

Figuras planas elementales

(tridangulos, rectangulos y circulos). Aproximacién de la realidad Uso del lenguaje aritmético para el

mediante figuras planas. calculo de areas, en [l] y Figura 4.

Semejanza de triangulos.

Célculo de areas mediante las Uso de graficos para recoger datos

Proporcionalidad (nimero de arboles

férmulas conocidas (aunque (Figura 3) y justificar procedimientos

en funcién del area a sombrear y del
(Figura 4).

errbneamente en el caso del circulo,

en [l]).

area de la sombra del arbol).

Célculo de porcentajes para
determinar la zona a sombrear
(Figura 4).

Célculos aritméticos para obtener el

numero de arboles (no se incluyen).

Uso de la igualdad de razones
(Figura 1).

Grupo C
Reconstruccién del proceso

El planteamiento de este grupo es similar al del grupo anterior: determinar,
inicialmente, la sombra que proyecta un tipo de arbol concreto, en su caso la

morera (escogido por ser de hoja perenne).

Para calcular la sombra que proyecta el arbol escogido determinan
previamente la razén de semejanza entre la altura del arbol y la de su sombra:
“La sombra de la morera la hemos calculado por la razobn de semejanza.
Hemos medido a una persona de estatura 1,70 m y su sombra era de 1,90m,
eso lo divides y obtienes 1,11, entonces multiplicas eso por la altura del arbol”
[I] (extracto de su diario). De este modo obtienen la altura de la sombra del
arbol (ver Figura 1), aunque sefalan en su diario que la anchura de la sombra

no varia (dicen que asi lo han “observado”).
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Figura 1. Imagenes con las dimensiones del &rbol y su sombra, incluidas en

su diario (izquierda) y su presentacion final (derecha)

El &rea de la sombra proyectada sera la suma del area de la copa y del tronco
de la sombra, que calculan “suponiendo que la copa es circular y el tronco un
rectangulo” (extracto de su diario), considerando su seccion plana: “El tronco
da una sombra de 7m? mientras que la copa da una sombra de 14m?Z.
7+14=21m? [Il] (extracto de su diario).

Pero sus calculos son erréneos (no se especifican en su diario, solo se dan los
resultados finales): con los datos recogidos en la Figura 1, el &rea de la sombra
serfa de 15,48+0,78=16,26m>.

Deciden sombrear el 40% de la superficie del patio, un total de 960 m?. Como,
seguin sus célculos (no incluidos), el edificio proyecta una sombra de 480 m?,
los restantes 480 los cubriran con arboles. Determinan finalmente que
necesitaran 23 arboles (ver Figura 2).

Figura 2. Célculo del numero de arboles necesarios, incluido en su diario
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Calcular el area de la sombra proyectada por una “Morera”. Posteriormente, determinar la
superficie del patio de recreo a sombrear y el numero de este tipo de arboles que son

necesarios para hacerlo.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Estudian el caso de un Unico arbol. Consideran la seccién plana del arbol, idealizando su

tronco y copa mediante el rectangulo y el circulo.

Determinan que el nimero de arboles necesarios es directamente proporcional al area a

sombrear e inversamente proporcional al area de la sombra que proyecta.

¢ Se usan representaciones?

Los alumnos utilizan un esquema para mostrar las dimensiones del &rbol y su sombra (Figura
1).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Solo utilizan calculos aritméticos para mostrar algunos de los resultados, en [Il] y Figura 2.

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Calculan las areas del patio y de las zonas de sombra, sin mostrar los céalculos, mediante las

férmulas conocidas. Calculan el porcentaje del patio a sombrear (no se incluye).

Utilizan criterios de semejanza para calcular la longitud de la sombra proyectada por el arbol,
en [l], pero sin mostrar los calculos. Este resultado es utilizado para calcular el area de su
sombra (tronco mas copa), manteniendo fija la anchura. Estos calculos son erréneos, aunque

solo se puede comprobar el resultado a partir de los datos mostrados en la Figura 1.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

No se aportan argumentos que expliquen las limitaciones de las simplificaciones realizadas
(los célculos de la sombra solo sirven para un momento del dia y del afio concretos). La
eleccion de la morera se debe a que tiene hoja perenne y no en base a argumentos

matematicos. No se justifica que la anchura de la sombra no varie. La mayoria de los
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resultados no se acompafian de célculos, ni se dice nada respecto al elevado ndmero de

arboles que necesitan (23), en relacidn con las dimensiones del patio. No tienen en cuenta su

posible distribucién.

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (longitud y

superficie).

Figuras planas elementales

(tridngulos, rectangulos y circulos).
Semejanza de triangulos.

Proporcionalidad (nimero de arboles
en funcién del area a sombrear y del

area de la sombra del arbol).

Toma de medidas por
procedimientos directos (longitudes

con cintas métricas).

Aproximacion de la realidad

mediante figuras planas.

Calculo de areas mediante las
férmulas conocidas (aunque

errbneamente, en [I]).

Célculo de porcentajes para
determinar la zona a sombrear (no

incluidos).

Célculos aritméticos para obtener el

ndmero de arboles (Figura 2).

Calculo de la razén de semejanza,

en [l].

Uso del lenguaje aritmético, en [ll] y

Figura 2.

Uso de graficos para recoger datos
(Figura 1).
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Anexo VI

El parque de atracciones

Grupo A
Reconstruccién del proceso

Todos los afios, los alumnos del colegio realizan una excursion de fin de curso
al parque de atracciones “Terra Mitica”. Con este punto de partida, se les
plantea el problema de organizar la proxima visita al parque y calcular el tiempo

que les llevara hacerlo.

Los alumnos de este grupo se fijan como objetivo: “Crear una ruta 6ptima en la
que se visite el mayor nimero de atracciones posibles en el menor tiempo”

(extracto de su diario).

Marcan sobre el mapa del parque (que obtienen a través de la web) una ruta
gue pasa por todas las atracciones. Miden la longitud de esta ruta sobre el
mapa: “Medimos el camino del parque con una cuerda y chinchetas (ya que no
es recto), utilizando la escala 1/1000 y nos dio como resultado 3100 m = 3,1
km” [I] (extracto de su diario). Esta escala se consensua con ayuda del
profesor, pues el mapa no lleva ninguna referencia. Las distancias calculadas
con esta escala parecen razonables. Posteriormente establecen el tiempo
necesario para ir de una atraccion a otra, segun su ruta, a partir de su
estimacion de la velocidad: “Calculamos una velocidad al caminar razonable:
medimos 15 metros en el suelo de clase y recorrimos esta distancia,
cronometrandola para hallar la velocidad (con la férmula de espacio/tiempo), el

resultado fue de 1,5 m/s” [l] (extracto de su diario).

Después fijan su atenciéon en el tiempo que invertiran en cada atraccion,
considerando, por un lado, el tiempo que tendran que esperar haciendo cola, y
por otro, el tiempo que estaran subidos en la propia atraccién. Para fijar el
tiempo en la cola, tienen en cuenta su propia experiencia en este tipo de
parques, categorizando las atracciones segun su grado de popularidad: A (5

minutos); B (10 minutos); C (15 minutos) y D (25 minutos). Estiman el tiempo
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gue estaran subidos en cada atraccion en base a su experiencia, tomandolo de

5 en 5 minutos, para facilitar asi los célculos posteriores (ver Figura 1).

Finalmente incluyen el horario de los espectaculos: “Coordinamos los
espectaculos con sus respectivos horarios con el resto de atracciones de la
ruta estableciendo asi la ruta optima” (extracto de su diario). Con estos datos y
a partir de su ruta elaboran una tabla con el cronograma de la visita (ver Figura

1) y su duracion total, nueve horas y media, tiempo que se ajusta al horario del

parque.

Hora | Atraccion | Duracion | Duracién | Tiempo
dela dela entre
atraccion | cola atracciones

10:00 | Llegada 5 min - 5 min

10:05 | Cataratas 5 min C 5 min

del Nilo

10:30 | Laberinto 5 min A 2 min

del
minotauro

10:42 | Sinkope 5 min A 1 min

10:53 | Titanide 5 min C 1 min

11:15 | Templo 20 min C 2 min

de kinetos

11:52 | Furiade 5 min B 5 min

tritén

12:12 | Los ikaros | 5 min A 5 min

Figura 1. Fragmento del cronograma de la visita al parque, incluida en su
presentacion final

A partir de esta primera solucién, los alumnos introducen la idea de la “ruta
personalizada”. “Hemos hecho una ficha [ver Figura 2] en la que se puede
seleccionar las atracciones a las que quieres ir y a los espectaculos a los que
quieres asistir. Después por un calculo podemos hallar el tiempo que tardaria el
recorrido en realizarse y también el grado de asistencia al parque; de una

forma sencilla y facil” [111] (extracto de su diario).
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Atraccién Duracion de la Duracién de Tiempo entre
atraccion la cola atracciones

Cataratas del Nilo 5 min C 5 min
Laberinto del minotauro 5 min A 2 min
Sinkope 5 min A 1 min
Titanide 5 min C 1 min
Templo de kinetos 20 min C 2 min
Furia de triton 5 min B 5 min
Los ikaros 5 min A 5 min
Espectaculo conquista 30 min A 5 min
Magnus Colossus 5 min D 1 min

Figura 2. Fragmento de la “ficha” para la ruta personalizada al parque, incluida
en su presentacion final

Su modelo definitivo queda recogido en una expresion pre-algebraica que
incluyen en su presentacion final (ver Figura 3), donde la duracion de la cola se
multiplica por 1/2, 1, o 2, en funcion de la baja, media o alta asistencia al

parque, respectivamente.

(Suma duracion atracciones)+(baja, media o alta
asistencia x durcién de cola
A/B/C/D)+(40min=tiempo total que se tarda en
recorrer toda la ruta)+(1hora-para comer)

Tiempo total

Figura 3. Expresion para calcular el tiempo que llevara realizar una ruta
personalizada, incluida en su presentacion final

215



Anexos

Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Los alumnos se fijan como primer problema, “crear una ruta 6ptima en la que se visite el
mayor nimero de atracciones posibles en el menor tiempo” y calcular el tiempo que les llevara

realizar la visita segun esta ruta.

A partir de aqui se plantean varios sub-problemas: determinar el tiempo necesario para poder
recorrer esta ruta; estimar la duracién de las colas y la duracién de las atracciones.

Finalmente, calcular el tiempo necesario para realizar una “ruta personalizada”.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Se seleccionan de la realidad las variables que se consideran relevantes: tiempo de espera en
las colas para subir a las atracciones; popularidad de las atracciones; duracién de la atraccion;
afluencia al parque.

Se marca la ruta sobre un mapa del parque y se mide su distancia directamente sobre él. Para
calcular el tiempo que se tardara en recorrer esta ruta se toma como referencia la velocidad de

una persona al caminar, en [ll].

El tiempo de espera en las colas se fija en funcién de la popularidad de las atracciones (Figura
1). En su ruta personalizada, el tiempo de espera en las colas se multiplica por un factor de
correccién que depende de la asistencia de publico al parque (Figura 3). La duracién de cada

una de las atracciones se estima a partir de su propio conocimiento en este parque.

La duracion de la visita serd la suma del tiempo de espera en las colas, la duracién de la
atracciones, y el tiempo necesario para realizar el recorrido, descansar y comer (Figura 3).

¢ Se usan representaciones?

Los alumnos utilizan un mapa a escala del parque para sefialar la ruta 6ptima de la visita.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Los datos relativos a las variables consideradas para cada atraccion se organizan en una tabla
(ver Figura 1 y 2). La duracién de la “ruta personalizada” se obtiene aplicando una expresion
pre-algebraica que han disefiado a tal fin (Figura 3). Se utilizan tablas para recoger y ordenar
los datos (Figura 1y 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméticas para resolver el modelo

planteado?
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La longitud de la ruta en la realidad se obtiene a partir de una escala, aunque sin mostrar los
célculos, en [l]. La velocidad al andar que toman como referencia para calcular el tiempo que
se tarda en ir de una atraccion a otra se obtiene por medicién directa (usan cronémetro y una

cinta métrica), en [ll].
Se realizan estimaciones de los tiempos.

Se categorizan las atracciones segun su popularidad en cuatro niveles (A, B, C y D). La
duracién de las atracciones se estima en mudltiplos de cinco (5, 10, 15,... minutos), para
simplificar los célculos (ver Figura 1 y 2). También se categoriza la asistencia al parque en tres
niveles (baja, media y alta) y se fijan a partir de ellas factores de correccién para la duracion

de las colas (Figura 3).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion
de los resultados obtenidos a la situacién real?

La primera estimacion de la duracion de la visita al parque (nueve horas y media) puede
realizarse en el horario de visita. Las estimaciones de los tiempos se basan en su propia
experiencia. La “ruta personalizada” permite escoger las atracciones a visitar y calcular su
duracion, resultando un modelo flexible y reutilizable (Figura 3), en contraste con su primera
resolucion, donde la visita esté ya planificada (Figura 1).

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (tiempo,

espacio y velocidad).
Ruta éptima.

Proporcionalidad (duracién de las
colas en funcion de la asistencia al

parque).

Toma de medidas por
procedimientos directos (uso de
cronémetros y cintas métricas para

determinar la velocidad), en [l1].

Estimacion de medidas (uso de la
experiencia en la estimacién de
tiempos).

Ponderacion de variables: duracién

de las colas.

Célculos aritméticos para obtener la

duracién de la visita (no se incluyen).

Uso de planos a escala, en [I].

Generalizacién de propiedades y
relaciones.

Uso del lenguaje pre-algebraico para

formular el modelo (Figura 3).

Uso de tablas para presentar los
datos (Figura 1y 2).
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Grupo B
Reconstruccién del proceso

Al igual que el grupo anterior, este grupo se plantea el problema de establecer
una ruta de visita Optima y calcular el tiempo que se tardara en recorrerla segun

la alta, media o baja asistencia al parque.

Para fijar la ruta, seleccionan lo que ellos denominan las “atracciones
principales”. Su ruta de visita pasara por estas atracciones. Miden, sobre el
mapa del parque, la distancia entre cada atraccion (no especifican como lo han
hecho), y la obtienen en la realidad a partir de la escala 1/1000, consensuada,
al igual que el grupo A, con el profesor. Para calcular el tiempo necesario para
ir de una atraccién a otra suponen que una persona que va paseando recorre
10 metros en 30 segundos (no especifican como han hecho esta estimacion).
Estiman que necesitaran unas dos horas y cuarto para comer, descansar, ir al

servicio, etc.

Para cada atraccion, consideran el tiempo que tendran que esperar haciendo
cola y el tiempo que estaran subidos en la propia atraccion. Determinan que la
asistencia al parque influye directamente en el tiempo de espera en las colas
(aunque este tiempo es el mismo para todas las atracciones): “El tiempo de
cola de cada atraccion varia en torno a la afluencia de gente ese dia en el
parque. Si la afluencia es baja, el tiempo de espera sera aproximadamente de
15 minutos. Si es media, serd de 30 minutos. Y si es alta, la afluencia sera de
60 minutos” [I] (extracto de su diario). La duracién de cada atraccion se

establece segun su criterio y experiencia.

Organizan los datos en tres tablas, para la alta, media o baja asistencia al

parque (ver Figura 1).
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MEDIA TIEMPO
AFLUENCIA (MINUTOS)
DESPLAZAMIENTO
ATRACCION DE ATRACCION N- [TIEMPO[TIEMPO
N NOMBRE  |[ESPERAIATRACCIONI|1 a N (m) (sg) (min)
TEMPLO DE
1 KINETOS 30 6 54 324 54
CATARATAS
2 DELNILO 30 5 75,6 453,6 7,56
3 SYNCOPE 30 8 43,2 259,2 4,32
LABERINTO
DEL
4 MINOTAURO 30 8 15,6 93,6 1,56
5 TITANIDE 30 3 10,8 64,8 1,08
LA FURIA
6 DEL TRITON 30 5 32,4 194,4 3,24
7 LOS iCAROS 30 8 54 324 54
MAGNUS
8 COLOSSUS 30 4 64,8 388,8 6,48
9 INFERNO 30 2 43,2 259,2 4,32
EL VUELO
10 DEL FENIX 30 2 64,8 388,8 6,48
LA COLERA
11 DE AKILES 30 5 10,8 64,8 1,08
RAPIDOS DE
12 ARGOS 30 8 21,6 129,6 2,16
13 ARIETES 30 4 27 162 2,7
14 SALIDA 10,8 64,8 1,08
TOTAL 390 68 528,6 3171,6 52,86

Figura 1. Tabla correspondiente a la visita que han organizado para un dia con
una afluencia media de publico, incluida en su presentacion final. Se incluyen

también tablas similares para la baja y la alta asistencia

Para la baja asistencia fijan en 15 minutos (en una tabla distinta) el tiempo de

espera en la cola y para la alta asistencia en 60 minutos (en otra tabla).

Calculan, con estos datos, la duracion de la visita, segun sea alta, media o baja
la asistencia al parque ese dia. En el caso de una alta asistencia su solucion,
como ellos mismos sefialan, no es viable, ya que no puede realizarse en un

Unico dia de visita:
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“Tras realizar una serie de calculos y procedimientos, hemos llegado a la
conclusién de que el tiempo total que nos llevaria desplazarnos por todas las
atracciones (teniendo en cuenta el tiempo de espera y de atraccion) y otras
necesidades unas 10 horas y media. Este numero, lo hemos obtenido teniendo
en cuenta que la afluencia de personas ese dia es media. Con estos tiempos
podriamos realizar una visita completa y bien organizada, en la que se incluyen
las atracciones principales, los tiempos de descanso, comidas, compras y
demds necesidades. Si la afluencia ese dia fuese baja, tardariamos 7 horas y
15 minutos. Y si ese dia el parque estuviese masificado o tuviera una alta
afluencia el tiempo seria de 15 horas, por lo que no podriamos subir a todas las

atracciones” [ll] (extracto de su presentacion final).

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Disefar una ruta que les permita visitar las “atracciones principales” y calcular el tiempo que

les llevard realizar la visita seguin esta ruta y la asistencia de publico al parque.

Una vez fijada esta ruta, se plantean los siguientes sub-problemas: determinar el tiempo
necesario para poder recorrer esta ruta; estimar el tiempo de espera y la duracién de cada

atraccién segun la asistencia de publico.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Se seleccionan de la realidad las variables que se consideran relevantes: tiempo de espera
para subir a las atracciones; duracién de la atraccién; asistencia de publico al parque; tiempo

que se tarda en ir de una atraccién a otra en su ruta de visita.

Se marca la ruta sobre un mapa del parque y se mide su distancia directamente sobre él. El
tiempo que se tarda en ir de una atracciébn a otra se establece a partir de la razén, 10

metros/30 segundos.

El tiempo de espera es el mismo en todas las atracciones, y se agrupa en tres categorias, en
funcién de la asistencia de publico al parque, en [I]. La duracién de cada una de las

atracciones se estima a partir de su propio conocimiento en este parque.

La duracién de la visita seré la suma del tiempo de espera en la colas (que se estable segun la

asistencia de publico al parque), la duracion de cada atraccion, el tiempo necesario para ir de
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una atraccion a otra, y el tiempo necesario para descansar, comer y ver las actuaciones y las

tiendas.

¢Se usan representaciones?

Los alumnos utilizan un mapa a escala del parque para sefialar la ruta 6ptima de visita.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Los datos relativos a las variables consideradas segun la asistencia al parque se organizan en

tablas (Figura 1).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

La longitud de la ruta en la realidad se obtiene a partir de una escala, aunque sin mostrar los
célculos. Se realiza una estimacion del tiempo que se tarda en recorrer una determinada

distancia, aunque no especifican como lo hacen.

Se realizan estimaciones de los tiempos. El tiempo de espera para las atracciones se realiza

segun la asistencia al parque: alta, media o baja, en [l].

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

La duracién de la visita al parque puede realizarse en el horario de visita sin hay baja (7 horas
y cuarto) o media (10 horas y media) asistencia al parque. En caso de alta asistencia se indica
gque se necesitardn dos dias para realizarse, en [ll]. Las estimaciones de los tiempos se basan

en su propia experiencia.
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Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (tiempo y

espacio).

Estimacion de medidas (uso de la

experiencia en la estimacion de

Uso de tablas para presentar los

datos (Figura 1).

. tiempos).
Ruta 6ptima.

. . L, Toma de medidas por
Proporcionalidad (duracion de las

L . . procedimientos directos (uso de
colas en funcién de la asistencia al

cronémetros y cintas métricas para

parque)
determinar la velocidad).
Célculos aritméticos para obtener la
duracion de la visita (no se incluyen).
Uso de planos a escala.

Grupo C

Reconstruccién del proceso

Este grupo se plantea calcular el tiempo que tardaran en realizar la visita a
todas las atracciones del parque, tomando en consideracién dos posibilidades:
que la visita se realice entre semana (con poca asistencia de publico) o que se

realice el fin de semana (con una alta asistencia de publico).

Para calcular el tiempo de visita realizan una estimacion de estos tiempos
basada en su propia experiencia: la duracién de cada atraccion sera de 15
minutos entre semana y de 30 minutos los fines de semana (el mismo tiempo
para todas, incluyendo también el tiempo en la cola); el tiempo que se tarda en
ir de una atraccion a otra es de 30 minutos (independientemente que sea un
dia entre semana o de fin de semana) mas 10 minutos para ir al punto de
encuentro; 20 minutos para ir al cuarto de bafio y 30 minutos para comer (estos
tiempos también son los mismos para un dia entre semana que para un dia de

fin de semana).

Con estas estimaciones, realizan sus calculos finales, teniendo en cuenta que

van a visitar un total de 20 atracciones (ver Figura 1y 2).
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Figura 1. Célculos realizados para obtener el tiempo que se tardara en visitar

las 20 atracciones un dia entre semana, en su diario
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Figura 2. Célculos realizados para obtener el tiempo total que se tardara en

realizar la visita completa al parque un dia entre semana, en su diario

De esta manera establecen que necesitaran seis horas y media para realizar
una visita completa al parque un dia entre semana y once horas y media en un
fin de semana (repitiendo los calculos de forma analoga a como los han

realizado en la Figura 1y 2).

Finalmente deciden tener en cuenta los espectaculos que ofrece el parque,
afadiendo a sus calculos anteriores el tiempo que se tardaria en ver tres de
estos espectaculos. Para cada espectaculo estiman que necesitan 30 minutos
(independientemente que sea un dia entre semana o de fin de semana), asi
que afiaden a sus calculos anteriores una hora y media mas. Sin embargo, su
calculo final (ver Figura 3) presenta errores debido a la utilizacion de distintas

unidades (minutos y horas).
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Figura 3. Célculos realizados para obtener el tiempo total que se tardara en
realizar la visita al parque mas la visita a los espectaculos un dia entre semana,

en su diario

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular el tiempo que les llevara realizar la visita a todas las atracciones del parque, teniendo

en cuenta que la visita puede hacerse en un dia entre semana o en fin de semana.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

La duracion de la visita (segun sea en un dia entre semana o en un dia de fin de semana) sera
la suma de la estimacion de la duracion de las atracciones (que sera la misma para todas)
mas el tiempo que necesitaran para desplazarse, ir al bafio o comer. Finalmente afiadiran el

tiempo que les llevara asistir a tres espectaculos.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se muestran los calculos aritméticos (ver Figura 1y 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan estimaciones de los tiempos. La duracién de cada atraccion varia si la visita se

realiza entre semana o en fin de semana.

Presentan errores al sumar los tiempos dados en distintas unidades (minutos y horas), en

Figura 3.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucidon seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?
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Se justifica la estimacion de la visita segin se realice en un dia entre semana o durante el fin
de semana en la diferencia de asistencia al parque, lo que influye, seglin sefialan, en el tiempo
que emplearan en cada atraccion (Figura 2). Los tiempos se estiman segln su propia

experiencia.

La duracién de la visita en fin de semana (11 horas y media mas hora y media de
espectaculos) no puede realizarse en un Unico dia, pero no se indica.

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (tiempo).

Estimacion de medidas (uso de la

experiencia en la estimacion de

Uso del lenguaje literal para

presentar el modelo, en Figura 1y 2.

Proporcionalidad (duraciéon de la ]
L L . . tiempos).
atraccion en funcion de la asistencia

al parque). Célculos aritméticos para obtener la

duracion de la visita (Figura 1, 2y 3).

Grupo D
Reconstruccién del proceso

Al igual que el grupo C, este grupo se plantea calcular el tiempo que tardaran
en realizar la visita a todas las atracciones del parque, segun se realice en un

dia entre semana o se realice el fin de semana.

Estiman que necesitaran 20 minutos en cada atraccion si van entre semana, en
el que incluyen el tiempo de la cola y el de estar “montados”, asi que calculan
que para visitar las 20 atracciones del parque necesitaran cinco horas (ver
Figura 1). El célculo no se explicita, pero es errébneo, ya que segun su

estimacion, necesitarian seis horas y cuarenta minutos.

Figura 1. Estimacion del tiempo que se tardara en visitar las 20 atracciones del

parque un dia entre semana, en su diario
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A este tiempo suman 30 minutos en “ir al lavabo, ir de una atraccién a otra o
para cualquier actividad”, 30 minutos para almorzar y una hora mas para
comer. Asi que concluyen que necesitaran un total de 7 horas para realizar la

visita al parque un dia entre semana.

Para el fin de semana estiman que necesitaran 30 minutos para cada atraccion,
40 minutos para ir de una atraccion a otra, 30 minutos para almorzar y una hora
para comer (igual que en un dia entre semana). Segun estas estimaciones

necesitaran 12 horas y 10 minutos.

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular el tiempo que les llevara realizar la visita a todas las atracciones del parque, teniendo

en cuenta que la visita puede hacerse en un dia entre semana o en fin de semana.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

La duracion de la visita (segin sea en un dia entre semana o en un dia de fin de semana) sera
la suma de la estimacion de la duracion de las atracciones (que sera la misma para todas)

mas el tiempo que necesitaran para desplazarse, ir al bafio o comer.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

No se muestran célculos.

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméaticas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan estimaciones de los tiempos. La duraciéon de cada atraccion y el tiempo que se

necesita para desplazarse varia si la visita se realiza entre semana o en fin de semana.

Presentan errores al sumar los tiempos, en Figura 1.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacién
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de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se justifica la estimacion de la visita segun se realice en un dia entre semana o durante el fin
de semana por la diferencia de asistencia al parque, lo que influye, segun sefialan, en el
tiempo que emplearan en cada atraccién (Figura 1) y en el tiempo que necesitaran para ir de

una atraccion a otra. Los tiempos se estiman segun su propia experiencia.

La duracion de la visita en fin de semana (12 horas y 10 minutos) no puede realizarse en un

Unico dia, pero no se indica.

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Magnitudes y medida (tiempo). Estimacion de medidas (uso de la Uso del lenguaje literal para
. . L experiencia en la estimacion de resentar el modelo, en Figura 1.
Proporcionalidad (duraciéon de la P P g
L L . . tiempos).
atraccion en funcion de la asistencia
al parque). Célculos aritméticos para obtener la

duracion de la visita (no se incluyen).
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Anexo IX

La desaparicion del portatil

Grupo A
Reconstruccién del proceso

En esta tarea se propone a los alumnos que organicen la busqueda de un
portéatil perdido en el colegio y calculen cuanto tiempo creen que les llevara

localizarlo.

Los alumnos de este grupo suponen que tienen que registrar todas las aulas
del colegio para encontrarlo. Inicialmente seleccionan, como Unica variable, el
namero de aulas del colegio, clasificadas segun su tamafo: 36 aulas normales
(de primaria, secundaria y bachiller) y 6 aulas grandes (las de infantil). Realizan
estimaciones del tiempo que les llevara registrar cada aula: de 1 a 7 minutos
para las aulas mas grandes; de 1 a 5 minutos para las normales. Con estos
datos hacen una primera estimacion del tiempo de busqueda, 36x5+6x7=222
minutos. Como son tres alumnos, el tiempo maximo serd de, 222:3=74
minutos, aproximadamente. Muestran estos resultados al profesor durante la
segunda sesion de trabajo en el aula (ver la transcripcién de la grabacion en
audio de la actuacion del profesor con este grupo) pero no los incluyen

finalmente en su diario (no se recoge tampoco el borrador con estos célculos).

En la tercera sesién los alumnos introducen en su modelo la variable
“‘escondrijos”, referida al numero de lugares que tendran que registrar por

alumno y aula. Establecen ademas una ruta de busqueda.

Para cada nivel educativo (primaria, secundaria y bachillerato) estiman el
namero de alumnos por aula y lo multiplican por el nimero de aulas para
obtener el total de alumnos de ese nivel. De cada alumno tendran que registrar
su mesa y su taquilla (los “escondrijos”). Estiman que necesitaran 10 segundos
por mesa y 5 segundos por taquilla. De este modo obtienen el tiempo total que

les llevara registrar cada nivel (ver Figura 1).

228



Anexos

sitios en los que buscar. Si 396 sitios son cajones, y en busc_ar
en cada uno tardamos 5 segundos, en total tardaremos 33 min
en buscar en todos los cajones de primaria. A esto hay que
afiadirle lo que tardamos en buscar en todas las mesas de
primaria que son 396 mesas, las cuales tardamos en registrar 10
segundos cada una, esto nos da 1h y 6 min. Ahora sumamos el
tiempo de los cajones y mesas= 1h y 39 min.

Figura 1. Extracto del célculo del tiempo que se tarda en registrar las aulas de

primaria, en su diario

Para las aulas de infantil estiman que necesitardn 1 minuto (porque los
alumnos de infantil “no tienen acceso a los portatiles”, pero “algun profesor
podria haberlo dejado alli”) por aula, y dos horas, en total, para las restantes
aulas (desdobles, bafios, despachos, capilla, etc.), aunque sin especificar los

céalculos.

A continuacion establecen como debe realizarse la basqueda (ver Figura 2) y
cudl serd la ruta Optima a sequir: “La busqueda la realizariamos los 3 juntos
registrando aula por aula, las mesas y casilleros de cada una, considerados
escondrijos. Empezariamos por el aula mas cercana a la entrada del colegio y
continuariamos hasta el final del pasillo, saliendo por la puerta del aula méas
cercana a la puerta de la siguiente aula. Luego subiriamos por las escaleras
mas cercanas y hariamos lo mismo con las siguientes plantas del colegio” [l1]

(extracto de su diario).

Bl T
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Figura 2. Esquema para ilustrar como debe realizarse la blusqueda, incluida en

su presentacion final

Para calcular el tiempo que tardaran en desplazarse por esta ruta miden la
longitud de cada pasillo mediante una cinta métrica (250 metros de pasillo para
cada una de las cuatro plantas que tiene el colegio) y estiman la velocidad de
desplazamiento de una persona, 2 m/s, y el tiempo que tardan en subir las

escaleras (utilizando un cronémetro), un minuto y medio.
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El tiempo total que les lleva registrar todas las aulas se divide entre tres (el
namero de personas que buscan) a lo que suman el tiempo que les lleva

desplazarse por su ruta de basqueda (ver Figura 3).

El tiempo se calcula sumando el tiempo total de todos los
cursos/el nimero de personas + el tiempo de desplazamiento. El
tiempo de desplazamiento= 1000m totales + 200m adicionales
por los que pasamos al movernos/ velocidad= 2m/s. También el
tiempo de subir las escaleras, que tras contarlo y aproximarlo nos
da 1 min y 30 seg. Esto es: 1h y 39 min + 57 min + 30 min + 9
min + 2 horas/3 + 5 min + 1 min 30 seg=1h 41min .

Figura 3. Tiempo total que les llevara encontrar el portatil, en su diario

Preguntados por el profesor sobre si son capaces de encontrar una expresion
mas formal y reutilizable para calcular el tiempo de busqueda del portatil, los
alumnos se embarcan en una revisidbn del proceso de resolucion anterior,
llegando a una férmula algebraica que incluyen en su presentacion final (ver

Figura 4).

TT=[Hx{ExT)}]/N+D/V

Donde:

TT : tiempo total de encontrar el objeto

M- nimero de personas que buscan= 3

H: numero de habitaciones= 43

T: tiempo medio que tardamos en registrar los escondrijos= 5 segundos/escondrijo
E: N® de escondrijos por clase= 40

D: distancia total del recorrido en metros= 1200 m

W velocidad de desplazamiento= 2 metros/segundo

TT=[HX(ExT)]/N+D/V=[43(40 x 5)] / 3 + 1200/ 2= 3466 segundos= 58 min aprox.

Figura 4. Férmula general utilizada para calcular el tiempo de busqueda,

incluida en su presentacion final

A partir de esta formula, determinan que el tiempo maximo para encontrar el

portatil es de 58 minutos, tiempo que consideran “realista”.

Esta misma expresion la aplican, a modo de ejemplo durante su presentacion
publica, en un nuevo espacio, para mostrar a sus compareros como utilizarla
en otras situaciones: “Hemos aplicado esta formula a una casa para comprobar

que se podia generalizar” (extracto de su presentacion final).
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Calcular el tiempo que les llevara encontrar el portatil desaparecido registrando todas las aulas

del colegio.

Se plantean resolver varios sub-problemas: calcular el tiempo que les llevara registrar un aula;

fijar una ruta éptima de busqueda; calcular el tiempo que les llevara desplazarse por esta ruta.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Para encontrar el portatil suponen que tienen que registrar todas las aulas del colegio.

Para el célculo del tiempo que les llevara registrar las aulas seleccionan las siguientes
variables: nimero de alumnos por aula en cada nivel; numero de aulas por nivel; nUmero de
escondrijos; tiempo que se tarda en registrar cada escondrijo; nUmero de personas que
realizan la busqueda (ver Figura 4). Este tiempo seré directamente proporcional al numero de
escondrijos e inversamente proporcional al nimero de personas que buscan.

Se establece una ruta de busqueda (en [ll]) cuyo tiempo en recorrerse se obtendra a partir de
su longitud total, la velocidad de desplazamiento y el tiempo que se tarda en subir las

escaleras.

La suma de estos tiempos dara el tiempo total necesario para buscar el portatil (ver Figura 3).

¢ Se usan representaciones?

Los alumnos utilizan un esquema para explicar la ruta éptima de busqueda (Figura 2).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se utiliza una expresién pre-algebraica para obtener el tiempo total de basqueda (Figura 3).

Posteriormente obtendran una formula algebraica general (Figura 4).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméticas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan mediciones con crondmetro para estimar los tiempos de registro y la velocidad de

desplazamiento.

Se utiliza el razonamiento proporcional para obtener las distintas expresiones, Figura 3 y 4,

que después se aplican para el caso particular del colegio y una casa.
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¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacion real?

Se razona como debe realizarse la blsqueda para invertir el menor tiempo, en [ll]. Se
proporcionan argumentos sobre las estimaciones y calculos realizados. Se calculan los
tiempos utilizando varios procedimientos, en Figura 3 y 4, y se consideran ambos resultados
“realistas”, en el sentido de realizables. La férmula algebraica obtenida se aplica a un caso

distinto (una casa) para comprobar su utlidad y posible generalizacion durante la

presentacion.

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (tiempo,

espacio y velocidad).
Ruta 6ptima.

Proporcionalidad (tiempo de
busqueda en funcién del nimero de
escondrijos y del nimero de

personas que buscan)

Toma de medidas por
procedimientos directos (uso de
cronémetros y cintas métricas para

determinar la velocidad).

Estimacion de medidas (para los
tiempos de las aulas de infantil y
desdobles).

Célculos aritméticos para obtener los

Uso de gréficos para justificar

procedimientos, en Figura 2.

Uso del lenguaje pre-algebraico para
formular un primer modelo, en Figura
3.

Uso del lenguaje algebraico para
formular el modelo definitivo, en

Figura 4.

tiempos de busqueda (no se

incluyen).

Manipulacién de expresiones
algebraicas para calcular el tiempo

de busqueda (Figura 4).

Generalizacion de propiedades y

relaciones.

Grupo B
Reconstruccién del proceso

Este grupo plantea dos posibles supuestos en la busqueda del portatil: que
tengan que registrar todas las aulas del colegio para encontrarlo (“maximo
tiempo posible”) o que lo encontraran en la ultima aula de la planta baja
(“minimo tiempo posible”). A partir de aqui plantean dos sub-problemas:

calcular el tiempo que les llevara registrar cada aula; diseflar una ruta de
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bdsqueda; calcular el tiempo que tardaran en recorrerla, para cada uno de

estos supuestos.

Para resolver el primer problema estiman la media de alumnos por aula en
cada nivel educativo, redondeando a las decenas para simplificar calculos (30
alumnos las de infantil, 20 alumnos las de primaria, secundaria y bachillerato).
Cronometran el tiempo que les lleva registrar, los tres juntos, un aula de 20
alumnos de secundaria: un minuto. Por proporcionalidad, establecen los

tiempos para las restantes aulas (ver Figura 1).

Primaria, secundaria y bachillerato tienen una capacidad para 20 personas y se
tarda (t: 1 min ) en recorrer un aula de cada una de ellas; infantil tiene una
capacidad para 30 personas y se tarda (t: 1,5 min ); el aula 1 informatica tiene una
capacidad de 15 personas (t:45 seg ); y aula 2 de informatica tiene una capacidad de
40 personas (t:2 min).

Figura 1. Estimacion del tiempo que les llevara registrar las aulas, segun el

numero de alumnos, incluida en su diario

Presentan toda esta informacion en una tabla (ver Figura 2).

infantil | primaria | secundaria | bachiller | informéatica

N° aulas 6 18 11 5 2

. 1°-> 15
capacidad | 30 20 20 20 203 40
T en
recorrer 1 15 1 min 1 min 1 min 1°>45seg
aula de | min 2°>2min
cada tipo

Figura 2. Tabla con las variables que han tenido en cuenta a la hora de resolver

el problema, incluida en su presentacion final

A continuacién organizan una ruta de busqueda y calculan el tiempo necesario
para ir de un aula a otra (que estiman en 7 segundos) y el tiempo que se tarda

en ir de una planta a otra (que estiman en 20 segundos).

Con estos datos calculan el tiempo minimo que les llevara encontrar el portatil,
suponiendo que lo encontraran en la Ultima aula de la planta baja: 18 minutos

(ver Figura 3).
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Tiempo planta baja:

10 min (aulas primaria) + 63 seg (tiempo entre clase y clase) + 40 seg (entre primaria e
mfantil) + 6 min (aulas infantil) + 35 seg (tiempo entre clase y clase) = 18 min.

Figura 3. Célculo del tiempo minimo que les llevara encontrar el portatil en la

planta baja, en su diario

Del mismo modo, determinan el tiempo maximo que les llevar4 encontrar el
portétil teniendo que registrar todas las aulas del colegio. Para ello calculan el
tiempo que les llevara registrar cada planta mas el tiempo que tardan en subir

las escaleras, 49 minutos en total (ver Figura 4).

Tiempo planta tercera:

6 min (aulas 1° y 2° ESO) + 35 seg (tiempo entre clase y clase) + 35 seg (tiempo entre 2° ESO a
4 eso) + 5 min (aulas 4 ESO y 3° ESO) + 28 seg (entre clase y clase) =12 min.

TOTAL: 18 +6 + 12 + 12 + 1 MIN (subida de los pisos) = 49 min

Figura 4. Extracto del célculo del tiempo maximo que les llevara encontrar el

portétil al recorrer todo el colegio, en su diario

En su presentacion final describen la ruta de busqueda y presentan una
expresion pre-algebraica para el calculo del tiempo, en los dos supuestos

considerados (ver Figura 5y 6).

*Blsqueda:

Puerta planta baja = clases primaria e
infantil,

*Dados los calculos hechos

Sumando: el tiempo de tardanza de registrar las
clases + el tiempo entre clase y clase

18 min aprox

Figura 5. Ruta de busqueda y céalculo del tiempo maximo que les llevara

encontrar el portétil, en su presentacion final
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*Busqueda:

Puerta planta baja = clases primaria e infantil
= aulas 2° de bachillerato y aulas 1y 2 de
informatica = aulas de primariay 1° de
bachillerato = aulas 1°,2°,3° y 4° de ESO.

*Dados los calculos hechos

Sumando: el tiempo de tardanza de registrar las
clases + el tiempo entre clase y clase + la subida
de los pisos

P —
[ E—

49 min aprox

Figura 6. Ruta de basqueda y calculo del tiempo méaximo que les llevara

encontrar el portétil, en su presentacion final

Finalmente, concluyen: “Con estas dos suposiciones hemos obtenido una
estimacion del intervalo de tiempo que tardariamos teniendo en cuenta factores
como el nimero de pisos, el espacio entre clase y clase y el nimero de estas
(sabiendo el tiempo de tardanza de una clase de 20 personas, 1 minuto, hemos
hallado lo que tardariamos con el resto). Intervalo = de 18 min a 49 min

aprox.”[1] (extracto de su diario)

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular el tiempo que les llevard encontrar el portétil desaparecido. Consideran dos
supuestos: que encontraran el portatil al registrar solo las aulas de la planta baja (minimo
tiempo posible) o que tendran que registrar todas las aulas del colegio para encontrarlo
(méaximo tiempo posible). Para cada supuesto se plantean: calcular el tiempo que les llevara
registrar un aula; fijar una ruta 6ptima de busqueda y calcular el tiempo que les llevara

desplazarse por esta ruta.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Suponen que los tres miembros del grupo irdn juntos en la bisqueda. Para el céalculo del
tiempo que les llevara registrar las aulas seleccionan las siguientes variables: namero de
alumnos por aula en cada nivel (redondeando a la decena); nimero de aulas por nivel; tiempo

que se tarda en registrar cada aula.
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Estiman el tiempo que les lleva registrar un aula de 20 alumnos, a partir de aqui y por

proporcionalidad, estiman el tiempo que les llevara registrar el resto de aulas (Figura 1).

Se establece una ruta de blsqueda y se estima el tiempo que se tarda en ir de un aula a otra 'y

subir las escaleras.

La suma de estos tiempos dara el tiempo total necesario para buscar el portatil (Figura 4).

¢Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢ Se utiliza el lenguaje mateméatico?

Se utiliza una tabla para presentar y organizar los datos (Figura 2). Se utilizan célculos
aritméticos para obtener los tiempos minimo y méximo de busqueda (Figura 3 y 4).

Finalmente, se utiliza una expresién pre-algebraica para el calculo de estos tiempos (Figura 5
y 6).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan mediciones con cronémetro para estimar los tiempos de registro y de

desplazamiento.

Se utiliza el razonamiento proporcional para obtener los tiempos de registro de las aulas segun
el numero de alumnos (Figura 1). Se realizan célculos aritméticos a partir de los datos

obtenidos (Figura 3 y 4).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuaciéon

de los resultados obtenidos a la situacién real?

La solucion aportada es un intervalo, en [l], que se considera una respuesta mas “realista”,
que dar un uUnico numero (en referencia a la solucion aportada por el grupo A). En la
presentacion final se dan expresiones pre-algebraicas que facilitan la comprension de los

célculos realizados y su reutilizacion, aunque no se indica su posible generalizacion.
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Analisis estructural del modelo

Anexos

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitudes y medida (tiempo).
Ruta 6ptima.
Intervalo.

Proporcionalidad (tiempo de
busqueda en funcion del nimero de

alumnos por aula)

Toma de medidas por
procedimientos directos (uso de
cronémetros para determinar

tiempos).

Célculos aritméticos para obtener los

tiempos de busqueda (Figura 3y 4).

Generalizacion de propiedades y
relaciones.

Uso del lenguaje aritmético, en

Figura 3y 4.

Uso de tablas para presentar los

datos, en Figura 2.

Uso del lenguaje pre-algebraico, en

Figura5y 6.
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Anexo X

Un nuevo comedor

Grupo A
Reconstruccién del proceso

A los alumnos se les plantea la necesidad de acondicionar un nuevo espacio
como comedor para los alumnos de infantil y calcular cuantos alumnos pueden
comer en él, tomando las decisiones que ellos consideren mas oportunas

respecto a su organizacion.

Miden, con una cinta métrica, las dimensiones de la sala que se convertira en
nuevo comedor (de forma rectangular) y la dibujan de forma esquematica,
sefialando sus dimensiones (10,32x5,77m) y area (59,54m2). Para simplificar la

situacion eliminan la columna central del recinto y los armarios.

Los elementos que consideran (y que deben situar en el comedor) son las
bandejas en las que se sirve la comida, las mesas y las personas,

distinguiendo entre nifos y adultos.

Idealizan estos elementos de la realidad mediante formas geométricas planas.
Redisefian las bandejas que se utilizan en el comedor actual (de forma
cuadrada y romboidal) y optan por una forma triangular, de la que elaboran un
modelo a escala real con cartulina: “Decidimos elegir la bandeja triangular ya
qgue entre ellas se pueden encajar y aprovechar mayor cantidad de espacio, y

esto lo hemos comprobado al medir las bandejas anteriores” (ver Figura 1).
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Area similar

16,40cm

Figura 1. Modelo de bandeja disefiado por los alumnos, incluida en su

presentacion final

A partir de las dimensiones de estas nuevas bandejas (triangulos equilateros
de 40cm de lado), establecen las de las mesas, manteniendo la forma original
rectangular, de 5x0,9 m?, ya que “se desperdicia menos espacio en el centro,
para que quepan las bandejas en dos filas” (extracto de su diario). Finalmente,
estiman el espacio que deben dejar entre mesa y mesa, 80cm, el minimo para
que pueda pasar un adulto (estiman que un adulto equivale a 80 cm y un nifio a
40 cm, aunque no indican esta medida a que corresponde, si al lado de un
cuadrado o al didmetro de un circulo, formas con las que podrian estar

idealizando el espacio que ocupa una persona).

Con las medidas y calculos definitivos (los alumnos realizan, en distintas
ocasiones, mediciones in situ para comprobar sus calculos), determinan el
namero de rectangulos (mesas) que caben en el comedor, con la condicion de
que dejen un espacio entre si (pasillo) de 80cm (minimo para que pase una
persona adulta) y el nimero de triangulos (bandejas) que caben en cada mesa:
se tesela el rectdngulo mediante triangulos equilateros, dejando pequefios

espacios entre si (ver Figura 2).

Figura 2. Esquema de la distribucién de sus bandejas triangulares en una
mesa, incluida en su presentacion final
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Los resultados obtenidos se corresponden con el nimero (maximo) de mesas
que caben en el comedor y el nimero (maximo) de alumnos que podran comer
en cada mesa (ver Figura 3). Establecen que con el disefio de sus bandejas
(ver Figura 4) y la distribucidon de sus mesas (ver Figura 5), la capacidad
maxima del nuevo comedor es de 132 nifios. Comparan su organizacion con la

distribucion del comedor actual del colegio, con el fin de establecer sus

ventajas.
ORGANIZACION DEL ACTUAL NUESTRO ORGANIZACION DEL
COMEDOR NUEVO COMEDOR
- Se han utilizado 11 mesas - Se han utilizado 6 mesas
- La colocacion de alumnos por 24 alumnos por mesa excepto en la
mesas es desigual : tltima en la que hay 12
8 alumnos - 9 mesas - Cantidad de alumnos: 132
11 alumnos — 1 mesa (120 nifios sin contar con la dltima
12 alumnos — 1 mesa mesa)
- Cantidad de alumnos: 95

Figura 3. Tabla comparativa con su distribucion, incluida en su presentacion

final

Figura 4. Momento durante la presentacion final en que las alumnas de este
grupo presentan un modelo a tamafio real de su bandeja triangular realizado

con cartulina
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1

Figura 5. Esquema con la distribucion de las mesas en el comedor, incluida en

su presentacion final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Para organizar el nuevo comedor estudian primero la forma y dimensiones Optimas de
bandejas y mesas, el espacio que necesita una persona para moverse y comer, y la
disposicion de las mesas en el comedor. Con estos datos calcular finalmente el nimero de

comensales.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Se eliminan elementos (columna, armarios) del espacio destinado al nhuevo comedor para

simplificar la realidad.

Las bandejas, mesas y personas (distinguiendo entre nifios y adultos) se idealizan mediante

figuras geométricas planas conocidas.

Se fijan las formas y medidas de bandejas y mesas para aprovechar al maximo el espacio

disponible.

¢ Se usan representaciones?

Realizan un modelo a tamafio real de su bandeja con cartulina (Figura 1 y 4). Utilizan
esquemas para simular la distribucién de bandejas en las mesas (Figura 2) y la disposicion

final de las mesas en el comedor (Figura 5).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se utiliza una tabla para comparar la distribucion del nuevo comedor con la distribucién actual
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del comedor (Figura 3). Se expresan las medidas de los elementos considerados (Figura 1).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan mediciones con cinta métrica y se utiliza un modelo a tamafo real de su bandeja
para realizar comprobaciones in situ. Se calcula el area del recinto mediante la férmula del

rectangulo, sin detallar.

Se tesela la mesa para calcular el nUmero de bandejas triangulares que caben.

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situaciéon real?

Se argumenta la seleccion de las formas y dimensiones de sus bandejas y mesas por el
“mejor aprovechamiento del espacio”. Se compara su distribucion del nuevo comedor con la
del comedor actual, para sefalar su mayor capacidad (Figura 3). Se muestran esquemas con

la distribucion de mesas en el comedor (Figura 5).

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud y
superficie).

Figuras planas elementales

(triangulos y rectangulos).

Distribucién 6ptima.

Toma de medidas por
procedimientos directos (longitudes

con cintas métricas).

Aproximacion de la realidad

mediante figuras planas.

Célculo de areas mediante las

férmulas conocidas (rectangulo).

Uso de modelos geométricos para
simular la realidad y obtener los

datos (Figura 4).

Uso de graficos para recoger datos
(Figura 1), justificar decisiones
(Figura 2) o presentar resultados
(Figura 5).

Uso de tablas para presentar

resultados (Figura 3).

Grupo B

Reconstruccion del proceso

Para organizar el nuevo comedor este grupo analiza primero la forma mas
adecuada para las mesas, “para que ocupen menos espacios y quepan mas

comensales” (extracto de su diario), y la manera de distribuirlas en el comedor.
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Consideran dos posibles formas para las mesas: rectangulares y circulares.
Toman medidas para estas dos formas con &reas similares y comparan sus
perimetros (ver Figura 1), optando finalmente por la forma rectangular, ya que

“cabe un comensal mas” (extracto de su diario).

Calculamos su drea: 2'5:0'9 = 2'25 m?

Radio de 0'85 m

Calculamos su drea: 10'85% = 2'27 mé

También hallamos el perimetre de cada uno de los medelos de mesa:

Calculamos el perimetro del rectdngulo: 2'5+2'5+0'9+0'9 =6'8 m

Claculamos el perimetro de la circunferencia: 2--0'85 =534 m

Figura 1. Célculos del perimetro y del area de las mesas rectangular y circular,

en su diario

Toman las medidas del comedor, eliminando elementos (armarios, columna
central) y optan por la distribucion que se muestra en la Figura 2, “de esta
manera, podemos permitirnos utilizar mesas de medida mas alargada a la vez
gue creamos un espacio en forma de pasillo para que el monitor de comedor

pueda atender a los nifios sin dificultad alguna” (extracto de su diario).

x> mz

"= i m
OrrHGMG o

Figura 2. Esquema con la distribucion del comedor, en su presentacion final
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Estiman el espacio que ocupara un nifio de infantil en la mesa, tomando
medidas con la cinta métrica: 35x30 cm. Deciden ademas utilizar platos en
lugar de bandejas, con el propédsito de ganar espacio en la mesa. Comparan
las areas de las bandejas actuales, de 33x33 cm, con el area de su modelo de
plato, de radio 11,25 cm. No consideran, en esta comparativa, la necesidad de
disponer de otros elementos en la mesa, como vasos, cubiertos, el segundo
plato, etc., que si se recogen en las bandejas del comedor actual.

Finalmente calculan el nimero de nifios que podran comer en cada mesa
(Figura 3) y su distribucion final (Figura 4), con una capacidad total de 147

ninos.

Escogimos la longitud de las mesas (2'5 m) en torno al espacio que cada uno
de los alumnos requiere endicha mesa. Habiomos acordado gue ese espacio
esde 36x30cm, por bo que en cada uno de los lados mds alargados de la

mesa caben 7 nifios:
367= 245 cm

El cuadrado gue forma el asiento de la silla mide 32% cm.

Debido a esto, podemos colocar 7 sillas a b largo de uno de los lodos mds
alargados de lo mesa, y fodavia sobran 218 cm para gue los nifios puedan

levantarse de la sillay volver a sentarse sin problemas:

3267 = 22872 cm

2b0-22872 = 218 cm

Figura 3. Extracto de su diario, con el nimero de alumnos que caben en cada

mesa
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Figura 4. Esquema con la distribucion del comedor, incluida en su presentacion

w050

final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Para organizar el nuevo comedor estudian primero la forma y dimensiones 6ptimas de las
mesas Yy las bandejas, el espacio que necesita un nifio para comer y la disposicién de las

mesas en el comedor. Con estos datos calcular finalmente el nimero de comensales.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Se eliminan elementos del espacio del nuevo comedor para simplificar la realidad.

Las mesas, bandejas, platos, sillas y nifios se idealizan mediante figuras geométricas planas
conocidas.

Se comparan los perimetros de mesas rectangulares con mesas circulares de area similar
para ver en cual podemos poner mas comensales. También se compara el area de las
bandejas cuadradas actuales con la de platos circulares, para escoger cual ocupa menos

espacio en la mesa.

¢ Se usan representaciones?

Utilizan esquemas para simular la distribucion de las mesas en el comedor (Figura 2 y 4) y las

formas de mesas, sillas y platos utilizados (Figura 1).
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¢ Se utiliza el lenguaje mateméatico?

Se expresan las medidas de los elementos considerados y se realizan célculos aritméticos
para el area y el perimetro de figuras conocidas (Figura 1) y para ver cuantos nifios pueden

comer en cada mesa (Figura 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan mediciones con cinta métrica y se realizan esquemas con la distribucion del
comedor. Se calculan &reas y perimetros mediante las férmulas conocidas (Figura 1). Se

hacen célculos aritméticos para ver cuantos nifios pueden comer en cada mesa (Figura 3).

¢Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacién

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se comparan &reas y perimetros de distintas formas geométricas para justificar la eleccién del
tipo de mesas y platos, y calculos aritméticos para el calculo del nimero de nifios que pueden
comer en cada mesa. El esquema presentado (Figura 4) muestra la distribucion del nuevo

comedor.

Analisis del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (perimetro y
superficie).

Figuras planas elementales

(cuadrados, rectangulos y circulos).

Distribucién 6ptima.

Toma de medidas por
procedimientos directos (longitudes

con cintas métricas).

Aproximacion de la realidad

mediante figuras planas.

Célculo de areas y perimetros
mediante las formulas conocidas
(Figura 1).

Uso del lenguaje aritmético para
presentar los resultados (Figura 1y
3).

Uso del lenguaje gréfico para
justificar procedimientos (Figura 1y
2), recoger datos y presentar los

resultados (Figura 4).

Grupo C

Reconstruccion del proceso

Los alumnos de este grupo se plantean dos opciones: disefiar un comedor para

alumnos de secundaria, y disefiarlo para alumnos de infantil exclusivamente.
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Primero toman las medidas de la sala, mediante una cinta métrica, y los
elementos que contiene: “9,85x5,95 metros, 58,6 metros cuadrados, con un
pilar de 0,50x0,50 metros, las basura de unos 50 cm de diametro y la mesa de
la cocina de 1x1,50 metros” [I] (extracto de su diario). Toman las medidas de
las mesas existentes en el comedor actual, 2,5x1 metros. Utilizan este mismo
modelo de mesa en las dos opciones (comedor de secundaria e infantil) y solo
se cambia para las sillas, de 50x50 cm en secundaria, y de 40x40 cm en

infantil.

Para la primera opcion (comedor de secundaria) estiman que necesitan dejar
un pasillo central de 95 cm y que cada alumno necesitara medio metro de
longitud en la mesa para comer, dejando un espacio de dos metros entre mesa
y mesa para poder mover las sillas (50 cm) y moverse entre ellas. Con estas
consideraciones realizan un plano, “a escala 1:50”, de la distribucién de su

comedor (ver Figura 1). Estiman su capacidad en 50 comensales.

Figura 1. Esquema con la distribucion de las mesas en el comedor para

secundaria, incluida en su presentacion final

Para la segunda opcién (comedor de infantil) se basan en su anterior disefio:
“Se cambian las 5 mesas por 7 mesas reduciendo el tamafio de las sillas de
0,50m a 0,40m y el espacio entre mesa y mesa de 1m a 0,30m, con un pasillo
de 0,95m igual que en el comedor 1 [se refiere al comedor de secundaria] y con
la misma cocina” [ll] (extracto de su diario). Ahaden una mesa, que denominan
de “castigados”, para los nifilos que les cuesta comer y necesitan una atencion

especial (ver Figura 2). La capacidad sera ahora de 70 comensales.
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Figura 2. Esquema con la distribucion de las mesas en el comedor para infantil,

incluida en su presentacion final

Concluyen que, “podriamos a ver ido ajustando mas para sacar el numero de
comensales que nos interese pero hemos hecho solo dos que muestran el
primero, una organizacion comoda y el segundo, los alumnos estan mas

incobmodos pero en el comedor hay mas capacidad” [lll] (extracto de su diario).

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular el nimero de comensales y realizar un plano a escala de su distribucién. Se plantean

dos opciones: disefiar un comedor para alumnos de secundaria o disefiar un comedor para
alumnos de infantil.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
matemaético?

Las mesas y sillas se representan mediante el rectangulo y el cuadrado, respectivamente.

Se considera como variables las dimensiones de las sillas y el espacio entre mesa y mesa,

segun sea el comedor para secundaria o para infantil, en [II].

¢Se usan representaciones?

Utilizan esquemas a escala para simular la distribucion de las mesas en el comedor (Figura 1
y 2).
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¢ Se utiliza el lenguaje mateméatico?

Se expresan las medidas de los elementos considerados, en [I] y [lI].

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se realizan mediciones con cinta métrica y se realiza un esquema de los dos comedores
considerados a escala 1:50.

Se calcula el area del recinto mediante la férmula del rectangulo, sin detallar.

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion
de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se argumenta la distribuciéon por la “comodidad” para la primera opcién y por la “mayor
capacidad” para la segunda, en [lll]. Los esquemas presentados (Figura 1 y 2) muestran la

distribucion del nuevo comedor a escala.

Analisis del estructural modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Magnitud y medida (longitud y Toma de medidas por Uso de graficos para recoger datos y
superficie). procedimientos directos (longitudes presentar resultados (Figura 1y 2).

. con cintas métricas).
Figuras planas elementales

(cuadrados y rectangulos). Aproximacion de la realidad

C mediante figuras planas.
Distribucion éptima.

Célculo de areas mediante las

férmulas conocidas (rectangulo).

Uso de planos a escala (Figura 1y
2).
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Anexo Xl

Cordones

Grupo A
Reconstruccién del proceso

En esta tarea se muestran las formas mas comunes de anudarse los cordones
de los zapatos: la manera americana, la europea y la de las zapaterias. Se pide
a los alumnos que determinen cuél de estas maneras requiere una longitud
menor y cudél una longitud mayor de los cordones. Posteriormente deberan

disefiar una manera que requiera de los cordones mas cortos.

El grupo A utiliza una zapatilla que responde a las medidas dadas por el
enunciado para anudar los cordones de estas tres maneras. Comprueban de
este modo que el problema es auténtico. Tras esta observacion inicial,
identifican las figuras geométricas que se esconden tras las diferentes maneras
de anudarse los cordones: segmentos horizontales y oblicuos (o “cruzados”
como ellos los denominan) que se corresponden con los catetos y la
hipotenusa de tres de triangulos rectangulos (ver Figura 1). La identificacion de

estos elementos les permitird resolver matematicamente la cuestion planteada.

—r I

h=7.2cm

c=1cm
c=7cm
c=2cm

C=2cm. C=2cm. c=2cm

Figura 1. Triangulos rectangulos identificados, con las dimensiones de sus
catetos y el célculo de la hipotenusa a partir del Teorema de Pitagoras,

incluidos en su presentacion final

Empiezan por el modo americano, que les resulta, aparentemente, mas facil, ya

que ‘tiene todos los triangulos iguales” (extracto de su diario). Utilizan el

Teorema de Pitagoras para medir la longitud de los segmentos oblicuos o
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“cruces”, que relacionan con la hipotenusa de los tridngulos rectangulos.
Finalmente multiplican esta longitud por el nimero de “cruces” y le suman la
longitud de los segmentos horizontales (Figura 2). A la longitud obtenida suman

la longitud necesaria para realizar el nudo (sin especificar).

Sabiendo que:

A= 2

Hallaremos la hipotenusa y la multiplicaremos por 14 y le
sumaremos 2 (14 cruces y 2cm. del horizontal).

He= 12427 > h= /5 =223 > 2'2-14=30'8 —>

30°84+2= 32’8 cm. es la longitud que usamos al anudarlos de la forma
americana.

Figura 2. Célculo de la longitud del modo americano, en su diario

Con la manera americana ya resuelta, pasan a resolver las otras dos maneras:
“Fijandonos en el método utilizado anteriormente, vamos a proceder a su
resoluciéon mediante la aplicacion del teorema de Pitagoras, gracias a que de
nuevo, todos son triangulos rectangulos” (extracto de su diario) (ver Figura 3 y
4).

RESOLUCION MATEMATICA:

22:7+27=294

h= 72422

h=/53=7"2

R=29'4+7'3=367

B=7-1=7

Figura 3. Célculo de la longitud del modo zapateria, en su diario
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Asi pues, hemos hallado la medida de todos los cruces diagonales (8 en total) y la
de los horizontales (7). Hemos multiplicado por el nimero de cruces cada medida y las
hemos sumado obteniendo asi el resultado final: 35°38cm.

Figura 4. Célculo de la longitud del modo europeo, en su diario

Concluyen que la manera de zapateria es la que utiliza una mayor longitud de
cordones (36,7 cm mas lazo) y la manera americana es la que utiliza una

menor longitud (32,8 cm mas lazo).

Para responder a la segunda cuestion, reflexionan sobre el proceso seguido:
“Nos pusimos a pensar cual podria ser la manera mas corta de atarse los
cordones y, observando la respuesta a la cuestion anterior, nos dimos cuenta
de que, la manera mas larga, era la que mas cruces en diagonal tenia (si lo
aplicamos al teorema de Pitagoras, la hipotenusa siempre es mas larga que
cualquiera de los dos catetos). Por tanto, debiamos buscar una manera que
pasara en diagonal la menor cantidad de veces posible” [I] (extracto de su
diario). Utilizando como modelo una zapatilla, prueban un modo de atarse los
cordones, basado en la manera americana, en la que van sustituyendo lazadas
cruzadas por lazadas verticales. Comprueban cual es el nimero minimo de
“cruces” que necesitan para que la zapatilla se sujete bien al pie. Finalmente,

muestran su disefio (ver Figura 5):

—9
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/
—@)

=7
\
P
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/
&

(SR
L N
&S—& &

Figura 5. Disefio de la nueva manera de anudarse los cordones, incluida en su

presentacion final
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Calcular la longitud de los cordones de cada modelo. Disefiar un nuevo modo de atarse los

cordones que minimice su longitud.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
mateméatico?

Cada modo de atarse los cordones se descompone en un nimero de segmentos horizontales

y oblicuos.
Los segmentos oblicuos se identifican con las hipotenusas de triangulos rectangulos.

La longitud de los cordones sera la suma de todos los segmentos horizontales y oblicuos.

¢ Se usan representaciones?

Se representan las formas geométricas identificadas (triangulos) con sus dimensiones (Figura

1, 2y 3). Se presenta un esquema con su modelo de atarse los cordones (Figura 5).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se realizan célculos aritméticos para determinar la longitud de segmentos oblicuos y la

longitud total de los cordones (Figura 2 y 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se aplica el Teorema del Pitagoras para calcular la longitud de los segmentos oblicuos (Figura
2y 3).

La longitud total de los cordones sera la suma del nimero de segmentos horizontales por su

longitud mas el nimero de segmentos oblicuos de cada tipo por su longitud.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuaciéon

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se justifica el uso del Teorema de Pitdgoras identificando los tres tipos de triangulos
rectdngulos que subyacen en cada modo de atarse los cordones (Figura 1). Se justifica su
nuevo disefio tras la reflexion sobre el proceso de calculo de la longitud de los cordones: los
segmentos oblicuos son los més largos asi que su nuevo disefio tendra el menor nimero

posible de estos segmentos, en [l].
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Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Figuras planas elementales
(triangulos rectangulos).

Uso del Teorema de Pitagoras para
calcular longitudes (Figura 2 y 3).

Célculos aritméticos para obtener la
longitud de los cordones (Figura 2 y
3).

Uso del lenguaje literal para
presentar su modelo (Figura 2 y 4).

Uso del lenguaje aritmético para
presentar su modelo (Figura3).

Uso de graficos para recoger datos y
justificar procedimientos (Figura 1, 2
y 3) y presentar resultados (Figura
5).

Grupo B

Reconstruccidn del proceso

Al igual que el grupo anterior, este grupo identifica los segmentos oblicuos en

que descomponen el disefio de cada modo de atarse los cordones con la

hipotenusa de triangulos rectangulos. Aplicando el Teorema de Pitagoras

calcularan su longitud. Para el caso de la manera europea senalan: “Para medir

este cordon se calculan las hipotenusas de los triangulos mas pequefios que

son el primero y el dltimo y las de los triAngulos mas grandes que son los

triangulos restantes. Para averiguar la longitud total del cordén se multiplica la

longitud de las diferentes rectas por el nUmero de veces que se repitan” [l]

(extracto de su diario). En el borrador que incluyen en su diario puede verse en

detalle los calculos realizados (ver Figura 1).

Figura 1. Célculo de la longitud de la manera europea, incluido en un borrador

Para la manera americana, aprovechan los célculos realizados anteriormente:

“Para averiguar el total se multiplica la medida de la diagonal por el nUmero de
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veces gque aparezca (14) mas una vez la distancia que hay entre los ojales de

la parte mas inferior de la zapatilla” [I] (extracto de su diario).

Figura 2. Célculo de la longitud de la manera americana, incluido en un
borrador

En esta figura se puede ver como los alumnos, a modo de comprobacion,
utilizan las medidas de otro triangulo rectangulo distinto para calcular la

longitud del segmento oblicuo.

De nuevo, para el modo de zapateria, aprovechan los célculos anteriores y
realizan el calculo de la hipotenusa de un tercer triangulo: “Para averiguar el
total de este cordéon multiplicamos las diagonales mas pequefias por 7 y las
rectas horizontales por 7 y a eso le sumamos la hipotenusa calculada

anteriormente” [lll] (extracto de su diario).

Figura 3. Célculo de la longitud de la manera zapateria, incluida en un borrador

Finalmente, disefian un nuevo modo de atarse los cordones, que no parece
sujetar bien el pie, como se sefiala por otros grupos durante la presentacion:
“Nosotras hemos pensado que si el hilo solo pasa de manera vertical por todos
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los ojales menos por los cuatro superiores, donde se cruza, el zapato quedara

fijo y sin caerse y el hilo utilizado sera minimo” [IV] (extracto de su diario).

Figura 4. Disefio de la nueva manera de anudarse los cordones, incluida en su

presentacion final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular la longitud de los cordones de cada modelo. Disefiar un nuevo modo de atarse los

cordones que minimice su longitud.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Cada modo de atarse los cordones se descompone en un nimero de segmentos horizontales

y oblicuos.
Los segmentos oblicuos se identifican con las hipotenusas de triangulos rectangulos.

La longitud de los cordones sera la suma de todos los segmentos horizontales y oblicuos.

¢ Se usan representaciones?

Se representan las formas geométricas identificadas (triangulos) con sus dimensiones (Figura

1, 2y 3). Se presenta un esquema con su modelo de atarse los cordones (Figura 4).

¢ Se utiliza el lenguaje matemético?

Se realizan calculos aritméticos para determinar la longitud de los cordones (Figura 1, 2 y 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméaticas para resolver el modelo

planteado?
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Se aplica el Teorema del Pitagoras para calcular la longitud de los segmentos oblicuos.

La longitud total de los cordones sera la suma del nimero de segmentos horizontales por su

longitud mas el nimero de segmentos oblicuos de cada tipo por su longitud.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se justifica el uso del Teorema de Pitagoras identificando los tres tipos de triangulos
rectangulos que subyacen en cada modo de atarse los cordones (Figura 1, 2 y 3).
Comprueban los resultados obtenidos en algunos casos utilizando distintos triangulos (Figura
2). Se justifica su nuevo disefio por la observacion de su proceso: los cordones deben pasar

solo de manera vertical y utilizar una Unica lazada oblicua para minimizar su longitud, en [IV].

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Uso del Teorema de Pitadgoras para
calcular longitudes (Figura 1, 2y 3).

Uso del lenguaje aritmético para

presentar su modelo (Figura 1, 2y

Figuras planas elementales
3).

(triangulos rectangulos). Célculos aritméticos para obtener la

longitud de los cordones (Figura 1, 2 | Uso de gréaficos para recoger datos y
y 3). justificar procedimientos (Figura 1, 2
y 3) y presentar resultados (Figura

4).

Grupo C
Reconstruccién del proceso

Descomponen cada disefio en segmentos horizontales y oblicuos. Los
segmentos oblicuos se identifican con la hipotenusa de triangulos rectangulos.

Para obtener su longitud aplican el Teorema de Pitagoras.

Al igual que los dos grupos anteriores, realizan calculos aritméticos para
calcular la longitud de cada disefio. Pero, tras realizar estos calculos iniciales
(que no incluyen en su diario pero que si son observados por el profesor),
infieren formulas generales que después aplicaran en cada caso particular (ver
Figura 1, 2 y 3). Sefialar que utilizan un modelo de zapato distinto al
presentado en el enunciado, con 6 ojales en lugar de 7 (No es el nUmero de
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ojales, a es la longitud del segmento horizontal y b la longitud del segmento

vertical).

Férmula: (No-1)-[2(VaZ + b2)]+a
(6-1)-[2-(V4 + 1)]+2 =
=5-(2-/5)+2=
=5-(2-2,24)+2=
=5-4,48+2=

=22,4+2 =

R=24,4cm

Figura 1. Célculo de la longitud de la manera americana, incluida en su diario

—_—
——— VJa®+2b?

Formula: [2(Va? + b2+ )+a] + [(No-3)-(y/a? + (2b)%+a)+a]

2
[24¥2Z +17 + @} +2] + [[6-3):(V2% + 27 +2) +2]=
=[2+(2,24+1,4) +2] + [3-(2,8342) +2]=
=[2-3,64+2] +[3-4,83+2]=
=(7,28+2) + (14,49+2)=

=9,28 + 16,49=

R=25,77¢m

Figura 2. Célculo de la longitud de la manera europea, incluida en su diario
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Formula: (No-1)-(VaZ + b2+a)+y/a? + [(No — 1)b]?

6-1)-(Va+1+2+Va+[(6-1)-1]2=
:5_(Vr5—+2]+\1,m:
=5.424+539=
=21,20+5,39 =

R=26,59cm

Figura 3. Célculo de la longitud de la manera zapateria, incluida en su diario

Cada uno de estas expresiones y calculos se acompafian de explicaciones (ver

como ejemplo la Figura 4).

Esta formula se obtiene mediante el Teorema de Pitagoras,
hayando c (suponiendo que a =2 y b=1, ¢ =2,24). Se puede
observar que el cordon amarillo forma 5 tridngulos (cuyas
¢=2,24 y cuyos a=2), lo que es igual al no de un lado -1. Por
ultimo, se puede observar que el corddn azul forma un
triangulo (cuya ¢=5,39 y cuyo a=2), pero esta vez b>1. En
este triangulo, b=5, lo que vuelve a ser el no de un lado -1.

Figura 4. Justificacion de la expresion y calculos utilizados para la manera

zapateria, incluida en su diario

Finalmente establecen un disefio propio y calculan su longitud, planteando de
nuevo una formula general para ello (ver Figura 5): “La manera de atarse los
cordones mas corta seria la forma mas sencilla posible pero sin embargo no
quedaria bien sujeta, para que quede bien sujeta hemos disefiado una manera
gue hemos comprobado que queda bien sujeta y ademas no precisa de mucho

cordon” [I] (extracto de su diario).
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Formula: (%} (2vaZ+b%)+ (No-b) +a
(3)- V22 +12) + [(81) +2)
=3:(2-2,24) + [8 + 2)=
=3-4,48+10=
=13,44 + 10=

R=23,44cm

Figura 5. Disefio de la nueva manera de anudarse los cordones y calculo de su

longitud, incluida en su diario

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular la longitud de los cordones de cada modelo. Disefiar un nuevo modo de atarse los

cordones que minimice su longitud.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
mateméatico?

Cada modo de atarse los cordones se descompone en un nimero de segmentos horizontales

y oblicuos.
Los segmentos oblicuos se identifican con las hipotenusas de triangulos rectangulos.

La longitud de los cordones sera la suma de todos los segmentos horizontales y oblicuos.

¢ Se usan representaciones?

Se muestran imagenes obtenidas en internet de cada modo de atarse los cordones que
acompafian a sus férmulas y célculos (Figura 1, 2 y 3). Se presenta un esquema con su

modelo de atarse los cordones (Figura 5).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?
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Se realizan célculos aritméticos a partir de las expresiones algebraicas planteadas para cada

modo de atarse los cordones (Figura 1, 2 y 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se aplica el Teorema del Pitagoras para calcular la longitud de los segmentos oblicuos.

La longitud total de los cordones sera la suma del nimero de segmentos horizontales por su
longitud mas el nimero de segmentos oblicuos de cada tipo por su longitud, que se expresa
mediante férmulas algebraicas (Figura 1, 2, 3y 5).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacién
de los resultados obtenidos a la situacion real?

Se justifican las expresiones algebraicas aportadas (Figura 4). Se justifica su nuevo disefio por
la observacion del proceso de calculo de la longitud de los cordones: pasar por el menor

numero posible de segmentos oblicuos pero que quede bien sujeto, en [l].

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Figuras planas elementales

(triangulos rectangulos).

Uso del Teorema de Pitagoras para
calcular longitudes (Figura 1, 2, 3y
5).

Manipulacion de expresiones
algebraicas para obtener la longitud
de los cordones (Figura 1, 2, 3y 5).

Generalizacion de propiedades y

relaciones.

Uso del lenguaje algebraico para
formular el modelo (Figura 1, 2, 3y
5).

Uso de graficos para presentar los

resultados (Figura 5).

Grupo D

Reconstruccion del proceso

Este grupo identifica, al igual que los grupos anteriores, los segmentos oblicuos
gue componen el disefio de cada modo de atarse los cordones con la
hipotenusa de triangulos rectangulos. Aplicando el Teorema de Pitagoras
calculan su longitud, aunque no muestran sus calculos y solo dan el resultado

final (ver Figura 1).
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Manera europea:
Conociendo la medida de separacion entre los ojales en vertical y
horizontal (a=2, b=1), hemos observado y llegado a la conclusion de que

los cordones al pasar por los ojales forman triangulos. Para calcular la
medida del corddn entero, hemos calculado los catetos que nos
faltaban y las hipotenusas de estos triangulos. Y de esta manera hemos
obtenido las medidas de las lineas formadas al pasar por los ojales, y al
sumarlas hemos obtenido la medida del cordén entero (35,38cm).

Figura 1. Explicacion del proceso seguido para el célculo de la longitud de la

manera europea, incluida en su diario

Repiten este proceso para las restantes maneras de atarse los cordones, sin
incluir en ningun caso los célculos, solo describiendo el proceso. En la Figura 2
puede verse como enuncian, errbneamente, el Teorema de Pitagoras, aunque
lo aplican correctamente. Incluyen también la longitud de los cordones para

zapatos con seis ojales.

Manera zapateria:
Al igual que en la manera americana ya tenemos las medidas calculadas,

exceptuando la linea que cruza todos los ojales que la hemos obtenido
P T .2 8 ’
con la formula W=V¥cta < la suma de todas las lineas de esta manera

da 36,89cm. Por lo que este es el cordon mas largo de estas maneras.

Figura 2. Explicacion del proceso seguido para el calculo de la longitud de la

manera zapateria, incluida en su diario

Finalmente, disefian un nuevo modo de atarse los cordones en el que realizan
solo las lazadas cruzadas indispensables para que el pie esté bien sujeto:
“Nosotros creemos que esta seria una buena forma de anudarse los zapatos
con la menor cantidad posible de cordon pero sin olvidar que el pie ha de estar

sujeto” [1] (extracto de su diario). Indican que su longitud es de 29,07 cm.
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-/

Figura 3. Disefio de la nueva manera de anudarse los cordones, incluida en su

presentacion final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Calcular la longitud de los cordones de cada modelo. Disefiar un nuevo modo de atarse los

cordones que minimice su longitud.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Cada modo de atarse los cordones se descompone en un nimero de segmentos horizontales

y oblicuos.
Los segmentos oblicuos se identifican con las hipotenusas de triangulos rectangulos.

La longitud de los cordones seréa la suma de todos los segmentos horizontales y oblicuos.

¢ Se usan representaciones?

Se presenta un esquema con su modelo de atarse los cordones (Figura 3).

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

No se muestran los calculos. Solo se presenta la férmula del Teorema de Pitagoras (Figura 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméaticas para resolver el modelo

planteado?

Se aplica el Teorema del Pitagoras para calcular la longitud de los segmentos oblicuos (no se

muestran los célculos).
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La longitud total de los cordones sera la suma del nimero de segmentos horizontales por su
longitud mas el numero de segmentos oblicuos de cada tipo por su longitud (no se muestran
los célculos).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se justifica el uso del Teorema de Pitagoras identificando los tres triangulos rectangulos que
subyacen en cada modo de atarse los cordones (Figura 1), pero no se ilustra con ningin
dibujo. Tampoco se muestran los célculos, solo se dan los resultados finales. Se justifica su
nuevo disefio por la observacién de su proceso: las lazadas oblicuas seran las indispensables

para sujetar bien el zapato al pie, [I].

Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Figuras planas elementales
(triangulos rectangulos).

Uso del Teorema de Pitadgoras para

calcular longitudes (no se detalla).

Célculos aritméticos para obtener la
longitud de los cordones (no se

incluyen).

Uso del lenguaje algebraico para
presentar el Teorema de Pitagoras
(Figura 2).

Uso de lenguaje literal para
presentar los resultados (Figura 1y
2).

Uso de gréficos para presentar

resultados (Figura 3).
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Anexo Xll

Habitos de estudio

Grupo A
Reconstruccién del proceso

En la tarea se plantea la necesidad de establecer un “nivel de eficacia” en el
estudio para los alumnos de Secundaria con el fin de que mejoren su
rendimiento académico, detectando sus flaquezas y debilidades. Para ello, se
les propone disefiar un cuestionario, a partir de cuyas respuestas se pueda

determinar este nivel de eficacia.

Tras analizar las nueve preguntas iniciales del test propuestas a modo de
ejemplo, el grupo decide afadir nuevas preguntas (consultando cuestionarios
similares en Internet) y establecer una primera clasificacion de las mismas
segun su importancia: “Para empezar, quisimos puntuar las 9 preguntas que el
test nos proponia, cada una con 4 opciones a elegir. Habia tres tipos de
preguntas, de mas importantes a menos importantes. Las mas importantes la
opcion a (la menos adecuada) 0 puntos, la b 5 puntos, la ¢ 7 puntos y la d (la
mas adecuada) 10 puntos. Las de importancia intermedia la opcién a 0 puntos,
la b 3 puntos, lac 5 puntos y la d 7 puntos y las de menor importancia la opcién
a 1 punto, la b 2 puntos, la ¢ 3 puntos y la d 4 puntos. Al puntuarlas, no nos
fijamos que el nimero de preguntas era impar, por lo que las preguntas mas
importantes y las menos importantes no equivalian [se refieren a que no hay el
mismo numero de preguntas de cada tipo]. Tampoco nos dimos cuenta de que
tan s6lo habia una pregunta de importancia intermedia (ni muy importante ni
muy sobrante e innecesaria), por lo que decidimos borrar todas las
puntuaciones y empezar de nuevo el test, antes de preguntar a los comparieros

de la clase” (extracto de su diario).

Los alumnos vuelven a analizar como categorizar y puntuar las preguntas del
test, buscando un método que resulte mas claro y sencillo que el anterior:

“Yolvimos a dividir las preguntas en mas importantes y menos importantes y
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afadimos 7 preguntas mas. Puntuamos todas las preguntas: ocho preguntas
de 0-15, las menos importantes, y otras ocho de 0-30, las mas importantes” [l]
(extracto de su diario). De esta forma, indican, para cada una de las 16
preguntas, la distribucion de su puntuacion segun la respuesta elegida. Para
las preguntas Menos importantes, la opcion a (la menos adecuada) O puntos, la
b 5 puntos, la ¢ 10 puntos y la d (la mas adecuada) 15 puntos. Para las Mas
importantes, la opcidén a 0 puntos, la b 10 puntos, la ¢ 20 puntos y la d (la mas
adecuada) 30 puntos. No sefialan que las preguntas Mas importantes puntian
el doble que las Menos importantes, con lo que hubieran obtenido un modelo

mas sencillo de reutilizar y generalizar.

La puntuacién obtenida en el test (sobre 360) se considera su “nivel de
eficacia” en el estudio. Toman una muestra de cinco compaferos de clase y
comparan su puntuacion en el test (sobre 10) con la media de sus resultados
académicos de la udltima evaluacion mediante un diagrama de barras que

realizan con Excel (ver Figura 1).

[y
[=]

™ Notas test

M Notas evaluacién

Notas
O R N W & U0 O N o ©
.

Alumnos

Figura 1. Diagrama de barras con el que comparan la puntuacién obtenida en
el test con la media de las notas de la Ultima evaluacion para una muestra de

cinco alumnos, incluida en su presentacion final

De este modo establecen la validez de su cuestionario y su puntuacion: “Se
observa una relacion entre las puntuaciones del test con las notas de los

alumnos” (extracto de su diario).

El cuestionario se pasa finalmente a toda la clase (19 alumnos en total): “Para
que todo saliera bien, tendriamos que preguntar el test a toda la clase”
(extracto de su diario). Para concluir, realizan una categorizacion de los
alumnos segun su nivel de eficacia obtenido a partir del cuestionario (sefalar
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que este grupo no habia dado todavia ninguna unidad de Estadistica en el
presente curso, por lo que sus conocimientos iniciales en este apartado eran
muy limitados). Toman la media aritmética de la puntuacion del test de toda la
clase para obtener dos grupos: con puntuacion por encima de la media y con
puntuacion por debajo de la media. A continuacion, y en cada grupo, vuelven a
obtener la media aritmética para obtener otros dos, con lo que establecen asi
cuatro grupos o niveles: “Cuando obtuvimos la media de la clase, 207,
calculamos la media de los siguientes niveles —Los que superaban la media

(+207). =Y los que estaban por debajo (-207)” (extracto de su diario).

De este modo los alumnos quedaban clasificados en cuatro bloques (ver Figura
2y 3).

Puntuacion

1° BLOQUE | Menos de 167 | Necesitas mejorar muchas cosas

2° BLOQUE 167-207 Necesitas mejorar

3° BLOQUE 207-260 Muy bien, pero podrias hacerlo mejor
4° BLOQUE Mas de 260 | Continda asi, PERFECTO!

Figura 2. Clasificacion por bloques segun el “nivel de eficacia” en el estudio,

incluida en su presentacion final

42 BLOQUE:

NOMBRE: PUNTUACION:
Juan José Serrano 315

Marcos Andreu 305

Maria Vilches Ventura 270

Alejandro Castell 265

Figura 3. Extracto de la puntuacion de los alumnos y su clasificacion por

bloques, incluida en su diario
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Disefiar un sistema de puntuacién de las respuestas a las preguntas del cuestionario para

obtener el nivel de eficacia en el estudio. Realizar un pilotaje del cuestionario.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
mateméatico?

Se eliminan algunas preguntas iniciales y se afiaden nuevas de disefio propio.

Se clasifican las preguntas en dos categorias. Se asigna una puntuaciéon a cada posible

respuesta, segln la categoria de la pregunta.

El nivel de eficacia en el estudio sera la suma de la puntuacién obtenida en cada pregunta de

Su cuestionario.

Se establece una clasificacién de los alumnos en base a los resultados obtenidos.

¢ Se usan representaciones?

Se comparan las puntuaciones del test con las de la evaluacion en una muestra de cinco

alumnos utilizando un diagrama de barras (Figura 1).

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos finales de su muestra (Figura 2 y 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se establece una puntuacién para cada respuesta segun el tipo de pregunta.

El cuestionario se valida con una muestra de cinco alumnos. La puntuacién final de los

alumnos de esta muestra se pasa a una escala sobre 10 (Figura 1).

Se realizan célculos aritméticos para obtener el nivel de eficacia en el estudio de cada alumno
de la clase.

Se calcula la media aritmética de las puntuaciones del test (no se muestra). La media

aritmética se utiliza para establecer diferentes categorias.
Se clasifican los alumnos segun el nivel de eficacia en cuatro categorias.

Se utiliza software matematico para representar los resultados obtenidos (Figura 1).
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¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se busca un sistema de puntuacion que sea facilmente aplicable, aunque terminan asignando
la puntuacién de modo individual para cada pregunta y no buscan un modelo mas
generalizable. Se realiza un primer pilotaje con una pequefia muestra para validar el

cuestionario. Se clasifican los alumnos de la clase segn su nivel de eficacia en el estudio.

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Tratamiento de la informacion. Recogida y recuento de datos. Uso de graficos para presentar los
Muestra. Asignacién de puntuaciones para resultados (Figura 1).
cada variable segln su importancia, Uso de tablas para presentar los
en [I]. resultados (Figura 2y 3).

Célculo de la media aritmética.

Paso de una escala sobre 360 a una

sobre 10 (no se incluye).

Uso de TICs para elaborar gréaficas
(Excel).

Célculo de las puntuaciones totales

(no se incluye).

Grupo B
Reconstruccién del proceso

Este grupo redisefia las preguntas inicialmente presentadas para crear un test
propio. Reordenan las posibles respuestas a cada pregunta, de tal manera que
la opcion a sea siempre la mas negativa o inadecuada y la d la mas positiva o
adecuada. Establecen un sistema de puntuacion inicial en el que todas las
preguntas tienen la misma importancia y se puntlan de la misma manera: la
opcion a, 0 puntos, la b, 5 puntos, la c, 10 puntos y la d, 15 puntos. Pero tras
revisar su cuestionario deciden replantearse este sistema: “Posteriormente, nos
percatamos de que de las 9 preguntas seleccionadas, no todas tenian la misma

importancia. En un primer momento, todos iban a valer lo mismo, pero al ver
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que algunas eran mas decisivas afiadimos un paso al proceso” (extracto de su

diario).

Deciden, finalmente, dividir las preguntas en tres grupos y asignarles un peso
dentro de la puntuaciéon final del test: preguntas de menor importancia (2
preguntas en total); preguntas de importancia media (3 preguntas en total),
“‘que valdran un medio mas que las anteriores”; y preguntas de mayor
importancia (4 en total), que “valdran el doble que las primeras”. La puntuacién
de cada pregunta se reparte igual que antes (ver Figura 1). La puntuacion
obtenida en el test (sobre 202,5 y que después pasaran a una escala sobre 10)

se considera su “nivel de eficacia” en el estudio.

Figura 1. Sistema de puntuacioén del test, incluida en su presentacion final

Una vez establecido el sistema de puntuacién definitivo, pasan el test a una
muestra de quince compafieros de clase. Clasifican a los alumnos de esta
muestra en tres grupos, dividiendo el intervalo de puntuacién, de 0 a 202,5, en
tres sub-intervalos de igual amplitud (de 0 a 67,5; de 67,5 a 135; y de 135 a
202,5). Pero la observacion de los datos obtenidos les hace rectificar y buscar
una nueva clasificacion: “Viendo los resultados obtenidos, podemos comprobar
gue la media no supera el 5 [las media aritmética de su grupo es de 99,9 sobre
202,5, aunque no se indica ni se muestran los calculos]. Por lo tanto, el sistema
utilizado para puntuar es demasiado exigente. Hemos cambiado los barémetros
segun nuestro criterio para que las notas queden equilibradas” (extracto de su

diario). Su clasificacion definitiva queda reflejada en la Figura 2.
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Entre 202,5y 122,5 Entre 1425y 81 |[Enire81y0

I Entre 10y 6 Entre /vy 4 Enfre4y 0

Figura 2. Clasificacion de los alumnos segun su puntuacion en el test, incluida

en su presentacion final

Con esta clasificacion, seis alumnos quedarian con buenos habitos, dos con
habitos medios y siete con malos habitos (ver un extracto de esta clasificacion

en la Figura 3).

14 145 7.15 1° Bueno
142,5 7 2° Bueno
130 6.4 37 Bueno
125 6,17 4° Bueno

Figura 3. Extracto de la tabla con la puntuacién de los quince alumnos y su

clasificacion, incluida en su presentacion final

Andlisis del proceso

¢ Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Disefiar un sistema de puntuacion de las respuestas a las preguntas del cuestionario para

obtener el nivel de eficacia en el estudio. Realizar un pilotaje del cuestionario.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Se eliminan algunas preguntas iniciales y se afiaden nuevas de disefio propio.

Se clasifican las preguntas en tres categorias. Se asigna una puntuacion a cada posible

respuesta y una ponderacion para cada tipo de pregunta.

El nivel de eficacia en el estudio sera la suma de la puntuacién obtenida en cada pregunta de

su cuestionario.

Se establece una clasificacion de los alumnos en base a los resultados obtenidos.

¢ Se usan representaciones?
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No se utilizan representaciones matematicas.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se utiliza tablas para explicar y mostrar los datos finales de su muestra (Figura 1, 2 y 3).

,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se establece una puntuacion para cada respuesta y una ponderacion para tipo de pregunta
(Figura 1).

Se realizan calculos aritméticos para obtener el nivel de eficacia en el estudio de cada alumno.

La puntuacion final de cada alumno se pasa a una escala sobre 10 (Figura 3).
Célculo de la media aritmética de la puntuacion de la muestra (no se incluye).

Se clasifican los alumnos segun el nivel de eficacia en tres grupos (Figura 2).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuaciéon

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se busca un criterio de puntuacion que sea facilmente aplicable (Figura 1). El test se pasa a
una muestra para obtener una clasificaciéon de los mismos. No se da ningun criterio para esta

clasificacién, solo se indica que debe ser “equilibrada”.

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes

Tratamiento de la informacion. Recogida y recuento de datos. Uso de tablas para presentar los

datos y resultados (Figura 1, 2 y 3).
Muestra. Ponderacién de las variables y (Fig y3)

mediante la asignacién de un factor
de correccién que dependera de su

importancia (Figura 1).

Célculo de la media aritmética (no se

incluye).

Paso de una escala sobre 202,5 a
una sobre 10 (Figura 3).

Célculo de las puntuaciones totales

(no se incluye).
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Anexo XllI

Seleccion de personal

Grupo A
Reconstruccién del proceso

En esta tarea los alumnos deben tomar decisiones respecto a la seleccion del
personal para la proxima temporada de verano de un conocido parque de
atracciones, “Terra Mitica”. A partir de los datos presentados respecto al
namero de horas trabajadas y dinero recaudado, clasificados por meses y la
asistencia al parque, de nueve empleados, los alumnos deben escoger a tres
de ellos para contratarlos a jornada completa y a otros tres para contratarlos a

jornada parcial.

Los alumnos de este grupo prescinden de la clasificacion de los datos por
meses, centrdndose Unicamente en su clasificacion segun la asistencia al
parque. Obtienen los totales de horas trabajadas y de dinero recaudado segun
la alta, media o baja asistencia al parque y calculan la tasa, euros/hora, que
presentan en una tabla (ver Figura 1): “Nuestro siguiente paso fue hacer una
tabla combinando el dinero recaudado y las horas trabajadas por cada
vendedor, tanto en la temporada alta, como en la media y en la baja, y sacar
sus medias. Asi podiamos comparar a los distintos empleados utilizando los

datos de una forma mas ordenada” (extracto de su diario).
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ALTA MEDIA BAJA

MARIA 1h 62.55 € 1h 52.40€ 1h 44,6

CLARA 1h. 27154 € 1h 49.20€ 1h 29,37

CAROL 1h. 64.70€ 1h. 36.40€ 1h. 20,4

JOSE 1h. 56.30€ 1h, 51 1h, 30,61

ANGEL 1h 66.20€ 1h 45.60€ 1h 20,1

ANA 1h 86.60€ 1h 64.70€ 1h 39,7

LIDIA 1h 70.20€ 1h 39.38 € 1h 21,8

TONI 1h. 79.60€ 1h. 30.05€ 1h. 22,28

RAUL 1h. 81 1h, 50.70€ 1h, 19,54

Figura 1. Tabla con la tasa euros ganados por hora trabajada para cada

trabajador segun la asistencia al parque, en su presentacion final

Utilizan esta tabla para realizar comparaciones, cruzar la informacion e ir
estableciendo filtros con los que efectuar una primera seleccion (ver Figura 2):
“decidimos hacer una nueva tabla con tres columnas, alta/media/baja
asistencia con los seis mejores empleados segun los €/h. La idea era utilizar
como base comun para la comparacion lo que cada empleado recaudaba en
una hora [...] hicimos una tabla con tres columnas correspondientes cada una
de ellas a las temporadas alta, media y baja. En cada una de esas columnas
colocamos por orden a los seis trabajadores que habian recaudado mas dinero

por hora en cada una de las temporada” (extracto de su diario).
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Clara 1| Ana 1 |Maria 1
Ana 2 |Maria2 [Ana 2
Raul 3 |José 3 |José 3
Toni 4 [Raul 4 [Clara 4
Lidia 5| Clara 5 [ Toni 5
Angel 6 | Angel 6 | Lidia 6

Anexos

Figura 2. Tabla con una primera clasificacion de los empleados, incluida en su

presentacion final

“Para coger los seis mejores se nos ocurrié una forma. Las personas que
coincidian en las tres columnas se cogian directamente [en rojo]. Y las
personas que coincidian en dos [en azul], se cogia su posicibn en cada
columna y se sacaba su media, y el numero mas bajo, correspondia a mejor
posicion [clasifican a los empleados que aparecen en dos columnas a partir de
la media entre las posiciones que ocupan, de menor a mayor, Maria (1,5), José
(3), Radl (3,5), Toni (4,5), Lidia (5,5) y Angel (6)] y se nos quedaba asi: Clara /
Ana / Maria / José / Raul / Toni” (extracto de su diario). Estos seis son los

trabajadores que contrataran para la proxima campana.

Finalmente establecen quiénes de estos seis trabajadores tendran un contrato
a jornada completa y quienes a jornada parcial. Para ello se fijjan en los
resultados de lo que denominan “Tabla de regularidad”, donde incluyen una
columna con la media aritmética de la tasa €/h para la alta, media y baja
asistencia (ver Figura 3), y aplican criterios puramente subjetivos, acordados
entre todos los miembros del grupo: “Para los empleados a jornada parcial
escogimos a las personas que mas ganaban en una hora, ya que aunque no
tienen mucho tiempo pueden ganar mas: Clara, con 118 €/h; Ana, con 63,30
€/h; y Maria, con 53,18 €/h. Para los empleados a jornada completa escogimos
a los que menos recaudaban porque aungque obtenian menor cantidad de
dinero, tenian mas tiempo para recaudar: Raul, con 50,40 €/h; José, con 45,90
€/h; y Toni, con 43,31 €/h” [1] (extracto de su diario).
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ALTA MEDIA BAJA
ANA €1.803 86,6 €1.423 64,7 € 4.606 39,7 63,6666667
H 20,80 1H H 22 1H H 11,60 1H 1H
CLARA €3.195 2754 €1.246,60 49,2 € 531,60 29,37 117,99
H 11,60 1H H 25,30 1H H 18,10 1H 1H
MARIA €725,60 62,55 €1.090 52,4 €916,30 44,6 53,1833333
H 11,60 1H H 20,80 1H H 20,50 1H 1H
JOSE € 1.556 56,3 €1.377 51 € 857,30 30,61 45,97
H 20,50 1H H 27 1H H 28 1H 1H
RAUL €2.026 81 €715,00 50,7 € 361,60 19,54 50,4133333
H 25 1H H 14,10 1H H 18,50 1H 1H
TONI €820,3 79,6 € 1.036,80 30,05 €1.187,70 22,28 43,9766667
H 10,30 1H H 34,50 1H H 53,30 1H 1H

Figura 3. Tabla de regularidad con los euros por hora para cada uno de los seis

trabajadores seleccionados, en su presentacion final.

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Realizar una seleccion de los empleados a partir de los datos proporcionados.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
matemaético?

Se eliminan los criterios de clasificacibn por meses, centrandose Unicamente en la

clasificaciéon por asistencia al parque.
Se construye una nueva variable: €/h, segun la alta, media o baja asistencia al parque.

Se clasifican los empleados a partir de esta nueva variable.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matemético?
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Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1, 2 y 3).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se calcula la tasa, €/h, para la alta, media y baja asistencia al parque (Figura 1). Se ordenan y
seleccionan los empleados seguln esta variable. Se calcula la media aritmética de esta variable

para decidir el tipo de contrato (Figura 3).

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacion real?

La seleccidén de los empleados se basa en la ratio, €/h, segun la alta, media o baja asistencia.

El tipo de contratacion dependeré de la media aritmética de esta ratio y criterios propios, en [l].

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Tratamiento de la informacion. Construccion de nuevas variables a Uso de tablas para presentar los
artir de las existentes, euros/hora datos y resultados (Figura 1, 2 y 3).
Tasa (dinero recaudado en funcién P y (Fig y3)
Figura 1).
del tiempo). (Fig )
Célculo de la media aritmética de
esta variable (Figura 3).
Grupo B

Reconstruccién del proceso

Los alumnos de este grupo obtienen inicialmente una tabla con la tasa €/h por

meses y asistencia (ver Figura 1).
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TABLA 3 ALTA MEDIA BAJA ALTA MEDIA BAJA ALTA MEDIA BAJA
MARIA 55’2 52 50'2 69’9 54’14 477 63’04 51'7 41'77
CLARA 86’18 39'72 26’19 86’2 50’8 30'77 90 59’5 3029
CAROL 87’25 392 19’58 69’45 32’16 2093 54’46 39’3 2004
JOSE 64’76 38’95 22’5 792 53’8 3207 82’81 65’43 37'72
ANGEL 64’82 45’69 0 68’8 4393 2029 64’1 47°08 19'77
ANA 85’76 61'77 47’83 88’71 63’97 35’53 82’62 66’41 34’96
LIDIA 85’01 3912 22’59 66’71 38’19 25 66’36 4012 15’81
TONI 73’33 56’43 37’12 81 51’86 51'17 82 52 29’97
RAUL 0 41'66 14°22 80’86 43’82 19’69 8121 56’95 2108

Figura 1. Tabla con la tasa euros por hora para cada trabajador, segun los

meses Y la asistencia al parque, en su presentacion final

A continuacion deciden prescindir de los meses, quedandose Gnicamente con
la clasificacion segun la asistencia al parque. Para ello obtienen las medias
aritméticas para la alta, media y baja asistencia (no muestran estos célculos).
Con esto, deciden probar con cinco criterios distintos para su seleccion de
personal: “Tras agruparlo todo en una tabla decidimos ignorar los meses y
unicamente tomar en relevancia los periodos de alta, media y baja asistencia
puesto que no podemos contratar a 6 empleados diferentes para cada mes,
hemos obtenido unas conclusiones/clasificaciones de las cuales Andrés ha de
decidir una. De ahi partimos a 5 clasificaciones” (extracto de su diario).

En su primera clasificacion utilizan “lo que recaudan por hora en total, sin
importar periodos de alta/media/baja asistencia, sacando la media de su
recaudacion por hora. Segun esta clasificacién se quedarian: Ana ,Toni y Maria
a jornada completa; Jose, Clara y Raul a media jornada; y se quedarian fuera
Carol, Lidia y Angel” (extracto de su diario).

En su segunda clasificacién, “asignando una puntuacion numérica, tras
establecer un orden segun los euros por hora recaudados en los periodos de
alta, media y baja asistencia [que obtienen haciendo la media aritmética de los
valores correspondientes de la Figura 1], en ella asignamos valores de 1-9

segun cada clasificacion (Alta/Media/Baja) y mas tarde lo sumamos como se
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puede observar a la derecha de los nombres [Figura 2]. Segun esta
clasificacion se quedarian: Ana,Toni y Jose a jornada completa; Maria ,Clara y

Raul a media jornada ; y se quedarian fuera Carol,Lidia y Angel” (extracto de su

diario).
ALTA MEDIA BAJA

MARIA(14) 62'71(9) 52'61(4) 46'55(1)
CLARA(17) 70°03(7) 50(5) 29'08(5)
CAROL (19) 79'83(3) 36'88(9) 20°18(7)
JOSE(12) 75'59(5) 52'72(3) 30'74(4)
ANGEL(23) 65'90(8) 45’56(7) 20°03(8)
ANA(4) 85'69(1) 64’05(1) 39'44(2)
LIDIA(20) 72'69(6) 39'14(8) 21’13(6)
TONI(9) 78'77(4) 53'43(2) 39'42(3)
RAUL(17) 81'035(2) 47°47(6) 18’33(9)

Figura 2. Tabla con la ratio euros por hora para por cada trabajador segun la

asistencia al parque y su correspodiente puntuacion, en su presentacion final
No se muestra la suma de las puntuaciones de los empleados.

En su tercera clasificacién “dandole Gnicamente importancia a lo que recaudan
por hora los dias de alta asistencia. Segun esta clasificacién se quedarian:
Ana,Toni y Jose a jornada completa; Maria ,Clara y Raul a media jornada; y se

quedarian fuera Angel,Lidia y Carol” (extracto de su diario).

En su cuarta clasificacion tendran en cuenta Unicamente lo que recaudan por
hora los dias de media asistencia, y en su quinta clasificacién, lo que recaudan

por hora los dias de baja asistencia.

Finalmente utilizan la segunda clasificacion para su seleccién: “Tuvimos en
cuenta también cual seria la clasificacion mas justa y apta y elegimos la 2” [I]

(extracto de su diario).
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Realizar una seleccion de los empleados a partir de los datos proporcionados.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Establecen cinco criterios diferentes para clasificar a los empleados basados en una nueva

variable, la tasa €/h.
Se construye la variable: €/h, para los meses y la asistencia al parque (Figura 1).

Se clasifican los empleados segun el valor de esta nueva variable, para cada uno de los cinco
criterios establecidos.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1y 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméticas para resolver el modelo

planteado?

Se calcula la tasa, €/h, para los meses y la asistencia al parque (Figura 1). Se calcula la media
aritmética de esta variable para obtener €/h segun la asistencia al parque. Se puntuan los

empleados segun el valor de esta variable (Figura 2).

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion
de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se muestran cinco criterios distintos para clasificar a los empleados. El criterio finalmente
escogido es el basado en la puntuacion otorgada a los empleados segun sus €/h en la alta,

media y baja asistencia, que se considera un criterio “mas justo”, en [l].
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Analisis estructural del modelo

Anexos

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Tratamiento de la informacion.

Tasa (dinero recaudado en funciéon

Construccion de nuevas variables a

partir de las existentes, euros/hora

Uso de tablas para presentar los

datos y resultados (Figura 1y 2).

Fi 1).
del tiempo). (Figura 1)
Célculo de la media aritmética de
esta variable (Figura 2).
Grupo C

Reconstruccion del proceso

Los alumnos de este grupo prescinden de la clasificacion de los datos por

meses y por asistencia al parque (simplificacion), centrdndose Unicamente en

el total de dinero recaudado y las horas trabajadas. Finalmente afiaden, con

estos totales, una nueva variable que denominan “media €/h”. Presentan sus

calculos en una tabla (ver Figura 1).

dinero total |horas totales|media €/h
Maria 8196 129 21,54
Clara 14921 239,5 62,3
Carol JO00 1745 40,11
lose 11373 225,45 20,21
Angel 9284 182,5 50,87
Ana 11062 163,35 07.60
Lidia 15271 298 21,24
Toni 13964 294,5 4742
Raul 9308 173 23,8

Figura 1. Tabla con el dinero y horas totales y la tasa euros por hora para cada

trabajador, en su presentacion final

Su eleccion final se basa en esta nueva variable: los tres empleados con una

mejor tasa €/h son los contratados a jornada completa (Ana, Clara y Raul), los

tres siguientes son contratados a jornada parcial (Maria, Lidia y Angel).
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Realizar una seleccion de los empleados a partir de los datos proporcionados.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Se eliminan los criterios de clasificacion por meses y asistencia al parque.
Se construye una nueva variable: €/h, a partir del dinero y horas totales.

Se clasifican los empleados segun el valor de esta nueva variable, de mayor a menor.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo
planteado?

Se calcula la tasa, €/h (Figura 1). Se ordenan los empleados segun el valor de esta variable.

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacion real?

La seleccion de los empleados se basa Unicamente en la tasa, €/h total (Figura 1).

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Tratamiento de la informacion. Construccion de nuevas variables a Uso de tablas para presentar los
) ., partir de las existentes, euros/hora datos y resultados (Figura 1).
Tasa (dinero recaudado en funcién
(Figura 1).

del tiempo).
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Anexo XIV

El mejor colegio

Grupo A
Reconstruccién del proceso

A partir de la informacibn mostrada en una tabla sobre diferentes
caracteristicas de seis colegios, los alumnos deben escoger el mejor de ellos

para estudiar.

Este grupo analiza primero que colegio es mejor y cual es el peor en cada una
de las variables, pero llegan a la conclusion de que deben unificar los valores
de las distintas variables en una misma escala para poder obtener una
puntuacion global de cada colegio: “Después de comparar nos dimos cuenta de
gue estas comparaciones no nos servian para el resultado que teniamos que
obtener. Decidimos pasar todos los factores a la misma escala dando a los mas

importantes un valor con mas puntuacion” (extracto de su diario).

Deciden puntuar cada colegio del 1 (el peor) al 6 (el mejor) en cada variable y
ponderarlas segun su importancia (ver Figura 1): “Al haber 6 apartados los
clasificamos de mayor a menor con 6, 5, 4, 3, 2 y 1 puntos. A los que tienen
mayor importancia, como la nota media del expediente y la nota media en las
PAU aumentamos su puntuacion el doble, [...] después sumamos todas las
puntuaciones y en cada colegio obtenemos una puntuacion sobre seis [...] y las
transformamos a base 10” [I] (extracto de su diario). Deciden ademas crear una
nueva variable: “diferencia entre la nota de las PAU y la del expediente”, que

afiaden a las ya presentadas en la tabla.
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n. aulas Ord. Alum. Metros Media PAU Repetidor Presupuesto [if.
desdoble Por Por cuadrados expediente Por curso PAU
alumno aula v
xD-
Clgio. 1 G 4 E Gx2=12 4x2=8 3 1 1
Chuli
Clgin. 2 4 3 4 dx2=8 Axe=10 2 1 G
Guay
Clgip. 3 1 ] 2 Ax2=10 Gx2=12 & 1 E
Mola
Clgion 4 3 2 1 1x2=2 2xd=4 & 3 4
Tope
Clgio 5 1 5 ] 3x2=6 1x2=2 4 3 2
Diver,
Clgio 6 3 1 3 2x2=4 3a=6 1 5] 4
Super

Figura 1. Tabla con la puntuacion de los colegios, incluida en su presentacion

final

De este modo reorganizan los datos de la tabla, obteniendo una puntuacion
para cada colegio que sera la suma de sus puntuaciones en cada variable. La
clasificacion de los colegios se realiza en funcién de esta puntuacion, pasando
de su escala sobre 6 a una escala sobre 10, mas usual (ver Figura 2).

Finalmente escogen el “Colegio Mola” para estudiar.

COLEGIO MOLA 7.1
COLEGIO GUAY 6.3
COLEGIO CHULI 5.8
COLEGIO SUPER 5.2
COLEGIO DIVER 5

COLEGIOTOPE 43

Figura 2. Tabla con la clasificacion de los colegios, incluida en su presentacion

final
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Escoger el mejor colegio a partir del disefio de un sistema de puntuacion de los datos

proporcionados.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
mateméatico?

Se reasignan los valores de las variables para cada colegio, desde 6 (el mejor) hasta 1 (el
peor), en [l]. Posteriormente esta escala sobre 6 se transforma en una escala sobre 10, mas

usual (Figura 2).
Se ponderan las variables segln su importancia.
Se construyen nuevas variables: “Diferencia PAU y expediente=PAU-Media expediente”.

La puntuacién final de cada colegio sera la suma de su puntuacién en cada variable.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1y 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se ordenan los datos y se unifican los valores de las variables en una misma escala sobre 6,

en [l], posteriormente se obtendra una escala sobre 10 (Figura 2).

Se realizan calculos aritméticos para obtener el valor de las variables mas importantes, que

ponderan el doble, y las puntuaciones totales de los colegios (Figura 1y 2).

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se argumenta la necesidad de pasar todos los datos a una misma escala. Se basan en su

propia opinion para ponderar las variables y afiadir otras nuevas.
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Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Tratamiento de la informacion, Construccion de nuevas variables a Uso de tablas para presentar los
cualitativa y cuantitativa. partir de las existentes. resultados (Figura 1y 2).

Estandarizacion de puntuaciones

para las distintas variables, en [l].

Ponderacion de las variables
mediante la asignacién de un factor

de correccion, en [I].

Paso de una escala sobre 6 a otra
sobre 10 (Figura 2).

Célculo de las puntuaciones totales.
(Figura 2).

Grupo B
Reconstruccién del proceso

Este grupo decide construir una nueva variable a partir de otras dos,
denominada “Media total” y que sera la media aritmética de las puntuaciones
del expediente y de la PAU. De este modo sustituyen estas dos variables por
esta nueva, lo que supone una simplificacion (trabajan ahora con una variable

menos).

Buscan en internet alguna referencia relacionada con su problema: “Nos
acordabamos de que El Mundo también realizaba lo mismo que nosotros, asi
que sacamos de Internet las pautas que seguia él para tener mas o menos una
idea de como lo hariamos” (extracto de su diario). Con esta informacion,
deciden asignar a cada variable una escala diferente, segun su relevancia: “Les
dimos a los factores [se refieren a las variables] una importancia diferente, por
lo que unos los puntuamos sobre 10, otros sobre 20 y otros sobre 25” (extracto
de su diario). Las variables “salas de desdoble” y “media total” se puntuan
sobre 20, “alumnos por aula” y “metros cuadrados” sobre 15 y “ordenadores por
aula” sobre 10. Prescinden de la variable “presupuesto para el proximo curso”,
de caracter cualitativo, y de “repetidores por aula”, aunque no justifican esta

decision.
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Ordenan los datos y reasignan su valor segun la escala (sin indicar como se

hace) en una nueva tabla, tal y como se presenta en la Figura 1.

14-20 | 0,6-10| 29-15|18100-15| 7'3-20
13-16 |0,4-8 | 28-12|13200-12| 7'2-16
12-14 |0,3-6 | 25-9 |12600-9 | 7'15-14
11-12 |0,2-4 | 24-6 |10700-6 | 6'85-12
9-8 22-3 | 10500-3 | 6'8-8

7—4 20-1] 9800-1 | 6'75-4

Figura 1. Tabla con la reasignacion de los valores segun la escala, para “salas
N1} L A1

de desdoble”, “ordenadores por aula”, “alumnos por aula”, “metros cuadrados” y

‘media total”, respectivamente, incluida en su presentacion final

Suman finalmente las puntuaciones para cada colegio (ver Figura 2). Escogen

el “Colegio Super” como el mejor.
‘o CHULIS 4+10+6+12+18%48

0 GUAY>8+8+9+9+14=48
o MOLA->12+4+1+3+20=40

o TOPE>14+6+12+1+4=37
o DIVER>16+4+3+15+8=46
o SUPER>20+6+15+6+12=59

Figura 2. Lista de los colegios con sus puntuaciones, incluida en su

presentacion final

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Escoger el mejor colegio a partir del disefio de un sistema de puntuacion de los datos

proporcionados.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matemaéatico?

Se eliminan algunas de las variables.

Se categorizan las variables segun su importancia. Se asigna una escala a cada variable

segun esta categorizacion.
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Se reasignan los valores de cada variable segun la escala escogida.
Se construyen nuevas variables: Media total=(Nota expediente+Nota PAU)/2.

La puntuacién final de cada colegio sera la suma de su puntuacién en cada variable.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se reasignan los valores de cada variable segln la escala, pero no se detalla el procedimiento

utilizado (Figura 1).

Se realizan célculos aritméticos para obtener las puntuaciones totales de los colegios (Figura
2).

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacién

de los resultados obtenidos a la situacién real?

La categorizacion de las variables se justifica por la informacién encontrada en internet sobre
test similares al propuesto en el problema. No se detalla cémo se realiza la reasignacion de los

datos segun la escala.

Analisis estructural del modelo

Conceptos Procedimientos Lenguajes
Tratamiento de la informacion, Construccion de nuevas variables a Uso de tablas para presentar los
cualitativa y cuantitativa. partir de las existentes. resultados (Figura 1).

Estandarizacién de puntuaciones
para las distintas variables en una
escala distinta seguin su importancia
(Figura 1).

Célculo de las puntuaciones totales
(Figura 2).

288




Anexos

Grupo C
Reconstruccién del proceso

Este grupo decide unificar la escala de puntuacion de las variables
presentadas. Para ello da una puntuacion a cada colegio que va del mejor, 6, al
peor, 1 (ver Figura 1): “Este paso consiste en ordenar de mayor a menor
(segun su importancia) la posicion que ocupan los colegios en funcion de las
variables a las que nos queremos referir. En torno a seis posiciones, donde el 6
es el mas importante y el 1 el menos. Hay que tener en cuenta que en
ocasiones en los datos el nimero mas alto no siempre ocupa la mejor posicion,
como en el caso de los alumnos [se refieren al numero de alumnos por aula]” [l]

(extracto de su presentacion final).

Aulas de Ordena-  Alumnos Superficie Nota PAU Repetido- Presupuesto
desdoble dores media de Res
expedien-
te
Colegio 1 6 4 5 6 4 3 2
Chuli
Colegio 2 4,5 3 4 4 5 2 2
Guay
Colegio 3 1,5 6 2 5 6 6 2
Mola
Colegio 4 8 5 1 1 1 5 4
Tope
Colegio 5 3 2 6 5 2 4 4
Diver
Colegio 6 15 1 3 2 3 1 6
Super

Figura 1. Tabla con la puntuacién de cada variable, incluida en su presentacion

final

En el caso de la variable “numero de ordenadores por alumno” se observa que
en la asignacién de las puntuaciones del 1 al 6 se ha seguido un criterio de
proporcionalidad, no asi en las restantes variables. En la variable
“presupuesto”, de caracter cualitativo, se asignan las puntuaciones 6 (Mas), 4
(Mismo) y 2 (Menos).

A continuacion otorgan a cada variable un peso de la puntuacioén final, en forma

de porcentaje, segun su importancia (ver Figura 2).

289



Anexos

AULAS DE DESDOBLEBLE 10%
ORDENADORES 5%
N° DE ALUMNOS POR AULA 10%

SUPERFICIE POR METROS CUADRADOS 5%

NOTA MEDIA DEL EXPEDIETE 25%
NOTA MEDIA EN LA PAU 20%
REPETIDORES 15%
PRESUPUESTO 10%

Figura 2. Tabla con la asignacién de porcentaje a cada variable segun su

importancia, incluida en su presentacion final

Finalmente, elaboran una tabla con los nuevos valores para cada variable,

calculados segun el porcentaje correspondiente (ver Figura 3).

0,3 0,4 0,25 15 0,8 0,45 0,2

Colegi
o 0,1 ) ) ) ) ) ) )
Chuli
Colegi
o0 Guay 0,2 0,22 0,3 0,2 1 1 0,3 0,2
Colegi
o Mola 0.3 0,07 0,6 0,1 1,25 1,2 0,9 0,2
Colegi
o 0,4 0,15 0,2 0,05 0,25 0,2 0,75 0,4
Tope
Colegi
o 0,5 0,07 0,5 0,3 0,75 0,4 0,6 0,4
Diver
Colegi
o 0,6 0,15 0,1 0,15 0,5 0,6 0,15 0,6
Super

Figura 3. Tabla con la puntuacion final de cada variable, segin su porcentaje,

incluida en su presentacion final

En su diario muestran, mediante un ejemplo, cobmo se debe hacer este calculo

(ver Figura 4).
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-COLEGIO CHULI

N¢ de aulas de desdoble: 10% de 1= 1 x 10 /100= 0.1
N¢ de ordenadores por alumno: 5% de 6= 0,3

N2 de alumnos por aula: 10% de 4= 0,4

Superficie en metros cuadrados: 5% de 5= 0,25

Nota media del expediente: 25% de 6= 1,5

Nota media en las PAU: 20% de 4= 0,8

Repetidores: 15% de 3= 0,45

Presupuesto: 10% de 2= 0,2

Total= 4 puntos

Figura 4. Célculo de las puntuaciones correspondientes al colegio Chuli, en su
diario

La puntuacion final de cada colegio se da en una tabla (ver Figura 5), sumando

sSus puntuaciones para cada variable de la tabla anterior (ver Figura 3). Esta

puntuacion final se da también sobre 10. Finalmente, para este grupo, el mejor

colegio es el “Colegio Mola”.

clasificacion colegios Puntuacion (sobre 6)  Puntuacién (sobre 10)
1° Colegio Mola 4,62 7,7
20 Colegio Chuli 4 6,6
3° Colegio Diver 3,52 5,8
40 Colegio Guay 3,42 5,7
50 Colegio Super 2,85 4,75
6° Colegio Tope 2,4 4

Figura 5. Tabla con la puntuacién final de los colegios, incluida en su

presentacion final
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Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Escoger el mejor colegio a partir del disefio de un sistema de puntuacion de los datos

proporcionados.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo
mateméatico?

Se reasignan los valores de las variables para cada colegio, desde 6 (el mejor) hasta 1 (el
peor), en Figura 1. Posteriormente esta escala sobre 6 se transforma en una escala sobre 10,

mas usual, en Figura 5.
Se da un peso, en forma de porcentaje, a cada variable, segun su importancia (Figura 2).

La puntuacién final de cada colegio sera la suma de su puntuacién en cada variable.

¢ Se usan representaciones?

No se utilizan representaciones.

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se utilizan tablas para ordenar y mostrar los datos (Figura 1, 2, 3, 5) y célculos de porcentajes
(Figura 4).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se reasignan los valores de cada variable segun la escala correspondiente, en algunos casos

siguiendo un criterio de proporcionalidad (Figura 1).
Se realizan célculos con porcentajes para obtener las puntuaciones de cada variable, segin
su peso (Figura 4).

Se realizan céalculos aritméticos para obtener las puntuaciones totales de los colegios (Figura 4
y 5) y se cambia de escala: de una puntuacién sobre 6 se pasa a una sobre 10 (aunque sin

mostrar los calculos).

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucion seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se basan en su propia opinion para categorizar y dar un peso a cada una de las variables.
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Anexos

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Tratamiento de la informacion,

cualitativa y cuantitativa.

Estandarizacion de puntuaciones
para las distintas variables en una

misma escala (Figura 1).

Ponderacion de las variables
mediante la asignacion de un
porcentaje de la puntuacion final
(Figura 2).

Célculo de porcentajes (Figura 4).

Célculo de las puntuaciones totales.
(Figura 5).

Paso de una escala sobre 6 a otra
sobre 10 (Figura 5).

Uso de tablas para presentar los

resultados (Figura 1,2, 3, 5).

Uso del lenguaje aritmético para
explicar los procedimientos utilizados
(Figura 4).
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Anexo XV

La carrera

Grupo A
Reconstruccién del proceso

La profesora de Educacion Fisica ha preparado una nueva prueba de velocidad
gue consiste en lo siguiente: se colocan 10 conos a lo largo de la linea lateral
de una cancha de baloncesto. Cada corredor sale desde la esquina opuesta,
rodea un cono y corre hasta tocar la canasta del otro lado. Dos son las
cuestiones principales que se plantean en el enunciado: ¢Tiene alguna
importancia el cono que decidamos rodear en la carrera? Y si es asi, ¢qué
hariais vosotros para intentar ganarla? Si pudierais afiadir un nuevo cono,

¢donde lo pondriais?

Los alumnos de este grupo, inicialmente, miden directamente con una regla,
sobre el dibujo del enunciado la distancia a recorrer segun el cono que se
rodea: “Lo primero que intentamos hacer fue, sin utilizar ningan procedimiento
matematico y por tanteo, intentar responder a la pregunta mas sencilla:
¢Ilmporta el cono que hayamos utilizado? Concluimos que si importaba la
situaciéon del cono, y al hacer los célculos comprobamos que asi era” (extracto
de su diario), por lo que reducen el problema a escoger el cono que minimiza la

distancia total a recorrer para obtener asi ventaja en la carrera.

Para resolver esta cuestién dividen en dos tramos (segmentos rectilineos) el
recorrido de la carrera: el primero, desde la salida hasta al cono, y el segundo,
desde el cono a la meta. Estos segmentos son el elemento clave en la
resolucion del problema. Suponen ademas que la velocidad del corredor es la

misma en los dos tramos.

Relacionan estos segmentos con la hipotenusa de dos triangulos rectangulos.
Aplicando el Teorema de Pitagoras calculan su longitud para cada uno de los
diez conos, como se puede ver en el borrador que adjuntan a su diario (ver

Figura 1). La distancia total recorrida en la carrera sera la suma de la longitud
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de estos dos segmentos. Los resultados se presentan mediante un diagrama

de barras (ver Figura 2).

Figura 1. Esquemas y calculos incluidos en su diario

m Dist x cono
m total

Figura 2. Grafico con la distancia total recorrida para cada cono con el

programa Excel, en su presentacion final

De esta forma establecen que el cono que deben rodear es el octavo pues la

distancia a recorrer es la minima en este caso.

A continuacién se plantean resolver la cuestion de poner un nuevo cono. Lo
sitlan entre el octavo cono, a 18 metros del fondo izquierdo de la pista, y el
noveno, a 20 metros, extremos donde la distancia total recorrida es mas corta
(ver Figura 3). Toman el punto medio de este primer intervalo como punto
donde situar el nuevo cono, a 19 metros del fondo de la pista. Calculan la
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distancia total recorrida para este cono, aplicando de nuevo el Teorema de
Pitdgoras, y la comparan con la de los extremos del intervalo inicial, para coger
un nuevo intervalo cuyos extremos sean los que den una menor distancia total.
Este segundo intervalo se sitla entre los 18 y 19 metros. Su punto medio, 18,5
metros, es donde se coloca el nuevo cono. Sefalan al profesor que este
procedimiento puede repetirse todo lo que se quiera para ir aproximando cada
vez mejor la situacion del nuevo cono, entre los 18,5 y los 19 metros, aunque
no incluyen este procedimiento en su presentacion final (ver un borrador con

sus célculos en la Figura 4).

4: Tras este procedimiento hemos obtenido
que se encuentra entre el 8°y el 9° cono.

Figura 3. Situacién del nuevo cono, incluida en su presentacion final

Figura 4. Aproximacién de la situacion del nuevo cono por intervalos, en su
diario
El profesor sugiere entonces que busquen una nueva aproximaciéon a esta
cuestidon. Para ello les pide gue intenten relacionar la distancia total recorrida
en la carrera con la distancia a la que se encuentra el cono del fondo de la
pista: “Buscamos una férmula general que nos permitiera averiguar la distancia
total dependiendo s6lo de la distancia entre el cono y el fondo izquierdo. Tras
haberla pensado y simplificado, utilizando sobre todo el teorema de Pitagoras:

(x=distancia horizontal entre el cono y el fondo izquierdo), resulté ser la

siguiente, d = V152 +x2 + /(28— x)2+ 7,52 “. [I] (extracto de su diario).

Cuando presentan esta expresion algebraica al profesor, este les proporciona
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un software gratuito de representacion grafica (Graph), instalado en el

ordenador del aula, y les invita a estudiar la grafica de su funcién (ver Figura 5).
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Figura 5. Imagen de la representacion grafica de la funcién, en su presentacion

final

Con este programa obtienen el punto minimo de la grafica, en x=18,7. A esta
distancia del fondo izquierdo de la pista sitian el nuevo cono que les permitird
obtener una pequefia ventaja en la carrera. Esta solucibn mejora (y no
contradice) la obtenida inicialmente mediante la utilizaciéon de intervalos

encajados, por lo que la consideran valida.

Andlisis del proceso

¢Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacién original propuesta?

Identificar el cono que minimice la distancia total recorrida. Situar un nuevo cono gue minimice

esta distancia.

¢, Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Dividen en dos tramos (segmentos rectilineos) el recorrido de la carrera. La velocidad del
corredor es la misma en estos dos tramos. Relacionan estos segmentos con la hipotenusa de

dos tridngulos rectangulos.
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La distancia total recorrida en la carrera seréa la suma de estos dos segmentos (hipotenusas).

¢ Se usan representaciones?

Los calculos iniciales se realizan a partir de un esquema (Figura 1).

Los resultados se presentan mediante un diagrama de barras (Figura 2). Se representa la

gréfica de la expresidn algebraica planteada mediante el programa Graph (Figura 5).

¢Se utiliza el lenguaje matematico?

Se realizan calculos aritméticos para determinar la distancia total de la carrera para cada cono

(sin incluir). Finalmente, obtienen una expresion algebraica para calcular esta distancia, en [l].

,Se utilizan procedimientos y herramientas mateméticas para resolver el modelo

planteado?

Se aplica el Teorema del Pitdgoras para calcular la distancia total de la carrera para cada

cono.

Se utiliza una sucesion de intervalos encajados para determinar la posicion del nuevo cono

que minimice la distancia recorrida en la carrera (Figura 3 y 4).

Finalmente, se relaciona la distancia total recorrida en la carrera con la distancia a la que se

encuentra el cono del fondo de la pista mediante una expresién algebraica, en [I].

Se utiliza software matematico para representar los resultados obtenidos (Figura 2) y la grafica

de la funcién (Figura 5).

¢ Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuaciéon

de los resultados obtenidos a la situacion real?

Justifican, por medicion directa, que la distancia recorrida en la carrera depende del cono
rodeado. Se utilizan dos procedimientos distintos (intervalos encajados y grafica de su funcién)

para situar el cono que minimice la distancia a recorrer en la carrera.
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Analisis estructural del modelo

Anexos

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Figuras planas elementales

(tridngulos rectangulos).
Intervalo.

Funcién de una variable.

Uso del Teorema de Pitagoras para

calcular longitudes.

Uso de TICs para elaborar gréficas y
obtener el minimo de una funcién

(Excel y Graph).

Célculos aritméticos para obtener la

distancia recorrida (Figura 1).

Construccién de una sucesion de
intervalos encajados para aproximar

un valor (Figura 3y 4).

Generalizacion de propiedades y

relaciones.

Uso de graficos para justificar
procedimientos (Figura 1) y
presentar resultados (Figura 2, 3y
5).

Uso del lenguaje algebraico para

formular el modelo, en [I].

Grupo B

Reconstruccién del proceso

Este grupo afirma, aunque sin justificar, que la distancia total recorrida en la

carrera depende del cono rodeado. Dividen la carrera en dos segmentos

rectilineos, desde la salida hasta al cono, y desde el cono a la meta, que

identifican con la hipotenusa de dos tridangulos rectangulos, utilizando un

esquema de la situacion (ver Figura 1): “Se trata de calcular la distancia entre

la salida y un cono, y desde el cono hasta la canasta, con lo que se nos forman

dos triangulos, en los que se aplica el Teorema de Pitagoras [en la Figura 1

presentan su formula], y tras hacerla, se suman ambos resultados y hallamos la

distancia total” (extracto de su diario).
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Figura 1. Esquema utilizado para identificar los elementos de los triangulos
rectdngulos necesarios para resolver el problema, incluido en su diario

Sus célculos, para cada uno de los diez conos, se muestran en la Figura 2.

Figura 2. Célculos de la distancia recorrida en la carrera segun el cono

rodeado, incluidos en su diario

Aproximan los resultados truncando a la primera cifra decimal, por lo que llegan
a la conclusion de que la distancia mas corta se encuentra al rodear el octavo y
el noveno cono, 35,9 m. Al aproximar de este modo no se dan cuenta que la
distancia no es la misma en el octavo cono (35,93 m) que en el noveno (35,96
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m). No resuelven la segunda de las cuestiones planteadas: donde situar un

nuevo cono para minimizar la distancia recorrida en la carrera.

Analisis del proceso

¢, Se formula un problema que pueda dar respuesta a la situacion original propuesta?

Identificar el cono que minimice la distancia total recorrida.

¢ Se establece una correspondencia entre los elementos de la realidad y los del modelo

matematico?

Dividen en dos tramos (segmentos rectilineos) el recorrido de la carrera. La velocidad del
corredor es la misma en estos dos tramos. Relacionan estos segmentos con la hipotenusa de

dos triangulos rectangulos.

La distancia total recorrida en la carrera sera la suma de estos dos segmentos (hipotenusas).

¢ Se usan representaciones?

Utilizan un esquema para identificar los dos triangulos rectangulos y sus elementos (Figura 1).

¢Se utiliza el lenguaje matemético?

Se presenta la formula del Teorema de Pitagoras (Figura 1). Se realizan célculos aritméticos

para determinar la distancia total de la carrera para cada cono (Figura 2).

¢,Se utilizan procedimientos y herramientas matematicas para resolver el modelo

planteado?

Se aplica el Teorema del Pitdgoras para calcular la distancia total de la carrera para cada

cono.

Se utiliza el truncamiento, y no el redondeo, para aproximar los resultados, lo que les lleva a

pensar que la menor distancia se encuentra en el octavo y el nhoveno cono.

¢, Se dan argumentos que justifiquen el proceso de resolucién seguido y la adecuacion

de los resultados obtenidos a la situacién real?

Se justifica el uso del Teorema de Pitdgoras identificando los dos triAngulos rectangulos

mediante un esquema (Figura 1). No se responde a la Ultima cuestidn planteada en la tarea.
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Analisis estructural del modelo

Conceptos

Procedimientos

Lenguajes

Magnitud y medida (longitud).

Figuras planas elementales

(tridngulos rectangulos).

Uso del Teorema de Pitagoras para

calcular longitudes.

Célculos aritméticos para obtener la

distancia recorrida (Figura 2).

Uso de gréficos para justificar

procedimientos (Figura 1).

Uso del lenguaje algebraico para
presentar el Teorema de Pitagoras
(Figura 1).

Uso del lenguaje aritmético para

formular el modelo (Figura 2).
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Anexo XVI

Transcripcién del debate “La desaparicion del portatil”

Primera sesién de trabajo en el aula

Anexos

Transcripcion

Interpretacion

1 | P | ¢Como lo estais organizando todo? Intervencion: Rol:
Invitacion a la Observador
participacion

2 | Al | Las tres personas van a todas las aulas. Participacion:

A2 | Van juntos. Exposicién de sus

4 | Al | Hay que saber el nimero de aulas, suposiciones y
I6gicamente. conjeturas

5 | A2 | La media de los alumnos para saber
cuantas mesas hay, por ejemplo... o sea en
cada aula.

6 | Al | El tamafo del objeto porque... bueno, es un
ordenador... [risas de sus comparieros]
vale, vale.

7 | P | Mas cosas [el profesor interrumpe asi las Invitacién a la Rol:
risas]. participacion Observador

8 | Al | Eeeeeh [duda]... el nUmero de alumnos. Exposicion

9 | P | ¢Cuéndo decis la media de alumnos...? Peticion de Rol:
aclaracion Observador

10 | Al | Por persona... por aula. Aclaracion

11 | A2 | Por aula. O sea, se supone que cada
alumno tiene una mesa y un casillero.

12 | P | Entonces estais teniendo en cuenta: el Recapitulacion Rol:
tamafio del objeto, aunque en este caso 0s Observador
dicen que es un portatil..., la media de
alumnos para saber cuantos pupitres vais a
registrar...

13 | A2 | ... y casilleros. Aclaracion

14 | P ... y casilleros, el nimero de aulas..., y Establecimiento de | Rol: Gestor de
habéis decidido que las tres personas vayan | consenso recursos
juntas, ¢no?

15 | Al | Para que asi cada aula sea mas rapido [de | Establecimiento de
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registrar]. conjetura
16 | P | ¢Alguna idea mas... de qué hacer? jAlguna | Invitacion a la Rol:
variable mas? participacion Observador
17 | A1 | Una ecuacioén en plan... con todo... Exposicién
18 | A3 | Una gréfica.
19 | Al | ¢Se puede hacer gréafica con 15 cosas de Peticion de
estas? [se refiere a las ideas clave que han | aclaracion
seleccionado: mesas, casilleros, nimero de
aulas].
20 | P | Nolo sé. No se lo qué vais a hacer o dejar Aclaracion Rol: Asesor
de hacer.
21 | Al | Pues todo. Es que es muy raro esto. No se Exposicion
puede [se refiere a resolver el problema].
22 | A2 | Si que se puede...
23 | P | Pero vamos a ver. Hay que olvidarse un Explicacién Rol: Asesor
poco... Tu me estas hablando de una
gréafica, me estas hablando de las gréaficas
funcionales, y las graficas funcionales solo
tienen en cuenta dos variables...
24 | Al | Ya. Asentimiento
25 | P | ... yaqui me parece que tienes mas de una, | Establecimiento de | Rol: Gestor de
¢verdad? consenso recursos
26 | Al | M&s, maés. Asentimiento
27 | P | Entonces... Lo que no tenéis es que Aconsejar Rol: Asesor
limitaros a pensar en lo dltimo que habéis
trabajado en clase [se refiere a la Ultima
unidad didactica trabajada en la clase
tradicional, antes de empezar la
experiencia].
28 | Al | Es verdad. Asentimiento
29 | A2 | No vamos a hacer gréficas.
30 | P | Entonces, ¢con todo eso qué vais a hacer? | Invitacion a la Rol: Gestor de
Vamos a ver, el tiempo, ¢ el tiempo de que reflexion recursos
va a depender... de todo eso y como?
31 | A2 | Espacio y tiempo que se tarda en registrar. Establecimiento de
conjetura
32 | P | ¢Y esocomo lo vais a plasmar de alguna Peticion de Rol:
manera? aclaracion Observador
33 | Al | Con una ecuacion. Pues no sé, por ejemplo, | Explicacion
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tiempo igual a... numero de aulas mas...

34 | A2 | ... el tiempo que tardas en registrarlas.
35 | Al | Exacto.
36 | P | ¢Por qué no empezais a intentar escribir Aconsejar Rol: Asesor
todo eso... plasmarlo de alguna manera?
37 | A2 | Hay que averiguar el espacio total y dividirlo | Establecimiento de
entre la velocidad. conjetura
38 | P | Pero el espacio total, ¢ qué es el espacio Peticion de Rol:
total? aclaracion Observador
39 | A2 | Todo lo que hay que registrar. Aclaracion
40 | P | Pero a que os referis con lo del espacio, ¢la | Peticion de Rol:
superficie de las aulas? aclaracion Observador
41 | Al | No, por ejemplo, una mesa y un armario. Aclaracion
42 | P | Pero eso no es espacio. Invitacion a la Rol: Gestor de
reflexion recursos
43 | Al | Daigual. Como si lo fueran. Aclaracion
44 | P | Son cosas. ¢Una mesay un armario? Peticién de Rol:
aclaracion Observador
45 | A2 | No, el casillero de una mesa y el casillero Aclaracion
de un armario.
46 | P | Entones eso que estais contando, eso que Peticién de Rol:
ponéis vosotros, e [se refiere a lo que tienen | aclaracién Observador
escrito en un papel], ¢son espacios a
registrar?
47 | A1 | Numero de espacios a registrar. Aclaracion
48 | P | Numero de espacios a registrar... Recapitulacion Rol:
Observador
49 | Al | Claro. Asentimiento
50 | P | ¢Y qué mas? Una vez sepais el numero de | Peticién de Rol:
espacios a registrar... explicacion Observador
51 | A2 | El nmero de espacios a registrar y lo Formalizacion
dividimos entre las velocidades.
52 | P | Pero las velocidades, ¢ de qué? Peticion de Rol:
aclaracion Observador
53 | Al | De que tardas en registrar cada espacio. Aclaracion
54 | A2 | Eso nos dara lo que tarda una persona,
luego si somos dos, tardariamos la mitad...
55 | Al | ... y si somos tres una tercera parte ...
56 | A3 | ... en general.
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57 | P | Muy bien. Luego, ¢ vais a intentar plasmar

todo eso que habéis dicho en una formula?

Aconsejar

Rol: Asesor

58 | Al | Claro.

Asentimiento

Segunda sesion de trabajo en el aula

Transcripcion

Interpretacion

1 | P | ¢Me podéis contar como va vuestro
problema?

[El alumno A3 empieza a leer lo que tienen
escrito en un borrador. El profesor le
interrumpe]

No hace falta que lo ledis. Me lo vais

contando.

Invitacion a la

participacion

Rol:

Observador

2 | A2 | Hay que sustituir las incognitas por valores
reales.

[Los tres alumnos van dando,
atropelladamente y sin orden, los valores de

las estimaciones que han realizado]

Exposicion

3 | P | Entonces hay dos tipos de aula: las de
secundaria, bachiller y primaria, y las de
infantil. Las de infantil tardamos de 1 a 7
minutos, y las de secundaria y demés, de 1
a 5 [se refiere al tiempo que se tarda en

registrarlas]... Vale, mas cosas.

Recapitulacién

Rol:
Observador

4 | Al | Como hay 6 aulas de infantil, y...

A2 | ... multiplicamos seis aulas por los 7

minutos.

6 | Al | 36 de bachiller...

A2 | ... mas primaria y secundaria...

8 | Al | ... lo multiplicamos por 5 y lo sumamos... y
como lo sumamos nos da 222 minutos [mira
su borrador]... entonces 222 minutos lo
dividimos entre tres... [vuelve a mirar su
borrador] ... pues nos da una hora y
quince... y lo dividimos entre tres porque

somos tres los que lo estamos buscando...

Exposicion

9 | Al | ... pero eso suponiendo que esta en las

aulas.

Establecimiento de

conjetura
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10 | P | ¢Habéis considerado el tiempo que se tarda | Invitacion a la Rol: Gestor de
en ir de aula a aula? reflexion recursos

11 | A1 | No. Aclaracion

12 | A3 | Pues no, la verdad.

[Siguen algunos comentarios divertidos
sobre su capacidad para “teletransportarse”
por no haber tenido en consideracion esta
cuestion]

13 | P | ¢Y sienvez de 36 aulas hubieran 20? Invitacién a la Rol: Gestor de

reflexion recursos

14 | A1 | Pues lo mismo, pero en vez de multiplicar Aclaracion
por 36 multiplicas por 20.

15 | P | ¢Y eso, de alguna manera, sabriais como Invitacién a la Rol: Gestor de
plasmarlo... para que alguien, en su reflexion recursos
colegio, por ejemplo, pudiera averiguar
cuanto tardaria? [se refiere al tiempo que
tardarian en registrar el colegio]

16 | A1 | Lo que hemos hecho mentalmente lo Explicacion
escribimos en papel.

17 | P | Pues me gustaria ver como formalizais eso | Invitacion a la Rol: Asesor
que habéis dicho... reflexion

18 | A2 | En vez de 36, x. Explicacion

19 | A1 | Y ponemos x igual al nimero de aulas.

20 | P | Pero no son todo x, porque me habéis dicho | Invitacién a la Rol: Gestor de
gue hay aulas distintas. reflexion recursos

21 | A2 | Pues ponemos x ey. Aclaracion

Tercera sesién de trabajo en el aula

Transcripcion

Interpretacion

1 | P | Elotrodia, ¢esa expresiéon que buscabais y | Invitacion a la Rol:
gue intentabais dar? [se refiere a la sesién participacion Observador
anterior].

2 | Al | Pero eso es muy raro, porque espacio Exposicion

partido velocidad y espacio... no hay una
medida, porque no vamos a poner metros
cuadrados, eso no tiene sentido... no vas a
buscar en cada metro cuadrado, o sea, con

una misma vista, por decirlo asi, ves todos
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los metros cuadrados...

3 | P | Estos son los calculos que habéis hecho... Invitacion a la Rol: Gestor de
¢y ya esta?, ¢se haterminado el problema? | reflexion recursos
¢no habéis pensado hacer algo mas?

4 | Al | Luego se lo sumamos a aquello [se refiere Exposicién
al tiempo que se tarda en recorrer el colegio
segln su ruta de busqueda que se suma al
tiempo estimado que se tarda en registrar
las aulas].

5 | A3 | El de las aulas.

P | ¢Y se acab6? Invitacién de Rol: Gestor de
reflexion recursos

7 | A3 | Mas lo que tardamos en ir de una a otra [se | Exposicion
refiere al tiempo que se tarda de ir de un
aula a otra].

8 | P | Entonces, ¢qué matematicas utilizais en Peticién de Rol: Asesor
este problema? aclaracion

9 | Al | ;Como vas a resolver matematicamente el Peticién de
problema? explicacion

10 | P ¢No se utiliza ninguna? Peticién de Rol: Asesor

aclaracion

11 | A1 | Yo es que aqui en este problema no... Exposicién

12 | P | ¢No ves que sea un problema de Invitacién a la Rol: Gestor de
matematicas? reflexion recursos

13 | A1 | No [muy bajito] Asentimiento

14 | P | ¢A2? [pregunta directamente a ese Invitacién a la
miembro del grupa]. participacion

15 | A2 | No [contesta también muy baijito] Asentimiento

16 | P | O sea, ¢,qué os ha parecido entonces el Invitacién a la Rol:
problema? participacion Observador

17 | Al | Pues nolo sé... jEs que no tiene sentido Exposicién
este problema! [exclama enfadado] Porque
tl cuando vas a buscar algo piensas, a ver,
yo, ¢dénde he estado? Estaba aqui, aqui y
alli. Vas alli, lo primero alli primero. O entras
en un aula y dices, ¢habéis visto un portatil?

No te pones a buscarlo con matematicas.

18 | P | Y tu A3 [pregunta directamente a ese Invitacion a la Rol:

miembro del grupo], ¢ qué piensas? participacion Observador

308




Anexos

19

A3

Que no utilizamos matematicas, o sea, no
podemos,...hemos sumado... ;Sumas? Y

ya esta.

Exposicion

20

Bueno, pues nada, Pensadlo... reflexionad
sobre todo lo que hemos hablado hasta
ahora y ya veremos... ya hablaremos sobre

este problema.

Aconsejar

Rol: Asesor y
Gestor de

recursos

Sesién de exposicion

Transcripcién

Interpretacion

Bl

Yo pienso que vuestro problema [se refiere
a la resolucién del grupo A] estad muy bien,
pero el nuestro te permite obtener un
intervalo de tiempo mientras que en el
vuestro solo da un tiempo determinado y
pueden suceder muchas cosas, puedes
encontrar algun problema durante el
camino... y en el intervalo est4 recogido
todos esos problemas que pueden haber,

y en el vuestro solo da un tiempo exacto.

Exposicion

Al

Es el tiempo méximo.

A2

Es registrar todo el colegio.

B2

Ya, pero solo habéis dicho el tiempo

maximo que tardariais pero el minimo no.

Al

El minimo es 0.

A2

Entrar a la primera clase y que esté ahi [se
refiere a la clase mas cercana a la puerta

de entrada al colegio].

B2

Pero no..., ya solo lo que tardas en ir
desde la puerta a la primera clase y

registrarla ya no es 0.

A2

6 minutos.

Bl

Pero no lo habéis dicho.

Aclaracion

10

¢ Dar la solucién en un intervalo es mas

realista? [la pregunta se lanza a ambos

grupos].

Peticion de

explicacion

Rol: Moderador

11

Bl

Si, aunque la férmula estd muy bien... yo

reconozco que su féormula esta muy bien

Explicacion
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porgue te permite cambiar los datos y de
hecho lo han hecho con la casa [se refiere
al ejemplo que el grupo A ha presentado
en su exposicién como ejemplo de
aplicacién de su formula] y les da una
solucién, pero... yo pienso que es mejor

un intervalo de tiempo.

12 | Al | De todas formas el minimo no es 18 [se Aclaracion
refiere al tiempo minimo dado en la
resolucién del grupo A], es un minuto.
13 | B2 | El minimo no, era un... suponiendo que lo
encontraramos en las primeras clases
tardariamos...
14 | Al | Ahidice que es un intervalo, 18 y 49 [se
refiere al tiempo minimo y el tiempo
méximo que da como solucion el grupo A],
entonces...
15 | B2 | Es lo que tardas.
16 | Al | En un minuto no lo puedes encontrar [se
refiere a que ellos consideran que en un
minuto se podria encontrar el ordenador si
estuviera en la primera clase que se
registral.
17 | A3 | No esta dentro del intervalo.
18 | B1 | Es una suposicion.
19 | B2 | Ellos utilizan una velocidad [se refiere al
grupo B].
20 | Al | Es una velocidad normal de andar.
21 | P | El ndmero de personas que buscan, eso Exposicién Rol: Experto
vosotros no lo habéis tenido en cuenta [se
refiere a los alumnos del grupo B].
22 | B2 | Siporque... Aclaracion
23 | B3 | Porgue vamos juntos.
24 | B2 | Claro, nosotros es que vamos todos
juntos.
25 | P | Vosotros habéis supuesto que son tres Exposicion Rol: Experto
personas las que buscan, ¢no?
[preguntando a los alumnos del grupo A].
26 | B2 | Para nosotros daria igual que fuera uno Aclaracion
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que tres...porque solo va a entrar uno...
hemos tenido en cuenta que solo va a

entrar una persona a buscar el ordenador.

27

A2

¢ Y los otros dos mientras se esperan

fuera? [los alumnos del grupo B sonrien].

Peticion de

aclaracion

28

Bl

Claro.

Aclaracion

29

¢ Y si fueran seis? [pregunta a los alumnos
del grupo B].

Peticion de

aclaracién

Rol: Experto

30

Al

Nosotros serian la mitad. Haces un ajuste

en la formula y ya esta.

Aclaracion

31

Habéis tenido en cuenta el nimero de
habitaciones [se dirige a los alumnos del
grupo A], que es lo mismo que ellos han
tenido en cuenta, el nUmero de aulas, el
tiempo en registrar un escondrijo... ¢en
eso hay alguna diferencia con lo que han
hecho ellos? Vosotros habéis puesto
tiempo en registrar un escondrijo [se dirige
a los alumnos del grupo B] y vosotros
habéis puesto 1 minuto cada 20 alumnos

[se dirige a los alumnos del grupo A].

Invitacion a la

reflexién

Rol: Moderador

32

Bl

Es que nosotros lo hemos metido dentro, o

sea, dentro de un minuto esta...

33

B2

... los armarios...

34

Bl

... los cajones...

Aclaracion

35

Al

Si en una clase hay 20 alumnos, en una
mesa hay una especie de casillero y luego
un armario [se refiere a las taquillas que
hay en el aula para cada alumno], o sea,
dos por personas [se refiere a dos
escondrijos por alumno, el casillero del
pupitre y la taquilla del armario], luego son
mas o menos 5 segundos en mirarlo y... o

sea entre ir y mirar.

Explicacion

36

B2

Lo hemos hecho como la sabiamos hacer,

no hemos utilizado ninguna férmula.

Exposicion

37

Pero, ¢ hay mucha diferencia entre lo
vuestro y lo suyo? [se dirige a los alumnos
del grupo A]

Invitacion a la

reflexién

Rol: Moderador

311




Anexos

38

Bl

No porque... o sea, yo me he dado cuenta
gue aproximadamente da lo mismo [se
refiere al resultado maximo dado como
solucién por su grupo, 49 minutos, y el

dado por el grupo A, 58 minutos].

Explicacién

39

Con respecto al tiempo si, lo cual puede
suponer que no era descabellado ni lo
vuestro [refiriéndose al grupo B] ni lo
vuestro [refiriéndose al grupo A], os vais 9

minutos...

Explicaciéon

Rol: Experto

40

...pero me refiero a la férmula, respecto a

cdmo manejais las variables...

Invitacion a la

reflexion

Rol: Moderador

41

Al

Lo mismo, muy parecido, solo que
nosotros hemos tomado unas cuantas
variables mas y las hemos agrupado en

una férmula, pero...

42

A2

Hemos hecho todo un poco mas general.

Explicacion

43

¢A qué os referis vosotros con mas
general? [pregunta a los alumnos del
grupo Al.

Peticion de

aclaracién

Rol: Moderador

44

Al

Pues que lo puedes aplicar donde
quieras... aqui [se refiere al colegio] o en
una casa [como han mostrado en su

exposicién] o en un hospital.

45

A2

Solo tienes que cambiar el valor de en la

ecuacion y ya esta... en la formula.

Aclaracion

46

Vosotros [se dirige al grupo B], ¢si
tuvierais que llevarlo a algun otro sitio os
costaria mucho? [se refiere a su método

de resolucién] ¢ Qué tendriais que hacer?

Peticion de

explicacion

Rol: Moderador

47

Bl

Las mismas suposiciones, pero...

48

B2

Dependiendo si tuviera pisos [se refiere a
gue el colegio tiene tres pisos y esta
circunstancia la han tenido en cuenta en
su resolucion], del tiempo entre... o sea,
habria que hacerlo... tomariamos los
mismos datos pero tendriamos que volver

a hacerlo todo.

[.]

Explicacion
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49

¢A qué os referis con volver a hacerlo
todo? ¢ Tendriais que hacer nuevas

mediciones?

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

50

Bl

Con las mismas suposiciones.

Aclaracion

51

[Preguntando a los alumnos del grupo B]
¢ Sabriais escribir, de una manera mas
generalizable, como dicen ellos [se refiere
a los alumnos del grupo B], algo asi,
vuestra expresion? ¢ Se podria mejorar?
¢ Se 0s ha ocurrido mejorarla? ¢, Se os
ocurre ahora mejorarla después de haber
visto lo que han hecho ellos? ¢ Creéis que
podriais con lo que tenéis ahi?

[Revisan en el ordenador la expresion que
han dado en la presentacion].

Invitacion a la

reflexiéon

Rol: Moderador

52

B2

Hemos tomado el tipo... o0 sea, cada aula,
el tipo, el tamafio que tiene, luego hemos
visto el tiempo que se tarda en registrar en
cada tipo de aula y lo hemos multiplicado

por el nimero de aulas que tenemos.

53

Bl

Ahi en verdad hemos agrupado un poco
las variables... igual podriamos haber
desarrollado mucho mas... y haber sacado
una férmula no igual pero parecida [se
refiere a dar de una forma mas explicita y
detallada las variables que han tenido en
cuenta y su relacion a la hora de obtener lo
que ellos han denominado “tiempo de

tardanza en registrar las aulas”].

Explicacion

54

La Gnica diferencia es el nimero de
personas que buscan, que eso no lo
habéis tenido en cuenta, ellos si lo ponen

como variable [refiriéndose al grupo A].

Recapitulacién

Rol: Experto

55

B2

Pero yo lo que no entiendo es que si ellos
buscan tres y nosotros buscamos uno,
como es que da practicamente el mismo
tiempo. O sea, lo habéis dividido entre las
tres personas... entonces os costaria el

doble [se dirige a los alumnos del grupo B].

Peticion de

aclaracién

313




Anexos

56 | Al

Un tercio.

Aclaracion

57 | B2

Ya, pero si lo hiciera una persona os

costaria el triple.

Peticion de

aclaracion

58 | Al

Si.

Asentimiento

5 |P

¢,Doénde puede estar la diferencia? [lanza

la pregunta a ambos grupos].

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

60 | B2

La velocidad.

61 | Al

La velocidad es una velocidad normal.

62 | B2

Pues vale... pues que ellos han utilizado...

han mirado muchas mas aulas.

63 | Al

Claro...

64 | B2

... capilla, bafios, comedores y cosas de
estas...

65 | A2

Comedores no.

66 | B2

... que nosotros no hemos tenido en
cuenta. Ellos han tomado todas las aulas

iguales.

67 | A2

Nosotros hemos generalizado las aulas,
igual que el espacio, o sea, el tiempo de
subir de piso a piso y entre clase y clase lo
hemos puesto todo como un espacio [se
refiere a que el grupo A ha distinguido
entre tiempo que se tarda en subir los
pisos y tiempo que se tarda en ir de clase

en clase].

Aclaracion

68 | P

¢Lo que habéis hecho es por término
medio? [pregunta a los alumnos del grupo
B].

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

69 | A2

Si, tomar una media.

70 | Al

Exacto. Pero antes de sacar la formula
teniamos mil suposiciones de esas y ahi si
gue teniamos las aulas de informética, una
cosa, las de no sé que, otra cosa, y otra
cosa... sabes? [se dirige al profesor]
Cada una tenia su medida y dijimos, si
tenemos que poner cada cosa, siete hojas

para hacerlo, ¢ sabes?

Aclaracion

71 | P

¢El problema tal cual estaba enunciado en

la ficha invitaba a utilizar las matematicas?

Invitacion a la

reflexién

Rol: Moderador
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[lanza la pregunta a ambos grupos].

72

Al

No [mueve la cabeza negativamente y le

siguen el resto de comparieros del grupo].

Aclaracion

73

¢, Se establecia alguna relacion con las

matematicas de clase?

Invitacion a la

reflexiéon

Rol: Moderador

74

Bl

Para nada.

Aclaracion

75

Ahora que lo habéis resuelto, ¢ identificais
alguna de las matematicas que hemos
dado a lo largo de secundaria, en tercero,
segundo o primero... con lo que habéis

hecho?

Invitacion a la

reflexiéon

Rol: Moderador

76

A3

Hacer formulas...

77

A2

Hummmm [duda]... hacer férmulas, o
sea... Como una especie como de

ecuacion...

Exposicion

78

¢,Como parte del algebra?

Peticion de

aclaracion

Rol: Experto

79

B2

Nosotros hemos utilizado pues

operaciones mas simples...

80

Bl

Pero lo hemos entendido mal... a lo mejor
si hubiésemos agrupado mucho mas los
datos hubiésemos sacado... operaciones

como divisiones...

81

B2

No hemos hecho una férmula

Exposicion

82

¢ A qué te refieres con eso? [pregunta a
B1].

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

83

Bl

Pues que nosotros hemos sumado
tiempos... hemos, yo que se... hemos
restado... hemos quitado las aulas.. el
tiempo de las aulas que estaban
desocupadas y todo eso, y que a lo mejor
si hubiésemos agrupado mucho mas los
datos, llegando a una férmula, hubiésemos

sacado mas... y apareceria el algebra.

Exposicion

84

Vosotros os habéis limitado a operaciones
aritméticas [se dirige a los alumnos del
grupo A] cuando quizas, ellos [refiriéndose
a los alumnos del grupo B] lo han

generalizado y aparecen letras y aparece

Recapitulacion

Rol: Experto
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algebra, ¢no?

85

Bl

Si.

Aclaracion

86

Entonces, ¢ vosotros veis las ecuaciones?
[pregunta a los alumnos del grupo A]. Si
gue habéis visto ahi claramente que hay

uso de lenguaje algebraico...

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

87

Al

Claramente no... al final, al final [hace un

gesto significativo con la mano].

Aclaracion

88

Bl

Pero esto al fin y al cabo [se refiere a lo
gue han hecho para resolver el problema]
lleva a lo suyo [se refiere a la resolucion
del grupo A] y lo suyo es parte de lo

nuestro, asi que...

Exposicion

89

A2

Nosotros planteamos el problema como
vosotros... [se dirige a los alumnos del

grupo B].

90

Al

Mas o menos...

91

A2

... 'y luego fuimos sacando la formula.

92

B2

Si, si... si es lo mismo, hemos planteado el

mismo problema...

93

A2

La formula la hemos inventado. Primero
hicimos el trabajo como vosotros y luego
intentamos sacar la férmula.

Aclaracion

94

Vale, respecto a eso, contarnos un poco
cual es el proceso de... hasta que habéis
llegado a la solucién del problema... ¢ por
dénde empezasteis? Contarnos las
etapas. [pregunta a los alumnos del grupo
Al

Invitacion a la

reflexion

Rol: Moderador

95

Al

El primer dia intentamos la férmula de

espacio partido tiempo...

96

A2

Como lo del MRU... [se refiere al
movimiento rectilineo uniforme, que han
trabajado en la materia de Fisica el curso

anterior].

97

Al

... como lo del MRU. Pero eso no tenia

nada que ver...

98

A3

No tiene futuro...

99

Al

No tiene futuro. Empezamos con

Exposicion
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suposiciones. Y era todo aritmética de esa.

100

¢ A qué te refieres con suposiciones?

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

101

Al

Pues del tipo, suponemos que lo
encontramos al principio y... y suponemos
que lo encontramos al final... y era todo
sumar el tiempo de las aulas, el espacio y
todo eso... al final, de todas las
suposiciones, buscamos... de las
suposiciones... de los datos... y
encontramos que el nimero de escondrijos
[se refiere a la variable que han
denominado “escondrijos”] y tal, se podria
multiplicar por el tiempo [se refiere al
tiempo que se tarda en registrar un
escondrijo] y por el nUmero de aulas y ya
teniamos todas las aulas, luego ya solo
tienes que sumar el espacio porque tienes

que desplazarte.

Aclaracion

102

¢ Para llegar a eso?

Peticion de

aclaracion

Rol: Moderador

103

Al

La formula esa la cambiamos muchas
veces... porque no sabiamos como poner,
por ejemplo, multiplicar ese por ese por
ese [sefiala una hoja donde tiene escrita la

férmula empleada]...

Aclaracion

104

A2

Primero tienes que sacar los datos.

105

A3

Sacar todo...

106

A2

Las variables que tienes que tener en

cuenta y luego ya las que vas a descartar.

107

Al

Luego ya las agrupas en una féormula.

108

Bl

Primero, sobre todo, tener en cuenta que
datos vas a utilizar, y luego después de
ahi... realizar mediciones... y a partir de
ahi pues crear una suposicion, y a partir de

la suposicién llegar a una férmula...

Exposicion

109

¢,Como llegasteis a la conclusién de que

esta férmula era la buena?

Peticion de

aclaracién

Rol: Moderador

110

Al

Pues haciéndola muchas veces.

Aclaracion
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111 | P | ¢A qué te refieres? Peticion de Rol: Moderador
aclaracion
112 | Al | Sustituirla y ver que... yo que se... primero | Aclaracion
le ibamos a poner que el nUmero de
personas también dividia la velocidad y el
espacio, y dijimos que no, la velocidad y el
espacio lo recorren todos, pues eso lo
guitamos, y poco a poco, quitando cosas
asi y comprobando el resultado... que no
de una cosa descabellada.
113 | P | ¢ A qué te refieres con una cosa Peticion de Rol: Moderador
descabellada? aclaracion
114 | A1l | Que por ejemplo te diera un minuto todo el | Aclaracion
colegio, ¢ sabes? Porque a lo mejor tu
divides entre una cosa y luego entre otra y
ya se te queda en muy poco tiempo... 0
multiplicas por unas cosas mal y te da
mucho tiempo...[duda y calla]
115 | P | Entonces cuando os dio 58 minutos Establecimiento de | Rol: Experto
pensasteis que ese era un resultado mas o | consenso
menos adecuado...
116 | A3 | Si. Asentimiento
117 | P | Que se ajustaba a la realidad. ¢ Por qué Peticién de Rol: Moderador
pensabais que se ajustaba a la realidad? explicacion
118 | A3 | Pues porque... [duda].
119 | P | ¢Sios hubiera salido 15 minutos? Peticiéon de Rol: Moderador
aclaracion
120 | A3 | Pues demasiado poco. Aclaracion
121 | P | ¢Y horay media? Peticion de Rol: Moderador
aclaracion
122 | A1 | Pues también podria ser. Aclaracion
123 | A3 | Bueno... [con tono resignado].
124 | P | Bueno, podria ser aceptable.
125 | A3 | Si.
126 | P | Es una cuestion de... jparece razonable! Establecimiento de | Rol: Experto
[enfatiza]. consenso
127 | Al | Eso al final... o0 sea, ves que la formula

esta bien y crees que te da algo que es

razonable...
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128

¢ Y vosotros? [pregunta ahora a los

alumnos del grupo B].

Peticion de

explicacion

Rol: Moderador

129

B2

Nos cuesta cinco minutos registrar un aula
de 20 personas... entonces sabiendo que

tardas un minuto aproximadamente... es lo
que... mas o menos el niumero de aulas te

da el tiempo...

130

Bl

No puede dar el resultado final 15 minutos
en registrar... cuarenta y pico de aulas [se

refiere a las aulas que hay en el colegio].

Explicacion

131

¢,0s ha parecido interesante la actividad
en si? ¢ Al principio que os parecio? [se

dirige a ambos grupos].

Invitacion a la

reflexion

Rol: Moderador

132

Al

Al principio no, y al final si...

133

Bl

Es que al principio cuando lees el

problema no ves nada... pero luego...

134

B2

iMe ha tocado lo peor! [sonrie].

135

Al

A ver, yo, lo que hago cuando he de
buscar algo es, ¢, dénde esta? Y entonces
vas y lo buscas [dice baijito]... no empiezas
a pensar en matematicas, luego ya...

luego si... [sonrien todos].

136

Bl

Y a veces cuando haces las cosas no te
das cuenta lo que estas haciendo... luego

dices...

137

B2

Realmente este problema parecia... silo
lees una vez dices, jhuy! Este es mas facll,
como por ejemplo el que pusisteis de Terra
Mitica, pero realmente el de Terra Mitica te
daban mas datos... entonces aqui tenias
gue sacar todos tu, hacer mas

suposiciones... es diferente...

Exposicion
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Anexo XVII

Calificacion de los grupos mediante la rubrica de evaluacion

A continuacion detallaremos la evaluacién que hemos realizado de los grupos
de alumnos a partir de nuestra rabrica (ver Anexo VI). La calificacion de cada
grupo en cada una de las categorias propuestas asi como su puntuacion final

puede verse en la Tabla 1.

En la categoria Planteamiento y resolucion calificamos con la maxima
puntuacién (un 5) a aquellos grupos que no solo han realizado un proceso de
resolucién adecuado y dan una respuesta correcta a la pregunta o la situacion
planteada, sino que ademas incorporan elementos de complejidad que les
permiten ir mas all4 y obtener modelos generalizables y reutilizables. EI grupo
A en la tarea “La sombra en el patio de recreo” tiene en cuenta en su resolucion
elementos como la seleccion del tipo de arbol segun la forma de la seccién
plana de su copa y la distribucion éptima de los arboles en el patio. El grupo A
en “La desaparicion del portatil” obtiene una expresion formal en la que incluye
todas aquellas variables necesarias para su aplicacion en otras situaciones
similares a la planteada. El grupo A en “El parque de atracciones” obtiene un
modelo formal que permite, a partir de los datos recogidos en tablas, realizar
una ruta personalizada. También el grupo C en “Cordones” y el grupo A en “La
carrera” disefian modelos formales que resuelven el problema y permiten su
generalizacion. En “Un nuevo comedor” los grupos A y B consideran la forma y
dimensiones de mesas y bandejas en su organizacion, lo que repercute
directamente en el numero de comensales y su distribucion. En las tareas
basadas en las MEAs se calific6 con un 5 a aquellos grupos que disefian
sistemas de puntuacion facilmente aplicables y reutilizables (grupo B en
“Seleccion de personal” y grupo B en “Habitos de estudio”). En “El mejor
colegio” ninguno de los grupos plantea una normalizacion de las variables
consideradas utilizando criterios de proporcionalidad (salvo el grupo C, que
hace algun intento en esta direccion y que realiza una ponderacién mas detalla

de las variables utilizando porcentajes, como puede verse en el Anexo X),
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limitandose a asignar una puntuacion del 1 al 6, desde el peor al mejor colegio
en cada variable, sin tener en cuenta su puntuacion original. Por ello ninguno

de los grupos en esta tarea se califico con la maxima puntuacion.

Las puntuaciones mas bajas en esta categoria se corresponden a grupos que
presentan errores en su proceso de resolucion o dan una solucién que no es
adecuada. Por ejempilo, los grupos B y C en “La sombra en el patio de recreo”
se limitan a obtener el nimero de arboles necesarios para sombrear un area
del patio predeterminada. Utilizan solo la forma circular para idealizar la seccion
plana de la copa del arbol escogido, indistintamente de su forma en la realidad,
y solo consideran su longitud para calcular el drea de la sombra proyectada.
Presentan también errores en sus célculos y en el caso del grupo D la
respuesta no se adecua a las dimensiones reales del patio (para mas detalles
ver Anexo VI, grupos B y C). También los grupos C y D en “El parque de
atracciones” realizan una simplificacion excesiva de la realidad que les lleva a
obtener un modelo pobre, en el que solo hacen una estimacion de la duracion
de la visita, sin entrar en una seleccion detallada de las variables que pueden
influir en su calculo. El grupo B en “La carrera” da una solucién incorrecta a la
primera de las cuestiones planteadas (al redondear los resultados por
truncamiento, utilizando una sola cifra decimal, llegan a una conclusion
errénea) y deja sin contestar la segunda pregunta de la tarea (ver Anexo XV,
grupo B). El grupo B en “El mejor colegio” presenta un sistema de puntuacion
que resulta arbitrario, dificilmente reutilizable, y en el que se prescinden de
variables, sin justificacion alguna (ver Anexo XIV, grupo B).

En la categoria Presentacion y comunicacion calificamos con un 5 a aquellos
grupos que detallan claramente sus procesos de resolucion, justifican sus
resultados, e incluyen elementos que facilitan y enriguecen su comprension y
comunicacion. El grupo A en “La sombra en el patio de recreo” utiliza tablas,
esquemas Yy dibujos en su presentacién con diapositivas digitales para mostrar
sus procedimientos y los resultados obtenidos, de tal manera que sus
explicaciones resultan faciles de seguir por sus compafieros. Ocurre lo mismo
en las presentaciones de los grupos A y B en “La desaparicion del portatil”, los

grupos A y B en “El parque de atracciones”, los grupos A y B en “Un nuevo
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comedor”, y el grupo C en “El mejor colegio”. En contrapartida, otros grupos
presentan sus resultados sin acompafiarlos de los célculos y/o esquemas que
los justifiquen (por ejemplo, el grupo C en “La sombra en el patio de recreo”, o

los grupos C y D en “El parque de atracciones”).

En Iniciativa y autonomia calificamos con la maxima puntuacién a aquellos
grupos que no requirieron de la ayuda del profesor y todos sus miembros
trabajaron de forma activa y conjunta en su resolucién (como ocurrié en los
grupos B y C en “Cordones” y los grupos A y B en “Un nuevo comedor”). En
aguellos grupos donde el profesor intervino a peticion de los alumnos la
calificacion fue menor (por ejemplo, en el grupo A en “La desaparicion del
portatil”, el profesor sugirié a los alumnos la posibilidad de formalizar mediante
el lenguaje algebraico el modelo inicialmente presentado, como puede verse en
la transcripcion de su actuacion con este grupo en el Anexo XVI). En algunos
grupos se constatd, a través de la observacion directa del profesor durante la
actividad en el aula, el trabajo desigual de sus miembros, lo que redundo en
una mala calificacion en este apartado (por ejemplo, el grupo C en “La sombra
en el patio de recreo”, donde el trabajo fue casi integramente realizado por uno
de los miembros del grupo mientras los dos restantes tuvieron una actitud

pasiva y poco participativa).
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Tabla 1. Calificacion de los grupos segun la rubrica de evaluacion

Planteamiento

y
resolucion

Presentacion
y comunicacion

Iniciativa
y
autonomia

Puntuacion
final
(sobre 10)

La sombra en el patio de recreo

w

4

9,5

5

4

La desaparicion del portatil

9,5

8,5

El parque de atracciones

9,5

8,5

4,5

4,5

Un nuevo comedor

9,5

9,5

7,5

Cordones

8,5

9

10

7,5

Habitos de estudio

8

9,5

Seleccién de personal

8

9

5,5

El mejor colegio

7

5

8,5

La carrera

9,5
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