SA ===\
A
* 5/ *,
lENC

55 UNIVERSITAT
POLITECNICA

%/ DE VALENCIA

Las Matemdticas para la Gestion
del Riesgo en Carteras Financieras.

Carteras con dos activos con
correlaciones estadisticas extremas

Apellidos,
nombre

Departamento

Centro

Cortés Lopez, Juan Carlos;

Navarro Quiles, Ana

(jccortes@imm.upv.es; annaqui@posgrado.upv.es)
Matemdatica Aplicada

Instituto Universitario de Matematica Multidisciplinar

Facultad de Administracion
y Direccion de Empresas



UNIVERSITAT
POLITECNICA
DE VALENCIA

1 Resumen de las ideas clave

Las matemdticas juegan un papel fundamental en el andlisis de muchos
problemas financieros. En este trabajo se aborda el estudio de la formacién de
carteras financieras formadas por dos activos de modo que el riesgo de la cartera
sea minimo. La clave para realizar el estudio se basa en introducir el concepto de
correlacion estadistica entre los dos activos. A partir de herramientas matemdticas
elementales se ilustra coémo puede abordarse el estudio de este importante
problema financiero en diferentes casos extremos del grado de correlacion entre
los activos. El trabajo, aunque estd planteado desde un escenario elemental,
arroja luz sobre las ideas claves que permiten abordar el caso de un nimero
arbitrario de activos financieros con una matriz de varianzas-covarianzas general.

2 Infroduccion

Una de las estrategias bdsicas en la inversion financiera es la diversificacién, con
objeto de minimizar el riesgo global de la carfera inversora. No obstante se hace
necesario comprender qué se entiende por riesgo de un activo financiero vy
estudiar técnicas cuantitativas para minimizar el riesgo. El objetivo de este trabajo
es proporcionar una introduccion a la gestién del riesgo de carteras inversoras.
Como una primera aproximaciéon al estudio se considerardn carteras formadas
Unicamente por dos activos, los cuales estdn completamente correlacionados
(negativa o positivamente) o no estdn correlacionados (correlacion nula), porque
estos casos extremos arrojan luz sobre el estudio general.

3 Objetivos

Los principales objetivos docentes de este articulo son que el alumno sea capaz
de:

= Definir los conceptos y definiciones bdsicos que estdn involucrados en el
estudio de la rentabilidad de carteras.

=  Comprender los principios bdsicos que determinan el rendimiento de una
cartera a partir de dos activos en el caso particular en que dichos activos
tienen un grado de correlacién extremo, -1, 0 6 +1.

4 Conceptos financieros bdsicos asociados al riesgo
financiero

El objetivo principal cuando se construye una cartera inversora formada por dos (o
mdas) activos es determinar cdmo balancear la composicién o peso de cada
activo que compone la cartera para que el riesgo global de la misma sea minimo
(a ser posible nulo) para un reforno esperado. Lo primero que aprenderemos es,
que para que este planteamiento tenga sentido, que la carfera debe estar
formada por al menos dos activos, y la interacciéon de estos activos se medird
mediante su covarianza (o equivalentemente correlacién) de los riesgos
individuales de cada activo que forma la cartera.
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Aungue, como se ha indicado, el estudio se restringird a carteras formadas por dos
activos, a continuacién se introducen una serie de conceptos generales para
carteras formadas por un numero arbitrario de activos a,,...,aq,

-

Para cada activo a; denotaremos:

v,, = valor inicial de a,,

v, = valor final de a,,

Una cartera estd definida por el vector

0=(,,...,0)),
donde

0. : numero de unidades del activo a,, 1 =i <n.

El signo de 6, admite la siguiente interpretacion:

0, <0 = posicion corta del activo a,,

6. >0 = posicién larga del activo q,.

Recuérdese que posicion corta (larga) en Finanzas significa que el activo no (si) se
posee.

Normalmente se mide el peso de cada activo que compone la cartera. Asi, el
peso w, del activo a, es el porcentaje del valor del activo que contiene la cartera

en el instante inicial t =0,

Hivi,O

n 2
E 0v;
J=1

w, = l<i<n.

Obviamente se cumple

Swl:l.
i=1

Elretorno R, del activo g, se define como
v' .
R="—"2" 1<i=sn.

Como el valor futuro del activo q, es desconocido porque en la prdctica
depende de factores muy complejos, es apropiado considerar V., como una
variable aleatoria y se asocian a R, su valor medio o retorno esperado, u,, y su

N 2 . . .
riesgo, O, dados por la esperanza y la varianza de la variable aleatoria R,
respectivamente
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u,=E[R]. o}=Var[R], lsi=n.

Si Of=0, enfonces el activo se dice libre de riesgo. En lo sucesivo supondremos
0,>0,Vi:l<si=n.
Como consecuencia, es natural considerar el retorno R, el retorno esperado u, y

elriesgo o de la cartera, definidos por

n n n n
2
R= EWiRi’ u= EWfM,-» o= EEWinpi’jO'iO'j,
i=1 i=1

i=1 j=1

donde para la expresion de u se ha utilizado que como u, = E[R.] se tiene

u=E[R]=E iwiRi EwE Ewu
i=1

Mientras que para la expresion de o la férmula para la varianza de una

combinacién lineal finita de variables aleatorias {Xl.}i=1 no necesariamente

estadisticamente independientes de varianza 01,2 y coeficiente de correlacién

Py I=i,j=m.

m

ar E‘%Xi =§§aa Cov X,,X EEaa 0:.,0,0;.

=1 j=1 i=1 j=1

Ecuacién 1. Varianza de una combinacion lineal de variables aleatorias.

En efecto, aplicamos la relacion dada enla Ec.l1 con a; =w;; X, =R, y m=n y se

1

obtiene

= Var[R] = Var iWiRi = Siwiwjpi,jaiaj'
i=l

=l j=I
Es importante senalar que en Finanzas existen dos tipos de riesgos:

* Riesgo sistematico: el cual no estd asociado a un activo particular si no a
las fuerzas macroecondmicas del mercado global. Por ejemplo, el cambio
en la politica de tipos de interés del Banco Central Europeo o de la Reserva
Federal Norteamericana pueden afectar al riesgo de un determinado
activo, del mismo modo que un terremoto, un atentado terrorista, etc.,
podrian afectar cualquier activo cotizado en un mercado financiero.

* Riesgo no sistemdtico: estd asociado a un activo particular. Por ejemplo, si
un empresa fabrica muebles de bambuU y este material estd en riesgo de
extincién, puede minimizar su riesgo de quiebra fabricando también
muebles de otro material sintético.

La diferencia entre ambos riesgos, es que el riesgo no sistemdtico puede
diversificarse y conseguir reducirlo. El objeto de la Gestién de Carteras (o Portfolio
Management) es minimizar el riesgo no sistemdtico, maximizando el retorno
esperado.
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Finalizamos esta seccién recordando la desigual mostrada en la Ec.2 que se
requerird posteriormente

Xy
xX+y

<min(x,y), si x,y>0.

Ecuacidn 2. Desigualdad matemdtica que se requerird posteriormente.
Para justificar esta desigualdad supdngase sin pérdida de generalidad que
0<x<y,entonces

Xy
xX+y

<min(x,y)=x©ﬂ=y<x+y©0<x,
X

y por hipdtesis x >0 . El resultado se obtiene también si min(x,y) =y, por la simetria
de los términos que constituyen la desigualdad dada por la Ec.2.

5 Estudio del riesgo de una cartera con dos activos:
una aproximacion mediante casos exiremos

Consideremos una cartera formada por dos activos y con las caracteristicas
descritas en la Tabla 1.

Activos Cartera  Retorno esperado Riesgo Peso activo
q , o} w, =1
a, U, o, wy=1-1

Tabla 1. Caracteristicas de la cartera.

. 2
Claramente el retorno esperado, u,y elriesgo, 0~ , de la cartera son los dados en
la Ec.3.

2
u=tu +(1-1)u,, o> =r’ci+(1-1) o, +2t(1-1)p,,0,0,.
Ecuacion 3. Reforno esperado ( W) y riesgo (02) de la cartera.

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que 0<o0,=0,. A continuacién
compararemos el comportamiento del riesgo de la cartera y de los riesgos
. .. 2 2 . .. .

individuales, o, y o, , de cada uno de los acftivos. Para ello, vamos a distinguir los

fres casos mostrados en la Tabla 2 en funcidn de los valores extremos de la
correlacion estadistica de los dos activos que forman la cartera.
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Correlacion Activos
Caso 1 P, = 0 Incorrelados
Caso 2 P, = +1 Correlacion positiva mdxima
Caso 3 p,=-1 Correlacion negativa méxima

Tabla 2. Casos objeto de estudio.
Substituyendo, en cada caso, el valor de p,, en la segunda expresion de la Ec.3,

. . 2 s P 2
se obtiene el valor del riesgo 0o° de la cartera (véase Ec.4). Obsérvese que O~ se
ha expresado como un polinomio en t del activo a; de la cartera, por

conveniencia.
ol +(1-1) 07 =(0? +o22)t2 -205t+0, si p,=0, (Casol)
o’ =0’(t)=1t'0; +(1—t)2 o; +2t(1-1)o,0, = [(a] —02)t+02]2 si p,=+1, (Caso2)
t'o; +(1—t)2 o; -2t(1-1)o,0, = [(a, +02)t—02]2 si p,,=-1. (Caso 3)
Ecuacidn 4. Riesgo de la Cartera en los Casos 1-3 de la Tabla 2.
En todos los Casos 1-3 se desea construir una cartera de riesgo minimo. Utilizando el

Cdlculo Diferencial cldsico o, las propiedades elementales de las funciones

cuadrdticas, podemos determinar el valor t que hace minimo el riesgo. Dichos
2 .
valores los denotaremos por 1., Y O, . respectivamente, y aparecen expresados

en la Tabla 3.

min

tmln 01'21'111'1 1 - tmln
2 2.2 2
o’ oo o
- ——=—c 10,1 —12_50 L_e10,1
Caso 1 (0,,=0) o+ ] [ oo’ o +o” ] [
_9% _%
Caso 2 (0, =+1) 02_01>1 0 02_01<0
o, o
—=—e (0,1 —1 €10,
Caso 3 (0, =-1) 0,+0, 0] 0 0,+0, 0]

Tabla 3. Valores de t y 1—t que minimizan el riesgo o. Valores del riesgo minimo en los
Casos 1-3.
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En las Ecs. 5-7 se detallan los cdlculos de la Tabla 3.

o’ (t)= (012 +022)t2 —205t+0; —H2R— 1 es el vértice de 0 (¢).

_(_20'2) 2
2 o
t . = = 2 E]O,l[.
min 2 2 2 2
2(0] +02) 0, +0,
ol Y o’ oo’
2 2 (.2 2 2 2 2 2 _ Y1
Omir- O (tmm)—(al +02) — | "0 S S|t e
0, +0, 0, +0, 0, +0,

Ecuacidn 5. Determinacién de los valores t aiin dados en la Tabla 3 en el Caso 1.

min Y
o*(1)=[(o, —02)t+02]2w> (0,-0,)t+0,=0.
—0, 0,

t = = >0.
0,-0, O0,-0

Giin= Z(Imin)= (01_02) OG%O +0,| =0.
2~ 0

Ecuacioén 6. Determinacion de los valores t_._ y aiin dados en la Tabla 3 en el Caso 2.

min

o* (1) =[(o, +02)t—o2]2 emine (g, +0,)t-0, =0.

%2 ol
tmm ]+ . ]’[
2

0% () = (O']+O'2)(%)—O'2 =0.
1 2

Ecuacioén 7. Determinacion de los valores .y aiin dados en la Tabla 3 en el Caso 3.

min
Vamos a analizar cada uno de los Casos 1-3, aunque desde luego los mds
prometedores son los Casos 2 y 3, donde los activos estdn completamente
correlados de forma positiva o negativa, respectivamente, ya que el riesgo de la
cartera en dichos casos es nulo.

* Cosol:p,=0

A partir de los cdlculos mostrados en la Ec.5 y en la Figura 1 se observa que
en este caso aunqgue el minimo riesgo es positivo, éste es menor que los
riesgos individuales de cada activo (véase Ec.8). Obsérvese que la

desigualdad de la Ec.8 se deduce tomando en la Ec.2 x=0;>0 e

y=0,>0.
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2 2.9
a5 (.YIU-T
2 21 2 2
gy +—0y, 0 T+0

ro

tmin

Figura 1. Grdfico del riesgo en el Caso 1 (,01’2 = 0). La parte sombreada de la curva

indica que no hay venta en corfo del activo a, .

2 2
olo .
0<onz——% <m1n((712,022).

O, +0,

Ecuacidn 8. Relacidn entre el riesgo minimo de la cartera y los riesgos individuales
de cada activo en el Caso 1.

Obsérvese a partir de la Tabla 3 que como ¢, >0 y 1-¢_. >0, esta

estrategia permite minimizar el riesgo adquiriendo ambos activos (posiciéon
larga en los activos a, y a, ), aunque no se consigue hacer nulo el riesgo,
gue seria lo mds conveniente.

Caso 2: p, =+l

A partir de los cdlculos mostrados en la Ec.é y de la Figura 2, se observa que
el minimo riesgo es nulo, pero, atendiendo al signode ¢, >0 y 1-¢ . <0

(véase Tabla 3), esto se consigue adoptando una posicién de venta en
corto del activo a,, pues 1-t_. <0, que es el que tiene mayor riesgo

(recuérdese que 0 <o, <03 ).
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D7
o-(t)

tmm

Figura 2. Grdfico del riesgo en el Caso 2 (pl,z = +1). La parte sombreada de la curva

indica que no hay venta en corto del activo a,.

* Caso3: p,=-1

A partir de los cdlculos mostrados en la Ec.7 y de la Figura 3, se observa que
en este caso el minimo riesgo es nulo. Ademds teniendo en cuenta que

tin >0y 1=2_. >0 (véase Tabla 3), esta estrategia no implica la venta en

corto de ninguno de los activos. Obsérvese que como .. ,1-17 . E]O,l[
(véase Tabla 3), los pesos de ambos activos son una parte del total de la
cartera.

a?(t)

Q
(S

o

lmin

Figura 3. Grdfico del riesgo en el Caso 3 (,OL2 = —1). La parte sombreada de la curva

indica que no hay venta en corto del activo a, .
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Cierre

Del estudio realizado se concluye que para una cartera formada por dos activos
financieros a, y a, de riesgos individuales o y 05, respectivamente, asumiendo

qgue la correlacidén entre ellos solo puede ser pLzE{—l,O,H}, las Unicas que

implican riesgo nulo (y por lo tanto minimo riesgo), son en las que hay correlacién
perfecta (p,, ==1). Sin embargo entre estas dos carteras la mas adecuada es en

la que los activos estan correlacionados de forma negativa perfecta (p,, =-1). ya

que no implica la venta en corto de ningun activo. La venta en corto tiene
importantes desventajas, en primer lugar, no siempre es posible y, cuando se puede
llevar a cabo, acarrea costes. Sin embargo, es posible que en la prdctica no sea
factible la eleccion de activos que estdn perfectamente correlacionados de forma
negativa para formar una cartera inversora. No obstante, nuestro andlisis ha
excluido la posibilidad de que p,, € ]-1,1[ - {0}, es decir, de que exista correlacion

no perfecta. El andlisis de este caso exige utilizar técnicas de optimizacién mds
avanzadas que las fratados en este trabajo.
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