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Introduccién

La elaboracién de este libro se ha llevado a cabo pensando en un curso
de iniciacién sobre calculo tanto diferencial como integral para funciones de
una y varias variables, aunque la mayor parte se desarrolla para funciones de
varias variables teniendo en cuenta que el estudiante conoce lo esencial de las
funciones de una variable. Puede utilizarse como texto de apoyo en los pri-
meros cursos de las Ingenierias y de carreras de Ciencias y nos hemos basado
en un texto de calculo diferencial de los autores en el que se han incorporado
nuevas partes del calculo, como el cédlculo integral y nuevos ejercicios de las
distintas partes tratadas, suprimiendo y transformando algunos puntos que
hemos considerado poco tratados en las clases.

En este texto se omiten muchas demostraciones teéricas y se desarrolla
desde un punto de vista practico, resolviendo de forma continua ejercicios,
dejando otros planteados con y sin solucién para que el estudiante pueda
comprobar hasta qué punto ha adquirido los conocimientos suficientes.

Evitamos en todo momento y estamos atentos, para que el enfoque ante-
rior no se convierta en la resolucién mecanica de ejercicios que no conduce a
ninguna parte y que puede apagar el rigor en el razonamiento que se puede
aplicar en los ejercicios previamente seleccionados.

Debemos comentar que la forma de presentar el material es la que se utiliza
en algunos libros clasicos y también en otros mas modernos que figuran en la
bibliografia que presentamos y que nos sirven de referencia continua.

Es importante no sélo elaborar una lista de ejercicios resueltos al final de
algunos capitulos, sino también plantear problemas con solucién y otros sin
soluciéon donde el alumno arriesgue en la resolucién. Uno de los objetivos que
se persigue con este planteamiento es el comprobar los conocimientos adquiri-
dos y afianzarlos.

El desarrollo de los ejercicios en este texto lo estructuramos en dos partes,
la primera compuesta de tres bloques sobre célculo diferencial para funciones
de una y sobre todo varias variables y la segunda parte se estructura en dos
bloques sobre integracién de funciones reales también de una y varias variables
haciendo hincapié en las aplicaciones.

El primer bloque de la primera parte se dedica al estudio de las fun-
ciones reales de variable real, pero se tiene en cuenta que el estudiante ya
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tiene en teoria unos conocimientos minimos adquiridos antes de su ingreso
en el grado correspondiente. De cualquier forma y ante la realidad observada
durante afios, hemos optado por ofrecer esos minimos necesarios para poder
seguir el curso de cédlculo para funciones de varias variables que presentamos.
Los minimos incluyen a grandes rasgos entre otros, conceptos y propiedades
basicas referentes a los limites, a la continuidad y derivabilidad, asi como al-

gunas propiedades bésicas y aplicaciones.

En un segundo bloque nos introducimos en el calculo diferencial para
funciones de varias variables estableciendo la relaciéon con los conceptos de las
funciones del bloque 1 anterior. Por tanto extendemos el concepto de limite
para funciones de dos variables asi como el de continuidad y el de derivada, lo
que nos lleva al tratamiento de las derivadas parciales pues aparecen distintas
direcciones que podemos tomar segtn los ejes.

Generalizamos el concepto anterior de pendiente segiin la direccién de los
ejes, pero siguiendo una direccion cualquiera lo que plantea el estudio del con-
cepto de derivada direccional. Luego se aborda el sentido de la diferencial para
funciones de varias variables lo que muestra una buena herramienta para rea-
lizar calculos aproximados en funciones analizando aqui una serie de ejemplos
a titulo de aplicacion.

Se introduce también el concepto de vector gradiente y algunas propiedades
esenciales, asi como la relacién que guardan todos los conceptos anteriores.

Hacemos uso de la diferencial de las funciones de varias variables pero tam-
bién a valores vectoriales lo que conduce al concepto de matriz jacobiana, y
esto nos ofrece un instrumento de cédlculo efectivo para la diferencial en el caso
general de funciones vectoriales de variable vectorial.

En el bloque tercero se estudia la férmula de Taylor y alguna de sus
aplicaciones a cdlculos aproximados. Mas tarde aplicamos algunos de los con-
ceptos de los bloques anteriores para desarrollar la teoria de méximos y mini-
mos tanto locales como absolutos. Si ademés las variables cumplen condiciones
adicionales se estudia el problema mediante el método de los multiplicadores
de Lagrange que ayuda a resolver parcial o totalmente algunos problemas de
optimizacion.

Por dltimo en la segunda parte estructurada en los bloques cuar-
to y quinto desarrollamos el concepto de funcién integrable Riemann para
funciones de una variable , aunque no profundizamos en métodos de calculo
en general; sélo repasamos los métodos de sustitucién e integracién por par-
tes, asi como la regla de Barrow y aplicaciones béasicas para calculo de éreas,
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longitudes, volimenes, etc. Esto nos permite plantear la nocién de funcién in-
tegrable para funciones de varias variables, centrandonos en nuestro caso sobre
todo en dos y tres variables, junto con algunas aplicaciones. En ocasiones ante
la dificultad de integrar en ciertos recintos, conviene aplicar cambios de varia-
ble en la integral. Aqui destacamos el cambio de coordenadas a polares para
funciones de dos variables y el cambio a coordenadas esféricas y cilindricas
para funciones de tres variables. Todo ello se expone con resolucién continua
de ejercicios.

Agradecimientos: En la ardua tarea de la realizacién de un texto con-
tribuyen no sélo los autores sino también otras personas que no son visibles.
Desde aqui nuestro agradecimiento a Paqui , Quique y nuestras hijas por todo
su apoyo y comprension. También nuestro reconocimiento a la profesora Josefa
Marin Molina por haber estado siempre dispuesta a ayudar desinteresadamen-
te en el logro del resultado final de este texto.
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Capitulo 1

Funcion real de variable real

En este apartado, desarrollamos una exposicién no detallada de los con-
ceptos que intervienen en el estudio de las funciones reales de variable real,
pues nos interesa més un tratamiento general que facilite el estudio de ciertas
partes del calculo diferencial para funciones de varias variables.

Es importante considerar que el estudiante tiene algiin conocimiento pre-
vio de algunos conceptos generales relacionados con este tipo de funciones. Si
el estudiante observa que no tiene base suficiente puede trabajar esta parte
del texto.

Las ideas que abordaremos en este apartado sobre funcién real de varia-
ble real son: breve repaso de la continuidad, derivabilidad y diferenciabilidad
de funciones, haciendo especial hincapié en las interpretaciones geométricas,
asi como en algunas aplicaciones como las relacionadas con la aproximacion
funcional mediante polinomios, e incidiremos en la teoria y préactica de los
maximos y minimos relativos y absolutos de una funcién.

A continuacién nos planteamos un cuestionario general con preguntas mas
o menos elementales que exponemos para su discusiéon en clase o en grupos
reducidos. De estas cuestiones unas estan resueltas y otras quedan propuestas
con solucién para su discusion en clase.

Si se observa que muchas de estas preguntas no estén claras, seria recomen-
dable repasar ciertos conceptos relacionados con el cédlculo que inciden sobre
temas como el de inecuaciones, subconjuntos de nimeros reales, dominio de

funciones, representacién de funciones, limites, continuidad, derivabilidad, etc.
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Este elemento puede ser importante también para darse cuenta el profesorado
del nivel al inicio del curso.

1.1. Cuestionario basico resuelto

1.- Dibujad las siguientes regiones
a)x2>3,b) —2<z-5 c)z<5 d)|z+3]>15

SOL. Mostramos el recinto de los cuatro apartados indicando que el aste-
risco significa que ese punto si entra en el conjunto definido.

(@)

> (b) >
_ 3 3 18 12
(c) (d)
— -—
kJ
3 5
Figura 1.1:

2.- Indicar, en la recta real, cudles son los siguientes conjuntos:
a) (=2,3) U (5,400) b) (—o0,12) U (15,16) c)[—1,2] U (3,5]

SOL. El recinto para los tres apartados es

(@)

“— R — —
2 3 5 12 15 16
_ )
1 2 3 5
Figura 1.2:

donde los asteriscos indican que esos elementos si entran en el conjunto.

3.- De los siguientes conjuntos dar, si existen, cotas superiores e inferiores.
Pensar también si existe la menor de las cotas superiores y la mayor de las
inferiores.
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a) {2,4,6,8,.....}
b) {1, ne N}

¢) @ (numeros racionales)
d) I (nimeros irracionales)
e){r eR: 2% <8}

H{re Q: 2?2 <2}

SOL. a) Es evidente que no existe cota superior pues dado cualquier niime-
ro por grande que sea siempre existe uno del conjunto que lo supera. en este
caso tampoco existe la menor de las cotas superiores.

En relacién a las cotas inferiores todos los ntimeros menores que 2 veri-
fican que son cotas inferiores y en este caso la mayor de las cotas inferiores
claramente es el 2 por lo que es infimo y al ser del conjunto minimo.

b) Esta sucesién de nimeros estd claro que empieza en 1 y sus valores
cuando n crece tienden a valer 0, aunque este valor no pertenece al conjunto
ya que no existe ningtin ntmero natural n tal que % = 0. Cotas superiores
sirven todos los valores mayores que 1, siendo este valor la menor de las cotas
superiores , o sea el supremo y al estar en el conjunto es maximo. Por otro
lado 0 es la mayor de las cotas inferiores y al no estar en el conjunto es infimo
pero no minimo.

c¢) El conjunto de los nimeros racionales estd claro que no tiene cotas su-
periores ni inferiores, ni supremo ni infimo ya que ) por ejemplo contiene a
los nimeros enteros Z = {0,+1,+2, £3, ...... }.

d) Sucede algo andlogo al caso anterior pues dado cualquier nimero positi-
vo siempre hay un nimero irracional que lo supera y si es negativo siempre hay
un irracional que es menor. Por tanto no existen cotas superiores ni inferiores
y por supuesto no hay ni supremo ni infimo.

e) Este conjunto en realidad estd formado por todos los niimeros reales
x < 2v/2 el cual claramente no tiene cota inferior ni fnfimo ya que el conjunto
se puede expresar como (—oo, 2\/5) Ahora bien cotas superiores si tiene por
ejemplo 24/2,27,12045, y en general todos los niimeros reales que son mayores
o iguales que 2v/2. La menor de las cotas superiores es 2v/2 y este valor es el
supremo pero no es maximo al no pertenecer al conjunto.
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f) Este conjunto se puede expresar asi {z € Q: x < v/2} es decir todos
los nimeros racionales cuyo cuadrado sea menor que raiz de 2.

4.- ;Sabrias demostrar que la suma de dos nimeros racionales r| y 7o es
un numero racional?. Inténtalo

SOL. Es conocido que un nimero racional x, es aquel que se puede ex-

presar como x = 7 siendo a,b € Z, es decir a y b ntimeros enteros. Por

tanto si 71,79 son numeros racionales es porque se pueden expresar ambos
. _ a1 _ a2 ; _ a az __ aibatbias

asi rp = gr, T2 = 3> ¥ €N consecuencla 7 + 1o = by + by — bib, > due

claramente es cociente de dos niimeros enteros, por tanto es racional la suma
de ntimeros racionales.

5.- ; Qué dirfas acerca de la suma de un niimero racional y otro irracional?

SOL. Desde luego la suma de un niimero racional r; y de un niimero irra-
cional 71 tiene que ser necesariamente irracional pues si fuera racional, es decir
si r1 4+ i1 = ro, despejando quedaria i1 = r9 — 1 que por un lado seria irracio-
nal de partida y por otro lado serfa racional al ser diferencia de dos niimeros
racionales, lo cual es contradictorio. Por tanto la respuesta es que es irracional.

6.- Sabrias resolver la inecuacién 2 — 2x 4+ 1 > 07
.Y esta otra (22 —1)(z —3) <0? Y (22— 1)(x — 2)(z — 3) > 0?

SOL. Esta primera inecuacién es facil de resolver teniendo en cuenta que
22— 22+ 1= (z — 1) > 0, lo cual siempre es cierto excepto cuando x = 1.
Luego la solucién son todos los niimeros reales excepto el 1.

Para la inecuacién (22 —1)(z — 3) < 0,tenemos en cuenta que (2% —1)(z —
3) = (x4 1)(x — 1)(z — 3) cuyas raices claramente son x = —1,1, y 3.

Podemos utilizar unas tablas sencillas para este fin, pues se estructura con
cada uno de los factores indicando el signo en cada intervalo y luego se efectia
el producto, con lo que enseguida se observa la soluciéon de la inecuacién

(—o00,—1) | (—1,1)
- +

—~

1,3) | (3,+00)

)
)

—3) _ _ _
)

+ |+

4+ ]+




1.1. CUESTIONARIO BASICO RESUELTO 7

Por tanto la solucién de la inecuacién (2 —1)(z —3) < 0, es x € (—o0, —1) U
(1,3).

Para la siguiente inecuacién (22 — 1)(z — 2)(x — 3) > 0 podemos poner
(22 —=1)(z —2)(x —3) = (z+ 1)(z — 1)(x — 2)(x — 3) y planteamos el cuadro
correspondiente

(—oo,—1) | (=1,1) | (1,2) | (2,3) | (3,+)
(x +1) - + + |+ |+
(r—1) - - + + +
(r—2) - - - + +
(x —3) - - - - +
(x+1)(z—1)(x—2)(z-3) | + - + - +

La solucién de la inecuacién planteada en este caso es x € (—oo, —1)U(1,2)U
(3,400)

2 2

7.- ;Qué representa x? + (y — 3)% < 97. ;Y 5 =17.,Y y? = 3227

SOL. Recordemos algunas relaciones de figuras(cénicas) estandar, como
son los circunferencias y las elipses.

Asf la relacién (x — a)? + (y — b)? = r? es una circunferencia de centro el
punto de coordenadas (a,b) y radio r. La relacién i—; + z—j = 1, representa una
elipse de semiejes a, y b. Por tanto las que tenemos en el ejercicio representan
un circulo(pues es < 9) de centro el punto (0,3) y de radio 3, y una elipse
de semiejes a = 2,b = 3. La siguiente relacién y?> = 322 no debe inducir a
confusién con parabolas pues aqui si se despeja y = +v/3z lo que representa
un par de rectas

8.- Hallar en las siguientes funciones los valores f(0), f(—=2)y f (%), a)f(x) =

VAT, b) f@) =z —2 -3 o flz) = 2

r—1

SOL. a) Sustituyendo en la funcién se tiene para x = 0,—2, %, 0) =
VI T=10(-2) = V(D +1=3,73) = J@P+1= /5 +1= /B
b) S0) =102 -8 =1 f(-2) = |-2-2|-3=1,7(3) = |3 ~2| -3 =
4 -5
Z 3 — =9
3 3

L EEES R L S TEIE LR
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9.- Dibujar la gréfica y establecer el dominio y el rango de las funciones

siguientes
] <9 24+ 1<x <2
a) f(z) = v b) f(z) =4 x2 2<z<4
2 x> 2
—1+4+x 4 <z <00
z2, x <0
c) fle)=4¢ 22+3, 0<z<2
142z, 2<z

SOL. Las graficas respectivamente son las que se muestran

20 — 16 15

10 10
0.5 8

=05 4 6 8 10

Figura 1.3:

Observando las figuras se ve claramente que los dominios son respectiva-
mente R — {2},[1,00) y (—00,+00). El rango es {—1,2},[3,+00) y (0, 0)

10.- Expresar el drea de un circulo en funcién de la longitud de su circun-
ferencia.

2

SOL. Es muy conocido que el area de un circulo es A = 7r~ siendo r el ra-

dio de la circunferencia. La longitud de la circunferencia es [ = 27r, y despejan-

, . , , . 2 2
do de aqui r = # Sustituyendo en la férmula del area se tiene A = 7r41? = i—w

11.- Expresar el volumen de un cubo en funciéon del area de una de sus caras.

SOL. La figura del cubo es la siguiente

Figura 1.4:
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Como el volumen del cubo es V' = a? para darlo en funcién del drea A = a?,

de una de sus caras se tendrd V = a.A

12.- Expresar el area de la superficie de un cubo en funcién de la longitud

de la diagonal de una cara.

SOL. La superficie es S = 6a® y la diagonal de una de sus caras por el
teorema de pitdgoras d = Va2 + a2 = v/2a. Luego S = 3d>

Figura 1.5:

13.- Un tridangulo rectangulo estd formado por los ejes de coordenadas y
una recta que pasa por el punto de coordenadas (3,4). Expresar el drea del
tridngulo en funcién de la abcisa de corte con el eje.

SOL. El dibujo es

b
4 (:3,4)
3 :
Figura 1.6:

Se supone conocida la ecuacién segmentaria de la recta que es £ + ¥ =1
donde a y b son los puntos de corte con los ejes coordenados.

El drea del tridngulo es A = %ab v lo debemos dejar todo en funcién de a
que es la abcisa de corte. Como la recta pasa por el punto (3,4) este punto
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debe cumplir la ecuaciéon y asi % + % = 1 y de aqui despejando b se tiene

— . . 2
b = 3_%. sustituyendo conseguimos A = —235*— y claramente este valor es

positivo pues a > 3.

14.- Comentar cémo se calcula el dngulo que forman dos rectas Ry y Ro
siendo las ecuaciones de éstas respectivamente y = mix +n1, Yy = mox+ no.

SOL. Esto se puede llevar a cabo de distintas formas. Para simplificar el
ejercicio podemos suponer que ambas rectas pasan por el origen de coordena-
das pues aunque esto no sea cierto siempre se puede efectuar una traslacion
de forma que queden asi y esto no afecta a la resolucién del ejercicio.

Y

Figura 1.7:

Una primera forma de calcular el angulo, sabiendo que m; = tan Aq,
mg = tan g, es calcular mediante el arco tangente los angulos A1, A2 y luego
a=A—X,yf=71—q.

También se pueden hallar los dngulos por medio de la formula de la tan-

tan A1 —tan Ao
1+tan A1 tan Ao

y una vez calculado este valor se obtiene el arco tangente que serd a y .

gente de la diferencia de dngulos es decir tan o = tan(\; — A2) =

15.- Comentar el posible valor de los limites funcionales siguientes:
a)lim (222 + 3z — 1)
T—2
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7 25 —3x2—1
e) lm e

—325—1
f)xlggo ac4 212
SOL. a) Sustituyendo en la funcién el posible valor del limite es 2.2%
3.2—-1=13

; 5) (z—5) 1
b) lfim &%) — @5 hm———
) i s = M e — M ss = o
e —_ 2 Z - Z
¢) lim zi’éﬁ:hm %:hm (@*=32+42) _ 4
z—0 z z—0 x z—0
3 3 1 3 1
; 3_9.2_ , 3 (1-2—=%) 3 (1-2-1)
d) Iim w:hm — % 2’ — ||y —Z a2 — )
) o0 T'—27+3 T—00 m3(r—x%+x%) T—00 (x—x%+x%)
7 5— 2— . . 7’ . .
e) lim z=3"—1 gionjendo pasos andlogos al apartado anterior se tiene
00 T2—6x+3

que tiende a infinito.

f) Siguiendo pasos similares al apartado d) observamos que el limite puede
valer 1.

Senx’

16.- Construir una tabla de valores de la funcién f(z) = para valores

de x préximos a cero. jA qué valor se aproxima la funcién cuando x — 07.

SOL. Vamos a mostrar una tabla de valores para x que se van aproximando
al cero y observaremos que los valores de la funcién propuesta se aproximan a
1.

sen r

T
0.9 0.8703
0.8  0.8966
0.7  0.9203
0.6 0941

0.5 0.9588
0.4 09735
0.3 0.985

0.2 0.9933
0.01  0.9999

Como hemos dicho al principio del ejercicio éste limite se aproxima al valor
1 cuando la variable x tiende a 0. En cambio si la variable x tendiera a infini-

to el limite valdria cero pues nos encontrariamos el producto de una funcién

acotada como es el senx, por otra que converge a cero como es la funcién %

17.- Comprobar que la funcién f(r) = 7= tiene en la regiéon 0 < x < +o0

+
el infimo m = 0 y el supremo M = 1.
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SOL. Observemos que esta funcién sus valores siempre estan entre cero
y uno, es decir 0 < f(z) < 1 pues z < z + 1 y cuando z = 0 coge el valor
cero y cuando x — oo el limite claramente vale 1 por ser cociente de funciones
racionales de grado uno con coeficiente 1 en la z de mayor grado. En realidad
el infimo es m = 0,que es minimo pues se alcanza en el conjunto y el supremo
es M =1y como no se alcanza no es maximo.

18.- Mostrar por medio de un ejemplo que lim (f(x)+g(x)) puede existir
Tr—a

aunque lim f(z) ni lim g(x) existan.
r—a r—a

SOL. Desde luego el caso més sencillo para construir es tomar f(z) y g(x)
iguales, pues asi la diferencia sera cero y si existira el limite de la diferencia.
Sea por ejemplo f(x) = %, claramente esta funcién no tiene limite cuando
x — 0,y si g(z) = f(z) entonces la resta si tiene limite y es cero.

19.- Mostrar por medio de un ejemplo que lim f(x)g(x) puede existir aun-
r—a
que lim f(z) ni lim g(x) existan.
r—a T—a

1

senx’
riable £ — oo. Claramente al ser la funciéon seno oscilante no tiene limi-

SOL. Supongamos las funciones f(x) = senz y g(z) = y la va-

te cuando z — o0, y tampoco tiene limite g(x). En cambio el producto

f(z)g(z) = (senz)-L- = 1 lo que evidencia que sf existe el limite del pro-

ducto.

20.- Si h’m2 f(z) = 5, jestd definida f en x = 27. Si lo estd jtiene que
r—r
ser f(2) = 5?7 ;Se puede concluir algo acerca de los valores de f en x = 17.
Razonar la respuesta.

SOL. Esta claro que el hecho de existir el limite de una funcién en un
punto no implica que deba existir el valor de la funcién en dicho punto. Por
ejemplo la funcién citada en ejemplos anteriores f(x) = *** claramente no

tiene valor en z = 0, en cambio como hemos comentado anteriormente lim
x—0

f(z) = 1. Podemos concluir pues que la funcién no tiene por qué estar definida
en x = 2. Ahora bien si estd definida en z = 2 puede ser que f(2) =5, con lo
que la funcién seria continua en este punto o puede pasar que f(2) # 5 con
lo que la funcién no seria continua en ese punto. Desde luego de los valores
de la funcién en x = 1 no se puede concluir nada al ser un punto disitinto del 2.
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21.- ;Qué puede decirse de la continuidad de los polinomios? ;Y de las
funciones racionales? ;Y de las funciones trigonométricas?

SOL. Cabe recordar que las funciones polinémicas P(x) o polinomios son
funciones continuas en todo R. Por otro lado las funciones racionales, es decir
unciones cocientes de polinomios O(x) Son continuas en todos los puntos que
no anulen al denominador Q(z), con independencia de que en algunos casos
se puedan hacer continuas en puntos que a priori no lo son. Las funciones
trigonométricas senx, cosx son continuas en toda la recta real, y luego tanx
al ser cociente de seno y coseno falla donde se anula el coseno es decir en

r = (2k + 1)F, variando k € Z.

22.- La funcién f(r) = *3** definida en R — {0} ;se puede hacer continua
enx =07

SOL. La respuesta es que si, pues ya hemos comentado algo en relacién a
este ejercicio, pues basta redefinir f(0) = lim <% =1
z—0 %
23.- Sea f(x) una funcién continua en el intervalo [0, 3] y tal que f(2) = 0.
Entonces explicar si por un teorema de Bolzano debe ser necesariamente

F(0)£(3) <0.

SOL. La respuesta a esta cuestién, tal como se plantea, es negativa pues
el teorema de Bolzano afirma que si la funcién es continua en ese intervalo y
si se cumple que f(0)f(3) < 0 entonces existe un ¢ € (0, 3) tal que f(c) = 0.
Lo que se dice aqui es distinto y puede ocurrir que la funcién sea tangente en
x = 2 al eje de abcisas y no atraviese el eje si no que continue en la misma
region. Esto se observa mejor en la grafica 1.8.

Figura 1.8:
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24.- Si f(z) es continua en el intervalo abierto (a,b) entonces jexiste un
k>0 tal que |f(z)| < k.?

SOL. En realidad lo que se esta afirmando es que con las condiciones dadas
la funcién estd acotada en el conjunto abierto (a,b). Esto en general es falso
pues basta considerar f(z) = 1 en el intervalo (0, 1) para darse cuenta que no
puede existir ese k ya que la funcién cuando nos aproximamos a x = 0 tiende
a tomar valores cada vez mayores superando asi cualquier valor k fijado de
antemano.

Desde luego si en vez de poner (a,b) se pusiera [a,b] con a,b nimeros
reales, entonces si estd acotada la funcién, y esto es asi por un teorema de
Weierstrass que establece que toda funcién continua en un intervalo cerrado y
acotado alcanza el maximo y el minimo absoluto de la funcién, con lo que el
k existird en este caso.

25.- Dada la funcién f(z) = 2® — 22 + x demostrar que existe un nimero
c tal que f(c) = 10.

SOL. Esto es equivalente a encontrar un c¢ tal que z® — 22 + 2 = 10,
o lo que es lo mismo 2® — 22 + # — 10 = 0. Si consideramos la funcién
g(z) = 2’
cumple que g(1) < 0 y en cambio g(3) > 0, por tanto por el teorema de Bol-

— 22 + 2 — 10 que claramente es continua en todo R, vemos que se

zano existe un ¢ € (1, 3) tal que g(c) = 0, lo que es lo mismo que ¢ —c%+¢ = 10
y, por tanto, si existe.

26.- ;Qué relacion conoces entre el concepto de derivada y la definicién de

tangentes, pendientes y razones de cambio?.

SOL. El concepto de derivada de una funcién en un punto es, como es

conocido, f'(z) = }Lim w es decir es el limite de la razén de cambio

—0
w Ademas la recta tangente en un punto de la curva f(z) con ab-

cisa x forma un dngulo con el eje OX positivo cuya tangente es la pendiente
y coincide con el valor de la derivada en la abcisa de ese punto es decir con f/(z)

27.- Qué significa que una funcién tenga un extremo local o extremo rela-
tivo en su dominio? ;Y un valor extremo absoluto? Establecer las diferencias
mediante ejemplos.
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SOL. Que una funcién tenga un extremo relativo o local en su dominio es
que existe algin valor x donde la funcién ahi vale mas o menos que en el resto
de puntos suficientemente préximos a x. En cambio el extremo absoluto es un
punto x donde la funcién ahi vale mas o menos que en el resto de puntos de
todo el dominio.

Por ejemplo la funcién f(z) = 23 en el intervalo [—1, 1] no tiene extremos
relativos, pero si tiene minimo absoluto pues el minimo absoluto en x = —1
y vale f(—1) = —1, y también tiene maximo absoluto en x = 1,y vale f(1) = 1.

Si consideramos ahora la funcién polinémica P(z) = 2% — 622 + 11z — 6,
que como se puede comprobar tiene como raices x = 1,2, 3, se cumple que en
todo R la funcién no tiene maximo ni minimo absoluto pues la funcién cuando
x — oo crece todo lo que deseemos y cuando x — —oo toma valores cada vez
mas pequenos. En cambio si tiene un maximo y un minimo local o relativo y

los tiene como se puede comprobar en x = 12+T V12 (aqui tiene el méximo) y
en r = me V12 6] minimo.

Como mejor se observa todo lo anterior es con una grafica

Maximo local
Minimo local

Figura 1.9:

28.- ;Cémo hallar los valores extremos absolutos de una funcién continua
en un intervalo cerrado y acotado?

SOL. Supongamos el intervalo [a, b] donde la funcién continua que se ten-
ga esté definida. Los pasos a seguir son los siguientes:

Ver si la funcién es derivable en todos los puntos y si hay algunos donde

la funcion no sea derivable, estudiarlos aparte. Donde la funcién sea derivable
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considerar los puntos interiores al intervalo dado y ver dénde estédn los ex-
tremos relativos aplicando los criterios de derivada primera igualada a cero y
sustitucion en la segunda o mejor el estudio de crecimiento y decrecimiento
por medio de la derivada primera. Més tarde se considerardan los extremos del
intervalo es decir las abcisas a,b. En todos los candidatos que han salido se
sustituye la funcién y se eligen los que den mayor valor(maximo absoluto) y
los que den menor valor(minimo absoluto).

29.- ; Qué es un punto de inflexién? Muestra algin ejemplo.

SOL. La idea intuitiva de punto de inflexién es un punto donde la funcién
pasa de céncava a convexa o al revés. También puede verse como que la tan-
gente divide en dos a la curva en esa zona. Un ejemplo estdndar es la funcion
f(z) = 2 que tiene un punto de inflexién con tangente horizontal(pues los
puntos de inflexién en general pueden ser con tangente no horizontal) en x = 0.

30.- { Como se encuentra el limite de una funcioén racional cuando x — +00?
Recuerda las tres posibilidades basicas. Ofrece ejemplos.

SOL. Aunque lo hemos aplicado en alguna cuestién veamoslo en general.
La funcidén racional serd el cociente de dos polinomios.

. ., n n—1
Consideremos la funcién R(z) = gg;”mi“biim,li """ ig‘" donde ag # 0 y

by # 0. Se puede demostrar que segun el grado del numerador y denominador

oo, si n>m
lim R(x) =4 7, si n=m
T—00 0 .
0 si n<m
k

Basta dividir numerador y denominador entre z* siendo k = max(n,m).

Quedara
lim R(z) = lim 602" + 012" Oy
T—00 z—00 hox™ + blfbm*l +...... + by,
agr" | ajz"l 4 a oo, si k=n>m
) 0 vl HRRS &) e o
IILIEO boz™ + o 1E 4 bm bo’ S1 k=n=m
P zF z 0 si n<m==%k
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Como ejemplo podemos considerar los limites siguientes

(o bxd42w—2 _ _
a)mlirglo == (n=3,m=1)
, 3.2
b) lim SEER (n=m=3)
) 3400
o) lim FER= (n=3,m=5).

523 +20—2 Beli 22
T—00 L= T—00 373

pues obsérvese que el numerador tiende al valor 3 mientras el denominador
converge a 0

b) lim =5 — qpy ST 1
r—oo 223-15 T—r00 2:—33 ;—g 2
=..3
, 3400 , . E 45
¢) lim 72”65”“” 3 = lim 252 J
00 6T —bxr—2 2

625 5z 2
] Tr—r00 25 15 15
denominador a 5.
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1.2. Cuestionario basico propuesto

1.- Decir, de los siguientes ntimeros reales, cudles son racionales y cudles
irracionales.

a) 2,b) V2,¢) V8,d)133,e) m—6, 1) @ (Sol: a) Racional, b)

Irracional, ¢) Racional, d) Racional, e) Irracional, f) Irracional

2.- Decir qué ntimeros son los siguientes:
a) ’_5‘ - ’8|7 b) ’_6’ - ‘_ﬂ-’v C) ‘_5’ + ‘_5|7 d) ’_a” - |a’ (SOI: a’) '37b) e-T,
)10, d)0)

3.- Hallar las raices reales de los polinomios siguientes:

a) P(x) =23 —27,b) 22 - 32+ 12, ¢) 522 — x — 2 (Sol: a) 3, b) No tiene
1+v41 )

raices reales, c) =5}

4.- ;Qué dirfas de la suma de dos nuimeros irracionales? (Sol: claramente
la suma puede ser racional por ejemplo e — 1, y 1 — e, o irracional por ejemplo
eye — 1)

5. Resolver las siguientes desigualdades

a) [t =5/ <2, b)I5+ 25 >0 ¢) 22222 <0 d) 2+ 5 <0 (Sol:

a)3 <z <7,b)z > 2,0 también —2 <z < 2)

6.- Decir si son verdaderas o falsas las afirmaciones siguientes:

a) Si a y b tienen el mismo signo entonces % < %

b) la —b| < a| + 0]

c) Si a.b>0 entonces |a+ b| = |a| + |b]

d) Entre dos nimeros racionales siempre hay un nimero racional y otro
irracional

e) Dado cualquier nimero real 71 no existe un nimero real ry que esté mas

préximo a él que los demés(Sol: a)F b)V ¢)V d)V e)V)

7.- Calcular el (los) valor(es) de x que verifican f(z) =1 si
a) f(z) =3z —4,b) f(z) = Va*+1,¢) f(z) = T (Sol: a) z = 3, b)

z
x =0, ¢) Todos los z > 0)

8.- Hallar el dominio y la imagen de las funciones siguientes
a) f(x) = vz —1, b) f(z) = V22 -2, (Sol: a) D = {x € R: 2 > 1},
Imagen Im = Rt U {0} b) D =R, Imagen Im =R
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9.- Determinar si las funciones siguientes son pares, impares o ninguna de
las dos cosas.

a) f(z) = 2?

b) f(z) =2

c) f(z) = Senx
d) f(z) =Cosx
) f(z) = 12
f) f(x)=2—6

g) El producto de dos funciones pares
h) El producto de una funcién par por una impar
i) El producto de dos funciones impares

(Sol: a) Par, b) Impar ¢)Impar d)Par e)Par f)Nada g)Par h)Par)

10.- Expresar el area de un tridngulo equilatero en funcién de la longitud
de un lado. (Sol: ¥3/2)

11.- Se rellena con agua un depdsito en forma de cono invertido de altura
h y radio de la base R. Expresar el volumen de agua del depdsito en funcién

de la altura alcanzada h;(Sol:.V = g—f;h‘rf)

12.- Dar un ejemplo de una funcién trigonométrica, una funcién exponen-

cial, una funcién potencial , una funcién racional, y una funcién polinémica de

grado impar.(Sol: Funcién trigonométrica f(z) = cos 3z, funcién exponencial

z+3
CUQ _5 b

f(z) = 7%, funcién potencial f(x) = 2°, funcién racional f(x) = funcién

polinémica de grado impar f(z) = 2% — 222 + 5)

13.- Sean las funciones f(z) = 22%+1, y g(z) = 2?+ 1. Hallar los valores
indicados de suma, producto y composicion de funciones

a) (f +9)(3), b) (fAg)(=2), ¢) (fo9)(=2), d) (go f)(~2). (Sol: )%, b)
63 51 d)@ )
50 ¢) 5, )5

1422

17 b esta acotada en el intervalo

14.- Comprobar que la funcién f(z) =

1
= 1+.’£6

< 1 luego estd acotada)

.| Lta?
—00 < x < 400. (Sol: ‘1+i6

15.- La existencia y el valor del limite de una funcién f(x), cuando z tiende
a ¢ depende de lo que ocurra en z = ¢. Comenta esta afirmacién. (Sol: No es
cierto pues depende de si la funcién es continua o no en ese punto)
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16.- Si una funcién es continua en a y f(a) # 0, existe un entorno de a en
el cual el signo de la funcién f(z) coincide con el signo de f(a).(Sol: Efecti-
vamente es cierto)

17.- Si f(z) es continua en el intervalo [-1,2] y f(—-1) =1y f(2) = -3
entonces existe un g € (—1,2) tal que f(zg) = 3.(Sol: Efectivamente esto es
cierto pues constituye una consecuencia de un teorema de Bolzano)

18.- Las funciones f(x) = e* y g(z) = Lnx son continuas en R.(Sol:
Para la funcion exponencial es correcto pero la funcién logaritmo neperiano

sélo es continua en RT)

19.- Las funciones trigonémetricas f(x) = Senz, g(z) = Cosz y h(x) =
Tg z son continuas en toda la recta real R .(Sol: Las funciones seno y coseno
si con continuas en todo R, pero para la tangente hay que excluir los valores
(2k+1)3, con k € Z)

20.- Dadas las funciones f,g : R — R definidas por f(z) = z para todo
r€R y g(3) =2, g(x) =4 para todo x # 3 se cumple que h’n% (go f)(x) =
z—

lim, g(f(2)) # g(lim f(x)) = g((3)) = (g © /)(3)-(Sol: Efectivamente)

21.- ;Qué relacién existe entre el dominio de una funcién f(x) y el domi-
nio de su derivada f’(z)? (Sol: El dominio de la derivada estd incluido en el

dominio de la funcién)

22.- ; Qué relacién existe entre las derivadas laterales y el concepto de de-
rivada? (Sol: si las derivadas laterales existen y coinciden , ése es el valor de
la derivada)

23.- {Qué puedes decir sobre lo que sucede en un punto, desde el punto de
vista geométrico, en relaciéon a una funcién que no es derivable en ese punto?
(Sol: Que no existe recta tangente o varias. Presenta picos)

24.- ;Qué son la derivada segunda, la derivada tercera, y las derivadas su-
cesivas? (Sol: la derivada segunda es la derivada de la derivada primera, la
derivada tercera la derivada de la derivada segunda)

25.- {Qué es, a grandes rasgos, la derivacion implicita y cuando es necesa-
ria? (Sol: es aquella donde no se despeja la funcién y para derivar. Es necesaria
cuando no es posible despejar la funcién y o es sumamente complicado hacerlo.
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