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Prélogo

Decia Aristételes que la necesidad de saber es consustancial al hombre, es
decir, se ajusta a su misma naturaleza, a su esencia. Cuando las supuestas
certezas que sirven para sostener el dia a dia se tambalean, comenzamos a
cuestionarnos los principios que sustentan nuestra comprensién de la propia
Naturaleza y las respuestas que se intentan alcanzar son el resultado de
un proceso de andlisis objetivo, sistemdtico y critico, que evita partir de
convenciones preestablecidas.

Esta forma de proceder, que llamamos Ciencia, puede entenderse como
una manera de aproximarse al mundo y a la vida, aunque proporciona
s6lo respuestas parciales a los problemas acotados que trata, fijdndose
Unicamente en porciones de la realidad. Carece de categoria de certeza
radical o global y conlleva una permanente actitud critica que, a lo largo
de la historia, ha llevado a muchos pensadores a sufrimientos terribles e
incluso la muerte.

La Ciencia que conocemos es el resultado de las ideas y experimentacién de
muchas personas que en su dia intentaron, dentro de sus marcos histéricos,
paradigmas ideoldgicos y contextos personales, responder a las cuestiones
que consideraban importantes. Lo hicieron teniendo en cuenta los postulados
de anteriores cientificos y bajo la premisa de que el tal saber no constituye
un dogma, pues una vez aprehendido lo que otros pensaron, cada cual es
libre de aceptarlo, rechazarlo o formular sus propios pensamientos.

No cabe duda de que la construccién del Electromagnetismo representa una
extraordinaria aventura y ejemplo de este paradigma. Quienes la prota-
gonizaron nos dejaron caminos nuevos con los que no se habia contado, y
proporcionaron respuestas a cuestiones que siempre nos habiamos formu-



lado. Contribuyeron a colmar nuestra curiosidad y nuestro asombro ante
el mundo que nos rodea. De paso, nos legaron muchas de los instrumentos
tecnolégicos que han hecho del mundo actual lo que es; para bien y para
mal.

Con la exposiciéon que se presenta intentamos cumplir el reto de mante-
ner la ilusién e interés por la Ciencia de nuestros estudiantes. El programa
que proponemos, ciertfamente exigente, se compagina con und fransmision
que quiere resultar motivadora y garantizar el éxito de aquellos lectores
que demuestren dedicacién y constancia. Los diferentes temas y capitulos
no fueron redactados como una avanzadilla en la investigacién de la ma-
teria, sino con la pretensién de expresar la légica, complejidad y belleza
del Electromagnetismo Cldsico como parte fundamental de la formacién en
Fisica de nuestros futuros Ingenieros.

Sobre nuestras propias motivaciones para iniciar la escritura de este libro,
conviene destacar el contexto docente en que nos hallamos inmersos. Las
nuevas titulaciones de Grado que — a partir de las politicas que emanan
del Tratado Bolonia — estdn siendo implantadas en la Escuela Técnica Supe-
rior de Ingenieros Industriales de Valencia (ETSII), suponen — también para
las asignaturas de Fisica — un importante reto metodolégico y docente. La
docencia en Grados como los de Ingenieria Técnica Industrial (G.L.T..), Inge-
niero de la Energia (G.LE.), Ingeniero en Organizacién Industrial (G..O.L.) e
Ingeniero Quimico (G.1.Q.), supone la necesidad de seleccionar, especializar,
enfocar y exponer de manera diferente a cédmo se ha venido haciendo has-
ta el momento, los contenidos de las diferentes drea de la Fisica Aplicadaq,
de manera que los nuevos estudiantes puedan visualizar la relevancia espe-
cifica de cada materia para sus respectivas disciplinas. Con este proyecto
hemos querido facilitar a profesores y alumnos esta necesaria puesta al dia
del programa de Electromagnetismo, permitiendo una mejor adaptacién al
entorno de los nuevos Grados.

Nuestro fin — que no es otro que el de exponer al lector de forma com-
pleta y coherente los principios que rigen los fenédmenos electromagnéticos,
incidiendo también en muchos de sus aspectos tecnolégicos — se orienta en
este libro a una mas sencilla adaptacién a los descriptores ya establecidos
para las asignaturas de Fisica Il y Fisica lll de las nuevas titulaciones. En
este sentido ha de tenerse en cuenta que existen, entre las especialidades,



diferencias notables en la profundidad y alcance de los contenidos a tratar
en el dmbito del Electromagnetismo.

Por ello hemos querido ofrecer no sélo una visién autocontenida y coheren-
te de la materia — que ya tiene referentes en libros magnificos de autores
que nos han precedido —, sino aportar una cierta actualizacién, adaptacién
y seleccién de los contenidos, procurando escribir con estilo directo, selec-
cionando el nivel matemdtico — formal apropiado y tratando de ofrecer
abundantes ejemplos y problemas resueltos, que — consideramos — son un
elemento fundamental para profundizar en el aprendizaje de un programa
orientado a estudiantes de Ingenieria.

El libro se divide en dos bloques. El primero se estructura en torno a una dis-
cusiéon fundamental de la electrostatica y magnetostdtica, encajando bien
con la asignatura Fisica Il de la titulaciéon G.I.T.I. o G.I.E. (de segundo cuatri-
mestre de primer curso). Puede también constituir un “programa de minimos”
para titulaciones, como G.I.O.l, en la que no se imparte la asignatura de
Fisica lll. El segundo bloque consta de capitulos a los que, segin la titula-
cion, puede asigndrseles mayor o menor peso. Asi, tradicionalmente se ha
concedido gran relevancia a materias como la teoria de circuitos y las re-
lacionadas con los materiales eléctricos y magnéticos en la formacién de
los Ingenieros Industriales. Para perfiles como el de Ingeniero de la Energia,
deberian posiblemente valorarse mds aspectos como el tratamiento de la
radiacién electromagnética. Mediante el simbolo “@” hemos querido sefia-
lar aquellos apartados que, si bien necesarios desde el punto de vista de
la coherencia conceptual de la materia, pueden considerarse laterales en
el desarrollo del programa, en consideracién de las limitaciones de tiempo.

Como requisito previo es importante que el lector, ademds de conocimientos
de dlgebra y trigonometria, posea nociones sélidas de cdlculo diferencial
e integral, asi como de dlgebra vectorial, hasta el nivel equivalente a un
programa bdsico de Teoria de Campos. Mediante los apéndices hemos que-
rido, no obstante, recoger y agrupar algunos de estos contenidos, a fin de
facilitar la comprensiéon del texto.

Nos ha parecido importante incluir también, en cada capitulo, un breve co-
mentario sobre la evoluciéon del pensamiento relevante en cada etapa y
sobre aquellos investigadores quienes contribuyeron a los diferentes desa-
rrollos, como, entre otros, Coulomb, Ampére, Faraday, Maxwell, Hertz y Tes-



la. Servird ello también como homenaje a aquellos gigantes, cuyo talento y
determinacién contribuyé a dar forma a nuestra Ciencia y nuestro Mundo.

Esta obra no hubiese sido posible sin el apoyo, aliento y ayuda de muchos.
Sin las muchas horas robadas a Raquel y a la pequeiia Eva. De forma muy
especial nos gustaria destacar el tesén, esfuerzo y dedicacién de Maria
Muelas, inpagable coordinadora de la edicién del manuscrito. Su paciencia
y sonrisa fueron una verdadera inspiracién para nosotros. Juan Carlos Cas-
tro, de la Universidad de Pinar de Rio, Cuba, puso su mejor empefio y saber
hacer en muchas de las figuras. Agradecemos a nuestra Institucién, la Uni-
versidad Politécnica de Valencia, el apoyo recibido desde muchos frentes,
comenzando por nuestra Escuela, la ETSII, que da sentido a nuestro esfuer-
zo, la Editorial UPV o al propio grupo de BIgXde la Universidad, que tan
amablemente nos ha prestado su apoyo con los formatos y plantillas. La la-
bor de nuestro Departamento de Fisica Aplicada, con su minuciosa revisién
del manuscrito, ha sido también destacable.

Por Gltimo — como no — recordar a nuestros maestros y profesores, aquellos
que nos lo ensefiaron todo y sin quienes nada seriamos, puesto que:

“Ne debic buscar mi dignidad en el espacic, sine en el gobierno de
mi pensamiente. No tendié mds aungue pesea mundes. Si fuena
pox el espacia, el universe me redearia y me tragaria come un
dteme; pere pox el pensamiente yo abraze el mundo.”

(Blaise Pascat)

. , , . José Fco. Martinez—Canales Murcia
Javier Fermin Urchueguia Schélzel i
. . . Ex Ingeniero Jefe de Proyectos y Obras de
Catedrdtico de Fisica Aplicada .. o
Lo . . la Regidn Este de Iberdrola Distribucion
Escuela Técnica Superior de Ingenieros L
K Eléctrica
Industriales i
Ex Profesor asociado de Fisica Aplicada
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Universidad Politécnica de Valencia

Juan Carlos Moreno Esteve
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Infroduccion |

“Un cuerpa centiene bas mismas cantidades de electricidad vitrea
y wesinesa, bas cuales — bajo condiciones nounales — neutralizan
una a la otra.

La electrificacidn es la separaciin de las dos electricidades, bas
cuales pueden sex lamadas pesitiva y negativa, con ba implica-

cidn de que su suma pevmanece constante y es cere.”

( Benjamin Franklin)

Aunque las observaciones de los fendmenos eléctricos y magnéticos se re-
monta a la Antigiedad — de hecho la palabra electrén tiene su raiz en el
griego y alude al dmbar, sustancia que se carga electrostdticamente por
friccién con cierta facilidad — el estudio de su evolucién en el contexto de
las modernas teorias cientificas, podria comenzar con una referencia a los
trabajos experimentales de Gilbert. Alrededor del siglo XVI, Gilbert reali-
z6 importantes aportes experimentales tales como construir una ferrella —
modelo a escala de la Tierra fabricado con magnetita — a fin de estudiar
el comportamiento de agujas magnéticas colocadas en su superficie y con-
firmar su suposicion de que la Tierra podria verse como un gigantesco imdn.
Ya antes, el italiano Girolamo Cardano (1501-1576) — autor del adjetivo
eléctrico para esta tipologia de fendmenos — habia clasificado los cuerpos
que podian cargarse eléctricamente por friccion e hipotetizado sobre la
naturaleza de estos efluvios o emanaciones, que le recordaban a la fisio-
logia humana. Gilbert creia que los fenédmenos eléctricos se debian a una
entidad de naturaleza material que, bajo accién de la friccidn, se liberada
del dmbar. Sus observaciones sobre el magnetismo fueron completadas por
Niccold Cabeo — entre finales del siglo XVI y principios del XVII —, periodo



en que comienzan también a desarrollarse los primeros experimentos con
mdquinas electrostdticas, como las de Otto von Guericke (1602 — 1686).

En sus maquinas, Guericke nota que éstas se electrifican y asocia cierta vir-
tud conservativa a la electricidad. Advierte, sin embargo, que una pluma de
ave podia ser repelida (en lugar de atraida, como en el caso del dmbar)
en lo que, de alguna manera, estaria presente lo que denominé la virtud
expulsiva. En aquella época Stephan Gray (1666 — 1736), mediante hilos
de seda, tubos de vidrio y corchos, descubre que la electricidad viaja a
través de lo desde entonces denominamos medios conductores. También du-
rante aquella época logré E.G. von Kleist crear el primer almacén de cargas
en su botella de Leyden — hoy lo denominariamos bateria — , separando lo
que Charles Francois de Cisternay Dufay llamaba electricidad resinosa de
la vitrea.

Fue, sin embargo, Benjamin Franklin (1706—1790), descubridor también de
la induccién eléctrica, quien primero enuncié con claridad el principio de
conservacién de la carga, tal como recoge la cita que encabeza este epi-
grafe.

El desarrollo de la electricidad y el magnetismo ilustra bien cémo — en el
desarrollo de cualquier teoria o ciencia — se van produciendo descubrimien-
tos y avances conceptuales que permiten la formulacién de nuevas hipétesis
y preguntas. Posiblemente fue la sencilla conceptualizacién en términos de
positivo — negativo y la analogia con los hallazgos en gravitacién lo que
inspird los cruciales experimentos del francés Charles de Coulomb (1736—
1806), quien logré definir con exactitud la carga eléctrica y establecer, con
ayuda de una balanza de torsién, las leyes fundamentales que rigen la in-
tensidad del magnetismo y la fuerza entre cargas. A partir de Coulomb las
nociones de carga y fuerza eléctrica pasarian definitivamente del domi-
nio cualitativo al cuantitativo, pudiéndose ya ponderar, por comparacién,
con las magnitudes mecdnicas fundamentales. También Alessandro Volta
(1745-1827) con la invencién de su pila eléctrica realizé un descubrimiento
fundamental: el de la corriente eléctrica cuya naturaleza fue, en un principio,
un total misterio.

Los primeros afios del siglo XVIII contemplaron el gran avance de la elec-
trostdtica, que se plasmé fundamentalmente en el trabajo que Poisson —
heredero de la cdtedra de Coulomb — presenté a la Academia Francesa en



1812. En su obra logré calcular la distribuciéon superficial de carga en cier-
tas configuraciones, y, sobre todo, adecuar las ecuaciones que Lagrange y
Laplace habian enunciado para el movimiento de cuerpos celestes al estu-
dio de la electrostdtica. En un segundo trabaijo, titulado Memoria sobre la
Teoria del Magnetismo, Poisson senté también las bases de esta ciencia, de-
finiendo el estado de un cuerpo magnético por su imantacién, y calculando
el potencial y el campo que se crea alrededor de cuerpos magnéticos.

Las investigaciones de naturaleza eléctrica y magnética debidas a Poisson,
fueron generalizadas y extendidas por George Green (1793-1841) en An
Essay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories of Electricity
and Magnetism, cuyo tratamiento se basa en las propiedades de la funcién
a la que denomina funcién potencial, y quien, por medio de una formula-
cion integral, logré establecer métodos generalizados para la resoluciéon de
problemas complejos en electrostdtica y magnetostdtica. De aquella épo-
cas son también los trabajos de Ohm — sobre todo su Teoria Matemdtica del
Circuito Eléctrico — quien establecié el concepto de resistencia de un con-
ductor y describié la relacién entre la corriente que atraviesa un conductor
y la diferencia de tensién entre sus extremos.

Con lenguaje mds moderno, estudiaremos — en esta primera parte del libro
— las leyes y observaciones que nos legaron aquellos gigantes y que for-
man la base de nuestra comprensién actual de los fenémenos eléctricos y
magnéticos.






Capitulo 1

Electrostdtica

1.1 Ley de Coulomb y campo electrostdtico en el vacio

La carga eléctrica es una propiedad asociada a la materia y que podemos
considerar como la causa y origen — Gltimo y esencial — de las interaccio-
nes tanto eléctricas como magnéticas. La carga eléctrica permanece en el
tiempo — decimos que se conserva — y es un hecho contrastado que, si se-
paramos los constituyentes que forman la materia ordinaria, las particulas
resultantes, los electrones, protones y neutrones, poseen una cierta cantidad
de carga eléctrica exactamente definida e invariablemente asociada a ca-
da tipo de particula. A diferencia de otras propiedades, como la masa, la
carga eléctrica se manifiesta en dos formas diferenciadas, positiva y nega-
tiva. Por otro lado, la carga eléctrica se halla cuantificada, lo que implica
que la cantidad de carga de cualquier agrupacion de materia es siempre
multiplo exacto de cierta cantidad elemental, la que posee el electrén .

Si la carga ni se crea ni se destruye, la Unica manera de que en un volumen
determinado pueda haber variacién en el tiempo de la cantidad total de

! Excepcidn a este principio son los lamados quarks (constituyentes elementales de los hadrones),y
Lo . s . 1 . 2 .

cuya carga eléctrica es una fraccién racional (i§ é ij) de la carga elemental del electrén. Los

quarks, sin embargo, nunca se observan de manera individual, sino en agrupaciones que presentan

una carga que es multiplo exacto de la carga elemental.



Capitulo 1. Electrostdtica

carga eléctrica, reside en la posibilidad de que en dicho volumen entren
o de él salgan cargas, es decir, que exista un flujo denominado corriente
eléctrica. En realidad, toda corriente eléctrica es un flujo de particulas, fre-
cuentemente electrones, que en su movimiento transportan consigo su carga
eléctrica.

Interaccién electromagnética

Las particulas con carga eléctrica interactéan por medio del campo elec-
tromagnético, cuya intensidad es muchos érdenes de magnitud mayor que
las fuerzas de naturaleza gravitatoria debidas a sus masas. Por ello, la in-
teraccién electromagnética es la fuerza bdsica que subyace a muchos de
los aspectos del comportamiento de la materia que conocemos, controlando
desde la estructura atémica y la quimica hasta fenédmenos como la resisten-
cia de los materiales y el rozamiento. Por ser la interaccién electromagnética
tan intensa, la materia tiende al estado de neutralidad eléctrica, es decir,
a la situaciéon en que las cargas positivas igualan a las negativas y resultan
en una carga neta nula. Un ejemplo de ello son los dtomos, que, dotados
de un nicleo eléctricamente positivo y una envoltura de electrones de carga
negativa, son en conjunto neutros.

La materia que tiene un desequilibrio de carga se denomina cargada o
ionizada y en tal estado tiende a ser quimicamente muy reactiva y ello
precisamente con el fin de restablecer la neutralidad de carga.

Ley de Coulomb y campo electrostdtico

La nocién abstracta de campo eléctrico tiene su origen en las experiencias
de Coulomb y su ley sobre la fuerza entre cargas eléctricas.



1.1 Ley de Coulomb y campo electrostdtico en el vacio

Ley 1.1

(Ley de Coulomb)

Dos cargas eléctricas puntuales situadas a una determina-
da distancia, interacttan mediante una fuerza eléctrica de
forma atractiva o repulsiva segun si las cargas son de igual
signo u opuesto. En particular, si en el vacio y en presencia
de una carga puntual de valor g; situamos una segunda car-
ga puntual de valor g2 a una determinada distancia r, ésta
segunda carga sentird una fuerza eléctrica, F1p, dada por
la expresion:

= q1 492 A
Fi, =K T2 (1.1)
r

siendo 712 el vector unitario — o versor — que sefiala en la
direcciéon que une ambas cargas y con sentido desde g se-
falando hacia g2 y r = H?H su distancia. Por otro lado, K
es una constante cuya magnitud es positiva y por tanto la
fuerza serd de naturaleza repulsiva (es decir, tiende a ale-
jar g2 de g1) cuando el signo del producto g1g> es positivo
y atractiva en caso contrario (ver figura 1.1).

Segun la ley de Coulomb, la intensidad o médulo de la fuerza entre dos
cargas es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas,
de manera andloga a lo que sucede en el caso de la fuerza gravitacional
entre masas.

Una forma alternativa de escribir la relacién anterior consistiria en introducir
un nuevo campo vectorial, que denominaremos campo eléctrico (o electros-
tatico en el caso de que las cargas que lo originan no alteren su posicién
con el tiempo), E1, y que se define a partir de la relacién:

Fio=q E) . (1.2)

En esta expresidn, el subindice “1” expresa la idea de que el campo tiene
un origen en (o es creado por) la carga “1”. Para el caso de que ésta
coincidiese en el origen del sistema de ejes, la expresién para E| se deduce
directamente de la ley 1.1 y es:

11



Capitulo 1. Electrostdtica

> Cargas de signos >
F., diferentes Py Fa
s 92
Cargas del
mismo signo
{ > —@
a; Fi Fa .
> >
F12= - F21

Figura 1.1: Dos cargas — que se consideran puntuales — separadas entre si por una distancia
r, ejercen una accién mutua dada por la ley de Coulomb. Esta fuerza es de repulsién si las

particulas tienen cargas del mimo signo y de atraccidn, si las cargas son de signo contrario.

Ley 1.2
(Campo electrostdtico de una carga puntual g situada en el
origen -
2 2 q1 r
r r

donde R = f es el versor en la direccién radial en coorde-
nadas polares esféricas en un sistema de referencia en que
la carga g1 ocupase el centro O.

El campo eléctrico posee, con arreglo a lo anterior, simetria esférica alre-
dedor de la carga fuente que lo origina.

3Es el campo eléctrico algo real?

Aunque hemos introducido la nocién de campo eléctrico a través de la fuer-
za de Coulomb y en principio no parece un concepto necesario, a menudo
una manera diferente de interpretar una misma ecuacién esconde un sig-
nificado mds profundo. En este caso, podriamos entender que la fuerza
eléctrica entre dos cargas proviene de un campo — objetivo y real — cuyo
origen estd en la carga g1, y que, en presencia de la carga (que reali-
zaria funciones de mero festigo) g2, se pondria de manifiesto a través de
la fuerza Fij. La carga g sentiria también una fuerza Fp; = —Fpp (de
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igual médulo y direccién y sentido opuesto) producida gracias al campo
originado en ¢>.

Pero ...2a qué interpretaciéon acogernos?. 3Existe el campo electrostdtico
aun sin presencia de la carga testigo, o mds bien representa tan solo un
artificio matematico que nos resulta Util para operar con las fuerzas entre
cargas?

La pregunta anterior es, en realidad, parte de un debate muy antiguo, li-
gado a la cuestion de la existencia o no de la accién a distancia, es decir la
posibilidad de que dos cuerpos alejados entre si se influyan instantdnea-
mente. Pensemos en el siguiente experimento ideal: en la configuracién en
que existen dos cargas g1 y g2 sujetas a su interaccién electrostatica mutua,
alteramos en un instante dado la posicién de la carga ¢; de manera brus-
ca. Si el campo eléctrico no fuese mds que un artificio, concluiriamos que la
carga @ iria sintiendo una fuerza eléctrica cambiante que seria en cada
instante funcién de su distancia a la carga g1. En otras palabras: la fuerza
eléctrica seguiria instantdneamente las variaciones de la distancia entre g

Y 92

Aunque llevé mucho tiempo llegar a tal conviccidon — y sobrepasaria con
creces el marco de este libro exponerlo en detalle — sabemos que en reali-
dad esto no es lo que sucede; por el contrario, la informacién de que la
carga g1 se ha movido tarda un cierto intervalo de tiempo en llegar a la
carga g2. Mientras tanto, la carga g2 sigue sintiendo la misma fuerza que
antes y dicha informacién — la de que algo ha cambiado — se propaga
entre ambas a una gran velocidad, aunque finita, la velocidad de la luz.
Tal seiial, como campo electromagnético, cuya génesis y comportamiento
estudiaremos en el Gltimo capitulo del libro, existe indiscutiblemente, puesto
que puede transportar informacién y energia.

Mientras caminamos en una noche oscura observando el cielo, deberiamos
reparar en que algunas de las estrellas que podemos observar habrdn
cambiado de posicién o incluso tal vez no existen ya. Su luz ha tardado
cientos o miles de aios en llegar hasta nosotros. Lo que vemos es el eco de un
campo electromagnético que ha viajado entre ellas y nosotros, trayéndonos
la sefial de un remoto pasado. Demos pues por zanjado el viejo debate
para decir que:

13
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La presencia de cargas crea una nueva cualidad o alteracién del medio
o vacio que denominamos campo eléctrico. Este se manifiesta a través
del efecto sobre otras cargas, aunque su existencia es independiente
de éstas.

El valor de la constante K

En el sistema de unidades internacional, Sl, la carga eléctrica constituye una
nueva magnitud y su unidad posee el nombre de Culombio ([C]). El valor de
C estd relacionado con los antiguos experimentos de electrdlisis que permi-
tieron establecer los fundamentos de la medida de cargas. Especialmente
relevante es el hecho de que la carga del electrén, ¢,, vale:

g. = 1,602176487(40) - 10~ C,

puesto que ¢, constituye la verdadera unidad de carga fundamental en la
naturaleza. En el S, la constante K se define como:

1

K = .
471'6()

(1.4)

El factor 47 estd relacionado con la idea de flujo, como veremos mds ade-
lante, y en la expresién aparece una constante nueva, €g, denominada per-
mitividad dieléctrica del vacio, que establece la proporcién entre la intensi-
dad del campo y la cantidad de carga fuente presente. El valor de € en
el Sl es:

CZ
€0 = 8,8541878176 - 107 12—, (1.5)
Jm

De esta manera, la expresiéon definitiva para el campo eléctrico origina-
do por una cierta cantidad de carga ¢ situada en un punto, tal como se
expresaria en el Sl es:

1 A
ChR

Bl
dregr? '

(1.6)
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cuya unidad es el Newton/Culombio (%) Yy, para la fuerza de Coulomb la
expresién es:

> 1 q1 9,
Fip = r
12 dmey 12

(1.7)

La ley r—2 y la conservacién de la carga eléctrica

sPor qué, de forma andloga a lo que ocurre con la gravitacién, la de-
pendencia de la intensidad del campo eléctrico es de la forma %22 Para
responder a esta cuestion, imaginemos la superficie de una esfera a una
distancia R del centro 0, en el que estd situado carga puntual, g, fuente
del campo eléctrico E. En todos los puntos de la superficie de la esfera la
intensidad del campo eléctrico seria la misma y de valor:

— 1 q
IE| = =
dweg R

El flujo del campo eléctrico, ® — cuya definicién mds general estudiaremos
en el apartado que sigue — es en esta situaciéon igual al producto de la
intensidad del campo por el drea de la superficie esférica:

o =4zRYE| = L.
€0

Asi, vemos que @ no depende del radio de la superficie esférica escogida
siendo en cierto modo una cantidad objetivamente asociada a la carga
presente en el interior de la esfera imaginada, por lo que se puede decir
que las cargas eléctricas son fuentes del flujo de campo eléctrico. Para que
ello tenga sentido fisico, es condicién indispensable que la dependencia de
la intensidad del campo con la distancia al centro de la carga sea de la
forma propuesta (es decir, cr2).

Antes de abordar una definicién mdas amplia del concepto de flujo es preciso
discutir qué sucede con el campo eléctrico cuando existen mds cargas o
incluso en presencia de distribuciones continuas de carga.

15
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El principio de superposicion

Derivado de la corriente de pensamiento en los siglos XVII y XVIIl que con-
sistia en suponer que el todo es igual a la suma de las partes, se establece
que:

Ley 1.3

(Principio de Superposicién)

La fuerza de Coulomb (y consiguientemente el campo eléc-
trico) que originan una combinacién de cargas, es la suma
vectorial de la fuerza producida por cada carga individual.
Formalmente, si en una regién existe una distribucion de car-
gas (gi,ri)ii = 1,..., N, localizadas respectivamente en
posiciones dadas por 7;, la fuerza de Coulomb sobre una
carga ¢ sitvada en la posicion fj viene dada por la suma:

o1 aig;
= 1 A
Fj=24 c —2]7',']' (]8)
o 4meo 1],
donde r;j = |ri — | y Fij es el vector unitario sefialando

H = 0 o o7 =
hacia r; desde la respectiva posicién r; de cada carga de
la distribucion.

Con el principio de superposicién disponemos de una prescripcidon sobre
cémo calcular el campo electrostdtico creado por un conjunto de cargas
dado en diferentes configuraciones.

Distribuciones discretas

Una distribucién de cargas discreta es un conjunto finito (o infinito nume-
rable) de cargas puntuales que podemos individualizar por medio de un
subindice i.

Supongamos que existen en un volumen dado N cargas puntuales g; en
. . o o o7 - .

las respectivas posiciones dadas por los vectores de posicidén r; donde i =

1,2,..., N. El campo electrostdtico producido por el conjunto de las N
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cargas en la posicién de observaciéon dada por el vector r viene dado, en
virtud del principio de superposicién, por:

N 7 =,
Ef) = — g r=r) (1.9)

Cdma -l

Distribuciones continuas

Aunque, como se ha visto, la naturaleza de la carga es discreta, en la ma-
yor parte de problemas de electromagnetismo es perfectamente admisible
la hipétesis macroscépica o del continuo. Segun ésta, las distribuciones de
carga pueden describirse mediante funciones densidad de carga eléctrica,
de forma andloga a la densidad de masa en el caso de distribuciones de
materia.

Para justificar esta idea pensemos en un volumen pequefio, d7'?, dentro
de un agregado material de dtomos o cargas. Si dicho volumen es sufi-
cientemente grande en comparaciéon con el tamaio de las particulas pero
suficientemente pequefio en comparacién con la escala del problema que
nos estemos planteando, resulta que en su interior siempre existird un nu-
mero enorme de cargas y la fluctuaciéon que supone la variacién en unas
pocas es tan pequena que la densidad de carga (el nUmero de cargas por
unidad de volumen) resulta ser una funcién suave (que no varian demasiado
rapidamente en el espacio y en el fiempo) y matemdticamente tratable. De
esta manera, si en el volumen infinitesimal dz’, situado en la posicién dada
por el vector 1/ existe la densidad de carga p.(r'), la cantidad infinitesimal
de carga contenida en dt’ seré:

dq = p.(r) dr’.

De forma andloga, existen distribuciones de carga en superficie y sobre
lineas, para las que, las respectivas densidades de carga reciben el nombre
de densidad superficial de carga, o, y densidad lineal de carga, A..

2Ls primas en la definicién de los elementos de volumen, superficie o linea indican que al integrar

recorremos los diferentes puntos que definen la distribucién.

17
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Segun si la distribucién de carga es en volumen, superficie o linea, el campo
eléctrico viene determinado por integrales de volumen, superficie o linea.

1. Distribuciones de carga en volumen:

La carga estd confinada en una regién o volumen 7 en el cudl exis-
te una densidad de carga en volumen dada por la funcién p,. Este
tipo de distribuciones describen por ejemplo nubes de cargas o los
llamados plasmas, materia ionizada con propiedades muy caracteris-
ticas. El campo eléctrico se obtiene como paso al continuo de la ley de
superposicidén para cargas discretas y viene dado por la expresion:

E(r) (") F - Ldt. 1.10
") = dre ﬂf e (1.10)

2. Distribuciones de carga en superficie

Este tipo de configuraciones aparecen con frecuencia al tratar el cam-
po creado por conductores cargados o en presencia de otros, ya que
en ellos aparecen densidades de carga en superficie, como veremos
en apartados posteriores; el campo resultante viene dado por la ex-

E(F) F)———===dS’, 1.11
" e ﬂ Hr T o

donde d S’ es el elemento de superficie. Si la superficie es cerrada, el
simbolo de la integral se denotarda ﬁs.

presion:

3. Distribuciones lineales de carga:

) I 7 —7')

EF)=— | 2. (F)——=dl. 1.12
)= g | 2= (112

L

Si la linea es cerrada, el simbolo de la integral se escribe como @L‘

. . r . . « 2
Se puede pensar que las integrales anteriores sélo pueden definirse si r es
una posicidn que no pertenece a la distribucidn, ya que el integrando es
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dE’

Figura 1.2: Distribucién continua de carga en superficie. En la posicién de observacién,
= . . s . . ey .

dada por el vector 7, la contribucién diferencial al campo electrostético — producida por

un elemento de superficie, d S’ — posee la direccién de la linea que une éste con la posicién

de observacién.

. - =/ . .
singular enr = r’. A pesar de ello, es posible mostrar que las expresiones
anteriores son también vdlidas en puntos que se encuentran en el interior
de la distribucién de carga.

Ejemplo 1.1 Una carga +Q estd situada en el punto A(—a,0,0) y una carga —20Q en
B(a,0,0). Se pide calcular el punto del espacio donde el campo electrostético es

nulo.

Solucién: El campo total producido por el conjunto de las dos cargas en cualquier
punto es, segin el principio de superposicién, igual a la suma del campo producido

por la carga +Q y el producido por la carga —20, es decir:

E= E+Q + E_ZQ

En primer lugar, realizamos el cdlculo del campo que produce la carga + Q:

> 0 ra
E — -

+o 47 e ri
Fa=(x+a)k+yy+22

3/2
r3 = [(x +a)? +y* + 22]

>
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mientras que para el campo que produce la carga —2 0 tenemos que:

—207rp

E ~h = 5
20 47 €g

3

I'p

rg=(x—a)X+yy+zz
3/2

rz: [(x—a)2+y2+zz] .

Siendo X, ¥, Z los vectores unitarios o versores dirigidos respectivamente hacia los
sentidos positivos de los ejes coordenados OX,0Y y OZ trirectangulares dextrégi-

ros.En conjunto, el campo total valdrd cero si se cumple que:

P 0 (+a)i+yy+z2 2y —a)i+yp+z2 _d
dmeo | [(x+a)? +y2 + 27 [(x —a)?+y2+ 2]
y por tanto, habrdn de cumplirse:
E. —0< (x +a) B 2(x —a)
L =0=
(et aP +32 4+ 2 [ —a) +y2 4 22
2

Ey=0= 3 32 > 32

[(x +a)* + y* +27] [(x —a)* + y* + 27
Z 2z

E, =0= -

[(x +a)2+y2+ 2217 [(x —a)? +y2+ 222

Las dos dltimas igualdades se cumplen en particular si, respectivamente, y =0 y 7 =

0, lo que aplicado a la primera de las tres igualdades da:

(x+a) 2x-a) =0 (x—a)’ —2(x +a)* =0

[((x +a)’]  [(x —a)’]

que tiene como una solucién:

(1++2)

x=—"a~ —5,8a

(1-+2)

Esto significa que el punto situado en la posicién (—5,8 a, 0, 0) verifica la condicién

que se solicitaba en el enunciado del problema.
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Ejemplo 1.2 Dada una distribucién lineal de carga constante (tramos 1,2, 3 y 4), como
indica la figura, cargada uniformemente con 4,(C/m), se pide calcular el campo
electrostdtico creado por la distribucidn en el origen de coordenadas (O). Nota: El

tramo 1 sobre el eje X negativo es indefinido.

Figura 1.3: Diagrama que corresponde al ejemplo de cdlculo propuesto. En el tramo com-
puesto por un cuarto de circulo (tramo 2), el elemento de arco viene dado por el dngulo 6
tomando como origen de dngulos el semieje OX negativo.

Solucién:

Tramo 1 Tomamos un elemento diferencial de carga dg, sobre el diferencial de tramo
dx, a una distancia x del origen de coordenadas, y lo integraremos desde
—o0 a —R.
Por simetria, cada elemento de linea del tramo realiza una contribucién di-
ferencial al campo eléctrico en O cuya Unica componente es horizontal, se-
fialando en la direccién del eje O X y sentido positivo (es decir, de direccién
dada por el versor X); por consiguiente y considerando que la carga de cada
elemento del tramo vale dg = A, dx, tendriamos que:

- Ae dx

dE; =dE| x = ——=X
! ! 4meg x2

obtenemos asi que la contribucion del tramo 1 al campo electrostdtico en el

origen de coordenadas seria:
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Tramo 2

Tramo 3

Lol Je (R4 yi 177X Y
E1(0) J dro te LV Tt
drey J_op X2 dreg | x|_o 4megR

Tomando ahora un elemento diferencial de carga dg (a lo largo del dife-
rencial de arco dl = R df) a una distancia R del origen de coordenadas
y tomando como referencia de dngulos el eje —O X, la direccién del cam-
po que produce el elemento de arco en el origen viene dada por el versor
(cos@ x —sinf y), por lo que la contribucién al campo de cada elemento

de arco es:

AeRdAO

dE; = dE(cosf £ —sin@ 3) = yip
Teo

(cosO x —sind y),

por ser la intensidad de la contribucién diferencial al campo igual a #
condq = J R d0); integrando desde 0 a 7, obtenemos finalmente:

T
—~ A—e 2 A . A /le A A
E>(0) = (cos@ df x —sin0 dO y) = (x—9)
4regR | Jo dregR
Tomamos ahora un elemento diferencial de carga dg, sobre un trayecto que
recorre un tramo horizontal paralelo al eje O X y de longitud R. La distancia
de cada elemento dx de dicho tramo al origen de coordenadas viene dada
—1/2
por (xz + Rz) / , por lo que el versor que se orienta desde dicho elemento
al origen, en que pretendemos determinar el campo eléctrico es:
. —(xX + RY)
Up = ————
Vx2 + R?
Consiguientemente, la contribucién de cada tramo al campo eléctrico en el

origen de coordenadas es:

(xX + Ry) Ae dx (xX + RY)
X2+ R2 4dmeo(x?2+ R?) VX2 + R2’

- Ze dx (xX 4+ RY)
dmey (x2 + R2)32

Por fin, integrando entre los limites del tramo, dados por x = 0y x = R se

encuentra que:
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L Do R xdx . k dx .
RO T Y (S
dre, | Jo (x2 + R2)§ 0 (x2 + R2)j

Le Lo, 1,
- - (1——=)i - —=9
4meo R V2 V2
Tramo 4 Para concluir, consideramos un elemento diferencial de carga dg, sobre el
diferencial de tramo dy, a una distancia (y2 + RZ)_l/z del origen de coor-

denadas. Siguiendo consideraciones similares a las empleadas para calcular

la contribucién del tramo 3 obtenemos:

QE, = Jedy (RE+yF)
4meo(y? + R?) \/y2 + R?

e integrando entre los valores del pardmetro y que define dicho tramo (y =

0 e y = R) se halla que:

- ) R ydy . R dx .
£ -2 [ R [ _—
4meo (Jo (y2 4+ R2)2 0 (y2+ R2)2

- _4;:01% {w%x S %ﬁ)y}

Aplicando el principio de superposicién a los 4 tramos, obtenemos el resultado

final para el campo en el centro del sistema de ejes:

3 —2§)

Ejemplo 1.3 Se realiza un orificio de forma circular de radio R y centro O, en un plano
indefinido uniformemente cargado con una densidad superficial de carga +o, cons-
tante. El circulo extraido de centro O’, se sitéa paralelamente al plano a una dis-
tancia d coincidiendo sobre el mismo eje sus respectivos centros O y O’. Admitiendo
que las distribuciones de cargas en el plano y en el circulo no quedaran afectadas

por la operacién descrita, determinar:

1. El campo electrostdtico en el vacio debido al plano, en un punto P; de la

normal situada en O que une los centros O y O’, a una distancia z de O.
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2. El campo electrostdtico en el vacio debido al circulo cargado en un punto P>

de la normal situada en O’ que une los centros O y O’ a una distancia z de
o'.

3. El campo electrostdtico total en un punto P3 entre el plano y el disco.

Situando una particula inicialmente en reposo, de masa m y carga eléctrica
+¢, en el punto medio entre los centros del agujero y del circulo, y en las
condiciones dadas en el problema, razonar el tipo de movimiento que realizq,
calculando su velocidad en un punto extremo del segmento d, teniendo en
cuenta los datos siguientes: 6, = 50Cm™ 2, R=1m;d=10m;m =
1079 kg;q = 1 uC.

drix

Figura 1.4: A la derecha: plano indefinido uniformemente cargado con una densidad su-

perficial electrostatica de carga +0, constante, donde se ha realizado un orificio de forma

circular de radio R. A la izquierda: el mismo plano visto en seccién. El dngulo 6 define la

posicién angular de los elementos de superficie en forma de corona que — en conjunto —

forman el plano.

Solucién:

1.

Para el célculo del campo electrostdtico debido al plano indefinido con ori-
ficio, integramos mediante coronas circulares elementales. Tomamos ejes de
tal forma, que la direccién del eje OZ coincida con la linea que pasa por
los centros O y O'. Por simetria consideramos que el campo en dicho eje OZ

solamente va a tener componente z; es decir:

E(z) = E-(2)2.

Observamos que, por proyeccién sobre el eje z, la corona, cuya carga total
viene dada por dq = 0, 2xrdr aporta Unicamente una contribucién diferen-

cial a la componente 7 del campo total . Si/ es la distancia de cada elemento
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de la corona a P; y @ el angulo entre dicha linea de unién y el eje OZ — se-
gun puede apreciarse en el diagrama 1.4 —, dicha contribucién de la corona

vendrd dada por:

dq
4req 12

z
l=v22+r2 y cosH:—2+ =,
V2 +r

dE; = cos 0,

siendo:

donde, integrando, resulta el campo en Pj:

£ (2) 0eZ foo rdr . O, z .
7) = — |l =2
! 2e0 \Jr (2 + ﬂ)% 2e0 /72 + R?

. Para obtener el campo electrostdatico debido al disco podemos aplicar la mis-

ma estrategia, integrando mediante coronas circulares. Se obtiene de nuevo:

dq
471'60 12

Z
l:\/12+72 Y Cosgzﬂ,
Z

donde, integrando ahora entre ¥ = 0 y r = R, resulta para el campo en P;:

Er(z) = 22 |1- —= |z
&) =5 ' VRl ®

. Campo electrostdtico total en P3 entre el plano y el disco. El campo resultan-

dE., = cosd,

siendo:

te en P3 se obtendrd aplicando el principio de superposicién para los dos
campos hallados en los apartados anteriores, pero cuidando de acoplar las

distancias al referencial de la figura:

Es(z) = E1(2)+Ea(z—d) = ¢ 25 O (d —z)

. Tipo de movimiento.
Aplicando la 2% Ley de Newton LF =m a, donde la fuerza sobre la particu-

la es combinacién de fuerza eléctrica — dada por F, = g E3Z —y la fuerza

de origen gravitatorio — cuya expresién en los ejes dados es F, = —mg 7.

La aceleracién la tomamos como:

= — 77— — [ A—
260 /72 + R 260 (d—2z)?+ R?

z
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7dv 7dvdz do

a=—=——=0—,
dt dz dt dz
Y, por tanto:
do
qE3;—mg = m—ov.
dz

Integrando la relacién diferencial anterior, se obtiene:

Lz/z [%Eg — g] dz = LD vdv.

Si, por ofra parte, no se tiene en cuenta la accién gravitatoria (%E3 > g),
puede integrarse directamente y se obtiene que:

LI sy

2q )

d e
2= L2 RS Va2 RS 4 R
meq 2 4

Conlos datos: 0 = 5-107""Cm? ; R = 1 mjd = 10 m; m = 10-6 kg;
q = 1uC, resulta:

o X

——[Z— (d—z)2+R2]

(ST

v = 1,937 ms™!

La particula cargada es acelerada hacia el centro del disco cargado, ya que
el campo electrostdtico creado por el plano cargado con el agujero circular,

es mayor que el campo electrostdtico que produce el disco cargado.
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1.2  Ley de GauB3 de la electrostdtica

La ley de GauB3 de la electrostdtica constituye una generalizacién de la
relacién entre el flujo del campo electrostatico y la carga eléctrica que lo
origina y que — para una carga puntual y superficie de control esférica —
ya obtuvimos en el apartado anterior.

Concepto generalizado de flujo del campo electrostdtico

En una regidn del espacio en que existe un campo electrostdtico producido
por una cierta distribucién de carga, llamamos flujo infinitesimal, d®, del
campo E através de una determinada superficie elemental dS, al producto
escalar:

d® = E -dS (1.13)

siendo d S un vector diferencial cuyo médulo es igual al drea del elemento
diferencial de superficie. En el caso de superficies curvas cerradas, su direc-
cion es la normal a la superficie en cada punto de la misma, en el sentido
que va desde el centro de curvatura de la superficie hacia el exterior:

dS=nds.
El flujo total a través de una superficie (abierta o cerrada) §, se obtiene

integrando la relacién anterior sobre todos los elementos de superficie. Por
ejemplo, para una superficie cerrada:

(Dszng“-d

S

Ll
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mv

d§

&3

Figura 1.5: Representaciéon del flujo elemental del campo electrostdatico creado por una

q

carga puntual a través de un elemento diferencial de superficie dS. El espacio que sub-
tiende el elemento desde el punto de vista de la carga ¢ es igual al diferencial de dngulo

sélido dQQ que define el elemento de superficie.

Flujo del campo electrostdtico producido por una carga puntual

Cuando el campo eléctrico es el originado por una carga puntual g situada
en el origen:

g ds .

r—2r-ﬁ),

dd =
471'60

donde, 71 - 7 = cos|¢], siendo ¢ el dngulo entre las direcciones normal a la
superficie y radial. Observamos, sin embargo, que:

r—zcos[¢] =dQ,

donde d(Q es el diferencial de dngulo sélido del elemento de superficie d S
(ver figura 1.5) medido desde la posicién de la carga en O y por tanto:

g #dﬂ.
4 eg

S

Dado que el dngulo sélido total de cualquier superficie cerrada que rodee

por completo O vale invariablemente ﬁdQ = 471, tenemos finalmente que:
S
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O = (1.14)

Aplicaciéon del teorema de Gau3 — Ostrogradsky al campo electrostdtico

La demostracién anterior admite una generalizacién cuya aplicabilidad se
extiende a distribuciones de carga arbitrarias en base al teorema de la di-
vergencia o también de Gaul3 — Ostrogradsky, que se desarrolla en el apén-
dice de teoria de campos. Recordando que, en general, si 7 es un volumen
delimitado por una superficie de contorno Sy F(r) es un campo vectorial,
univaluado, al menos una vez derivable y carente de singularidades en el
interior del volumen, entonces:

#ﬁ-di‘:ﬂfv-ﬁdr.

S T

Observamos que el teorema anterior se refiere a campos carentes de sin-
gularidades y este no es el caso para el campo dado por la expresion
1.6, que es singular en el “punto preciso”, donde estd localizada la carga.
Podemos resolver el problema extrayendo de 7 la singularidad mediante
un hueco esférico centrado en O y de radio 1 lo suficientemente pequefio
como para formar parte del volumen 7, creando de esta manera un hueco
esférico de radio rj.

Para caleular la divergencia del campo electrostdatico de una carga puntual
en el origen — dado por la expresién 1.6 — podemos recurrir a la expresion
del operador divergencia en coordenadas esféricas, ya que en dicho siste-
ma, el campo depende Unicamente de la coordenada radial. Teniendo en
cuenta (ver apartado sobre teoria de campos) la expre5|on en este sistema

del operador divergencia y que E = ER(R)R = mR
. 1 O(R’E 1 0(sinfEy) OE o(R*E
R OR Rsinf 00 op OR
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Figura 1.6: A la izquierda: Representacién del flujo que atraviesa el campo de un cuadri-
polo eléctrico (un conjunto neutro de cuatro cargas). El hecho de que la carga total que
encierra la superficie de contorno gaussiana es cero — y por consiguiente también el flujo
total —, se manifiesta en que el nimero de lineas de campo entrantes se iguala al nimero
de lineas salientes. A la derecha: En general para facilitar el célculo del flujo del campo
eléctrico a través de una superficie, S, se rodea la carga que origina el campo de otra

superficie situada dentro de la primera — S7 — formdndose una oquedad o volumen interior.

luego, aplicando el teorema de la divergencia al nuevo volumen con hueco
7’ que ahora posee dos superficies que lo delimitan S} (interior) y S = §

(exterior):
# E.d§=c1>1+q>=#v-1§ dr =0,

S1+S 7/

donde @ es el flujo total a través de la superficie exterior del volumen
original, 7, y @ es el flujo a través de la esfera—hueco interior de radio
ri.

Notemos que @ ya se determiné en el epigrafe anterior, puesto que repre-
senta el flujo del campo eléctrico para una superficie esférica que rodea
una carga en O; Onicamente habremos de tener cuidado con el signo, ya
que ahora la direccién hacia el exterior del volumen sefiala hacia O, asi:

q
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y dado que:
O +D=0
finalmente:
o-1,
€0

con lo que obtenemos una expresién formalmente equivalente a 1.14, pero
que ahora puede ser aplicada a distribuciones de carga arbitrarias y es
vdlida sea cual sea la geometria de la superficie S.

Aplicacién a distribuciones de carga arbitrarias

El argumento anterior se puede extender de inmediato a colecciones de
cargas discretas, g;, i = 1, .., N, ya que rige el principio de superposicién,
y por tanto la divergencia del campo total de todas las cargas sigue siendo
nula (salvo en las posiciones de las cargas); siguiendo el esquema del epi-
grafe anterior podemos asi construir huecos esféricos alrededor de cada
una de las cargas individuales. El flujo a través de la superficie exterior a t
seria el negativo de la suma de los flujos a través de los N huecos, es decir:

N
12 0
(D:— q':—,
60i=1 ! €0

donde Q es la carga total contenida en el interior de .

Por un proceso de paso al limite el argumento anterior puede extender-
se igualmente a las distribuciones de carga continuas. En este caso, como
se muestra a continuacién, el teorema de la divergencia permite ademds
establecer una relacién entre las derivadas del campo y el valor de la den-
sidad de carga eléctrica, p., es decir, permite expresar la relacién entre el
campo Y sus fuentes en forma de ecuacién diferencial.
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Ley 1.4

(Ley de GauB3 de la electrostatica)

Un volumen, 7, encerrado por la superficie S, rodea una cierta
cantidad de carga Q. Para hallar el flujo a través de S del campo
electrostdatico E que tiene su origen en dicha carga es vdlida la ley
integral de Gaul3 que establece que:

e

@:#E-d (1.15)
€o

S

il

Si tratamos con una densidad en volumen de carga determinada
por la funcién densidad de carga p.(r’), entonces, la carga total
contenida en el volumen cerrado 7 valdra:

) =ije(ﬁ) dr. (1.16)

Por otro lado, por el teorema de la divergencia:

-2 [ [ sy

dos integrales que siempre dan el mismo resultado, con indepen-
dencia de cémo escojamos el volumen de integracién. Ello sélo es
posible si los integrandos de ambas integrales son iguales, es decir,
si:

V.E (=dvE) =", (1.17)
€0

expresion que se conoce como ley de Gau3 diferencial .
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.
El campo desplazamiento eléctrico D

Mediante la definicién: S 5
D = ¢yE (1.18)

introducimos un nuevo campo llamado “desplazamiento eléctrico”. En el va-
cio, dicho campo supone Unicamente un cambio de escala y unidades con
respecto al campo electrostdtico E. Observamos que, en funcién de este
nuevo campo, el teorema de Gaul3 se enuncia como:

ﬁf)-a@:Q, (1.19)
S
o bien:
VD (=divD) = p,. (1.20)

Como veremos en el tema dedicado a los dieléctricos, es esta Ultima la forma
mds general del teorema de GauB3, y resulta ser vdlida también cuando
estamos en presencia de medios materiales. Por contra, la expresion 1.17
tiene validez Unicamente en el vacio o en medios sin efectos polares.

Ejemplos de aplicacién de la ley de Gaul3

Flujo alrededor de un conjunto de cargas que se neutralizan

Si alrededor de un conjunto de cargas que en total poseen carga nula
imaginamos una superficie S, el flujo neto del campo que la atraviesa vale
cero. Como ejemplo consideremos el cuadripolo eléctrico (ver figura 4.4).
Se observa que, por cada linea de campo que sale de dicha superficie
existe otra linea que enfra en ella para compensar el flujo saliente.
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Cdlculo del campo eléctrico de una distribucion de carga con simetria esfé-
rica

Imaginemos un volumen esférico de radio R en el que exista una distribucién
de carga que tuviese simetria esférica y carga neta total igual a Q. Sin
pérdida de generalidad, situemos su centro en O. Dado que la densidad
de carga sélo depende de la distancia del elemento al centro de la esfera,
es decir:

Pe(F) = pe(R), R <Ry,

y podemos suponer por simetria que también el campo posee simetria es-
férica, es decir:

E(F) = Er(R)R.

Tracemos ahora una superficie esférica S de un determinado radio, R (R >
R1), centrada en la distribucién de carga y que la contenga en su totali-
dad. El teorema de GauB3 y la propia forma del campo electrostdtico nos
permiten ver que:

®=2=#E-d§=4n15(1e) R?,
€0
S

de modo que,

Er(R) = 72—
R(R) = ———5.
4 €0 R2

La expresién obtenida es la misma que se dedujo para una carga puntual
situada en el origen de manera que el campo E de una distribucién de car-
ga con simetria esférica en puntos situados fuera de la propia distribucién
es el mismo que produciria una carga puntual situada en el centro de la dis-
tribucion y que contuviese la carga total de ésta. Este hallazgo nos resultard
otil al tratar, por ejemplo, con esferas cargadas en el tercer capitulo.
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Campo eléctrico de una distribucién de carga con simetria cilindrica

Siguiendo las ideas del epigrafe anterior, imaginemos ahora que la dis-
tribucidon de cargas tiene forma de cilindro de radio rj, indefinido y con
densidad de carga sélo dependiente de la distancia entre cada punto y el
eje del cilindro (simetria cilindrica).

Si establecemos una superficie de control cilindrica de radio r desde —z
hasta +z (y longitud 2z) alrededor de la distribucién y, dado que el cam-
po posee simetria cilindrica, podemos expresar E, utilizando coordenadas
cilindricas, como:

E=E.r)F,

siendo ahora 7 el versor radial en coordenadas cilindricas.

Siendo dS = r dz do 7 el elemento de superficie seglin su expresién en
coordenadas cilindricas planas (ver apéndice), el flujo a través de la super-
ficie de control vendrd dado por:

2w r+z
(D:J J E(r)rdzdo = E(r)r 2z 2z = Qe ,
0 -z

ya que en las bases del cilindro resulta que:

N

E(r)-dSpase = E(r) # - rdrde? = 0.

Definiendo una densidad de carga por unidad de longitud como 1, = % ,
resulta para el campo electrostatico a una distancia r(r > ry) :

Le
2rreg

E(r)

y en este caso el campo sélo decrece a razén de la inversa de la distancia
al eje de la distribucién. Este particular comportamiento asintético se debe
precisamente a la naturaleza indefinida de la distribucion a lo largo del
eje que la define, es decir, al hecho de que no podamos encerrarla dentro
de una superficie finita.
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Figura 1.7: Para el cdlculo del campo cerca de una distribucion plana indefinida se utiliza

un contorno gaussiano en forma de cilindro cuyo eje coincide con la normal al plano.

Campo eléctrico cerca de una distribucién indefinida de cargas plana y
uniforme e indefinidamente delgada (ldmina cargada indefinida)

Consideramos ahora una distribucién de cargas uniforme situada sobre una
Idmina de espesor nulo y densidad superficial de cargas o, = % Para
calcular el campo eléctrico a ambos lados del plano, situamos una superficie
de control — gaussiana — cilindrica cuyo eje es perpendicular al plano (dicha
direccién perpendicular coincide con el eje z), de radio r| y altura H.La
distancia de las dos bases del cilindro al plano donde estdn las cargas, es
la misma. (ver figura 1.7).

Puesto que la distribucién es uniforme y a efectos de carga todos los puntos
del plano son equivalentes el campo posee direccion perpendicular al plano
y su intensidad dependerd Unicamente de la distancia z al mismo:

E(F) = E(2)zZ,

de manera que sélo existe flujo a través de las caras superior e inferior de
la superficie cilindrica de control; tenemos entonces que:

® = 27r7E(z) = Q ,
€0

de modo que,

0] Oc

E(z) = —=— =%,
(2) 27[1’1260 2¢0
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El campo es por consiguiente independiente de la distancia a la ldmina.
El campo cerca de la superficie de un conductor plano o en el interior de
condensador de placas planas, que estudiaremos en capitulos posteriores,
son ejemplos particulares relevantes de este tipo de configuraciones de

carga.

|
Eiemplo 1.4 Las componentes de un campo electrostético son: £, = E, =0y Ey = by2,
donde b = SOON/Cm% en un sistema cartesiano tri—ortogonal O XY Z. Dado un

cubo de lado a cuyas caras se encuentran en los siguientes planos:

Cara 1 2 3 4 5 6
Plano | y=a |x=2a |y=2a |x=0|z=0|z=a

1. Caleular el flujo electrostatico que atraviesa cada una de las caras del cubo.

2. Determinar la carga eléctrica total, Q, en el interior del cubo.
Si en el centro del cubo anterior, hubiera situada una carga Q’, calcular de nuevo:
3. El flujo electrostatico que atraviesa la cara n° 5 del cubo.

Si ahora la carga Q' se situase en el vértice donde concurren las caras n° 1,4y 6
determinar de nuevo:

4. El flujo electrostatico a través de la cara n? 5 del cubo.

Solucién:
1. Flujo electrostdtico que atraviesa cada una de las caras. Dado que las ca-
ras son planas, el flujo electrostético @ creado en una determinada cara se
expresa como el producto escalar del campo electrostatico E que atraviesa

esa cara por el vector superficie de dicha cara S. En general, tenemos que:

O=E-S
E=by1y p —>®=>by2a’5 i
S = a%i

37



Capitulo 1. Electrostdtica

38

. Carga Q en el interior. Segin el teorema de GauBB @ = =

Asi, podemos calcular para cada cara:

Caral (y=a,n=-y) ®1—E~§1=—ba%
Cara2 (x=a,i=+%) @®y=E-S$H=0
Cara3 (y=2a,n=+y) O3 = E- §3 = \/qu%
Carad (x=0,Ai=—%) @®y=E- S =
Cara5 (z=0,n=—2) @5:E~§5:
Cara 6 (z=a,n =+Z) (I)6=E~§6=

y el flujo total serd:

® =0 =bai(v2-1)

0
€’
por consiguiente:

0 = egba? (v2 — 1)

. Si ahora situamos una cierta cantidad de carga Q' en el centro del cubo, el

nuevo flujo electrostdtico total que atraviesa las seis caras del cubo, valdrd,

segun el teorema de Gaul3:

_ ¢

€0

(I)/

La cara n° 5 es una cara del cubo y el flujo que la atraviesa es por simetria

igual a la sexta parte del flujo total , es decir:

. Sila carga Q' del apartado anterior estuviese situada en el vértice donde

concurren las caras n°1, 4 y 6, dicho vértice podria considerarse el centro de

un sistema de ocho cubos iguales de lado a. El flujo total a través de los ocho

"
8 cubos

octava parte del flujo total, es decir:

/
cubos serd: © = EQ—O. Luego el flujo a través de un solo cubo serd la

" /
" _ (DS cubos _ Q
cubo ) 8 €0
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El flujo obtenido en realidad atraviesa — de manera simétrica — sélo las caras
2,3y 5 (las caras 1, 4 y 6 coinciden en el vértice donde estd la carga Q y
producen un flujo nulo sobre las mismas). Por tanto, el flujo por una sola cara
serd la tercera parte del flujo por un cubo, por tanto, el flujo a través de la

cara n%5 sera:

" /
" _ (Dcubo _ Q

caraS — 3 24 €
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1.3 El potencial electrostatico V

Cardcter irrotacional del campo electrostdtico

-

De la expresién 1.6 para el campo que produce una carga puntual, £ =
ER(R)R, deducimos, teniendo en cuenta la expresién para el operador
rotacional (o rotor), que en coordenadas esféricas — ver apéndices — se
expresaria en general como:

R 0sinbE, OE, 6 0Egr O(RsinfE,) O(REy)

OER

( ) ( 1+ 2
R sinf 00 Jp ~ Rsin@" Op OR R OR

Y considerando que Eg sélo depende de Ry que E, = Eyp = 0 en todo
el espacio, se obtiene de inmediato que:

rotE=VxE‘=6.

En otras palabras, el campo electrostdtico de una carga puntual es irrota-
cional o conservativo, y — por el principio de superposicion y el cardcter
lineal del operador rotacional —, lo serd también el campo producido por
cualquier otra agrupacion de cargas estdtica. El cardcter irrotacional tie-
ne como consecuencia la existencia de la llamada, funcién potencial o —
sencillamente — potencial electrostdtico con arreglo a la siguiente:

00

).
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Ley 1.5 .
(Cardcter irrotacional de E)
El campo electrostdtico es irrotacional

VXxE=0, (1.21)

y, como consecuencia, existe una funcién potencial asociada,
es decir, una funcién escalar, que denominaremos sencilla-
mente potencial electrostdtico, V(r), de la cual se obtiene
el campo electrostdtico, mediante derivacién, en la forma:

E(f)=—-VV (1.22)

donde recordemos (ver apéndice) que, en cartesianas

V(x,y,z)y, VV = (%—Z, %—‘y/, %—‘Z/) En el caso del campo

eléctrico producido por una carga puntual g , el potencial V
depende Unicamente de la distancia a ésta y vale:
qg 1

V(r) = e (1.23)

Leyes de Poisson y Laplace

El operador laplaciano se define como la divergencia del gradiente de una
funcién vectorial. Aplicado a la funcién potencial, y teniendo en cuenta las
relaciones 1.17 y 1.22 obtenemos:

V2V =V (VV)= -V . E = - (1.24)
€
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relacién que se conoce como ecuacién de Poisson 2. La ley de Poisson es una
ecuacién en derivadas parciales de segundo orden que permite el cdlculo
del valor de la funcién potencial a partir de la forma de la distribucién de
carga en una determinada regién. Tratar de resolverla suele ser una de las
maneras mds directas de tratar problemas electrostdticos, ya que existe un
gran nimero de resultados matemdticos sobre ella ; por otro lado, el mismo
tipo de formulacién aparece en muchos campos de la Fisica y la Ingenieria:
fluidos, termodindmica, mecdnica de materiales, etc ....

En regiones del espacio en que no existen cargas (p, = 0), la ecuacién de
Poisson se transforma en la ecuacién de Laplace:

V2V =0. (1.25)

Estudiaremos ésta de manera mds exhaustiva en el tercer capitulo, que trata
del equilibrio electrostdtico.

Cdlculo del potencial de distribuciones de carga

Operar con potenciales conlleva ventajas prdcticas — al simplificarse nota-
blemente los cdlculos — y tiene también consecuencias importantes de natu-
raleza fundamental, pues éstos se hallan directamente relacionados, como
veremos, con los conceptos de energia y trabajo. En el caso de la funcién
potencial rige también el principio de superposicidn; segin este, el poten-
cial de una distribucion de cargas — continua o discreta — es igual a la
combinacién lineal del potencial de las cargas individuales, por tanto:

1. Potencial de una distribucién discreta de cargas ¢g; situadas en las
posiciones respectivas r;, siendoi =1,..., N :

N
. 1 gi
\% = 1.26
O = e LT -7 1

3Es frecuente utilizar también el simbolo “A "para denotar el operador laplaciano, con lo que

solemos encontrarnos la ley de Poisson en la forma:

AV = Pe

€e
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