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LOSNUMEROSEN LAANTIGUEDAD

La Matematica solo es familiar a minorias apa-
sionadas por €l razonamiento abstracto o por sus apli-
caciones. Su escasa popularidad contrasta con que la
Matematica sea el lenguaje de la Naturaleza, como
decia Galileo.

En las Ultimas décadas ha aumentado su popu-
laridad debido alainfluencia de lo digital en laforma
de calcular y de comunicarnos. Hace cincuenta afios
los empleados de banca eran expertos calculistas,
obligados por la ausencia del ordenador. No hace
mucho tiempo la mayoria de declaraciones de renta se
hacian manualmente y exigian desplazamiento fisico
para su entrega; ahora se suelen hacer por Internet.

El calificativo digital recuerda la palabra latina
digitus (dedo). Los dedos fueron uno de nuestros
primeros instrumentos de calculo. Desde hace més de
cinco siglos se utiliza €l sistema de numeracién
decimal que sdlo tiene diez simbolos diferentes, que
sonlosdigitos 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8y 9. Este sistema
es posicional, pues € valor de cada cifra depende del
lugar que ocupa y nos facilita una sencilla repre-
sentacion del conjunto N:={0,1,2,3,..} delos nlimeros
naturales, donde se puede hacer sin ninguna limitacion
las operaciones elementales suma y producto. La
necesidad de realizar las operaciones inversas llevé a
la construccion del conjunto Z:={0,+1,+2.+3,..} delos
nimeros enteros y del conjunto @ := L.ae Z,b e /d}
de los nimeros racionales, donde Z* es € conjunto de
nimeros enteros diferentes de 0. Los numeros
racionales se pueden representar por una parte entera
seguida de una parte decimal, que puede tener un

namero finito o infinito de cifras, que en el caso
infinito se repiten periédicamente.

El célculo de limites, necesario para la definicion
de radicales y funciones logaritmicas y trigonomeé-
tricas, obligd a la ampliacion del conjunto Q de los
nimeros racionales. Asi se obtuvo e conjunto R delos
nimeros reales, que se pueden representar por una
parte entera y otra decimal, cuyo nimero de cifras
puede ser finito o infinito, con o sin periodo. Sellaman
irracionales a los nimeros reales con representacion
decimal infinita y no periddica, donde hemos sido
redundantes por claridad. Finalmente, la necesidad de
encontrar entes cuyo cuadrado fuese un nimero nega-
tivo llevd a conjunto C de los nimeros complegos,
formado por nimeros de laforma a+bi, dondeay b
son nlimerosrealese i =/-1.

Las tecnologias digitales utilizan el sistema de
numeracion binario, pues como sblo utilizalos digitos
0, 1 es suficiente un soporte fisico susceptible de pre-
sentarse en dos estados, que cada uno representara a
uno de los dos digitos de este sistema. El sistema de
numeracion binario es posicional y cada dos unidades
de un mismo orden constituyen una unidad del orden
superior. Por tanto:

101001(2:1><25+1><23+1:41
—1x272 6_1,1_9
0,001001, =1x2*+1x2°= £+ gr= 2%
Cuaquier nimero puede representarse en el sistema
binario. Las sucesivas cifras de

+/2=1,0110101000001001.... ,
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ode

m =11,001001000011111.... ,

se abtienen por aproximaciones sucesivas.

Transformando tonos de grises, colores o fre-
cuencias de sonidos en secuencias de ceros y unos se
consigue grabar una conversacion o un espectaculo en
una sucesion de ceros y unos gque puede transmitirse a
velocidad de la luz. A esta tecnologia le acompafia €l
adjetivo digital.

El sistema de numeracion binario fue utilizado por
los egipcios para resolver el problema de la multipli-
cacion. Desde unos 3000 afios antes de Cristo com-
partieron la escritura jeroglifica con un sistema de
numeracion no posicional de siete cifras, sin cero, que
representaba las sucesivas potencias de 10 por figuras
(un palo vertical, un asa, un caracol, una flor de loto,
un dedo doblado, ...; un hombre con los brazos en alto
representaba un millon). La repeticion de cifras per-
mitié a los egipcios representar todos los ndmeros
naturalesy resolver el problemade sumar. El problema
de lamultiplicacion lo redujeron a duplicaciones suce-
sivas mediante la descomposicion uno de los factores
en suma de potencias de 2. Por g emplo, la descom-
posicién

41=1x2°+1x 2 +1

|a obtenian observando que

2°<41<2°
41-2°=9
2°<9<2*
y, finakmente, de
9-2°=1
deducian que
41-2°=2°+1

gue nos da laigualdad antes indicada:
41=2°+2°+1

Entonces la multiplicacion 37x 41 se puede hacer por
duplicaciones sucesivas asi:

37x41=37x(2°+2'+1)=
=3Tx2x2x2x2x2+
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Figura 1. Fragmento del Papiro Rhind copiado por Ahmes=
1650 a.C.

+37X2X2%X2+
+37.

En e papiro Rhind (Figura 1), que se conserva en
€l British Museumy fue copiado por el escribaAhmes
alrededor del 1650 antes de Cristo, se encuentran
muchas reglas de cdlculo y una coleccion de 84 proble-
mas, que demuestran la familiarizacion de los egipcios
con las fracciones y con el calculo de areas y
volimenes.

En Mesopotamia, y arededor del afio 2400 antes de
Cristo, los sumerios tenian un sistema de numeracion
posicional mucho més elaborado que €l egipcio, cuya
base era 60 y sin 0. Grabaron su cultura mateméticaen
tablillas de arcilla utilizando escritura cuneiforme. La
tablilla Plimpton 322 (Figura 2) es una de las més

Figura 2. Tablilla Plimpton 322 con ternas pitagdricas=
1800 a. C.
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célebres, pertenece a la época de Hammurabi (~1800
aC.), se conserva en la Universidad de Columbia y
contiene quince ternas pitagéricas, es decir quince
soluciones de la ecuacion x° + y* = 7%, lo que demues-
tra la familiaridad se los sumerios con el teorema
Ilamado de Pitégoras (582 a. C. - 507 a. C.), masde un
milenio antes de su hacimiento.

Los sistemas de numeracion de griegos y romanos
fueron afabéticos e inoperantes para calcular, o que
obligd a los astrénomos griegos a seguir utilizando el
sistema de numeracion posicional mesopotamico de
base sesentay a desarrollar instrumentos primitivos de
célculo, palabra que parece provenir del vocablo latino
calculi, que significa piedras. El instrumento de
célculo que més perdurd fue el dbaco.

El inoperante sistema de numeracion griego con-
trasta con que la cultura helénica produjera grandes
obras mateméticas de las que sblo mencionaremos
tres. Los Elementos (Figura 3), que se escribi6 arede-
dor del afio 300 a.C. por Euclides (~365 - ~275 a.C.),
profesor del Museo de Alegjandria. Consta de trece
libros dedicados a aprendizaje de la geometria, si bien
enloslibros VI, VI y IX Euclides expuso cuestiones
de divisibilidad. La Sntaxis matematica, escrita por
Tolomeo de Algjandria (~85 - ~165 d.C.), fue libro de
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Figura 3. Pagina 1 del libro sexto de los Elementos de Euclides
(=300 a.C)

referencia para los astronomos durante méas de mil
anos. Contiene una tabla de cuerdas de arco de medio
en medio grado, antecedente de la tabla de senos. Esta
obra se la conoce mas por su nombre araba,
Almagesto, que significa el mas grande. La
Arithmetica de Diofanto (~200 - ~284) que consta de
una coleccion de 150 problemas sobre propiedades de
los nimeros, que son tratados sin referencia a medidas
concretas. El problemamés célebreesel I1-8 relativo a
las ternas pitagéricas. Consiste en descomponer un
cuadrado de un ndmero natural en suma de dos
cuadrados de nimeros naturales. Su lectura suscito a
Fermat la conjetura sobre laimposibilidad de efectuar
dicha descomposicion con potencias n-ésimas, con
exponente n mayor oigua a3.

TRANSMISION A OCCIDENTE DEL
SISTEMA DE NUMERACION DECIMAL

El sistema de numeracion decimal que utilizamos
tienen su origen en la civilizacion india, cuyos
mateméticos elaboraron un sistema de numeracion de
base decimal con un signo distinto para cada uno de
los diez nimeros bésicos, incluido e cero, derivado de
un guarismo gue era un huevo de oca. Las otras nueve
cifras derivan delas cifras brahmi, con origen entre los
siglos tercero y segundo antes de Cristo. Aryabhata,
matemético y astronomo indio, escribié alrededor del
afo 499 la obra Aryabhatiya, que suministra abun-
dantes reglas de célculo, férmulas para progresiones
aritméticas, areas y volumenes y una tabla de senos,
mostrando su familiarizacion con el sistema decimal.
El célculo con nimeros negativos aparece un siglo
después en la obra de Brahmagupta (598-665).

Al califa de Bagdad Abdullah al-Ma mun (786-
833) debemos la traduccion al arabe de las obras
griegas a su alcance. Segun la leyenda, tomé esta
decision después de dialogar en suefios con
Aristoteles. Fue cofundador con su padre, e califa
Harun al-Rasid, de la Casa de la Sabiduria, heredera
cultural del Museo de Algjandria que hizo posible las
traducciones al arabe de los Elementos de Euclides y
del Almagesto, que es la denominacién &rabe de la
Sntaxis Matemética de Tolomeo, como seindico en €l
apartado anterior. Afios més tarde, Abu-I-Welfa (940-
998) tradujo del griego la Arithmetica de Diofanto.
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Figura 4. Pagina del libro Al-Jabr de Al-Khwarizmi (~790-
~850).

En la Casa de la Sabiduria trabajo Abu Jafar
Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (~ 790 - ~ 850)
(Figura5). Su libro De numero indorum (~ 820) con-
solidé las cifras indo-ardbigas, € cero, € sistema de
numeracion de posicion de base diez y sus reglas de
célculo. El texto original se perdié; la traduccion mas
antigua gque se conserva es del siglo XIl y procede de
la Escuela de Traductores de Toledo. La operatividad
del sistema de numeracién decimal permitié incre-
mentar la precision de los calculos, siendo un gjemplo
laaproximacion del nimero 7 = 3.1415926535358979
obtenida Al-Kasi (1380-1429), que era astronomo del
observatorio de Samarcanda. Otra obra de Al-
Khwarizmi es Al-Jabr (~ 830), de cuyo titulo derivala
palabra Algebra (Figura 4).

El Liber abaci (1202) de Leonardo de Pisa (1180-
1250) (Figura 6) ayud6 aimplantar €l sistemadecimal
indo-&rabe en Occidente. Leonardo de Pisa fue mas
conocido como Fibonacci por ser hijo de Bonaccio, un
mercader con negocios en el norte de Africa. Su
juventud en el mundo &rabe le familiariz6 con las
cifras indo-arébigas y le permitié estudiar los
Elementos de Euclides. Su Liber abaci no esta dedi-
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Figura 5. Muhammad ibn Musa Al-Khwarizmi (~790-~850).

cado al aprendizaje del dbaco, sino al del calculo con
las cifras indias, explicando € funcionamiento de las
operaciones, incluyendo las pruebas ddl 7, 9, 11, 13, la
divisibilidad, las proporciones y la resolucién de las
ecuaciones de primer y segundo grados. Contiene
reglas sobre compraventas y cambios de monedas.

Figura 6. Leonardo de Pisa (1180-1250).
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Leonardo de Pisa no uso la numeracion decimal en
las fracciones, que llegd con e matematico francés
Francois Viéte (1540-1603), facilitando el progreso de
la trigonometria y del célculo con logaritmos. Viéte
dedico dltimos afios de vida al estudio de las ecua-
ciones algebraicas, realizando importantes contribu-
ciones.

Por tanto, aprincipios del siglo XVII, el sistemade
numeracion indo-ardbigo estaba totalmente intro-
ducido en Europa occidental y con é se sabian repre-
sentar tanto los nimeros enteros como |os racionales.
Resultaban costosas en tiempo |as operaciones de mul-
tiplicar y dividir realizadas con nimeros atos, que
pronto se verian en gran parte aliviadas mediante la
invencion de los logaritmos.

John Napier (1550-1617) fue e introductor de los
logaritmos en su obra Mirifici logarithmorum canoni
descriptio (1614) que le llevd més de veinte afios de
trabajo. Los logaritmos aplicados alos términos de una
progresion geomeétrica la convierten en una progresion
aritmética, permitiendo asi transformar productos en
sumas y cocientes en diferencias. Napier popularizd
asimismo €l uso de un punto para separar las partes
entera y decimal de los nimeros. También acufio la
palabralogaritmo —compuesta de | as pal abras griegas
logos (razdn) y arithmos (nimero)

Henry Briggs fue e primer Savilian Professor de
Geometria de la Universidad de Oxford y le debemos
una modificacion de la definicion de Napier de los
logaritmos, que dio origen a los logaritmos de base
diez. Recordemos que y=logx significa que x=10"
En 1624 Briggs publico sus tablas de logaritmos con
catorce cifras decimales, popularizando los nombres
de caracteristica y mantisa para designar las partes
enteray decimal del logaritmo de un nimero.

La opinién del astrénomo Johannes Kepler (1571-
1630) de que la invencién de los logaritmos multi-
plicaba por dos la vida de los astrénomos, a permi-
tirles doblar el nimero de célcul os que eran capaces de
hacer, era compartida en otras ramas de la ciencia, 1o
gue motivé € trabajo de muchos calculadores del siglo
XVII para obtener tablas de logaritmos fiables y de
gran precision, lo que dependia del niUmero de deci-
mal es obtenidos.

Las tablas de logaritmos facilitaron la composicion
de tablas precisas de funciones trigonométricas (senos,
cosenos, tangentes) asi como la resolucion de trian-
gulos planos y esféricos, 10 que permitié elaborar
cartas de navegar precisas con indicacion de longi-
tudes y latitudes que mejoraron la seguridad de los
vigiesaAmeérica

AUTOMATIZACION DEL CALCULO

Laoperatividad del sistema decimal de numeracion
permitié nuevos desarrollos fisico-mateméticos, que
permitieron abordar problemas mas complicados. La
complejidad creciente de los célculos matematicos
puso de manifiesto lainsuficiencia del calculo manual
apoyado en tablas logaritmicas y trigonométricas, 1o
gue llevd al desarrollo de maguinas que realizaban los
cél cul os autométi camente.

Blas Pascal (1623-1662) ided a los 18 afios una
méaquina que representaba los nimeros por ruedas den-
tadasy permitialaadiciény lasustraccion. Selallamé
Pascalina y en pocos afios se vendieron cincuenta de
estas méguinas. Fue una gran ayuda para su padre que
era recaudador de impuestos. Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) mejord la Pascalina disefiando
una méquina capaz de redlizar las cuatro operaciones
decimales, que no se comerciaizd por ser de cons-
truccion més compleja

Cuando comenzabalaterceradécadadd siglo XIX,
el matemético inglés Charles Babbage (1791-1871)
pensd en la necesidad de una maguina para la con-
feccién automética de tablas, evitando la gran cantidad
de errores de las tablas mateméticas impresas. Durante
sus once afios en la cdtedra Lucasiana de Mateméticas
en la Universidad de Cambridge disefi6é dos tipos de
maguinas de calcular: la maguina de diferencias y la
maguina analitica.

La méaquina de diferencias estaba basada en el
método de las diferencias finitas. S6lo pudo ensamblar
la décima parte de las piezas previstas por la retirada
del apoyo del gobierno britanico. La parte ensamblada
funcioné perfectamente. Babbage (Figura 7) meoré
el proyecto de la méaquina de diferencias (Figura 8)
con un nuevo disefio encargado por € Museo de la
Ciencia de Londres; se construy6 entre 1985 y 1991,
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Figura 7. Charles Babbage (1971-1871).

su peso fue de tres toneladas y funcioné a la per-
feccion, aunque la impresora no fue construida para
abaratar |os costes.

Babbage proyect6 también unamaguina de calcular
gue € ecutaria automati camente drdenes contenidas en
tarjetas perforadas. Se inspiré en ideas del mecanico
Joseph-Marie Jacquard, quien en 1801 utiliz6 tablillas
perforadas de madera paralarealizacion automéatica de
dibujos en telas, disefiando un telar que tejia los
dibujos autométicamente mediante las érdenes alma-
cenadas en las tarjetas. Babbage apellidd a su maquina
analitica'y no la pudo construir al negarsele el apoyo
financiero. La méaquina analitica tenia un dispositivo
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Figura 8. Reconstrucciéon de la maquina de diferencias de
Babbage.

Figura 9. Ada Augusta Byron (1815-1852).

de entrada y salida (input- output), una serie de
engrangjes agrupados en dos partes, que actuaban
independientemente y que fueron el precedente de la
memoria 'y del procesador de los ordenadores moder-
nos, y un mecanismo para imprimir los resultados.
Babbage cont6 con la ayudante de investigacion Ada
Augusta Byron (1815-1852) (Figura 9), hija de Lord
Byron, quien afirmaba que la maquina analitica tejera
motivos algebraicos exactamente igual a como los
telares de Jacquard tejen flores y hojas. Ademas
elaboré instrucciones codificadas en tarjetas per-
foradas para la introduccién en la maquina analitica,
cuando pasase del disefio a la realidad. En la Expo-
sicién Internaciona de Londres de 1862 sblo se pudo
exhibir su magueta ante la imposibilidad de encontrar
financiacién, panorama que cambié en el siglo si-
guiente, cuando los gobiernos de los paises desarro-
Ilados destinaron mucho dinero para la construccion
de grandes méaquinas de calcular.

La ideas contenidas en la maguina analitica de
Babbage sugirieron al ingeniero y estadistico Hermann
Hollerith utilizar tarjetas perforadas para codificar las
letras del alfabeto y los digitos por secuencias de per-
foraciones. En 1896 fund6 la empresa Hollerith's
Tabulating Machine Company, que se dedicé a la
comercializacion de maguinas de calculo que tenian
como base las tarjetas perforadas. Estas maguinas se
utilizaron en la elaboracion del censo de los Estados
Unidos en 1890 y en 1900. Su compafiia se fusiond
con otras dos y desde 1924 se denominé IBM
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Figura 10. John von Neumann (1903-1957) junto a una parte
del ENIAC.

(International Business Machines). En 1943, IBM
construyd la magquina ASCC (Automatic Sequence
Controlled Calculator), conocida como Harvard Mark
|. Era una calculadora esencialmente mecanica, pero
utilizaba relés y embragues accionados por elec-
troimanes que, en gran parte, realizaba el suefio de
Babbage. Pesaba cinco toneladas y podia calcular
tablas de funciones trigonométricas, de logaritmos, de
funciones exponenciales, etc. Las 6rdenes eran intro-
ducidas mediante tarjetas perforadas. Su construccién
fue consecuencia de un proyecto entre laempresa |lBM
y la Universidad de Harvard, a través de su fisico H.
Aiken, gue conocia bien |os trabajos de Babbage.

A partir de 1940, &l gobierno de los Estados Unidos
inicio la preparacion de personal cientifico orientada a
su posible intervencion en la Segunda GuerraMundial,
confiando su direccion cientifica a los mateméticos
John von Neumann (1903-1957) (Figura 10), del
Ingtituto de Estudios Avanzados de Princeton, y a
Norbert Wiener (1894-1964), del Instituto de
Tecnologia de Massa-chussets (MIT). Pero el aumento
de las necesidades de célculo a medida que avanzaba
la guerra motivé contratar con la Escuela Moore para
la construccion del ENIAC (Electronic Numerical
Integrator and Computer) (Figura 11), méaguina elec-
tronica, precursora de los primeros ordenadores. Se
terminG en 1945, siendo su principal usuario inicial el
Laboratorio de Investigacion Balistica

El ENIAC tenia unos 18.000 valvulas de radio y
unos 1.500 relés telefénicos. Pesaba 30 toneladas y
debia ser reparado continuamente, pues, por término

medio, cada diez minutos se fundia una vévula. Su
lector de tarjetas perforadas leia 2 tarjetas cada
segundo. Después de la Guerra, e ENIAC se empled
en computacion cientifica. Funciond diez afios vy,
probablemente, realizO més célculos que toda la
humanidad hasta entonces. Dedico 70 horas de su
trabajo a facilitarnos 2000 digitos del nimero w. Sus
padres, los fisicos J. Presper Eckert (1919-1995) y
John William Mauchly (1907-1980), fundaron en 1947
laprimera compafiainformaticade la historia: Eckert-
Mauchly Computer Corporation (EMCC), que comer-
cializd el UNIVAC (Universal Automatic Computer),
gue fue e primer ordenador comercializado y que,
siguiendo una idea de von Neumann, incluia pro-
gramas para almacenamiento de datos.

El disefio de los ordenadores estaba préacticamente
terminado. Luego llegaron las mejoras técnicas que
tienen nuestros ordenadores y superordenadores. En
1947, los Bell Telephone Laboratories, fabricaron los
primeros transistores, que reemplazaron alas vélvulas
y supusieron menor tamafio y consumo de corriente
con unavidamediacasi ilimitada. El Premio Nobel de
Fisicade 1956 fue para susinventores, W.B. Shockley,
J. Bardeen y W.H. Brattain. A finales de los afios cin-
cuenta, J. Kilby y R.N. Noyce consiguieron integrar
todos los constituyentes de un circuito electronico en
la superficie de un chip, naciendo los circuitos inte-
grados. En 1970, Intel fabricod € primer microproce-
sador. En €l afio 2000, J. Kilby recibié el Premio Nobel
de Fisica por su invencion del chip, compartido con Z.
Alferov y H. Kroemer, quienes fueron premiados por

Figura 11. El ENIAC (Electronic Numerical Integrator and
Computer).
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sus trabajos en optoelectronica, desarrollando la tec-
nologia que hace posible la transmision de sefiales por
cable defibra éptica.

CODIGOS CORRECTORESDE ERRORES

Lainformacién se ailmacena digitalmente, es decir
en largas secuencias de ceros y unos, susceptible de
enviarse a largas distancias a velocidad de la luz. Un
pequefio error en el cambio de un O por un 1 durantela
transmision puede provocar la pérdida de una valiosa
informacion.

En los afios 1940, los Bell Telephone Laboratories
crearon un centro de investigacién matemética para la
prevencion y correcciéon de errores producidos en la
transmision de sefiales digitales. Entre los primeros
matematicos contratados por los laboratorios Bell se
encontraban R.W. Hamming (1915-1998) y C.
Shannon (1916-2001).

Hamming pensd completar bloques de bits antes de
su transmision con bits adicionales, de tal forma que
los posible errores de transmision pudieran ser detec-
tados e incluso corregidos por la fuente receptora.
Sugirio la utilizacion del bit de paridad para detectar
errores, consistente en afiadir a cada palabra un bit adi-
ciona igual alasumamaodulo 2 de los siete bits ante-
riores. Si en la transmision de la palabra completa a
ocho bits se produce error entonces la méaquina
receptora detectara que hay un error al no cumplir esta
condicion de paridad, es decir que la suma médulo 2
de los siete primeros bits coincida con € octavo bit
anadido. El bit de paridad no dice cual es el bit

erroneo, lo que llevdé a Hamming en 1950 a afadir
cuatro bits adicionales que posibilitan la deteccién del
bit erréneo cuando se produce un solo error en latrans-
misién. Vamos a explicarlo con un gjemplo. Imagine-
Mos que se desea transmitir la palabra de 7 bits

d,d,d,d,dyd,d, = 0110101

Se trasladan los digitos de esta palabra a las columnas
gue no sean potencia de 2 de la matriz 4x11 de la
tablal. Laposicion de unacolumnacon digito no nulo
se escribe en columna en esa misma columna, previala
transformacion de la posicién a base dos, por ejemplo
se puede observar que el digito d, no esnuloy que esta
situado en la columna 5, siendo en e sistema binario
5=1x2°+0x2'+1x2°. Pues bien, se indica que €
digito d, no es nulo escribiendo en la columna 5 los
anteriores coeficientes de la representacion binaria del
ndmero 5.

Las sumas médulo 2, de los elementos de cada fila nos
da p, p, Py, P, =1,0,0,0. Estos digitos se escriben en
las columnas que son potenciade dos, como seenenla
tablall.

En estas Ultimas columnas se repite el proceso hecho
con las demas columnas, resultando, por ejemplo, que
como p,=1 es n nulo, estd en la columna 1y la
expresion binariade 1 es:

1=1x2°

se escriben los coeficientes de esta representacion
binaria en la primera columna. Nos quedara la matriz
gueseveenlatablalll.

Es evidente que la suma médulo 2 de los elementos de
cadafiladara0. El nimero que se transmite es

Tabla |
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p=1 p,=0 p;=0 d,=1

d,=0 | p,=0 d,=0

Tabla Il

p.p,,d,, p,,d,d.,d,, p,,ds,dg,d, =10001100101

Veamos ahora su utilidad: si se comete un error en la
transmision de este nimero, y se cambia, por emplo,
€ ultimo digito por 0, entonces el receptor al recibir €
nimero erréneo formara la matriz y obtendra latabla
V.

Lasumamaodulo 2 de susfilasda1,1,0,1, que, como es
obvio, son las componentes de la columna d; cuando
era correcta. Por tanto, latransformacién

1x2° +1x2'+0x 2% +1x2%=11

nos indica la columnaen la que se cometi6 un error en
la transmision. El cambio del digito de esa columna
resuelve el problema. Este codigo de correccién de
errores es de tipo lineal, pues genera dos matrices, la
matriz generadora del cédigo, que en el ggemplo seria
lamatriz 4x11 y matriz de control que en el gjemplo
es lamatriz obtenida a sumar médulo 2 lasfilas de la
matriz generadoradel codigo. Lamatriz de control con

una sencilla transformacién nos indica el digito
erroneo.

Hay muchos otros codigos de correccidn de errores.
Los codigos de repeticion consisten en repetir digitos.
Si se triplica cada bit antes de su transmision y se
recibe una secuencia de la forma 111, la méaquina la
interpretara como correcta. Pero si se recibe una
secuencia de laforma 001, es seguro que se habra pro-
ducido algun error. Puesto que es mas probable que la
secuencia correcta sea 000 que 111, podremos pro-
gramar la méaquina para que corrija el bit que es més
probabl e que esté equivocado; en este caso, lamaquina
cambiaralapalabra 001 por la palabra 000. Cadabit de
informacion se completa con dos bits de control; este
codigo de repeticion triple es capaz de corregir un
error en cada blogue de tres bits, pero triplica el coste
delatransmision.

Los codigos correctores de errores han tenido un
papel destacado en los vigjes espaciales, donde un

p=l | p,=0 | d=0 [ p;=0 | d,=I

p,=0 d.=1 d.=0 d.=1

Tabla lll
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p=1 p,=0 ps=0

d, =1

p:=0

Tabla IV

error de transmision puede ocasionar la pérdida de
importantes datos cientificos. Por ejemplo, codigos
disefiados por 1.S. Reed y D.E. Muller en 1954 se uti-
lizaron en 1972 para la transmision de fotografias en
blanco y negro de Marte cuando llegé la nave espacial
Mariner 9. Los codigos disefiados por M. Golay en
1948 estaban basados en teoria de gruposy fueron uti-
lizados en 1979 y 1981 para la transmision de
fotografias en color de Jupiter y Saturno por el
Voyager.

LA SEGURIDAD EN LA TRANSMISION EN
LARED

El origen de la criptologia, arte de transmitir un
mensgj e cifrado para que sdlo pueda ser entendido por
el destinatario, es tan antiguo como la humanidad,
pues el hombre siempre ha sentido lanecesidad de pro-
teger mensgjes de posibles espias. Por Internet, por
gemplo, se envian diariamente grandes cantidades de
datos que necesitan tratamientos criptogréficos

Seguros.

En los métodos de clave privada, € emisor y €l
receptor acuerdan la clave de cifrado. EI emisor aplica
la clave a mensgje digital que desea enviar, lo que
supone que no envia la secuencia de unos y ceros que
digitaliza su mensaje sino otra secuencia, llamada
mensgje cifrado, que es la recibida por el receptor,
guien no tiene més que aplicar la clave inversa para
recuperar asi €l mensgje original, operacion que se
Ilama descifrado. EI momento del intercambio de la
clave es inseguro, pues €l espionaje intentara siempre
hacerse con laclave.

En 1976, W. Diffie y M.E. Hellman propusieron
hacer publica la clave de cifrado. Su idea es hacer
publica una o varias claves con las cuales cuaquier
emisor puede enviar informacion cifrada al receptor,
gue puede ser Hacienda, un banco o una entidad
comercial. La seguridad estriba en que solo ese
receptor debe disponer de una clave adiciona con la
gue poder descifrar con facilidad € mensgje. Veamos
un ggemplo conocido como método RSA.

Laclave publica estaformada por dos nimeros, Ny
a, determinados asi:

N es e producto de dos nimeros primos p y q,
esdecir N=pxq.

a es un divisor de la sumade 1 méas un multiplo
de(p-1)x(g-1) esdecir:

axb=l+m(p-1)(g—-1}

El nimero b de laigualdad anterior es la clave
adicional que sdlo debe conocer € receptor y
gue le permite descifran el mensaje dado que s
H es menor que N

H""(mod N )= H

Por tanto, €l cifrado y descifrado se hace asi:

El mensgje a trasmitir es digital, por lo que se
trata de un nimero H escrito en base dos, que,
para facilitar esta exposicién, podemos pensar
gue esta escrito en base decimal.

El emisor envia e nimero V resultado de la
siguiente operacion:
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H*(modN )=V

e  El receptor descifrael mensaje recibido median-
te la transformacion:

V' (modN)=H

La seguridad del cifrado RSA depende de la difi-
cultad de descomponer el entero N en factores primos.
Por tanto se deben elegir dos nimeros primos muy
grandes cuyo producto serd el nimero N. Vamos a
indicar un ejemplo, que no se podria aplicar en la
préctica por ser pequefios 10s nimeros primos uti-
lizados, renunciando a la seguridad por facilitar su
comprension y tratarse de un gjercicio didactico.

Los nimeros primos p 'y g son 61y 53, por lo que

N =61x53=3233.
El mditiplo elegido de (p—1)x(g—1)=60x52=
3120 es
3120x15 = 46800

Finalmente, el nimero
1+ 46800 = 46801
se descompone en producto de dos factores
46801=17x2753
que nos dalos nimeros a=17 y b= 2753.

Para enviar el numero H =123, cifrado con el
método RSA, se efectliael célculo

1237 (mod 3233)=855

y se envia el nimero 855, que lo recibird el receptor y
lo descifrard asi:

855" (mod3233)=123

recuperando € nimero que el emisor deseaba comu-
nicar.

Es pues claro que € cifrado RSA es mas seguro en
cuanto resulte més dificil descomponer N en un pro-
ducto de nimeros primos, por lo que interesa selec-
cionar dos nimeros primos p y g muy grandes cuyo

Figura 12. Peter Shor (1959- ).

producto nos dard el nimero N, puessi N tuviese unas
30 cifras y se intentase factorizar por divisiones suce-
sivas hasta su raiz cuadrada se tardarian 8000 horas
con un ordenador capaz de realizar un millén de divi-
siones por segundo. No obstante, este resultado no
debe hacernos sentirnos totalmente tranquil os respecto
al tema de la seguridad en la red, pues hay diversos
algoritmos de factorizacion muchisimo mas répidos,
como los de Fermat-Pollard (1974), Brilhard-Morrison
(1975), de H.W. Lenstra (1985), o los métodos de
criba, que reducen mucho la duracion de la factori-
zacién de un nimero en ordenadores de sobremesa, y
gue, afortudamente, son poco conocidos por |os piratas
informaticos. En 1997, Peter Shor (Figura 12) disefid
un algoritmo para la factorizacion de enteros en pro-
ducto de nimeros primos en tiempo polinémico, caso
de que su implementacién pudiera realizarse en un
ordenador cuantico. Este resultado implica que €l
método de cifrar mensagjes RSA dejara de ser seguro en
cuanto los ordenadores cuanticos sean una realidad
fisica, pues entonces la factorizacion de un nimero
grande se podra hacer en muy poco tiempo.

La idea fundamental del método RSA, utilizar una
funcion que sea poco costosa en tiempo de com-
putacion para el cifrado del mensaje, pero que su
funcion inversa sea muy costosa en tiempo de com-
putacién, a menos que se disponga de unainformacion
adicional, subyace en los criptosistemas de clave
publica, como el de T. EIGamal (1985) basado en el
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criptosistema del logaritmo discreto y el de A.J.
Menezes y S.A. Vanstone (1993) basados en la arit-
meética de las curvas elipticas.

BIBLIOGRAFIA

1. Bayer, Pilar: ¢Para qué sirven hoy los nimeros? en
Horizontes Culturales. Real Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales. Real Academia de
Ciencias Exactas, Fisicasy Naturalesy Espasa Calpe
(2002) . ISBN: 84-670-0132-2. Paginas 87—-107.

2.  Boye, Carl B.: Historia de la Matematica. Alianza
Editorial, 1999.

3. Cardwell, Donad: Historia de la tecnologia. Alianza
Universidad, 1994,

4. Flegg, Graham: Numbers Through the Ages. The
Open University. MacMillan, 1989.

5. Garcia Barreno, Pedro (editor): La Ciencia en tus

10.

12.

Manos. Espasa Férum. Espasa Calpe, 2000.

Ifrah, Georges. Historia Universal de las Cifras.
Espasa Férum. Espasa Calpe, 1997.

Morgan, Samuel, P: Richard Wesley Hamming
(1915-1998). Notices AMS, v. 45, n. 8, 972-982
(1998).

Perera Dominguez, Manuel: ENIAC, mateméticas y
computaciéon cientifica. La Gaceta de la Real
Sociedad Mateméatica Espafiola, v. 2, n. 3, (1999)
495-518.

Shor, Peter: Polynomial-time algorithms for prime
factorization and discrete logarithms on a quantum
computer. SAM Journal of Computing 26, 1484-
1509 (1997).

Singh, Simon: Los cédigos secretos. Pequefia gran
historia. Editorial Debate, 2000.

von Neumann, John: El ordenador y el cerebro. Bon
Ton, 1958.

Yan, Song Y.: Number Theory for Computing.
Springer, 2000.



