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RESUMEN

En la actualidad el uso de los materiales compuestos es cada vez mas
comun, las aplicaciones en campos muy especificos de alta precision
necesitan modelos de calculo capaces de predecir el comportamiento de
estos materiales y conseguir un disefio de sus piezas que se adapte a las
caracteristicas que se busca.

En concreto para obtener resultados razonables en las piezas laminadas es
necesario utilizar un modelo de placas laminadas que incorpore tanto las
tensiones en el plano como las interlaminares. Entre todos los modelos
multicapa que satisfacen este requisito dentro de los modelos de placas
consistentes de Reddy se ha elegido el de cinematica variable que permite
interconectar directamente estos elementos con los de capa Unica
equivalente como los FSDT. Este aspecto los hace especialmente
interesantes para el analisis de piezas laminadas.

En este proyecto se implantara en un programa de elementos finitos un
elemento de placas laminadas basado en el modelo de placas consistentes
de cinematica variable de Reddy y se validara mediante ejemplos regidos
en la bibliografia.

Palabras clave: Método de Elementos Finitos, Teoria de cortadura de
primer orden, modelos placa consistente.
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ABSTRACT

Currently the use of composite materials is increasingly common,
applications in very specific fields of high precision needed computational
models capable of predicting the behavior of these materials and get a
design of your pieces that suit the characteristics Wanted.

Specifically to obtain reasonable results in the laminated pieces is necessary
to use a laminated plate model that incorporates both the stresses in the
plane as the interlaminar. Among all layerwise models that meet this
requirement within plates consistent models Reddy has chosen the kinematic
variable that allows these elements interconnect directly with single layer
equivalent as FSDT. This aspect makes them particularly interesting for the
analysis of laminated parts.

This project will be implemented in a finite element program an element of
laminated plates based on the model of consistent variable kinematics plates
Reddy and governed validated by examples in the literature.

Keywords: Finite Element Method, First Shear Deformation Theory,
Layerwise Models.
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RESUM

En l'actualitat I's dels materials composts es cada volta mes comu, les
aplicacions en camps molt especifics d'alta precisié necessiten models de
calcul capacos de modelar adequadament el comportament d'estos
materials i aconseguir un disseny de les seues peces que s'adapte a les
caracteristiques que se busca.

En concret per a obtindre resultats raonables en les peces laminades es
necessari utilitzar un model de plaques laminades que incorpore tant les
tensions en el pla com les interlaminars. Entre tots els models multicapa que
compleixen este requisit dins dels models de plaques consistents de Reddy
s'ha elegit el de cinematica variable que permet conectar directament estos
elements en els de capa unica equivalent com els FSDT. Este aspecte els
fa especialment interessants per al analisis de components laminats.

En este projecte s'implantara en un programa d'elements finits un element
de plagques laminades basat en el model de plaques consistents de
cinematica variable de Reddy i se validara mediant eixamples regits en la
bibliografia

Paraules clau: Métode d'Elements Finits , Teoria de tall de primer ordre ,
models multicapa.
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Capitulo Uno

MOTIVACION Y
OBJETIVOS

1. MOTIVACION Y OBJETIVOS

El departamento de ingenieria mecanica de la universidad politécnica de
Valencia dispone actualmente de un programa de elementos finitos que
tiene implantado el modelo de placas consistentes de Kimpara.

El programa también tiene implementado un modelo basado en la Teoria de
Deformacion a Cortadura de Primer Orden conocido como FSDT (de sus
siglas en inglés) que sirve para realizar el célculo en las partes del laminado
donde no es necesario utilizar un modelo tridimensional. El modelo de placas
de Kimpara permite calcular con suficiente aproximacion en las zonas en las
que el modelo FSDT no es adecuado y ademas esta preparado para el
estudio de delaminaciones puesto que permite desconectar las laminas con
facilidad con el modelo FSDT.

En este trabajo se quiere completar el modelo de placas actual
implementado en el programa del departamento con un modelo de placas
consistentes donde sea mas facil conectar con elementos placa FSDT asi
poder utilizarlo en problemas de adaptacion del modelo.
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Uno de los modelos que permite variar facilmente el orden de los campos
de desplazamientos y conectar con mas facilidad los elementos de primer
orden es el modelo de cinematica variable de Reddy, el cual se ha elegido
en este trabajo y se explicara e se implementara a lo largo del mismo.

Por lo tanto, el objetivo final de este trabajo es implementar este modelo de
cinematica variable de Reddy e integrarlo en el programa MEF de placas del
departamento de la universidad, ademas de brindar la posibilidad de
combinar ambos tipos de modelos de placas consistentes dentro del mismo
problema.

Aprovechando que el departamento dispone de un programa de
postproceso de elementos finitos, GID, también se pretende implementara
un recurso del programa para poder representar los resultados de los
analisis de laminados con el modelo de placas consistente de cinematica
variable en este programa.
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INTRODUCCION

2. INTRODUCCION

El uso de materiales compuestos ya es algo muy comun en nuestros dias
debido al amplio abanico de posibilidades que nos ofrecen pudiendo
conseguir el diseio un material con las caracteristicas mecanicas que mas
se ajusten a nuestras necesidades, como por ejemplo materiales con una
elevada resistencia y a la vez muy ligeros, o materiales que se deformen
como marque nuestro disefio.

La aplicacion mas comun para los laminados, o componentes fabricados con
placas de materiales compuestos, son las aplicaciones estructurales donde
se aprovechan sus grandes propiedades mecanicas como su alta rigidez y
resistencia especifica, la resistencia a la fractura y a la fatiga, superando al
comportamiento de muchos materiales utilizados mas comunmente como el
acero o el aluminio.

Gracias a los avances en el campo de los materiales se pueden crear
materiales ortdtropos utilizando diferentes compuestos de fibra-matriz, estos
materiales se pueden acoplar en diferentes capas o laminas dada una con
una orientacion de fibra diferente pudiendo llegar a crea un material que se
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adapte al comportamiento mecanico que requiera nuestro disefio. Esto nos
otorga una gran libertad de disefio para cualquier tipo de aplicacion.

Figura 1.1: Ejemplo de laminado.

Para poder conocer el comportamiento que tendra un laminado concreto es
necesario crear un modelo de calculo que se ajuste lo maximo posible a su
comportamiento real.

La teoria clasica de laminados (TCL) y el modelo FSDT son modelos simples
que se pueden utilizar en el calculo de laminados, son capaces de predecir
el comportamiento del laminado, su resistencia y rigidez. Sin embargo,
puesto que son modelos bidimensionales en los que cada lamina se
encuentra en un estado de tension plana, no siempre son adecuadas para
reproducir el comportamiento de algunos componentes como consecuencia
de la apariciéon de los denominados efectos de borde. Estos efectos puede
que no sean muy importante en cuanto al calculo del laminado de forma
global, pero se tienen que tener en cuenta a nivel local.
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2.1. Efectos de borde y espesor.

Figura 1.2: Laminado de capas cruzadas simetrico.

Si la unién entre las capas es perfecta la deformacion trasversal del
laminado tiene que ser uniforme. En el ejemplo de la figura 1.2, un laminado
cruzado simétrico cuyas capas son del mismo material y que esta sometido
a una carga por unidad de anchura Ny, si las laminas no estuviesen unidas,
las deformaciones en el borde del laminado serian las que se muestran en
la figura 1.3 debido al coeficiente de Poisson.

Borde del laminado p

Z [

0o |

g0° e |
| o0 ]
I o | |

Figura 1.3: Deformaciones del laminado (1.2) sin unién entre capas.

Puesto que las laminas de un laminado real si estan unidas, existe una
continuidad de desplazamientos, tal como se muestra en la figura 1.4.
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Figura 1.4: Deformaciones del laminado (1.2) con unidén entre capas.

Como se puede ver, la restriccion de desplazamientos genera un cambio en
el estado tensional, creando unas tensiones adicionales de traccion y
compresion para contrarrestar esta restriccion.

La TCL es capaz de conseguir un Ny correcto en el borde del laminado, pero
no es capaz de conseguir que las tensiones en la direccién Y sean nulas en
el borde, aunque consigue corregir este efecto promediando las tensiones
en el espesor del laminado y asi permite alcanzar el equilibrio global del
laminado, aunque no lo estén cada una de las capas que lo forman. La unica
forma de equilibrar el borde libre es que exista una distribucién de tensiones
adicional cerca del borde libre que no considera la TCL y que se muestra en
la figura 1.5.

Para que las capas del laminado estén en equilibrio se necesita un estado
tensional tridimensional donde existan tensiones tangenciales
interlaminares encargadas de transferir los esfuerzos entre las laminas, y
una distribucion de tensiones en el Z que evite los giros debidos a estas
tensiones interlaminares, consiguiendo asi una resultante nula, tal como se
observa en la figura 1.6.
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Figura 1.6: Tensiones interlaminares.
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Traccion
v/b
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Compresion

Figura 1.7: Distribucién de tensiones normales interlaminares cerca del
borde.
La distribucion de tensiones normales es del tipo que se muestra en la figura
1.7.

El principio de Saint Venant dice que a una cierta distancia del borde libre
del laminado los efectos tridimensionales se hacen despreciables. Esta
distancia suele estar comprendida entre 2 y 3 veces el espesor del laminado.

Cada capa se somete a un esfuerzo normal a lo largo de X y un esfuerzo
cortante en el plano XY. La figura 1.6 muestra las distribuciones de las
tensiones cortantes y las tensiones normales interlaminares. Debido a las
condiciones de contorno reales es imposible la existencia de las tensiones
tangenciales XY en el borde libre que predice la TCL. En realidad, aparece
una tensién cortante XZ adicional que compensa la disminucién de
tensiones tangenciales XY cerca del borde. La existencia de tensiones
cortantes XY requieren que aparezca ciertas tensiones normales
interlaminares en Z para conseguir que el sistema esté en equilibrio. Por lo
tanto, queda justificado que, independientemente del laminado y de las
cargas a que a las que esté sometido, los efectos de borde libres producen
una distribucion tridimensional de tensiones que no satisfacen las hipotesis
asumidas por la TCL y FSDT. Es por ello, que estas teorias no son capaces
de predecir el comportamiento del laminado en las intefases entre las
laminas en las zonas proximas a los bordes libres, asi como las posibles
delaminaciones del mismo debidas a estos efectos de borde, fendmenos de
fractura de suma importancia para la tolerancia al dafio estructural.
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Esto explica la importancia de la estimacion de los efectos de borde en un
laminado, justificando el enfoque de este trabajo necesitando asi el uso de
modelos tridimensionales mas avanzados que sean capaces de calcular
estas tensiones interlaminares.

2.2. Descripcion de los modelos de placas mas
comunes.

Debido a la propia tipologia fisica de los laminados, compuestos por capas
de materiales compuestos por fibras en diferentes orientaciones y diferentes
espesores, estos pueden ser tratados como elementos de tipo placa en los
calculos estructurales.

El analisis de los laminados se ha basado tradicionalmente en dos enfoques,
las teorias de capa unica equivalente o ESL vy las teorias tridimensionales.

Las teorias ESL partiendo de un planteamiento tridimensional realizan
simplificaciones en cuanto a la cinematica de la deformacion y la tension
para de ese modo obtener un modelo bidimensional simplificado. En esta
clase de teorias el analisis se hace sobre una placa homogénea cuyo
comportamiento elastico se parece al comportamiento global del laminado.
En este grupo de teorias se encuentra la Teoria Clasica de Laminados TCL,
la Teoria de Deformacion de Primer Orden FSDT, mencionadas
anteriormente, ademas se incluye la teoria HSDT, Teoria de Deformacion a
Cortadura de Alto Orden.

En las teorias tridimensionales cada capa se modela como un soélido de tres
dimensiones de forma independiente. Se pueden hacer algunas
suposiciones para reducir el esfuerzo computacional aprovechando la
geometria del problema integrando asi elementos ESL donde no fuera
necesario utilizar los tridimensionales, como en las teorias ESL. Este ultimo
enfoque se utilizara en este trabajo.

2.3. Teorias de Capa Unica Equivalente (ESL).

Las teorias ESL asumen que la capa tiene un comportamiento elastico y
ortétropo y que estas estan perfectamente unidas entre si con un espesor
uniforme. Se supone que el desplazamiento es una funcion de la
coordenada del espesor ¢ y las funciones &,7n,t son las funciones de las

9
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coordenadas desconocidas. La eleccion mas comun es asumir la
dependencia del espesor como un polinomio y el origen de referencias en el
medio de la superficie del laminado. El campo de desplazamientos de suele
expresar como una serie de Taylor desarrollada en torno al 0 en direccién
del espesor. Los coeficientes de la serie de Taylor son los grados de libertad
u; del modelo.

N

Lm0t = Y wEn o0
=0 9%; =0 !

u(¢,nd,t)=

(2.1)

Es evidente que esta expansion se puede hacer para cualquier orden, pero
en la practica el orden cubico es el mas alto utilizado, ya que mas alla de
este orden la complejidad aumenta muy rapidamente, mientras que la
precision casi no aumenta en absoluto. Con el fin de determinar las
funciones desconocidas u;, se aplica el Principio de los Trabajos Virtuales al
problema.

T
f (8U + 8V + 8K)dt = 0
0

(2.2)

La energia de deformacion elastica 6U, el trabajo de las fuerzas externas
8V y la energia cinética dependen de los grados de libertad ujdel problema,
el desplazamiento sobre las superficie (¢,n7) y sus derivadas en la
direccién perpendicular ¢. Para estructuras laminadas la integracion sobre
el dominio de la superficie se representa con un tensor producto de la
integracién sobre el espesor del laminado, debido a la naturaleza del campo
de desplazamientos asumidos en la coordenada del espesor:

h

2
[ =[]
Vot _Thno

(2.3)

Donde h se denomina al espesor total del laminado y 2, la superficie de la
superficie media sin deformar, donde esta el sistema de referencias.

10
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h
m _ (2

Rij = f__h(mO'Ud(
2

(2.4)

Siendo Ri(;”) el promedio de los esfuerzos resultantes en el espesor, tiene

significado fisico muy intuitivo para valores bajos de m. Cuando m es 0 son
las fuerzas de membrana resultantes y cuando m es 1 son los momentos de
flexion. Los valores de m altos se corresponden con las teorias de alto orden
y representan la proyeccion de las deformaciones de alto orden en el
espacio de soluciones del problema.

Dado que en este trabajo solo se utilizaran elementos placa, a partir de
ahora el caso general cascara se particularizara al caso de placa (superficie
plana sin esfuerzos de membrana).

2.3.1. La Teoria Clasica de Laminados (TCL).

En la TCL se asume la hipétesis de Kirchhoff, donde las rectas
perpendiculares al plano medio, antes de que el laminado se deforme,
siguen permaneciendo rectas una vez que el laminado se ha deformado.
Ademas, las rectas perpendiculares al plano medio no experimentan ningun
tipo de deformacion longitudinal (el laminado no cambia de espesor), las
rectas perpendiculares al plano medio permanecen perpendiculares a la
superficie que adquiere dicho plano una vez que el laminado flecte. Por
tanto, las secciones planas ortogonales al plano medio del laminado siguen
siendo planas y ortogonales a la superficie que adquiera dicho plano una
vez que el laminado haya flectado.

Por tanto el campo de desplazamientos utilizado en la TCL proviene de la
expansion de Taylor de u(x,y,z) donde Z=0, este polinomio se corta después
del termino de primer orden para los desplazamientos u,v, y de orden 0 para
los desplazamientos trasversales w.

Ow,

u(x:y;z;t) = u() (x,y,t) —Z a
X

O,
v(x,y,z,t) = vy (x,y,t) — z—-=
y

11
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W(X'Y'Z' t) = WO (x'y't)
(2.5)

Donde (u, , v, ,w, ) son los componentes de desplazamiento de los puntos
pertenecientes al plano medio en las direcciones (x,y,z).

e =0
—Ow, | Owy 0
Yoz Ox 0x
_QWO 9W0
— =0
Ou, 02w,
Ty TP gx2
O, 62w,
&y =% z 5y?
Ou, 6Oy, 62w,
Yay = Oy T ox +Z€x9y

(2.5)

Bajo la restriccién de que los ejes X e X se encuentran en uno de los planos
de simetria del material, dentro de la matriz de rigidez propia de un material
ortoétropo, no existen acoplamientos entre las tensiones de cortadura en
direccién Z y las otras componentes de tension. De una forma similar a la
matriz de rigidez de un material monoclinico en sus propias coordenadas.
Por tanto, la deformacion cortante en Z nula implica deformaciones
tangenciales en XZ y YZ nulas. Puesto que la componente de la deformacion
g, €s 0, la tension g, no se ve involucrada en el principio de trabajos virtuales
aunque no sea nula, luego no se tiene en cuenta en el calculo. Para la TCL
en la cara superior e inferior del laminado ,,, 7., y 0, son 0, a no ser que
estas superficies tengan cargas externas. Si el espesor es pequefo se
puede suponer que sus valores no distan mucho de 0, por tanto, en la Teoria
Clasica de Laminados se satisface con suficiente aproximacion la condicion
de tension plana y deformacion plana, y por lo tanto, para laminados finos o
no excesivamente gruesos, esto permite reducir las operaciones dentro de
la capa k.

12



TRABAJO FINAL DE MASTER

o\ ® 1Q1 Qi Qua]® (&) ®
{Gx } = [Q12 Q22 Q24] {gy }
Txy Qs Q224 0Qua Yxy

(2.6)

Las tensiones estan implicitamente integradas en el espesor del laminado y
las cargas resultantes N, y Ny y los momentos My y My entran en la ecuacion
de los trabajos virtuales. Por su propia naturaleza la teoria clasica de
laminados solo podria ser un modelo razonable con espesores finos y no
tiene encuentra ningun efecto tridimensional.

La teoria basada en la hipotesis de Kirchhoff no tiene en cuenta los efectos
normales trasversales y cortantes trasversales, describiendo el verdadero
comportamiento de un laminado cuando su espesor disminuye, la
deformacion se debe totalmente a la flexién y a las tracciones dentro del
plano Xy. Por lo tanto, este modelo es adecuado para estudiar las tensiones
interlaminares en laminados gruesos.

2.3.2. Teoria de deformaciones de primer orden FSDT

El modelo basado en la FSDT es similar ala TCL, la serie de Taylor se trunca
después del primer orden, pero las hipotesis de Kirchhoff se relajan para que
las tensiones normales y trasversales no se queden perpendiculares a la
superficie del plano medio después de la deformacidén, como consecuencia
existiran tensiones tangenciales en XZ y en YZ. El campo de
desplazamientos sera el siguiente:

13
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u(x,y,z,t) =uy (x,y,t) — zp,
v(x,y,2z,t) = vy (x,¥,t) — Z@y

u(nylth) = WO (x:y; t)
(2.7)

Donde las ¢, y ¢, son rotaciones en los ejes X e Y. Con respecto a la TCL

se introduce un angulo de rotacion correspondiente a la deformacion
tangencial del plano medio ademas de la causada por la flexion.

Ouy, 0o,

& T oy +z Ox
_ By 0,
S 0y

Ou v [ZX)) 0D
Yay = 0+ 0+z yz X

Oy Ox Oy Ox
& =0
0w,
Vxz q)y + Ox
A
]/yZ q)x + ey

(2.8)

Esto permite mejor resultado en el analisis de laminados gruesos cuyo
campo de tensiones no puede considerarse plano. Dado que enla TCL la ¢,
es 0 la tension normal también lo es g,.

\ @ Qll Q12 Qs 0 0o 0™ gxy O
| le Q2 Q2 O 0 0] Ex
Txy Ql4- Q24 Qsa O 0 0 Vxy

0 @s5 Qs6 O Yxz

0 Qs6 WQes O U’sz

0 0 0 O

(2.9)

14
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En comparacion el modelo de TCL, el FSDT amplia con nuevos términos la
TCL. Las cargas medias a lo largo del espesor incluyen los esfuerzos
cortantes Qx y Qy asi como las mismas cargas normales Nx y Ny, y los
momentos flectores My y M,. Estas nuevas cargas provienen de las
tensiones tangenciales 7, y 7,, que son constantes en el espesor de cada

capa porque la deformacion correspondiente es constante sobre el espesor
del laminado.

Normalmente esta teoria se corrige con el coeficiente de correccion cortante
calculado de forma que la energia de deformacion en la FSDT sea igual a la
causada por las verdaderas tensiones trasversales obtenidas de la teoria de
elastica tridimensional. Puesto que este parametro es dificil de calcular para
un laminado genérico ya que depende del material de las capas, la
secuencia de apilado y las condiciones de contorno, se utiliza el valor de un
laminado homogéneo, cuyo valor es 5/6. Lo cual implica una aproximacién
aceptable. En la FSDT existe una inconsistencia fisica, si las capas difieren
en material u orientacion, la matriz de rigidez del laminado es diferente, si el
campo de deformaciones es continuo a través de todo el laminado los
campos de tensiones no pueden ser continuos. En el caso de las tensiones
tangenciales XZ e YZ esto viola las condiciones de equilibrio. Esto hace
imposible la obtencién de valores razonables para tensiones interlaminares.
Solo se puede corregir con una ecuacion de equilibrio como se explicara a
continuacién en la HSDT.

2.3.3. Teorias de Deformacién a Cortadura de Alto Orden (HSDT).

La HSDT son capaces de representar la cinematica de un laminado mejor
que la TCL y FSDT, ya que no requieren factores de correccion para las
cortantes. Sin embargo, esta teoria no esta comunmente disponible en
softwares comerciales, puesto que la ganancia que aseguran no merece la
pena en comparacién a la complejidad del modelo.

Por otro lado, en el campo de tensiones interlaminares ocurre lo mismo que
en el modelo FSDT, y el campo de tensiones es discontinuo al ser el campo
de deformaciones continuo.

Se han propuesto diferentes modelos HSDT, el modelo HSDT de Reddy nos
ofrece estos desplazamientos:
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u(x,y,z,t) =uy (x,9,t) + zo, + 2209, + 231,
v(x,y,2,t) = vy (x,y,0) + 2z, + 229, + 2°4,

u(x,y,z,t) =wy (x,y,t)
(2.10)

Hay 9 coeficientes desconocidos. Se pueden hacer algunas hipotesis para
reducirlos, como que las tensiones cortantes XZ e YZ son 0 en la cara
superior e inferior del laminado, esto permite que el campo de
desplazamientos se simplifique de la siguiente forma:

ow,
3 0

4
ulx,y,z,t) =uy +2zp, + 3z
0w,

Oy

4
v(x,,2,t) = vy (x,,0) + =52°(py + )

3h2
u(x,y,z,t) =w,
(2.11)

Las lineas rectas perpendiculares al plano medio antes de que se deforme
no estan restringidas a seguir siendo rectas después de la deformacion, sino
que pueden deformarse y rotar con respecto al plano medio. Por otro lado,
no hay deformaciones en direccion Z, por tanto, las relaciones de
comportamiento son las mismas que en el FSDT.

Se han propuesto mas modelos HSDT que permiten deformaciones en Z, o
imponer diferentes condiciones de deformacién en las capas superiores e
inferiores. Como el modelo HSDT de Pandya y Kant, cuyos desplazamientos
son los siguientes:

u(x,y,2z,t) = 2z, (x,y) + 223 (x,y)
v(x,y,2,t) = 29, (x,y) + 2305 (x,y)
w(x,y,z,t) =wy (x,y) + 22w (x,y)
(2.12)

En particular la formulaciéon de w produce una inconsistencia porque la
correspondiente deformacién en Z obtiene valores maximos las superficies
externas donde deberian ser 0. Poner unas condiciones de contorno muy
restricivas no da mejores resultados en elementos laminados
bidimensionales.
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2.3.4. Teorias de capas consistentes.

Se han propuesto diferentes modelos de capas consistentes con el objetivo
de mejorar la estimacion de las tensiones, especialmente a escala local, y
mantener la simplicidad de calculo de las teorias de primer orden. Desde el
punto de vista del MEF la diferencia mas importante es que se utilizan mallas
tridimensionales con varios nodos en el espesor del laminado, esto permite
usar diferentes propiedades de materiales en cada capa en lugar de una
matriz de rigidez ponderada.

kth layer

(k+1)th layer

(k+1) (k)
=0

zx 2x

(k+1) (k)
G, =0

zy — Yazy

(k+1) (k)
=0

2z zz

Figura 1.7: Teoria multicapa.

Como consecuencia de la posibilidad de que la deformacién sea discontinua
en la interface entre materiales, estas teorias permiten al campo de
tensiones satisfacer la condicion de equilibrio interlaminar. La diferencia con
modelos de elementos finitos tridimensionales es que la integracién en el
plano de las capas es independiente que en el espesor. Cada elemento se
puede considerar compuesto por diferentes subelementos apilados y cada
subelemento corresponde a una capa. Las subelementos que pertenecen a
un elemento del laminado comparten los mismos puntos de integracion en
el plano del laminado y por tanto tienen las mismas relaciones entre los
desplazamientos y deformaciones coplanares. Los subelementos
consecutivos pueden o no compartir los nodos interlaminares, como en el
modelo de Reddy que los comparte, o el modelo de Kimppara que no los
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comparte. En el primer caso el problema tiene una malla real tridimensional
mientras que en el segundo las mallas bidimensionales tienen que ser
conectadas por medio de un método de penalizacion. Este método de
penalizacion es menos efectivo que un método de mallado tridimensional,
pero por otro lado es una herramienta para la simulacion de procesos de de
laminacién, ya que la propagaciéon de la grieta se puede obtener
desactivando la conexion entre capas sin tener que regenerar la malla en
cada paso.
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3

Capitulo Tres

PLANTEAMIENTO DEL
MODELO DE CINEMATICA
VARIABLE DE REDDY

3. PLANTEAMIENTO TEORICO DEL MODELO DE
CINEMATICA VARIABLE DE REDDY

En este capitulo se explicara y desarrollara el método utilizado en este
trabajo, se incluiran los desarrollos del modelo, se explicara el campo de
desplazamientos pertenecientes a este modelo de cinematica variable, se
realizara un desarrollo completo de las matrices y submatrices de rigidez y
como se ha realizado su ensamblado y ademas se detallara la obtencion de
las deformacion y tensiones del modelo.

La teoria multicapa de Reddy se presenta como una correccion o ampliacién
de la teoria FSDT corrigiendo asi los problemas de continuidad en el
espesor. Es una teoria multicapa completa que representa los componentes
cortantes del desplazamiento en términos de elementos finitos lagrangianos
de una dimension. Resulta un campo de tensiones cinematicamente
correcto, las tensiones del plano son continuas a través del espesor mientras
las tensiones cortantes son discontinuas, teniendo la posibilidad de tener
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tensiones cortantes continuas a medida que se aumenta el numero de
capas.

Como se ha explicado en el capitulo anterior, esta teoria multicapa se acerca
mucho a las teorias tridimensionales puesto que la malla del modelo es una
malla tridimensional, compuesta de diferentes mallas bidimensionales, que
pueden representar o no una capa fisica del laminado, estas capas
perteneceran a “subelementos” que comparten nodos en las interfases. El
espesor de estos subelementos viene dado por el numero de subdivisiones
del elemento global y ademas por el grado que se le otorgue a las funciones
de forma lagranianas. En la figura 3.1 se puede observar las diferentes
subdivisiones en el espesor y sus desplazamientos de un elemento de la
teoria de cinematica de Reddy.

U; tlﬂczf'

Figura 3.1: Campo de desplazamiento en el espesor de un elemento
multicapa de Reddy.
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3.1. CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS

Como se ha comentado anteriormente la teoria multicapa de Reddy se
presenta como una correccién o ampliacién de la teoria FSDT corrigiendo
asi los problemas de continuidad en el espesor.

Las componentes de desplazamiento a lo largo del espesor se defienden
con funciones lagrangianas, seran funciones continuas a lo largo del espesor
del laminado, pero las tensiones cortantes seran discontinuas en las
interfase de las capas, esto deja la posibilidad de que las tensiones cortantes
puedan ser continuas a través de la interfase de las capas.

Hay que tener en cuenta que el uso de interpolacion de Hermite en el
espesor es incorrecto cinematicamente ya que las deformaciones
trasversales estan forzadas a ser continuas en el espesor.

A lo largo de este desarrollo se utilizaran dos sistemas de referencias. El
sistema de referencia global del laminado OXYZ con los vectores unitarios
asociados al mismo {%,,,,,}, el origen de este estara situado en el plano

medio siendo el eje z perpendicular al mismo laminado. El sistema local
corresponde con el sistema de referencias perteneciente a un subelemento
concreto, también estara en el plano medio del subelemento y su eje z sera
solidario al espesor del laminado, sus componentes seran |,m,n.

X, =L xX+m y+n z
V=L Xx+m, y+n,z

Zy =L x+my y+n,z

(3.1)
Un vector de posicién en el sistema de referencia global puede expresarse

en coordenadas locales multiplicandola por la matriz de rotacioén .

L m
n=lL m n

Ly my  ny

(3.2)
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La matriz de transformacion de coordenadas que permite cambiar del
sistema de coordenadas local al global es:

S O O =
S O = O
S = O O
- o o o

(3.3)

El campo de desplazamientos de cinematica variable para una capa (k),
todo el desarrollo de desplazamientos se puede individualizar por cada capa
puesto que la tipologia del modelo lo permite, del elemento multicapa de
Reddy estara compuesto por unos desplazamientos de bajo orden, y una
correccion correspondiente a la teoria multicapa de Reddy. Siendo i=1,2,3
los desplazamientos u, v, w, respectivamente se puede ver como enfoca
esta teoria su campo de desplazamientos.

uLAY = ,FSDT 4 4 Correccion

(X1, Y1, 21) = ufSL (XL, Y1, 2z) + u%WT(xL:yL:ZL)
(3.4)

Los desplazamientos del modelo de primer orden estan compuestos por un
desplazamiento lineal y un giro, aunque el desplazamiento en la direccion Z
no llevara giro. Por lo tanto, los desplazamientos correspondientes a modelo
de primer orden seran los que se pueden apreciar en la ecuacioén (3.5), el
comportamiento de estos desplazamientos sera como se ve en la figura 3.2.
Es importante resaltar que puesto que el modelo FSDT tiene en el plano de
mostrado en la figura 3.2 dos grados de libertad, deben eliminarse de la
correccion y por ello Us=Us=0. Esta condicion permite acoplar
adecuadamente el modelo de capa Unica equivalente (ESL) con los términos
de correccion de alto orden (LWT). Si se consideran simultaneamente los
dos planos XZ e YZ, y que deben eliminarse el mismo numero de grados de
libertad que tiene el modelo ESL, es decir, 5 grados de libertad, las
condiciones que se deben imponer son que en el nodo 1 Us=V=W4=0 y
Us=Vs =0. Estas condiciones se deberan imponer durante la resolucién del
sistema de ecuaciones y se trataran 2.6.
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Figura 3.2: Desplazamientos en el espesor.

ufSL Ly zL) =

ubSt (e, vy, 2) = uPS (e, v, 2) = ug (e, y) + 2 05 (e yL)
= UgSL(xL;)’L;ZL) = VESL(XL:YL:ZL) =vy (x1,y1) — 7L Hy(xLJyL)
ugSL(erYLrZL) = WESL(vayLvZL) =wy (x,y1)

(3.5)

La correccion en los desplazamientos del modelo de alto orden, o modelo
multicapa de Reddy, corresponde con una variacion de orden cubico o
cuadratico debido a las funciones de forma en z del modelo, como se puede
apreciar en las siguientes ecuaciones:

N
U%WT(XL:YL:ZL) = Z U; (xL:J’L)CDI(ZL)
=1

N
uiLWT(xL:yL:ZL) =1 U%WT(erYLrZL) = Z 4 (xL'yL)(DI(ZL)
=1

M
\U§WT(xL»3’L»ZL) = Z Wi (eryL)qﬂ( zy)
=1

(3.6)
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Siendo N el numero de nodos en direccién Z que tienen desplazamientos en
X eY, puesto que viene condicionado por la funcién de forma lagranianas
@; y M es el numero de nodos en direccion Z que tienen desplazamientos
en Z en este caso la funcion de forma lagraniana ¥ es la que condiciona
este desplazamiento.

Siguiendo con el desarrollo de los desplazamientos en el modelo de primer
orden, se tienen los siguientes grados de libertad, como se ha mencionado

anteriormente el 6, (x;,y;) = 0.

UFSL(XLJ’L' ;) 3

Np

uy (x,y1) = z ujo N](XL,)’L)
J=1
Np

v (x1,y.) = Z 17]0 N](xL'yL)

J=1
Np

wo (xp,y1) = W]O N/(XL;)’L)
J=1
Np

0 (xp,y1) = 2 91x N](XL,}’L)
J=1

Ny

Hy (xp,yL) = z ij N](XL,)’L)
\ J=1

(3.7)

Siguiendo con el desarrollo de los desplazamientos en el modelo de
alto orden, los grados de libertad correspondientes con el modelo

multicapa de Reddy corresponden con los siguientes:
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Np

Uy (xp,y1) = Z Uy N](xL:yL)
=1
Np
wi" ey, 20) 4 Vi (xp,y) = Vi Ny (e, y)
J=1
Np

W, (xp,y) = Z Wi, N](XL,)’L)
\ =1

(3.8)

En total existen 6 grados de libertad para el modelo FSDT o de primer orden,
y 3 grados de libertad para el modelo de alto orden, para cada nodo. Los
desplazamientos del modelo de completo correspondiente a un modelo de
alto orden seran de la siguiente forma:

uy (e, vy zn) = ug O, y) + 2,0, (g, y) +up”" (xp, v, 21)
w; (v z) = Yup (¥, 21) = vo (X, 1) — ZLey(xL'YL) + UILWT(xL'YL'ZL)
uz (g, y1,21) = wo (xp,yp) +wiT(xp, yp,2,)

(3.9)

Los tres desplazamientos para cada nodo siempre estaran compuestos por
un desplazamiento de primer orden y una correccién del modelo de alto
orden que involucra a todos los nodos de la capa.

Una vez marcados los desplazamientos y sus grados de libertad para una
capa K, se puede definir un vector de desplazamientos global para un
modelo general que tendra la siguiente forma:

Como se observa en la ecuaciéon (3.10), se puede ver claramente las
separaciones entre los desplazamientos de primer orden y los
desplazamientos pertenecientes al modelo de alto orden.
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1.,0 (UEsTL

g Ucapa

] : " Uresto capas

(3.10)

Siendo N, el numero de nodos del elemento cuadratico plano en XY, N el
numero de nodos por capa en la direccion del espesor en este caso Z, N, el
numero de nodos global para todo el laminado en la direccion del espesor,
direccién Z, y N el numero de capas.
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3.2. DEFINICION DE LAS DEFORMACIONES

Una vez definido el vector desplazamientos para un punto concreto dentro
de una capay de un elemento perteneciente al laminado, se pueden calcular
las deformaciones que sufrird. Como se muestra en la siguiente ecuacion:

u(x,y,z,) =
( Np Np
u = Z up N;(xp,y.) + 2, z 07 Ny (xy, y.) +
J=1 Jj=1
N N¢ NP
Z Pk (Z)Z Z Uy Ny (XL, y1) (DI(ZL)
k=1 =1\ J=1
Ny Ny
=9 U; = z Ujo N](xL:yL) —Zy z ij N](xL:yL) +
J=1 Jj=1
N Nc¢ Np
Z <Pk(Z)z z Vi N/(XL:)’L) q)I(ZL)
k=1 =1\ J=1
Ny N M [ Np
Uz = z W]O N;(xp,y) + Z <Pk(Z)z z Wiy Nj(xp,y1) wi(z)
J=1 k=1 =1\ J=1

(3.11)

En esta ecuacion se ha introducido una nueva variable ¢, (z) definida a lo
largo del espesor del laminado que se utilizara para definir la capa concreta
donde se encontrara el nodo de estudio que se esté analizando, es
necesaria esta funcion puesto que las funciones de forma que se estan
introduciendo en este desarrollo, ®'(z,) y ¥!(z,), se repiten por cada capa.

1, Zy < Z < Zpyq
7Z) =
P (2) 0, z < 7,
Zg41 <Z

(3.12)
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Esta funcién se comportara de la forma que se muestra en la siguiente
imagen:

i

|

& K(z)

Nz
Figura 3.1: Comportamiento de la funcion ¢, (2).

Una vez definidas todas las funciones que se involucran dentro del campo
de desplazamientos se puede empezar con el desarrollo de las
deformaciones para este modelo.

_ 0wy _Ou; | Ouy

b = ox; Yay = oy, 0x

_ Oy, _Ou; | Oug
& = oy, Yez = 0z, 0xy
_ Oug _Ouy | Oug

fz = 0z, Vyz = 0z, 0y
(3.13)
En el anexo 1 se podra observar el desarrollo de estas expresiones ,

necesario puesto que no se ha encontrado ninguna bibliografia donde
muestren estas expresiones con diferentes grados de ®!(z,)y W!( z,).

3.3. DEFINICION DE LAS TENSIONES DEL MODELO.

Una vez definidos los desplazamientos y las deformaciones se puede
calcular las tensiones para un punto dentro de un elemento y una capa. De
tal forma que por cada capa del laminado tendremos el siguiente estado
tensional:
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(@ = [C]O{8®
(3.14)

Para cada capa k, las relaciones entre tensiones y deformaciones se
expresa con la matriz C®, tomando como sistema de referencias el del
propio material ortétropo de esta capa. Esta matriz depende de las

constantes propias del material E* | E{" E" v vi) vy GY GRyGY

k k) (k k k k) (%
El( ) (1—V( ) V(3)) (k) _ E§ ) (V1(z) +V1(3) ng))

(k) _ 32 V2
C” i k) A(kzk k) Clz i (k kl;l(k) k) (k)
( ), ( ) (/¢ ( (
cP = Ey” (-vs) vis') (k) E” (a3’ +wvis” var')
k A(k)k k k kA(k) k) (&
w _ EP A-v® V) gy EP vF +v® v)
C33 - A(k) C13 - A(k)
o -G e =
Cy =Gy cyy =Y
k) _ n(k (k) _ (k)
Cés —G31) Cs, —C§3
(3.15)
(k) _ (k) |, (k) (k) |, (k) (k) (k) (k) (k) | (k) (k) |, (k) | (k)
AW =1-vyy vy =y Vi — vy vyl — vy vay Vil S vy Vi Vo
(3.16)

La matriz [C]®utilizada en (3.23), pertenece a la matriz propia del material
orientado dentro de esa capa, por ello es necesario orientar la matriz
caracteristica de ese material C®) y expresar de forma correcta cémo se
comporta el material en la capa k.

[C]00 = TG ctOT T
(3.17)
La matriz de rotacién por cada capa T® se corresponde con la siguiente

forma (3.24), donde a(k) representa el angulo formado entre los sistemas de
referencia local y de material.
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I cos?a® sen? og® 0 -2sena™® cosa® 0 0 1
sen? og® cos?a® 0 2sena® cosa™ 0 0
T® _ 0 0 1 0 0 0
sena® cosa® —sena™ cosa® 0 cos?a™ —sen?a® 0 0
0 0 0 cosa®  sena®
L 0 0 0 ~sena®™  cosa®™ ]
(3.18)

El uso de esta formulacidon supone contradecir a la teoria clasica de
laminados ya que se esta desechando la hipétesis de tension plana en la
que se basa esta teoria, ya que la relacion entre las tensiones y

deformaciones finalmente correspondera a la siguiente expresion:

(k)

Oy K [C;y Cip Ciy O 0 (i3] Ex (k)
[Ey Ciz Cp2 Co 0 0 Gy [ &y ]
{fxy} Cia Coa Chg 0 0 Cay {%}
T,y 0 0 0 Ci Coq O Tyz
ol oo oo of |w
9z C13 Cp3 Ca O 0 Cssl ¢z

(3.19)

3.4. Desarrollo del modelo.
Después de presentar las bases de esta teoria multicapas de Reddy se

puede empezar a desarrollar el modelo, utilizando el teorema de los trabajos
virtuales se conoce que:

T
0= f SU +8V
0
(3.20)

Siendo U la energia de deformacion, y 6V el trabajo realizado por la
acciones externas.
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N
sU° = J (71015210 g = Z f (1O 520 gq =
Q = Jalo

8, (F)
8¢,
8Vxy
57y
8Vxz
\ 55, J

_ _ t
=f {Ge & Toy Ty Tz 0PN 45y dxdy
Q

0

(3.21)

Utilizando las ecuaciones de las deformaciones planteadas el apartado de
las deformaciones del modelo, de las ecuaciones planteadas en el
ANEXO 1, se puede desarrollar la ecuacion (3.21) correspondientes a
08y, 8&y,08&,, 6Vxy, 6Vy2 0¥z Que se continuaran en el ANEXO 1.

Desarrollando la expresion (3.21):

(70580 = (58} F®) = (553 [0 {s0)
= {50} (Bt W [¢10 [B) M {T}®)

(3.22)
{g—}(k) = [B](k){[j}(k)
(3.23)
(H®O° = (tp®*
(3.24)

La matriz B que relaciona los desplazamientos nodales con el campo de
deformaciones dentro de un elemento se obtiene del desarrollo anterior
correspondiente con las expresiones de deformaciones del ANEXO 1. Con
el fin evitar un bloqueo en el calculo se utilizara una integracion selectiva,
por lo que la matriz B se dividira.
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3.4.1. Desarrollo matrices B

Finalmente la matriz B del elemento, no dependera de funciones (z;),
quedara compuesta por la matrizB, correspondiente a los elementos de
primer orden, no esta definida por capas puesto que el elemento de primer
orden tiene una unica capa con un elemento de N, nodos y la matriz B,
correspondiente a los elementos de alto orden del método de Reddy, esta
definida en una sola capa puesto que las demas capas son iguales (aunque
cambia la integracién en Z pero eso no afecta a la matriz B); finalmente la
matriz B se corresponde con la siguiente forma (3.25).

U=[uO vy wy Oy By]
U = [UI Vi W ]
(3.24)
Antes de desarrollar las expresiones de las matrices B, conviene recordar
los grados de libertad que tiene cada nodo de nuestro modelo. Donde U

corresponde con los grados de libertad del método de primer orden FSDT vy
U, a los del método de alto orden de Reddy.

(3.25)

Donde desarrollando las matrices (3.25) y ayudandonos con las ecuaciones
de las deformaciones del ANEXO 1 obtenemos las siguientes matrices:
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N,
dx,

0N,
ayy
0

=)
=
I

(s}
17}
I
o o

————

[so]]
0
Il

0O 0 O
dN,;
— 0 0
ayy
JON;
— 0 0
dx;,
ON.
0 0 —
dxp,
0O 0 O
dN,;
0 0 —
y;,
ON.
0 — 0
ayy
0 JON; N
dx, !
[ON;
— 0 0
dx;,
dN;
0o — 0
ay;,
JdN; 0N,
— — 0
dy, O0xp
[ 0 0o M
0 N, O
N, O 0
N,
0O 0 —
ayL
N,
0O 0 —
B ox;

— 0N,

ayy,
—JN;

dx;,

I —

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Se han separado de esta forma con el fin de desacoplar los términos
normales y los términos tangenciales, donde las que corresponde a los
términos normales son B, B, correspondientes al método FSDT y Reddy
respectivamente, y la que corresponden a los términos tangenciales By
B, método FSDT y Reddy respectivamente.

3.4.2. Definicion de la matriz de rigidez K

La matriz de rigidez k¢ ®se obtiene del siguiente desarrollo (3.44), en el que
se utiliza las diferentes matrices B y D. Se puede ver que la parte
correspondiente a los términos de Reddy se llevaran un ensamblado
correspondiente a la superposicion entre elementos de subcapas
consecutivas, algo muy importante que se ha tenido en cuenta durante la
implementacién.

N N
Zk+1 _ Zk+1 —— (k)
z B,CB, dz, /\ B,¢B,™ dz,
k=1"%k k=1"%k dﬂiy —

N N
¢ Zk+1 t_ Zk+1 t_
| /\ j B, €B,dz, /\ J 8,7 ¢B," dz, |
I-k:1 Zk k=1 "%k J
[ A ]
I B'DB /\BfE B® |
k=1
|| J ang,
xy /\ BOFB /\ oD B
k=1 k=1
(3.30)
A4, B, 0 -
b b 7h [Py O F_[Eb O
Bb Db 0 0 Ds 0 E.
0 0 D s
_ [F 0 _
F=[fr _] 5_[P» 0
0 FS - 0 l_)s
(3.31)
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Se puede observar como también se separan los términos de la matriz k,
para ello se tienen que separar los términos de la matriz D. En primer lugar
se tiene a D que se corresponde con la matriz con el comportamiento de los
términos de primer orden FSDT, donde 4, se corresponde con los términos
normales de primer orden, la matiz D, se corresponde con lo termnos de
primer orden que involucra los momentos, D correponde a los términos
cortantes de primer orden, B, son los términos cruzados de la matriz de
primer orden, los términos de alto orden o del modelo multicapa de Reddy
corresponde a la matriz D que se divide en D, los términos normales de alto
orden, D, los términos cortantes de alto orden. Las matricesEy F
corresponde con los términos cruzados resultantes entre las operaciones,
que también disponen de términos normales y cortantes .

A continuacion, se explicara el desarrollo cada matriz de rigidez
individualizada.

= k = k = k

CuH®  Cpu® G

7 = k) A k) k

A, =|Coux® Cpu® ™

= k = k = k

CoatO Gy Cprt™
(3.32)

C_‘llg_[§k) 512}[39() 614‘7{3(’()

Dy = 5127'[3(k) 622}(3(’() 5247'[3(k)

~ k ~ k ~ k

614}[3$ ) 624‘7{3’( ) 644:]'[§ )
(3.33)

~ k ~ k ~ k

CyH® CLH® Cur®

D |~ k ~ k ~ k

Bb - CIZ}[Z( ) CZZ}[Z( ) C24}[2( )

~ k ~ k ~ k

C147'(2( . 6247'[2( ) C447'(2( .
(3.34)
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s =

36

=~ k
_ [Css}ff )

= k
CosH

612}(4?{'1'1)
5227'[45]('1'])
Coa, ")
CoaHy "

= kI,
CooHy "
566:]_[(’('1'])
k,I
C56}[]FOO ])
Cos j_((k L)

CroHyy”
Cpo 1(£< J)
Coattyy”
CiaHyy”
Cpo . 1(2« J)

— k,
Costyy”

= k
CssH! )]
= k
CosH

614}(3{'1'1)
5247'(451('1'])
Cag, ")
CoaHg "

5557'[;’('1'1)
5567_[(’6,1,/)
CogFe D)
6567'[(k L))

Cratyy”
CouL 1(§ J)
Casty”
Crattyy”
CouH. 1(5: J)

— k,
Cas?yy”

_ k,
655}[1(7 &

(3.35)

5137‘[5(k'1'])]
= k1,
623.7'(5( ]) |
- kI,
Gy H D |

Cys 3]
(3.36)

C_567'[9(k'1'n
566}[(16,1,/)
Cogt 61D
6667_[(" L))

e e ]

(3.37)

_ k)7
C137'[1(3 9))
~ k
C23.7'[1(3 J)
~ k
C34.7'[1(3 J)

— k,
C13}[1(5 J)

— k,
C23.7'[1(5 J)

— k,
634}[]_(5 ])_

(3.38)
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[C S Coprts” Caatly? Comly?  Copnly” C145H(k1)]
F, = |C_'125H$1) Coatts”  Coatt$” Cipmly?  Copaely” C247'[(k1)|
| CaT5) Coadtyy?  Cagdt5y” Coadt$y  Couttly” C447'[(k1)|
PR ) Ny I k) & okl I
l613}[§3 D Coatrly? Caudtly? Ciam Cpa#l Cagrly ]
(3.40)
= o kD A okl
Cos?le  CosHl, )]
~ kI ~ kI
F= Cseie” C66}[§6)|
B kI ~ kI
y |C55}[§7) Ces}[§7)|
~ kI ~ kI
I-C56}[§7 ' CoettS; |
(3.41)
Los coeficientes de integracion seguiran las siguientes expresiones:
Zk+1 Zk+1 Zk+1
7-[1(") = f dz, ; }[Z(k) = f z, dz; ; 7—[3(k) = f z2 dz,
Zk Zr Zk
(3.42)
Zk+1 Zg+1 ow/’
FelotD) — f Ol dzy ;7 = f o T dz,
- - 0z
Zrr1 gyl Zke1 g@l g/
gpleL)) _ J o dz,; D = J dz
6 .. 0z bt , 0z dz "
k k
(3.43)
Zr+1 9! gp/ Zr+1 9!
g_[ék,l,]) =f dz, ; 7_[g(k,l,]) =f Wdz,
2 0z 0z o 0
k+1 oD/ 1
Hig" —f W ——d L HED Wiyl dz,
Zk Zk
(3.44)
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Zk+1 Zr+1 g/
k, k,
7'[1(2 N = f dldzy; 7'[1(3 = f dzy,

- - 0z
Zg+1 Zk+1 ow/’
K, Kk,
7'[1(4 D= f 2, ®/dz, ; 7'[1(5 D= f L5, dz,
Zk Zk

Zr+1 gp/ Zg+1
k, k,
HED =f ——dz,; HED =f Wdz,
¥4

Zk

(3.45)
3.4.3. Funciones de forma &'y ¥/,

Las funciones de forma ®’y W/ corresponde al comportamiento del laminado
en el espesor, por ello son funciones que depende de la direccion del
espesor Z. Cada funcién es independiente en cada capa siendo t®el
espesor que corresponde a cada capa k.

El motivo de haber desarrollado todas las ecuaciones de deformaciones
para la obtencion de la matriz K es que ®’y W/son independientes y no
tienen porque compontearse de la misma forma ni sufrir las mismas
variaciones en Z. No se ha encontrado ninguna bibliografia anterior a este
trabajo donde se haya separado los comportamientos de estas funciones de
forma.

La funcion @’ es la funcion correspondiente a los desplazamientos U y V,
tendra un orden cubico o lineal.

11 9 9

dl=1- zZ+ z? — z3
2607 5r0? 243
9 45 27
o2 =TwZ™ (k)zzz + (k)3z3
(DI< 2t 2t
, 9 18 , 27
P° = — o + 7Z° — 3Z
2t t) 2tk
1 9 9
Drt=——z— 22 + Z3
\ t@" Hr0? 2¢ 03

(3.46)
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(3.47)

La funcién W! corresponde al desplazamiento W y siempre sera de
un orden menor que la funcion ®’.

(‘Pl =1- 5 z+ 2 z2
t ) 02
4 4
I qu —- o, _ 2
W4 t(")Z 0
1 2
3 _ 2
y t(k)z (k)ZZ

(3.48)
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3.5. Definicion del vector de fuerzas.

Después de desarrollar en el apartado anterior una parte de la ecuacion de
los trabajos virtuales, dando a conocer la energia de deformacién de nuestro

laminado 6U , ahora se puede operar para despejar 6V  que sera el trabajo
realizado por las acciones externas en el laminado.

T
0=J U +9oV
0

(3.49)
Se conoce:
N
sve = | @)@ pa®an= j (5190 {5810 40
0, L)oo
=1 0
(3.50)
{55300 =
= {0 Oeg, Oyxy O&x O OVyy 8Yzy OVax
58 08, 87y, 05, 7y O7m Ofw OFm 1
(3.51)
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(k)

G0 ={ g, }

(3.52)

()

- f z oo’ a5 (oo asut\) " "
= + +
d0x dy dy dx ’
N W)
Y sox® [Qy
Z[{aej 567} {Q,’c} ]

()

N (k) Né
68U, aav, asU; sV, X
25 & Gl (0|
dy Ox —7
I1=1 ny
0
MI
N aae, aaey aser sy \\“ [V
+2 x ' a My *
= X y MJ’Cy

()
(6U; 8V} {gy } +

X

N N
+ ) [{swWR{NI®] +
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a8 aswn® (g™
LI ) g (¢
=1 y Qx

(3.53)

El trabajo realizado por las fuerzas externas V¢ se descompone en el
trabajo realizado por las fuerzas externas en las capas superior € inferior del
laminado que se corresponde a éV$, y el trabajo realizado por las fuerzas
externas en el borde del laminado que se corresponde a §V5.

8Ve = 8V + 8V§

(3.54)
ovi = _J [qp8W; + q:6Wy,] dxdy
r
—h
= _f qp(x,y) 6uz (x. Y T) dxdy
Tp
h
- f q:(x,y) 6uz (x, y,§> dxdy
Iy
(3.55)

Donde qs es la carga aplicada en la parte inferior del laminado y g: las cargas
aplicadas en la parte superior del laminado.
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—h
8V§ = —JF q, [N1 owy + -+ Ny, éwy, + ¥! (7) N, 6Wyq + -
b

~h
+ y! (7) Nlawle] dxdy
— Ny 8w0 + ot Ny, 5wl + W (DY Nwy | +
tht 1 0Wp Np OWnNp 2 ) 17N
h
+yhz (E) Nl‘sWNsz] dxdy

= —J qy [Ny 6w? + -+ Ny, dwg, + N; Wy + -
Tp
+ N, 8W,y, | dxdy

— J Gy [Ny OWY + -+ Ny, SWS, + Ny SWy , + -
I

+ Nl‘SWNsz] dxdy
=13 6w + -+ I}, SWY, + 136W 1y + -+ I}, 6W1y,
+ 17 6W + -+ Iy, WY, + 17 Wy 1 + -+ Iy, 6Wy ,

(3.56)

h
8VE = — f [ f_ * [GunBy, + G5B + 6,03 1dz | ds

r —
2

(3.57)

Siendo I una superficie del borde sometida a los esfuerzos.
Up = U7y + UpT)y
(3.58)

La férmula 3.58, corresponde con el desplazamiento direccion normal a la
superficie I' descompuestos en el eje X e Y.

Ug = —uy17,, + Uz,

(3.59)
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La formula 3.59, corresponde con el desplazamiento direccién tangencial a
la superficie I' descompuestos en el eje X e Y.

Np Mz [ Np

uz = z W]O N;(xp,y.) + z z Wiy Ny(xp,y1) wi(z)
Jj=1 =1\ J=1

(3.60)

El desplazamiento u3 se corresponde con el desplazamiento en la direccién
del espesor o direccién Z del laminado.

El desglose y desarrollo de la ecuacion 3.57 se puede ver en el ANEXO 2.
Donde se puede ver la obtencion de cada termino involucrado en el vector
de fuerzas final

En las expresiones (3.61) se pueden ver los esfuerzos divididos en los
esfuerzos aplicados en el laminado, y los esfuerzos aplicados en los nodos.

Si sumamos los dos vectores de fuerzas tendremos el vector de fuerzas
global para todo el laminado.

44



TRABAJO FINAL DE MASTER

{

s (e

}=

nn ns
x1 + lxl
nn ns
yi t1y
nz
z1

nn ns
ImET + Imf3
nn ns
y1 t1yi
nn ns
x L
nn ns
yi I
nz
zl
Im} + Im}y
nn ns
Imy; + Imy;
nn ns
xN, T Lxn,
nn ns
YNp + YNp
nz
ZNp

nn ns
Imiy, + Imiy,

nn ns
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Tnn ns
]xll + ]xll
nn ms
0 + 155
mz
2t
mn ms
i + Ly
nn ns
yi 151

mnz
z11

mn + iTlS
xIN, T lxin,

mn ms
yin, T 13w,

ez

z1Np
nn ms
LeNen, + Lekin,,
mn ms
Bhew, + Lnen,

InZ
ZNcNp

nn ns
IxNzl + IxNzl
Tnn ns
yN,1 T+ IyNzl
nz
ZN,1
nn ns
XNy T IxNzl
mn ns
19N, + 15N,

A
ZNgl

nn ns
*NzNp + IxNsz

mn ns
BN, + Lo,
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2ZNzNp

UgsTL
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Ucapa
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{ ﬁz (e)

}=

0 % primera lamina

Primer orden

capal

0 ultima lamina ultima capa

(3.61)
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3.6. Imposicion de la conexiéon entre desplazamientos
de primer orden y de alto orden.

Como se ha mencionado anteriormente para que la correccion debida a los
términos de alto orden sea coherente con los términos de primer orden del
modelo de cinematica variable, se han de eliminar los 5 grados de libertad
del modelo de primer orden (u,v,w,0,,0,,) en el modelo de alto orden.
Realmente se han de imponer en el sistema local de elemento que los 3
desplazamientos del nodo de la capa inferior son nulos y los 2
desplazamientos u y v del nodo de la capa superior también son nulos. En
el nodo inferior como todos los desplazamientos son nulos es igual
imponerlos en el sistema local de elemento que en el sistema global. Sin
embargo, en el nodo superior sélo se imponen dos desplazamientos y no es
lo mismo hacerlo en el sistema local que en el global. Por otro lado, se
imponen los desplazamientos una vez ensamblada la matriz de rigidez
global y por lo tanto los grados de libertad utilizados en el sistema estan
expresados en el sistema global. Por lo tanto se debe formular la forma de
imponer so6lo dos desplazamientos en el sistema local utilizando los tres
desplazamientos en el sistema global. Eso es lo que se va a realizar a
continuacion.

La restricciéon de desplazamientos de los nodos en la capa inferior del
modelo de alto orden es indiferente puesto que se haran 0 los tres grados
de liberta a nivel local y esto implica que también seran 0 a nivel global.

Para la imposicion de la restriccion de la capa superior no es tan sencillo
puesto que solo se haran 0 dos de los tres desplazamientos de ese nodo a
nivel local y eso no implica que sean 0 los mismos desplazamientos a nivel
global, incluso es posible que no se puedan restringir algun desplazamiento,
y que esto no permita resolver las ecuaciones que faciliten los
desplazamientos a nivel global.

Por todo lo anterior es necesario estipular un proceso el cual asegure tanto
la restriccion de dos grados de libertad en los nodos de la ultima capa del
modelo de alto orden como la obtencién de los correspondientes
desplazamientos a nivel global.
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L L I3
[T]=|m;y my; mg
np n; ng

(3.62)
.La matriz de transformacion de coordenada locales a coordenadas

globales. Puesto que queremos transformar desplazamientos a nivel local a
global tendremos la siguiente ecuacién de transformacion:

Ug uy,
Ve | =[T]| VL
W¢ wi,

(3.63)

Donde u;, v,w;; seran los desplazamientos a nivel local , y ug, ug;, wg los
desplazamientos a nivel global.

El primer caso del procedimiento sera restringir los dos primeros
desplazamientos u; y v; y se resuelve la ecuacion.

Ug 0
Ve | =[T]| 0
WG WL

(3.64)

Primer caso donde el valor de I; no es igual a 0 dentro de la ecuacion
(3.62.) se puede resolver w; = ug;/l;. Se obtendria el siguiente vector de
desplazamientos a nivel global. Si I; es igual a 0 las ecuaciones no podran
resolverse y se pasara al segundo caso del procedimiento donde se
restringe u, y wy.

Ug = l3WL
ms

Vg =5 Ug
l3
ns3

Wg = 5 Ug
l3

(3.65)
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Introduciendo estos valores en la ecuacién general del modelo, F=KU, para
poder resolver los desplazamientos para resolver el sistema. Se procedera
de la siguiente manera.

Kuu Kuv Kuw

Ug F,

simg distintode 0 g, l—ng o |[[Ye]=10

X o T L
Ky 0 Kyl Fy
simg= 0 0 1 0 ||%|=|0
\ WG] F,

(3.66)

Si m3 es 0 el sistema no se podria resolver y se pasara al segundo caso
donde se restringiran los u; y w;, si mses distinto de 0 se continua con el
proceso.

Kuu Kuv Kuw uG Fx
si ng distinto de 0 Ly Vg=10
J Kuw 0 n_3KWW We 0
Ko 0 Kyuwl[4%e FE,
sing=0 e UG] =10
\ 0 0 1 1lwg 0

(3.67)

En el caso que n3 sea 0 no se puede resolver el sistema y se pasara al
segundo procedimiento.

Segundo caso del procedimiento donde se restringe u; y w;, donde se
puede resolver la ecuacion w;, = v;/ms si myno es 0. Sims e 0 se pasa al
tercer caso del procedimiento.

Ve = Mzwy,
u ——l3 v
G = G
ms
ns
We = —7,
G ms G

(3.68)
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( mg
I_Kuu Ky 0 Ug 0
si l5 distinto de 0 3 Vg | =
] Keo  Kov Kuw||w,
: 0 0 .
sily;= 0 Ky Koy Kow UG] = [ ]
W¢
(3.69)
( Kiw K Kuw |[%6] [~
| si ns distinto de 0 ms vG = []
0 Kyw K
i sing= 10 [ [ ] [ ]
(3.70)

El tercer caso donde se restringen v, y w;, la ecuacion que hay que
resolver es w; = w;/n; y solo es posible si n; no es igual a 0.

Wg = nzwg,
U lgw
¢ = Wg
ns
v = By
G 3 G

(3.71)

49



CAPITULO 3: PLANTEAMIENTO DEL MODELO DE CINEMATICA VARIABLE DE REDDY

ms

Z_Kuu Kuv 0 Ug 0
si l3 distinto de 0 3 Vg | =|..
’ Koo Kow Kuw||w,
1 0 0 7[Uc 0
silz=0 Ky Ko Kowl||Ve|=|..
\ W¢
(3.72)
. . . K‘U.U K‘U‘V K‘U.W uG o
sins distinto de 0 ms vl = |-
vw Tl_3KWW Wg 0
| e [Ug
| Si n3 = 0 [Kuv va 0:| 'UG = |::|
\ 0 0 1l|lwg] Lo
(3.73)
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4

Capitulo Cuatro

IMPLEMENTACION DEL
MODELO

4. IMPLEMENTACION DEL MODELO

A lo largo de este capitulo se detallara el modelo implementado en el que el
programa. Se explicara el modo que se ha seguido para implementar el
modelo en el programa de calculo de placas del departamento de ingenieria
mecanica de la universidad de valencia, PLACOM, el cual ha sido
implementado en MATLAB. Ademas, se detallara el proceso de adaptacion
para poder representar los analisis efectuados en la plataforma GID.
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4.1. MODELO IMPLEMENTADO

Un elemento del modelo multicapa de Reddy el cual se ha implementado en
este trabajo tendra el aspecto de la figura 4.1. Formado por un nimero de
capas (N), normalmente este numero de capas se correspondera con el
numero de capas fisicas del laminado, serian las capas de color naranja de
la figura 4.1. dentro de cada capa existe un numero de subcapas (N.), estos
nodos a lo largo del espesor vienen establecidos por las funciones de forma
lagrangianas descritas en el capitulo anterior, ®'(z;) y ¥!(z;). El nimero
total de subcapas del laminado sera de (N,), y viene marcado por el grado
de la funcion de mas valor que sera siempre ®/(z,), en este trabajo se ha
establecido un valor de grado 3. El grado de la funcién ¥!(z,) en este
modelo concreto sera de 2, siempre un grado inferior al de ®!(z,).

[
=

s
s

B

EfcestEsec
=

$ES L wew b wee s

e
=

=

Figura 4.1: Elemento implementado.
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En el plano XY el elemento tiene un numero de nodos (Np), que puede variar
entre 8 y 9 nodos (elemento cuadratico serendipito o lagrangiano),
dependiendo del elemento cuadratico bidimensional que se quiera utilizar,
esta distribucién de nodos se repite a lo largo de todas las subcapas del
laminado. La funcion de forma en el plano XY sera N;(x;,yy).

Las funciones de forma en la direccion Z &'y W' son las que se
corresponderan con el comportamiento segun el espesor. Estas funciones
son independientes en cada capa y dependen de la coordenada Z. El
espesor de cada capa se denota por siendo t®.

La funcion de forma &! es la que se utiliza para interpolar los
desplazamientos U y V, tendra un orden impar, siendo cubico o lineal, y la
funcion W! se utiliza en la interpolacion del desplazamiento W y siempre sera
de un orden menor. Durante la implementacién de este problema se ha
empleado una funcion ®! de grado cubico y una funcién W' cuadratica.
Puesto que para definir un polinomio de orden n se necesitan n+1 nodos y
si los dos polinomios no son iguales no todos los nodos pueden emplearse
en la definicidon de las dos funciones simultaneamente, el nUmero de nodos
subcapas dentro de cada capa sera N, = 5. Todo esto explica porque en la
primer nodo del subelemento en direccion Z los desplazamientos son en u,
v, w, en el segundo nodo son solo u,v, en el tercer nodo donde afecta la
funcién cuadratica W' solo existe desplazamiento en w, el cuarto nodo
vuelva a afectarle Unicamente la funcion cubica @®! dejado solo los
desplazamientos en u y v, y finalmente en el ultimo nodo del subelemento
afectan las 2 funciones lagranianas y los desplazamientos vuelve a ser u, v,
w.

Los nodos de la capa que pertenece a la interfase de dos subelementos
seran compartidos por las dos subelementos, esto asegurara la continuidad
en el espesor.
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4.2. Implementacion del modelo en Matlab.

El trabajo ha consistido en ampliar el programa disponible en el
Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales de la Universitat
Politécnica de Valéncia [8], creando un nuevo tipo de elemento dentro del
programa que corresponde con el modelo de placas de Reddy explicado a
lo largo de este trabajo.

-MATERIAL
-LAMINADO
-ORIENTACION

-MALLA 2D
-CONDICIONES DECONTORNO

INTRODUCCION MATRIZ DE
DE DATOS
DEL SISTEMA DE
COORDENADAS

CALCULO DELA
MATRIZ C DEL
MATERIAL

GENERACION DE MALLA
MULTICAPADE REDDY

GENERACION
DE MATRIZK
FSDT

GENERACION
DE MATRIZK
REDDY

CONEXION CONEXION

ELEMENTOS FSDT-REDDY

ADAPTACIONGID
-ADPTACION MALLA

-ADAPTACION RESULTADOS

1

i !

REPRESENTACION GRAFICA |
EN GID

Figura 4.2: Esquema funcional del programa implementado.
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A continuacion, se hara una breve descripcion de las tareas mas importantes
del programa y su funcionamiento general. Se puede seguir el esquema de
procedimientos que explica los procedimientos mas importantes y en los que
mas se ha trabajado para conseguir la implementacion del modelo de
Reddy.

PLACOMP V 2.1

I "

4' INTRODUCCION DE DATOS 1 |

MAT_C * KD2b
+ K D2s
| MatTRSistElemsistorian | |- KED
= * KEs
I bt : : | + K Fb :
icientes_integracion < W0 * V_gdl_ideal
I . Kow  H -+ viedioca
I Gen_:nalla_l.‘rwz I - K:Dis * V_desp2

| Mat_XYZ_LYW2 |

—l INTRODUCCION DE DATOS 2 |

* Mat_posicion_global
* Mat_gdl_global
I + Mat_posicion_local

I Mat_K_total
= Conexion fsdt LYW2 UVW ¢ di T |
- Conexion_fsdt LYYW2 UV_superior .
- Conexion_elemn FSDT_LYW2 ‘I Conexion FSDT-Reddy |

| Restricciones_nodos_LYW |

| Ecuaciones_nulas_LYW2 | Mat_XYZ_LYW2_ 2x2x2
I Mat_Top_ Zx2x2

Relacion_elem
—l Desplazamientos_LYW2 | * Deformaciones2x2x2
| V_posz_ptosinteg
Element 2x2x2 GID
Deformaciones2x2x2_GID

I « Deformaciones LYY I_l Deformaciones y tensiones |
1
ArchivoGid |

Figura 4.3: Esquema de procedimientos del programa.
Eleccién del tipo de elemento.

En el programa PLACOMP V2.1 comienza con una peticién de informacion
donde se debe elegir el tipo de elemento que se quiere utilizar para el
analisis, actual mente dispone del modelo FSDT, el modelo de Kimpara y el
modelo de placas de cinematica variable de Reddy implementado en este
trabajo.
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Introduccion de datos.

Antes de empezar cualquier analisis de un laminado es necesario detallar
las condiciones con las que vamos a trabajar desde el proceso “InitialSet”,
en el cual se especifica el tipo de integracion, selectiva o reducida, el numero
de nodos o elemento cuadratico utilizado, los grados de libertad, el grado de
las funciones lagranianas, y mas parametros de menor importancia.

El procedimiento “inigau” expresa y calcula los puntos de integracién del
elemento cuadratico elegido, sus posiciones y pesos.

Archive Edicién  Formato  Ver Ayuda
E X IFE 9 2 7 e 6
3 5 13 11 4 8 2 7
1 13 21 19 12 16 286 15
9 41 49 A7 48 45 18 14

[ =

Linea 1, columna

Figura 4.4: Introduccién de una malla de 4 elementos.

:| Placa_cuadrada_de: Bloc de notas £ O *

Archivo  Edicion  Formato  Ver Ayuda

|-1.e¢  -1.e8 0.0 "
-8.75  -1.88 0.a
-8.50  -1.88 0.0
-0.25  -1.80 0.0
0.0  -1.00 0.0
-1.88  -8.75 0.0
-8.50  -8.75 0.0
0.60  -0.75 0.0
-1.88  -@.50 0.0

Linea 1, columna

Figura 4.5: Introduccién de las coordenadas de la malla de 4
elementos.

Los datos del problema se introduciran en forma de fichero de texto
compatible con el programa, los procedimientos “leemat’, “leelam”,
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“leemalla”, “orientElemen”, “NodCoord”, se utilizan para leer e introducir en
el programa los datos de sus ficheros correspondientes. Por ejemplo, el
procedimiento “leemalla”, leera la topologia del mallado, que se debe
introducir segun la figura 4.4.

Sera necesario introducir los siguientes datos del problema: el material, la
tipologia del laminado y los materiales de cada capa, la malla del problema
en 2D, las coordenadas XYZ la orientacion de los elementos, las condiciones
de contorno, las fuerzas externas.

"_mj Placa_cuadrada_de: Bloc de notas = O x

Archive  Edicién  Formato  Ver  Ayuda

| 1.0000080e+08 5.0000000e-82  ©.0000000e+00
1.0000000e+08 5.0000000e-82 ©.0000000e2+00
1.0080080e+08 5.8000000e-82 0.6000086e+00
1.0000000e+00  5.0000000e-02  0.00000002+00

. 808000 +06
. 0000000e+00
. 6086680e+06
.0B00000e+00

e

Linea 1, columna 1

Figura 4.6: Introduccién de Ia tipologia de un laminado a analizar,
para el problema anterior.

Generacion de matrices caracteristicas del material.

Posteriormente a la entrada de datos el programa empieza a calcular las
matrices de rigidez del material, C, fichero “Mat_C”.

Generacion de la malla del modelo de Reddy.

Una vez conocidas las propiedades del material se puede calcular sus
coeficientes caracteristicos y crear la matriz C, procedimiento “Mat_C”

Uno de los puntos mas criticos y de los que mas trabajo ha necesitado para
su desarrollo es el procedimiento “Gen_malla_LYW2”, que es el encargado
de generar la malla tridimensional del modelo de placas de Reddy a partir
de la malla de las placas de tipo FSDT. Se ha tenido que modificar del
programa previo para conseguir un buen conexionado entre elementos, que
por ser un modelo de capa Unica equivalente sélo requiere definir una malla
bidimensional asociada a la superficie media. Una vez generados la
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topologia de los elementos se genera la definicién de las coordenadas de
los nodos en el procedimiento “Mat_ XYZ_LYW2". Estas posiciones vienen
condicionadas por las funciones de forma lagranianas ®'y ¥/, puesto que
junto ala tipologia del laminado marcaran los nodos en direccion del espesor
del nuevo elemento de Reddy, estas funciones y todos sus coeficientes de
integracibn H explicados en el capito anterior se generan desde el
procedimiento “coeficientes_integracion”.

Creacion de la matriz de rigidez del laminado.

Una de las partes mas importante de este trabajo y la mas laboriosa ha sido
la obtencion de la matriz K junto a su ensamblado, que se realiza en el
fichero “Mat_K total”, el cual es un fichero complejo que involucra los
diferentes subficheros correspondiente a las submatrices de K formuladas
en el apartado (3.4.2 Desarrollo de la matriz K).

Ademas, involucra los ficheros relacionados con la generacion de la matriz
B y D y sus submatrices explicadas en el capitulo anterior.

Ha sido necesaria la creacién de procedimientos para la obtencion de
vectores que ordenen la colocacion de las subcapas creadas en el espesor
del laminado para poder ensamblar la matriz K de cada elemento.

Al mismo tiempo, ha sido necesaria la implementacion de procedimientos
para conseguir de vectores y matrices de posiciones globales y locales que
determinen las posiciones actuales de los términos de las matrices K y las
posiciones ordenadas dentro de la matriz global, esto asegura el
acoplamiento entre elementos y subelemntos, que corresponden con las
subcapas creadas para el modelo implementado

58



TRABAJO FINAL DE MASTER

[ Kel_LyW2_fing <d56x456 double>

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1.4167e+06 0 T2760e12 -3.6380e-12 0 1.E077e-08 1.0231e-04 "
2 14167e+06 3.4615e+06 0 3.6380e-12 0 0 -1.9231e+04 1.3077e+06

3 0 0 1.3556e+06 -4.4872e+04 4.4872e+04 0 0 0 673

4 -72760e-12  3.6380e-12 -44872e+04 2.2756e+04 -4.7222e+03 0 0 0 -2991

5 -3.6380e-12 0 44872e+04 -47222e+03 2.2756e+04 0 0 0 -1121

6 0 0 o 0 o 0 o 0

7 1807706 -19231e+04 o o 0 0 34615¢-06 -1.4167e+0

8 19231e+04 1.3077e+06 0 0 0 0 -1.4167e+06 3.4615e+06

9 0 0 6.7308e+05 -2.9915e+04 -1.1218e+04 0 0 0 1555
10 0 0/ 29915e+04 9.7650e+03 64.1026 0 7.2760e-12 0 4487
1 0 0 -1.1218e+04 -64.1026  8.0983e+03 0 0 0 4487
2 0 0 o 0 o 0 0 0

13 17308406 583336405 o o 0 0 1307708 192316404

14 5.2333e+05 1.7308e+05, 0 0 3.6380e-12 0 19231e+04 1.8077e+06

15 0 0 6.8803e+05 -1.1218e+04 1.1218e+04 0 0 0 673
16 0 0 1.1218e+04 1.1378e+04 -1.9444e+03 0 0 0 -1a21
17 0 3.6380e-12| -1.1218e+04 -1.9444e+03 1.1378e+04 0 0 0 -2991
18 0 0 o 0 o 0 o 0

19 13077e+06 19231e+04 0 3.680e-12 0 0 1730808 -58333e+03

20 -1.9231e+04 1,8077e+05, 0 0 -7.2760e-12 0 -5.8333e+05 1.7308e+06

21 0 0 67308e+05 1.1218e+04 2.9915e+04 0 0 0 688
22 3.6380e-12 0/ 1.1218e+04 8.0983e+03 -64.1026 0 0 0 -1a21
23 0 -7.2760e-12| -2.9915e+04 641026 9.7650e+03 0 1.8190e-12 0 -1121
24 0 0 o 0 o 0 0 0 v

Figura 4.7: Matriz de rigidez K (496x496) para el modelo anterior de 4
elementos.

Conexiones entre elementos.

El siguiente paso es el de interconectar los elementos FSDT con los
elementos multicapa de Reddy, esta operacién se lleva a cabo con 3 ficheros
de conexion, el que conecta las capa que coincide con el plano medio del
elemento multicapa con el plano medio del elemento FSDT, fichero
“conexion_Fsdt LYW2 UVW _capamedia”, el que conecta la capa superior
de dichos elementos, “conexion_Fsdt_LYW2 UV _superior’, y el que
conecta los nodos comunes que estan en contacto con en los dos elementos
“conexion_elementos_fsdt LYW2”. Adoptando el procedimiento explicado
en el apartado 3.6, para los grados de libertad de la capa superior.

Con el fin de evitar algunos problemas que surgen en el conexionado y
ensamblado de diferentes tipologias de elementos se ha creado un
procedimiento que exige que la capa del plano medio del elemento en el
modelo de Reddy siempre contenga un nodo con los tres desplazamientos
u,v,w. Existe la posibilidad de que dicha capa contenga nodos con sélo 1 o
2 desplazamiento si coincide con una subcapa de un subelemento con
nodos que tienen ese niumero de desplazamientos. El programa realiza esta
verificacion en los procedimientos “Comprobacion_laminado” 'y
“Crealam_compatible”.

También se han implementado otros procedimientos adicionales como
“Restricciones_nodos_LYW”, que restringe los desplazamientos de los
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nodos de alto orden y los desplazamientos de algunos nodos problematicos,
y el procedimiento “Ecuaciones_nulas LYW2” que elimina las lineas y
columnas que no se utilizan dentro de la matriz K global del laminado

Resultados.

Una vez creada la matriz de rigidez K de los elementos del componente y
ensamblada la matriz global de rigidez, el procedimiento
“Restricciones_nodos_LYW2” procedera a introducir las restricciones de
desplazamiento impuestas en los nodos.

Después de eliminar las ecuaciones nulas de la matriz de rigidez global, el
procedimiento “Desplazamientos_LYW2” resuelve el sistema de ecuaciones
lineales y obtiene los desplazamientos de los nodos. En el procedimiento
“Deformaciones_elemento2x2x2” se obtienen las deformaciones y tensiones
en los puntos de integracion de los elementos.

Fecha FSDT =

o
.010174675329642
-.013786190335811
.010200807081824

0

o
.015447515474538

o]

o
.011470867582403
.012003326603665
.011390246982773

0

0
.015309589473844

0

o
.010122397465981
.013674142283342
-010127464084588

o]
fx | v

< >

o oo

=)

o oo

=)

o oo

Figura 4.8: Resultados de desplazamientos en nodos del ejemplo de estudio
de 4 elementos.
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[} Desp_LYW2 <136x3 double>

1 2 3
1 -6.9062¢-04 0.0099
2| 11037e-04 4443804 00138
3| 2207705 47364605 00190
4 -00041|  5.0262-05 0
5 00022 6.4230e04 00201
6 877405 667304 00154
7 -00035 37716e05 00115
8 0.0019 oo 0o
9| -53116e-04 00013 4216de-04
10| -98763e-05 -37030e-04 00133
11| -15698e-05 -37627e-05 00190
12| 00034 59010605 0
13| -28843e-04 -20232e-04 00104
14| T7435e-05 553004 00154
15 00028 36504e05 00115
16| 00012 1038004 5597505
7| 00031 -49302e-04 00144
18| 92095005 -33348e-04 00133
19| 12508¢05 3278805 00190
0 00031 6335705 0
2 -00018| 4200304 00154
22| T2els 49710e-04 00154
EE| 00028 35902¢05 00115
24| 00033 -13638e-04  0.0032
25! 7206704 00022 2.7073e-04

Figura 4.9: Resultados, vector de desplazamientos del laminado del ejemplo
de 4 elementos.

Representacion con GID.

Por ultimo unicamente queda por describir el procedimiento seguido para
representacion de los resultados del analisis efectuado utilizando la
herramienta de postproceso de elementos finitos GID. La informacién basica
para implantar este modulo se ha extraido [7,9].

El proceso no ha sido tan sencillo como exportar directamente los resultados
obtenidos segun el procedimiento implementado en [9] debido a que GID no
es capaz de representar modelos de placas tan complejos como el
implementado en este trabajo.

Para poder representar los laminados del modelo implementado ha sido
necesario realizar un proceso de transformacion de datos, para que GID
pueda interpretarlos.

El primer paso ha sido la transformacién de la malla del elemento de un
modelo de placas consistente a una malla de elementos tridimensional
convencionales (elementos cubicos de 8 nodos) en los procedimientos
“‘Mat_XYZ_LYW2_ 2x2x2”, “mat_top_2x2x2.”, ” element2x2x2_GID”. Este
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ultimo procedimiento genera nuevos elementos del laminado de forma que
crea un elemento tridimensional cubico por subcapa.

Ademas, se ha tenido que evaluar las deformaciones y tensiones en los
puntos de integracion de los nuevos elementos generado, que en general
son diferentes de los puntos de integracion de los elementos de Reddy

utilizados en el modelo de calculo. Los procedimientos “V_posz_ptosinteg”,
“Matriz_deformaciones_GP2x2x2_GID”.

e

0.0082296
l 0.0064727
0.0047159

- 0.002859

- 0.0012021
- -0.0005548
- -0.0023117

z -0.0040686
v -0.0058254
> _J -0.0075823

Figura 4.10: Representacion en GID de las tensiones normales en x para el
laminado de estudio de 4 elementos

Por ultimo, una vez creada la malla, las matrices de deformaciones y
tensiones adaptadas a GID, el procedimiento “ArchivoGID” pasara toda la
informacion al programa GID mediante un fichero de texto, lo que permitira
realizar las tareas de postproceso mediante dicho programa externo.
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4.3. Validacion del elemento implantado.

Una vez concluida la implementacion del elemento de placas basado en el
modelo de Cinematica Variable de Reddy en el programa de elementos
finitos del Departamento de Ingenieria Mecanica y de Materiales se
comenzaron las tareas de validacion.

El programa funciona y es capaz de obtener resultados tal como se muestra
en las figuras 4.11, 412 y 4.13 aunque no son correctos. Si se ha
conseguido obtener resultados con elementos FSDT puesto que el
programa del que se partio ya tenia implementado este tipo de elementos y
las modificaciones que se han tenido que introducir son minimas (conexién
de estos elementos con el elemento implementado).

0.0061545
0.0045846
I 0.0030147
-0.0014448
--0.00012517
-0.0016951

-0.003265
-0.0048349

W &
-0.0064049
f -0.0079748
x

Figura 4.11: Ejemplo 1
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En la figura 4.11 se muestran los desplazamientos para una placa cuadrada
apoyada en el contorno de 4 elementos y 4 capas sometido a una carga
puntual en el centro del laminado. Se puede observar que no existe
continuidad en las deformaciones normales en Y en este ejemplo.

Un aspecto positivo del trabajo se puede observar en la figura 4.12. Se trata
de un laminado de 268 nodos, y 4 capas con un agujero central sometido a
traccién en el plano. El programa ha sido capaz de crear la malla, calculas
la matriz de rigidez de los elementos, ensamblarlas y obtener los resultados
mostrados. Dichos resultados no son correctos puesto que presentan
discontinuidades en el espesor en los términos de alto orden aunque no
difieren mucho de los reales.

Aunque se ha dedicado un tiempo considerable, no se ha podido resolver el
error asociado a la aparicion de valores erroneos de algunos
desplazamientos de alto orden en los ejemplos considerados antes de la
fecha limite disponible para la presentacion del trabajo. Consecuentemente
ha quedado incompleta la validacion del elemento implementado.
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083712

031872

I 0.0023277
--0.31507
-0.63246
-0.94986

-1.2673
-1.5846

Zz
¥ -1.902
E 2.2194
o

Figura 4.12: Ejemplo 2.

65



CAPITULO 4: IMPLEMENTACION DEL MODELO

66

KX

0.51714
0.39322
0.26893
-0.14538
0.021457
-0.10246
-0.22638
-0.3503
-0.47422
-0.59814

Figura 4.13: Ejemplo 2.
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Capitulo cinco

CONCLUSIONES
DEL TRABAJO

5. CONCLUSIONES DEL TRABAJO

5.1. Conclusiones.

1.

En este trabajo de fin de master se ha desarrollado el modelo de
lamina de Cinematica Variable de Reddy para el caso en que los
ordenes de la interpolacién en la direccién Z de los desplazamientos
uy v es diferente de la de la interpolacion de los desplazamientos w.
En la bibliografia si existe desarrollado el planteamiento en los que
®!(z,) y P!(z,) son iguales, pero no el caso en que son diferentes.

Se ha implantado un elemento basado en el modelo de Cinematica
Variable de Reddy en un programa de elementos finitos del
departamento de ingenieria mecanica, aunque no se ha podido
completar su validacion.
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3. Se ha desarrollado un mdédulo que permite extraer la informacion

asociada a los resultados del elemento implantado y transferirla al
programa de postproceso de elementos finitos comercial GID.

5.2. Trabajos futuros.

1.

Es necesario concluir la validacion del programa que se no se ha
podido hacer por falta de tiempo.

Se deberia integrar este elemento en un programa que permitiese
utilizar automaticamente en una pieza el modelo FSDT en las zonas
con solucién fundamentalmente bidimensional y el modelo de capas
consistentes implantado cuando la solucion fuese esencialmente
tridimensional, es decir, en un programa con m-adaptividad.

Un trabajo proximo seria el de combinar tanto los modelos de FSDT,
de Kimpara y de Reddy disponibles para completar un modelo con
m-adaptividad con delaminacion.

5.3. Personal

En cuanto a las conclusiones personales de este trabajo, estoy muy
agradecido al departamento de ingenieria mecanica, en concreto a
José Albelda, por los conocimientos ensefiados tanto en el campo
del calculo de materiales compuestos y laminados, como en las
habilidades y capacidades adquiridas programacion.
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ANEXOS

ANEXOS
ANEXO 1

El anexo uno explica y desarrolla las deformaciones del modelo de placas
consistente y de cinematica variable de Reddy, este proceso ha sido
necesario debido a la ausencia de bibiliografia capaz de explicar este
desarrollo donde las funciones de forma @ y W son independientes y de
diferente grado.
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_Ou, | Oug
Yyz = 9z, ayy
N, N N,
p , N Nc D o p i 6N]
— — — — Z], — YL
J=1 k=1 =1 \J=1 J=1
N Mc NP aN] I
) @ ) [ w5t |l =
k=1 =1 \J=1 YL
ON. ONy
= _@YN, —..._g7Y 01, .. o __p
> dP? dP? ddNe
+ kzl Pk (2) ViaNy ——=+ -+ +Viy, Ny, =+ Vi Ny ——
dPNe
+ cee + VNCNpNNp T
N
aNl aIVN aNl
+ Wy —W¥l+-+W Pyl 4 Wy =—WNe
;G"k(z)[ 11 v, 1N, v, N1 v,
aNNp N
+ "'+WNCNp ayL l.IJ c

(7.5)
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Ju, OJus

Yez = 0z, 0x

c Np
Ze, N,+z¢k<z)”z ZU,,N, 0! z 02
+Z<pk(z>f ZW,, M)y’ -

x x 00N 0 Ny,
= 91N1 + .”+6NPNNP +W1 a L + + Np ax'L

0! 0! opNe
+ z (pk(Z) Ullng + b +U1NpNNp E + UNC N —

1=
k=1
opNe
+...+UNCNpNNpT
N
ON{ {yy1 ONy 1
+Z(pk(Z)|:Wlla_1l'lJ +"'+W1Np a Pl_IJ
= YL L
6N1 N 0Ny, 1y
w, LP T+ W, P
+ Wn. W, a7,
(7.6)
=(k) =(k) =(k) =) —(k)
0& 3 0¢& 0¢& 0¢&
(k) X 0 x 0 X 0 0
o = oui + ou; + -+ ovy + owy + 60F
* T Ul O T gy 0 av0 UL+ Gy5 OWE + G O
—(k) 5 g(k) =) 50
+ 567 + -+ Suq + Suy + -+ Svy +
aely du, 1 du,  Z v, 1
+6S_’(‘k)6
adwy "
(7.8)

Tomando como ejemplo el desarrollo (7.8) se puede aplicar en el resto de
diferenciales del problema, de forma que resulten las siguientes ecuaciones:
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Y & aN, (&N vy
=) _ J ] JACIARYA
6£x —Z&uya—xllﬁ'ZLE&G]xa—xlﬁ'z ZT8UI] (DI
J=1 J=1 =1 \J=1
(7.9)
Np Np
= 3 -y oy S 5 (SO, o
] 1
- axL =\= dyy,
(7.10)
Mc [/ Np !
—(k
68; ) = z ZN](xL,yL)SVV,] a_Zl
1=1 \J=1
(7.11)
Np Np
6N N ON
(k) _ ] 0] vl y YY)
%—2(5 15y, T fa_>+z Z(f”f % ax)
]:
Ne Np
z zaN](xL;)’L) z ](xL:yL)6UI] @
I=1 \J=1 Jj=1
(7.12)

Nc
ON
oy =~ Z@@yNﬁZ ZNﬂqu +Zw’
VL

YZy
N, (x,,
+E E ’(xLyL)aw,, w!
(7.13)
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Np Nc [/ Np Np
—(k) X Lol o ON)
874 = D 007 Ny + > [ 3 NG y)oUyy |5+ ) swp =
J=1 =1 \J=1 L= L
Mc [/ Np
ON,;(x;,
| 2w
dx;,
=1 \J=1

(7.14)

ANEXO 2

El anexo 2 corresponde con el desarrollo de la componente del teorema de
trabajos virtuales 8V5.

N

ovs = —J f_h[&nndun + Gp50Ug + Gy,,0usldz| ds
r —_n

2

(7.15)

Upy = Ug?)y + Uzl)y

(7.16)
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du, du,
6un= ma[]l] nx+ ZEaUI} T’y
L] L]

Np Np

= Z Ny (x, y1) 8u) + z, Z N;(xp,y,) 665
= =

N Nc Np
+ Z Vi (2) z ZN](XL;)’L) Uy, @' (z,) || nx
k=1 I=1 \J=1
N Ny

14
+ Z Ny (xp, y1) 8v) — 2, Z N;(xp,y1) 591y
=1 =1

N Nc [ Np
£ o@D D NGy 8V |||y
k=1 =1 \J=1

(7.17)

Sup = Nyuin, + -+ Ny, Suy 1y + N18vimy, + -+ Ny, Svy 1y
+ ZLN]_ 60])_677)5 + A + ZLNNp 6919\;1077)5 - ZLN]_ 69]3_/773/ _ e

— ZLNNp691%,/pny

N
+ 2 Pic(2) |OIN8Uy + -+ +® Ny SUsy, + -+ OVeN, Uy 4
k=1
+ -+ CDNCNNpauNch:I T]x

N
+ 2 Pic(2) | OIN8V 1y + - +D Ny 8V + -
k=1
+ DN, SV 1 + -+ DVeNy SV |11y

(7.18)

Las funciones N;(x,y) dependen de x,y, n.(s) y 1,(s) depende de la

supuerficie de aplicacion de los esfuerzos, y la funcion NL,(s) yNi,(s)
tambien depende directamente de la superficie donde se aplican.
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NS

[67n0u,]dz

>

f

On [N15u177x + -+ NN 8uN Ny + N18v177y + -+ NN 81JN ny
ZuNy 805, + -+ 2, Ny, 86 1, — 2Ny 8671y — -+ — z,Ny, 863 1y + TNy 0 (2) [ @ N, 8Uy,
+ 1Ny, Uy, + -+ + OVeN; Uy + -+ DNy 8Uy, v | 0 + Zhey 01 (2) [@1N, 8V, +

(7.19)

N

h h
JalGnnouyldz = 3
2

e
+ Ny, 8V 1y, + oo+ DVN; 8V g + -+ DYeNy 8V | 1] dz=

h

n dz ]ds) sud +- +< f [NNp i(f ndz] ds> suy
2

nd ]ds) VY 4+ (— Jr [Nany JENC- dz] ds> v +
2

h
< f [Nﬂl i
2
h
( ) [Nanx é&nnzLdz] ds) 865, +
2

h

( fr [Nﬂ? fi
2

z,dz ]ds) 807+

LC
+ <fr [Nﬂ?y JZ Onn dz] ds> 567 + - +
Zh
]ds) 861%,; ++

<fr [Nany fi &nn ZLdZ
2

(z)dz] ds) 8U  +...+ (— ) [NNp 1(z)dz] ds> 8Uy, +

h
[2 65 @

2

Zl}¥:1 Pk (Z) [<_ fr [Nlnx J‘é &nn Ch
(=5 [wane s

<_ I [NNp’?x fi&nn CDNC(Z)dZ] ds) U v ]
Zk 1(Pk(Z) [( fl" [Nl?’} f (Z)dz] dS) Vi + -+
<_ fr [NN Ny f_h Opn @ (Z)dz] ds> ‘SVng + (— fr [Nﬂ?y fi o @NC(Z)dz] dS) SVO 4t

h
(— I [NN Ny J2 Gnn CDNC(Z)dz] ds) ‘SVNCNP]

PN

Onn

NS

NC(Z)dZ] ds) Uy + -+

NI

,NI:-

~ |

(7.20)
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N
f Z N{l,,&u;'] ds =
r =
= (-fr [N N ] ds) Sud + -+ <—fr [NNFUXN:,f]dS> suf + (—fr [Ny N ] ds) &0
~N.
o i) o,
([ ngas) aogev(~ [ [wgnnt]as) oo,
r r
" (f [Niny M3,] dS) 86y + -+ <f [NN TIyMN”]ds> 86y +
r r
v

+ 301 0@ [(= S [NamaWis] ds) 80U + -+ (=
(= Jr [NameNpse'] ds) 8Ups + 4 (= i [Noymcle

+ Z i (2) [( [N1le nn] dS) 6Vt + < f [Nany 1Np] ds> 6V1Np
( f [NlnyNNc ds) Vyi+- +< f [Nany NCNp]ds> GVNCNP]

(7.21)

Ny, M 1N]"]ds) 5”11\1,, +
ds) Uy, |+

N
J Z NL su?
=

meud + -+ I SuN + rov) + -+ IR 6vN77y+Im 865 +
+ I3y, 867, + Im37 867 + -+ Imj} 86y

+ Z i (2) [Ix115U11 + o+ Iy ,0Uin, + 16Uy 1 +
k=1
+ I?ﬁczvp‘sUNch]
N
+ Z i (2) [I 1oV + o+ Iy11v oVin, + N 18Vy,1 +
+ T v, 8V, |

(7.22)
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Los nodos variaran desde I hasta I , depende de la superficie donde se
aplique, puesto que en los demas el valor es 0.

Ug = —Uy7y, + Uz,

(7.23)

5 s sy E O sy, + E M2 sy
U = == 1My 1JMx
e auyy e Uy e auy,y
Np Np

= -1y Z N;(xp, y1) 8u) + z,, Z N, (xy,y,) 86
J=1 =

Nz [ Np
+Z ZN](’CL:YL)SUU ' (z,)

I=1 \J=1
Np Np

+ M Z Ny(xy,y) 6v) — z, Z Ny (xp, 1) Jejynx
=1 =
Nz [ Np

D NGy 8V, ()
I=1 \J=1

(7.24)

Sug = =N, 6uin, — - — NNPSug,pny + N;6vln, + - + NNP‘SVI(\]/,,Ux —z,N; 86§, — -

- ZLNNF 591’6]01’)3, - ZLN1 893’7]){ — = ZLNNPSGI%,;T]X
N
- Z 0ic(2) [PIN,8UL, + - +® Ny 8Uyy, + oo+ DVeN; U, + -+
k=1

+ ONeNyy 8Uy, v, |1y
N

+ Z 0ie(2) [PIN, 8V 1y + -+ + DNy 8V iy + -+ DYN, OV + oo
=]

+ ONeNy, é‘VNCNp] Ny

(7.25)
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h h
2 2
f_h[anS(Sus]dz = f_h Ons | —NpOuiny, — - — NNpé'u,%pny + N, 6v9n, +
—h —h
+ NNPSv,?,pnx —z,Ny 86{ny, — - — z, Ny, 665 1,
- ZLN]_ 69]?/773{ — = ZLNNp(SH]%]/pnx

- 2 (pk(z) [(I)lNlSUll + e +chNNp6U1Np + A + CDNCN16UNC]_
k=1
+ ek DVeNy SUy v |1,

+ Z (pk(Z) [¢1N16V11 + A +¢)1NNP6V1NP + b
k=1

+ CI)NCN16VNC1 + b + CDNCNNP(SVNCNP] T’x] dZ

(7.26)

N
NI u$
=1

ds =

|

= (fr [Nyn Nis] ds | uf + -+ (f [NanxN:Sp]ds> suy + (—fr [Nany, N ds) V9 + -

)

+< . o, ns]d5> 8v3,
(
(

+

f [Ny, 1] ds> 867+ < f [N, 7727 ds) 863,
+ fr [Ny, M4 ds> 567 + - + ( fr [Nanny;”]ds> 86 +
Z(pk(z) [( Ny ns]ds) 8UL + -+ ( f [N, n: 1N‘”]ds> U,y
(f [N ) SUy, + -+ <f [N, 72N ”]ds) suNCNp]

N
+Z o (2) [(‘f [N177yﬁ%sl]d ) Vi +- +< f [NN 1y 1Nl”]ds) 8Vin,
k=1 r
( f [Nﬂ?y ds) 6Vyq.+t- +< f [Nany s ]ds) SVNCNZ,]

(7.27)
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N
Z NLous

r =

= IRoud + -+ + I Suy, + 153607 + - + 1} vy ny + Imi 86 +

+Ime 865 +Imj3; 867 + - +Im§§,p89y

ds

+ Z <Pk(Z) [1211&]11 +t+ Ix1Np5U1Np + T;7c11svc15U1vc1 +-t Tgflczvp‘suwcmp]

+ Z <Pk(Z) [Iy115V11 +- y1N 8V1N + [chlstcl +-t+ T;ISVCNI,‘SVNCNP]

(7.28)
Np Mz [ Np
uz = ZW]O N,(xL,yL) +z ZW” N/(XL;)’L) ‘PI(ZL)
=1 =1\ J=1
(7.29)
ou Mz Np
61,13 = aUlgj 6U1/ —ZN](XL;yL) 6W] +z ZN](xLIyL)SVVI] ‘P (ZL)

1,]
(7.30)

6U3 = N]_ 6W:{) + -+ NNp 6W1(\)]p
N

+ z (pk(Z) [‘P1N15W11 + \P16W1Np + b + ‘PNCN16WNC1

k=1
+ WNe Ny SWy,y, |

(7.31)

h

2

f_h[ﬁnn(Sun + 6,s0ug + 6,,0u3]dz

2

(7.32)
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h

N| s

2
[3n25U3]dZ = J-—h 6-”2 N]_ 6W{) + -+ NNp 6W13p

2

\
|

N

N
+ Z (pk(Z) I:lplN]_anl + l'I',:I'al/l/le + A + lecN]_aWNCl
k=1

+WNe Ny SWy,y, || dz
(7.33)

ds =

u —~
_fr [IZI: Q}..6w,

= (fr N1 (x%,¥)Q5z(s) ds) WO + - + ( fr Ny, (x, Yy ($)0nE () ds) sl
+ [( fr Ny (x, ) QAL(s) ds> Wy, + -+ ( fr e D6 ds> -

+ (fr Ny (x, y)0ne (5) ds> Wiy, +
* (fr Ny, (o) g 7 (5) ds) 8WNCN,,]

(7.34)

N
J; [; Q!,6u; ] ds

= l?lzswf + -+ I?IZI‘6WI(\)IP + Tgfl(swll + -+ T;lpr(sW]_Np + -
+ 5 Wy g + -+ T;lzleczvp SWy,n,

(7.35)
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