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1
Introduión

1.1. De�niión de Smart Struture

En 1996, Spillman W. B., Sirkis J. S. y Gardiner P. T. estableieron una de�niión de

estrutura inteligente entre una amplia variedad de fuentes; die lo siguiente: �Una estru-

tura inteligente es una estrutura no biológia que tiene los siguientes atributos:

1. Propósito de�nitivo;

2. Los medios e imperativo para lograr ese propósito; y

3. Un patrón biológio de funionamiento.�

Para expliar mejor el término -patrón biológio- (Figura 1.1), éste se desglosa en ino

partes fundamentales equivalentes al uerpo humano:

1. La adquisiión de datos (sentido tátil): sensores que se enargan de reoger los datos

en bruto neesarios para el ontrol y seguimiento de la estrutura.

2. La transmisión de datos (los nervios de sensaiones): transmite los datos desde los

sensores hasta el entro de ontrol.

3. Centro de ontrol (erebro): gestiona y analiza los datos, tomando deisiones sobre

las aiones determinantes a realizar.

4. Instruiones de datos (nervios de movimiento): transmite las onlusiones del entro

de ontrol a los distintos omponentes de la estrutura.

5. Dispositivos de aión (músulos): atuadores que llevan a abo las aiones deididas

por el entro de ontrol.

PSfrag replaements

Patrón biológio

Figura 1.1: Las Smart Strutures imitan el sistema nervioso humano [1℄

En de�nitiva, el término Smart Strutures se utiliza para de�nir estruturas que son

apaes de peribir y adaptarse a las ondiiones de su entorno, siempre on el �n de on-

seguir un diseño más útil, e�iente y seguro.
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CAPÍTULO 1. Introduión

La apliaión de este onepto a la estrutura de las aeronaves puede ofreer mejoras

signi�ativas en muhos aspetos, omo pueden ser:

Disminuión del peso total de la aeronave.

Reduir el oste de mantenimiento y de operaión.

Aumentar y mejorar su ilo de vida.

La prinipal ventaja de este tipo de estruturas reside en eliminar partes móviles de la

aeronave, que omporta una reduión importante del peso y del oste de mantenimiento.

Por ejemplo, el onepto Smart Struture permitiría sin neesidad de atuadores hipersus-

tentadores, omo los �aps y slats, adaptar la super�ie del ala a las ondiiones de vuelo.

En la atualidad, las aeronaves iviles presentan alas de geometría �ja que optimizan

un únio punto de diseño: para una determinada altura, un peso onreto, un Mah de

vuelo, et. El ala reta permite una mayor sustentaión a bajas veloidades, neesario para

aterrizar y despegar, no obstante, a altas veloidades ofree mayor resistenia y limita la

veloidad máxima de vuelo debido a la apariión de ondas de hoque sobre el ala. La dis-

tribuión en �eha soluiona los problemas a altas veloidades del ala reta, pero tiene que

tomar y salir de tierra a veloidades elevadas debido a su más baja sustentaión.

Figura 1.2: Avión F-111. Primer avión de geometría variable puesto en produión que

entró en serviio el año 1967, diseñado por General Dynamis

El onepto de geometría variable, ejempli�ado en la Figura 1.2, permite aprovehar

tanto las ventajas del ala reta omo las del ala en �eha. También permite adaptarse al

ambio de peso que origina el onsumo de ombustible, que puede llegar a ser alrededor

del 30% del peso total de la aeronave. Sin embargo, las desventajas estruturales que pre-

senta instalar en la aeronave los atuadores neesarios para permitir la geometría variable

son mayores que los bene�ios, es por esto por lo que no se utiliza en aviaión omerial.

Las Smart Strutures permitirían obtener todas las ventajas de la geometría variable sin

2



SECCIÓN 1.2. De�niión de los materiales magnetoestritivos

omprometer la integridad de la misma.

También es importante destaar que estas estruturas permitirían tener un ontrol so-

bre el estado de la misma, on la apaidad de detetar y diagnostiar posibles problemas

en su integridad. La ténia del llamado Struture Health Monitoring (SHM) o Vigilania

de la Salud Estrutural, utiliza sensores inrustados en la estrutura que reduirían el oste

de inspeión y mantenimiento, permitiendo un ontrol más exhaustivo de su estado.

Como se puede leer en el artíulo [1℄, pág. 7:

SHM es un nuevo onepto uyo momento ha llegado, ya que la tenología

neesaria está disponible para dar los primeros pasos. La reduión de ostes

de mantenimiento, el aumento de la disponibilidad de aeronaves y el ahorro

de peso son objetivos que se pueden alanzar mediante SHM. Mientras los

bene�ios de ahorro en mantenimiento son útiles para el vuelo atual, así omo

para aviones nuevos y futuros, el ahorro de los bene�ios del diseño de peso se

puede lograr sólo para los nuevos programas de aviones. Independientemente

de qué materiales se utilizarán en el futuro, la �losofía de diseño atual, que

es apliada hoy en día por los diseñadores estruturales, será desa�ada por la

nueva �losofía de diseño basada en SHM.

1.2. De�niión de los materiales magnetoestritivos

Para lograr el onepto -Smart Struture- es neesário el empleo de materiales es-

peiales, denominados Smart Materials. Entre estos destaan: materiales piezoelétrios

(produen voltaje uando se aplia tensión meánia y vieversa), polímeros eletroativos

(ambian sus propiedades en funión de la presenia de un ampo elétrio), materiales

halorómios (on la apaidad de ambiar de olor en funión del pH), et. Sin embargo,

otro tipo de materiales dignos de estudio son los llamados materiales magnetoestritivos.

La magnetoestriión es una propiedad de los materiales ferromagnétios a partir de

la ual ambian de dimensiones ante la presenia de un ampo magnétio. Este efeto fue

identi�ado por el ientí�o inglés James Presott Joule en 1842 observando níquel puro,

por lo que también se le onoe omo efeto Joule. Diho efeto se debe a que los materia-

les ferromagnétios presentan una estrutura dividida en regiones o dominios polarizados

magnétiamente, por lo que al apliar un ampo magnétio estos dominios se orientan y

rotan produiendo un ambio dimensional. Es importante destaar que el volumen total se

mantiene onstante.

No obstante, denominarlo efeto Joule puede llevar a error, puesto que es fáil on-

fundirlo on otro de sus grandes desubrimientos: el fenómeno irreversible por el ual, si

por un ondutor irula orriente elétria, parte de la energía inétia de los eletrones

se onvierte en alor. Por esta razón se denomina -Magnetoestriión-.

3



CAPÍTULO 1. Introduión

El prinipio de magnetoestriión es el responsable de las vibraiones a 100 o 120 Hz

(dependiendo del país) que se notan era de un transformador o un dispositivo de alta po-

tenia elétria. Se produen debido a las �utuaiones del ampo magnétio que generan

pequeñas deformaiones en el material que se traduen en impulsos sonoros (vibraiones).

PSfrag replaements

A

B

C

D

E

−Hs −H H = 0 +H +Hs

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

N

N

N

N

N

N

N

N

N

N

Figura 1.3: Prinipio del efeto de la magnetoestriión

La Figura 1.3 permite expliar mejor la magnetoestriión: para empezar, se toma omo

referenia el aso C en el que no hay apliado ningún ampo. A medida que se aplia un

ampo magnétio pequeño +H los dipolos o regiones polarizadas se orientan en la dire-

ión del ampo, produiendo un aumento de las dimensiones de la probeta, omo se puede

observar en el aso D. Esto se produe hasta llegar al punto de saturaión (aso E) donde el

ampo alanza el valor +Hs y en el que todos los dominios se enuentran orientados, por lo

que a partir del ual, aunque se aumente la fuerza del ampo magnétio no se va a ambiar

la longitud de la probeta. En el aso de apliar un ampo magnétio de signo inverso, la

probeta también aumentará de longitud hasta llegar al punto de saturaión, omo podemos

observar en el aso B y A, respetivamente. No obstante, existen materiales que presentan

magnetoestriión negativa, omo es el aso del níquel. El fenómeno es anisótropo, puesto

que depende de la direión ristalina del material.
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SECCIÓN 1.2. De�niión de los materiales magnetoestritivos

La Figura 1.4 representa el omportamiento ideal del ambio de longitud frente a la

presenia de un ampo magnétio. Como se observa, en el aso de la �gura, tanto un ampo

magnétio positivo omo negativo produen la misma deformaión positiva en el material;

ésto no se umple siempre, puesto que se puede produir una deformaión negativa. En la

región entre 0 y 1, donde se aplia un ampo pequeño, los dominios magnétios no mues-

tran una orientaión en omún. Dependiendo de ómo se ha formado el material y de la

homogeneidad de la estrutura obtendremos mayor o menor elongaión. En la región 1-2

se produe la relaión lineal más ideal, por lo que onoiendo el ampo apliado es fáil

predeir omo va a deformarse el material; la pendiente se denomina fator de aoplamiento

magnétio. A partir del punto 2 la relaión deja de ser lineal otra vez, debido a que gran

parte de los dominios magnétios están orientados en la direión del ampo. Por último

en el punto 3 se produe la saturaión.

Al efeto reíproo se le denomina efeto Villari o efeto magnetoestritivo inverso:

apliar una presión al material va a modi�ar sus propiedades eletromagnétias, onsi-

guiendo rear un ampo magnétio que será funión de la presión ejerida. El aoplamiento

magnetoestritivo también presenta otros fenómenos omo el efeto Guillemin: variaión

del módulo de Young debido a la magnetizaión; y el efeto Wiedemann: torsión que

aparee debida al ampo magnétio longitudinal.

1.2.1. Cilo de histéresis

El omportamiento de los materiales magnetoestritivos no es tan ideal omo se muestra

en Figura 1.4. Cuando en un material on propiedades magnetoestritivas, sobre el uál

ha estado atuando un ampo magnétio H , esa la apliaión de éste, el material no

reupera ompletamente su estado iniial, sino que permanee ierta elongaión residual;

este fenómeno reibe el nombre de histéresis.
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CAPÍTULO 1. Introduión

La Figura 1.5 representa el llamado ilo de histéresis. Se parte de la posiión 0, donde

no existe ni elongaión ni ampo magnétio. A medida que se aumenta el valor del ampo,

se reorientan los dominios magnétios y aumenta también la longitud ∆L/L a través de

la urva 1, hasta el punto de saturaión +Hs. Si ahora se restablee el ampo omo nulo,

∆L/L desiende a través de la urva 2, pero no se onsigue una elongaión nula, sino

que debido a la histéresis se mantiene un ambio dimensional residual +∆L/Lres. En el

aso de imponer un ampo negativo −H ourriría algo similar, la elongaión disminuiría

hasta el punto de saturaión −Hs y al eliminar el ampo quedaría una elongaión resid-

ual negativa −∆L/Lres. Si se aumenta el ampo magnétio otra vez, lo hará a través de

la urva 3 hasta llegar al primer punto de saturaión +Hs, donde volverá a empezar el ilo.

Hoy en día no existe ninguna modelizaión de�nitiva sobre el ilo de histéresis, no obs-

tante existen numerosos modelos, ada uno más o menos apropiado para distintos ámbitos

de apliaión.

1.3. Apliaiones de los materiales magnetoestritivos

La apliaión físia del efeto de magnetoestriión se redue al transdutor o sensor

magnetoestritivo y al atuador. Ambos son dispositivos que onvierten energía meánia

en energía magnétia y vieversa.

1.3.1. El Sonar

PSfrag replaements
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Figura 1.6: Prinipio de funionamiento del dispositivo Sonar

El sonar (del inglés SONAR, SOund Navigation and Ranging) es un dispositivo que

deteta la presenia y situaión de objetos sumergidos. Su prinipio de funionamiento

onsiste en medir el tiempo que tarda una onda sonora en salir desde el emisor, re�ejarse

en el objeto y volver a diho emisor (Figura 1.6). De este modo, onoiendo el tiempo y la
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SECCIÓN 1.3. Apliaiones de los materiales magnetoestritivos

veloidad del sonido del medio, podremos alular la distania del obstáulo. En de�nitiva,

funiona de forma similar al radar, pero en vez de utilizar ondas eletromagnétias emplea

impulsos sonoros.

Para rear y detetar la re�exión de la onda sonora se emplea un transdutor mag-

netoestritivo, puesto que el material magnetoestritivo permite transformar un ampo

magnétio en deformaión del material, y por tanto, en un impulso sonoro y vieversa. En

la Figura 1.7 se observan los omponentes prinipales del transdutor magnetoestritivo:

Guía de material magnetoestritivo.

Imán permanente: genera el ampo magnétio longitudinal.

Sensor: deteta que la onda sonora ha regresado al transdutor después de re�ejarse

en un obstáulo.

Además, al �nal de la guía, el transdutor dispone de un elemento que permite absorber

todas las vibraiones, evitando interferenias y que el impulso sonoro generado se re�eje

sobre el propio material.
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Figura 1.7: Composiión y funionamiento de un transdutor magnetoestritivo [4℄, pág. 3

Para rear el impulso sonoro de alta freuenia se hae resonar el material magne-

toestritivo. Esto se onsigue mediante la interseión de dos ampos magnétios: un ampo

longitudinal generado por un imán permanente y otro ampo radial reado por un impulso

de orriente que reorre la guía. La interseión de ambos ampos genera una deformaión

violenta en la guía que se tradue en la onda sonora.
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CAPÍTULO 1. Introduión

Cuando la onda se re�eja en un obstáulo y vuelve al transdutor, hae vibrar la guía

de material magnetoestritivo. El sensor, que onsiste en una bobina enrollada a la guía,

permitirá detetar las vibraiones. Estas vibraiones sonoras provoaran pequeñas defor-

maiones en el material que generaran un ampo magnétio debido a la magnetoestriión;

éste ampo atuará sobre la bobina generando orriente elétria y permitiendo su dete-

ión. Conoiendo el tiempo transurrido y la veloidad del sonido se alula fáilmente la

distania hasta el obstáulo.

1.3.2. Válvula magnetoestritiva

Una exelente alternativa al diseño de válvulas on aionamiento meánio son las

válvulas on atuador magnetoestritivo. Se trata de un diseño atual (2016) del Goddard

Spae Flight Center [18℄ on el propósito de sustituir las válvulas utilizadas en sistemas

espaiales y en sistemas de propulsión de vehíulos. Son totalmente hermétias, sin fugas

y on una alta �abilidad. Además, poseen un tiempo de respuesta muy rápido, del orden

de milisegundos.
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Figura 1.8: Composiión y funionamiento de un válvula magnetoestritiva [18℄

La Figura 1.8 muestra el esquema de una válvula magnetoestritiva, su funionamiento

es senillo: la válvula se abre uando se aplia un ampo magnétio a la barra de material

magnetoestritivo, en este aso Terfenol-D, y se ierra uando el ampo es nulo. Este ampo

magnétio se genera apliando orriente a una bobina enrollada a la barra de Terfenol-D

y aislada del �uido. El Terfenol-D también se enuentra aislado del �uido a través de
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SECCIÓN 1.3. Apliaiones de los materiales magnetoestritivos

un reubrimiento, generalmente de titanio, puesto que es ompatible on la mayoría de

propelentes. El resto de los omponentes son equivalentes a la de una válvula ualquiera.

1.3.3. Telesopio astronómio de rayos-X

Los telesopios astronómios de rayos-X permiten observar galaxias del espaio on

una elevada resoluión angular. La prinipal di�ultad de estos telesopios reside en que

no se pueden utilizar espejos onvenionales para onentrar la radiaión en el sensor

de letura, debido a que se onsiguen ángulos de inidenia asi normales que produe

que la radiaión X sera absorbida, pero no re�ejada. Fue el físio alemán Hans Wolter

quien desubrió omo onstruir diho telesopio ombinando dos espejos de bajo ángulo de

inidenia (entre 10 minutos de aro y 2

o

) on forma de paraboloide y hiperboloide o bien

paraboloide y elipsoide.

Figura 1.9: Satélite Chandra X-RAY de la NASA. Telesopio espaial de rayos-X

El prinipal modo de mejorar la apaidad de imagen de las nuevas generaiones de

telesopios de rayos-X onsiste en aumentar el área de los espejos para onseguir mejor

resoluión angular. No obstante, se debe prourar, al menos, mantener el peso debido a la

inorporaión en el satélite y es por esto que la únia opión onsiste en fabriar espejos

más �nos, sin embargo, una super�ie delgada es más débil y suseptible a la deformaión.

Para soluionar la suseptibilidad a la deformaión, en un artíulo de la universidad

de Northwestern [17℄ proponen la idea de reubrir la ara no re�etante de los espejos de

material magnetostritivo, de tal modo que permita ontrolar la deformaión del espejo

simplemente on un ampo magnétio. Este método evita el uso de ualquier atuador

meánio que tendría numerosas desventajas: aumento del peso, mayor probabilidad de

fallo, difíil mantenimiento, et.

La mayor di�ultad del empleo de este tipo de materiales es estudiar ómo y qué

ampo magnétio apliar para orregir la deformaión en uestión por lo que se trata de

un problema de ontrol.
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CAPÍTULO 1. Introduión

1.3.4. Sistema ativo de ontrol vibraional

Esta apliaión se basa en el atuador magnetoestritivo. En la Figura 1.10 se observa

el esquema de un atuador lineal. Éste está ompuesto por una barra de material magne-

toestritivo (Terfenol-D) enrollado por una bobina, que se enuentra dentro de una arasa

de aluminio reubierta por un aislante magnétio en su interior. De este modo, al apliar

una orriente a la bobina, generará un ampo magnétio que orientará los dominios de la

barra de Terfenol-D aumentando su longitud.
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Figura 1.10: Esquema de un atuador lineal magnetoestritivo [6℄, pág. 7

El sistema de ontrol vibraional (Figura 1.11) posee un pequeño sensor que reoge

datos aera de la vibraión que sufre la estrutura de estudio. Este señal elétria es am-

pli�ada y enviada al sistema de ontrol, que se enargará de proesar los datos y enviar las

señales neesarias al atuador para anelar la vibraión. La gran potenia que desarrollan

estos tipos de atuadores permiten atuar sobre grandes super�ies.
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Figura 1.11: Esquema de un sistema ativo de ontrol vibraional [6℄, pág. 9

Como se expone en [15℄, en 1997 se realizó un estudio para utilizar un sistema de ontrol

vibraional basado en materiales magnetoestritivos en el rotor del helióptero MD-900.
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En el estudio se fabriaron y testearon prototipos y el resultado fue positivo; no obstante

el proyeto �nalizó on este estudio.

1.3.5. Modi�ador de espesor de un per�l

Por último, una apliaión futura del material magnetoestritivo en el ámbito aeronáu-

tio onsistiría en modi�ar el espesor y la forma del per�l alar de modo que permita

adaptar la super�ie de las alas a las ondiiones de vuelo. Se trata de un proyeto muy

ambiioso donde todavía no se han entrado reursos para una amplía investigaión.

En la atualidad, no existen numerosas apliaiones de estos materiales dentro de la

industria aeroespaial, pero omo se omenta en el Seión 1.1, el empleo de éstos tendría un

impato muy positivo que permitiría tanto mejores y nuevos diseños, omo un importante

ahorro eonómio de mantenimiento y ostes de operaión.

1.4. Estado del arte

A pesar de que el fenómeno de la magnetostriión se onoe desde mediados del siglo

XIX, los estudios y análisis para modelizarlos se iniian prinipalmente en la déada de

los 90. Durante estos años apareen un gran número de trabajos que pretendían modelizar

matemátiamente el omportamiento de estos materiales, y en algunos asos el modelo se

implementaba en algún programa de elementos �nitos.

Algunos hitos importantes durante los años 90 fueron: [10℄ (1994), desarrollan un mo-

delo para el estudio de un MMA que suprime la vibraión de una viga resaltando la

importania de añadir un aoplamiento termoelástio; [19℄ (1995), trabajan en un modelo

unidimensional utilizando euaiones onstitutivas no lineales; [29℄ (1995), formulan un

modelo dinámio y no lineal en 2D; [20℄ (1995), desarrolla su propio modelo y presenta el

problema de los ilos histerétios; [11℄ (1997), formulan un esquema tridimensional de ele-

mentos �nitos en el que se basa parte de la formulaión del elmt01.f utilizado en el presente

trabajo; [21℄ (1998), que realizan una araterizaión ompleta del atuador ETREMA MP

50/6; y [34℄, que onsigue una buena aproximaión mediante unos oe�ientes que obtiene

experimentalmente (ver Subseión 4.4.1).

En estos trabajos no se de�nen de forma lara y preisa las propiedades del material

utilizado, prinipalmente Terfenol-D por ser la aleaión on mayor magnetostriión, sino

que se entran en la formulaión matemátia. No es hasta el año 1999 uando se publia

[22℄, donde se de�nen perfetamente las propiedades del Terfenol-D (utilizadas en este tra-

bajo), así omo los oe�ientes de las matries del modelo expuesto.

De esta referenia son interesantes los apítulo 1 y 2. El primero trata sobre la físia de

la magnetoestriión, es deir, tal y omo se desarrolla en la seión 1.2 se explia el funda-

mento físio del aoplamiento entre el ampo elástio y el ampo magnétio en materiales

ferromagnétios, además, también tratan aspetos omo la anisotropía, la ristalizaión y
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el efeto de la histéresis. El segundo apítulo se entra en los modelos matemátios, donde

desarrolla el modelo lineal mientras que explia brevemente el no lineal, así omo omentar-

ios super�iales sobre la modelizaión en elementos �nitos; también se ofree una tabla on

los valores de los oe�ientes de las matries del modelo lineal. Del apítulo 3 destaa sobre

todo la tabla de propiedades del Terfenol-D, de donde se obtienen los oe�ientes desritos.

Los estudios que siguen el año 2010 se entran en implementar todos estos modelos

en un programa de elementos �nitos y se intenta soluionar el problema de los ilos de

histéresis. Así, algunas publiaiones destaadas son: [23℄ (2000), inluyen en su modelo

la histéresis; [24℄ (2004), desarrollan una formulaión para FE de un modelo dinámio 3D

totalmente aoplado; [25℄ (2008), exponen una formulaión de FE basada en la asoiaión

de las euaiones onstitutivas piezoelétrias y magnetoelástias; y [26℄ (2008), que tam-

bién trabajan en un método de análisis de un MMA on una formulaión 3D de FE on

un aoplamiento eletro-magneto-meánio.

A partir del año 2010 se intensi�an las publiaiones y surgen los estudios sobre

el Galfenol, debido prinipalmente a que presenta mejores propiedades meánias que el

Terfenol-D. Entre otros destaan [27℄ (2011), rean un modelo de FE 3D no lineal para

realizar estudios on el Galfenol; [28℄ (2011), presentaron un modelo dinámio totalmente

aoplado en 3D que uanti�aba el efeto de las orrientes de Eddy y las pérdidas de �ujo

en el atuador; [33℄ (2014), formulan un modelo de FE en el que para soluionar la no lin-

ealidad del aoplamiento magnetoestritivo reuren a un ajuste de datos experimentales; y

[30℄ (2014), también desarrollan un modelo de FE para el Galfenol pero utilizando bules

de densidad de �ujo menores.

Por último hay que destaar dos trabajos del presente año (2016): el análisis por FE

de un transdutor magnetoestritivo [31℄ y la formulaión, tanto para equilibrio omo para

no equilibrio que abara todos los aoplamientos posibles [13℄; en este último trabajo se

desarrolla el elmt01.f, un elemento isoparamétrio de elementos �nitos en el programa de

investigaión FEAP.
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2
Formulaión

En este apítulo se abordarán las euaiones neesarias para modelar el omportamien-

to de un miniatuador magnetoestritivo. Para ello, debemos estudiar los ampos elétrio,

magnétio, elástio y térmio, así omo algunos de sus aoplamientos. Se inluye el ampo

térmio, puesto que omo se desribe en [10℄, es fundamental tener en uenta el aoplamien-

to termoelástio durante el estudio de miniatuadores magnetoestritivos.

2.1. Formulaión elástia

El problema elástio se redue a enontrar uáles son los ampos de desplazamientos u,

de deformaiones S y de tensiones de Cauhy σc
, de�nidos para ada punto del dominio

(x, y, z). Las fuerzas que atúan sobre el uerpo pueden ser volumétrias b, super�iales

t o puntuales P , además de las reaiones originadas por las restriiones a los desplaza-

mientos.

Las deformaiones se de�nen mediante un tensor de segundo orden(3x3 para el a-

so tridimensional) denominada tensor de deformaiones, que ontiene las deformaiones

normales en la diagonal y las deformaiones tangeniales en el resto de posiiones. Si

se asumen pequeños desplazamientos se puede despreiar el térmio antisimétrio de la

euaión inemátia S = ∇u, y realizando equilibrio de momentos se dedue que las ten-

siones tangeniales y sus omplementarias son iguales τ cij = τ cji ; ver Es. (2.4).

S =





Sxx Sxy Szx

Sxy Syy Syz

Szx Syx Szz
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(2.1)

Del mismo modo se puede de�nir el tensor de tensiones.

σc =





σc
xx τ cxy τ czx
τ cxy σc

yy τ cyz
τ czx τ cyz σc

zz




(2.2)

Para simpli�ar la notaión, los subíndies de las tensiones y deformaiones de la diagonal

prinipal (xx, yy, zz) se denotarán on una únia letra: x, y, z, respetivamente.

Como se ha omentado, en un problema elástio de un sólido sometido a esfuerzos

apareen distribuiones de tensiones normales y tangeniales. Estas magnitudes varían

por todo el sólido, sin embargo, deben veri�ar siempre un equilibrio global de fuerzas y

momentos, tanto a nivel global omo a nivel loal (in�nitesimal). De este modo, haiendo

un estudio de las fuerzas apliadas en un elemento diferenial se obtienen las euaiones
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de equilibrio

∂σc
x

∂x
+

∂τ cyx
∂y

+
∂τ czx
∂z

+ bx = ρv ax

∂τ cxy
∂x

+
∂σc

y

∂y
+

∂τ czy
∂z

+ by = ρv ay

∂τ cxz
∂x

+
∂τ cyz
∂y

+
∂σc

z

∂z
+ bz = ρv az

(2.3)

siendo ρv la densidad volumétria y ax, ay y az, las omponentes de la aeleraión a. En

ondiiones estátias a = 0.

En la deduión de estas euaiones solo se ha tenido en uenta el equilibrio de fuerzas,

por lo que no queda garantizado el equilibrio de momentos del elemento diferenial. Si se

toman momentos respeto al entro de gravedad del elemento, las tensiones normales y las

fuerzas por unidad de volumen no generan momento. Realizando el equilibrio de momentos

respeto a este punto on las fuerzas tangeniales τ cij (en ondiiones estátias) se llega a

τ czx − τ cxz = 0

τ cxy − τ cyx = 0

τ cyz − τ czy = 0

(2.4)

donde queda demostrada la igualdad de las tensiones tangeniales omplementarias.

Si se asume un omportamiento elástio lineal del material, las tensiones y las defor-

maiones en ada punto estarán relaionadas a través de la ley de Hooke. A partir de la

evidenia experimental, la ley de Hooke a�rma que en un problema elástio unidimen-

sional (por ejemplo direión i), la tensión apliada σc
i es diretamente proporional a la

deformaión Si, siendo la onstante de proporionalidad el módulo de Young E.

σc
i = E Si (2.5)

A partir de este punto se ambiará la notiión matriial de σc
y S a notaión de Voigt.

σc =
{
σc
x σc

y σc
z τ cxy τ cyz τ czx

}⊤

S = {Sx Sy Sz γxy γyz γzx}
⊤

(2.6)

Teniendo en uenta que

γij = 2 Sij (2.7)

Si la ley de Hooke se generaliza para un sólido real on aráter multiaxial, se obtiene

on notaión matriial la euaión onstitutiva

σc = c S (2.8)

donde c es la matriz de rigidez. Ésta es una matriz simétria, on oe�ientes onstantes

para el aso de elastiidad lineal. Si se trata de un material isótropo, la matriz de rigidez
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solo depende del módulo de Young E y del oe�iente de Poisson ν. La inversa de c se

denomina matriz de �exibilidad s y obviamente, en las mismas ondiiones, solo depende

de E y ν.

S = s σc
(2.9)

Las siguientes de�niiones solo son válidas para materiales isótropos, sin embargo la for-

mulaión utilizada de elementos �nitos permite analizar materiales parialmente isótropos

omo se explia en la introduión al Capítulo 3. La formulaión para materiales parial-

mente isótropos se puede enontrar en [13℄.

La matries c y s para materiales isótropos se de�nen omo

c =
E(1 − ν)

(1 + ν)(1− 2ν)
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(2.10)

s =
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(2.11)

El fator de proporionalidad entre las tensiones tangeniales y sus orrespondientes

deformaiones angulares es onoido omo módulo de rigidez a ortadura o izalladura G.

G =
E

2(1 + ν)
(2.12)

De la de�niión de la matriz de �exibilidad se observa que las deformaiones angulares

γij y sus orrespondientes tensiones tangeniales τ cij están relaionadas entre si de forma

independiente al resto de omponentes de tensión y deformaión. No suede igual on las

deformaiones normales Si y las tensiones normales σc
i , que están aopladas entre sí por

términos que inluyen el oe�iente de Poisson ν. Se observa también que las deformaiones
y tensiones normales están totalmente desaopladas de las deformaiones y tensiones tan-

geniales; esto no suede así si el material es anisótropo.
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CAPÍTULO 2. Formulaión

Por tanto, la de�niión de matriz de �exibilidad E. (2.11) permite reesribir la euaión

onstitutiva E. (2.9) para ada término

Sx =
1

E

[
σc
x − ν(σc

y + σc
z)
]

Sy =
1

E

[
σc
y − ν(σc

x + σc
z)
]

Sz =
1

E

[
σc
z − ν(σc

x + σc
y)
]

γxy =
τ cxy
G

; γxz =
τ cxz
G

; γyz =
τ cyz
G

(2.13)

Es importante señalar que si se umple la hipótesis de material isótropo y además las

fuerzas por unidad de volumen b son nulas, entones las euaiones de equilibrio y las de

ompatibilidad son independientes de las onstantes elástias E y ν.

2.1.1. Aoplamiento termoelástio

Un aoplamiento termoelástio puede ser muy omplejo, debido a que un ambio de

temperatura puede deformar un sólido y a vees apareen en él tensiones. Además, también

se debe tener en uenta el efeto Gough-Joule, a partir del ual en iertos materiales se

observa que una deformaión elástia produe ambios de temperatura. No obstante, si

estudiamos un material elástio y si solo se onsidera el aoplamiento en un sentido (la

temperatura produe deformaiones), su formulaión es senilla.

Si se estudia el ambio unidireional (dilataión lineal en la direión i) debido a un

inremento de temperatura ∆T en una barra de longitud iniial L0 y de oe�iente de

dilataión térmia αi en diha direión, se obtiene

∆L = αi L0 ∆T (2.14)

Extrapolando a tres dimensiones y teniendo en uenta que la deformaión se de�ne omo

Si = ∆L/L0, entones

S = α ∆T (2.15)

El efeto térmio realiza aportaión úniamente a las deformaiones lineales y no a las

angulares. De este modo, por el prinipio de superposiión, solo hay que sumar el término

α ∆T a las deformaiones Si de las euaiones onstitutivas Es. (2.13). Las relaiones

desplazamiento-deformaión E. (2.1) y las euaiones de equilibrio Es. (2.3) de la teoría

de elastiidad permaneen inalteradas.

Para resolver un problema termoelástio es neesario onoer el estado térmio en ada

punto del dominio de estudio, por lo que a ontinuaión se va a desarrollar el problema

térmio de transmisión de alor.

Cuando dos puntos de un uerpo se enuentran a distinta temperatura, se produe un

�ujo de energía desde el sistema de mayor temperatura haia el de menor temperatura.
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SECCIÓN 2.1. Formulaión elástia

Existen tres meanismos de transmisión de alor: onduión, onveión y radiaión. En

termoelastiidad interesa la onduión, puesto que es la propagaión por ontato direto

entre partíulas de un uerpo.

PSfrag replaements

Qx

Qx +
∂Qx

∂x
dx

dx
dy

dz

H

Figura 2.1: Conservaión de la energia

El prinipio de onservaión de la energía mostrado en la Figura 2.1 a�rma que

E. Entrante
︸ ︷︷ ︸

Qx dy dz

−

(Qx+
∂Qx
∂x

dx) dy dz
︷ ︸︸ ︷

E. Saliente +E. Generada
︸ ︷︷ ︸

H dx dy dz

=

ρv cp
∂(∆T )

∂t
dx dy dz

︷ ︸︸ ︷

E. Acumulada (2.16)

donde cp es el alor espeí�o del material; ρv, la densidad volumétria; ∆T , el inremento
de temperatura del volumen de estudio y H la entalpía aumulada que en todos los asos

será nula H = 0. Sumando estos términos, onsiderando también el �ujo en las direiones

y y z y de�niendo el diferenial de volumen omo dΩ = dx dy dz, se obtiene

−
∂Qx

∂x
dΩ−

∂Qy

∂y
dΩ−

∂Qz

∂z
dΩ = −∇ ·Q = ρv cp

∂(∆T )

∂t
dΩ (2.17)

Dividiendo por el diferenial de volumen dΩ y utilizando la de�niión de Fourier

Qi = −κi
d(∆Ti)

di
(2.18)

donde Qi es la tasa de transferenia de energía térmia (�ujo de alor), κi es la onstante
de ondutividad térmia y ∆Ti, el inremento de temperatura (todas las variables son en

de la direión i); se llega a

−

[

κx
∂2(∆Tx)

∂x2
+ κy

∂2(∆Ty)

∂y2
+ κz

∂2(∆Tz)

∂z2

]

= ρv cp
∂(∆T )

∂t
(2.19)

O bien, onsiderando material isótropo

−κ ∇2(∆T ) = ρv cp
∂(∆T )

∂t
(2.20)

Si se onsidera estado estaionario, la derivada temporal es nula y entones se tiene la

euaión de Laplae.

−∇2(∆T ) = 0 (2.21)
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CAPÍTULO 2. Formulaión

Por tanto para el aoplamiento termoeslástio solo es neesario añadir la E. (2.15) a las

euaiones onstitutivas orrespondientes y añadir la euaión de Laplae a las euaiones

de equilibrio para resolver el ampo de temperaturas. El oe�iente de expansión térmia

κ y el oe�iente de dilataión térmia α son tensores debido a que la formulaión del

elmt01.f permite estudiar materiales parialmente isótropos.

2.1.2. Condiiones de ontorno

En la super�ie de un uerpo elástio pueden existir fuerzas por unidad de super�ie t.

En el aso más simple de dos dimensiones (Figura 2.2) las omponentes de las fuerzas su-

per�iales tx y ty tienen unidades de tensiones: fuerza por unidad de super�ie. El equilibrio

de las fuerzas en las dos direiones requiere

PSfrag replaements
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τxy
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Figura 2.2: Condiiones de frontera para ampo elástio

tx e dl = σx e dy + τxy e dx

ty e dl = τxy e dy + σy e dx
(2.22)

donde e es el espesor del elemento y dl el diferenial de longitud de aro. Teniendo en

uenta que se denomina n al vetor normal unitario al ontorno on omponentes nx y ny,

que oiniden on los osenos diretores, de la �gura se dedue

dy

dl
= cos θ = nx

dx

dl
= sin θ = ny

(2.23)

Por tanto, las euaiones de equilibrio de ontorno se pueden esribir omo

tx = σx nx + τxy ny

ty = τxy nx + σy ny

(2.24)
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SECCIÓN 2.2. Formulaión eletromagnétia

Estas euaiones son generales, al igual que las euaiones de equilibrio interno, y fáilmente

son generalizables para el aso tridimensional

tx = σx nx + τxy ny + τxz nz

ty = τyx nx + σy ny + τyz nz

tz = τzx nx + τzy ny + σz nz

(2.25)

2.2. Formulaión eletromagnétia

Las euaiones de Maxwell para un medio material son

∇ ·B = 0

∇×E = −
∂B

∂t
∇ ·D = ρ

∇×H −
∂D

∂t
= J

(2.26)

Estas euaiones relaionan el ampo elétrio E, el ampo magnétio H , el desplazamien-

to elétrio D y la induión magnétia B, así omo la densidad de arga elétria ρ y la

densidad de orriente J . La primera y terera euaiones son las euaiones de equilibrio

magnétia y elétria, respetivamente.

La primera de las euaiones de Maxwell E. (2.26)1 se denomina ley de Gauss para

el ampo magnétio. De�ne que la divergenia de la induión magnétia es nula, esto

signi�a físiamente que no existen sumideros ni fuentes del ampo, es deir, expresa la

inexistenia de monopolos magnétios; también india que las líneas de los ampos mag-

nétios son erradas.

La E. (2.26)2 se entra en el aoplamiento entre el ampo magnétio y el ampo

elétrio: una variaión temporal de la induión magnétia ∂B/∂t provoa irulaiones

del ampo elétrio ∇×E a lo largo de líneas erradas. Esta euaión reibe el nombre de

ley de Faraday-Lenz, puesto que se deriva de la ley de Faraday

ξ = −
dφB

dt
(2.27)

siendo φB el �ujo magnétio. Esta ley postula que la existenia de un ampo magnétio

variable en el tiempo indue sobre ualquier medio una fuerza eletromotriz ξ; el signo

menos se debe a la ontribuión de Lenz. Además, la presenia de fuerza eletromotriz

india que existe un ampo elétrio uya integral errada a través de un diferenial de

longitud dl es igual a diha fuerza

ξ =

∮

E dl (2.28)

La forma diferenial de la unión de las dos euaiones anteriores da lugar a la E. (2.26)2.
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CAPÍTULO 2. Formulaión

La E.(2.26)3 reibe el nombre de ley de Gauss. En formato integral se de�ne del

siguiente modo ∮

E dΓ =
q

ǫ0
(2.29)

Esta ley de�ne que el �ujo del ampo elétrio a través de un diferenial de super�ie dΓ
errada es igual al oiente entre el sumatorio de argas q en el interior de diha super�ie

y ǫ0. La forma diferenial a�rma que la divergenia del ampo elétrio es proporional a

la densidad de arga elétria dividida por la permitividad del vaío.

∇ ·E =
ρ

ǫ0
(2.30)

Para obtener esta forma diferenial se derivan ambos lados de la E. (2.29) respeto

a un diferenial de volumen dΩ: omo el término de la izquierda se enuentra integrado

respeto a la super�ie quedará on una derivada ∇ · E; en el término de la dereha se

impone dq/dΩ = ρ. Junto on la primera euaión onstitutiva E. (2.33) se podría obtener
la ley de Gauss de�nida anteriormente.

Por último, la E. (2.26)4 es la forma diferenial de la ley de Ampère generalizada.

Ampère formuló la relaión entre un ampo magnétio y una orriente elétria.

∮

B dl = µ0

∫

J dΓ (2.31)

Esta relaión es válida mientras los ampos no varíen on el tiempo; si lo haen, la

euaión viola la ley de onservaión de la arga. Maxwell orrigió esta euaión para

adaptarla a ampos no estaionarios añadiendo un terer término.

∮

B dl = µ0

∫

J dΓ + ǫ0µ0

d

dt

∫

E dΓ (2.32)

Del formato diferenial de esta euaión se obtiene la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4.

Para un medio material determinado, las euaiones onstitutivas relaionan el despla-

zamiento elétrio y la induión magnétia on el ampo elétrio y magnétio respeti-

vamente. Si se toma una relaión lineal se tiene

D = ǫ0 E + P

B = µ0 (H +M)
(2.33)

donde ǫ0 es la permitividad elétria del vaío, µ0 es la permeabilidad magnétia del vaío

y P y M , la polarizaión y la magnetizaión del material, respetivamente. Estas dos

magnitudes se de�nen omo

P = ǫ0 χe E ; M = χm H (2.34)

Los parámetros χe y χm reiben el nombre de suseptibilidad elétria y magnétia.

Reesribiendo las Es. (2.33) on la de�niión anterior se llega a

D = ǫ0 (E + χe E) = ǫ0 (1 + χe) E

B = µ0 (H + χm H) = µ0 (1 + χm) H
(2.35)
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SECCIÓN 2.2. Formulaión eletromagnétia

Estas euaiones permiten de�nir la permeabilidad magnétia µ y la permitividad elétria

ǫ de un material onreto del siguiente modo

ǫ = ǫ0 (1 + χe) ; µ = µ0 (1 + χm) (2.36)

Utilizando las de�niiones anteriores, las euaiones onstitutivas quedan

D = ǫ E ; B = µ H (2.37)

2.2.1. Ley de Biot-Savart

La ley de Biot-Savart es una de las leyes fundamentales de la magnetoestátia, así

omo la ley de Coulomb lo es de la eletroestátia. De�ne el ampo magnétio reado por

distribuiones de orrientes elétrias estaionarias.

B(r) =
µ0

4π

∫
J(r′)× (r − r′)

|r − r′|3
dΩ (2.38)

donde r′ es el vetor posiión de los puntos del ondutor, J(r′) es la densidad volumétria
de orriente estaionaria en el elemento diferenial de volumen dΩ y r es el vetor posiión

del punto X en el que se quiere alular el ampo; véase la Figura 2.3.

PSfrag replaements

x
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Figura 2.3: Geometría para ilustrar la ley de Biot-Savart

Apliando el operador divergenia a la E. (2.38) se obtiene

∇ ·B(r) =
µ0

4π

∫

∇ ·

(

J(r′)×
r − r′

|r − r′|3

)

dΩ (2.39)

Teniendo en uenta que el operador ∇ no atúa sobre las variables de integraión del

vetor r′ (solo afeta a las oordenadas del vetor r) y que

r − r′

|r − r′|3
= −∇

(
1

|r − r′|

)

(2.40)

se llega a la siguiente expresión

∇ ·B(r) = −
µ0

4π

∫

J(r′)

[

∇×∇

(
1

|r − r′|

)]

dΩ (2.41)
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CAPÍTULO 2. Formulaión

Como se umple que

∇×∇

(
1

|r − r′|

)

= 0 (2.42)

se demuestra la ley de Gauss para el ampo magnétio E. (2.26)1.

Apliando ahora el operador rotaional

∇×B(r) =
µ0

4π

∫

∇×

(

J(r′)×
r − r′

|r − r′|3

)

dΩ (2.43)

y haiendo uso de la siguiente identidad vetorial

∇× (X × Y ) = (Y · ∇)X − (X · ∇)Y +X(∇ · Y )− Y (∇ ·X) (2.44)

donde X = J(r′) y Y =

(
r − r′

|r − r′|3

)

, el integrando de la euaión anterior se puede

reesribir omo

∇×

[

J(r′)×

(
r − r′

|r − r′|3

)]

=

[(
r − r′

|r − r′|3

)

· ∇

]

J(r′)−
[
J(r′) · ∇

]
(

r − r′

|r − r′|3

)

+

+J(r′)

[

∇ ·

(
r − r′

|r − r′|3

)]

−

(
r − r′

|r − r′|3

)

(∇ · J(r′)) (2.45)

Esta euaión se puede simpli�ar sabiendo que el operador ∇ no afeta a r′, es deir,

∇ J(r′) = 0. Además, teniendo en uenta la E. (2.40) y on la expresión ∇2(1/r) =
−4πδ3(r) (derivada de la propia de�niión de delta de dira tridimensional), se obtiene

∇×B(r) = −
µ0

4π

∫

V

[J(r′) · ∇]

(
r − r′

|r − r′|3

)

dΩ+
µ0

4π

∫

V

4π J(r′) δ3(r − r′) dΩ (2.46)

Haiendo uso de otra identidad vetorial

−X∇′f = f(∇′X)−∇′(fX) (2.47)

siendo f =
x− x′

|r − r′|3
(siendo x y x′ las primeras omponentes de los vetores r y r′

respetivamente), X = J(r′) y∇′
el operador del vetor r′. Teniendo en uenta la euaión

de ontinuidad ∇′J(r′) = 0 (puesto que las orrientes se han supuesto estaionarias); y

utilizando el teorema de la divergenia se puede demostrar que

µ0

4π

∫

[J(r′) · ∇]

(
r − r′

|r − r′|3

)

dΩ = 0 (2.48)

Por tanto, se demuestra la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4 para el aso esta-

ionario.
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SECCIÓN 2.2. Formulaión eletromagnétia

2.2.2. Aoplamiento eletromagnétio

Cuando tenemos un ampo vetorial on divergenia nula, se sabe que existe un poten-

ial vetorial tal que su rotaional es igual a este ampo. Es deir, ∇ ·B = 0 implia que

existe un ampo A, al que se denomina potenial vetorial magnétio, tal que

B = ∇×A (2.49)

Sustituyendo la expresión anterior en la segunda euaión de Maxwell E. (2.26)2 se obtiene

∇×

(

E +
∂A

∂t

)

= 0 (2.50)

A su vez y debido a que su rotaional es nulo, existe un ampo esalar V , que reibe el
nombre de potenial esalar elétrio (voltaje), tal que su gradiente ambiado de signo es

igual a la expresión anterior

E +
∂A

∂t
= −∇V (2.51)

Se observa que para el aso estaionario se umple la de�niión de ampo elétrio

E = −∇V (2.52)

Teniendo en uenta las Es.(2.37) y que ǫ0 µ0 = 1/c2, siendo c la veloidad del sonido

en el sonido, si se reesribe la terera y la uarta euaiones de Maxwell Es. (2.26)3 y

(2.26)4 en funión de los poteniales se obtiene

∇2V +
∂

∂t
(∇ ·A) = −

ρ

ǫ0

∇2A−
1

c2
∂2A

∂t2
−∇

(

∇ ·A+
1

c2
∂V

∂t

)

= −µ0 J

(2.53)

De auerdo on la ondiión de Lorentz, se puede esoger arbitrariamente que los po-

teniales umplan

∇ ·A+
1

c2
∂V

∂t
= 0 (2.54)

Entones, tanto el potenial esalar omo el vetorial umplen una euaión de D'Alembert

que se derivan de las Es. (2.53).

∇2V −
1

c2
∂2V

∂t2
= −

ρ

ǫ0
(2.55)

∇2A−
1

c2
∂2A

∂t2
= −µ0 J (2.56)

Estas euaiones solo son válidas para el vaío y en el presente trabajo se busa una ar-

aterizaión para el sólido, por lo que se utilizarán la permeabilidad magnétio µ y la

permitividad elétria ǫ del medio en uestión.
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CAPÍTULO 2. Formulaión

Para el aso de estudio presente, estaionario y sin orriente J = 0, la uarta euaión

de Maxwell E. (2.26)4 queda tal que

∇×H = 0 (2.57)

De este modo podemos simpli�ar el aso magnetoestátio que nos oupa. Como el rota-

ional de H es nulo se puede de�nir un nuevo potenial esalar ϕ, denominado potenial

esalar magnétio, que umpla

H = −∇ϕ (2.58)

Esta formulaión permite que el problema de la resoluión del ampo magnétio reiba

un tratamiento equivalente a la del ampo elétrio: imponiendo dos valores de potenial

magnétio ϕ en la frontera del elemento de estudio se puede rear ualquier ampo mag-

nétio deseado.

En la formulaión de FEAP utilizada (elmt01.f ), la ondiión J = 0 aaba on el

aoplamiento eletromagnétio a través de la orriente elétria que de�ne las euaiones

de Maxwell. No obstante, este elemento sí permite el aoplamiento entre el ampo elétrio

y el ampo magnétio a través de la matriz de aoplamiento eletromagnétio ν, añadiendo

un nuevo término a las euaiones onstitutivas Es. (2.37)

D = ǫ E + ν H ; B = µ H + ν E (2.59)

Se utiliza la misma matriz ν para ambos aoplamientos porque es reíproa, es deir,

el efeto se produe en ambos sentidos.

2.2.3. Aoplamiento piezomagnétio y piezoelétrio

Los aoplamientos entre el ampo elástio y los ampos magnétio y elétrio tienen

una de�niión equivalente, por lo que se tratarán en la misma subseión. En primer lugar

se de�nirá una nueva tensión global σ.

σ := σc + σm
(2.60)

donde σc
es la tensión de Cauhy de�nida en la Seión 2.1 y σm

es la tensión de Maxwell.

Los aoplamientos se realizan en ambas tensiones.

En la tensión de Cauhy el aoplamiento se realiza a través de dos matries denominadas

matries de aoplamiento piezomagnétio eϕ y matriz de aoplamiento piezoelétrio eV ,

tal que

σc = −eϕ H − eV E (2.61)

La tensión de Maxwell se deriva de onvertir la fuerza de Lorentz volumétria en una

fuerza de super�ie (despreiando la omponente antisimétria) y se de�ne omo

σm =
1

2
[D ×E +E ×D +B ×H +H ×B − (ǫ0 E E + µ0 H H)I] (2.62)

Esta tensión solo se produe por la existenia de ampo elétrio o magnétio.
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SECCIÓN 2.2. Formulaión eletromagnétia

2.2.4. Condiiones de ontorno

Se onsideran dos medios en ontato que se denominaran en esta seión omo Medio

1 (abajo del plano horizontal) y Medio 2 (arriba); estos medios pueden ser magnétios o

diamagnétios. Se onsidera también un elemento diferenial on forma de ilindro, uya

super�ie ompleta (ilindro y tapas) es dΓ; su plano medio oinide on la unión entre

ambos medios tal y omo se muestra en la Figura 2.4. La altura total del ilindro ∆h es

muy pequeña frente a su diámetro D.
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Figura 2.4: Condiiones de frontera de la induión magnétia

Se parte de la euaión de Gauss para el ampo magnétio E. (2.26)1, pero en formato

integral ∮

B dΓ = 0 (2.63)

Como se ha de�nido que la dimensión en la direión y es despreiable frente a la de la

direión x, solo se tendrá en uenta la omponente normal del vetor B (la super�ie del

ilindro tiende a su plano medio), por lo que

B1 n1 dΓ−B2 n2 dΓ = 0 (2.64)

La euaión anterior se puede reesribir omo B1n = B2n. Así, la omponente normal del

vetor induión magnétia B es ontinua en la interfaz entre dos medios.

Apliando el mismo proedimiento a la E.(2.26)3, se llega a D1n−D2n = ρ. Por tanto,
la disontinuidad en la omponente normal del desplazamiento elétrio D viene dada por

la densidad de arga super�ial en la zona interfaz. Diho de otro modo, si no hay ninguna

arga entre los medios de estudio, la omponente normal de D es ontinua.

A ontinuaión se onsidera una trayetoria retangular errada entrada en la interse-

ión de ambos medios, uya super�ie enerrada se denota omo Γ; ver Figura 2.5. Como

en el aso anterior, la altura ∆h es despreiable on respeto a su longitud ∆l.
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Figura 2.5: Condiiones de frontera del ampo magnétio

Apliando el teorema de Stokes a la ley de Ampère generalizada E. (2.26)4 en ondi-

iones estaionarias se llega a

H2t ∆l +H1t (−∆l) = J nz Γ (2.65)

omo ∆h << ∆l, la super�ie Γ será muy pequeña y el lado dereho de la euaión anterior

se anula. Además, omo se omentará en la Seión 2.2.2, en ninguna de las apliaiones

del proyeto existirá intensidad J . Por tanto (H2t − H1t) ∆l = 0, de donde se in�ere

que la omponente tangenial del ampo magnétio H es ontinua al atravesar una zona

interfaial.

H1t = H2t (2.66)

Utilizando el mismo razonamiento on la ley de Faraday-Lenz E. (2.26)2, se demuestra

que la omponente tangenial del ampo elétrio E también es ontinua al ambiar de

medio.

E1t = E2t (2.67)

2.3. Resumen de las euaiones

En esta seión se realizará una revisión organizada de las euaiones implementadas

en la formulaión del elmt01.f. Esta formulaión es muho más amplia que la desarrollada

a lo largo del Capítulo 2, pero para realizar el presente trabajo es su�iente.

Las euaiones inemátias Es. (2.1), (2.52) y (2.58) son

S = ∇su

H = −∇ϕ

E = −∇V

(2.68)
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SECCIÓN 2.3. Resumen de las euaiones

Las euaiones de equilibrio Es. (2.3), (2.17), (2.26)1 y (2.26)3 son

∇ · σ + b = ρv a

∇ ·Q = −ρv cp
∂(∆T )

∂t
∇ ·B = 0

∇ ·D = ρ

(2.69)

Y por último, las euaiones onstitutivas Es. (2.8), (2.18) y (2.33), on los aoplamien-

tos tratados y on los residuales son

σ = c S − eϕ H − eV E +α ∆T + σm + σR

Q = −κ ∇(∆T )

B = µ H + eϕ S + ν E + µ0 MR

D = ǫ E + eV S + ν H + PR

(2.70)
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3
Validaiones del programa

Los álulos del presente proyeto se van a realizar on el programa de elementos �nitos

FEAP, desarrollado en Fortran por Robert L. Taylor de la universidad de Berkeley, Cali-

fornia [14℄. Para su realizaión es neesario utilizar elementos programados por el usuario,

puesto que en la bibliotea de este programa no existe ningún elemento apaz de simular

los aoplamientos neesarios.

Se utilizará el Elmt01.f, desarrollado en [13℄, elemento que tiene programadas todas las

euaiones y las matries desritas en el Capítulo 2. En partiular, se hará hinapié en los

aoplamientos magnetoestritivo y termoelástio. Es importante destaar que este elemen-

to permite realizar estudios de materiales transversalmente isótropos: en la direión x e

y presenta las mismas propiedades, no obstante, en la direión z pueden ser distintas.

En este apartado se realizarán algunos ejemplos senillos, tanto de ampos desaoplados

omo de algunos aoplamientos, siempre on soluión analítia o su�iente informaión para

ser ontrastados.

3.1. Problema eletroestátio bidimensional

Se tienen dos ondutores oaxiales de seión uadrada, el interior on un lado de

0.05 m y el exterior on un lado de 0.15 m; el esquema del problema se muestra en la

Figura 3.1. El ondutor interior está sometido a un voltaje de 1000 V respeto al exterior

onetado a masa, siendo el aislante entre ambos el dominio de estudio on una permitivi-

dad igual a la del vaío (ǫ0 = 8,854 · 10−12
F/m).

PSfrag replaements
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Figura 3.1: Problema eletrostátio bidimensional

Se trata de estudiar el ampo elétrio y la distribuión de voltajes en el aislante.

Según la E. (2.30), la divergenia del ampo elétrio es igual a una onstante, y según la

de�niión de ampo elétrio E = −∇V ; uniendo las dos expresiones anteriores obtenemos
la euaión a resolver que queda omo
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∇2V = 0 (3.1)

La soluión de esta euaión diferenial para la geometría dada no es senilla, por lo

que ontrastaremos los resultados obtenidos on los presentados en [7℄, que resuelve el pro-

blema utilizando diferenias �nitas.

Como la dimensión longitudinal de los ondutores es inde�nidamente larga, el ampo

E tiene úniamente omponentes transversales y se puede resolver bidimensionalmente.

Para el estudio se ha representado solo un uadrante, debido a la simetría existente, y para

su modelizaión on FEAP se ha elegido un modelo de 15006 nodos y 7200 elementos de 8

nodos ada uno y on forma de hexaedro. Se trata de una malla muy �na para un problema

de este tipo, pero es neesaria para onseguir buenos resultados en la zona erana ondu-

tor interior, donde se produe una singularidad y el ampo elétrio E tiende a in�nito.

En las Figuras 3.2 y 3.3 se observa la distribuión de voltajes y del ampo elétrio

respetivamente.
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Figura 3.2: Distribuión de voltaje V

En la Figura 3.4 se ompara la distribuión de voltaje en la diagonal (línea que une

la esquina del ondutor interior on su orrespondiente del ondutor exterior) obtenida

mediante el programa FEAP y un grá�o extraído del libro ya menionado [7℄, pág. 67.
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Figura 3.3: Distribuión del módulo del ampo elétrio E
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Figura 3.4: Comparaión de la distribuión de voltaje V en la diagonal

Existe elevada oinidenia de los resultados obtenidos por ambos métodos, salvo en el

punto rítio de la esquina del ondutor interior. La malla utilizada es bastante �na, por

lo que permite un buen resultado en diho punto; en otras omprobaiones on mallas más

gruesas se obtuvieron peores resultados, más bajos a medida que aumenta el tamaño del

elemento.

3.2. Problema esfera termoelástia

En esta seión se estudiará la distribuión de tensión de Cauhy que se obtiene al im-

poner una diferenia de temperatura en la ara interna y externa de una esfera huea. El

radio interior r1 es de 2 m y el exterior r2, de 4 m. En la super�ie interior se impone una

temperatura T1 = 80 o

C, mientras que en el exterior T2 = 100 o

C, siendo la temperatura

de referenia T0 = 0 o

C. Se utilizarán las propiedades del aero: E = 210 · 109 Pa, υ = 0,3
y α = 12 · 10−6

1/

o

C.
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CAPÍTULO 3. Validaiones del programa

En FEAP se ha modelizado tan solo un otavo de la esfera debido a las simetrías

existentes. Las ondiiones de ontorno impuestas han sido de temperatura en ambas su-

per�ies y simetría, puesto no se ha representado la esfera ompleta. Se ha utilizado una

malla de 5808 nodos y 4500 elementos hexaédrios de 8 nodos ada uno.

La soluión analítia se ha obtenido de la Subseión 4.4.3 de [16℄, no obstante, se han

detetado dos errores que han sido orregidos en las euaiones 3.3 y 3.6. Para obtener la

distribuión de temperaturas se debe resolver la euaión esféria de Laplae (2.21)

d

2T

dr2
+

2

r

dT

dr
= 0 (3.2)

uya soluión es

T (r) =
(r2/r1) T2 − T1

(r2/r1)− 1
+

T1 − T2

(r2/r1)− 1

r2
r

(3.3)

En la Figura 3.5 se representa la soluión de la distribuión de temperaturas que ofree

FEAP omparada on la soluión analítia, observándose que oiniden. Al tratarse de una

esfera la distribuión de temperaturas no es lineal, sino que se trata de una distribuión

inversa.
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Figura 3.5: Esfera termoelástia. Distribuión de la temperatura T

El álulo de la tensión de Cauhy radial y angular se deriva de la euaión de om-

patibilidad meánia en oordenadas esférias

Sr =
d

dr
(rSθ) (3.4)

en la que sustituimos las euaiones onstitutivas (2.13), de�nidas también para oorde-

nadas esférias y que tienen en uenta el aoplamiento térmio.

Sr =
1

E
(σr − 2υσθ) + αT

Sθ =
1

E
[(1− υ)σθ − υσr] + αT

(3.5)
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Teniendo en uenta la distribuión de temperaturas obtenida en 3.3 y resolviendo para

las ondiiones de ontorno σr(r1) = σθ(r2) = 0 se llega a

σr = −λ

[
r2
r

−
1

(b/a)2 + (b/a) + 1

(
b3

r3
+

b2

a2
+

b

a

)]

σθ = −λ

[
r2
2r

+
1

(b/a)2 + (b/a) + 1

(
b3

2r3
−

b2

a2
−

b

a

)] (3.6)

siendo r la oordenada radio, σr y σθ la tensión de Cauhy radial y angular, respetiva-

mente, en oordenadas esférias y λ =
E α (T1 − T2)

(1− ν)( b
a
− 1)

.

En las Figura 3.6 se omparan los resultados obtenidos on FEAP on la soluión

analítia.
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Figura 3.6: Esfera termoelástia. Tensión de Cauhy σc

En la tensión angular se obtienen buenos resultados, no obstante, en la tensión radial

aparee un anomalía en la ara interna r = 2 m y a medida que se aproxima a la ara

externa r = 4 m el error entre ambas soluiones aumenta. Ésto puede ser debido a que on

las ondiiones de ontorno dadas, el programa FEAP no es apaz de interpretar que las

tensiones en los extremos son nulas (no es posible estableer la tensión omo ondiión de

ontorno).

3.3. Problema viga termoelástio

Se dispone de una viga on restriiones de desplazamientos en las aras perpendiu-

lares a la direión x y on un inremento de temperatura en la direión y. La temperatura
en la ara superior es de 300

o

C, mientras que en la inferior es de 0

o

C, que oinide on

la temperatura de referenia.

Se utilizará una viga de seión uadrada, de lado h = 0,3 m y de longitud L = 3 m,

obteniendo una relaión L/h = 10, valor mínimo para poder apliar la teoría de vigas a un
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CAPÍTULO 3. Validaiones del programa

uerpo real tridimensional. El material es aero, por lo que las propiedades utilizadas serán

las mismas que en la Seión 3.2. Para omparar los resultados on FEAP se ha utilizado

una malla on 1125 nodos y 88 elementos isoparamétrios tridimensionales de 27 nodos

ada uno.

Se realizará el estudio de tres asos: viga biempotrada, viga on artiulaión vertial

móvil y viga biartiulada.

3.3.1. Viga biempotrada

El primer aso onsistirá en la viga biempotrada, tal y omo se muestra en la Figu-

ra 3.7. Debido a la dilataión por el inremento de temperatura, la �bra superior tiende a

alargarse, pero omo los apoyos lo impiden, aparee tensión de ompresión.
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Figura 3.7: Viga biempotrada

Resulta senillo alular las fuerzas N y momentos M que apareen

N = EA Tm α = 4700 kN

M = EI Tg α = 568,6 kN·m
(3.7)

donde Tm = 150 o

C, que es el inremento de temperatura en el entro de la viga, Tg =
(Ts − Ti)/h =1000 o

C/m y h es el anto de la viga. Se puede demostrar fáilmente (por

ejemplo on análisis matriial o on el teorema de Castigliano) que los desplazamientos

son nulos en este aso.

También resulta trivial obtener las reaiones de los empotramientos A y B

RxA = 4700 N

RyA = 0 N

RmA = −528,6 N·m

RxB = −4700 N

RyB = 0 N

RmB = −528,6 N·m
(3.8)

Si se alula la tensión σx en la ara superior se obtiene

σx =
N

A
+

M

I

h

2
= −

E A Tm α

A
+

E I Tg α

I

h

2
= −6,3 · 108 Pa (3.9)
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que, omo se puede omprobar, no depende del área de la viga A ni del momento de ineria

I. Comparando on la tensión obtenida on la malla de FEAP (Figura 3.8), se omprueba

que la tensión en la �bra superior oinide.
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Figura 3.8: Tensión σx en la viga biempotrada

Para simular los empotramientos se han restringido los tres desplazamientos de los

nodos entrales de las super�ies de los extremos, y además, al resto de nodos de estas

aras se ha restringido el desplazamiento en la direión x, para que se puede expandir

libremente en las direiones transversales (no tenidas en uenta en teoría de vigas).

3.3.2. Viga on artiulaión vertial móvil

A ontinuaión se ambiará el empotramiento de la dereha por una artiulaión vertial

móvil que permitirá que la viga pueda doblarse libremente en este extremo; obsérvese la

Figura 3.9.
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Figura 3.9: Viga on artiulaión vertial móvil

Las fuerzas N que apareen son las mismas que en el aso anterior, mientras que los

momentos M son nulos debido a que no existen argas externas y que en el apoyo dereho

M = 0. Se demuestra on análisis matriial y un solo elemento que alulando las reaiones
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en los extremos A y B y teniendo en uenta que debido a la artiulaión vertial móvil

RyB = RmB = 0, se obtiene

RxA = 4700 N

RyA = 0 N

RmA = 0 N·m

RxB = −4700 N

RyB = 0 N

RmB = 0 N·m
(3.10)

Si se alula la tensión onstante σx a la que se somete la viga se obtiene

σx =
N

A
= −E Tm α = −3,15 · 108 Pa (3.11)

Para la resoluión on FEAP, en el extremo izquierdo se han impuesto las mismas

ondiiones de ontorno que en el aso anterior, y para simular la artiulaión vertial

móvil se ha restringido el desplazamiento en la direión x de todos los nodos de la super-

�ie entral de la malla (super�ie y = 0 m; ver Figura 3.9).
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Figura 3.10: Tensión σx en la viga on artiulaión vertial móvil

Como se observa en la Figura 3.10, apareen onentradores de tensiones en el extremo

dereho debido a las restriiones de desplazamiento impuestas. Si nos alejamos su�iente

de este extremo, se puede omprobar que la tensión tiene una distribuión uniforme entre

-2.84·108 y -3.22·108 Pa, rango que inluye el valor alulado anteriormente.

Si se realiza una ampliaión del terio entral de la viga, se puede observar de forma

más preisa, omo la tensión oinide on el valor -3.15·108 Pa.
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Figura 3.11: Ampliaión de la tensión σx en la viga on artiulaión vertial móvil

También es posible alular el desplazamiento vertial en el extremo dereho mediante

análisis matriial

v
B

= −
1

2
L2 Tg α = −4,5 · 10−2

m (3.12)

que oinide on el valor obtenido on FEAP: rango entre -4.74·10−2
y -4.32·10−2

m.
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Figura 3.12: Desplazamiento vertial v en la viga on artiulaión vertial móvil

3.3.3. Viga biartiulada

Por último se estudiará una viga biartiulada, on una artiulaión horizontal móvil en

ada extremo tal y omo se muestra en la Figura 3.13.
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Figura 3.13: Viga biartiulada

A la hora de realizar el análisis matriial se simpli�ará el estudio a un únio elemento

que equivale a la mitad de la viga; obsérvese Figura 3.14. Esto es posible debido a la

simetría existente en el plano perpendiular a la direión x en el entro de la viga. Se

puede observar que debido a la relatividad del movimiento, esta simpli�aión equivale al

estudio de una viga en boladizo.

PSfrag replaements

A

BTs=300
o

C

Ti=0
o

C

x

y

Figura 3.14: Viga biartiulada simpli�ada

Calulando se obtiene que las reaiones son todas nulas, por lo que no existe ninguna

fuerza nodal N = M = 0 y σx = 0. En uanto a los desplazamientos se tiene

v
A

=
1

2
L2 Tg α = 1,13 · 10−2

m

u
B

= L Tm α = 2,25 · 10−3
m;

(3.13)

En la Figura 3.15 se observa el resultado del desplazamiento vertial v obtenido on

FEAP. En el extremo izquierdo tiene un valor entre 1.06·10−2
y 1.16·10−2

m, rango que

inluye el valor v
A

alulado anteriormente. La Figura 3.16 representa el desplazamiento

longitudinal u, donde el punto entral del extreme dereho (olor verde) inluido en el

rango 1.95·10−3
y 2.34·10−3

m, oinide on el valor u
B

alulado.
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Figura 3.15: Desplazamiento vertial v en la viga biartiulada
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Figura 3.16: Desplazamiento longitudinal u en la viga biartiulada

En este aso las restriiones impuestas son las siguientes: todos los nodos de la ara

del extremo dereho presentan restringido el movimiento en la direión y; el nodo entral
de la ara del extremo izquierdo está restringido en las direiones x y z y el resto de los

nodos de esta ara solo en la direión x.

3.4. Aoplamientos

En esta seión se estudiarán los aoplamientos magnetoelétrio, piezoelétrio y piezo-

magnétio. Su geometría de estudio será omún para todos tal y omo se expone en [13℄.

Es una geometría de dos dimensiones (ver Figura 3.17), on lz =1.14·10
−3
m y ly = 3 lz.

En la ara superior se impone un valor de ϕ = 10 A o V = 10 V, dependiendo de la

validaión, mientras que en el resto de aras su valor es nulo; además las restriiones de

los desplazamientos se muestran en la �gura menionada.
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Figura 3.17: Dominio de los aoplamientos

Se utilizará una malla de FEAP on 882 nodos y 400 elementos de 8 nodos ada uno y

forma de hexaedro. El dominio se onsiderará transversalmente isótropo y las propiedades

utilizadas (en SI) son las desritas en [13℄, han sido obtenidas de múltiples fuentes y

prinipalmente son de BaTiO3-CoFeO4 (piezoelétrio). Según las búsquedas realizadas,

de momento no se ha realizado ninguna araterizaión ompleta de ningún material del

ámbito magnetoestritivo debido a la di�ultad experimental y a la ausenia de formulaión

general; no obstante en [22℄ sí se de�nen las matries c, µ y eϕ, insu�ientes para validar

todos los aoplamientos.

c =











116 77 78 0 0 0
116 78 0 0 0
162 0 0 0 0

89 0 0 0
−S− 86 0 0 0

86 0 0











· 109; µ =





5 0 0
0 5 0
0 0 10



 · 10−6;

eV =





0 0 0 0 0 11,6
0 0 0 0 11,6 0

−4,4 −4,4 18,6 0 0 0



 ; eϕ =





0 0 0 0 0 5,5
0 0 0 0 5,5 0
5,8 5,8 7 0 0 0



 · 102;

υ =





5,37 0 0
0 5,37 0
0 0 2737,5



 · 10−12; ǫ =





11,2 0 0
0 11,2 0
0 0 12,6



 · 10−9;

α = {1,67, 1,67, 1,96}⊤ · 10−6; k = 2,61;

ρv = 5,7 · 103; ce = 434; µ0 = 4π · 10−7; ǫ0 = 8,854 · 10−12;

(3.14)
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SECCIÓN 3.4. Aoplamientos

3.4.1. Aoplamiento eletromagnétio

En este aso se impone en la ara superior ϕ = 10 A; se tendrá en uenta la relaión

direta, en la que un ampo magnétio (efeto) genera un ampo elétrio (ausa). La

euaión onstitutiva es la E. (2.70)4, que sin el resto de aoplamientos queda D = ν H .

Además, si solo tenemos en uenta úniamente la omponente en el eje z tenemos D3 =
ν33 H3. El ampo magnétio H se obtiene de resolver la Euaión (2.68)2.

En la Figura 3.18 se observa la distribuión del potenial magnétio ϕ, que sería equi-

valente a la distribuión de voltaje obtenida al imponer en la ara superior V = 10 V.

Esta distribuión es orreta de auerdo a las ondiiones de ontorno y oinide on la

expuesta en [13℄.
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Figura 3.18: Aoplamiento eletromagnétio. Distribuión del potenial magnétio ϕ
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Figura 3.19: Aoplamiento eletromagnétio. Distribuión del voltaje V

En la Figura 3.19 se representa la distribuión del voltaje debido al aoplamiento. La

euaión onstitutiva se obtiene eliminado el resto de aoplamientos de la E. (2.70)4, es

deir, D = ǫ E+ν H . Comparando las distribuiones obtenidas on las expuestas en [13℄

se observa elevada oinidenia.
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CAPÍTULO 3. Validaiones del programa

Además, también se ompara la distribuión de la magnetizaión en la línea z = lz/2
on la soluión analítia, obteniendo un buen resultado (véase Figura 3.20). Esta soluión

analítia se obtiene de la euaión es M = χm H, donde χm se puede despejar de la

E. (2.36) y si solo se tiene en uenta la omponente z se obtiene

M3 =

(
µ33

µ0

− 1

)

H3 (3.15)
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Figura 3.20: Aoplamiento eletromagnétio. Magnetizaión M3 en z = lz/2

3.4.2. Aoplamiento piezoelétrio

Para el aoplamiento entre el ampo elástio y el ampo elétrio se impondrá en la

ara superior del dominio V = 10 V. Como se ha expliado en la Subseión 2.2.3 el

aoplamiento entre ambos ampos se realiza a través tanto de la tensión de Cauhy σc

omo a través de la tensión de Maxwell σm
.

La aportaión a la tensión de Cauhy se expresa en la E. (2.61), en la que si el resto

de aoplamientos son nulos queda omo σc = −eV E. Teniendo en uenta que solo existe

ampo elétrio en la direión z, la euaión se puede simpli�ar a

{
σc
1

σc
3

}

= −

{
eV13
eV33

}

E3 (3.16)

Representando a través de la línea z = lz/2 los resultados obtenidos on FEAP y la

soluión analítia de la euaión anterior en la Figura 3.21 se observa elevada oinidenia

en ambas omponentes de la tensión de Cauhy. El ampo elétrio E se obtiene de resolver

la Euaión (2.68)3.
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SECCIÓN 3.5. Aoplamiento piezomagnétio
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Figura 3.21: Aoplamiento piezoelétrio. Tensión de Cauhy σc
en z = lz/2

La tensión de Maxwell se alula según la E. (2.62) que simpli�ada para úniamente

omponente z del ampo elétrio E, se llega a

σm
3 =

(

ǫ33 −
ǫ0
2

)

E3 (3.17)

En la Figura 3.22 se observa la aportaión de la tensión de Maxwell debida a la pres-

enia de un ampo elétrio, y se ompara la soluión analítia on los valores alula-

dos en FEAP, obteniendo buenos resultados. Como se puede apreiar, en el aoplamiento

piezoelétrio la omponente de la tensión de Maxwell es despreiable frente a la ompo-

nente de la tensión de Cauhy que es uatro órdenes superior.
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Figura 3.22: Aoplamiento piezoelétrio. Tensión de Maxwell σm
3 en z = lz/2

3.5. Aoplamiento piezomagnétio

En el aso del aoplamiento piezomagnétio se impondrá en la ara superior del dominio

ϕ = 10. Esta validaión es equivalente a la anterior pero sustituyendo el ampo elétrio

por el magnétio. Así, el aoplamiento también se realiza a través tanto de la tensión de

Cauhy σc
omo de la tensión de Maxwell σm

.
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CAPÍTULO 3. Validaiones del programa

La euaión de la aportaión a la tensión de Cauhy se expresa también en la E. (2.61),

que simpli�ada queda omo σc = −eϕ H . Si solo existe omponente z del ampo mag-

nétio H , se tiene

{
σc
1

σc
3

}

= −

{
eϕ
13

eϕ
33

}

H3 (3.18)

En la Figura 3.23 se representan los resultados de las dos omponentes de σc
obtenidos

on FEAP y on la soluión analítia de la euaión anterior a través de la linea z = lz/2;
se observa elevada oinidenia.
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Figura 3.23: Aoplamiento piezomagnétio. Tensión de Cauhy σc
en z = lz/2

Para alular la tensión de Maxwell se simpli�a la E. (2.62) para la omponente z
del ampo elétrio H, obteniendo

σm
3 =

(

µ33 −
µ0

2

)

H3 (3.19)

En la Figura 3.24 se ompara la soluión analítia y los valores obtenidos de FEAP de

la aportaión de la tensión de Maxwell, onsiguiendo buena oinidenia. En este aso, la

tensión de Maxwell también es despreiable frente a la tensión de Cauhy.
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Figura 3.24: Aoplamiento piezomagnétio. Tensión de Maxwell σm
3 en z = lz/2
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4
Modelizaión de un miniatuador

magnetoestritivo

En este apítulo se va a modelar un miniatuador magnetoestritivo de Terfenol-D y

se ompararan los resultados on medidas experimentales para omprobar la validez de la

formulaión.

4.1. Mallado

Para realizar el modelado del miniatuador magnetoestritivo solo es neesario mallar la

barra de Terfenol-D (on forma de ilindro), puesto que la formulaión on potenial esalar

magnétio ϕ permite imponer, mediante ondiiones de ontorno, el ampo magnétio

generado por la bobina que la envuelve (ver Figura 1.10). Además, debido a la simetría

angular existente se puede representar tan solo un uarto de la barra, tal y omo se muestra

en la Figura 4.1.

PSfrag replaements
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l
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y

z

Figura 4.1: Malla de 1/4 de la barra de Terfenol-D

Las dimensiones de la malla son l = 100 mm de longitud y r = 5 mm de radio, para que

sean onordes on las dimensiones del prototipo del miniatuador del ual se han obtenido

los datos experimentales [31℄. Se han utilizado un total de 3993 nodos y 3000 elementos

hexaédrios de 8 nodos. Para simular la simetría, en la super�ie x = 0 y y = 0 se han

impuesto restriiones de desplazamiento en la direión x y en la direión y, respetiva-
mente. Además, en el onjunto de nodos z = 0 se han restringido los 3 desplazamientos y

se ha impuesto ϕ = 0.
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SECCIÓN 4.2. Propiedades del Terfenol-D

El ampo magnétio que genera la bobina se alula a partir de la longitud l, el número
de espiras N y la intensidad I que irula por la misma, de tal modo que

H3 =
N

l
I (4.1)

Conoida la de�niión de H E. (2.58) se alula de una forma senilla el potenial esalar

magnétio ϕ que hay que imponer en la super�ie z = l para simular el ampo magnétio

generado por una intensidad I determinada

ϕz=l = −N I (4.2)

siendo N = 850.

4.2. Propiedades del Terfenol-D

El elemento puro on mayor magnetostriión a temperatura ambiente es el obalto,

que puede llegar a deformarse 60 partes por millón (6·10−5
m/m). De entre las aleaiones,

la más destaable es el Terfenol-D (Tb0,27Dy0,73Fe2: Aleaión de Terbio, Disprosio y Hie-

rro), que presenta una magnetoestriión de 2000 partes por millón (0.002 m/m); el nombre

Terfenol-D deriva de 'Ter' (Terbio), 'Fe' (Hierro), 'Nol' (Naval Ordnane Laboratory) y 'D'

(Disprosio).

A ontinuaión se exponen las propiedades del material Terfenol-D y se ompararan

prinipalmente on las propiedades del aero para poder tener una mejor visión de los

valores de las tablas.

Propiedades térmias
Unidades Tefenol-D

Calor espeí�o cp J/kg·K 330

Condutividad térmia κ
W/m·K �25

o

C 13.5

Coe�iente de expansión térmia α ppm/

o

C 12

Temperatura de fusión

o

C 1240

Tabla 4.1: Propiedades térmias del Terfenol-D

El Terfenol-D es una aleaión que, aunque no llega a ser aislante, es poo ondutora

térmiamente. Si omparamos su ondutividad térmia on la del aero (47-58 W/m·K),
se puede estimar que es 4 vees menos ondutor, sin embargo no se redue a valores omo

el del aire (0.026 W/m·K) o el del agua (0.58 W/m·K), que se onsideran aislantes. Tanto

el punto de fusión omo el oe�iente de expansión térmia presentan valores muy similares
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CAPÍTULO 4. Modelizaión de un miniatuador magnetoestritivo

al aero.

Propiedades meánias Unidades Tefenol-D

Densidad másia kg/m

3
9200 - 9300

Módulo de Young a E te. EE
GPa 10 - 75

Módulo de Young a B te. EB
GPa 30 - 85

Resistenia a traión MPa 28 - 40

Resistenia a ompresión MPa 300 - 880

Veloidad del sonido c m/s 1395 - 2444

Mínimo espesor laminar
mm 1

Dureza Vikers HV 650

Tabla 4.2: Propiedades meánias del Terfenol-D

Como se puede observar tiene una densidad elevada, superior a la del aero, que es

de 7850 kg/m

3
. Sin embargo, el resto de propiedades meánias, omo son resistenia a

traión y a ompresión, dureza y módulo de Young, son relativamente inferiores. Presenta

una buenas araterístias meánias, aunque no son omparables on la de los metales

más utilizados omo el aero o el aluminio.

Propiedades magnetomeánias Unidades Tefenol-D

Densidad energétia kJ/m

3
4.9 - 25

Permeabilidad relativa a σ te. µσ
r - 9 - 12

Permeabilidad relativa a S te. µS
r - 3 - 5

Constante piezomagnétia d33 nm/A 6 - 10

Fator de aoplamiento magnétio k33 - 0.7 - 0.8

Deformaión por magnetoestriión ppm 800 - 1200

Tabla 4.3: Propiedades magnetomeánias del Terfenol-D

48



SECCIÓN 4.2. Propiedades del Terfenol-D

Es una aleaión magnétia: su permeabilidad es aproximadamente un orden superior

a la del vaío. El fator de aoplamiento magnétio k33 india la e�ienia en que la

energía magnétia se onvierte en energía meánia, en el aso por ejemplo de un atuador

magnetoestritivo. Se de�ne por la euaión

k233 =
(d33)

2

µT
33

EH
(4.3)

donde d33 es la onstante piezomagnétia, µT
33 es la permeabilidad a tensión onstante y

EH
es el módulo de Young a ampo magnétio onstante.

Propiedades elétias Unidades Tefenol-D

Temperatura de Curie

o

C 380

Resistividad elétria Ω m (58-63)·10−8

Tabla 4.4: Propiedades elétrias del Terfenol-D

Se trata de una aleaión ondutora elétriamente. El aero inoxidable presenta una

resistividad elétria del mismo orden: 72·10−8 Ω m.

En la atualidad se están entrado los estudios en fabriar los atuadores a partir de

una nueva aleaión llamada Galfenol que, aunque tiene una magnetoestriión (200-350

ppm) inferior al Terfenol-D, presenta una propiedades meánias más óptimas. Su densi-

dad es aproximadamente 7800 kg/m

3
, su módulo de Young se enuentra entre 40-75 GPa,

presenta una dureza Vikers de 200-250 HV y su permeabilidad relativa es del orden de

75-100. No obstante, destaa prinipalmente por su resistenia a la traión (350 Mpa) que

es un orden superior a la del Terfenol-D.

Todas las propiedades omentadas se introduen en el programa de elementos �nitos

FEAP a través de las matries vistas en el Capítulo 2. Estas matries han sido omparadas

on las desritas en [22℄ y teniendo en uenta que solo se estudiará el aoplamiento mag-

netoestritivo, las matries relevantes son cH , µS
y eϕ. No obstante, en [22℄ utiliza otras

variables independientes, es deir, en la euaión onstitutiva (2.70)1 en vez de igualar el

término σ = σ(S,H), iguala la deformaión S = S(σ,H) de tal modo que

S = sH σ + d H

B = d⊤ σ + µσ H
(4.4)

siendo sH la matriz de �exibilidad, y d, µσ
, las matries de aoplamiento magnetoestritivo

y la permeabilidad (a tensión onstante), respetivamente, para la formulaión de [22℄. Por

lo tanto hay que apliar unas transformaiones a las matries (también de�nidas en la
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CAPÍTULO 4. Modelizaión de un miniatuador magnetoestritivo

referenia) para adaptarlas a la formulaión del trabajo presente. Las matries de [22℄ sin

las transformaiones son

sH =











12,5 −0,18 −1,7 0 0 0
12,5 −1,7 0 0 0

4 0 0 0
18 0 0

−S− 18 0
5,4











· 10−11; µσ =





13 0 0
0 13 0
0 0 5,3



 · 10−6;

d =





0 0 0 0 2,8 0
0 0 0 2,8 0 0

−0,53 −0,53 1,1 0 0 0



 · 10−8;

(4.5)

y apliando las transformaiones adeuadas, que se obtienen simplemente de despejar σ y

B de las Euaiones (4.4) y dejarlas en funión de S y H.

cH = (sH)−1

µS = µσ − d (sH)−1 d⊤

eϕ = d (sH)−1

(4.6)

se obtienen las matries para la formulaión del elmt01.f

cH =











8,54 0,65 3,91 0 0 0
8,54 3,91 0 0 0

28,32 0 0 0
5,56 0 0

−S− 5,56 0
18,52











· 109; µS =





8,64 0 0
0 8,64 0
0 0 2,27



 · 10−6;

eϕ =





0 0 0 0 155,56 0
0 0 0 155,56 0 0

−5,75 −5,75 270,12 0 0 0



 ;

(4.7)

todo en unidades del sistema internaional.

Si se desea trabajar on otras variables dependientes e independientes se deben utilizar

otras transformaiones, en la Tabla 4.5 se muestran las distintas ombinaiones posibles.
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SECCIÓN 4.3. Resultados y limitaiones

Variables Efeto direto e inverso

B = B(S,H) B =
[
(sH)−1d

]
S +

[
µσ − d(sH)−1d⊤

]
H = eϕS + µSH

σ = σ(S,H) σ =
[
(sH)−1

]
S −

[
(sH)−1d

]
H = cHS − (eϕ)⊤H

H = H(σ,B) H =
[
−(µσ)−1d⊤

]
σ +

[
(µσ)−1

]
B = −gσ + (µσ)−1B

S = S(σ,B) S =
[
sH − d(µσ)−1d⊤

]
σ +

[
d(µσ)−1

]
B = sBσ + g⊤B

H = H(S,B) H =
[
d− sH(d⊤)−1µσ

]−1
S −

[
fsH(d⊤)−1

]
B = −hS + (µS)−1B

σ = σ(S,B) σ =
[
−(d⊤)−1µσf

]
S +

[
(d⊤)−1 + fsH(d⊤)−1

]
B = cBS − h⊤B

Tabla 4.5: Transformaiones para las distintas variables dependientes e independientes

siendo

f = (d− sH (d⊤)−1 µσ)−1
(4.8)

4.3. Resultados y limitaiones

El modelo se ha resuelto para intensidades de entre 0 y 12 A. En la Figura 4.2 se

presentan los resultados obtenidos, omparados on la soluión experimental de [31℄, en el

que se ensaya on un prototipo a una preompresión de 7,2 MPa.

Es importante destaar que se omprobaron distintos valores del parámetro prinipal

del aoplamiento µ33, y mientras se mantenía en el mismo orden de magnitud, es deir, que
orrespondía on los valores de las propiedades obtenidas de diferentes fuentes, el resultado

de la Figura 4.2 variaba de forma insigni�ante.

FEAP

Exp.

I [A℄

D

e

f

o

r

m

a



i

ó

n

x

1

0

4

[

-

℄

121086420

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Figura 4.2: MMA. Comparaión resultados FEAP on experimentales [22℄

La prinipal limitaión que se observa es que el modelo es lineal; esto no es del todo

ierto, porque en la programaión del elemento hay términos no lineales (omo el tensor
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CAPÍTULO 4. Modelizaión de un miniatuador magnetoestritivo

de Maxwell σm
), no obstante, y debido a que las euaiones onstitutivas son lineales, no

son su�ientes para el aoplamiento magnetoestritivo.

Por otro lado, el término de tensión residual σr, pensado para soluionar el problema de

la preompresión, no funiona adeuadamente; se debe a que la formulaión de la tensión

residual, no es teóriamente equivalente a una tensión externa de ompresión, omo es este

aso. Además, no es posible estableer omo ondiión de ontorno una tensión, a no ser

que se formulen FE mixtos; el elemento está programado para imponer desplazamientos,

voltaje, potenial esalar magnétio y temperatura, pero no tensiones.

También abe destaar que parámetros omo la deformaión, tensión y magnetizaión

de saturaión, Ss, σs y Ms, respetivamente, que de�nen muy bien el omportamiento del

MMA no se han tenido en uenta omo propiedades.

4.4. Soluiones

En esta seión se van a presentar posibles soluiones a las limitaiones de la progra-

maión del elmt01.f. Todas son atuales y han sido desarrolladas en distintos doumentos,

omparando los resultados on valores experimentales.

4.4.1. Matriz de aoplamiento magnetoestritivo polinómia

Una primera soluión sería la propuesta en la referenia [33℄, que presenta un modelo

no lineal de elementos �nitos 3D para materiales magnetoestritivos implementado en el

programa COMSOL multiphysis 3.2a. La araterístia prinipal es que utiliza los datos

de una urva experimental para soluionar el problema de la no linealidad entre el ampo

magnétio H y la deformaión S.

Este modelo utiliza las mismas variables dependientes (S y H) e independientes (σ

y B) que el trabajo presente, de tal modo que, teniendo en uenta solo el aoplamiento

magnetoestritivo, las euaiones onstitutivas (2.70) son

σ = cH S − (eϕ)⊤ H

B = eϕ S + µS H
(4.9)

Utilizando euaiones onstitutivas lineales no se puede araterizar bien el ompor-

tamiento del efeto piezomagnétio, por lo que en [33℄ se reurre a una funión no lineal

para el término eϕ H . Esta funión es un polinomio de orden 6 que se obtiene ajustando

puntos experimentales obtenidos en el laboratorio a una preompresión de 0 MPa, tal y

omo se muestra en la Figura 4.3.

El polinomio ajustado es
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SECCIÓN 4.4. Soluiones

eϕ H = −1,405 · 10−35 H6
3 + 1,861 · 10−29 H5

3 − 9,041 · 10−24 H4
3 + 2,140 · 10−18 H3

3−

− 2,742 · 10−13 H2
3 + 2,121 · 108 H3 + 1,37 · 10−4

(4.10)

sin embargo, hay que tener en uenta que este ajuste limita el modelo a la direión prinipal

del atuador (direión z) y además, utilizar un orden 6 permite una mejor aproximaión

en el rango de trabajo pero imposibilita la extrapolaión de resultados y empeora el tiempo

de omputo frente a ajustes de menor orden.

Se trata de una soluión válida solo para un aso en onreto, es deir, no soluiona

el problema de la preompresión y hay que de�nir un nuevo polinomio para distintos a-

tuadores y distintas preompresiones. También presenta problemas en la implementaión

en elementos �nitos debido al orden del ajuste. No obstante, en la referenia se realiza un

estudio sobre un nuevo método para la elaboraión preisa de ori�ios no ilíndrios del

pasador de un pistón, obteniendo buenos resultados.

Resultados Exp.

Curva ajustada

H x 10

5
[A/m℄

S

x

1

0

−
4

[

-

℄
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2

0

Figura 4.3: Curva ajustada del ampo magnétio H frente a la deformaión S [33℄

La referenia [34℄ utiliza un método similar, en el que divide la induión en una parte

reversible y otra irreversible. Ésta última aporta la no linealidad (puesto que las euaiones

onstitutivas son lineales), sin embargo, se de�ne omo un polinomio uyos oe�ientes se

obtienen de modo experimental.

4.4.2. Matriz de aoplamiento magnetoestritivo dependiente

En la referenia [27℄ se desarrolla un modelo de FE no lineal en 3D enfoado prinipal-

mente para el Galfenol. Se basa en el trabajo [28℄ y se extiende para euaiones onstitutivas

no lineales basándose en el modelo disreto de energía media utilizando el programa COM-

SOL (versión 3.5a). Además, también propone una soluión por partes muy interesante,

utilizando euaiones onstitutivas lineales, en las que on el programa Matlab (versión

R2009a) al �nal de ada paso atualiza los oe�ientes de las matries de propiedades para

53



CAPÍTULO 4. Modelizaión de un miniatuador magnetoestritivo

onseguir el efeto no lineal.

Esta formulaión utiliza el potenial vetorial magnétio A, puesto que aunque au-

mente la di�ultad a la hora de imponer un ampo magnétio omo ondiión de ontorno,

es más apropiado para modelos dinámios ya que permite tener en uenta las orrientes de

Eddy. Utilizando el potenial esalar ϕ, estas orrientes se deben espei�ar manualmente.

Para el proedimiento de la soluión por partes, en la que utiliza euaiones onstitu-

tivas lineales, las variables dependientes son H = H(S,B) y σ = σ(S,B) de tal modo
que

H = −h S + µS B

σ = cB S − h⊤ B
(4.11)

donde h es la matriz de aoplamiento piezomagnétio, µS
es la matriz de permeabilidad a

deformaión onstante y cH es la matriz de rigidez a ampo magnétio onstante.

En total se utilizan 33 oe�ientes del material

cB =











cB11 cB12 cB13 0 0 0
cB22 cB23 0 0 0

cB33 0 0 0
cB44 0 0

−S− cB55 0
cB66











; µS =





µS
11 µS

12 µS
13

µS
12 µS

22 µS
23

µS
13 µS

23 µS
33



 ;

h =





h11 h12 h13 h14 h15 h16
h21 h22 h23 h24 h25 h26
h31 h32 h33 h34 h35 h36



 ;

(4.12)

Utiliza muhos más oe�ientes que la formulaión expuesta en el Capítulo 2 y además

son dependientes de la tensión σ y el ampo magnétio H ; omo éste último depende de

la posiión espaial, los oe�ientes también y por lo tanto, no son onstantes para toda

la malla. Los oe�ientes son delarados omo funiones interpoladas en las oordenadas

del espaio, de tal modo que uando el programa COMSOL lea el arhivo que almaena

los omponentes de las matries seleionará los datos que orresponden a la loalizaión

en onreto o interpolará entre los puntos más eranos.

Para alular los oe�ientes se reurre a la matriz Jaobiana, no obstante, no se ob-

tienen diretamente estas matries, sino que se obtienen sH , d y µσ
(matries desritas en

la E. (4.4)).

Ja =






µσ = ∂B
∂H

(σ0,H0) d = ∂B
∂σ

(σ0,H0)

d⊤ = ∂S
∂H

(σ0,H0) sH = ∂S
∂σ

(σ0,H0)




 (4.13)

Para obtener las matries deseadas se deben apliar las transformaiones desritas en
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la Tabla 4.5 obteniendo el sistema de euaiones a resolver en inrementos

[
∆H

∆σ

]

=

[
µS −h

−h⊤ cB

] [
∆B

∆S

]

= Ja−1

[
∆B

∆S

]

(4.14)

El diagrama de la Figura 4.4 muestra el proedimiento a seguir para obtener la soluión

por partes desrita. En primer lugar se iniializan los oe�ientes, alulados para H = 0
y σ = 0 y se imprimen en un arhivo que posteriormente será leído por el programa de

elementos �nitos COMSOL. A partir de las ondiiones dadas del problema y las matries

aluladas se obtiene un desplazamiento ∆u que permite obtener unos valores de ∆H y

∆σ. A partir de estos nuevos resultados se atualizarán los valores de H = H + ∆H

y σ = σ + ∆σ y se realularán los oe�ientes on Matlab; este proeso se realizará

iterativamente hasta que se llegue al número de iteraiones nT . Se podría modi�ar de

tal modo que el proeso terminara uando los valores de los inrementos de H y σ sean

inferiores a ierto valor de error, de tal modo que se onsiderara que ha onvergido la

soluión.

PSfrag replaements

Iniializar on H = 0 y σ = 0 para el álulo de los oe�ientes (n = 1)

Calular las matries µS
, h y cB on Matlab a partir de H y σ

Imprimir los oe�ientes en un arhivo omo funión de las oordenadas

Calular el inremento de desplazamiento ∆u on las ondiiones del sistema

A partir de ∆u obtener ∆H y ∆σ y atualizar los valores

H = H +∆H; σ = σ +∆σ

Última iteraión, ¾n = nT ? n = n+ 1

Mostrar resultados

SÍ

NO

Figura 4.4: Diagrama del proedimiento para obtener la soluión por partes

Para validar el método en la referenia [27℄ se modela un atuador de Galfenol, in-

luyendo el bobinado puesto en la formulaión utiliza potenial vetorial magnétio, y no

potenial esalar omo en la formulaión propuesta en el Capítulo 2. Se omparan los datos
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experimentales y los alulados por elementos �nitos para un voltaje impuesto en la bobina

de 0 a 18 V obteniendo unos muy buenos resultados omo se puede observar en la Figura 4.5.

En de�nitiva se trata de un método omplejo que requiere un alto tiempo de álulo, las

mallas son muy ompletas debido a la utilizaión del potenial vetorial magnétio y por

ello se reurre a Matlab para failitar la obtenión de los oe�ientes. Además, no resuelve

el problema de la preompresión ni tiene en uenta los ilos de histéresis. No obstante, es

una soluión al problema de la no linealidad sin reurrir a oe�ientes experimentales y el

error entre los datos de FE y los experimentales es reudido.

Exp.

FE

V [V℄

u
3

x

1

0

−
6

[

m

℄
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125

100
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50

25

0

Figura 4.5: Desplazamiento obtenido on FE frente al resultado experimental [27℄

4.4.3. Deformaión magnetoestritiva

En la referenia [31℄ se ha realizado en el año atual (2016) un estudio on un modelo de

elementos �nitos 2-D de un miniatuador magnetoestritivo. La prinipal diferenia entre

su formulaión y la presente en este trabajo reside en la de�niión de la deformaión mag-

netoestritiva, es deir, divide la deformaión total S en dos omponentes: la deformaión

meánia Smec y la magnetoestritiva Smag.

S = Smec + Smag (4.15)

La deformaión meánia se de�ne omo la deformaión generada, úniamente, por las

tensiones de Cauhy, de tal modo que

Smec = sH σc
(4.16)

siendo s la matriz de �exibilidad y σc
la tensión de Cauhy. Mientras que la deformaión

magnetoestritiva inluye el aoplamiento entre el ampo magnétio y el ampo elásti-

o de tal modo que ya no es neesaria la de�niión de la tensión de Maxwell σM
; una

aproximaión desarrollada en [32℄ es la siguiente

Smag = Ss

(

1−
1

2
tanh

2σp
σs

)(
M

Ms

)2

(4.17)
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donde Ss, Ms y σs son la deformaión, magnetizaión y tensión de saturaión, respetiva-

mente, σp es la tensión de preompresión y M es la magnetizaión.

La magnetizaión de saturaión es aproximadamente Ms = 765 kA/m según [31℄ y

[23℄, entre otras fuentes. La deformaión de saturaión de un material poliristalino omo

el Terfenol-D, es muy dependiente de la direión, aunque se puede alular un valor de

referenia a partir de la deformaión de saturaión en las direiones ristalográ�as <100>

S100 y <111> S111, del siguiente modo

Ss =
2

5
S100 +

3

5
S111 (4.18)

siendo los valores típios de saturaión del Terfenol-D S100 = 90 · 10−6
y S111 = 1,6 · 10−6

.

De este modo se solventa el problema de la linealidad y el de la preompresión y se

arateriza muy bien el problema al utilizar los valores de saturaión. Para la simulaión

utiliza el programa COMSOL Multiphysis y obtiene, para 3 preompresiones distintas,

unos resultados on un error inferior al 9,5% respeto a los datos experimentales del

prototipo del MMA; tal y omo se muestra en la Figura 4.6.

σp = 10,4 FE

σp = 10,4 Exp.

σp = 7,2 FE

σp = 7,2 Exp.

σp = 2,8 FE

σp = 2,8 Exp.
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Figura 4.6: Desplazamiento obtenido on FE frente al experimental [31℄

Se trata de una soluión muy e�az y relativamente simple, puesto que utiliza el poten-

ial esalar magnétio ϕ que permite simpli�ar la malla y no requiere una elevada om-

plejidad a la hora de implementar el modelo en elemento �nitos. Con una nueva euaión

onstitutiva de segundo orden onsigue la no linealidad y añadiendo el parámetro σp adap-
ta el modelo a las distintas preompresiones, no obstante, no resuelve el problema de la

histéresis.

4.5. Conlusiones

Atualmente no existe una soluión estandarizada para el aoplamiento entre el ampo

magnétio y el elástio que permita realizar estudios sobre los atuadores magnetoestri-

tivos de forma senilla, por esta razón, estos materiales todavía no tienen un peso impor-

tante en la ingeniería. Como se ha omprobado en este último apítulo hay numerosos
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estudios sobre el tema, pero todavía no se ha desarrollado un modelo de�nitivo.

El elemt01.f es un proyeto muy ambiioso porque, aunque en el presente trabajo solo

se ha estudiado el aoplamiento magnetoestritivo, es una formulaión 3D que pretende

inorporar todos los aoplamientos posibles on la �nalidad de onseguir un únio modelo

global que permita estudios de ualquier ámbito ingenieril. Como se ha omprobado en

el Capítulo 3, la misma formulaión permite resolver distintos aoplamientos on buenos

resultados. Sin embargo, para el aso del atuador (Seión 4.3) no se obtuvieron buenos

resultados debido prinipalmente a que las euaiones onstitutivas eran lineales.

Del estudio de las soluiones propuestas se puede obtener distintas onlusiones: uti-

lizar el potenial esalar magnétio ϕ simpli�a muho la imposiión de ondiiones de

ontorno y la generaión de la malla, puesto que no es neesario inluir la bobina, no obs-

tante, las orrientes de Eddy se deben introduir manualmente y es ompliado imponer

ampos magnétios omplejos; la preompresión del atuador es un fator a tener muy en

uenta y no puede ser tratado omo una tensión residual, sino omo una tensión externa

y estableerlo omo ondiión de ontorno; y, por último, el problema de la histéresis es

muy omplejo y solo se puede implementar en modelos dinámios.

También es importante destaar que se trata de un aoplamiento no lineal, y las solu-

iones posibles se pueden lasi�ar, aunque tengan muhas variables, en dos grandes blo-

ques: o se utilizan euaiones onstitutivas no lineales o se reurre a medir oe�ientes

experimentalmente que permitan de�nir algún polinomio que onsiga la no linealidad.

De las tres soluiones propuestas la más óptima a la hora de obtener buenos resultados

y de inorporarla en la formulaión del elemt01.f es la Subseión 4.4.3. Es una soluión

senilla y aunque habría que haer modi�aiones de los residuales de elementos �nitos

debido a que la euaión onstitutiva es uadrátia, no supondría una ambio importante

puesto que también utiliza potenial esalar magnétio.
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