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1.1.

Introduccion

Definicion de Smart Structure

En 1996, Spillman W. B., Sirkis J. S. y Gardiner P. T. establecieron una definicién de
estructura inteligente entre una amplia variedad de fuentes; dice lo siguiente: "Una estruc-
tura inteligente es una estructura no bioldgica que tiene los siguientes atributos:

1. Proposito definitivo;
2. Los medios e imperativo para lograr ese propdsito; y
3. Un patrén bioldgico de funcionamiento.”

Para explicar mejor el término -patrén biolégico- (Figura 1.1), éste se desglosa en cinco
partes fundamentales equivalentes al cuerpo humano:

1.

La adquisicion de datos (sentido téactil): sensores que se encargan de recoger los datos

en bruto necesarios para el control y seguimiento de la estructura.

La transmision de datos (los nervios de sensaciones): transmite los datos desde los
sensores hasta el centro de control.

Centro de control (cerebro): gestiona y analiza los datos, tomando decisiones sobre
las acciones determinantes a realizar.

Instrucciones de datos (nervios de movimiento): transmite las conclusiones del centro
de control a los distintos componentes de la estructura.

Dispositivos de accion (musculos): actuadores que llevan a cabo las acciones decididas
por el centro de control.

) Patron biologico

Figura 1.1: Las Smart Structures imitan el sistema nervioso humano [1]

En definitiva, el término Smart Structures se utiliza para definir estructuras que son
capaces de percibir y adaptarse a las condiciones de su entorno, siempre con el fin de con-
seguir un diseno més tutil, eficiente y seguro.




CAPITULO 1. Introduccién

La aplicaciéon de este concepto a la estructura de las aeronaves puede ofrecer mejoras
significativas en muchos aspectos, como pueden ser:

» Disminucién del peso total de la aeronave.
» Reducir el coste de mantenimiento y de operacién.

= Aumentar y mejorar su ciclo de vida.

La principal ventaja de este tipo de estructuras reside en eliminar partes moviles de la
aeronave, que comporta una reduccién importante del peso y del coste de mantenimiento.
Por ejemplo, el concepto Smart Structure permitiria sin necesidad de actuadores hipersus-
tentadores, como los flaps y slats, adaptar la superficie del ala a las condiciones de vuelo.

En la actualidad, las aeronaves civiles presentan alas de geometria fija que optimizan
un tnico punto de disefio: para una determinada altura, un peso concreto, un Mach de
vuelo, etc. El ala recta permite una mayor sustentaciéon a bajas velocidades, necesario para
aterrizar y despegar, no obstante, a altas velocidades ofrece mayor resistencia y limita la
velocidad méxima de vuelo debido a la apariciéon de ondas de choque sobre el ala. La dis-
tribucion en flecha soluciona los problemas a altas velocidades del ala recta, pero tiene que
tomar y salir de tierra a velocidades elevadas debido a su més baja sustentacion.

Figura 1.2: Avion F-111. Primer avion de geometria variable puesto en producciéon que
entrd en servicio el ano 1967, disenado por General Dynamics

El concepto de geometria variable, ejemplificado en la Figura 1.2, permite aprovechar
tanto las ventajas del ala recta como las del ala en flecha. También permite adaptarse al
cambio de peso que origina el consumo de combustible, que puede llegar a ser alrededor
del 30 % del peso total de la aeronave. Sin embargo, las desventajas estructurales que pre-
senta instalar en la aeronave los actuadores necesarios para permitir la geometria variable
son mayores que los beneficios, es por esto por lo que no se utiliza en aviacién comercial.
Las Smart Structures permitirian obtener todas las ventajas de la geometria variable sin
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comprometer la integridad de la misma.

También es importante destacar que estas estructuras permitirian tener un control so-
bre el estado de la misma, con la capacidad de detectar y diagnosticar posibles problemas
en su integridad. La técnica del llamado Structure Health Monitoring (SHM) o Vigilancia
de la Salud Estructural, utiliza sensores incrustados en la estructura que reducirian el coste
de inspeccién y mantenimiento, permitiendo un control mas exhaustivo de su estado.

Como se puede leer en el articulo [1], pag. 7:

SHM es un nuevo concepto cuyo momento ha llegado, ya que la tecnologia
necesaria esta disponible para dar los primeros pasos. La reduccién de costes
de mantenimiento, el aumento de la disponibilidad de aeronaves y el ahorro
de peso son objetivos que se pueden alcanzar mediante SHM. Mientras los
beneficios de ahorro en mantenimiento son ttiles para el vuelo actual, asi como
para aviones nuevos y futuros, el ahorro de los beneficios del disefio de peso se
puede lograr sélo para los nuevos programas de aviones. Independientemente
de qué materiales se utilizaran en el futuro, la filosofia de diseno actual, que
es aplicada hoy en dia por los disenadores estructurales, serd desafiada por la
nueva filosofia de diseno basada en SHM.

1.2. Definicién de los materiales magnetoestrictivos

Para lograr el concepto -Smart Structure- es necesario el empleo de materiales es-
peciales, denominados Smart Materials. Entre estos destacan: materiales piezoeléctricos
(producen voltaje cuando se aplica tension mecénica y viceversa), polimeros electroactivos
(cambian sus propiedades en funcion de la presencia de un campo eléctrico), materiales
halocromicos (con la capacidad de cambiar de color en funcion del pH), etc. Sin embargo,
otro tipo de materiales dignos de estudio son los llamados materiales magnetoestrictivos.

La magnetoestriccion es una propiedad de los materiales ferromagnéticos a partir de
la cual cambian de dimensiones ante la presencia de un campo magnético. Este efecto fue
identificado por el cientifico inglés James Prescott Joule en 1842 observando niquel puro,
por lo que también se le conoce como efecto Joule. Dicho efecto se debe a que los materia-
les ferromagnéticos presentan una estructura dividida en regiones o dominios polarizados
magnéticamente, por lo que al aplicar un campo magnético estos dominios se orientan y
rotan produciendo un cambio dimensional. Es importante destacar que el volumen total se
mantiene constante.

No obstante, denominarlo efecto Joule puede llevar a error, puesto que es facil con-
fundirlo con otro de sus grandes descubrimientos: el fenémeno irreversible por el cual, si
por un conductor circula corriente eléctrica, parte de la energia cinética de los electrones
se convierte en calor. Por esta razon se denomina -Magnetoestriccion-.




CAPITULO 1. Introduccién

El principio de magnetoestricciéon es el responsable de las vibraciones a 100 o 120 Hz
(dependiendo del pais) que se notan cerca de un transformador o un dispositivo de alta po-
tencia eléctrica. Se producen debido a las fluctuaciones del campo magnético que generan
pequenas deformaciones en el material que se traducen en impulsos sonoros (vibraciones).

)| === :
§ = §

—H, —-H H=0 +H +H

Figura 1.3: Principio del efecto de la magnetoestricciéon

La Figura 1.3 permite explicar mejor la magnetoestriccion: para empezar, se toma como
referencia el caso C en el que no hay aplicado ningiin campo. A medida que se aplica un
campo magnético pequeno +H los dipolos o regiones polarizadas se orientan en la direc-
cién del campo, produciendo un aumento de las dimensiones de la probeta, como se puede
observar en el caso D. Esto se produce hasta llegar al punto de saturacion (caso E) donde el
campo alcanza el valor +H, y en el que todos los dominios se encuentran orientados, por lo
que a partir del cual, aunque se aumente la fuerza del campo magnético no se va a cambiar
la longitud de la probeta. En el caso de aplicar un campo magnético de signo inverso, la
probeta también aumentara de longitud hasta llegar al punto de saturacién, como podemos
observar en el caso B y A, respectivamente. No obstante, existen materiales que presentan
magnetoestriccién negativa, como es el caso del niquel. El fendmeno es anisétropo, puesto
que depende de la direccion cristalina del material.

AL/L4

»
»

-H 0 +H

Figura 1.4: Elongacién frente a campo magnético ideal
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La Figura 1.4 representa el comportamiento ideal del cambio de longitud frente a la
presencia de un campo magnético. Como se observa, en el caso de la figura, tanto un campo
magnético positivo como negativo producen la misma deformacion positiva en el material;
ésto no se cumple siempre, puesto que se puede producir una deformacién negativa. En la
regiéon entre 0 y 1, donde se aplica un campo pequeno, los dominios magnéticos no mues-
tran una orientaciéon en comun. Dependiendo de cémo se ha formado el material y de la
homogeneidad de la estructura obtendremos mayor o menor elongaciéon. En la region 1-2
se produce la relacion lineal mas ideal, por lo que conociendo el campo aplicado es facil
predecir como va a deformarse el material; la pendiente se denomina factor de acoplamiento
magnético. A partir del punto 2 la relacion deja de ser lineal otra vez, debido a que gran
parte de los dominios magnéticos estan orientados en la direccién del campo. Por ultimo
en el punto 3 se produce la saturacion.

Al efecto reciproco se le denomina efecto Villari o efecto magnetoestrictivo inverso:
aplicar una presiéon al material va a modificar sus propiedades electromagnéticas, consi-
guiendo crear un campo magnético que sera funciéon de la presion ejercida. El acoplamiento
magnetoestrictivo también presenta otros fenémenos como el efecto Guillemin: variacion
del mo6dulo de Young debido a la magnetizacion; y el efecto Wiedemann: torsién que
aparece debida al campo magnético longitudinal.

1.2.1. Ciclo de histéresis

El comportamiento de los materiales magnetoestrictivos no es tan ideal como se muestra
en Figura 1.4. Cuando en un material con propiedades magnetoestrictivas, sobre el cual
ha estado actuando un campo magnético H, cesa la aplicaciéon de éste, el material no
recupera completamente su estado inicial, sino que permanece cierta elongaciéon residual;
este fenémeno recibe el nombre de histéresis.

AL/LA
+H;
+AL/Lyes
1
3
- 0 >
H 9 +H
_Hs _AL/Lres

Figura 1.5: Ciclo de histéresis
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La Figura 1.5 representa el llamado ciclo de histéresis. Se parte de la posiciéon 0, donde
no existe ni elongacion ni campo magnético. A medida que se aumenta, el valor del campo,
se reorientan los dominios magnéticos y aumenta también la longitud AL/L a través de
la curva 1, hasta el punto de saturacion +H,. Si ahora se restablece el campo como nulo,
AL/L desciende a través de la curva 2, pero no se consigue una elongaciéon nula, sino
que debido a la histéresis se mantiene un cambio dimensional residual +AL/L,¢s. En el
caso de imponer un campo negativo —H ocurrirfa algo similar, la elongacién disminuiria
hasta el punto de saturacion —H y al eliminar el campo quedaria una elongacién resid-
ual negativa —AL/L,¢s. Si se aumenta el campo magnético otra vez, lo hard a través de
la curva 3 hasta llegar al primer punto de saturacién +Hj, donde volvera a empezar el ciclo.

Hoy en dia no existe ninguna modelizacién definitiva sobre el ciclo de histéresis, no obs-

tante existen numerosos modelos, cada uno més o menos apropiado para distintos &mbitos
de aplicacion.

1.3. Aplicaciones de los materiales magnetoestrictivos

La aplicacién fisica del efecto de magnetoestriccion se reduce al transductor o sensor
magnetoestrictivo y al actuador. Ambos son dispositivos que convierten energia mecénica
en energia magnética y viceversa.

1.3.1. El Sonar

Onda Original

Emisor/Receptor

Onda Reflejada

Figura 1.6: Principio de funcionamiento del dispositivo Sonar

El sonar (del inglés SONAR, SOund Navigation and Ranging) es un dispositivo que
detecta la presencia y situacion de objetos sumergidos. Su principio de funcionamiento
consiste en medir el tiempo que tarda una onda sonora en salir desde el emisor, reflejarse
en el objeto y volver a dicho emisor (Figura 1.6). De este modo, conociendo el tiempo y la

6



SECCION 1.3. Aplicaciones de los materiales magnetoestrictivos

velocidad del sonido del medio, podremos calcular la distancia del obstaculo. En definitiva,
funciona de forma similar al radar, pero en vez de utilizar ondas electromagnéticas emplea
impulsos sonoros.

Para crear y detectar la reflexiéon de la onda sonora se emplea un transductor mag-
netoestrictivo, puesto que el material magnetoestrictivo permite transformar un campo
magnético en deformacién del material, y por tanto, en un impulso sonoro y viceversa. En
la Figura 1.7 se observan los componentes principales del transductor magnetoestrictivo:

= Guia de material magnetoestrictivo.
= Imén permanente: genera el campo magnético longitudinal.

= Sensor: detecta que la onda sonora ha regresado al transductor después de reflejarse
en un obstaculo.

Ademas, al final de la guia, el transductor dispone de un elemento que permite absorber
todas las vibraciones, evitando interferencias y que el impulso sonoro generado se refleje
sobre el propio material.

Pulso de tension Campo magnético del
mecanico Iman permanente

Guia de material
magnetoestrictivo

Elemento para absorbe
las vibraciones

Impulso de corriente

Campo magnético del
pulso de corriente

Imén de
posicién variable Sensor

Figura 1.7: Composicion y funcionamiento de un transductor magnetoestrictivo [4], pag. 3

Para crear el impulso sonoro de alta frecuencia se hace resonar el material magne-
toestrictivo. Esto se consigue mediante la intersecciéon de dos campos magnéticos: un campo
longitudinal generado por un imén permanente y otro campo radial creado por un impulso
de corriente que recorre la guia. La interseccién de ambos campos genera una deformaciéon
violenta en la guia que se traduce en la onda sonora.




CAPITULO 1. Introduccién

Cuando la onda se refleja en un obstaculo y vuelve al transductor, hace vibrar la guia
de material magnetoestrictivo. El sensor, que consiste en una bobina enrollada a la guia,
permitird detectar las vibraciones. Estas vibraciones sonoras provocaran pequenas defor-
maciones en el material que generaran un campo magnético debido a la magnetoestriccion;
éste campo actuara sobre la bobina generando corriente eléctrica y permitiendo su detec-
cion. Conociendo el tiempo transcurrido y la velocidad del sonido se calcula facilmente la
distancia hasta el obstéaculo.

1.3.2. Valvula magnetoestrictiva

Una excelente alternativa al disefio de vélvulas con accionamiento mecdnico son las
valvulas con actuador magnetoestrictivo. Se trata de un disenio actual (2016) del Goddard
Space Flight Center [18] con el proposito de sustituir las valvulas utilizadas en sistemas
espaciales y en sistemas de propulsiéon de vehiculos. Son totalmente herméticas, sin fugas
y con una alta fiabilidad. Ademas, poseen un tiempo de respuesta muy rapido, del orden
de milisegundos.

Muelle

Tapa superior de
transmision de carga

Tornillo de precarga

Calibrador de tension

Bobina
Terfenol-D
Tapa inferior de
transmisién de carga
Carcasa
Anillo de retencién Retencion

Fuelle Conducto del fluido

Plato de fractura

Salida

Figura 1.8: Composicion y funcionamiento de un valvula magnetoestrictiva [18]

La Figura 1.8 muestra el esquema de una valvula magnetoestrictiva, su funcionamiento
es sencillo: la valvula se abre cuando se aplica un campo magnético a la barra de material
magnetoestrictivo, en este caso Terfenol-D, y se cierra cuando el campo es nulo. Este campo
magnético se genera aplicando corriente a una bobina enrollada a la barra de Terfenol-D
y aislada del fluido. El Terfenol-D también se encuentra aislado del fluido a través de
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SECCION 1.3. Aplicaciones de los materiales magnetoestrictivos

un recubrimiento, generalmente de titanio, puesto que es compatible con la mayoria de
propelentes. El resto de los componentes son equivalentes a la de una vélvula cualquiera.

1.3.3. Telescopio astronémico de rayos-X

Los telescopios astronémicos de rayos-X permiten observar galaxias del espacio con
una elevada resolucion angular. La principal dificultad de estos telescopios reside en que
no se pueden utilizar espejos convencionales para concentrar la radiaciéon en el sensor
de lectura, debido a que se consiguen angulos de incidencia casi normales que produce
que la radiacién X sera absorbida, pero no reflejada. Fue el fisico alemdn Hans Wolter
quien descubrié como construir dicho telescopio combinando dos espejos de bajo angulo de
incidencia (entre 10 minutos de arco y 2°) con forma de paraboloide y hiperboloide o bien
paraboloide y elipsoide.

Figura 1.9: Satélite Chandra X-RAY de la NASA. Telescopio espacial de rayos-X

El principal modo de mejorar la capacidad de imagen de las nuevas generaciones de
telescopios de rayos-X consiste en aumentar el drea de los espejos para conseguir mejor
resoluciéon angular. No obstante, se debe procurar, al menos, mantener el peso debido a la
incorporacién en el satélite y es por esto que la dnica opcién consiste en fabricar espejos
més finos, sin embargo, una superficie delgada es mas débil y susceptible a la deformacion.

Para solucionar la susceptibilidad a la deformacién, en un articulo de la universidad
de Northwestern [17] proponen la idea de recubrir la cara no reflectante de los espejos de
material magnetostrictivo, de tal modo que permita controlar la deformacién del espejo
simplemente con un campo magnético. Este método evita el uso de cualquier actuador
mecénico que tendria numerosas desventajas: aumento del peso, mayor probabilidad de
fallo, dificil mantenimiento, etc.

La mayor dificultad del empleo de este tipo de materiales es estudiar como y qué
campo magnético aplicar para corregir la deformacion en cuestién por lo que se trata de
un problema, de control.
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1.3.4. Sistema activo de control vibracional

Esta aplicacion se basa en el actuador magnetoestrictivo. En la Figura 1.10 se observa
el esquema de un actuador lineal. Este esta compuesto por una barra de material magne-
toestrictivo (Terfenol-D) enrollado por una bobina, que se encuentra dentro de una carcasa
de aluminio recubierta por un aislante magnético en su interior. De este modo, al aplicar
una corriente a la bobina, generara un campo magnético que orientara los dominios de la
barra de Terfenol-D aumentando su longitud.

. Bobi
Muelles de precompresion © /1nas

/
/

/
/ [

/

|/

/ \
Aislante magnético Carcasa de alumnio

Figura 1.10: Esquema de un actuador lineal magnetoestrictivo [6], pag. 7

El sistema de control vibracional (Figura 1.11) posee un pequeno sensor que recoge
datos acerca de la vibracion que sufre la estructura de estudio. Este senial eléctrica es am-
plificada y enviada al sistema de control, que se encargara de procesar los datos y enviar las
senales necesarias al actuador para cancelar la vibracién. La gran potencia que desarrollan
estos tipos de actuadores permiten actuar sobre grandes superficies.

Sensor

Vibracién I e |

|

e
Actuador de I_l:l

Terfenol Control

Amplificador

>

Figura 1.11: Esquema de un sistema activo de control vibracional [6], pag. 9

Como se expone en [15], en 1997 se realiz6 un estudio para utilizar un sistema de control
vibracional basado en materiales magnetoestrictivos en el rotor del helicoptero MD-900.
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En el estudio se fabricaron y testearon prototipos y el resultado fue positivo; no obstante
el proyecto finalizé con este estudio.

1.3.5. Modificador de espesor de un perfil

Por ultimo, una aplicaciéon futura del material magnetoestrictivo en el &mbito aerondu-
tico consistiria en modificar el espesor y la forma del perfil alar de modo que permita
adaptar la superficie de las alas a las condiciones de vuelo. Se trata de un proyecto muy
ambicioso donde todavia no se han centrado recursos para una amplia investigacion.

En la actualidad, no existen numerosas aplicaciones de estos materiales dentro de la
industria aeroespacial, pero como se comenta en el Seccién 1.1, el empleo de éstos tendria un
impacto muy positivo que permitiria tanto mejores y nuevos disefios, como un importante
ahorro econémico de mantenimiento y costes de operacién.

1.4. Estado del arte

A pesar de que el fenomeno de la magnetostriccion se conoce desde mediados del siglo
XIX, los estudios y anélisis para modelizarlos se inician principalmente en la década de
los 90. Durante estos anos aparecen un gran niimero de trabajos que pretendian modelizar
mateméticamente el comportamiento de estos materiales, y en algunos casos el modelo se
implementaba en algin programa de elementos finitos.

Algunos hitos importantes durante los afios 90 fueron: [10] (1994), desarrollan un mo-
delo para el estudio de un MMA que suprime la vibracién de una viga resaltando la
importancia de anadir un acoplamiento termoelastico; [19] (1995), trabajan en un modelo
unidimensional utilizando ecuaciones constitutivas no lineales; [29] (1995), formulan un
modelo dindmico y no lineal en 2D; [20] (1995), desarrolla su propio modelo y presenta el
problema de los ciclos histeréticos; [11] (1997), formulan un esquema tridimensional de ele-
mentos finitos en el que se basa parte de la formulacion del elmt01.f utilizado en el presente
trabajo; [21] (1998), que realizan una caracterizacion completa del actuador ETREMA MP
50/6; y [34], que consigue una buena aproximaciéon mediante unos coeficientes que obtiene
experimentalmente (ver Subseccion 4.4.1).

En estos trabajos no se definen de forma clara y precisa las propiedades del material
utilizado, principalmente Terfenol-D por ser la aleaciéon con mayor magnetostriccion, sino
que se centran en la formulaciéon matematica. No es hasta el ano 1999 cuando se publica
[22], donde se definen perfectamente las propiedades del Terfenol-D (utilizadas en este tra-
bajo), asi como los coeficientes de las matrices del modelo expuesto.

De esta referencia son interesantes los capitulo 1 y 2. El primero trata sobre la fisica de
la magnetoestriccion, es decir, tal y como se desarrolla en la seccién 1.2 se explica el funda-
mento fisico del acoplamiento entre el campo elastico y el campo magnético en materiales
ferromagnéticos, ademads, también tratan aspectos como la anisotropia, la cristalizacion y

11
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el efecto de la histéresis. El segundo capitulo se centra en los modelos mateméticos, donde
desarrolla el modelo lineal mientras que explica brevemente el no lineal, asi como comentar-
ios superficiales sobre la modelizacién en elementos finitos; también se ofrece una tabla con
los valores de los coeficientes de las matrices del modelo lineal. Del capitulo 3 destaca sobre
todo la tabla de propiedades del Terfenol-D, de donde se obtienen los coeficientes descritos.

Los estudios que siguen el ano 2010 se centran en implementar todos estos modelos
en un programa de elementos finitos y se intenta solucionar el problema de los ciclos de
histéresis. Asi, algunas publicaciones destacadas son: [23] (2000), incluyen en su modelo
la histéresis; [24] (2004), desarrollan una formulacion para FE de un modelo dindmico 3D
totalmente acoplado; [25] (2008), exponen una formulacién de FE basada en la asociacion
de las ecuaciones constitutivas piezoeléctricas y magnetoelasticas; y [26] (2008), que tam-
bién trabajan en un método de andlisis de un MMA con una formulacién 3D de FE con
un acoplamiento electro-magneto-mecanico.

A partir del ano 2010 se intensifican las publicaciones y surgen los estudios sobre
el Galfenol, debido principalmente a que presenta mejores propiedades mecanicas que el
Terfenol-D. Entre otros destacan [27] (2011), crean un modelo de FE 3D no lineal para
realizar estudios con el Galfenol; [28] (2011), presentaron un modelo dinadmico totalmente
acoplado en 3D que cuantificaba el efecto de las corrientes de Eddy y las pérdidas de flujo
en el actuador; [33] (2014), formulan un modelo de FE en el que para solucionar la no lin-
ealidad del acoplamiento magnetoestrictivo recuren a un ajuste de datos experimentales; y
[30] (2014), también desarrollan un modelo de FE para el Galfenol pero utilizando bucles
de densidad de flujo menores.

Por ultimo hay que destacar dos trabajos del presente afio (2016): el anélisis por FE
de un transductor magnetoestrictivo [31] y la formulacion, tanto para equilibrio como para
no equilibrio que abarca todos los acoplamientos posibles [13]; en este ultimo trabajo se
desarrolla el elmt01.f, un elemento isoparamétrico de elementos finitos en el programa de
investigacion FEAP.

12



Formulacion

En este capitulo se abordaran las ecuaciones necesarias para modelar el comportamien-
to de un miniactuador magnetoestrictivo. Para ello, debemos estudiar los campos eléctrico,
magnético, eldstico y térmico, asi como algunos de sus acoplamientos. Se incluye el campo
térmico, puesto que como se describe en [10], es fundamental tener en cuenta el acoplamien-
to termoelastico durante el estudio de miniactuadores magnetoestrictivos.

2.1. Formulacion elastica

El problema elastico se reduce a encontrar cudles son los campos de desplazamientos u,
de deformaciones S y de tensiones de Cauchy o€, definidos para cada punto del dominio
(z, y, z). Las fuerzas que actian sobre el cuerpo pueden ser volumétricas b, superficiales
t o puntuales P, ademas de las reacciones originadas por las restricciones a los desplaza-
mientos.

Las deformaciones se definen mediante un tensor de segundo orden(3x3 para el ca-
so tridimensional) denominada tensor de deformaciones, que contiene las deformaciones
normales en la diagonal y las deformaciones tangenciales en el resto de posiciones. Si
se asumen pequenos desplazamientos se puede despreciar el térmico antisimétrico de la
ecuaciéon cinematica S = Vu, y realizando equilibrio de momentos se deduce que las ten-

siones tangenciales y sus complementarias son iguales 75 = 77 ; ver Ecs. (2.4).
ou ou  Ov ou  Ow
S . §. S Oz Oy Oz 0z Ox
Lo Ay A ou  Ov ov ov  Ow
S=1| Say Sy Syz | = Em + o o0 2 + EM (2.1)
IS IS IS Y €z Yy z Y
e o ou ow O dw ow
0z Ox 0z 0Oy 0z
Del mismo modo se puede definir el tensor de tensiones.
Oz Toy Tex
o=\ To Oy Ty (2.2)
Tow Ty Oz

Para simplificar 1a notacion, los subindices de las tensiones y deformaciones de la diagonal
principal (zz, yy, zz) se denotardn con una tunica letra: z, y, z, respectivamente.

Como se ha comentado, en un problema eldstico de un sblido sometido a esfuerzos
aparecen distribuciones de tensiones normales y tangenciales. Estas magnitudes varian
por todo el sblido, sin embargo, deben verificar siempre un equilibrio global de fuerzas y
momentos, tanto a nivel global como a nivel local (infinitesimal). De este modo, haciendo
un estudio de las fuerzas aplicadas en un elemento diferencial se obtienen las ecuaciones
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de equilibrio

dol Oty 0TS,
b, =
O + Dy + 9 + 0z = py Qg
ore dot Ot
ore ore do¢
Tux oy 7z +b. = py az

Oz y 0z

siendo p, la densidad volumétrica y a,, a, y a., las componentes de la aceleracién a. En
condiciones estaticas a = 0.

En la deduccién de estas ecuaciones solo se ha tenido en cuenta el equilibrio de fuerzas,
por lo que no queda garantizado el equilibrio de momentos del elemento diferencial. Si se
toman momentos respecto al centro de gravedad del elemento, las tensiones normales y las
fuerzas por unidad de volumen no generan momento. Realizando el equilibrio de momentos
respecto a este punto con las fuerzas tangenciales 7; (en condiciones estdticas) se llega a

c c __
Tex — Tz
c c __
Tey = Tyz = 0 (24:)
c c __
Tyz = Toy = 0

donde queda demostrada la igualdad de las tensiones tangenciales complementarias.

Si se asume un comportamiento elastico lineal del material, las tensiones y las defor-
maciones en cada punto estaran relacionadas a través de la ley de Hooke. A partir de la
evidencia experimental, la ley de Hooke afirma que en un problema elastico unidimen-
sional (por ejemplo direccién i), la tension aplicada of es directamente proporcional a la
deformacion S;, siendo la constante de proporcionalidad el médulo de Young F.

o =FES; (2.5)
A partir de este punto se cambiara la noticion matricial de ¢ y S a notacion de Voigt.

T
Cc __ C C C C C C
o = {O’I Oy 0 Tuy Ty Tzz}

(2.6)
S:{SI Sy Sz Yy  Vyz ’YZI}T

Teniendo en cuenta que

Si la ley de Hooke se generaliza para un sélido real con caricter multiaxial, se obtiene
con notacién matricial la ecuacién constitutiva

c¢=cS (2.8)

donde ¢ es la matriz de rigidez. Esta es una matriz simétrica, con coeficientes constantes
para el caso de elasticidad lineal. Si se trata de un material isétropo, la matriz de rigidez
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solo depende del mo6dulo de Young E y del coeficiente de Poisson v. La inversa de ¢ se
denomina matriz de flexibilidad s y obviamente, en las mismas condiciones, solo depende
de F'y v.

S=s0° (2.9)

Las siguientes definiciones solo son validas para materiales isétropos, sin embargo la for-
mulacién utilizada de elementos finitos permite analizar materiales parcialmente isétropos
como se explica en la introduccién al Capitulo 3. La formulacion para materiales parcial-
mente is6tropos se puede encontrar en [13].

La matrices ¢ y s para materiales isdétropos se definen como

1 2 v 0 0 0 ]
1—v 1;V
1 0 0 0
1—v
B(1 1 0 0 0
_ (L-v) 1-2v 0 0 (2.10)
(I+v)(1—-2v) 2(1 —v)

1—2v

—S— 0
2(1—-v)

1—-2v
L 2(1-v) |

r1 —v —v 0 0 0 7

E S 0 0 0
Bk
I 0 0 0
S = 2(1 (211)
0+v) 0
2(1
g (;V) 0
2(1+v)
L E i

El factor de proporcionalidad entre las tensiones tangenciales y sus correspondientes
deformaciones angulares es conocido como mddulo de rigidez a cortadura o cizalladura G.

E

G = 20+ 0) (2.12)
De la definiciéon de la matriz de flexibilidad se observa que las deformaciones angulares
7ij ¥ sus correspondientes tensiones tangenciales 77, estan relacionadas entre si de forma
independiente al resto de componentes de tensién y deformacién. No sucede igual con las
deformaciones normales \S; y las tensiones normales o, que estdn acopladas entre si por
términos que incluyen el coeficiente de Poisson v. Se observa también que las deformaciones
y tensiones normales estan totalmente desacopladas de las deformaciones y tensiones tan-

genciales; esto no sucede asi si el material es anisotropo.
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Por tanto, la definicién de matriz de flexibilidad Ec. (2.11) permite reescribir la ecuacion
constitutiva Ec. (2.9) para cada término

1
S, = o [O‘; - 1/(0’; + 02)]
1
Sy = = [Ug —v(os + Ug)]
L o (2.13)
Sz = E [Uz - V(Ux + Uy)]
TC Tc TC
ny:%; sz:%; ’sz:g

Es importante senalar que si se cumple la hipo6tesis de material isétropo y ademas las
fuerzas por unidad de volumen b son nulas, entonces las ecuaciones de equilibrio y las de
compatibilidad son independientes de las constantes elasticas E y v.

2.1.1. Acoplamiento termoelastico

Un acoplamiento termoelastico puede ser muy complejo, debido a que un cambio de
temperatura puede deformar un sélido y a veces aparecen en él tensiones. Ademas, también
se debe tener en cuenta el efecto Gough-Joule, a partir del cual en ciertos materiales se
observa que una deformaciéon elastica produce cambios de temperatura. No obstante, si
estudiamos un material elastico y si solo se considera el acoplamiento en un sentido (la
temperatura produce deformaciones), su formulacion es sencilla.

Si se estudia el cambio unidireccional (dilatacion lineal en la direccion ¢) debido a un
incremento de temperatura AT en una barra de longitud inicial Ly y de coeficiente de
dilatacién térmica «; en dicha direccién, se obtiene

Extrapolando a tres dimensiones y teniendo en cuenta que la deformaciéon se define como
S; = AL/ Ly, entonces
S=a AT (2.15)

El efecto térmico realiza aportaciéon inicamente a las deformaciones lineales y no a las
angulares. De este modo, por el principio de superposiciéon, solo hay que sumar el término
a AT a las deformaciones S; de las ecuaciones constitutivas Ecs. (2.13). Las relaciones
desplazamiento-deformacion Ec. (2.1) y las ecuaciones de equilibrio Ecs. (2.3) de la teoria
de elasticidad permanecen inalteradas.

Para resolver un problema termoelastico es necesario conocer el estado térmico en cada
punto del dominio de estudio, por lo que a continuacién se va a desarrollar el problema
térmico de transmisiéon de calor.

Cuando dos puntos de un cuerpo se encuentran a distinta temperatura, se produce un
flujo de energia desde el sistema de mayor temperatura hacia el de menor temperatura.
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Existen tres mecanismos de transmisién de calor: conduccién, conveccién y radiacién. En
termoelasticidad interesa la conduccién, puesto que es la propagacién por contacto directo
entre particulas de un cuerpo.

; dz
Qx_, H: | 1
T - -
e dy
dx

Figura 2.1: Conservacion de la energia

El principio de conservaciéon de la energia mostrado en la Figura 2.1 afirma que

(Qx—l—% da:) dy dz Pv Cp a(aAtT) dz dy dz
—_—— —_——f
E. Entrante—  E. Saliente  + E. Generada = FE. Acumulada (2.16)
—_— —_—
Q. dy d= H dz dy dz

donde ¢, es el calor especifico del material; p,, la densidad volumétrica; AT, el incremento
de temperatura del volumen de estudio y H la entalpia acumulada que en todos los casos
serd nula H = 0. Sumando estos términos, considerando también el flujo en las direcciones
y v z y definiendo el diferencial de volumen como d2 = dx dy dz, se obtiene

0Qx oQ Q- 9(AT)
— dQ — =¥ 40 — dQ=-V-Q =p, dQ 2.17
ox By 2 V-@=roe =5 (2.17)
Dividiendo por el diferencial de volumen df? y utilizando la definicién de Fourier
d(AT;
Qi = —r; YAT) (2.18)
di

donde Q; es la tasa de transferencia de energia térmica (flujo de calor), k; es la constante
de conductividad térmica y ATj;, el incremento de temperatura (todas las variables son en
de la direccion ); se llega a

0*(AT,) 0*(AT,) 0*(AT) I(AT)
_ i it 74 Z 7y R A — N —— 2.1
Ko 53 + Ky 92 + K 9.2 Po Cp —5 (2.19)
O bien, considerando material isétropo
AT
—k V2(AT) = py ¢, % (2.20)

Si se considera estado estacionario, la derivada temporal es nula y entonces se tiene la

ecuaciéon de Laplace.
~V*(AT) =0 (2.21)
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Por tanto para el acoplamiento termoeslastico solo es necesario anadir la Ec. (2.15) a las
ecuaciones constitutivas correspondientes y anadir la ecuacion de Laplace a las ecuaciones
de equilibrio para resolver el campo de temperaturas. El coeficiente de expansion térmica
Kk y el coeficiente de dilataciéon térmica « son tensores debido a que la formulacién del
elmt01.f permite estudiar materiales parcialmente isdétropos.

2.1.2. Condiciones de contorno

En la superficie de un cuerpo elastico pueden existir fuerzas por unidad de superficie ¢.
En el caso més simple de dos dimensiones (Figura 2.2) las componentes de las fuerzas su-
perficiales t; y t, tienen unidades de tensiones: fuerza por unidad de superficie. El equilibrio
de las fuerzas en las dos direcciones requiere

Figura 2.2: Condiciones de frontera para campo eléstico

tyedl =0, edy+ 74y e do

g © €Y Ty (2.22)
ty edl = 15y e dy + oy e dx

donde e es el espesor del elemento y dl el diferencial de longitud de arco. Teniendo en

cuenta que se denomina 7 al vector normal unitario al contorno con componentes n; y n,

que coinciden con los cosenos directores, de la figura se deduce

dy

U =cosf =n,

da (2.23)
T =sinf = n,

Por tanto, las ecuaciones de equilibrio de contorno se pueden escribir como

ty = Oz Ny + Toy Ny (2.24)
ty = Ty Nz + Ty Ny '
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Estas ecuaciones son generales, al igual que las ecuaciones de equilibrio interno, y facilmente
son generalizables para el caso tridimensional

ty = 0z Ny + Toy Ny + Taz N2
ty = Tyx Ny + Oy ny + Tyz Ny (2.25)

by = Top Ny + Toy Ny + 0, Ny

2.2. Formulacién electromagnética

Las ecuaciones de Maxwell para un medio material son

V-B=0
VxE:—aa—B
t (2.26)
V-D=p
VxH—a—D:J
ot

Estas ecuaciones relacionan el campo eléctrico E, el campo magnético H, el desplazamien-
to eléctrico D y la induccién magnética B, asi como la densidad de carga eléctrica p y la
densidad de corriente J. La primera y tercera ecuaciones son las ecuaciones de equilibrio
magnética y eléctrica, respectivamente.

La primera de las ecuaciones de Maxwell Ec. (2.26); se denomina ley de Gauss para
el campo magnético. Define que la divergencia de la induccién magnética es nula, esto
significa fisicamente que no existen sumideros ni fuentes del campo, es decir, expresa la
inexistencia de monopolos magnéticos; también indica que las lineas de los campos mag-
néticos son cerradas.

La Ec. (2.26)2 se centra en el acoplamiento entre el campo magnético y el campo
eléctrico: una variacién temporal de la inducciéon magnética B/t provoca circulaciones
del campo eléctrico V x E a lo largo de lineas cerradas. Esta ecuacion recibe el nombre de
ley de Faraday-Lenz, puesto que se deriva de la ley de Faraday

dop

g=——" (2.27)

siendo ¢ el flujo magnético. Esta ley postula que la existencia de un campo magnético
variable en el tiempo induce sobre cualquier medio una fuerza electromotriz &; el signo
menos se debe a la contribuciéon de Lenz. Ademés, la presencia de fuerza electromotriz
indica que existe un campo eléctrico cuya integral cerrada a través de un diferencial de
longitud dl es igual a dicha fuerza

g:%Em (2.28)

La forma diferencial de la union de las dos ecuaciones anteriores da lugar a la Ec. (2.26)s.
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CAPITULO 2. Formulacién

La Ec.(2.26)3 recibe el nombre de ley de Gauss. En formato integral se define del
siguiente modo
%Edf:i (2.29)
€0
Esta ley define que el flujo del campo eléctrico a través de un diferencial de superficie dI’
cerrada es igual al cociente entre el sumatorio de cargas ¢ en el interior de dicha superficie
y €g. La forma diferencial afirma que la divergencia del campo eléctrico es proporcional a
la densidad de carga eléctrica dividida por la permitividad del vacio.
v E=L (2.30)
€0
Para obtener esta forma diferencial se derivan ambos lados de la Ec. (2.29) respecto
a un diferencial de volumen df): como el término de la izquierda se encuentra integrado
respecto a la superficie quedard con una derivada V - E; en el término de la derecha se
impone dg/d§2 = p. Junto con la primera ecuacion constitutiva Ec. (2.33) se podria obtener
la ley de Gauss definida anteriormente.

Por ultimo, la Ec. (2.26)4 es la forma diferencial de la ley de Ampére generalizada.
Ampeére formul6 la relacion entre un campo magnético y una corriente eléctrica.

de:%/Jﬂ (2.31)

Esta relacion es valida mientras los campos no varien con el tiempo; si lo hacen, la
ecuacién viola la ley de conservacion de la carga. Maxwell corrigié esta ecuaciéon para
adaptarla a campos no estacionarios anadiendo un tercer término.

d
%BM:M/JJ+WME/EJ (2.32)

Del formato diferencial de esta ecuacion se obtiene la ley de Ampére generalizada Ec. (2.26).

Para un medio material determinado, las ecuaciones constitutivas relacionan el despla-
zamiento eléctrico y la inducciéon magnética con el campo eléctrico y magnético respecti-
vamente. Si se toma una relacion lineal se tiene

D=« E+P

B = uo (H+ M) (2.33)

donde ¢y es la permitividad eléctrica del vacio, po es la permeabilidad magnética del vacio
y P y M, la polarizaciéon y la magnetizacion del material, respectivamente. Estas dos
magnitudes se definen como

P=¢x. FE; M =x,, H (2.34)

)

Los pardmetros X, v X,, reciben el nombre de susceptibilidad eléctrica y magnética.
Reescribiendo las Ecs. (2.33) con la definicion anterior se llega a
DZGO (E+Xe E):EO (1+Xe) E

(2.35)
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SECCION 2.2. Formulacidn electromagnética

Estas ecuaciones permiten definir la permeabilidad magnética p v la permitividad eléctrica
€ de un material concreto del siguiente modo

€ =€ (1 + Xe) ) K = Ho (1 + Xm) (236)
Utilizando las definiciones anteriores, las ecuaciones constitutivas quedan

D=¢EFE,; B=pu H (2.37)

2.2.1. Ley de Biot-Savart

La ley de Biot-Savart es una de las leyes fundamentales de la magnetoestética, asi
como la ley de Coulomb lo es de la electroestatica. Define el campo magnético creado por
distribuciones de corrientes eléctricas estacionarias.

U 235)

donde 7’ es el vector posicion de los puntos del conductor, J(r’) es la densidad volumétrica
de corriente estacionaria en el elemento diferencial de volumen d€2 y r es el vector posiciéon
del punto X en el que se quiere calcular el campo; véase la Figura 2.3.

Figura 2.3: Geometria para ilustrar la ley de Biot-Savart

Aplicando el operador divergencia a la Ec. (2.38) se obtiene

V- B(r) = Z—i /v- (J(r') x i) o (2.39)

|r — 7’3

Teniendo en cuenta que el operador V no actiia sobre las variables de integracion del
vector r’ (solo afecta a las coordenadas del vector r) y que

r—r 1
S - 24
PE V<|r—r'|> (2.40)

se llega a la siguiente expresion

V-B(r) =22 [ go) [v X V (%ﬂ dQ (2.41)

47 |r — o’

21



CAPITULO 2. Formulacién

Como se cumple que
1
VXV|(— ] =0 2.42
(=) 242
se demuestra la ley de Gauss para el campo magnético Ec. (2.26);.

Aplicando ahora el operador rotacional

V x B(r) = Z—i /v x <J(7") X #) Bt (2.43)

y haciendo uso de la siguiente identidad vectorial

Vx (X xY)=(Y V)X — (X - V)Y +X(V - Y)-Y(V-X) (2.44)
o

donde X = J(r")yY = (, r 7;’3>, el integrando de la ecuacion anterior se puede
r—r

reescribir como

v o (o)) = () ) 7= 9 (R 0) +

+I() [v- <i>] - <i> (V-J@')  (2.45)

r—r'? r—r|?

Esta ecuacion se puede simplificar sabiendo que el operador V no afecta a r’/, es decir,
V J(r') = 0. Ademss, teniendo en cuenta la Ec. (2.40) y con la expresion V2(1/r) =
—4763(r) (derivada de la propia definicion de delta de dirac tridimensional), se obtiene

’

Vx B(r) = —£2 16V (ﬁ) dQ + ZT?/V“ J(r') 8(r — ') dQ (2.46)

Haciendo uso de otra identidad vectorial

-XV'f=f(V'X)-V(fX) (2.47)

x_l

siendo f = (siendo z y 2’ las primeras componentes de los vectores r y r’

|r —r’|3
respectivamente), X = J(r’) y V' el operador del vector /. Teniendo en cuenta la ecuacion
de continuidad V'J(r") = 0 (puesto que las corrientes se han supuesto estacionarias); y
utilizando el teorema de la divergencia se puede demostrar que

o [y .o (= N qq -
T V]<|r_r,|3>d9 0 (2.48)

Por tanto, se demuestra la ley de Ampeére generalizada Ec. (2.26)4 para el caso esta-
cionario.
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SECCION 2.2. Formulacidn electromagnética

2.2.2. Acoplamiento electromagnético

Cuando tenemos un campo vectorial con divergencia nula, se sabe que existe un poten-
cial vectorial tal que su rotacional es igual a este campo. Es decir, V - B = 0 implica que
existe un campo A, al que se denomina potencial vectorial magnético, tal que

B=VxA (2.49)

Sustituyendo la expresion anterior en la segunda ecuacion de Maxwell Ec. (2.26)2 se obtiene

0A
VX|E+—]=0 2.50
(5+ %) (2.50)

A su vez y debido a que su rotacional es nulo, existe un campo escalar V', que recibe el
nombre de potencial escalar eléctrico (voltaje), tal que su gradiente cambiado de signo es
igual a la expresiéon anterior

0A
E+ —=- 2.51
+8t A% (2.51)

Se observa que para el caso estacionario se cumple la definicién de campo eléctrico

E=-VV (2.52)

Teniendo en cuenta las Ecs.(2.37) y que g po = 1/c?, siendo c la velocidad del sonido
en el sonido, si se reescribe la tercera y la cuarta ecuaciones de Maxwell Ecs. (2.26)3 y
(2.26)4 en funcion de los potenciales se obtiene

v+ L v.oay= L
ot €0 (2.53)
1 0%°A 10V '
2 S — . _— = —
VA c2 Ot? V(V A+028t> Ho J

De acuerdo con la condicién de Lorentz, se puede escoger arbitrariamente que los po-
tenciales cumplan

10V
V- A+ 5—=0 2.54
+ c2 ot (2:54)
Entonces, tanto el potencial escalar como el vectorial cumplen una ecuaciéon de D’Alembert
que se derivan de las Ecs. (2.53).

1 0%V p
2
ViV — S (2.55)
1 9°A

Estas ecuaciones solo son vélidas para el vacio y en el presente trabajo se busca una car-
acterizacion para el soélido, por lo que se utilizardn la permeabilidad magnético p y la
permitividad eléctrica € del medio en cuestion.
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Para el caso de estudio presente, estacionario y sin corriente J = 0, la cuarta ecuacién
de Maxwell Ec. (2.26)4 queda tal que

VxH=0 (2.57)

De este modo podemos simplificar el caso magnetoestatico que nos ocupa. Como el rota-
cional de H es nulo se puede definir un nuevo potencial escalar ¢, denominado potencial
escalar magnético, que cumpla

H=-Vy (2.58)

Esta formulacion permite que el problema de la resolucion del campo magnético reciba
un tratamiento equivalente a la del campo eléctrico: imponiendo dos valores de potencial
magnético ¢ en la frontera del elemento de estudio se puede crear cualquier campo mag-
nético deseado.

En la formulacion de FEAP utilizada (elmt01.f), la condicion J = 0 acaba con el
acoplamiento electromagnético a través de la corriente eléctrica que define las ecuaciones
de Maxwell. No obstante, este elemento si permite el acoplamiento entre el campo eléctrico
y el campo magnético a través de la matriz de acoplamiento electromagnético v, anadiendo
un nuevo término a las ecuaciones constitutivas Ecs. (2.37)

D=e¢eE+v H,; B=pH+vE (2.59)

Se utiliza la misma matriz v para ambos acoplamientos porque es reciproca, es decir,
el efecto se produce en ambos sentidos.

2.2.3. Acoplamiento piezomagnético y piezoeléctrico

Los acoplamientos entre el campo elastico y los campos magnético y eléctrico tienen
una definicién equivalente, por lo que se tratardn en la misma subseccion. En primer lugar
se definird una nueva tension global o

o=0c°+0c™ (2.60)
donde o¢ es la tension de Cauchy definida en la Seccién 2.1 y o™ es la tension de Maxwell.

Los acoplamientos se realizan en ambas tensiones.

En la tension de Cauchy el acoplamiento se realiza a través de dos matrices denominadas
matrices de acoplamiento piezomagnético e? y matriz de acoplamiento piezoeléctrico eV,
tal que

oc°=—-e*H-e" E (2.61)

La tension de Maxwell se deriva de convertir la fuerza de Lorentz volumétrica en una
fuerza de superficie (despreciando la componente antisimétrica) y se define como

1
o" = [DxE+ExD+BxH+HxB—(qEE+u HH)I (2.62)

Esta tension solo se produce por la existencia de campo eléctrico o magnético.
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SECCION 2.2. Formulacidn electromagnética

2.2.4. Condiciones de contorno

Se consideran dos medios en contacto que se denominaran en esta seccién como Medio
1 (abajo del plano horizontal) y Medio 2 (arriba); estos medios pueden ser magnéticos o
diamagnéticos. Se considera también un elemento diferencial con forma de cilindro, cuya
superficie completa (cilindro y tapas) es dI'; su plano medio coincide con la uniéon entre
ambos medios tal y como se muestra en la Figura 2.4. La altura total del cilindro Ah es
muy pequena frente a su didmetro D.

|
B2 Medio 2
dr
Ah
1 | 1
S R S
‘/ | \’—-
\‘~-A———’/
Bl |
. Medio 1

Figura 2.4: Condiciones de frontera de la induccién magnética

Se parte de la ecuacion de Gauss para el campo magnético Ec. (2.26)1, pero en formato
integral

}[B dI' =0 (2.63)

Como se ha definido que la dimension en la direcciéon y es despreciable frente a la de la
direccion x, solo se tendra en cuenta la componente normal del vector B (la superficie del
cilindro tiende a su plano medio), por lo que

B1 n1 dI' — B2 %) dI' =0 (2.64)

La ecuacién anterior se puede reescribir como By, = Ba,. Asi, la componente normal del
vector inducciéon magnética B es continua en la interfaz entre dos medios.

Aplicando el mismo procedimiento a la Ec.(2.26)s, se llega a Dy,, — D3, = p. Por tanto,
la discontinuidad en la. componente normal del desplazamiento eléctrico D viene dada por
la densidad de carga superficial en la zona interfaz. Dicho de otro modo, si no hay ninguna
carga entre los medios de estudio, la componente normal de D es continua.

A continuacién se considera una trayectoria rectangular cerrada centrada en la intersec-
cion de ambos medios, cuya superficie encerrada se denota como I'; ver Figura 2.5. Como
en el caso anterior, la altura Ah es despreciable con respecto a su longitud Al.
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L " 4 H, Medio 2
- >

1
Y
S )
Y T R
1 z x 1
1
1
1

Medio 1

Figura 2.5: Condiciones de frontera del campo magnético

Aplicando el teorema de Stokes a la ley de Ampére generalizada Ec. (2.26)4 en condi-
ciones estacionarias se llega a

Hy Al+Hy (ZAl)=Jn, T (2.65)

como Ah << Al, la superficie I' serd muy pequena y el lado derecho de la ecuaciéon anterior
se anula. Ademés, como se comentard en la Seccién 2.2.2, en ninguna de las aplicaciones
del proyecto existird intensidad J. Por tanto (Hq — Hy) Al = 0, de donde se infiere
que la componente tangencial del campo magnético H es continua al atravesar una zona
interfacial.

Hy =Hy (2.66)

Utilizando el mismo razonamiento con la ley de Faraday-Lenz Ec. (2.26)2, se demuestra
que la componente tangencial del campo eléctrico E también es continua al cambiar de
medio.

E;; = FEy (2.67)
2.3. Resumen de las ecuaciones
En esta secciéon se realizard una revision organizada de las ecuaciones implementadas

en la formulacion del elmt01.f. Esta formulacion es mucho mas amplia que la desarrollada
a lo largo del Capitulo 2, pero para realizar el presente trabajo es suficiente.

Las ecuaciones cinematicas Ecs. (2.1), (2.52) y (2.58) son

S =Viu
H=-Vy (2.68)
E=-VV
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Las ecuaciones de equilibrio Ecs. (2.3), (2.17), (2.26); y (2.26)3 son

V-o+b=p, a

B A(AT)
VQ=peer =5 (2.69)
V.-B=0
V-D=p

Y por ultimo, las ecuaciones constitutivas Ecs. (2.8), (2.18) y (2.33), con los acoplamien-
tos tratados y con los residuales son
oc=cS—e"H-e" E+aAT+o"m+ "
Q =—x V(AT)
B=pH+e*S+v E+puy ME
D=e¢E+e" S+v H+ PF

(2.70)
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Validaciones del programa

Los calculos del presente proyecto se van a realizar con el programa de elementos finitos
FEAP, desarrollado en Fortran por Robert L. Taylor de la universidad de Berkeley, Cali-
fornia [14]. Para su realizacion es necesario utilizar elementos programados por el usuario,
puesto que en la biblioteca de este programa no existe ningtin elemento capaz de simular
los acoplamientos necesarios.

Se utilizara el Elmt01.f, desarrollado en [13], elemento que tiene programadas todas las
ecuaciones y las matrices descritas en el Capitulo 2. En particular, se hara hincapié en los
acoplamientos magnetoestrictivo y termoelastico. Es importante destacar que este elemen-
to permite realizar estudios de materiales transversalmente is6tropos: en la direccién z e
y presenta las mismas propiedades, no obstante, en la direccién z pueden ser distintas.

En este apartado se realizaran algunos ejemplos sencillos, tanto de campos desacoplados
como de algunos acoplamientos, siempre con soluciéon analitica o suficiente informacién para
ser contrastados.

3.1. Problema electroestatico bidimensional

Se tienen dos conductores coaxiales de seccion cuadrada, el interior con un lado de
0.05 m y el exterior con un lado de 0.15 m; el esquema del problema se muestra en la
Figura 3.1. El conductor interior est4 sometido a un voltaje de 1000 V respecto al exterior
conectado a masa, siendo el aislante entre ambos el dominio de estudio con una permitivi-
dad igual a la del vacio (g = 8,854 - 10712 F/m).

0.15m

Figura 3.1: Problema electrostatico bidimensional

Se trata de estudiar el campo eléctrico y la distribucién de voltajes en el aislante.
Segun la Ec. (2.30), la divergencia del campo eléctrico es igual a una constante, y segin la
definicién de campo eléctrico E = —VV'; uniendo las dos expresiones anteriores obtenemos
la ecuacién a resolver que queda como
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V2V =0 (3.1)

La solucién de esta ecuacion diferencial para la geometria dada no es sencilla, por lo
que contrastaremos los resultados obtenidos con los presentados en [7], que resuelve el pro-
blema utilizando diferencias finitas.

Como la dimension longitudinal de los conductores es indefinidamente larga, el campo
E tiene tnicamente componentes transversales y se puede resolver bidimensionalmente.
Para el estudio se ha representado solo un cuadrante, debido a la simetria existente, y para
su modelizacion con FEAP se ha elegido un modelo de 15006 nodos y 7200 elementos de 8
nodos cada uno y con forma de hexaedro. Se trata de una malla muy fina para un problema
de este tipo, pero es necesaria para conseguir buenos resultados en la zona cercana conduc-
tor interior, donde se produce una singularidad y el campo eléctrico E tiende a infinito.

En las Figuras 3.2 y 3.3 se observa la distribucién de voltajes y del campo eléctrico
respectivamente.

0.00E4-00
8.33E4-01
1.67E4-02
2.50E+02
3.33E+02
4.17E402
5.00E+02
5.83E4-02
6.67E+02
7.50E4-02
8.33E4-02
9.17E4-02
1.00E+-03

=
[
[
I
[
|
=

Figura 3.2: Distribucion de voltaje V

En la Figura 3.4 se compara la distribucion de voltaje en la diagonal (linea que une
la esquina del conductor interior con su correspondiente del conductor exterior) obtenida
mediante el programa FEAP y un grafico extraido del libro ya mencionado [7], pag. 67.
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1.31E402
6.42E4-03
1.27E+04
1.90E+04
2.53E4-04
3.16E+04
3.79E+04
4.42E+04
5.05E4-04
5.67TE4-04
6.30E+4-04
6.93E+04
7.56E+04

t)

Figura 3.3: Distribucion del médulo del campo eléctrico E

80 . .

" Anlt.
FEAP o

60

40

E [V/mm]

20

r [mm]

Figura 3.4: Comparacién de la distribucién de voltaje V' en la diagonal

Existe elevada coincidencia de los resultados obtenidos por ambos métodos, salvo en el
punto critico de la esquina del conductor interior. La malla utilizada es bastante fina, por
lo que permite un buen resultado en dicho punto; en otras comprobaciones con mallas més
gruesas se obtuvieron peores resultados, méis bajos a medida que aumenta el tamano del
elemento.

3.2. Problema esfera termoelastica

En esta seccion se estudiaré la distribucion de tension de Cauchy que se obtiene al im-
poner una diferencia de temperatura en la cara interna y externa de una esfera hueca. El
radio interior 1 es de 2 m y el exterior r9, de 4 m. En la superficie interior se impone una
temperatura 77 = 80 °C, mientras que en el exterior 75 = 100 °C, siendo la temperatura
de referencia Ty = 0 °C. Se utilizaran las propiedades del acero: E = 210 -10° Pa, v = 0,3
ya=12-10"61/°C.
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En FEAP se ha modelizado tan solo un octavo de la esfera debido a las simetrias
existentes. Las condiciones de contorno impuestas han sido de temperatura en ambas su-
perficies y simetria, puesto no se ha representado la esfera completa. Se ha utilizado una
malla de 5808 nodos y 4500 elementos hexaédricos de 8 nodos cada uno.

La solucion analitica se ha obtenido de la Subseccion 4.4.3 de [16], no obstante, se han
detectado dos errores que han sido corregidos en las ecuaciones 3.3 y 3.6. Para obtener la
distribucion de temperaturas se debe resolver la ecuacion esférica de Laplace (2.21)

d?T 24T
222 0 3.2
dr2 = rdr (3-2)

cuya solucion es
(’I“Q/T‘l) TQ—Tl Tl—T2 9

(ro/r1) — 1 (ro/r1) =17
En la Figura 3.5 se representa la solucién de la distribucion de temperaturas que ofrece
FEAP comparada con la solucién analitica, observandose que coinciden. Al tratarse de una

esfera la distribucion de temperaturas no es lineal, sino que se trata de una distribucion
inversa.

T(r)=

(3.3)

]_00 T T T o
95 -
)
.90 t .
~
85 r Anlt. i
FEAP o
80 IC: 1 1 1
2 2.5 3 3.5 4
r [m]

Figura 3.5: Esfera termoelastica. Distribuciéon de la temperatura T

El célculo de la tension de Cauchy radial y angular se deriva de la ecuacién de com-
patibilidad mecénica en coordenadas esféricas

d

STZE(

7Sp) (3.4)

en la que sustituimos las ecuaciones constitutivas (2.13), definidas también para coorde-
nadas esféricas y que tienen en cuenta el acoplamiento térmico.

S, = %(O‘T — 2uog) + T
1 (3.5)
Sp = b (1 —wv)og —vo,| +aT
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SECCION 3.3. Problema viga termoeldstico

Teniendo en cuenta la distribucién de temperaturas obtenida en 3.3 y resolviendo para
las condiciones de contorno o,.(r1) = og(re) = 0 se llega a

O, = —\ T_Z — 1 E + ﬁ + é
" r (b/a)?+ (b/a)+1\r3 a® «a (3.6)
_ ! LA '

70 = 2r  (b/a)?+ (b/a) +1 \2r® a®> a

siendo 7 la coordenada radio, o, y oy la tension de Cauchy radial y angular, respectiva-
L. E « (Tl — TQ)
mente, en coordenadas esféricas y A = —————.
(1=v)(g—1)

En las Figura 3.6 se comparan los resultados obtenidos con FEAP con la solucién
analitica.

15 T T T 10 T T T
— _aq — Anlt.
£ 10} ., 1 £ 5
© O P~
= o =
S 5t Q T S 0
o Anlt. Q o e
FEAP o
0 1 1 1 _5 1 1 1
2 2.5 3 3.5 4 2 2.5 3 3.5 4
7 [m] 7 [m]
(a) Radial (b) Angular

Figura 3.6: Esfera termoelastica. Tension de Cauchy o

En la tensién angular se obtienen buenos resultados, no obstante, en la tensiéon radial
aparece un anomalia en la cara interna r = 2 m y a medida que se aproxima a la cara
externa r = 4 m el error entre ambas soluciones aumenta. Esto puede ser debido a que con
las condiciones de contorno dadas, el programa FEAP no es capaz de interpretar que las
tensiones en los extremos son nulas (no es posible establecer la tension como condicion de
contorno).

3.3. Problema viga termoelastico

Se dispone de una viga con restricciones de desplazamientos en las caras perpendicu-
lares a la direccion x y con un incremento de temperatura en la direccién y. La temperatura
en la cara superior es de 300 °C, mientras que en la inferior es de 0 °C, que coincide con
la temperatura de referencia.

Se utilizara una viga de seccién cuadrada, de lado h = 0,3 m y de longitud L = 3 m,
obteniendo una relacion L/h = 10, valor minimo para poder aplicar la teoria de vigas a un
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cuerpo real tridimensional. El material es acero, por lo que las propiedades utilizadas seran
las mismas que en la Seccién 3.2. Para comparar los resultados con FEAP se ha utilizado
una malla con 1125 nodos y 88 elementos isoparamétricos tridimensionales de 27 nodos
cada uno.

Se realizara el estudio de tres casos: viga biempotrada, viga con articulacion vertical
moévil y viga biarticulada.

3.3.1. Viga biempotrada

El primer caso consistird en la viga biempotrada, tal y como se muestra en la Figu-
ra 3.7. Debido a la dilataciéon por el incremento de temperatura, la fibra superior tiende a
alargarse, pero como los apoyos lo impiden, aparece tensién de compresion.

A B
y |_ T,=300 °C
e TUCECEUPTSECRPSPERTEPERTRREELE
T,—0 °C
-528.6 528.6
470046 _______________________________ 51700

Figura 3.7: Viga biempotrada

Resulta sencillo calcular las fuerzas N y momentos M que aparecen

N =FAT,, a=4700 kN

(3.7)
M = EI T, a = 568,6 kN-m

donde T;, = 150 °C, que es el incremento de temperatura en el centro de la viga, T, =
(Ts — T;)/h =1000 °C/m y h es el canto de la viga. Se puede demostrar facilmente (por
ejemplo con analisis matricial o con el teorema de Castigliano) que los desplazamientos
son nulos en este caso.

También resulta trivial obtener las reacciones de los empotramientos A y B

Ryn  =4700 N R, = —4700 N
Ry =O0N Rs =O0N (3.8)
Rpa = —528,6 N'm Rnp = —528,6 N'm

Si se calcula la tensién o, en la cara superior se obtiene

N Mh EAT,a EIT,ah g
=Stz —— =5 =—63-10°Pa (3.9)

Oz
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SECCION 3.3. Problema viga termoeldstico

que, como se puede comprobar, no depende del 4rea de la viga A ni del momento de inercia
I. Comparando con la tension obtenida con la malla de FEAP (Figura 3.8), se comprueba
que la tensién en la fibra superior coincide.

-6.30E4-08
-5.77TE4-08
-5.25E+08
-4.72E+4-08
r -4.20E+08
—r -3.67E+08
—t -3.156E+08
— -2.62E4-08
—1 -2.10E4-08
— -1.57E408
— -1.05E408
. -5.25E4-07
7.99E4-07

Figura 3.8: Tensiéon o, en la viga biempotrada

Para simular los empotramientos se han restringido los tres desplazamientos de los
nodos centrales de las superficies de los extremos, y ademads, al resto de nodos de estas
caras se ha restringido el desplazamiento en la direccién z, para que se puede expandir
libremente en las direcciones transversales (no tenidas en cuenta en teoria de vigas).

3.3.2. Viga con articulacién vertical mévil

A continuacion se cambiara el empotramiento de la derecha por una articulacion vertical
movil que permitird que la viga pueda doblarse libremente en este extremo; obsérvese la
Figura 3.9.

A B
y T,—300 °C
|_x _______________________________
T,—0 °C
4700 -4700

Figura 3.9: Viga con articulaciéon vertical movil

Las fuerzas N que aparecen son las mismas que en el caso anterior, mientras que los
momentos M son nulos debido a que no existen cargas externas y que en el apoyo derecho
M = 0. Se demuestra con anélisis matricial y un solo elemento que calculando las reacciones
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en los extremos A y B y teniendo en cuenta que debido a la articulacién vertical movil
Ryg = R, = 0, se obtiene

Rya  =4700 N R,p = —4700 N
Rya =0N R =O0N (3.10)
Rpma =0Nm Rng =0Nm

Si se calcula la tensién constante o, a la que se somete la viga se obtiene
N
op = = —E T, a=-315-10° Pa (3.11)

Para la resolucién con FEAP, en el extremo izquierdo se han impuesto las mismas
condiciones de contorno que en el caso anterior, y para simular la articulacién vertical
movil se ha restringido el desplazamiento en la direccién x de todos los nodos de la super-
ficie central de la malla (superficie y = 0 m; ver Figura 3.9).

-3.99E4-08
-3.60E4-08
-3.22E+4-08
-2.84E408
r -2.45E4-08
-2.07E+4-08
-1.69E4-08
r -1.30E4-08
r -9.18E4-07
— -5.34E+07
— -1.51E+07
. 2.22E4-07

6.16E+07

Figura 3.10: Tensién o, en la viga con articulacién vertical moévil

Como se observa en la Figura 3.10, aparecen concentradores de tensiones en el extremo
derecho debido a las restricciones de desplazamiento impuestas. Si nos alejamos suficiente
de este extremo, se puede comprobar que la tension tiene una distribucién uniforme entre
-2.84-108 y -3.22-10® Pa, rango que incluye el valor calculado anteriormente.

Si se realiza una ampliacion del tercio central de la viga, se puede observar de forma
mas precisa, como la tension coincide con el valor -3.15-10% Pa.
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-3.15E4-08
-3.156E+4-08
-3.15E4-08

-3.15E+408
— -3.156E4-08
. -3.15E+08

-3.15E4-08
—t -3.15E+08
—t -3.15E+08
— -3.15E+08
—r -3.14E+08
. -3.14E4-08

-3.14E+08

Figura 3.11: Ampliacion de la tension o, en la viga con articulacion vertical moévil

También es posible calcular el desplazamiento vertical en el extremo derecho mediante
andlisis matricial

1
vB =3 L*’T,a=-45-10"%m (3.12)

que coincide con el valor obtenido con FEAP: rango entre -4.74-1072 y -4.32:102 m.

-4.74E—-02
-4.32E—-02
-3.91E-02

-3.49E—-02
— -3.07TE—02
. -2.66E—-02

-2.24E-02
— -1.82E—-02
— -1.41E-02
— -9.91E—-03
—t -5.75E—03
-1.58E—-03
2.58E—-03

Figura 3.12: Desplazamiento vertical v en la viga con articulacion vertical movil

3.3.3. Viga biarticulada

Por ultimo se estudiard una viga biarticulada, con una articulacién horizontal moévil en
cada extremo tal y como se muestra en la Figura 3.13.
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A
y T,=300 °C b
Lz _______________________________
T;=0 °C

Figura 3.13: Viga biarticulada

A la hora de realizar el anélisis matricial se simplificaré el estudio a un tnico elemento
que equivale a la mitad de la viga; obsérvese Figura 3.14. Esto es posible debido a la
simetria existente en el plano perpendicular a la direcciéon z en el centro de la viga. Se
puede observar que debido a la relatividad del movimiento, esta simplificaciéon equivale al
estudio de una viga en boladizo.

X

y T5,=300 °C
- .

X

(000 0/06]

00:60)
e

Figura 3.14: Viga biarticulada simplificada

Calculando se obtiene que las reacciones son todas nulas, por lo que no existe ninguna
fuerza nodal N = M =0y o, = 0. En cuanto a los desplazamientos se tiene

1 2 -2
va==L>T,a=113-10"2m
AT T (3.13)
ug =L T o =2,25-10"2 m;

En la Figura 3.15 se observa el resultado del desplazamiento vertical v obtenido con
FEAP. En el extremo izquierdo tiene un valor entre 1.06-1072 y 1.16-1072 m, rango que
incluye el valor va calculado anteriormente. La Figura 3.16 representa el desplazamiento
longitudinal u, donde el punto central del extreme derecho (color verde) incluido en el
rango 1.95-1073 y 2.34-10~2 m, coincide con el valor up calculado.
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0.00E—-00
9.67TE—04
1.93E-03
2.90E-03
3.87TE-03
4.84E—-03
5.80E—-03
6.77TE—03
7.74E—-03
8.70E—-03
9.67TE—03
1.06E—02
1.16E—02

W il

i iy gy

Rt
g i

Figura 3.15: Desplazamiento vertical v en la viga biarticulada

-6.03E—07
3.90E—-04
7.81E-04
1.17E-03
1.56E—-03
1.95E—-03
2.34E-03
2.73E-03
3.12E-03
3.51E—-03
3.91E-03
4.30E—-03
4.69E—03

Figura 3.16: Desplazamiento longitudinal u en la viga biarticulada

En este caso las restricciones impuestas son las siguientes: todos los nodos de la cara
del extremo derecho presentan restringido el movimiento en la direccién y; el nodo central
de la cara del extremo izquierdo esta restringido en las direcciones x y z y el resto de los
nodos de esta cara solo en la direcciéon z.

3.4. Acoplamientos

En esta seccién se estudiaran los acoplamientos magnetoeléctrico, piezoeléctrico y piezo-
magnético. Su geometria de estudio serad comin para todos tal y como se expone en [13].

Es una geometria de dos dimensiones (ver Figura 3.17), con [, =1.14-102m y [, = 3 [,.
En la cara superior se impone un valor de ¢ = 10 A o V = 10 V, dependiendo de la
validacién, mientras que en el resto de caras su valor es nulo; ademas las restricciones de
los desplazamientos se muestran en la figura mencionada.
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Vv

z

Y
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VLSS LSS 77 S

Ly

Figura 3.17: Dominio de los acoplamientos

Se utilizara una malla de FEAP con 882 nodos y 400 elementos de 8 nodos cada uno y
forma de hexaedro. El dominio se considerara transversalmente isétropo y las propiedades
utilizadas (en SI) son las descritas en [13], han sido obtenidas de multiples fuentes y
principalmente son de BaTiO3-CoFeOy (piezoeléctrico). Segin las busquedas realizadas,
de momento no se ha realizado ninguna caracterizaciéon completa de ningiin material del
ambito magnetoestrictivo debido a la dificultad experimental y a la ausencia de formulacion
general; no obstante en [22] si se definen las matrices ¢, p y e?, insuficientes para validar
todos los acoplamientos.

116 77 78 0 0 0
116 78 0 0 0
50 0
c= 16200000 g, p=|05 0 |-107%
89 0 0 0 0 0 10
—5— 8 0 0 0
i 86 0 0 |
0 0 0 0 0 116 0 0 00 0 55
e’ = 0 0 0 0 11,6 0 |; e=1] 0 0 00 55 0 |-10%
| 44 —44 186 0 0 0 | 58 58 70 0 0
[ 5,37 0 0 [ 11,2 0 0
v=| 0 537 0 -10712%; e=| 0 11,2 0 |-107%
0 0 27375 0 0 126
o ={1,67, 1,67, 1,96} " - 1075; k= 2,61;
Py = 5,7-103; ce = 434; po = 4m - 1077; €0 = 8,854 - 10712
(3.14)
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3.4.1. Acoplamiento electromagnético

En este caso se impone en la cara superior ¢ = 10 A; se tendra en cuenta la relacion
directa, en la que un campo magnético (efecto) genera un campo eléctrico (causa). La
ecuacion constitutiva es la Ec. (2.70)4, que sin el resto de acoplamientos queda D = v H.
Ademas, si solo tenemos en cuenta unicamente la componente en el eje z tenemos D3 =
vs33 Hs. El campo magnético H se obtiene de resolver la Ecuacion (2.68)s.

En la Figura 3.18 se observa la distribucién del potencial magnético ¢, que serfa equi-
valente a la distribuciéon de voltaje obtenida al imponer en la cara superior V = 10 V.
Esta distribucién es correcta de acuerdo a las condiciones de contorno y coincide con la
expuesta en [13].

0.00E-+00
8.33E-01
1.67E+00
2.50E4-00
—t  3.33E+00
— 4.17E+00
—t 5.00E+00
—  95.83E+00
— 6.67E+00
— 7.50E+00
—r 8.33E+00
9.17E4-00
1.00E+-01

Figura 3.18: Acoplamiento electromagnético. Distribucion del potencial magnético ¢

0.00E-+00
3.13E—-02
6.26E—02
9.39E-02
— 1.25E—01
— 1.57E-01
—r 1.88E—-01
—t 2.19E-01
—r  2.51E-01
—r 2.82E-01
—r 3.13E-01
3.44E-01
3.76E—01

Figura 3.19: Acoplamiento electromagnético. Distribucion del voltaje V'

En la Figura 3.19 se representa la distribucion del voltaje debido al acoplamiento. La
ecuacion constitutiva se obtiene eliminado el resto de acoplamientos de la Ec. (2.70)4, es
decir, D = € E +v H. Comparando las distribuciones obtenidas con las expuestas en [13]
se observa elevada coincidencia.
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Ademas, también se compara la distribucion de la magnetizacion en la linea z = [, /2
con la solucién analitica, obteniendo un buen resultado (véase Figura 3.20). Esta solucion
analitica se obtiene de la ecuacion es M = x,, H, donde x,, se puede despejar de la
Ec. (2.36) y si solo se tiene en cuenta la componente z se obtiene

Ms = (ﬁ - 1) Hs (3.15)
Ho

Anlt.
FEAP o}

M3 x10* [A/m]

0 05 1 15 2 25 3 35
y [m]

Figura 3.20: Acoplamiento electromagnético. Magnetizacion Mz en z = 1,/2

3.4.2. Acoplamiento piezoeléctrico

Para el acoplamiento entre el campo elastico y el campo eléctrico se impondré en la
cara superior del dominio V' = 10 V. Como se ha explicado en la Subseccion 2.2.3 el
acoplamiento entre ambos campos se realiza a través tanto de la tensiéon de Cauchy o¢
como a través de la tension de Maxwell ™.

La aportacion a la tension de Cauchy se expresa en la Ec. (2.61), en la que si el resto
de acoplamientos son nulos queda como o¢ = —e¥ E. Teniendo en cuenta que solo existe
campo eléctrico en la direccién z, la ecuacion se puede simplificar a

c Vv
01 _ ) €13
SRS 310

Representando a través de la linea z = [, /2 los resultados obtenidos con FEAP y la
solucién analitica de la ecuacién anterior en la Figura 3.21 se observa elevada coincidencia
en ambas componentes de la tensiéon de Cauchy. El campo eléctrico E se obtiene de resolver
la Ecuacion (2.68)s.

42



SECCION 3.5. Acoplamiento piezomagnético

20 I ' T T T T
AR E-E-E-Ea
= B g7 =
8 o .
z 10 o¢ FEAP  © -
ol o¢ Anlt. BJ

S sl 0§ FEAP @ a
S R — |
S

0 05 1 15 2 25 3 35

y [mm]

Figura 3.21: Acoplamiento piezoeléctrico. Tension de Cauchy o€ en z =1,/2

La tension de Maxwell se calcula segin la Ec. (2.62) que simplificada para tunicamente
componente z del campo eléctrico E, se llega a

ol = <633 . %0) Es (3.17)

En la Figura 3.22 se observa la aportaciéon de la tension de Maxwell debida a la pres-
encia de un campo eléctrico, y se compara la solucién analitica con los valores calcula-
dos en FEAP, obteniendo buenos resultados. Como se puede apreciar, en el acoplamiento
piezoeléctrico la componente de la tensiéon de Maxwell es despreciable frente a la compo-
nente de la tension de Cauchy que es cuatro 6rdenes superior.

0.8 | , i

Anlt.
FEAP o)

0.4

o} [N/m?|

0 1 1 1 1 1 1 .
0 05 1 15 2 25 3 35

y [mm]

Figura 3.22: Acoplamiento piezoeléctrico. Tension de Maxwell o} en z = 1[,/2

3.5. Acoplamiento piezomagnético

En el caso del acoplamiento piezomagnético se impondra en la cara superior del dominio
¢ = 10. Esta validacién es equivalente a la anterior pero sustituyendo el campo eléctrico
por el magnético. Asi, el acoplamiento también se realiza a través tanto de la tensién de
Cauchy o€ como de la tension de Maxwell o™.
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La euacion de la aportacion a la tension de Cauchy se expresa también en la Ec. (2.61),
que simplificada queda como o¢ = —e¥ H. Si solo existe componente z del campo mag-

nético H, se tiene
dl__[ehly (3.18)
of | el ’ -

En la Figura 3.23 se representan los resultados de las dos componentes de ¢ obtenidos
con FEAP y con la soluciéon analitica de la ecuacion anterior a través de la linea z = 1, /2;
se observa elevada coincidencia.

7 T T T T T T

0 05 1 15 2 25 3 35
y [m]

Figura 3.23: Acoplamiento piezomagnético. Tension de Cauchy o€ en z = 1,/2

Para calcular la tension de Maxwell se simplifica la Ec. (2.62) para la componente z
del campo eléctrico H, obteniendo

oy = <M33 - @) Hj (3.19)

En la Figura 3.24 se compara la solucion analitica y los valores obtenidos de FEAP de
la aportacion de la tension de Maxwell, consiguiendo buena coincidencia. En este caso, la
tension de Maxwell también es despreciable frente a la tension de Cauchy.

8 T T T T T T
ERL:
~
Z.
™ 4 +
=
™ Anlt.
Em 2+ FEAP (0]
s}
0 1 1 1

0 05 1 15 2
y [mm]

Figura 3.24: Acoplamiento piezomagnético. Tension de Maxwell o} en z = 1[,/2
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Modelizacion de un miniactuador
magnetoestrictivo

En este capitulo se va a modelar un miniactuador magnetoestrictivo de Terfenol-D y
se compararan los resultados con medidas experimentales para comprobar la validez de la
formulacion.

4.1. Mallado

Para realizar el modelado del miniactuador magnetoestrictivo solo es necesario mallar la
barra de Terfenol-D (con forma de cilindro), puesto que la formulacion con potencial escalar
magnético ¢ permite imponer, mediante condiciones de contorno, el campo magnético
generado por la bobina que la envuelve (ver Figura 1.10). Ademas, debido a la simetria
angular existente se puede representar tan solo un cuarto de la barra, tal y como se muestra
en la Figura 4.1.

%
K
QK
QY

iy

i) N
TERRR
/] “‘:‘\ “‘

o)
AR
IR

%%

Figura 4.1: Malla de 1/4 de la barra de Terfenol-D

Las dimensiones de la malla son [ = 100 mm de longitud y » = 5 mm de radio, para que
sean concordes con las dimensiones del prototipo del miniactuador del cual se han obtenido
los datos experimentales [31]. Se han utilizado un total de 3993 nodos y 3000 elementos
hexaédricos de 8 nodos. Para simular la simetria, en la superficie x = 0 y y = 0 se han
impuesto restricciones de desplazamiento en la direccién x y en la direccién y, respectiva-
mente. Ademas, en el conjunto de nodos z = 0 se han restringido los 3 desplazamientos y
se ha impuesto ¢ = 0.
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El campo magnético que genera la bobina se calcula a partir de la longitud [, el nimero
de espiras NN y la intensidad I que circula por la misma, de tal modo que

N
Hs = TI (4.1)
Conocida la definicion de H Ec. (2.58) se calcula de una forma sencilla el potencial escalar
magnético ¢ que hay que imponer en la superficie z = [ para simular el campo magnético
generado por una intensidad I determinada

Pe=l = -N 1 (42)

siendo N = 850.

4.2. Propiedades del Terfenol-D

El elemento puro con mayor magnetostriccién a temperatura ambiente es el cobalto,
que puede llegar a deformarse 60 partes por millén (6-1075 m/m). De entre las aleaciones,
la méas destacable es el Terfenol-D (Tbg 27Dy 73Fes: Aleacion de Terbio, Disprosio y Hie-
rT0), que presenta una magnetoestriccion de 2000 partes por millon (0.002 m/m); el nombre
Terfenol-D deriva de 'Ter’ (Terbio), 'Fe’ (Hierro), 'Nol’ (Naval Ordnance Laboratory) y 'D’
(Disprosio).

A continuacién se exponen las propiedades del material Terfenol-D y se compararan
principalmente con las propiedades del acero para poder tener una mejor visiéon de los
valores de las tablas.

Propiedades térmicas ‘ Unidades ‘ Tefenol-D
Calor especifico ¢, J/kgK 330
Conductividad térmica & W/m-K @25°C 13.5
Coeficiente de expansion térmica o ppm/°C 12
Temperatura de fusion °C 1240

Tabla 4.1: Propiedades térmicas del Terfenol-D

El Terfenol-D es una aleacion que, aunque no llega a ser aislante, es poco conductora
térmicamente. Si comparamos su conductividad térmica con la del acero (47-58 W/m-K),
se puede estimar que es 4 veces menos conductor, sin embargo no se reduce a valores como
el del aire (0.026 W/m-K) o el del agua (0.58 W/m-K), que se consideran aislantes. Tanto
el punto de fusiéon como el coeficiente de expansién térmica presentan valores muy similares
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al acero.

‘ Propiedades mecénicas ‘ Unidades ‘ Tefenol-D ‘
Densidad mésica kg/m? 9200 - 9300
Moédulo de Young a E cte. EF GPa 10 - 75
Modulo de Young a B cte. BB GPa 30 - 85
Resistencia a tracciéon MPa 28 - 40
Resistencia a compresiéon MPa, 300 - 880
Velocidad del sonido ¢ m/s 1395 - 2444
Minimo espesor laminar mm 1
Dureza Vickers HV 650

Tabla 4.2: Propiedades mecénicas del Terfenol-D

Como se puede observar tiene una densidad elevada, superior a la del acero, que es
de 7850 kg/m?. Sin embargo, el resto de propiedades mecénicas, como son resistencia a
traccién y a compresion, dureza y modulo de Young, son relativamente inferiores. Presenta,
una buenas caracteristicas mecénicas, aunque no son comparables con la de los metales
més utilizados como el acero o el aluminio.

‘ Propiedades magnetomecénicas ‘ Unidades ‘ Tefenol-D
Densidad energética kJ/m3 4.9 - 25
Permeabilidad relativa a o cte. p? - 9-12
Permeabilidad relativa a S cte. p - 3-5
Constante piezomagnética dss nm/A 6 -10
Factor de acoplamiento magnético k33 - 0.7-0.8
Deformacion por magnetoestriccion ppm 800 - 1200

Tabla 4.3: Propiedades magnetomecanicas del Terfenol-D
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Es una aleacién magnética: su permeabilidad es aproximadamente un orden superior
a la del vacio. El factor de acoplamiento magnético k33 indica la eficiencia en que la
energia magnética se convierte en energia mecénica, en el caso por ejemplo de un actuador
magnetoestrictivo. Se define por la ecuacion

k3y = ——— Ef (4.3)

donde d33 es la constante piezomagnética, u§3 es la permeabilidad a tensién constante y
EH es el modulo de Young a campo magnético constante.

Propiedades elécticas ‘ Unidades ‘ Tefenol-D ‘
Temperatura de Curie °C 380
Resistividad eléctrica Qm (58-63)-10~8

Tabla 4.4: Propiedades eléctricas del Terfenol-D

Se trata de una aleacién conductora eléctricamente. El acero inoxidable presenta una
resistividad eléctrica del mismo orden: 72-1078 Q m.

En la actualidad se estdn centrado los estudios en fabricar los actuadores a partir de
una nueva aleacion llamada Galfenol que, aunque tiene una magnetoestriccion (200-350
ppm) inferior al Terfenol-D, presenta una propiedades mecénicas mas 6ptimas. Su densi-
dad es aproximadamente 7800 kg/m?, su médulo de Young se encuentra entre 40-75 GPa,
presenta una dureza Vickers de 200-250 HV y su permeabilidad relativa es del orden de
75-100. No obstante, destaca principalmente por su resistencia a la traccion (350 Mpa) que
es un orden superior a la del Terfenol-D.

Todas las propiedades comentadas se introducen en el programa de elementos finitos
FEAP a través de las matrices vistas en el Capitulo 2. Estas matrices han sido comparadas
con las descritas en [22] y teniendo en cuenta que solo se estudiara el acoplamiento mag-
netoestrictivo, las matrices relevantes son ¢, 4 y e?. No obstante, en [22] utiliza otras
variables independientes, es decir, en la ecuacion constitutiva (2.70); en vez de igualar el
término o = o (S, H), iguala la deformacion S = S(o, H) de tal modo que

S=s"o+dH
. (4.4)
B=d o+u’ H

siendo s la matriz de flexibilidad, y d, 7, las matrices de acoplamiento magnetoestrictivo
y la permeabilidad (a tension constante), respectivamente, para la formulacion de [22]. Por
lo tanto hay que aplicar unas transformaciones a las matrices (también definidas en la
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referencia) para adaptarlas a la formulacion del trabajo presente. Las matrices de [22] sin
las transformaciones son

(12,5 —0,18 —-1,7 0 0 0 ]
12,5 —i,? 8 8 8 3 0 0
st = 1071 w’=10 13 0 |-1075;
18 0 0 0 0 53
- 18 0 ’
i 54 |
0 0 0 0 28 0
d= 0 0 0 28 0 0]-1078
-053 —053 1,1 0 0 0

(4.5)

y aplicando las transformaciones adecuadas, que se obtienen simplemente de despejar o y
B de las Ecuaciones (4.4) y dejarlas en funcion de S'y H.

CH — (SH)—l

p’=p7—d(s")td’ (4.6)

e’ =d (s)!

se obtienen las matrices para la formulacion del elmt01.f

)

854 0,65 391 0 0 0
4 1

B0 0 o 864 00

el = ’ 210%  p¥=1] 0 864 0 1076,
556 0 0 0 o 997
—5— 556 0 ’

I 18,52 |

0 0 0 0 155,56 0

e¥ = 0 0 0 15556 0 O

—5,75 —5,75 270,12 0 0 0

(4.7)

todo en unidades del sistema internacional.

Si se desea trabajar con otras variables dependientes e independientes se deben utilizar
otras transformaciones, en la Tabla 4.5 se muestran las distintas combinaciones posibles.
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‘ Variables ‘ Efecto directo e inverso
B =B(S,H) B=[(s")"ld] S + [pn” — d(sH)_ldT] H =e*S +pu°H
o=o(S H) o=[(s")1S—[(s")'dH=c'S—(e?)'H
H = H(o,B) H=[-(p°)'d"] o+ [(p°)']| B=—-go+(n")"'B
S =5(c,B) S =[s" - d(u")_ldT] o+ [dp)|B=sPoc+g'B
H-—H(S,B) | H=[d-s"(d) '] ' S—[fs(d)"!|B=-hS+(u%)'B
o =0(S,B) o= [-(d) '\uf]S+[d) "+ fsf(d) | B=cPS-h'B

Tabla 4.5: Transformaciones para las distintas variables dependientes e independientes

siendo
f=(d—s" (@) ) (4.8)

4.3. Resultados y limitaciones

El modelo se ha resuelto para intensidades de entre 0 y 12 A. En la Figura 4.2 se
presentan los resultados obtenidos, comparados con la solucion experimental de [31], en el
que se ensaya con un prototipo a una precompresion de 7,2 MPa.

Es importante destacar que se comprobaron distintos valores del pardametro principal
del acoplamiento u33, y mientras se mantenia en el mismo orden de magnitud, es decir, que
correspondia con los valores de las propiedades obtenidas de diferentes fuentes, el resultado
de la Figura 4.2 variaba de forma insignificante.

Deformacion x10* |-

I'[A]
Figura 4.2: MMA. Comparacion resultados FEAP con experimentales [22]

La principal limitacién que se observa es que el modelo es lineal; esto no es del todo
cierto, porque en la programacion del elemento hay términos no lineales (como el tensor
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de Maxwell &™), no obstante, y debido a que las ecuaciones constitutivas son lineales, no
son suficientes para el acoplamiento magnetoestrictivo.

Por otro lado, el término de tensién residual o, pensado para solucionar el problema de
la precompresion, no funciona adecuadamente; se debe a que la formulaciéon de la tension
residual, no es teéricamente equivalente a una tensién externa de compresién, como es este
caso. Ademas, no es posible establecer como condiciéon de contorno una tension, a no ser
que se formulen FE mixtos; el elemento estd programado para imponer desplazamientos,
voltaje, potencial escalar magnético y temperatura, pero no tensiones.

También cabe destacar que pardmetros como la deformacién, tensiéon y magnetizacion
de saturacién, Ss, o5 y My, respectivamente, que definen muy bien el comportamiento del
MMA no se han tenido en cuenta como propiedades.

4.4. Soluciones

En esta seccién se van a presentar posibles soluciones a las limitaciones de la progra-
macién del elmt01.f. Todas son actuales y han sido desarrolladas en distintos documentos,
comparando los resultados con valores experimentales.

4.4.1. Matriz de acoplamiento magnetoestrictivo polinémica

Una primera solucion seria la propuesta en la referencia [33], que presenta un modelo
no lineal de elementos finitos 3D para materiales magnetoestrictivos implementado en el
programa COMSOL multiphysics 3.2a. La caracteristica principal es que utiliza los datos
de una curva experimental para solucionar el problema de la no linealidad entre el campo
magnético H y la deformacion S.

Este modelo utiliza las mismas variables dependientes (S y H) e independientes (o
y B) que el trabajo presente, de tal modo que, teniendo en cuenta solo el acoplamiento
magnetoestrictivo, las ecuaciones constitutivas (2.70) son

o=c’§—(e®)' H
g (4.9)
B=e*S+p  H
Utilizando ecuaciones constitutivas lineales no se puede caracterizar bien el compor-
tamiento del efecto piezomagnético, por lo que en [33] se recurre a una funcién no lineal
para el término e¥ H. Esta funcién es un polinomio de orden 6 que se obtiene ajustando
puntos experimentales obtenidos en el laboratorio a una precompresiéon de 0 MPa, tal y
como se muestra en la Figura 4.3.

El polinomio ajustado es
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e’ H = —1,405-10"% H$ 41,861 -10"% HS —9,041-10"** H3 +2,140-107'® H3—

—2,742-1071% H? + 2,121 -10° H3+1,37-1074
(4.10)

sin embargo, hay que tener en cuenta que este ajuste limita el modelo a la direccién principal
del actuador (direccion z) y ademads, utilizar un orden 6 permite una mejor aproximacion
en el rango de trabajo pero imposibilita la extrapolaciéon de resultados y empeora el tiempo
de computo frente a ajustes de menor orden.

Se trata de una solucién valida solo para un caso en concreto, es decir, no soluciona
el problema de la precompresiéon y hay que definir un nuevo polinomio para distintos ac-
tuadores y distintas precompresiones. También presenta problemas en la implementacion
en elementos finitos debido al orden del ajuste. No obstante, en la referencia se realiza un
estudio sobre un nuevo método para la elaboracion precisa de orificios no cilindricos del
pasador de un pistén, obteniendo buenos resultados.

12

10 + E
- s L i
<t
_— -
" 4 |
) Curva ajustada

9 Resultados Exp. o i

0 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25

H x 10° [A/m]
Figura 4.3: Curva ajustada del campo magnético H frente a la deformacion S [33]

La referencia [34] utiliza un método similar, en el que divide la induccién en una parte
reversible y otra irreversible. Esta tltima aporta la no linealidad (puesto que las ecuaciones
constitutivas son lineales), sin embargo, se define como un polinomio cuyos coeficientes se
obtienen de modo experimental.

4.4.2. Matriz de acoplamiento magnetoestrictivo dependiente

En la referencia [27] se desarrolla un modelo de FE no lineal en 3D enfocado principal-
mente para el Galfenol. Se basa en el trabajo [28] y se extiende para ecuaciones constitutivas
no lineales basdndose en el modelo discreto de energia media utilizando el programa COM-
SOL (version 3.5a). Ademés, también propone una soluciéon por partes muy interesante,
utilizando ecuaciones constitutivas lineales, en las que con el programa Matlab (version
R2009a) al final de cada paso actualiza los coeficientes de las matrices de propiedades para
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conseguir el efecto no lineal.

Esta formulacién utiliza el potencial vectorial magnético A, puesto que aunque au-
mente la dificultad a la hora de imponer un campo magnético como condiciéon de contorno,
es mas apropiado para modelos dindmicos ya que permite tener en cuenta las corrientes de
Eddy. Utilizando el potencial escalar ¢, estas corrientes se deben especificar manualmente.

Para el procedimiento de la solucién por partes, en la que utiliza ecuaciones constitu-
tivas lineales, las variables dependientes son H = H(S,B) y o = o(S, B) de tal modo
que

H=-hS+u°B

411
oc=c’>S—-h' B (4.11)

donde h es la matriz de acoplamiento piezomagnético, u® es la matriz de permeabilidad a
deformacion constante y ¢ es la matriz de rigidez a campo magnético constante.

En total se utilizan 33 coeficientes del material

cﬁ c% c% 0 0 0
c c 0 0 0 -
I = c??i O 0 O s luil IU’§2 Iu’§3
c = B ; B = HKia Hao Ho3 |
cy 00 s ' 9
B Hi3  Ha3  H33
—5— s 0 - (4.12)
i b

hii hi2 hiz hia his his
h = | hat haa has hos has hos
h31 hza hss hss hzs hse

Utiliza muchos més coeficientes que la formulacién expuesta en el Capitulo 2 y ademés
son dependientes de la tensiéon o y el campo magnético H; como éste iltimo depende de
la posicién espacial, los coeficientes también y por lo tanto, no son constantes para toda
la malla. Los coeficientes son declarados como funciones interpoladas en las coordenadas
del espacio, de tal modo que cuando el programa COMSOL lea el archivo que almacena
los componentes de las matrices seleccionara los datos que corresponden a la localizacion
en concreto o interpolara entre los puntos mas cercanos.

Para calcular los coeficientes se recurre a la matriz Jacobiana, no obstante, no se ob-

tienen directamente estas matrices, sino que se obtienen s, d y p? (matrices descritas en
la Ec. (4.4)).

p’ =980y, Hy) d=2B(co, Hy)

o
Ja = (4.13)
d' =22 (00, Ho) s =23(0, Hy)

Para obtener las matrices deseadas se deben aplicar las transformaciones descritas en
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la Tabla 4.5 obteniendo el sistema de ecuaciones a resolver en incrementos

AR K| P B b B

El diagrama de la Figura 4.4 muestra el procedimiento a seguir para obtener la solucién
por partes descrita. En primer lugar se inicializan los coeficientes, calculados para H =0
y o = 0 y se imprimen en un archivo que posteriormente serd leido por el programa de
elementos finitos COMSOL. A partir de las condiciones dadas del problema y las matrices
calculadas se obtiene un desplazamiento Awu que permite obtener unos valores de AH y
Ao. A partir de estos nuevos resultados se actualizaran los valores de H = H + AH
y ¢ = o + Ao y se recalculardn los coeficientes con Matlab; este proceso se realizara
iterativamente hasta que se llegue al numero de iteraciones np. Se podria modificar de
tal modo que el proceso terminara cuando los valores de los incrementos de H y o sean
inferiores a cierto valor de error, de tal modo que se considerara que ha convergido la
solucion.

Inicializar con H = 0 y o = 0 para el célculo de los coeficientes (n = 1)

Calcular las matrices u°, h y ¢® con Matlab a partir de H y o

|

Imprimir los coeficientes en un archivo como funcién de las coordenadas

!

Calcular el incremento de desplazamiento Aw con las condiciones del sistema

!

A partir de Au obtener AH y Ao y actualizar los valores
H-=-H+AH,; o=o0+Ac

!

NO

Ultima iteraccion, jn = np?

St |

Mostrar resultados

n=n-+1

Figura 4.4: Diagrama del procedimiento para obtener la solucién por partes

Para validar el método en la referencia [27] se modela un actuador de Galfenol, in-
cluyendo el bobinado puesto en la formulacién utiliza potencial vectorial magnético, y no
potencial escalar como en la formulacion propuesta en el Capitulo 2. Se comparan los datos
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experimentales y los calculados por elementos finitos para un voltaje impuesto en la bobina
de 0 a 18 V obteniendo unos muy buenos resultados como se puede observar en la Figura 4.5.

En definitiva se trata de un método complejo que requiere un alto tiempo de calculo, las
mallas son muy completas debido a la utilizacién del potencial vectorial magnético y por
ello se recurre a Matlab para facilitar la obtencién de los coeficientes. Ademas, no resuelve
el problema de la precompresién ni tiene en cuenta los ciclos de histéresis. No obstante, es
una solucién al problema de la no linealidad sin recurrir a coeficientes experimentales y el
error entre los datos de FE y los experimentales es recudido.

].50 T T T
125 + —
E 100 | _SF ]
» :
o T5F ’ -
P‘ ~
T 50} FE I
= 25 |+ g Exp. o |
0 1 1 1
0 5 10 15 20

V IV]

Figura 4.5: Desplazamiento obtenido con FE frente al resultado experimental [27]

4.4.3. Deformacién magnetoestrictiva

En la referencia [31] se ha realizado en el ano actual (2016) un estudio con un modelo de
elementos finitos 2-D de un miniactuador magnetoestrictivo. La principal diferencia entre
su formulacién y la presente en este trabajo reside en la definicién de la deformacién mag-
netoestrictiva, es decir, divide la deformacién total S en dos componentes: la deformaciéon
mecanica Sye. ¥ la magnetoestrictiva Sq4-

S = Smec + Smag (4.15)

La deformacién mecénica se define como la deformaciéon generada, inicamente, por las
tensiones de Cauchy, de tal modo que

Sinee = s o€ (4.16)

siendo s la matriz de flexibilidad y o€ la tension de Cauchy. Mientras que la deformaciéon
magnetoestrictiva incluye el acoplamiento entre el campo magnético y el campo elasti-
co de tal modo que ya no es necesaria la definicion de la tension de Maxwell o™ ; una
aproximacion desarrollada en [32] es la siguiente

B 1 20,\ ( M\?
Smag == Ss (1 - 5 tanh 7, > (E) (417)
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donde Ss, M y o5 son la deformacién, magnetizacién y tension de saturacion, respectiva-
mente, 0, es la tensién de precompresiéon y M es la magnetizacion.

La magnetizacion de saturacion es aproximadamente My = 765 kA/m segun [31] y
[23], entre otras fuentes. La deformaciéon de saturacion de un material policristalino como
el Terfenol-D, es muy dependiente de la direccién, aunque se puede calcular un valor de
referencia a partir de la deformacion de saturacion en las direcciones cristalograficas <100>
S100 vy <111> Sy11, del siguiente modo

2 3
Ss = E S100 + = Si11 (4.18)

siendo los valores tipicos de saturacion del Terfenol-D Sigo = 901076 y S11; =1,6-1076.

De este modo se solventa el problema de la linealidad y el de la precompresiéon y se
caracteriza muy bien el problema al utilizar los valores de saturacién. Para la simulacion
utiliza el programa COMSOL Multiphysics y obtiene, para 3 precompresiones distintas,
unos resultados con un error inferior al 9,5% respecto a los datos experimentales del
prototipo del MMA; tal y como se muestra en la Figura 4.6.

S op =28 Exp.
> op =28 FE ——
= op =17,2 Exp. -
b op =172 FE ——
& op = 10,4 Exp. -
§ op =104 FE ——
T

A

0 / 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12

I[A]

Figura 4.6: Desplazamiento obtenido con FE frente al experimental [31]

Se trata de una soluciéon muy eficaz y relativamente simple, puesto que utiliza el poten-
cial escalar magnético ¢ que permite simplificar la malla y no requiere una elevada com-
plejidad a la hora de implementar el modelo en elemento finitos. Con una nueva ecuacién
constitutiva de segundo orden consigue la no linealidad y anadiendo el parametro o, adap-
ta el modelo a las distintas precompresiones, no obstante, no resuelve el problema de la
histéresis.

4.5. Conclusiones

Actualmente no existe una solucion estandarizada para el acoplamiento entre el campo
magnético y el elastico que permita realizar estudios sobre los actuadores magnetoestric-
tivos de forma sencilla, por esta razon, estos materiales todavia no tienen un peso impor-
tante en la ingenieria. Como se ha comprobado en este ultimo capitulo hay numerosos
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estudios sobre el tema, pero todavia no se ha desarrollado un modelo definitivo.

El elemt01.f es un proyecto muy ambicioso porque, aunque en el presente trabajo solo
se ha estudiado el acoplamiento magnetoestrictivo, es una formulaciéon 3D que pretende
incorporar todos los acoplamientos posibles con la finalidad de conseguir un dnico modelo
global que permita estudios de cualquier 4&mbito ingenieril. Como se ha comprobado en
el Capitulo 3, la misma formulacién permite resolver distintos acoplamientos con buenos
resultados. Sin embargo, para el caso del actuador (Seccion 4.3) no se obtuvieron buenos
resultados debido principalmente a que las ecuaciones constitutivas eran lineales.

Del estudio de las soluciones propuestas se puede obtener distintas conclusiones: uti-
lizar el potencial escalar magnético ¢ simplifica mucho la imposicién de condiciones de
contorno y la generaciéon de la malla, puesto que no es necesario incluir la bobina, no obs-
tante, las corrientes de Eddy se deben introducir manualmente y es complicado imponer
campos magnéticos complejos; la precompresion del actuador es un factor a tener muy en
cuenta y no puede ser tratado como una tensién residual, sino como una tensiéon externa
y establecerlo como condicién de contorno; y, por ultimo, el problema de la histéresis es
muy complejo y solo se puede implementar en modelos dindmicos.

También es importante destacar que se trata de un acoplamiento no lineal, y las solu-
ciones posibles se pueden clasificar, aunque tengan muchas variables, en dos grandes blo-
ques: o se utilizan ecuaciones constitutivas no lineales o se recurre a medir coeficientes
experimentalmente que permitan definir algin polinomio que consiga la no linealidad.

De las tres soluciones propuestas la mas 6éptima a la hora de obtener buenos resultados
y de incorporarla en la formulacion del elemt01.f es la Subseccion 4.4.3. Es una solucién
sencilla y aunque habria que hacer modificaciones de los residuales de elementos finitos
debido a que la ecuacién constitutiva es cuadratica, no supondria una cambio importante
puesto que también utiliza potencial escalar magnético.
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