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1. Resumen de las ideas clave

En este articulo vamos a conocer las caracteristicas basicas del Teorema Central del Limite y sus posibles
aplicaciones practicas con la finalidad de construir una especie de catdlogo al que acudir para el célculo
de probabilidades de distribuciones discretas, como binomial o Poisson mediante aproximaciones a la

distribucion normal.

2. Introduccion

¢Qué diferencia existe en el calculo de probabilidades de la variables aleatorias (V.A.) discretas, que
siguen distribuciones binomiales o de Poisson y el calculo de probabilidades de variables aleatorias

continuas que siguen una distribucién normal?

Una variable aleatoria se define continua cuando el conjunto de valores que puede tomar es un infinito
continuo, es decir, puede tomar cualquier valor en un intervalo. Por el contrario, se define discreta
cuando estan medidas finitas o infinitas numerables, representan algo que podemos contar, y no suelen
llevar decimales. Las distribuciones de probabilidad mdas utilizadas en variables discretas son la
distribucion binomial y la distribucidon de Poisson. La distribucion mas frecuente en el caso de las

variables continuas es la distribucion normal.

El Teorema Central del Limite indica que, en condiciones muy generales, la distribucién de la suma de
variables aleatorias tiende a una distribucidon normal cuando la cantidad de variables es muy grande. Es

decir, garantiza una distribucién normal cuando n es suficientemente grande.

En este objeto de aprendizaje, conoceremos las caracteristicas y propiedades del Teorema Central del
Limite. Utilizamos ejemplos y ejercicios donde descubriremos las razones por las cuales, en muchos
campos de aplicacién, se encuentran en todo momento distribuciones normales, o casi normales ya que
cuando n es suficientemente grande, de variables independientes y todas ellas siguen el mismo modelo
de distribucién (cualquiera que éste sea), la suma de ellas se distribuye segin una distribucién normal,
siendo aplica tanto a suma de variables discretas como de variables continuas, lo que facilitara el calculo
de las probabilidades. Finalmente, resaltamos los conceptos basicos de aprendizaje con respecto al

Teorema Central del Limite y sus aplicaciones practicas.

3. Objetivos

e Mostrar las caracteristicas y propiedades del teorema Central del Limites
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e Utilizar la distribucién normal para aproximar el calculo de probabilidades de variables
discretas de Poisson.
e Utilizar la distribucién normal para aproximar el calculo de probabilidades de variables

discretas de Binomial.

4. El Teorema Central de Limite

Este teorema afirma que la distribucion de medias muéstrales tiende hacia una distribucion normal,
aunque las muestras procedan de una distribucién no normal determinar un modelo de probabilidad

para describir el comportamiento de una variable continua.

Es un Teorema de gran importancia en Estadistica, especialmente para la parte de Inferencia Estadistica.

Establece que si X.oeeene.. ,X, son variables aleatorias independientes con media y; y varianza aiz, al
margen del tipo de distribucidn que sigan los sumandos, la suma de todas ellas, Y = X;+......... +X, tiende a
distribuirse aproximadamente normal, con media u = (Upt....... + U, y varianza o
=(O'l2 oo + sz )/n, siendo las aproximaciones mejores a medida que aumenta n.

De acuerdo con el resultado siempre que observemos una variable que sea el resultado de muchas
causas independientes, esperamos que su distribucion sea aproximadamente normal, de ahi la
frecuencia con la que se presentan en realidad variables aleatorias cuya distribucién puede aproximarse
a la distribucidon normal, debido a que muchas de éstas variables reales pueden considerarse la suma de
variables independientes. Por ejemplo, las medidas fisicas de una persona son debidas a muchas

variables: genética, alimentacion, ejercicio fisico, etc. y se esperan que sigan una distribucidon normal.

Dado que la variable Binomial, no es mas que la suma de n variables independientes (o la suma de los
resultados obtenidos al efectuar n repeticiones de un experimento aleatorio con una variable aleatoria
gue soélo podia tomar dos posibles valores), su distribucion tienda a aproximarse a la normal a medida
que aumenta n, con media, la esperanza E(X)=np y varianza o’ = np(1-p), resultado demostrado por De

Moivre en 1733. Este autor encontrd que si X es una variable B(n,p), la distribucion:

X —np
Vynp(1-p)

Ecuacidn 1.Ecuacion de convergencia de la distribucion binomial a la distribucion normal.

converge hacia una distribucion normal tipificada o estandarizada, N(0,1) (Pefia, 2001).
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Existe mucha controversia para determinar el tamafio de muestra adecuado para que la aproximacion a
la normal proporcione resultados aceptables. Aunque muchos autores suele dar por aceptable cuando
el producto np(1-p)>5, nosotros por mayor seguridad y fiabilidad de que las aproximaciones son
adecuadas, trabajaremos con la regla de que ducho producto sea np(1-p)> 9. En nuestro caso una

variable Binomial B(n,p) se aproxima a una normal N(x, ), mediante la siguiente expresion:

B(n,p)~N(np, vhp(1-p)

Ecuacion 2. Ecuacion de transformacion distribucion binomial a la distribucion normal.

Esta misma situacién aparece con variables de Poisson. Una variable aleatoria X que sigue una
distribucion Ps(A), puede aproximarse a una distribucién normal con media, la esperanza E(X)= A y
varianza o = \, cuando n es grande, lo que requiere elevados valores de A. Aunque, como en el caso de
la binomial, muchos autores suelen dar por aceptable cuando el producto A >5, nosotros por mayor

seguridad y fiabilidad de que las aproximaciones son adecuadas, trabajaremos con la regla de A > 9.

El procedimiento es similar al caso anterior. Si X es una variable Ps(A), la distribucion:

X~
Ja

Ecuacion 3.Ecuacion de convergencia de la distribucion de Poisson a la distribucion normal.

converge hacia una distribucion normal con tipificada o estandarizada, N(0,1).

Es decir, una variable Ps(A), se aproxima a una normal N(x, c), mediante la siguiente expresion:

Ps(A)~N(A, A)

Ecuacion 4. Ecuacion de transformacion distribucion Poisson a la distribucion normal.
Veamos algunos ejemplos:

e Ejemplo 1: Calcular la probabilidad obtener 200 puntos al lanzar 70 dados.

Sea la variable X ~ nimero de puntos obtenidos en los 70 lanzamientos ~ B (n=70, p=1/6).
Consideramos cada uno de los 70 lanzamientos como variables independientes, con lo cual
podemos aplicar el Teorema Central del Limite y aproximarla a una distribucidon normal, pues se

cumple que np(1-p)= 9,72 es decir, > 9.
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X ~ nimero de puntos obtenidos en los 20 lanzamientos ~ B (n=20, p=1/6) ~ N(E(X), o(X)),
donde E(X) y o(X) son la esperanza y la desviacion tipica de la distribucion binomial,

lanzamiento de 70 dados.

Aprovecharemos la propiedad, de que conocidos lo la esperanza (o puntos medios obtenidos al
lanzar un dado) y la varianza de la variable puntos obtenidos al lanzar un dado, que sigue una
distribucion B (n=1, p=1/6), con una media E4(X) y una varianza 012(X), podemos calcular, E(X) y

o’(X) como:
E(X)=70* E,(X)=70%3,5=245
o’(X)=70* 0,°(X)=70%2,29= 160,3
Luego X~ nimero de puntos obtenidos en los 70 lanzamientos™ B (n=20, p=1/6) ~ N(245, 12,66)

P(X >200)= P(N(01) >%)=1- P(N(01> 355)=1-000019 = 0,99981

e Ejemplo 2: En un proceso de fabricacion se producen en promedio 2 defectos por minuto.
Calcular la aproximadamente la probabilidad de que en una hora se produzcan mds de 150

defectos.

X~ Numero defectos por minuto sigue una distribucion de Poisson de parametro A=2.

En consecuencia, Y~ Numero de defectos por hora sigue una distribucion de Poisson de
parametro A,,=60%2=120.

Consideramos cada uno de los defectos por minuto como variables independientes, con lo cual
podemos aplicar el Teorema Central del Limite y aproximarla a una distribucidon normal, pues se

cumple que Ayora 2 9.

Y~ Nimero de defectos por hora sigue una distribucién de Ps( Anora120) “N(E(X), a(X)), donde

E(X) y o(X) son la esperanza y la desviacion tipica de la de Poisson.
E(X)= Anora=120
oz(x)z }\horazl20

P(Y >150)=P(N(01) > %): P(N(0,1>274)=00031
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5. Cierre

El Teorema Central del Limite establece que la suma de n variables aleatorias independientes de

varianza finita e idéntica distribucion tiende a la distribucion normal cuando n tiende a infinito.

El Teorema Central del Limite, permite calcular razonablemente bien las probabilidades de variables
que siguen una distribucion Binomial y de Poisson, siempre que el tamafio de muestra sea

suficientemente grande, lo cual equivale a que se cumpla que np(1-p)29 o que A>9, respectivamente.

Una variable Binomial B(n,p) se aproxima a una normal N(x, ), mediante la siguiente expresion:

B(n,p)~N(np, Vhp(1-p)
Una variable Poisson Ps(A) se aproxima a una normal N(x, ), mediante la siguiente expresion:

Ps(A)~N(2, VA)
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