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RESUMEN

En este trabajo se presenta un modelo difusivo de flujo superficial para la resolucién eficiente de problemas de inundacion de
valles fluviales. La discretizacion espacial se realiza mediante un esquema upwind de volumenes finitos, aplicado en una malla
triangular no estructurada. Para la discretizacién temporal se ha empleado un esquema implicito, lo que conlleva la generacion
de un sistema de tantas ecuaciones como celdas de calculo tenga la malla computacional. Para su resolucion, se ha empleado el
método del Gradiente Biconjugado Estabilizado (BiCGStab). La eficiencia computacional se mide realizando una comparacion de
tiempos de CPU de las versiones explicita e implicita del mismo esquema numérico aplicado al modelo de onda difusiva. El estudio
demuestra que, en general, el modelo difusivo se beneficia de una discretizacion temporal implicita, aumentando su eficiencia en
gran medida frente al uso de un esquema explicito. Debido al caracter no lineal de la ecuacion difusiva, un paso de tiempo mayor no
siempre garantiza un menor coste computacional y resulta necesario encontrar el paso de tiempo éptimo para cada problema. Se
ha aplicado el modelo difusivo a un caso test de inundacion de valle fluvial propuesto por la UK Environmetal Agency para evaluar
su capacidad predictiva en relacion a modelos comerciales. Por ultimo, se han comparado los resultados de calado y nivel de agua
proporcionados por el modelo propuesto con los generados por una formulacién matematica basada en las ecuaciones completas
de aguas poco profundas no encontrandose diferencias relevantes en el ejemplo analizado.

Palabras clave | Flujo superficial; Inundacién de valles; Volumenes finitos; Modelo difusivo; Esquemas implicitos.

ABSTRACT

In this work, a diffusion wave overland flow model is presented for the efficient resolution of valley flood situations. The spatial
discretization is done following an upwind finite volume scheme, applied in a non-structured triangular mesh. An implicit scheme
is used for the temporal discretization, which involves the generation of a system of equations, one for each computational cell.
The BiConjugate Gradient Stabilized (BiCGStab) method is used for the resolution of the system. The computational efficiency
is measured by means of a CPU cost comparison between the explicit and implicit versions of the numerical scheme. In general,
the diffusive model benefits from an implicit discretization becoming much more efficient than the explicit versioén. Due to the non-
linearity of the diffusive wave equation, larger time steps do not always imply shorter computational times. The optimal time step size
must be identified in every new problem. The diffusive wave model has been applied to a valley flooding case proposed by the UK
Environmental Agency in order to compare its performance with that provided by commercial models.
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INTRODUCCION

La hidraulica computacional ha evolucionado enormemente durante las ultimas décadas. El incremento de la potencia de
calculo de los ordenadores junto con el desarrollo de nuevas técnicas experimentales capaces de proporcionar datos de campo de
gran calidad, como mapas topograficos detallados, ha sido determinante en la mejora de la calidad de los resultados generados por
modelos computacionales (Gomez-Pereira y Wicherson, 1999; Rabus et al., 2003; Merwade et al., 2008; Debella-Gilo y Etzelmiiller,
2009; Maguya et al., 2013; Chen et al. 2015; Mui et al., 2015).

En concreto, la modelizacion hidraulica de zonas inundables constituye una herramienta muy valiosa a la hora de predecir
los posibles dafios ocasionados por avenidas fluviales o tormentas de gran intensidad. La elaboracion de planes de riesgos se vuelve
mucho mas efectiva si se estiman con antelacion los niveles de agua que se alcanzaran bajo diferentes eventos (roturas de presa,
eventos extraordinarios de lluvia, etc.).

Dentro de los dos grandes grupos de modelos hidraulicos, agregados y distribuidos, son éstos ultimos los que proporcionan
un calculo lo suficientemente preciso de la distribucion espacial de la inundacidn, debido a su poder resolutivo a nivel de celda
computacional de las variables hidraulicas de interés.

Por otro lado, también es posible elegir el grado de complejidad fisica del modelo matematico empleado para realizar las
simulaciones. Los modelos basados en las ecuaciones de aguas poco profundas (Vreugdenhil, 1994; Murillo y Garcia-Navarro,
2010) proporcionan una resolucion detallada y precisa de los frentes de onda. Los modelos simplificados, como las aproximaciones
cinematica y difusiva (Ponce, 1986; Neal et al., 2012), desprecian algunos términos convectivos, por lo que no son capaces de
resolver de manera adecuada situaciones con transitorios bruscos. Histéricamente han sido usadas para calcular el flujo de agua en
problemas de superficie libre debido a las ventajas que supuestamente dichas aproximaciones implican en términos de velocidad
de calculo con respecto a los modelos basados en las ecuaciones completas (Mahmood y Yevjevich, 1975; Lal Wasantha, 1998;
Moussa y Bocquillon, 2009).

En este trabajo, se estudia la aplicabilidad y la eficiencia de la aproximacion difusiva de las ecuaciones bidimensionales
de aguas poco profundas en situaciones transitorias lentas, como la inundacioén de un valle fluvial. La discretizacion explicita de
este modelo resulta muy ineficiente por razones de estabilidad numérica (Cea ef al., 2010; Lopez-Barrera ef al., 2012; Neal et al.,
2012), por lo que se ha elegido un esquema temporal implicito. Para la discretizacion espacial se ha empleado un esquema upwind
de primer orden, en el marco de los volimenes finitos. Esta metodologia implica la construccion y resolucion de un sistema de
ecuaciones con tantas incognitas como celdas tenga la malla de célculo elegida.

La ecuacion del modelo difusivo tiene carcter no lineal, por lo que es necesaria una linealizacion previa al paso de resolucion
del sistema de ecuaciones. En este trabajo, este paso se realiza mediante el método de las iteraciones de Picard (Burden y Faires,
2010). Una vez que el sistema se considera linealizado, se emplea el método iterativo del Gradiente Biconjugado Estabilizado
(BiCGStab) (van der Vorst, 1992; Guennebaud y Jacob, 2010) junto con un precondicionador de tipo ILU (Saad, 1994) para obtener
la solucién numérica.

La eficiencia del modelo se mide comparando el tiempo computacional de las versiones implicita y explicita del modelo
difusivo considerado. Adicionalmente, se presenta una comparacion con el modelo comercial RiverFlow2D, basado en las
ecuaciones de aguas poco profundas.

MODELO MATEMATICO

Las ecuaciones de aguas poco profundas en 2D (Vreugdenhil, 1994; Murillo y Garcia-Navarro, 2010) representan la
conservacion de la masa y la cantidad de movimiento promediados en la vertical:

oh 0dq, Odq,
i & i S A
at T ax T oy 1
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donde las variables conservadas 4, g =hu'y qy:hv representan el calado y el caudal en las direcciones x e y, respectivamente,

siendo u y v las dos componentes del vector velocidad. La aceleracion de la gravedad esta representada por g. A la derecha de las

ecuaciones estan presentes los términos fuente correspondientes a la intensidad de lluvia R y las pendientes del nivel de fondo z en

las direcciones x e y, S, y S, , respectivamente:

0’
_ 0z _ 0z
Sox == ox Soy == dy C))

Los términos y representan las pérdidas por friccion, escritas en funcion del coeficiente de rugosidad de Manning :

_nzu u? + v? _nzvVuz + v?
S = s ST s (5)

Una de las posibles estrategias que se emplea habitualmente para simplificar este modelo e intentar reducir el tiempo de
calculo es la de despreciar todas las aceleraciones que no sean la de la gravedad en (2) y (3). Esta simplificacion recibe el nombre
de Modelo Difusivo o Cero-Inercia (Ponce, 1986):

oh dq, O0q,

at oty TR ©)
oh
ax = Sox = Sfx )
oh
3y = Soy = Spx (¥

El sistema anterior se puede reescribir de manera mas compacta en funcion en funcion de las pendientes de la superficie libre
del agua en las direcciones x e y, definidas como:

_0h+n  _0(h+2)

S = ox Y= "%y ©)

Combinando las ecuaciones (7), (8) y (9):

Se=Sx S, =Sy (10)

Por ultimo, reemplazando las pendientes de friccion (5) en (10), es posible escribir los caudales unitarios en las direcciones
x ey de la siguiente manera:
h5/3 h5/3
Gy = —F—=S qy =—F—=S
oadisl s (11)

donde S es el vector gradiente de la superficie libre del agua:

d(h+2) d(h+2)
S=(Sx'5y)=_< axz' ayz)
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La ecuacion final del modelo difusivo se obtiene reemplazando los caudales unitarios (11) en la ecuacion de continuidad (6):

oh
T —-+V-q=R q= (Qx'qy) (13)

MODELO NUMERICO

En este trabajo, la ecuacion del Modelo Difusivo (13) se discretiza mediante un esquema implicito de volimenes finitos de
tipo upwind. Por simplicidad en la notacion, definamos:

5/3

ny/Is|

Entonces, la ecuacion (13) se transforma en:

a(h) =

- q=a(h)s§=—-a(h)V(h +2z2) (14)

oh
E—V[a(h)V(h+Z)] =R (15)

Considerando cada celda como un volumen de control Q y aplicando una discretizacion temporal implicita de primer orden,
se obtiene:

hn+1 _ hn
—Q

—a= fa [ u(i+? +2) a0 + R0 16)

donde # es el vector normal a la superficie 0€, el superindice n representa el paso de tiempo actual y el coeficiente 8 es el
grado de implicitud del esquema, de forma que 6= 1 proporciona un esquema completamente implicito y =0 un esquema explicito.

Sustituyendo el volumen de control Q por el area V; de la celda i con 3 lados de longitud / , cada una con un vector normal
n, 'y distancia entre centros de celdas vecinas definida como d

hn §(h™*0 + 2)
—V; = Z "+9(h) Y1, + RV; (17

dw

hn+1

donde d(h"*?+z) es la diferencia entre celdas vecinas de la magnitud /4+z y el término entre corchetes representa el caudal
unitario promediado ¢, en la pared w:

( S(hn+0 + z)
= apt?(h) ———— (18)
dy
Los coeficientes o"*?(h) son funciones no lineales de /. Cuando se selecciona un esquema implicito (9#0), es necesario
realizar una linealizacion previa a la resolucion del sistema. Para ello, se emplea el método de las iteraciones de Picard, mediante
el cual se evalla o, en un estado intermedio (iteracion), denotado por el superindice m:

3

At 8 hn+1,m+1 +z

h;1+1,m+1 _ h:l — VZ |:a$+1,m(h) ( )w lw + RAt (19)
L w=1

dw

Por ultimo, la ecuacion (19) se reordena y se escribe en forma de coeficientes. Por simplicidad en la notacion, se ocultaran
los superindices temporales: A"\ 1=pm+1 grtlm= g, Entonces:

a4+ ) b = ¢ 20)

w=1
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donde
3
At L,
a,.=1+9—z am(h) - Q1)
Vi dy
w=1
At l
_ oM b (22)
by = =0 @) 5"
z
-—h"+9—z (h) 6ZW+(1—6)—Z IR - 6(R" + 2),, + RAt 23)

En el sistema anterior, /2 representa el calado de las celdas vecinas asociadas a la pared w. Ademas, se ha generalizado la
integracion temporal en términos del parametro 6.

Condiciones de contorno

Para que el esquema numérico quede completamente definido y sea aplicable a un problema real, resulta necesario establecer
una serie de condiciones de contorno. En el caso de una onda de avenida, lo mas habitual es imponer valores de caudal en la
entrada del dominio. Dado que en la ecuaciéon del modelo difusivo no esta presente esta variable, es necesario realizar una ligera
modificacion en el esquema numérico de las celdas de contorno de este tipo. El caudal total de entrada Q" a lo largo de la longitud
[, debe repartirse entre todas las paredes de las celdas iB de contorno que conforman dicha longitud, teniendo en cuenta las distintas
longitudes / , (ver Figura 1). De esta forma, el caudal correspondiente a cada celda de entrada Q.7 queda definido por:

wB
~ ginlue 24
Ly
Frontera
@y —
I 2%, —> | B lwB

Figura 1 | Reparto del caudal de entrada entre las celdas de contorno.

Para cada celda de contorno de entrada iB, las ecuaciones (20) — (23) se modifican excluyendo la pared de contorno iw de
todos los sumatorios y afiadiendo la contribucion del caudal de entrada al término explicito c,, del sistema:

ah + ) bR = cip (5)
W#WpR
donde
At o,
ap=1+07— > a7 6)
iB w
W#*Wwpg
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b, = eAt m(h by 27
W=yl @
At L, At L, At .
cip = il — 60— > ap(h) == 6z, — (1 - 0) — E ap(h) == 8(h" + 2),, + — Qi (28)
VL’B dw Vi dw VL
W#*WR W#*WR

De la misma manera, se puede imponer un contorno cerrado sustituyendo Q,”=0 en la ecuacion (28).

APLICACION A LA INUNDACION DE VALLES

En este caso, propuesto en (Néelz y Pender, 2013) para establecer una comparacion entre diferentes modelos de simulacion
de flujo superficial, se presenta un caso practico de gran interés, como es la inundaciéon de valles fluviales mediante una onda de
avenida, provocada por una tormenta muy intensa o una rotura de presa aguas arriba. El mapa de elevaciones del valle considerado
junto con la malla de calculo empleada (7592 celdas) estan representados en la Figura 2. La onda de avenida esta generada por un
hidrograma de entrada con forma trapezoidal y un caudal pico de 3000 m?/s (Figura 3). La entrada de caudal se modela como una
condicion de contorno aplicada a lo largo de una linea de aproximadamente 260 m de longitud (linea magenta en la Figura 4). Todos
los demas contornos estan cerrados. El coeficiente de rugosidad de Manning se considera constante en todo el dominio con un valor
n=0.04 sm™'?). Con el objetivo de realizar una comparacion de resultados con otros modelos evaluados en (Néelz y Pender, 2013) y
con el modelo comercial RiverFlow2D, basado en las ecuaciones de aguas poco profundas, se han dispuesto sicte sondas de medida
en lugares especificos (Figura 4) que proporcionan los valores del nivel de agua (h+z) en funcion del tiempo.

300,000

200.000

143.814

Figura 2 | Mapa hipsométrico del dominio (izquierda) y detalle de la malla de calculo (derecha).
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Figura 3 | Hidrograma de entrada.

Figura 4 | Posicion de los puntos de medida en el valle.

La Figura 5 muestra la condicion inicial y la evolucion temporal del calado de agua en el valle para distintos instantes de
tiempo. En la Figura 6 se muestran los registros temporales de nivel de agua proporcionados por las siete sondas. La comparacioén
con los resultados proporcionados por los 19 modelos presentados en (Néelz y Pender, 2013) se realiza solamente en las sondas 1, 3,
5y 7. Por claridad en la presentacion de los resultados, en la Figura 6 solamente se ha representado la envolvente de las 19 curvas.
A la vista de los resultados obtenidos, todas las sondas generan curvas contenidas en el interior de la envolvente de los 19 modelos
tomados como referencia. Si se comparan los resultados del modelo difusivo con los que proporciona un modelo basado en las
ecuaciones completas del flujo de aguas poco profundas como RiverFlow2D, se observan diferencias poco significativas en general.
La discrepancia maxima se produce en la sonda 2, donde la diferencia entre los valores pico del calado ronda el 12%. Por lo tanto,
es posible concluir que el modelo difusivo implicito considerado en este trabajo proporciona valores satisfactorios del nivel de agua
en todos los puntos seleccionados. La Figura 7 muestra las lineas de contorno para valores de calado iguales a 0.5 m. De nuevo la
comparacion se establece mediante la envolvente de los resultados del resto de modelos. El modelo RiverFlow2D estd basado en
volimenes finitos de tipo explicito y se comercializa a través de Hydronia (http://www.hydronia.com/riverflow2d/).
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Figura 5 | Valores del calado en el valle fluvial para los instantes de tiempo t=0 s, t=2500 s, t=7500 s, t=12500 s, t=17500 s y t=108000 s.

La eficiencia del esquema implicito se mide comparando los tiempos de simulacion para varias elecciones de paso de tiempo,
top (imp), frente al tiempo de calculo empleado por el esquema explicito utilizando el paso de tiempo maximo que garantiza la
estabilidad del esquema numérico, 7., (exp, max). Se define como “speed-up” el cociente de los dos tiempos de calculo anteriores:
tepy(exp, max)

d—up =
speed —up tepy (imp)
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Figura 6 | Niveles de agua registrados por las siete sondas y comparacion con los resultados presentados en (Néelz y Pender, 2013).
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La Figura 8 muestra los tiempos de calculo obtenidos y los factores “speed-up” para una simulacion de un evento de 8 horas
de duracion (28800 s. El paso de tiempo maximo permitido por el esquema explicito es de Ar=0.03 s, con el cual, el tiempo de
calculo es de 903.15 s. A la vista de los resultados, se observa que el esquema implicito del modelo difusivo es mucho mas eficiente
que su version explicita para todos los pasos de tiempo seleccionados. Por otro lado, se observa que un paso de tiempo mayor no
siempre garantiza un tiempo de calculo menor. Esto se debe al caracter no lineal de la ecuacion y a la necesidad de un nimero muy
elevado de iteraciones para su linealizacion cuando se usan pasos de tiempo elevados. En este caso concreto, el paso de tiempo
optimo con el que se obtiene un tiempo de calculo menor es Ar=22 s, es decir, 733 veces mayor que el paso de tiempo maximo
para la version explicita del modelo difusivo. Esto supone una ventaja interesante a favor de la formulacion implicita del modelo
difusivo. Paralelizar el esquema difusivo en su version explicita podria ser una alternativa para acelerar su implementacion pero
siempre seria menos eficiente que la formulacion implicita propuesta.

Por ultimo, es interesante comentar que el tiempo de calculo requerido por el modelo completo Riverflow2D para la
simulacion del evento de 8 horas es de aproximadamente 25 s. Este dato es simplemente orientativo puesto que el presente estudio
no esta orientado a comparar la eficiencia relativa del modelo difusivo y del modelo completo.

Figura 7 | Contornos correspondientes a valores de calado igual a 0.5 m (azul) y comparacion con los resultados presentados en (Néelz y Pender,
2013) (amarillo).

42

Tiempo de CPU —o—
Speed-up —o— 4 30

Timepo de CPU (s)
Speed-up

30 L 1 . L 1 20
12 14 16 18 20 22

Paso de tiempo (s)

Figura 8 | Tiempo de calculo y speed-up frente al esquema explicito para diferentes valores de paso de tiempo.
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CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se ha presentado un modelo difusivo implicito aplicado a la simulacion de inundacion de valles fluviales. A
la vista de los resultados obtenidos y de las comparaciones realizadas con otros modelos, se pueden concluir los siguientes aspectos:

* El modelo difusivo se beneficia de una discretizacion temporal implicita, aumentando su eficiencia en gran medida frente
al uso de un esquema explicito. Para el caso presentado, se ha obtenido un valor de “speed-up” ligeramente superior a 28.

* Debido al caracter no lineal de la ecuacion difusiva, un paso de tiempo mayor no siempre garantiza un menor coste
computacional. Esto se debe al aumento del numero de iteraciones necesarias para linealizar el sistema conforme se
aumenta el paso de tiempo. Por lo tanto, para maximizar la eficiencia del esquema implicito, resulta necesario encontrar
el paso de tiempo Optimo para cada problema.

* En el caso presentado, el modelo difusivo proporciona resultados de calado y nivel de agua similares a otros modelos,
incluso aquellos que emplean una formulacion matematica basada en las ecuaciones de aguas poco profundas.

* En términos de coste computacional, el modelo difusivo implicito proporciona una eficiencia similar a la del modelo
comercial RiverFlow2D, basado en un esquema explicito de las ecuaciones de aguas poco profundas. Las pequenas
diferencias en los tiempos de calculo se pueden atribuir a las distintas implementaciones de los codigos. Esta similitud
en los resultados y tiempos de calculo dificulta la tarea de elegir uno de los dos modelos para la resolucion de problemas
transitorios lentos, como el considerado en este trabajo. La aparente simplicidad matematica del modelo difusivo choca
con la necesidad de emplear un esquema implicito para una resolucion competitiva, lo cual complica en gran medida la
resolucion numérica. Por otro lado, la aparente complejidad matematica del modelo basado en las ecuaciones de aguas
poco profundas se atentia con la resolucion mediante un esquema explicito que, a pesar de poseer una limitacion en el
paso de tiempo por razones de estabilidad numérica, resulta muy eficiente si se hace un correcto tratamiento de los frentes
seco/mojado. También cabe destacar la mejor adaptabilidad al calculo en paralelo de los esquemas explicitos frente a los
implicitos.
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