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Resumen

En este articulo se va a presentar la metodologia general para
el calculo de la Densidad Espectral de Potencia de una senal di-
gital PAM (Pulse Amplitude Modulation o Modulacién de Pulsos
en Amplitud) sin memoria, es decir, cada una de las amplitu-
des representara la informaciéon de un simbolo transmitido y sera
independiente del resto de simbolos.

El célculo se haré considerando que la senal es multinivel. Es
decir, habra M simbolos a transmitir, y cada uno de ellos tendra
una amplitud distinta que representara informacion digital corres-
pondiente a logy M bits.

Se evaluara tanto el caso polar (las amplitudes pueden tomar
valores positivos y negativos) como el unipolar (todas las ampli-
tudes son positivas o nula), y se particularizara para el caso de
pulsos conformadores rectangulares, de duraciéon igual al periodo
de simbolo T, es decir, sin retorno a cero o NRZ (Non Return to
Zero).

Objetivos y conocimientos previos

Los objetivos de aprendizaje este articulo docente se presentan de forma es-
quematica en la tabla 1.

Como conocimientos previos, el alumno debera tener nociones béasicas de trans-
mision digital banda base mediante pulsos PAM (Pulse Amplitude Modulation),
asi como de los codigos de linea mas utilizados (polar, unipolar,...).

También es interesante que conozca los fundamentos para el célculo de las
densidades espectrales de potencia de este tipo de senales digitales, aunque se
hara un repaso en la siguiente seccién.

Se haré referencia a la bibliografia presentada al final del articulo para aquellas
demostraciones que queden fuera del &mbito de interés principal.



Tabla 1: Objetivos de aprendizaje

1. Se aprendera a calcular de forma analitica la densidad espec-
tral de potencia de de una senal digital PAM multinivel

2. Se trabajara con codificacion polar (amplitudes de simbolos
simétricamente distribuidas en valores positivos y negativos)
y unipolar (todas las amplitudes positivas o nula)

3. Se comprobara que, en ambos casos, los anchos de banda que
ocuparan son iguales e independientes del ntimero de simbolos

4. En el caso unipolar, se observara claramente el término de
componente continua

5. Se propondra como tareas adicionales la simulacion de los dis-
tintos casos para verificar los resultados analiticos obtenidos,
la particularizaciéon para casos sencillos de algunas expresiones
y la extension para codigos de linea con retorno a cero (RZ)

1 Introduccién

Una senal digital PAM (Pulse Amplitude Modulation o Modulacion de Pulsos
en Amplitud) no es mas que una sucesion de pulsos g(t), enviados cada T
segundos, y modulados en amplitud cada uno de ellos por una valor a;, que es
donde realmente reside la informacion digital (Ziemer 2010):

spam(t) = Z arg(t — kT) (1)

Al no indicar los limites del sumatorio, queremos dar a entender que la sucesion
es indefinida, aunque, a efectos de calculo, se considerara que el indice k variara
desde —oo hasta oo.

Cada amplitud a; representard informacién de un simbolo formado por uno
o mas bits, y a T se le llamar4 periodo de simbolo. Dependiendo de qué
amplitudes se asignen y en qué casos, se tendré un cédigo de linea u otro.

Al pulso g(t) se le llama pulso conformador y, aunque no sirve més que de
transporte de la informacién contenida en aj, determinaré en gran parte las
caracteristicas de la senal digital.



2 Funcion de autocorrelacion de las amplitudes

Por tanto, la senal digital spay(t) tendra una parte determinista referida al
pulso conformador g(t) utilizado, pero también una parte no determinista, ya
que los valores de las amplitudes a; serdn desconocidas a priori por el receptor.

Para conocer las caracteristicas espectrales de este tipo de seniales, habra que
recurrir a la Densidad Espectral de Potencia, que puede calcularse de la si-
guiente forma (Ziemer 2010):

5.0F) =GP 7 32 Ralm)e 277 2)

donde G(f) es el espectro del pulso conformador g(¢) utilizado, y R,(n) es la
Funcién de Autocorrelaciéon de las amplitudes ay, que se presentara en la
siguiente seccion.

2 Funcién de autocorrelaciéon de las amplitudes

La funcién de autocorrelacion de las amplitudes se define como el valor medio
del producto de dos amplitudes correspondientes a dos simbolos separados n
posiciones (es decir, n periodos de simbolo en la senal digital) (Couch 2008):

Rq(n) = Elayay ] (3)

Es inmediato comprobar que se trata de una funciéon par, es decir, R,(n) =
R,(—n). Ademas, para cualquier codigo de linea se cumple que:

R.(n = 0) = Elayax] = Ela?] = a2 (4)

Es decir, en n = 0 la funcién de autocorrelaciéon es igual al valor medio de los
cuadrados de las amplitudes del c6digo de linea utilizado.



3 Codigos de linea sin memoria

Se dice que un codigo de linea es sin memoria, cuando para seleccionar la
amplitud asociada a cada simbolo no se tiene en cuenta los simbolos anteriores
ni posteriores. Por tanto, cada amplitud a; es independiente de las demaés.

Como consecuencia de ello, en estos casos se tendra que la funciéon de autoco-
rrelacion para n # 0 se podra calcular de la siguiente forma:

R,(n #0) = Elayax—,| = Elay]Elay, ] = Elax]* = a” (5)

Es decir, para c6digos sin memoria se cumple que la funciéon de autocorrelacion
para n # 0 es igual al cuadrado del valor medio de las amplitudes.

4 Calculo de la densidad espectral de potencia para una
senal PAM polar multinivel

Para aplicar lo aprendido hasta el momento, se va a proceder a calcular la
densidad espectral de potencia para el caso de una senal PAM cuyas amplitudes
puedan tomar M valores simétricamente distribuidos en polaridad positiva y
negativa.

Por tanto, se van a considerar las siguientes M amplitudes: +A, £3A4, ... |
+(M —1)A. Recordemos que M ha de ser potencia de 2 para que cada amplitud
represente un numero entero de bits igual a log, M.

Esto significa que cada uno de los simbolos que se transmita podré ser uno de
los M siguientes:



4 Cadlculo de la densidad espectral de potencia para una senal PAM polar multinivel

s1(t) —(M —1)Ag(?)
So(t —(M —3)Ag(t)
sy(t) = —Ag(t)
suq(t) = Ag(t)

swalt) = (M —3)Ag(t)
sult) = (M —1)Ag(t)

Al estar las M amplitudes simétricamente distribuidas respecto a 0, es evidente
que su valor medio es nulo. Por tanto, teniendo en cuenta la Ecuacion 4 y la
Ecuacion 5, se tiene que, en este caso, la funcién de autocorrelacion seré:

m={ 5" Sn g0 ®

Solo queda, por tanto, calcular el valor medio de los cuadrados de las amplitu-
des, a;,2. Dejamos para el alumno que haga el calculo para un valor concreto de
M o que obtenga la expresion general para cualquier M (mucho mas complejo
y fuera del ambito de este articulo).

Sustituyendo la funcién de autocorrelacién obtenida, en la Ecuacion 2, se tiene:

Qg

5.(F) =GP 0 2 Ralm)e 770 = |G() % 7)

Como se puede apreciar, en este caso, la densidad espectral de potencia no es
mas que una version escalada del moédulo al cuadrado del espectro del pulso uti-
lizado, por lo que ocuparé exactamente su ancho de banda, con independencia
del ntmero de simbolos M que se utilice (Lathi y Ding 2009).

En el caso particular de trabajar con pulsos rectangulares de duracion T (es
decir, g(t) = J[ (%)), cuyo espectro sea G(f) = Tsinc(fT), se obtendra la
siguiente densidad espectral de potencia:

S.(f) = ax?Tsinc*(T) (8)



Esta densidad espectral de potencia presenta nulos en frecuencias miltiplos de
1/T, excepto en f = 0.

Como ejercicio, es interesante que el alumno haga una simulacién en Simu-
link® de este tipo de codificacién, para comprobar que la densidad espectral
de potencia que se obtiene es la calculada.

5 Calculo de la densidad espectral de potencia para una
senal PAM unipolar multinivel

Ahora vamos a calcular la densidad espectral de potencia de una senal digital
PAM cuyas amplitudes puedan tomar los siguientes M valores: 0, A, 24, ... ,
(M —1)A.

Teniendo en cuenta lo visto en la secciéon 2 y en la seccién 3, la funcién de
autocorrelacion de las amplitudes sera:

. a2 sin=0
Ra(w)={ & 52 (9)

Ahora el valor medio @ no sera nulo, por lo que en el sumatorio de la Ecua-
cion 2 habré infinitos sumandos no nulos. Teniendo en cuenta la Relacion de
Parseval (Wikipedia 2017) y que @;> y ax? las podemos relacionar con la va-

rianza mediante ng = a,2 — a3, finalmente quedara la densidad espectral de
potencia para el caso unipolar de la siguiente forma:

S = 10D 3 Ralm)e 777 =

= G

ak2 _a—k2 + 2 %26—]2ﬂnTj] —
n




6 Versiones RZ

Observamos que aparecen multitud de deltas en frecuencia cada 1/T, incluyen-
do una en f = 0 que representa el término en continua que claramente tiene
este tipo de senales digitales.

No es dificil obtener el valor medio y la varianza de las amplitudes para este
caso de codificaciéon unipolar con M simbolos:

M—-1
ar = A
2
M? -1
2 — A2
Ta 12

Finalmente, al igual que en el caso polar, podemos obtener la densidad espectral
de potencia al utilizar pulsos rectangulares de duraciéon 1" para el caso unipolar:

S.(f) = M;_lAQTsinc?( fT) +

M —1)°
WA s (1)
Vemos que la mayor parte de las deltas desaparecen al coincidir con los nulos
de la sinc, permaneciendo el término de continua.

Dejamos como ejercicio para el alumno que particularice para los casos més
sencillos: M =2y M = 4, asi como la implementaciéon de las simulaciones en
Simulink® que comprueben los resultados obtenidos.

6 Versiones RZ

Todo lo visto en este articulo se refiere a codigos sin retorno a cero (NRZ: Non
Return to Zero). Para obtener las versiones RZ (con retorno a cero), bastaria
con sustituir los espectros de los pulsos g(t) por sus versiones cuya duracion
temporal sea la mitad (lo cual repercutira en un mayor ancho de banda).

Asi, en el caso de pulsos rectangulares, ahora se trabajaria con g(t) = [] (TL/Q),

cuyo espectro es G(f) = Lsinc (f).

Dejamos para el alumno la obtencién de las densidades espectrales de las ver-
siones RZ con pulsos rectangulares, tanto para el caso polar como el unipolar,
su simulacion y la verificaciéon de la posicion de los nulos.



Bibliografia

Conclusiones

Se ha presentado en este articulo cémo calcular la densidad espectral de po-
tencia de una senal digital PAM multinivel, tanto para el caso polar como
el unipolar. Ambas presentan caracteristicas espectrales similares (su ancho
de banda es independiente del ntumero de simbolos utilizado), salvo que en
el caso unipolar aparecen adicionalmente componentes discretas en frecuencia
(deltas), la mas significativa de las cuales esta situada en f = 0 (componente
continua).

Al utilizar pulsos rectangulares de duracion igual al periodo de simbolo T, se
observan en ambos casos nulos en la densidad espectral de potencia cada 1/T,
salvoen f = 0.

Se ha dejado al lector como trabajo adicional, la particularizacién para valores
de M sencillos, la implementacién de simulaciones que corroboren lo calculado,
y la ampliacion al caso RZ (codigos de linea con retorno a cero).
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