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pasé por el despacho de Vicente en busca de algún proyecto fin de carrera que me despertara
cierto interés. De la charla con mis actuales directores de tesis me llamó mucho la atención
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Resumen

Las guı́as coaxiales se emplean frecuentemente en la alimentación e interconexión de un
elevado número de dispositivos de microondas y ondas milimétricas utilizados en numerosas
aplicaciones prácticas (filtros, diplexores, multiplexores, etc.). Por ello, la caracterización
rigurosa y eficiente de la excitación coaxial de dispositivos implementados en tecnologı́a
guiada es un tema de investigación muy importante que ha sido tratado ampliamente en la
literatura técnica. Sin embargo, el número de contribuciones que se dedican a investigar este
tema desde un punto de vista multimodal es realmente reducido.

El objetivo fundamental de este trabajo consiste en la caracterización multimodal eficien-
te de la excitación coaxial de dispositivos implementados en guı́a rectangular utilizando el
método BI-RME (Boundary Integral - Resonant Mode Expansion) 3D. En concreto, en este
trabajo se caracterizan dos tipos de configuraciones ampliamente utilizadas en la práctica:
la excitación coaxial clásica, y la excitación coaxial en configuración colineal. Este últi-
mo tipo de excitación se emplea comúnmente en los denominados filtros en configuración
comb-line, los cuales también son objeto de investigación en el presente trabajo. En particu-
lar, se ha desarrollado una herramienta de análisis y diseño muy eficiente desde un punto de
vista computacional que permite caracterizar de forma precisa este tipo de filtros.

Otro de los objetivos del presente trabajo es el análisis y el diseño de uniones en guı́a
rectangular compensadas con postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica utilizando la técni-
ca BI-RME 3D. Las uniones diseñadas (codos rectos, uniones en T, uniones T mágica y
uniones turnstile) presentan una respuesta eléctrica óptima y, además, el trabajo desarrollado
demuestra que la posición relativa del poste en la estructura es un parámetro de diseño muy
importante que no se habı́a considerado previamente en la literatura técnica dedicada a este
tema.





Resum

Les guies coaxials es fan servir freqüentment en l’alimentació i la interconnexió d’un
gran nombre de dispositius de microones i ones mil.limètriques utilizats en diverses aplica-
cions pràctiques (filtres, diplexors, multiplexors, etc.). Per aquesta raó, la caracterització ri-
gurosa i eficient de l’excitació coaxial de dispositius implementats en tecnologia guiada és un
tema d’investigació molt important que ha sigut àmpliament tractat en la literatura tècnica.
A pesar d’això, el nombre de contribucions dedicades a investigar aquest problema des d’un
punt de vista multimodal es realment reduı̈t.

L’objectiu fonamental d’aquest treball consisteix en la caracterització multimodal efi-
cient de l’excitació coaxial de dispositius implementats en guia rectangular utilitzant el
mètode BI-RME (Boundary Integral - Resonant Mode Expansion) 3D. En concret, en aquest
treball es caracteritzen dos tipus de configuracions àmpliament utilitzades en la pràctica:
l’excitació coaxial clàssica, i l’excitació coaxial en configuració colinial. Aquest últim ti-
pus d’excitació s’empra comunament en els denominats filtres en configuració comb-line,
els quals també són investigats en aquest treball. En particular, s’ha desenvolupat una fe-
rramenta d’anàlisi i disseny molt eficient des d’un punt de vista computacional que permet
caracteritzar de forma precisa aquest tipus de filtres.

Altre dels objectius d’aquest treball és l’anàlisi i el disseny d’unions en guia rectangular
compensades amb pals conductors de geometria cilı́ndrica utilitzant la tècnica BI-RME 3D.
Les unions dissenyades (colzes rectes, unions en T, unions T màgica i unions turnstile) pre-
senten una resposta elèctrica òptima i, a més, el treball desenvolupat demostra que la posi-
ció relativa del pal en l’estructura és un paràmetre de disseny molt important que no s’havia
considerat prèviament en la literatura tècnica dedicada a aquest tema.





Abstract

Coaxial waveguides are frequently used in order to feed and interconnect a wide variety
of microwave and millimeter wave devices (filters, diplexers, multiplexers, etc.). As a con-
sequence, the rigorous and efficient characterization of the coaxial excitacion of waveguide
structures is a very important topic that has been widely studied in the technical literature.
However, a few number of these contributions investigate this problem from a multimodal
point of view.

The main objective of this work is the efficient multimodal characterization of the coaxial
excitation of waveguide components using the 3D BI-RME (Boundary Integral - Resonant
Mode Expansion) method. In particular, two types of configurations widely used in practical
applications are discussed: the classical coaxial excitation, and the coaxial excitation based
on an end-launcher configuration. The end-launcher configuration is commonly used to feed
comb-line filters, which are also investigated in this work. Concretely, a very efficient CAD
tool for the analysis and design of comb-line filters has been developed.

The analysis and design of compensated waveguide junctions using partial-height meta-
llic posts is also a main objective of this investigation. Following the 3D BI-RME method,
we present the design of a great variety of compensated waveguide junctions (right-angled
bends, T junctions, magic T junctions, and turnstile junctions) with an optimum electrical
performance. Moreover, we demonstrate that the relative position of the metallic post in the
structure is a very important design parameter that has not been taken into account in pre-
vious works concerning compensated junctions using partial-height metallic posts.
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XIV ÍNDICE
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mentada en guı́a rectangular. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
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3.4. Pérdidas de retorno de un codo recto en plano H implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 0,5 mm, h = 9,0 mm).
Comparación del caso en el que el poste está en una posición descentrada (x0 = 9,45
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4.23. Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.22.
Los datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS. . . . . . . . . . 179

4.24. Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial
de dispositivos en configuración colineal. En este tercer ejemplo, se abren los acce-
sos (1), (2) y (3) del bloque básico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
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2.10. Número de onda de corte relativo a los modos TEz
s,3 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una

guı́a circular de radio r1 = 1,0 m. Los resultados obtenidos con la herramienta
implementada se comparan con los datos extraı́dos de [44]. . . . . . . . . . . . . 54

2.11. Estudio de convergencia para el número de onda de corte expresado en rad/m de
los modos TEz

s,3 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m
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piñón del dispositivo comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24. . . . . . . . . 213

5.10. Dimensiones y posición relativa (mm) de los tornillos de sintonı́a del dispositivo
comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

5.11. Dimensiones (mm) de los irises de sección transversal circular del dispositivo comb-
line de 8 resonadores de la figura 5.29. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216



XXIX

5.12. Dimensiones (mm) del filtro comb-line de 6 resonadores en lı́nea de la figura 5.34.
Se asume que el iris de cada resonador es el que se conecta al puerto local (2) de
dicho resonador. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 220



XXX Índice



Capı́tulo 1

Introducción

1.1. Motivación y Objetivos de la Tesis

La caracterización multimodal rigurosa de la excitación coaxial de dispositivos de mi-
croondas implementados en tecnologı́a guiada es un tema de investigación que, desde hace
décadas, ha suscitado un enorme interés en la comunidad cientı́fica. Un gran número de dis-
positivos utilizados actualmente en las bandas de microondas y ondas milimétricas (filtros,
diplexores, multiplexores, transductores ortomodales, etc.) se alimentan frecuentemente uti-
lizando una excitación mediante sonda coaxial. Asimismo, las guı́as coaxiales se emplean
comúnmente como elemento de interconexión de los diferentes subsistemas que integran un
gran número de dispositivos. Sin embargo, a pesar de la gran relevancia que han adquirido las
guı́as coaxiales en el proceso de diseño de numerosos dispositivos de enorme interés prácti-
co, en la literatura técnica existen muy pocos trabajos de investigación dedicados a realizar
un análisis multimodal riguroso de la excitación coaxial de estructuras implementadas en
tecnologı́a guiada. De hecho, la gran mayorı́a de las contribuciones realizadas hasta la fecha,
se centran, fundamentalmente, en el cálculo de la impedancia de entrada de la estructura bajo
análisis vista desde la guı́a coaxial de excitación con el objetivo de maximizar el grado de
adaptación entre los diferentes medios guiados.

Por otra parte, es importante comentar que, en la actualidad, la excitación mediante sonda
coaxial no suele considerarse en la fase inicial del proceso de análisis y diseño de muchos
dispositivos utilizados en las bandas de microondas y ondas milimétricas; es decir, suele ser
habitual integrar la excitación coaxial en el dispositivo tras finalizar el proceso de diseño
del mismo. Este procedimiento puede originar que, una vez integrada dicha excitación, la
respuesta eléctrica del dispositivo no coincida con la que inicialmente se habı́a diseñado. En
consecuencia, serı́a muy ventajoso disponer de una herramienta de simulación que, desde
un primer momento, integrase la excitación coaxial en la caracterización multimodal del
dispositivo bajo análisis. De esta forma, no sólo se lograrı́a un ahorro importante en el tiempo
invertido en el proceso de diseño, sino también una importante reducción en el volumen del
subsistema finalmente diseñado.

En esta misma lı́nea, la industria dedicada al sector de las telecomunicaciones espaciales
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ha mostrado un especial interés en el desarrollo de una herramienta de simulación, flexi-
ble y muy eficiente desde un punto de vista computacional, que les permita disminuir de
manera sustancial el tiempo invertido en el proceso de diseño de diferentes dispositivos de
microondas que suelen excitarse mediante sonda coaxial, como los denominados filtros en
configuración comb-line (actualmente, muchos de estos dispositivos suelen diseñarse utili-
zando programas de simulación de propósito general ineficientes computacionalmente para
el diseño de este tipo de estructuras).

Ası́ pues, todos los hechos comentados anteriormente han motivado la realización de
este trabajo de investigación. En este sentido, el objetivo fundamental de la presente tesis
doctoral es la caracterización multimodal rigurosa de la excitación coaxial de dispositivos
implementados en guı́a rectangular. Además, con el objetivo de que la herramienta de simu-
lación implementada pueda ser posteriormente integrada en otras herramientas destinadas al
diseño automatizado de dispositivos, es de vital importancia que el método de análisis utili-
zado sea muy eficiente desde un punto de vista computacional. Por este motivo, se ha optado
por escoger una técnica de análisis multimodal basada en el método BI-RME 3D (Boundary
Integral - Resonant Mode Expansion), el cual permite el análisis electromagnético eficiente
de estructuras de geometrı́a 3D arbitraria obteniendo una representación multimodal equiva-
lente de las mismas en términos de una matriz de admitancias generalizada. De este modo,
la técnica de análisis mencionada se empleará con el fin de obtener una caracterización mul-
timodal rigurosa de dos tipos diferentes de excitación mediante sonda coaxial, ambas muy
utilizadas en la práctica: la excitación coaxial estándar y la excitación coaxial en configura-
ción colineal. Este último tipo de excitación, caracterizada por el hecho de que la guı́a coaxial
se mantiene colineal con la guı́a rectangular a la que alimenta, se utiliza frecuentemente en la
alimentación de los denominados filtros en configuración comb-line, los cuales son también
objeto de análisis en esta tesis doctoral.

Por otra parte, con el fin de caracterizar de forma rigurosa la excitación coaxial de dispo-
sitivos implementados en guı́a rectangular, ha sido necesario extender la teorı́a del método
BI-RME 3D para que se permita el análisis de dispositivos con puertos de acceso situados
en planos ortogonales, siendo uno de dichos puertos de tipo coaxial. La razón de ello es que,
hasta la fecha, el método BI-RME 3D se ha utilizado para caracterizar dispositivos con puer-
tos de acceso de sección transversal rectangular situados en planos paralelos. Esta extensión
del método BI-RME 3D, que constituye una de las principales aportaciones originales de
este trabajo, ha permitido el análisis y diseño de diferentes tipos de uniones en guı́a rectan-
gular (codos rectos y uniones en T en plano H y en plano E, uniones en T mágica y uniones
turnstile) compensadas con postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica.

Finalmente, es importante destacar que el análisis multimodal de la excitación coaxial de
estructuras implementadas en guı́a rectangular ha requerido el cálculo de los coeficientes de
acoplamiento modal entre las soluciones modales asociadas a una guı́a coaxial y las relativas
a la guı́a rectangular a la que el coaxial alimenta. Este cálculo ha originado una sección de
esta tesis doctoral dedicada al análisis eficiente de uniones planares complejas entre guı́as de
onda de sección transversal arbitraria utilizando la técnica de la ecuación integral. Ası́ por
ejemplo, en dicha sección se estudian uniones planares entre dos guı́as coaxiales, entre una
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guı́a rectangular y una guı́a coaxial, y entre una guı́a rectangular y una guı́a circular (el
análisis de este último tipo de unión resulta de interés para analizar filtros en configuración
comb-line que incluyan irises de acoplamiento de sección transversal circular).

1.2. Revisión Bibliográfica

En este apartado se realiza una revisión bibliográfica breve de las principales aportaciones
realizadas en los diferentes temas de investigación que se tratan en esta tesis doctoral. De esta
manera, se ha optado por presentar una revisión bibliográfica más exhaustiva en los apartados
de introducción de cada uno de los capı́tulos que integran este trabajo.

En relación con el análisis multimodal de uniones planares entre guı́as de onda de dife-
rente sección transversal, merecen especial mención la técnica de adaptación modal [1], el
denominado método directo [2], [3], el método de los elementos finitos [4] y la técnica de
la ecuación integral [5], [6], [7]. Esta última, que es la que se ha escogido para caracterizar
de manera rigurosa las diferentes uniones planares analizadas, es la más eficiente desde un
punto de vista computacional, aunque es la que requiere un desarrollo teórico más complejo.

Por otro lado, en la literatura técnica pueden encontrarse numerosas contribuciones de-
dicadas al análisis y diseño de uniones compensadas en guı́a rectangular como las que son
objeto de análisis en este trabajo. De entre ellas, destacamos las que se basan en obtener una
matriz de admitancias generalizada o una matriz de dispersión generalizada equivalente que
caracterice la unión bajo análisis [8], [9], [10]. En nuestro caso, se ha optado por implementar
el método BI-RME 3D, dada su enorme flexibilidad y su elevada eficiencia computacional
[11], [12].

Finalmente, en relación con la caracterización de la excitación coaxial de dispositivos
implementados en tecnologı́a guiada, es posible encontrar un elevado número de contribu-
ciones dedicadas a mejorar el grado de adaptación entre la guı́a coaxial y el subsistema al
que ésta alimenta [13], [14], [15], [16]. Sin embargo, existen muy pocas aportaciones que
estudien el problema desde un punto de vista multimodal. Ası́ por ejemplo, aunque en [17]
y [18] se realiza un análisis riguroso de este tema, no se puede considerar que la caracteriza-
ción realizada sea estrictamente multimodal ya que, en la guı́a coaxial, sólo se considera el
modo fundamental TEM. Por otro lado, aunque en [19] sı́ se realiza un análisis multimodal
de la excitación coaxial de dispositivos, la técnica empleada tiene la gran desventaja de ser
poco eficiente desde un punto de vista computacional. En este trabajo de tesis, con el fin de
utilizar una técnica de análisis rigurosa y eficiente, se ha optado por caracterizar la excitación
coaxial utilizando el método BI-RME 3D.

1.3. Estructura de la Tesis

La presente tesis doctoral se encuentra dividida en seis capı́tulos. El primero de ellos es
el presente capı́tulo de introducción, en el que se han destacado las principales motivaciones
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y objetivos de la tesis, y se ha realizado una breve revisión bibliográfica de los temas de
investigación tratados en este trabajo.

El capı́tulo 2 se dedica al análisis multimodal eficiente de uniones planares complejas.
En este capı́tulo se presenta, en primer lugar, la técnica de la ecuación integral utilizada para
caracterizar uniones planares entre guı́as de onda de diferente sección transversal. Posterior-
mente, la técnica se aplica para analizar diferentes tipos de discontinuidades. En particular,
se estudian discontinuidades entre guı́as rectangulares y guı́as coaxiales, entre guı́as rec-
tangulares y guı́as circulares, discontinuidades entre guı́as coaxiales de diferente sección
transversal, y uniones planares entre múltiples guı́as rectangulares. Por otro lado, con el fin
de maximizar la eficiencia computacional del método implementado, se propone una técnica
alternativa para calcular las soluciones modales de una guı́a coaxial y de una guı́a circular.
En concreto, se propone expresar la variación radial de las soluciones modales relativas a
los medios guiados mencionados, en términos de funciones sinusoidales que satisfacen las
correspondientes condiciones de contorno. De esta manera, se evita el uso de las clásicas fun-
ciones de Bessel, con lo que se acelera el cálculo de las diferentes integrales numéricas que
surgen al caracterizar este tipo de discontinuidades (en particular, aquellas discontinuidades
en las que interviene la guı́a coaxial).

En el capı́tulo 3 se utiliza el método BI-RME 3D para el análisis riguroso y eficiente de
uniones compensadas en guı́a rectangular. Ası́, en primer lugar, se realiza una revisión del
método BI-RME 3D y, posteriormente, se presenta una generalización de dicho método que
permite el análisis de uniones en guı́a rectangular que posean puertos de acceso situados en
planos ortogonales. De esta manera, se posibilita el diseño de diferentes tipos de uniones en
guı́a rectangular compensadas con postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica. En concreto,
se diseñan codos rectos en plano H y en plano E, uniones en T en plano H y en plano E,
uniones T mágica y uniones turnstile. Es importante destacar que en este capı́tulo, aparte de
investigar cómo influyen el radio y la altura del poste conductor en la respuesta eléctrica de
las diferentes uniones analizadas, se demuestra que la posición relativa del poste conductor
en la estructura es un parámetro de diseño muy importante que, hasta ahora, no se habı́a
tenido en cuenta en la literatura técnica dedicada a este tema. Este nuevo parámetro de diseño
permitirá la optimización de la respuesta eléctrica de muchas de las uniones estudiadas.

En el capı́tulo 4 se trata el análisis multimodal riguroso de la excitación coaxial de dis-
positivos en guı́a de ondas. Para abordar este objetivo, se utiliza el método BI-RME 3D. En
este capı́tulo se analizan dos tipos de excitación mediante sonda coaxial muy utilizados en la
práctica: la excitación coaxial clásica, y la excitación coaxial en configuración colineal, en la
que la sonda coaxial permanece colineal con la guı́a rectangular a la que alimenta. Para am-
bos tipos de configuración, se detalla el análisis multimodal correspondiente y se presentan
diferentes ejemplos de verificación que validan completamente la precisión y la eficiencia
computacional de la técnica multimodal empleada. Por otro lado, la gran versatilidad del
método BI-RME 3D utilizado permite considerar excitaciones mediante sondas coaxiales
terminadas en disco, las cuales consiguen mejorar las pérdidas de retorno del dispositivo y
aumentar el ancho de banda de adaptación. Finalmente, como ejemplo de aplicación, se pre-
senta el diseño de un filtro inductivo implementado en guı́a rectangular excitado mediante
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sonda coaxial.

En el capı́tulo 5 se presenta una herramienta de simulación destinada al análisis eficiente
de los denominados filtros en configuración comb-line. Este tipo de filtros, muy utilizados en
diversas aplicaciones prácticas en el ámbito de las comunicaciones espaciales, están cons-
tituidos por la asociación de diferentes resonadores rectangulares cargados con postes con-
ductores de geometrı́a cilı́ndrica. Los diversos resonadores se acoplan entre sı́ mediante los
correspondientes irises de acoplamiento, los cuales pueden ser de sección transversal rectan-
gular o circular, y estar situados en una posición arbitraria. Por otro lado, este tipo de filtros
suele estar alimentado por sondas coaxiales en configuración colineal que pueden contactar
o no con el poste conductor presente en los resonadores comb-line. En este capı́tulo se ana-
liza el caso en el que la sonda coaxial no llega a contactar con el poste conductor. Ası́ pues,
el objetivo de este capı́tulo consiste en la implementación de una herramienta de simulación
eficiente que consiga analizar con precisión este tipo de filtros. La herramienta desarrolla-
da permite considerar diferentes tipos de puertos de acceso (entre ellos, el de tipo coaxial),
permite introducir tornillos metálicos de sintonı́a en los resonadores, ası́ como considerar
diferentes tipos de postes conductores (en forma de vaso o en forma de champiñón) además
del poste clásico de geometrı́a cilı́ndrica. La herramienta desarrollada se ha validado con di-
ferentes ejemplos de aplicación, entre ellos, un filtro comb-line paso-banda de 4 resonadores
que trabaja en banda C.

Finalmente, en el capı́tulo 6 se recogen las conclusiones más relevantes del trabajo de
investigación realizado, y se apuntan las lı́neas futuras de investigación que origina la pre-
sente tesis doctoral. Las publicaciones más relevantes relacionadas con la labor investigadora
desarrollada en este trabajo se presentan en el Apéndice H.



6 Introducción



Capı́tulo 2

Contribuciones al Análisis Eficiente de
Uniones Planares Complejas

2.1. Introducción

En la actualidad, los sistemas de comunicaciones utilizados en diversas aplicaciones en
las bandas de microondas y de ondas milimétricas (por ejemplo, sistemas radar, sistemas
inalámbricos y sistemas embarcados para aplicaciones espaciales) están basados en una gran
variedad de componentes implementados en tecnologı́a guiada [20]. La gran mayorı́a de di-
chos componentes, a causa de unas especificaciones de diseño de tipo eléctrico y mecánico
cada vez más restrictivas, se implementan mediante la conexión en cascada de guı́as de onda
de sección transversal arbitraria [21]. Una forma eficiente de caracterizar electromagnéti-
camente este tipo componentes es mediante la denominada técnica de segmentación [22],
[23], [24]. Este método permite el análisis eficiente de una estructura completa mediante la
caracterización multimodal de cada uno de los bloques fundamentales que componen dicha
estructura. En concreto, el análisis de un dispositivo basado en la conexión en cascada de
diferentes guı́as de onda de cualquier sección transversal puede descomponerse en la ca-
racterización parcial de cada una de las uniones planares y de los distintos tramos de guı́a
uniforme que integran la estructura.

En consecuencia, el análisis electromagnético de cualquier dispositivo implementado en
tecnologı́a guiada debe partir, necesariamente, de la caracterización rigurosa y eficiente de las
diferentes uniones planares que estén presentes en la estructura. Ası́ por ejemplo, en un filtro
en lı́nea inductivo implementado en guı́a rectangular, encontramos uniones entre guı́as de
onda de sección transversal rectangular [25]; en las denominadas uniones turnstile tenemos
una discontinuidad planar entre una guı́a rectangular y una guı́a circular [10]; en los filtros
implementados en tecnologı́a guiada es bastante común encontrar irises de acoplamiento cir-
culares, con lo que en este tipo de aplicaciones también encontrarı́amos discontinuidades
entre guı́as rectangulares y guı́as circulares [26]; y en los filtros en modo dual implementa-
dos en guı́a circular podemos encontrar discontinuidades entre guı́as circulares de diferente
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sección transversal [27].

Ası́ pues, el aspecto clave en la caracterización electromagnética de un gran número de
dispositivos utilizados frecuentemente en diversas aplicaciones prácticas radica en una mo-
delización rigurosa y eficiente de las diferentes discontinuidades que existan en la estructura.
En este sentido, el estudio de las uniones planares entre guı́as de onda de cualquier sección
transversal constituye un problema clásico en teorı́a de microondas. A pesar de que se ha rea-
lizado un enorme esfuerzo para desarrollar algoritmos de simulación muy eficientes durante
los últimos años [7], existe todavı́a un gran interés en este área a medida que va aumentando
la complejidad de los dispositivos y, paralelamente, se va requiriendo una mayor eficiencia
computacional a la herramienta de simulación.

Una de las primeras aportaciones relevantes al análisis de las uniones planares fue reali-
zada por Marcuvitz [28], quien caracterizó diferentes tipos de uniones en términos de redes
circuitales equivalentes. La gran ventaja de este tipo de representación radica en la sencillez
de la red circuital equivalente proporcionada. Sin embargo, es importante destacar que estas
redes circuitales equivalentes únicamente se han derivado para el modo fundamental, con lo
que resultan poco útiles para todas aquellas aplicaciones que requieran un tratamiento de tipo
multimodal. Por otro lado, la mayor parte de los esfuerzos recientes dedicados al análisis de
las uniones planares entre guı́as de onda arbitrarias se ha centrado en la representación de
estas uniones mediante redes multimodales equivalentes. De esta manera, la discontinuidad
que se produce en el plano de conexión de dos guı́as de onda de diferente sección trans-
versal se modela mediante una red multimodal, en la que el acoplamiento electromagnético
que se produce entre los diferentes modos asociados a las dos guı́as de la unión queda ca-
racterizado mediante un conjunto de parámetros dados. Ası́ por ejemplo, el método de la
adaptación modal (en inglés, mode-matching) logra caracterizar la unión planar bajo análi-
sis en términos de una red multimodal equivalente utilizando parámetros de dispersión [1].
Aunque la formulación teórica de este método no es excesivamente compleja, uno de sus
grandes inconvenientes es el conocido problema de la convergencia relativa [29], [30], [31].
Otro método multimodal que merece ser destacado es el denominado método directo [2], [3],
[32]. Esta técnica permite representar una unión planar entre dos guı́as de onda arbitrarias
mediante una red equivalente multimodal formulada en términos de una matriz de admitan-
cias generalizada. Para ello, el método se basa en la teorı́a general de lı́neas de transmisión.
Si bien este método es sumamente riguroso y su formulación teórica es sencilla, su eficien-
cia computacional no es muy elevada y exige separar un acceso de referencia del plano de la
unión.

Por otro lado, el método de los elementos finitos (en inglés, finite-element method) [4]
puede también utilizarse para al análisis multimodal de uniones planares. Aunque la gran
ventaja de esta técnica es su enorme versatilidad, su eficiencia computacional es bastante
inferior a la que proporcionan los métodos multimodales comentados anteriormente en este
apartado de introducción. Por último, otro método ampliamente utilizado en la caracteriza-
ción electromagnética de uniones planares es la técnica de diferencias finitas en el dominio
del tiempo (en inglés, FD-TD, Finite-Difference Time-Domain). Este método, cuya formu-
lación original puede encontrarse en [33], se basa en la discretización de las ecuaciones
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diferenciales de Maxwell en los dominios espacial y temporal, estableciendo un conjunto de
ecuaciones en diferencias para las seis componentes del campo electromagnético. A pesar
de que esta técnica es muy versátil y ofrece una gran flexibilidad de análisis, su principal
limitación vuelve a ser la escasa eficiencia computacional del método.

El objetivo de este capı́tulo es el análisis multimodal riguroso y eficiente de uniones pla-
nares complejas utilizando la técnica de la ecuación integral, cuya formulación se encuentra
detallada en [5], [6], [7], [34]. Este método permite la representación de una unión planar en
términos de una red multimodal equivalente basada en una matriz de impedancias genera-
lizada. La gran aportación de esta nueva técnica radica en la distinción que introduce entre
los denominados modos accesibles, que se utilizan para conectar transiciones, y los deno-
minados modos localizados, usados para describir el campo electromagnético en la unión.
Gracias a esta aportación, la red multimodal equivalente queda formulada, únicamente, en
términos de los modos accesibles, reduciendo ası́ enormemente el esfuerzo computacional
asociado a la herramienta de simulación, pues la técnica logra resultados convergentes con
un número reducido de modos accesibles. Por otra parte, el inconveniente más importante de
esta técnica de análisis multimodal es la complejidad asociada a la formulación teórica del
método.

En la siguiente sección, se presentan las diferentes contribuciones que este capı́tulo apor-
ta a la técnica de la ecuación integral. Ası́, hasta la fecha, dicha técnica se habı́a aplicado,
tı́picamente, a la caracterización de uniones entre guı́as rectangulares. Sin embargo, en este
capı́tulo se analizan de manera rigurosa diferentes tipos de uniones planares en las que in-
tervienen también guı́as circulares y guı́as coaxiales. En concreto, las uniones planares que
se estudian en este capı́tulo utilizando dicha técnica son las siguientes: discontinuidades en-
tre guı́as rectangulares y guı́as coaxiales (sección 2.3), uniones entre guı́as rectangulares y
guı́as circulares (sección 2.4), discontinuidades entre guı́as coaxiales (sección 2.5) y discon-
tinuidades múltiples entre guı́as rectangulares (sección 2.6). Para cada una de estas uniones,
se proporciona una herramienta multimodal eficiente y rigurosa que puede ser utilizada en
herramientas más complejas destinadas al análisis y diseño de dispositivos de microondas y
ondas milimétricas. Por otra parte, el análisis de las uniones planares en las que intervengan
la guı́a circular o la guı́a coaxial, requerirá la obtención de la carta modal de este tipo de
guı́as. Para ello, se presentará un técnica alternativa a la solución modal clásica en la que la
variación radial de las soluciones modales se expresará en términos de funciones sinusoida-
les.

2.2. Análisis de Uniones Planares mediante la Técnica de
la Ecuación Integral

Consideremos una unión planar entre dos guı́as de onda uniformes de sección transversal
arbitraria, como la representada en la figura 2.1. En dicha figura se distinguen dos guı́as que
consideraremos semi-infinitas y sin pérdidas: la guı́a (1), definida para z < 0; y la guı́a (2),
definida para z > 0. La unión se encuentra en el plano z = 0 y la sección transversal de la
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guı́a (2) está completamente contenida en la sección transversal de la guı́a (1). Además, se
asume que en la región de la unión no existen pérdidas.

(1)Guía (2)Guía

ẑ
x̂

ŷ

Figura 2.1: Unión planar entre dos guı́as de onda de sección transversal arbitraria.

El campo electromagnético transversal en el plano de la unión puede expresarse de la
siguiente manera [28]:

Et(x, y) =
∞∑

m=1

Vm em(x, y) (2.1)

Ht(x, y) =
∞∑

m=1

Im hm(x, y) (2.2)

siendo em(x, y) y hm(x, y), respectivamente, las funciones vectoriales modales normaliza-
das de campo eléctrico y de campo magnético relativas al modo m-ésimo; y Vm e Im el
voltaje y la corriente modal equivalentes asociados al m-ésimo modo de las guı́as en el plano
de la unión, respectivamente, y que se definen como sigue:

Vm = V +
m + V −

m (2.3)

Im = I+
m − I−m (2.4)

Obsérvese que la dependencia con la coordenada z ha desaparecido en las expresiones (2.1)–
(2.4) por considerar que el plano de la unión es el plano z = 0.

Asumamos ahora que el modo p-ésimo de la guı́a (1) incide sobre la unión planar, ori-
ginándose una señal transmitida hacia la guı́a (2) y una señal reflejada en la guı́a (1). Tenien-
do en cuenta que el campo magnético transversal en el plano de la unión debe ser continuo,
la consideración anterior implica que1:

I+(1)
p h(1)

p −
∞∑

m=1

I−(1)
m h(1)

m =
∞∑

m=1

I+(2)
m h(2)

m (2.5)

Seguidamente, debemos introducir el concepto de modos accesibles y modos localizados.
Los modos accesibles son aquellos que se utilizan para conectar transiciones y son los pri-
meros modos de cada guı́a, incluyendo todos los modos propagativos y los primeros modos

1Por simplicidad en la notación, de aquı́ en adelante omitiremos la dependencia con (x, y) de las funciones
vectoriales modales normalizadas.
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evanescentes. Por tanto, los modos accesibles definen el rango de la matriz de impedancias
generalizada que caracteriza la unión planar. Por su parte, los modos localizados son el resto
de modos excitados en la unión. Todos ellos son de tipo evanescente y su contribución es
relevante en el análisis electromagnético de la unión, pero no lo es en la conexión con las
guı́as de onda adyacentes a la unión analizada.

Ası́ pues, sea N (1) el número de modos accesibles considerados en la guı́a (1), y sea N (2)

el número de modos accesibles tomados en la guı́a (2). Si ahora recuperamos la expresión
(2.5) y separamos los modos accesibles de los localizados obtendremos que2:

I+(1)
p h(1)

p −
N(1)∑
m=1

I−(1)
m h(1)

m −
∞∑

m=N(1)+1

Y (1)
m V −(1)

m h(1)
m =

N(2)∑
m=1

I+(2)
m h(2)

m +
∞∑

m=N(2)+1

Y (2)
m V +(2)

m h(2)
m

(2.6)
donde Y

(ξ)
m (con ξ = 1, 2) representa la admitancia modal caracterı́stica del m-ésimo modo

de la guı́a (ξ) definida como sigue:

Y (ξ)
m =

I
+(ξ)
m

V
+(ξ)
m

=
I
−(ξ)
m

V
−(ξ)
m

(ξ) = (1), (2) (2.7)

Por otro lado, es importante destacar que en la guı́a (2) únicamente existen modos transmi-
tidos, por lo que podemos afirmar que:

I+(2)
m = I(2)

m V +(2)
m = V (2)

m (2.8)

Igualmente, todos los modos que se excitan en la guı́a (1), a excepción del modo p-ésimo,
son modos reflejados. Por ello, podemos escribir que:

I(1)
p = I+(1)

p − I−(1)
p , V (1)

p = V +(1)
p + V −(1)

p ; m = p (2.9)

−I−(1)
m = I(1)

m , V −(1)
m = V (1)

m ; ∀m 6= p (2.10)

Con todo ello, la ecuación (2.6) puede reescribirse como:

N(1)∑
m=1

I(1)
m h(1)

m −
∞∑

m=N(1)+1

Y (1)
m V (1)

m h(1)
m =

N(2)∑
m=1

I(2)
m h(2)

m +
∞∑

m=N(2)+1

Y (2)
m V (2)

m h(2)
m (2.11)

Seguidamente se introduce el concepto de admitancia modal asintótica Ŷ
(ξ)
m , la cual re-

presenta la admitancia modal de los modos de orden superior, es decir, de la gran parte de
los modos localizados:

Ŷ (ξ)
m = ĺım

k

k
(ξ)
t,m

→0
Y (ξ)

m ≈





−j
k

(ξ)
t,m

ωµ
si m es un modo TEz

j
ωε

k
(ξ)
t,m

si m es un modo TMz

(2.12)

2En lo que sigue se asume que el modo p-ésimo incidente es un modo accesible de la guı́a (1).
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En la expresión anterior, ω = 2πf es la pulsación angular; k
(ξ)
t,m representa el número de

onda de corte asociado al m-ésimo modo de la guı́a (ξ); y k es el número de onda del medio
que rellena uniformemente la guı́a, k = ω

√
µε. Ahora, definimos las siguientes corrientes

modales3:

Ī(1)
m = I(1)

m + Ŷ (1)
m V (1)

m (2.13)

Ī(2)
m = I(2)

m − Ŷ (2)
m V (2)

m (2.14)

Si ahora sumamos a cada miembro de (2.11) la expresión:

N(1)∑
m=1

V (1)
m Ŷ (1)

m h(1)
m −

N(2)∑
m=1

V (2)
m Ŷ (2)

m h(2)
m (2.15)

y tenemos en cuenta las nuevas corrientes definidas en (2.13)–(2.14), la ecuación (2.11) se
transforma en:

N(1)∑
m=1

Ī(1)
m h(1)

m −
N(2)∑
m=1

Ī(2)
m h(2)

m =
∞∑

m=N(1)+1

Y (1)
m V (1)

m h(1)
m +

∞∑

m=N(2)+1

Y (2)
m V (2)

m h(2)
m

+
N(1)∑
m=1

Ŷ (1)
m V (1)

m h(1)
m +

N(2)∑
m=1

Ŷ (2)
m V (2)

m h(2)
m (2.16)

El campo electromagnético transversal en la unión Et(x
′, y′) es desconocido, pudiéndose

asegurar por continuidad que:

Et(x
′, y′) =

∞∑
m=1

V (1)
m e(1)

m (x′, y′) =
∞∑

m=1

V (2)
m e(2)

m (x′, y′) (2.17)

donde los voltajes modales equivalentes V
(ξ)
m pueden expresarse como [28]:

V (ξ)
m =

∫

S(2)

Et(x
′, y′) · e(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′ =
∫

S(2)

Et(x
′, y′) · (h(ξ)

m (x′, y′)× ẑ
)∗

dS ′

=

∫

S(2)

(ẑ× Et(x
′, y′)) · h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′ (2.18)

siendo (ξ) = (1), (2). Además, es importante destacar que las integrales de superficie an-
teriores se restringen a la sección transversal S(2) de la guı́a (2) ya que, tal y como se ha
apuntado anteriormente, dicha sección transversal está contenida completamente en la de la

3Resulta sencillo comprobar que las corrientes Ī
(1)
m y Ī

(2)
m tienden a cero cuando m es un modo de or-

den superior (modo localizado). Esto implica que estas nuevas corrientes sólo tienen sentido para los modos
accesibles.



2.2 Análisis de Uniones Planares mediante la Técnica de la Ecuación Integral 13

guı́a (1)4. Por otra parte, resulta de especial relevancia hacer notar que se ha forzado a que las
funciones vectoriales presentes en la expresión anterior (2.18) dependan de variables prima-
das, para evitar ası́ futuras confusiones en la notación cuando las relaciones que se deduzcan
posteriormente sean utilizadas en la ecuación (2.11) deducida con anterioridad.

A continuación, se expande el campo ẑ × Et(x
′, y′) en términos de una combinación

lineal de modos accesibles de las guı́as (1) y (2):

ẑ× Et(x
′, y′) ≈

N(1)∑
n=1

Ī(1)
n M(1)

n (x′, y′)−
N(2)∑
n=1

Ī(2)
n M(2)

n (x′, y′) (2.19)

donde M
(1)
n (x′, y′) y M

(2)
n (x′, y′) son funciones vectoriales desconocidas. Si ahora actua-

lizamos la expresión (2.18) con la nueva expansión indicada en (2.19), e introducimos el
resultado en la ecuación (2.11) cambiando la expresión de V

(ξ)
m que allı́ aparece por la nueva

relación deducida, es posible escribir la siguiente ecuación integral de Fredholm de primera
especie:

h(γ)
n (x, y) =

∫

S(2)

M(γ)
n (x′, y′)




N(1)∑
m=1

Ŷ (1)
m h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′)

+
∞∑

m=N(1)+1

Y (1)
m h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′) +

N(2)∑
m=1

Ŷ (2)
m h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′)

+
∞∑

m=N(2)+1

Y (2)
m h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′)


 dS ′ (γ) = (1), (2) (2.20)

La expresión anterior es una ecuación integral de dos variables cuya incógnita es la fun-
ción vectorial M

(γ)
n (x′, y′). Además, de forma compacta, dicha ecuación puede reescribirse

como:
h(γ)

n (x, y) =

∫

S(2)

K(x, y, x′, y′)M(γ)
n (x′, y′) dS ′ (2.21)

donde K(x, y, x′, y′) es el núcleo de la ecuación integral, que se corresponde con el término
entre corchetes de (2.20). Una vez que hayamos resuelto la ecuación integral anterior, es
importante observar que, partiendo de (2.18), es posible encontrar una relación entre los
voltajes modales V

(ξ)
m y las corrientes modales Ī

(ξ)
m , permitiendo ası́ caracterizar la unión

planar a través de una matriz de impedancias generalizada (MIG) definida para los modos
accesibles considerados. En efecto:

V (ξ)
m =

N(1)∑
n=1

Ī(1)
n

∫

S(2)

M(1)
n (x′, y′)·h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′−
N(2)∑
n=1

Ī(2)
n

∫

S(2)

M(2)
n (x′, y′)·h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′

(2.22)
4Puesto que las guı́as no tienen pérdidas, el campo Et(x′, y′) es nulo fuera de la zona de unión entre las dos

guı́as.
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De esta manera, la MIG de la unión planar queda definida de la siguiente manera:

Z(ξ,γ)
m,n =

∫

S(2)

M(γ)
n (x′, y′) · h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′ (2.23)

con (γ), (ξ) = 1, 2. Ası́ pues, finalmente, podemos expresar (2.22) como:

V (ξ)
m =

N(1)∑
n=1

Ī(1)
n Z(ξ,1)

m,n +
N(2)∑
n=1

(−Ī(2)
n )Z(ξ,2)

m,n m = 1, . . . , N (ξ) (2.24)

La red multimodal equivalente caracterizada por la ecuación (2.22) se ha representado en la
figura 2.2.
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Figura 2.2: Red multimodal equivalente que caracteriza a una unión planar entre dos guı́as de onda
de sección transversal arbitraria mediante la técnica de la ecuación integral.

2.2.1. Aceleración del cálculo del núcleo de la ecuación integral

Con el fin de incrementar la eficiencia computacional del algoritmo, el cálculo del núcleo
K(x, y, x′, y′) de la ecuación integral (2.21) se puede acelerar extrayendo la dependencia con
la frecuencia que dicho núcleo presenta. Con ello se pretende que una parte importante de
los cálculos se realice fuera del bucle en frecuencia del código implementado. Para lograr
este objetivo, se parte del término entre corchetes de (2.20) y se reescribe de la siguiente
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manera5:

K(x, y, x′, y′) =
∞∑

m=1

Ŷ (1)
m h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′)

−
∞∑

m=N(1)+1

Ŷ (1)
m

(
1− Y

(1)
m

Ŷ
(1)
m

)
h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′)

+
∞∑

m=1

Ŷ (2)
m h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′)

−
∞∑

m=N(2)+1

Ŷ (2)
m

(
1− Y

(2)
m

Ŷ
(2)
m

)
h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′) (2.25)

En esta nueva expresión del núcleo se observa que la primera y la tercera serie presentan una
dependencia explı́cita con la frecuencia (recuerde la expresión (2.12) para las admitancias
modales asintóticas). Este aspecto resulta muy ventajoso desde un punto de vista compu-
tacional, ya que, inicialmente, puede calcularse una versión estática (independiente de la
frecuencia) de dichas series fuera del bucle en frecuencia y, posteriormente, ya en el bucle,
recuperar la dependencia frecuencial de las series atendiendo a la expresión (2.12)6.

Por otro lado, en la segunda y en la cuarta serie de (2.25), encontramos un término que
cumple la siguiente propiedad:

ĺım
m→∞

(
1− Y

(ξ)
m

Ŷ
(ξ)
m

)
= 0 (2.26)

ya que, por definición, la admitancia modal caracterı́stica es igual a la asintótica a medida
que el orden del modo considerado tiende a infinito. Este hecho posibilita la aproximación
del término anterior mediante un desarrollo en serie de Taylor rápidamente convergente. En
particular se tiene que:

1− Y
(ξ)
m

Ŷ
(ξ)
m

=





1−

√√√√1−
(

k

k
(ξ)
t,m

)2

si m es un modo TEz

1− 1√√√√1−
(

k

k
(ξ)
t,m

)2
si m es un modo TMz

(2.27)

5Observe que, en la expresión (2.25), la primera y la tercera serie del núcleo de la ecuación integral (2.20)
se han completado hasta infinito, restando después los términos añadidos.

6Es interesante observar que cada una de las series estáticas presentes en (2.25) se debe descomponer, a su
vez, en otras dos series estáticas. Una de ellas será la relativa a los modos TEz y la otra será la asociada a los
modos TMz .
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Ası́ pues, el desarrollo en serie de Taylor de la función anterior permite expresar que7:

1− Y
(ξ)
m

Ŷ
(ξ)
m

≈
R∑

r=1

βr,m

(
k

k
(ξ)
t,m

)2r

(2.28)

En la tabla 2.1 se presentan los valores que adopta el coeficiente de expansión de Taylor βr,m

para r = 1, 2, 3 en función de que m sea un modo de tipo TEz o TMz.

r TEz TMz

1 1/2 −1/2
2 1/8 −3/8
3 1/16 −5/16

Tabla 2.1: Valores de los coeficientes βr,m (r = 1, 2, 3) para los modos TEz y TMz .

Con todo ello, el núcleo de la ecuación integral podemos reescribirlo de la siguiente
manera:

K(x, y, x′, y′) = K̂(x, y, x′, y′)−
R∑

r=1

k2r ˆ̃K(x, y, x′, y′) (2.29)

donde:

K̂(x, y, x′, y′) =
∞∑

m=1

Ŷ (1)
m h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′) +

∞∑
m=1

Ŷ (2)
m h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′)

ˆ̃K(x, y, x′, y′) =
∞∑

m=N(1)+1

Ŷ (1)
m βr,m

1

(k
(1)
t,m)2r

h(1)
m (x, y) · h(1)∗

m (x′, y′)

+
∞∑

m=N(2)+1

Ŷ (2)
m βr,m

1

(k
(2)
t,m)2r

h(2)
m (x, y) · h(2)∗

m (x′, y′) (2.30)

Es importante destacar que estas dos nuevas componentes del núcleo son estáticas en el
sentido de que presentan una dependencia explı́cita con la frecuencia. En consecuencia, su
cálculo efectivo se puede trasladar fuera del bucle en frecuencia del código implementado,
optimizando ası́ la eficiencia computacional global del método.

7Observe que los coeficientes del desarrollo en serie de Taylor βr,m no dependen de la guı́a (ξ) considerada.
Además, el cálculo de estos coeficientes – que, por ejemplo, puede llevarse a cabo utilizando el programa
comercial Mathematica 3.0 – revela que los coeficientes ligados a las potencias impares son nulos. Por otro
lado, en un caso práctico, el número de términos R = 3 suele proporcionar resultados convergentes.
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2.2.2. Resolución de la ecuación integral planteada

En virtud de los resultados obtenidos en la sección anterior, la ecuación integral a resolver
presenta el siguiente aspecto:

h(γ)
n (x, y) =

∫

S(2)

[
K̂(x, y, x′, y′)−

R∑
r=1

k2r ˆ̃K(x, y, x′, y′)

]
M(γ)

n (x′, y′) dS ′ (2.31)

De manera equivalente, la ecuación integral anterior puede expresarse en términos del si-
guiente operador integral L:

Lv(x′, y′) =

∫

S(2)

[
K̂(x, y, x′, y′)−

R∑
r=1

k2r ˆ̃K(x, y, x′, y′)

]
v(x′, y′) dS ′ (2.32)

donde v(x′, y′) es una función vectorial arbitraria. Entonces, la ecuación integral puede ahora
escribirse como:

LM(γ)
n (x′, y′) = h(γ)

n (x, y) (2.33)

Para resolver la ecuación integral anterior utilizaremos el método de los momentos, el
cual logra transformar la ecuación integral bajo análisis en un problema matricial lineal equi-
valente. En particular trabajaremos con el denominado procedimiento de Galerkin. Según es-
te método, en primer lugar, la función incógnita debe expandirse en términos de un conjunto
completo de funciones base. En este caso, las funciones base escogidas se corresponden con
las funciones vectoriales modales de campo magnético de la guı́a (2)8:

M(γ)
n (x′, y′) ≈

Q(γ)∑
q=1

α(n,γ)
q h(2)

q (x′, y′) (2.34)

donde Q(γ) es el número de funciones base escogidas en cada guı́a y α
(n,γ)
q son unos coefi-

cientes de expansión desconocidos. Si aplicamos a continuación el método de Galerkin a la
expresión (2.33), debemos ponderar cada uno de los miembros de dicha expresión por las
funciones base elegidas, por lo que tendremos que:

Q(γ)∑
q=1

α(n,γ)
q Lh(2)

q (x′, y′) ≈ h(γ)
n (x, y) (2.35)

Q(γ)∑
q=1

α(n,γ)
q 〈Lh(2)

q (x′, y′) |h(2)
p (x′, y′)〉 ≈ 〈h(γ)

n (x, y) |h(2)
p (x, y)〉 (2.36)

8Del análisis de la ecuación (2.19) se desprende que ẑ × Et(x′, y′) tiene forma de campo magnético.
Además, Et(x′, y′) debe ser nulo fuera de la zona de unión de las dos guı́as. De esta forma, la elección de las
funciones base queda completamente justificada.



18 Contribuciones al Análisis Eficiente de Uniones Planares Complejas

En esta última expresión, p = 1, . . . , Q(γ); y 〈a|b〉 representa el siguiente producto interno:

〈a|b〉 =

∫

S(2)

a · b∗ dS (2.37)

El miembro de la derecha de (2.36) se puede calcular fácilmente de la siguiente manera:

〈h(γ)
n (x, y) |h(2)

p (x, y)〉 =





∫
S(2) h

(1)
n (x, y) · h(2)∗

p (x, y) dS si (γ) = (1)

δn,p si (γ) = (2)
(2.38)

donde δn,p representa la conocida delta de Kronecker:

δn,p =

{
1 si n = p

0 si n 6= p
(2.39)

Por otro lado, observamos que en el miembro de la izquierda de (2.36) debe calcularse la
expresión Lh

(2)
q (x′, y′). Ası́, teniendo en cuenta (2.30) y (2.31) se deduce que:

Lh(2)
q (x′, y′) =

∫

S(2)

( ∞∑
m=1

Ŷ (1)
m h(1)

m (x, y) · h(1)∗
m (x′, y′)

+
∞∑

m=1

Ŷ (2)
m h(2)

m (x, y) · h(2)∗
m (x′, y′)

)
h(2)

q (x′, y′) dS ′

−
R∑

r=1

k2r

∫

S(2)




∞∑

m=N(1)+1

Ŷ (1)
m βr,m

1

(k
(1)
t,m)2r

h(1)
m (x, y) · h(1)∗

m (x′, y′)

+
∞∑

m=N(2)+1

Ŷ (2)
m βr,m

1

(k
(2)
t,m)2r

h(2)
m (x, y) · h(2)∗

m (x′, y′)


h(2)

q (x′, y′) dS ′

(2.40)

A continuación, definimos la integral de acoplamiento entre los modos m-ésimo y q-ésimo
de las guı́as involucradas en la unión planar como:

Am,q =

∫

S(2)

h(1)
m (x′, y′) · h(2)∗

q (x′, y′) dS ′ (2.41)
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Ası́ pues, la expresión (2.40) se puede reescribir de la siguiente manera:

Lh(2)
q (x′, y′) =

∞∑
m=1

Ŷ (1)
m A∗

m,q h(1)
m (x, y) + Ŷ (2)

q h(2)
q (x, y)

−
R∑

r=1

k2r

∞∑

m=N(1)+1

Ŷ (1)
m βr,m

1

(k
(1)
t,m)2r

A∗
m,q h(1)

m (x, y)

−
R∑

r=1

k2r Ŷ (2)
q βr,q

1

(k
(2)
t,q )2r

h(2)
q (x, y) Fq (2.42)

donde hemos definido:

Fq =

{
0 si q < N (2) + 1

1 si q ≥ N (2) + 1
(2.43)

Finalmente, el producto interno presente en el miembro de la izquierda de (2.36) se calcula
como:

〈Lh(2)
q (x′, y′) |h(2)

p (x′, y′)〉 =
∞∑

m=1

Ŷ (1)
m A∗

m,q Am,p + Ŷ (2)
q δp,q

−
R∑

r=1

k2r

∞∑

N(1)+1

Ŷ (1)
m βr,m

1

(k
(1)
t,m)2r

A∗
m,q Am,p

−
R∑

r=1

k2r Ŷ (2)
q βr,q

1

(k
(2)
t,q )2r

Fq δp,q (2.44)

siendo δp,q la delta de Kronecker.

Llegados a este punto, podemos transformar (2.36) en un problema matricial lineal equi-
valente. Para ello, definimos las siguientes matrices:

Bp,q = 〈Lh(2)
q (x′, y′) |h(2)

p (x′, y′)〉 (2.45)

C(n,γ)
p = 〈h(γ)

n (x, y) |h(2)
p (x, y)〉 =

{
An,p si (γ) = (1)

δn,p si (γ) = (2)
(2.46)

D(n,γ)
q = α(n,γ)

q (2.47)

Ası́ pues, el problema matricial que se obtiene finalmente es:

B ·D(n,γ) = C(n,γ) (2.48)
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donde B es una matriz compleja de dimensiones Q(γ) ×Q(γ); y C(n,γ) y D(n,γ) son vectores
columna, siendo este último el que representa las incógnitas del sistema.

Una vez resuelto el problema matricial (2.48), se puede retomar la expresión (2.23) para
calcular los elementos de la matriz de impedancias generalizada que caracteriza a la unión
planar bajo estudio:

Z(ξ,γ)
m,n =

∫

S(2)

M(γ)
n (x′, y′) · h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′ ≈
∫

S(2)

Q(γ)∑
q=1

α(n,γ)
q h(2)

q (x′, y′) · h(ξ)∗
m (x′, y′) dS ′

=

Q(γ)∑
q=1

α(n,γ)
q

∫

S(2)

h(2)
q (x′, y′) · h(ξ)∗

m (x′, y′) dS ′

=





Q(ξ)∑
q=1

α(n,γ)
q A∗

m,q si (ξ) = (1)

α
(n,γ)
m si (ξ) = (2)

(2.49)

2.3. Discontinuidades entre Guı́as Rectangulares y Guı́as
Coaxiales

En esta sección nos ocuparemos de caracterizar una unión planar entre una guı́a de sec-
ción transversal rectangular y una guı́a coaxial utilizando la técnica de la ecuación integral
descrita anteriormente. Si se analizan las expresiones de la técnica de la ecuación integral
descritas en la sección anterior correspondientes a la expresión general para la matriz de im-
pedancias generalizada que caracteriza a una unión planar, se desprende que en su cálculo
intervienen, de una parte, los números de onda de corte de los modos asociados a las guı́as
involucradas en la unión y, de otra, unas integrales de acoplamiento entre las funciones vecto-
riales modales de campo magnético de dichas guı́as. Ası́ pues, en primer lugar, será necesario
obtener la carta modal de una guı́a rectangular y de una guı́a coaxial para, posteriormente,
utilizar estos resultados en el cálculo de las integrales de acoplamiento.

A este respecto, sabemos que la variación radial de la solución modal clásica para una
guı́a coaxial se expresa en términos de una combinación de funciones de Bessel de primera
y de segunda especie, mientras que la variación angular es de tipo sinusoidal [35]. Con el
propósito de maximizar la eficiencia computacional del código implementado, serı́a intere-
sante evitar el uso de funciones de Bessel para la descripción modal de la guı́a coaxial ya
que, de esta forma, se acelerarı́a el cálculo de las integrales de acoplamiento, las cuales de-
ben evaluarse de forma numérica. Por ello, en esta sección se propone un método alternativo
para la obtención de los modos de una guı́a coaxial basado en expresar la variación radial de
las soluciones modales en términos de funciones sinusoidales. Por su parte, las expresiones
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de las funciones vectoriales modales de una guı́a rectangular son sobradamente conocidas y
pueden encontrarse, por ejemplo, en [28].

Finalmente, es importante comentar que las conclusiones de este apartado resultarán cru-
ciales para los objetivos del capı́tulo 4, en el que se pretende caracterizar la excitación coaxial
de dispositivos pasivos de microondas implementados en guı́a rectangular. En particular, en
dicho capı́tulo se utilizarán las integrales de acoplamiento obtenidas en esta sección con el
objetivo de expresar los modos de la guı́a coaxial de excitación utilizando una combinación
lineal de los modos de la guı́a rectangular a la que el coaxial alimenta. De esta manera, tal y
como se comprobará en el capı́tulo correspondiente, se logrará simplificar al máximo la apli-
cación del método BI-RME 3D a la caracterización de la excitación coaxial de dispositivos.

2.3.1. Obtención de los modos de una guı́a coaxial utilizando el método
de los momentos

El objetivo de esta sección es la obtención de la carta modal de una guı́a coaxial utilizan-
do para ello una formulación alternativa a la desarrollada en la solución modal clásica [28].
La nueva técnica propuesta expresa la variación radial de las soluciones modales en térmi-
nos de funciones sinusoidales, y transforma la ecuación de Helmholtz en un problema de
autovalores equivalente utilizando el método de los momentos [21], [36]. Ası́ pues, consi-
deremos una guı́a coaxial de radio externo r1 y de radio interno r2, como la representada
en la figura 2.3. Por otro lado, asumiremos que la guı́a está rellena uniformemente de un
material dieléctrico de permitividad relativa εr, y permeabilidad magnética relativa µr. En la
figura 2.3 se han representado, además, los sistemas de ejes coordenados en cartesianas y en
cilı́ndricas que se van a utilizar en el análisis (la coordenada axial z no se ha representado en
la figura y se satisface x̂× ŷ = ẑ y ρ̂× φ̂ = ẑ).
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r
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Figura 2.3: Sección transversal de una guı́a coaxial de radios externo r1 e interno r2. Se asume que
la permitividad dieléctrica relativa es εr y que la permeabilidad magnética relativa es µr.

A continuación, el estudio se particulariza para las diferentes soluciones modales admitidas
en una guı́a coaxial: modo TEMz, modos TMz y modos TEz.

Modo TEMz

Para el modo TEMz se cumple que las componentes axiales de los campos eléctrico y
magnético son nulas: Ez = Hz = 0. Por su parte, las funciones vectoriales modales asociadas
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a los campos transversales satisfacen las siguientes ecuaciones [37]:

∇t · eTEMz

t (ρ, φ) = 0 (2.50)

∇t × eTEMz

t (ρ, φ) = 0 (2.51)

∇t · hTEMz

t (ρ, φ) = 0 (2.52)

∇t × hTEMz

t (ρ, φ) = 0 (2.53)

De (2.51) se deduce que la función vectorial modal de campo eléctrico puede expresarse de
la siguiente manera:

eTEMz

t (ρ, φ) = −∇tψ(ρ, φ) (2.54)

siendo ψ(ρ, φ) una función potencial desconocida. Además, teniendo en cuenta (2.50), se
concluye que ∇2

t ψ(ρ, φ) = 0. Esta última ecuación es la conocida ecuación de Laplace, la
cual proporcionará una solución modal de tipo estático (la frecuencia de corte de los modos
TEMz es nula). Si ahora desarrollamos el operador laplaciano transversal y expresamos la
ecuación de Laplace en coordenadas cilı́ndricas obtendremos que:

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2

∂φ2

)
ψ(ρ, φ) = 0 (2.55)

A continuación, empleamos el método de separación de variables para resolver la ecuación
diferencial anterior, por lo que podemos escribir inicialmente que:

ψ(ρ, φ) = RTEMz

(ρ) Φ(φ) (2.56)

donde Φ(φ) será constante debido a la simetrı́a de la estructura. Con ello, retomando la
ecuación (2.55), es fácil concluir que la función que aporta la variación radial RTEMz

(ρ)
será de la forma:

RTEMz

(ρ) = A ln ρ + B (2.57)

siendo A y B constantes. Por lo tanto, recuperando la expresión (2.54) y tomando A = 1, se
concluye que:

ẽTEMz

t (ρ) =
1

ρ
ρ̂ (2.58)

donde ẽTEMz

t (ρ) se corresponde con la función vectorial modal de campo eléctrico no nor-
malizada. Por otro lado, la función vectorial de campo magnético no normalizada puede
calcularse como [37]:

h̃TEMz

t (ρ) = ẑ× ẽTEMz

t (ρ) =
1

ρ
φ̂ (2.59)

Con el objetivo de conseguir unas expresiones normalizadas para las funciones vectoria-
les modales, utilizamos la siguiente condición de ortonormalidad:

∫

S

(
eTEMz

t (ρ)× hTEMz

t (ρ)
) · ẑ dS = 1 (2.60)
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donde eTEMz

t (ρ) y hTEMz

t (ρ) son las funciones vectoriales modales normalizadas, y la región
de integración S se extiende sobre la sección transversal de la guı́a coaxial. Por tanto, el factor
de normalización para los modos TEMz puede calcularse como:

NTEMz =

(∫

S

(
h̃TEMz

t (ρ)× ẑ
)
· ẽTEMz

t (ρ) dS

)− 1
2

=
1√

2π ln(r1/r2)
(2.61)

Ası́ pues, las expresiones definitivas para las funciones vectoriales modales normalizadas son
las siguientes:

eTEMz

t (ρ) =
1√

2π ln(r1/r2)

1

ρ
ρ̂ (2.62)

hTEMz

t (ρ) =
1√

2π ln(r1/r2)

1

ρ
φ̂ (2.63)

Estas funciones vectoriales satisfacen, lógicamente, la condición de ortonormalidad (2.60).
Finalmente, la impedancia modal caracterı́stica para los modos TEMz es:

ZTEMz =

√
µ0 µr

ε0 εr

(2.64)

Modos TMz

Los modos TMz satisfacen que la componente axial del campo magnético hz es nula. La
ecuación de Helmholtz que debe satisfacer el campo eléctrico axial ψ = ez para estos modos
es la siguiente: (∇2 + ω2µε

)
ψ(ρ, φ, z) = 0 (2.65)

donde, por el método de separación de variables, podemos afirmar que:

ψ(ρ, φ, z) = RTMz

(ρ) Φ(φ) e−jβz (2.66)

De esta manera, teniendo en cuenta que∇2ψ = ∇2
t ψ+∇2

zψ, se puede reescribir la expresión
(2.65) como: (∇2

t + k2
t

) (
RTMz

(ρ) Φ(φ)
)

= 0 (2.67)

donde, por comodidad en la notación, se ha omitido la dependencia con la coordenada axial.
Además, en la ecuación anterior, k2

t = ω2µε − β2 representa el número de onda de corte
asociado a los modos TMz de la guı́a coaxial. Si ahora se desarrolla el operador laplaciano
con respecto a las coordenadas transversales y se manipula adecuadamente la expresión re-
sultante, es posible llegar al siguiente resultado partiendo de (2.67):

ρ

RTMz
(ρ)

d

dρ

(
ρ

dRTMz
(ρ)

dρ

)
+ k2

t ρ
2 = − 1

Φ(φ)

d 2Φ(φ)

dφ2
(2.68)
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El miembro izquierdo de (2.68) sólo depende de ρ, mientras que el miembro de la derecha
únicamente depende de φ. En consecuencia, cada uno de estos miembros debe ser igual a
una constante que denominaremos s2. Ası́ pues, se concluye que:

d 2RTMz
(ρ)

dρ2
+

1

ρ

dRTMz
(ρ)

dρ
+

(
k2

t −
s2

ρ2

)
RTMz

(ρ) = 0 (2.69)

d 2Φ(φ)

dφ2
+ s2Φ(φ) = 0 (2.70)

La solución de (2.70) es bien conocida [38] y puede expresarse como:

Φ(ξ),s(φ) =

{
cos(sφ), s = 0, 1, 2, . . . (ξ) = (c)

sin(sφ), s = 1, 2, 3, . . . (ξ) = (s)
(2.71)

Es importante destacar que s representa el ı́ndice modal asociado a la variable angular de las
soluciones modales. En caso de que s 6= 0, se tendrá un modo degenerado. El modo degene-
rado de tipo coseno (o también denominado modo par) lo denotaremos mediante (ξ) = (c),
mientras que el de tipo seno (o también denominado modo impar) lo representaremos me-
diante (ξ) = (s) .

Por su parte, la ecuación (2.69) puede reescribirse de la siguiente forma:
(

d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
RTMz

(ρ) = −k2
t R

TMz

(ρ) (2.72)

Seguidamente, definimos el operador diferencial Ls como:

Ls =
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2
(2.73)

De esta manera, la ecuación diferencial (2.72) se transforma en el siguiente problema de
autovalores equivalente:

LsR
TMz

(ρ) = −k2
t R

TMz

(ρ) (2.74)

Para la obtención de los modos TMz escogemos la siguiente función potencial:

eTMz

z(ξ),m
(ρ, φ) =

{ ∞∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)}
Φ(ξ),s(φ) = RTMz

s,q (ρ) Φ(ξ),s(φ) (2.75)

donde m denota el orden del modo; (s, q) es la pareja de ı́ndices modales asociados a las
variables angular y radial, respectivamente; y d

(r)
s,q son unos coeficientes de expansión des-

conocidos que representan los autovectores del problema (2.74). Es importante notar que la
variación radial de la solución modal se ha expresado en términos de funciones sinusoidales
que satisfacen las condiciones de contorno de Dirichlet, ya que se cumple que:

eTMz

z(ξ),m
(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

= eTMz

z(ξ),m
(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r2

= 0 (2.76)
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A continuación, se debe resolver el problema de autovalores (2.74) teniendo en cuenta la
expresión que ahora adopta la función de variación radial RTMz

s,q (ρ):

RTMz

s,q (ρ) =
∞∑

r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
=

∞∑
r=1

d (r)
s,q αTMz

r (ρ) (2.77)

Para la resolución del problema de autovalores se utilizará el método de los momen-
tos (procedimiento de Galerkin). El producto interno que utilizaremos en la aplicación del
procedimiento de Galerkin será el siguiente:

〈f(ρ)| g(ρ)〉 =

∫ r1

r2

f(ρ) g∗(ρ) ρ dρ (2.78)

Ası́ pues, si se aplica el procedimiento de Galerkin sobre el problema (2.74) se obtiene:

〈LsR
TMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 = −k2
t,m〈RTMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 (2.79)

donde αTMz

t (ρ) representan las funciones de test del procedimiento de Galerkin definidas en
(2.77). Si empezamos desarrollando el miembro de la derecha de (2.79) obtendremos:

〈RTMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 =
∞∑

r=1

d (r)
s,q

∫ r1

r2

ρ sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.80)

Con respecto al miembro de la izquierda de (2.79), empezamos aplicando el operador dife-
rencial Ls sobre la función radial RTMz

s,q (ρ):

LsR
TMz

s,q (ρ) =

(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
RTMz

s,q (ρ)

=
∞∑

r=1

d (r)
s,q

[(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]

=
∞∑

r=1

d (r)
s,q

[
−

((
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ2

)
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

+
rπ

r1 − r2

1

ρ
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
(2.81)

Por tanto, se tiene que:

〈LsR
TMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 = −
∞∑

r=1

d (r)
s,q

∫ r1

r2

[(
ρ

(
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ

)
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

− rπ

r1 − r2

cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.82)
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Seguidamente, definimos las siguientes matrices:

PTMz

r,t =

∫ r1

r2

[(
ρ

(
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ

)
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

− rπ

r1 − r2

cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.83)

QTMz

r,t =

∫ r1

r2

ρ sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.84)

donde r, t = 1, 2, . . . , Nρ, siendo Nρ el número de términos que se consideran en el sumato-
rio de la expansión (2.77). De esta forma, nos quedará que:

〈RTMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 =

Nρ∑
r=1

QTMz

r,t d (r)
s,q (2.85)

〈LsR
TMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 = −
Nρ∑
r=1

PTMz

r,t d (r)
s,q (2.86)

Ası́ pues, el problema de autovalores inicial queda formulado de la siguiente manera:

Nρ∑
r=1

PTMz

r,t d (r)
s,q = k2

t,m

Nρ∑
r=1

QTMz

r,t d (r)
s,q (2.87)

Finalmente, la ecuación anterior puede escribirse de manera equivalente usando una notación
matricial:

PTMz ·Dm = k2
t,mQTMz ·Dm (2.88)

En esta última expresión podemos identificar que PTMz
=

(
PTMz

r,t

)
, QTMz

=
(
QTMz

r,t

)
, y que

Dm =
(
d

(r)
s,q

)
, con r, t = 1, 2, . . . , Nρ. Además, (s, q) es la pareja de ı́ndices modales aso-

ciados a la m-ésima solución modal. Obsérvese que las matrices PTMz
y QTMz

son reales y
simétricas, por lo que los autovalores obtenidos serán reales. Las soluciones de los elementos
de estas matrices pueden consultarse en el Apéndice A. Una vez resuelto el problema de au-
tovalores (2.88), se obtienen tanto los números de onda de corte kt,m asociados a los modos
TMz (autovalores del problema), ası́ como los coeficientes de expansión d

(r)
s,q utilizados en

la función potencial definida en (2.77) (autovectores del problema).

El siguiente paso consiste en obtener las funciones vectoriales modales de campo eléctri-
co y de campo magnético asociadas a los modos TMz. Para ello, se recuerda que [39]:

ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = −∇te

TMz

z(ξ),m
(ρ, φ) (2.89)

h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = ẑ× ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.90)
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siendo ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) y h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) las correspondientes funciones vectoriales modales no nor-

malizadas asociadas al modo m-ésimo. Por tanto, se puede concluir fácilmente que:

ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) =

π

r1 − r2

(
Nρ∑
r=1

r d (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ(ξ),s(φ) ρ̂

+
1

ρ

(
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ′

(ξ),s(φ) φ̂ (2.91)

h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = −1

ρ

(
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ′

(ξ),s(φ) ρ̂

+
π

r1 − r2

(
Nρ∑
r=1

r d (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ(ξ),s(φ) φ̂ (2.92)

donde Φ′
(ξ),s(φ) representa la derivada de la función Φ(ξ),s(φ) con respecto a la variable φ. Fi-

nalmente, debemos normalizar las expresiones anteriores atendiendo a la siguiente condición
de ortonormalización:∫

S

eTMz

t(α),m
(ρ, φ) · eTMz

t(β),n
(ρ, φ) dS = δm,n δ(α),(β) (α), (β) = (c), (s) (2.93)

donde m y n indican el orden del modo; (α) y (β) representan la paridad del modo; y δm,n

es la delta de Kronecker.

Ası́ pues, recordemos que (s, q) representan los ı́ndices modales en las variables angular
y radial, respectivamente, del modo m-ésimo. El factor de normalización para los modos
TMz puede calcularse como:

N TMz

(ξ),m =

(∫

S

ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) · ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) dS

)− 1
2

=

[(
π

r1 − r2

)2 ∫ 2π

0

Φ2
(ξ),s(φ) dφ

·
Nρ∑
r=1

Nρ∑
t=1

r t d (r)
s,q d (t)

s,q

∫ r1

r2

ρ cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

+

∫ 2π

0

(
Φ′

(ξ),s(φ)
)2

dφ

·
Nρ∑
r=1

Nρ∑
t=1

d (r)
s,q d (t)

s,q

∫ r1

r2

1

ρ
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

]− 1
2

(2.94)
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Las diferentes integrales que aparecen en la expresión anterior se encuentran resueltas en el
Apéndice A. Finalmente, las expresiones de las funciones vectoriales modales normalizadas
adoptan el siguiente aspecto:

eTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TMz

(ξ),m ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.95)

hTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TMz

(ξ),m h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.96)

Para concluir este apartado, se han realizado diferentes estudios con el objetivo de va-
lidar la rigurosidad y la eficiencia de la herramienta implementada. Ası́, en primer lugar,
en la tabla 2.2 se presentan los números de onda de corte para diferentes modos TMz

s,q

de una guı́a coaxial de radio externo r1 = 1,6 m y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0).
Además, se consideran los siguientes valores para los ı́ndices modales: (s, q) = (0, 1), (2, 1),
(0, 2), (3, 2), (0, 3), (2, 3), (0, 4), (3, 4). En la herramienta implementada se han considerado
Nρ = 25 términos en la expansión de la función de variación radial de las soluciones moda-
les. Los resultados obtenidos se comparan con los que se presentan en [28]. Tal y como se
puede apreciar en la tabla, el error relativo en tanto por ciento con respecto a [28] es, en casi
todos los casos, del orden de 10−3. Estos resultados validan completamente la rigurosidad del
método propuesto. Por otro lado, es también muy importante destacar la eficiencia compu-
tacional del método. A este respecto, podemos decir que los primeros 500 modos (Nρ = 50
e ı́ndice angular máximo igual a 10) de tipo TMz de la guı́a coaxial (sin contar los modos
degenerados) se calculan en 0,32 segundos en un PC Pentium IV@2.55 GHz con 512 MB
de memoria RAM9.

Índices modales Número de onda de corte de los modos TMz
s,q (rad/m)

(s, q) Ref. [28] Software con Nρ = 25 Error relativo ( %)
(0, 1) 5,221667 5,221539 2 · 10−3

(2, 1) 5,45 5,447972 4 · 10−2

(0, 2) 10,465 10,464581 4 · 10−3

(3, 2) 10,728333 10,727760 5 · 10−3

(0, 3) 15,703333 15,703013 2 · 10−3

(2, 3) 15,781667 15,782105 3 · 10−3

(0, 4) 20,94 20,940233 1 · 10−3

(3, 4) 21,073333 21,073838 2 · 10−3

Tabla 2.2: Comparación del número de onda de corte obtenido con la herramienta implementada
con los resultados presentados en [28]. La guı́a coaxial analizada es de radio externo r1 = 1,6 m y de
radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0). Los resultados presentados se refieren a los modos TMz

s,q con
(s, q) = (0, 1), (2, 1), (0, 2), (3, 2), (0, 3), (2, 3), (0, 4), (3, 4).

Otro estudio comparativo se lleva a cabo en la tabla 2.3, donde se presentan los números
de onda de corte para los modos TMz

s,1 de una guı́a coaxial de radio externo r1 = 1,2222 m

9Todos los tiempos de ejecución que se presentan en esta tesis doctoral se han obtenido utilizando un
ordenador de las caracterı́sticas mencionadas.
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y de radio interno r2 = 1, 0 m (εr = 1,0). Además, se consideran los siguientes valores
para el ı́ndice modal angular: s = 1, 2, 5, 10, 200, y se han utilizado Nρ = 25 términos en
la expansión de la función de variación radial de las soluciones modales. Los resultados se
comparan con éxito con los que se presentan en [40].

Índice modal Número de onda de corte de los modos TMz
s,1 (rad/m)

angular (s) Ref. [40] Software con Nρ = 25 Error relativo ( %)
1 14,158722 14,15872151 3 · 10−6

2 14,244609 14,24460931 2 · 10−6

5 14,831807 14,83180662 3 · 10−6

10 16,760613 16,76061319 1 · 10−6

100 89,048509 89,04850898 2 · 10−8

200 172,66023 172,66022728 2 · 10−6

Tabla 2.3: Comparación del número de onda de corte obtenido con la herramienta implementada
con los resultados presentados en [40]. La guı́a coaxial analizada es de radio externo r1 = 1,2222 m
y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0). Los resultados presentados se refieren a los modos TMz

s,1

con s = 1, 2, 5, 10, 100, 200.

Por otro lado, es también de especial importancia realizar un estudio de convergencia del
método. A este respecto, en la tabla 2.4 se estudia la convergencia del número de onda de
corte de diferentes modos TMz

s,q en función del número de términos Nρ considerados en la
expansión de la variación radial de las soluciones modales. De los resultados presentados
se desprende que, incluso para el caso con Nρ = 5, el error relativo con respecto a los
resultados extraı́dos de [28] sigue siendo muy pequeño. Por todo ello, la técnica propuesta
puede considerarse rigurosa y muy eficiente desde un punto de vista computacional.

Índices modales Número de términos radiales
(s, q) Nρ = 5 Nρ = 25 Nρ = 75 Nρ = 150
(0, 1) 5,221681 5,221539 5,221537 5,221537

(2, 1) 5,448104 5,447972 5,447971 5,447971

(0, 2) 10,464789 10,464581 10,464579 10,464579

(3, 2) 10,727951 10,727760 10,727759 10,727758

(0, 3) 15,703809 15,703013 15,703009 15,703009

(2, 3) 15,782873 15,782105 15,782102 15,782102

(0, 4) 20,941177 20,940233 20,940229 20,940229

(3, 4) 21,074694 21,073838 21,073834 21,073834

Tabla 2.4: Convergencia del número de onda de corte expresado en rad/m de los modos TMz
s,q para

una guı́a coaxial de radio externo r1 = 1,6 m y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0) en función
del número de términos Nρ considerados en la expansión radial de la solución modal. Los ı́ndices
modales analizados son (s, q) = (0, 1), (2, 1), (0, 2), (3, 2), (0, 3), (2, 3), (0, 4), (3, 4).
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Modos TEz

Para los modos TEz se cumple que la componente axial del campo eléctrico ez es nula.
La obtención de los modos TEz sigue el mismo procedimiento que el que se ha visto ante-
riormente para los modos TMz. Ası́, en primer lugar, se parte de la ecuación de Helmholtz
planteada en (2.65) donde ahora ψ = hz, y se resuelve dicha ecuación con respecto a la
variable angular, obteniéndose la solución modal para dicha variación angular recogida en la
expresión (2.71). Seguidamente, la ecuación diferencial en la variable radial se transforma
en el siguiente problema de autovalores equivalente:

LsR
TEz

(ρ) = −k2
t R

TEz

(ρ) (2.97)

donde el operador Ls se ha definido en (2.73), RTEz
(ρ) describe la variación radial de las

soluciones modales y kt representa el número de onda de corte para los modos TEz.

Para el caso de los modos TEz, se escoge la siguiente función potencial:

hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ) =

{ ∞∑
r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)}
Φ(ξ),s(φ) = RTEz

s,q (ρ) Φ(ξ),s(φ) (2.98)

En la expresión anterior, m representa el orden del modo; (s, q) es la pareja de ı́ndices mo-
dales asociados a las variables angular y radial, respectivamente; l

(r)
s,q son los coeficientes de

expansión desconocidos que representan los autovectores del problema; y Φ(ξ),s(φ) es la so-
lución modal en la variable angular definida en (2.71). La función potencial (2.98) satisface
las condiciones de contorno de Neumann:

∂

∂ρ

(
hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ)

)∣∣∣∣
ρ=r1

=
∂

∂ρ

(
hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ)

)∣∣∣∣
ρ=r2

= 0 (2.99)

Seguidamente, se debe resolver el problema de autovalores (2.97) teniendo en cuenta que
ahora:

RTEz

s,q (ρ) =
∞∑

r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
=

∞∑
r=0

l (r)
s,q αTEz

r (ρ) (2.100)

La resolución del problema de autovalores requiere la aplicación del método de los momen-
tos (procedimiento de Galerkin) y, para ello, se emplea el producto interno definido en (2.78).
En consecuencia, se tiene que:

〈LsR
TEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 = −k2
t,m〈RTEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 (2.101)

siendo αTEz

t (ρ) las funciones de test del procedimiento de Galerkin definidas en (2.100).
En primer lugar, se calculará el producto interno del miembro de la derecha de la ecuación
(2.101):

〈RTEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 =
∞∑

r=0

l (r)
s,q

∫ r1

r2

ρ cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.102)
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En cuanto al miembro de la izquierda de (2.101), podemos escribir inicialmente que:

LsR
TEz

s,q (ρ) =

(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
RTEz

s,q (ρ)

=
∞∑

r=0

l (r)
s,q

[(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]

=
∞∑

r=0

l (r)
s,q

[
−

((
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ2

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

− rπ

r1 − r2

1

ρ
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
(2.103)

Gracias a este resultado se concluye que:

〈LsR
TEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 = −
∞∑

r=0

l (r)
s,q

∫ r1

r2

[(
ρ

(
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

+
rπ

r1 − r2

sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.104)

A continuación, se definen las siguientes matrices:

PTEz

r,t =

∫ r1

r2

[(
ρ

(
rπ

r1 − r2

)2

+
s2

ρ

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)

+
rπ

r1 − r2

sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)]
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.105)

QTEz

r,t =

∫ r1

r2

ρ cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (2.106)

con r, t = 0, 1, 2, . . . , Nρ − 1, siendo Nρ el número de términos efectivos que se consideran
en la expansión (2.100). Estas nuevas definiciones nos permiten reescribir el problema de
autovalores (2.97) de la siguiente manera:

Nρ−1∑
r=0

PTEz

r,t l (r)
s,q = k2

t,m

Nρ−1∑
r=0

QTEz

r,t l (r)
s,q (2.107)

De esta forma, se llega al siguiente problema matricial equivalente:

PTEz · Lm = k2
t,mQTEz · Lm (2.108)
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donde:

PTEz

=
(
PTEz

r,t

)
(2.109)

QTEz

=
(
QTEz

r,t

)
con r, t = 0, 1, 2, . . . , Nρ − 1 (2.110)

Lm =
(
l (r)
s,q

)
(2.111)

Las matrices PTEz
y QTEz

son reales y simétricas, con lo que los autovalores obtenidos serán
reales. El cálculo de los elementos de estas matrices se ha detallado en el Apéndice A. La
resolución del problema matricial anterior nos permitirá obtener los autovalores del problema
para los modos TEz (números de onda de corte kt,m) ası́ como los coeficientes de expansión
de la solución modal en la variable radial l

(r)
s,q .

A continuación, se procede al cálculo de las funciones vectoriales modales asociadas a
los modos TEz partiendo de las siguientes relaciones [39]:

h̃TEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = −∇th

TEz

z(ξ),m
(ρ, φ) (2.112)

ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = h̃TEz

t(ξ),m
(ρ, φ)× ẑ (2.113)

En esta expresión, ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) y h̃TEz

t(ξ),m
(ρ, φ) representan las funciones vectoriales modales

no normalizadas de campo eléctrico y de campo magnético, respectivamente, asociadas al
modo m-ésimo. Si ahora se desarrollan las expresiones (2.112) y (2.113) se obtendrá que:

ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) =

1

ρ

(
Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ′

(ξ),s(φ) ρ̂

+
π

r1 − r2

(
Nρ−1∑
r=0

r l (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ(ξ),s(φ) φ̂ (2.114)

h̃TEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = − π

r1 − r2

(
Nρ−1∑
r=0

r l (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ(ξ),s(φ) ρ̂

+
1

ρ

(
Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

))
Φ′

(ξ),s(φ) φ̂ (2.115)

Las expresiones anteriores deben normalizarse de acuerdo con la condición de ortonormali-
zación que se recoge en (2.93) aplicada al caso de los modos TEz. Ası́, si recordamos que
(s, q) es la pareja de ı́ndices modales asociadas al m-ésimo modo de tipo TEz, el factor de
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normalización correspondiente puede obtenerse de la siguiente manera:

N TEz

(ξ),m =

(∫

S

ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) · ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) dS

)− 1
2

=

[(
π

r1 − r2

)2 ∫ 2π

0

Φ2
(ξ),s(φ) dφ

·
Nρ∑
r=1

Nρ∑
t=1

r t l (r)
s,q l (t)

s,q

∫ r1

r2

ρ sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

+

∫ 2π

0

(
Φ′

(ξ),s(φ)
)2

dφ

·
Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

l (r)
s,q l (t)

s,q

∫ r1

r2

1

ρ
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

]− 1
2

(2.116)

En consecuencia, las expresiones para las funciones vectoriales modales normalizadas de los
modos TEz son las siguientes:

eTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TEz

(ξ),m ẽTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.117)

hTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TEz

(ξ),m h̃TEz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.118)

Las integrales en la variable radial que aparecen en la expresión del factor de normalización
(2.116) se han calculado en el Apéndice A.

A continuación, se presentan diferentes resultados que validan la técnica propuesta para
el caso de los modos TEz. Ası́ pues, en la tabla 2.5 se comparan nuestros resultados para el
número de onda de corte de diferentes modos TEz

s,q con los datos extraı́dos de [28]. En este
caso, la guı́a coaxial es de radio externo r1 = 1,6 m y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0),
y se han considerado Nρ = 25 términos en la expansión (2.100). Los ı́ndices modales de los
modos analizados son los siguientes: (s, q) = (0, 2), (2, 2), (0, 3), (3, 3), (0, 4), (2, 4), (0, 5),
(3, 5). El análisis de los resultados obtenidos revela que la técnica propuesta es sumamente
rigurosa y precisa.

Por otro lado, en la tabla 2.6 se realiza un nuevo estudio comparativo y se presentan los
números de onda de corte de los modos TEz

s,2 (s = 1, 2, 5, 10, 100, 200) para una guı́a coaxial
de radio externo r1 = 1,0202 m y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0, Nρ = 25 términos
en la expansión de la variación radial de la solución modal). Los resultados obtenidos, que
se comparan con los proporcionados en [40], son de nuevo sumamente precisos.

Finalmente, en la tabla 2.7 se lleva a cabo un estudio de convergencia para el número
de onda de corte de diferentes modos TEz

s,q en función del número de términos radiales Nρ
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Índices modales Número de onda de corte de los modos TEz
s,q (rad/m)

(s, q) Ref. [28] Software con Nρ = 25 Error relativo ( %)
(0, 2) 5,278333 5,279092 1 · 10−2

(2, 2) 5,533333 5,523842 2 · 10−1

(0, 3) 10,493333 10,494135 8 · 10−3

(3, 3) 10,763333 10,763110 2 · 10−3

(0, 4) 15,723333 15,722817 3 · 10−3

(2, 4) 15,803333 15,802674 4 · 10−3

(0, 5) 20,955 20,955113 5 · 10−4

(3, 5) 21,09 21,089451 3 · 10−3

Tabla 2.5: Comparación del número de onda de corte obtenido con la herramienta implementada
con los resultados presentados en [28]. La guı́a coaxial analizada es de radio externo r1 = 1,6 m y de
radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0). Los resultados presentados se refieren a los modos TEz

s,q con
(s, q) = (0, 2), (2, 2), (0, 3), (3, 3), (0, 4), (2, 4), (0, 5), (3, 5).

Índice modal Número de onda de corte de los modos TEz
s,2 (rad/m)

angular (s) Ref. [40] Software con Nρ = 25 Error relativo ( %)
1 155,51435 155,51435170 1 · 10−6

2 155,52380 155,52380679 4 · 10−6

5 155,58996 155,58997630 1 · 10−5

10 155,82606 155,82606670 4 · 10−6

100 184,35597 184,35596193 4 · 10−6

200 251,79803 251,79802942 2 · 10−7

Tabla 2.6: Comparación del número de onda de corte obtenido con la herramienta implementada
con los resultados presentados en [40]. La guı́a coaxial analizada es de radio externo r1 = 1,0202 m
y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0). Los resultados presentados se refieren a los modos TEz

s,2

con s = 1, 2, 5, 10, 100, 200.

considerados. De este estudio se concluye que, con tan sólo Nρ = 5 términos radiales, los
resultados tienen una precisión muy aceptable. Por otro lado, la eficiencia computacional de
la herramienta implementada es del mismo orden que la de los modos TMz: los primeros
500 modos de tipo TEz (sin contar los posibles modos degenerados) se calculan en unos 0,3
segundos.

2.3.2. Análisis de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a
coaxial

En este apartado se analiza la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a coaxial
(ver figura 2.4) utilizando la técnica de la ecuación integral presentada en la sección 2.2.
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Índices modales Número de términos radiales
(s, q) Nρ = 5 Nρ = 25 Nρ = 75 Nρ = 150
(0, 2) 5,279096 5,279092 5,279092 5,279092

(2, 2) 5,523844 5,523842 5,523842 5,523842

(0, 3) 10,494239 10,494135 10,494135 10,494135

(3, 3) 10,763177 10,763110 10,763110 10,763110

(0, 4) 15,723041 15,722817 15,722817 15,722817

(2, 4) 15,802868 15,802674 15,802674 15,802674

(0, 5) 20,963390 20,955113 20,955113 20,955113

(3, 5) 21,095870 21,089451 21,089451 21,089451

Tabla 2.7: Convergencia del número de onda de corte de los modos TEz
s,q expresado en rad/m para

una guı́a coaxial de radio externo r1 = 1,6 m y de radio interno r2 = 1,0 m (εr = 1,0) en función
del número de términos Nρ considerados en la expansión radial de la solución modal. Los ı́ndices
modales de los modos analizados son: (s, q) = (0, 2), (2, 2), (0, 3), (3, 3), (0, 4), (2, 4), (0, 5), (3, 5).

Ası́, si se revisa la expresión de la matriz de impedancias generalizadas (2.49) asociada a
una unión planar arbitraria, se comprobará que ésta depende de la denominada integral de
acoplamiento Au,v entre las funciones vectoriales modales de las guı́as involucradas en la
discontinuidad:

Au,v =

∫

S(2)

h(1)
u (x′, y′) · h(2)∗

v (x′, y′) dS ′ (2.119)

donde, para esta unión en particular, h(1)
u (x′, y′) representa la función vectorial modal de tipo

magnético asociada al u-ésimo modo de la guı́a rectangular; h
(2)
v (x′, y′) es la función vecto-

rial modal de tipo magnético relativa al v-ésimo modo de la guı́a coaxial y S(2) representa la
sección transversal de la guı́a coaxial. El cálculo de esta integral de acoplamiento es funda-
mental para caracterizar la unión planar entre las dos guı́as, y dicho cálculo es, precisamente,
el primer objetivo de esta sección.

Consideremos entonces la figura 2.4, en la que se representa una unión planar entre una
guı́a rectangular de dimensiones a y b, y una guı́a coaxial de radio externo r1 y de radio in-
terno r2. Los parámetros (xs, ys) sitúan el centro de la guı́a coaxial con respecto a la esquina
inferior derecha de la guı́a rectangular, de manera que, en un caso general, la guı́a coaxial
puede estar descentrada con respecto a la guı́a rectangular. En el caso particular de que la
guı́a coaxial esté en una posición centrada, se cumplirá que xs = a/2, ys = b/2. Las re-
laciones entre los diferentes sistemas de coordenadas representados en la figura 2.4 son las
siguientes:

x = x′ + xs = ρ cos φ + xs (2.120)

y = y′ + ys = ρ sin φ + ys (2.121)

Es importante observar que la integral de acoplamiento (2.119) es una integral de super-
ficie cuyo cálculo se extiende sobre la sección transversal de la guı́a coaxial. Sin embargo,
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Figura 2.4: Unión planar entre una guı́a rectangular de dimensiones a y b, y una guı́a coaxial de
radio externo r1 y radio interno r2. Los parámetros (xs, ys) sitúan el centro de la guı́a coaxial con
respecto a la esquina inferior derecha de la guı́a rectangular.

según la teorı́a desarrollada en [41], esta integral de superficie puede transformarse en una
integral de lı́nea evaluada sobre el contorno de la guı́a coaxial10. La ventaja de esta trans-
formación es muy importante desde un punto de vista computacional, ya que la integral de
superficie se calculará utilizando técnicas numéricas de integración en una dimensión. En los
resultados que se presentan en [41], la integral de acoplamiento Au,v adopta una expresión u
otra dependiendo de si u y v son modos de tipo TEz, TMz o TEMz. En concreto, gracias a
los resultados de [41], [42], se puede afirmar que11:

AuTE,vTE
=

k2
t,v

k2
t,v − k2

t,u

∮

c

∂ψTEz

u (ρ, φ)

∂ρ
χTEz

v (ρ, φ) ρ dφ (2.122)

AuTE,vTM
= 0 (2.123)

AuTM,vTE
=

∮

c

∂ψTMz

u (ρ, φ)

∂φ
χTEz

v (ρ, φ) dφ (2.124)

AuTM,vTM
= − k2

t,u

k2
t,v − k2

t,u

∮

c

ψTMz

u (ρ, φ)
∂χTMz

v (ρ, φ)

∂ρ
ρ dφ (2.125)

10El contorno de la guı́a coaxial se define a partir de los radios externo e interno de dicha guı́a: ρ = r1 y
ρ = r2. Asimismo, es muy importante definir el sentido de integración, el cual se debe escoger de manera que
la superficie de interés se quede a la izquierda del sentido de integración. Según esta regla es fácil concluir que,
en el contorno interno del coaxial, la integración seguirá un sentido horario y, en el contorno externo, el sentido
será antihorario.

11En las expresiones (2.122) y (2.125) podrı́a ocurrir que kt,u = kt,v. En ese caso, se tendrı́a una indetermi-
nación que se puede eliminar. Este tema se trata con rigor en [42], [43].
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AuTE,vTEM
= 0 (2.126)

AuTM,vTEM
=

∮

c

ψTMz

u (ρ, φ)
∂χTEMz

v (ρ, φ)

∂ρ
ρ dφ (2.127)

En estas expresiones, kt,u denota el número de onda de corte asociado al u-ésimo modo de
la guı́a rectangular; kt,v representa el número de onda de corte del v-ésimo modo de la guı́a
coaxial; ψu(ρ, φ) es la función potencial modal normalizada relativa al u-ésimo modo de la
guı́a rectangular (de tipo TEz o TMz), y χv(ρ, φ) denota la función potencial modal norma-
lizada asociada al v-ésimo modo de la guı́a coaxial (de tipo TEz, TMz o TEMz). Conviene
recordar que, de acuerdo con la teorı́a expuesta anteriormente, las funciones potenciales mo-
dales normalizadas de una guı́a coaxial son las siguientes:

χTEMz

v (ρ, φ) = NTEMz ln ρ (2.128)

χTEz

v (ρ, φ) = N TEz

(ξ),v

{
Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)}
Φ(ξ),s(φ) (2.129)

χTMz

v (ρ, φ) = N TMz

(ξ),v

{
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)}
Φ(ξ),s(φ) (2.130)

Por su parte, teniendo en cuenta las relaciones de transformación entre los sistemas de
coordenadas rectangular y cartesiano definidas en (2.120)–(2.121), las funciones potenciales
para la guı́a rectangular son las siguientes [39]:

ψTEz

u (ρ, φ) = N TEz

u cos
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
cos

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
(2.131)

ψTMz

u (ρ, φ) = N TMz

u sin
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
sin

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
(2.132)

donde (m,n) es la pareja de ı́ndices modales asociadas al u-ésimo modo de la guı́a rectan-
gular correspondientes a las coordenadas (x, y) representadas en la figura 2.4; y Nu denota
el factor de normalización correspondiente y que se calcula como:

N TEz

u =

√
εm εn

a b

[(mπ

a

)
+

(nπ

b

)]− 1
2

(2.133)

N TMz

u =
2√
a b

[(mπ

a

)
+

(nπ

b

)]− 1
2

(2.134)

donde εm representa la constante de Neumann definida en (C.6).

Ası́ pues, recordemos que (s, q) representa la pareja de ı́ndices modales asociados al
v-ésimo modo de la guı́a coaxial, correspondientes a las variables angular y radial, respecti-
vamente; y consideremos, en primer lugar, que u y v son modos de tipo TEz. En este caso,
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la integral de acoplamiento adopta la siguiente expresión:

AuTE,vTE
= −N TEz

u N TEz

(ξ),v

k2
t,v

k2
t,v − k2

t,u

[
ITE,TE(ρ, φ)|ρ=r2

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q

− ITE,TE(ρ, φ)|ρ=r1

Nρ−1∑
r=0

(−1)r l (r)
s,q

]
(2.135)

donde hemos definido:

ITE,TE(ρ, φ) =
(mπ

a

)
I

(1)
TE,TE(ρ, φ)−

(nπ

b

)
I

(2)
TE,TE(ρ, φ) (2.136)

siendo:

I
(1)
TE,TE(ρ, φ) =

∮

c

ρ sin
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
cos

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
cos φ Φ(ξ),s(φ) dφ

(2.137)

I
(2)
TE,TE(ρ, φ) =

∮

c

ρ cos
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
sin

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
sin φ Φ(ξ),s(φ) dφ

(2.138)

donde el subı́ndice c de las integrales representa el contorno de la guı́a coaxial. Estas últimas
integrales se han resuelto empleando métodos numéricos.

A continuación, consideremos que u es un modo TMz de la guı́a rectangular y que v es
un modo de tipo TEz de la guı́a coaxial. Teniendo en cuenta la expresión (2.124), se concluye
que:

AuTM,vTE
= −N TMz

u N TEz

(ξ),v

[
ITM,TE(ρ, φ)|ρ=r2

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q

− ITM,TE(ρ, φ)|ρ=r1

Nρ−1∑
r=0

(−1)r l (r)
s,q

]
(2.139)

donde se ha definido la siguiente expresión:

ITM,TE(ρ, φ) = −
(mπ

a

)
I

(2)
TE,TE(ρ, φ) +

(nπ

b

)
I

(1)
TE,TE(ρ, φ) (2.140)

siendo I
(1)
TE,TE(ρ, φ) y I

(2)
TE,TE(ρ, φ) las integrales definidas en (2.137) y (2.138), respectiva-
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mente.

En el caso de que u y v sean modos de tipo TMz tendremos que:

AuTM,vTM
= − π

r1 − r2

N TMz

u N TMz

(ξ),v

k2
t,u

k2
t,v − k2

t,u

[
ITM,TM(ρ, φ)|ρ=r2

Nρ∑
r=1

r l (r)
s,q

− ITM,TM(ρ, φ)|ρ=r1

Nρ∑
r=1

r (−1)r l (r)
s,q

]
(2.141)

donde la integral ITM,TM(ρ, φ), que se ha resuelto numéricamente, se define de la siguiente
manera:

ITM,TM(ρ, φ) =

∮

c

ρ sin
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
sin

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
Φ(ξ),s(φ) dφ (2.142)

Finalmente, en el caso de que u sea un modo TMz de la guı́a rectangular y que v sea un
modo TEMz de la guı́a coaxial se obtendrá que:

AuTM,vTEM
= NTEMz N TMz

u

(
ITM,TEM(ρ, φ)|ρ=r2

− ITM,TEM(ρ, φ)|ρ=r1

)
(2.143)

donde hemos definido la siguiente integral, la cual también se ha resuelto numéricamente:

ITM,TEM(ρ, φ) =

∮

c

sin
(mπ

a
(ρ cos φ + xs)

)
sin

(nπ

b
(ρ sin φ + ys)

)
dφ (2.144)

Para el resto de casos (acoplamientos TEz − TMz y TEz − TEMz), la integral de acopla-
miento es nula en virtud de (2.123) y (2.126).

2.3.3. Ejemplos de validación

Una vez que se han calculado las integrales de acoplamiento para todos los casos posi-
bles, el siguiente paso consiste en validar la teorı́a desarrollada en este apartado12. Para ello,
a continuación se presentan los parámetros de dispersión asociados a diferentes uniones pla-
nares entre una guı́a rectangular y una guı́a coaxial. A este respecto es importante mencionar
que, en todos los resultados presentados, se considera que el modo de excitación es el mo-
do TMz

11 de la guı́a rectangular, y que el modo de respuesta es el modo fundamental de la
guı́a coaxial (modo TEMz). La elección del modo de excitación anterior se basa en el hecho
de que los modos TEz de la guı́a rectangular no se acoplan con el modo TEMz de la guı́a
coaxial en virtud de (2.126). En consecuencia, se ha escogido como modo de excitación el

12Los resultados que se presentan en esta sección se comparan con los datos proporcionados por el programa
Ansoft HFSS (High-Frequency Structure Simulator), ver. 9.0, Ansoft Corporation, Pittsburgh, PA, USA, 2005.
Este programa se basa en el método de los elementos finitos.
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primer modo TMz que se excita en la guı́a rectangular (modo TMz
11) con el fin de obtener

unos resultados no nulos para el parámetro de dispersión S21.

Ası́ pues, en la figura 2.5 se analiza una unión planar entre una guı́a rectangular WR-75
(a = 19,05 mm, b = 9,525 mm) y una guı́a coaxial de radio externo r1 = 1,9 mm y
radio interno r2 = 0,6 mm. Además, se ha considerado que la guı́a coaxial está rellena
uniformemente de un material dieléctrico de permitividad dieléctrica relativa εr = 1,713. Por
otro lado, en este caso se considera que la guı́a coaxial está centrada con respecto a la guı́a
rectangular (xs = a/2, ys = b/2). Tal y como se aprecia en la figura 2.5, los resultados
obtenidos se comparan con éxito con los datos que proporciona HFSS14. Por otro lado, la
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Figura 2.5: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre
una guı́a rectangular WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm) y una guı́a coaxial (r1 = 1,9 mm,
r2 = 0,6 mm, εr = 1,7). La guı́a coaxial se encuentra en una posición centrada con respecto a la
guı́a rectangular. El modo de excitación es el modo TMz

11 de la guı́a rectangular WR-75 y el modo
de respuesta es el modo TEMzde la guı́a coaxial.

unión planar se ha analizado en 4,5 segundos, para un total de 440 puntos en frecuencia. Por
su parte, la simulación realizada con HFSS empleó 15 minutos para 26 puntos en frecuencia,
lo que demuestra la eficiencia computacional del método implementado.

Seguidamente, en la figura 2.6 se presentan los resultados del análisis correspondiente a
una unión planar en la que la guı́a coaxial se encuentra descentrada con respecto a la guı́a
rectangular (xs = 4,25 mm, ys = 6,0 mm). Las dimensiones de las guı́as son las mismas que
las del caso anterior. Nuevamente, los resultados obtenidos se comparan satisfactoriamente

13En todos los ejemplos de validación que se presentan en esta sección, se considera que en la guı́a rectan-
gular se tiene εr = 1,0.

14El barrido en frecuencia considerado en la figura 2.5 comienza en f = 17,6 GHz, ya que éste es el valor
de la frecuencia de corte del modo TMz

11 de la guı́a rectangular WR-75.
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con los que proporciona HFSS. Finalmente, en la figura 2.7 se analiza una unión entre una
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Figura 2.6: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre
una guı́a rectangular WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm) y una guı́a coaxial (r1 = 1,9 mm,
r2 = 0,6 mm, εr = 1,7). La guı́a coaxial se encuentra descentrada con respecto a la guı́a rectangular
(xs = 4,25 mm, ys = 6,0 mm). El modo de excitación es el modo TMz

11 de la guı́a rectangular
WR-75 y el modo de respuesta es el modo TEMzde la guı́a coaxial.

guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm) y una guı́a coaxial de radio externo
r1 = 3,2 mm y de radio interno r2 = 0,9 mm (εr = 1,0). Además, la guı́a coaxial se
encuentra centrada con respecto a la guı́a rectangular. Nuevamente, los resultados obtenidos
concuerdan perfectamente con la simulación realizada con HFSS15.

Es importante mencionar que en todos los ejemplos de validación presentados en este
capı́tulo se han utilizado 25 modos accesibles en las guı́as de onda involucradas en las dis-
continuidades planares analizadas y 60 funciones base en la expansión de la función vectorial
incógnita Mn(x, y) presente en el método de la ecuación integral. Asimismo, el número de
términos considerados en la expansión de la parte estática del núcleo de la ecuación integral
es de 1200, y el número de términos considerados en la expansión de la parte dinámica es de
900.

15En este caso, la simulación se inicia en f = 16,1 GHz, valor que coincide con la frecuencia de corte del
modo TMz

11 de la guı́a rectangular WR-90.
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Figura 2.7: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre
una guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm) y una guı́a coaxial (r1 = 3,2 mm,
r2 = 0,9 mm, εr = 1,0). La guı́a coaxial se encuentra centrada con respecto a la guı́a rectangular.
El modo de excitación es el modo TMz

11 de la guı́a rectangular WR-90 y el modo de respuesta es el
modo TEMzde la guı́a coaxial.

2.4. Discontinuidades entre Guı́as Rectangulares y Guı́as
Circulares

El propósito de esta nueva sección es el análisis multimodal riguroso de la unión planar
entre una guı́a rectangular y una guı́a circular utilizando la técnica de la ecuación integral.
Tal y como ya se ha comentado en la sección anterior, el análisis de esta unión planar reque-
rirá calcular las integrales de acoplamiento entre los modos de las guı́as involucradas en la
unión. En consecuencia, se deberá obtener, previamente, la carta modal de una guı́a circular.
A este respecto, es bien sabido que, según la solución modal clásica, las frecuencias de corte
de una guı́a de sección transversal circular se obtienen calculando los ceros de las funciones
de Bessel de primera especie y los de sus derivadas [39]. Con el objetivo de lograr un código
eficiente desde un punto de vista computacional, en este apartado se propone evitar el uso
de las funciones de Bessel en la descripción de la solución modal de la guı́a circular, utili-
zando en su lugar una formulación alternativa similar a la empleada en el apartado 2.3.1. En
particular, la ecuación de Helmholtz se reescribirá en forma de un problema matricial lineal
de autovalores equivalente y, posteriormente, se forzará a que la variación radial de las solu-
ciones modales se exprese utilizando funciones sinusoidales que satisfagan las condiciones
de contorno correspondientes. De esta manera, se acelerará la evaluación numérica de las
integrales de acoplamiento obtenidas.
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La caracterización multimodal rigurosa de la unión planar entre una guı́a rectangular y
una guı́a circular que se lleva a cabo en esta sección se utilizará en el capı́tulo 3, en el que
se diseñarán uniones turnstile compensadas con postes cilı́ndricos. Las uniones turnstile son
uniones de cinco puertos que constan de cuatro accesos coplanares de sección transversal
rectangular, y de un quinto acceso de sección transversal circular que se sitúa en un plano
perpendicular al que ocupan los puertos rectangulares [10]. Por tanto, en este tipo de dispo-
sitivos encontramos la unión planar objeto de estudio en este apartado. La unión turnstile se
utiliza en el diseño de numerosos dispositivos pasivos de microondas, tal y como se refleja
en el capı́tulo 3.

Por otro lado, en el capı́tulo 5 se presentará una herramienta destinada al análisis y di-
seño de filtros en configuración comb-line con excitación coaxial. Este tipo de filtros, que
se caracterizan por ser muy compactos y que se utilizan en un gran número de aplicaciones,
están constituidos por la asociación de diversas cavidades rectangulares cargadas con postes
conductores de simetrı́a cilı́ndrica. Las cavidades resonantes se comunican entre sı́ mediante
irises de acoplamiento que pueden ser de sección transversal rectangular o circular. En conse-
cuencia, el análisis multimodal de la unión planar que se estudia en esta sección será también
de especial importancia para los objetivos del capı́tulo 5.

2.4.1. Obtención de los modos de una guı́a circular utilizando el método
de los momentos

A continuación, se presenta un método alternativo para la obtención de las funciones
vectoriales modales asociadas a una guı́a de sección transversal circular. La nueva técnica
propuesta, cuyo desarrollo teórico es completamente paralelo al que se ha utilizado en la
sección 2.3.1, expresa la variación radial de la soluciones modales utilizando funciones si-
nusoidales en lugar de emplear las clásicas funciones de Bessel. Por su parte, la ecuación de
Helmholtz obtenida se transforma en un problema matricial lineal de autovalores equivalente
que se resuelve mediante el conocido método de los momentos.

Ası́ pues, sea una guı́a circular de radio r1 como la representada en la figura 2.8. En la
misma figura, se han representado los sistemas de referencia en cartesianas y en cilı́ndricas
que utilizaremos posteriormente (la coordenada axial z no se ha representado en la figura y
se cumple x̂× ŷ = ρ̂× φ̂ = ẑ). Seguidamente, el análisis se particulariza para los dos tipos
de modos que pueden existir en una guı́a circular: modos TMz y modos TEz.

Modos TMz

El cálculo de los modos TMz de una guı́a circular sigue un procedimiento paralelo al que
se desarrolló en la sección 2.3.1 para la obtención de los modos TMz de una guı́a coaxial.
Ası́ pues, en primer lugar, se resuelve la ecuación de Helmholtz planteada en (2.65) con res-
pecto a la variable angular, obteniéndose la solución de variación sinusoidal que se recoge en
(2.71). Posteriormente, la ecuación diferencial con respecto a la variable radial se reescribe



44 Contribuciones al Análisis Eficiente de Uniones Planares Complejas

r
f

x

y

1
r

Figura 2.8: Sección transversal de una guı́a circular de radio r1.

en términos del siguiente problema de autovalores equivalente:

LsR
TMz

(ρ) = −k2
t R

TMz

(ρ) (2.145)

donde el operador diferencial Ls se define en (2.73), RTMz
(ρ) caracteriza la variación radial

de las soluciones modales y kt denota el número de onda de corte de los modos TMz de la
guı́a circular.

Supongamos que (s, q) es la pareja de ı́ndices modales relativos al m-ésimo modo de la
guı́a circular, siendo s el ı́ndice modal asociado a la variación angular y q el ı́ndice modal
asociado a la variación radial. La obtención de las funciones vectoriales modales de tipo
TMz parte de la elección de una función potencial adecuada. En este caso, la expresión que
adopta dicha función potencial varı́a en función del valor que toma el ı́ndice modal angular
s. Ası́, si s 6= 0 se tiene que:

eTMz

z(ξ),m
(ρ, φ) =

{ ∞∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ

r1

)}
Φ(ξ),s(φ) = RTMz

s,q (ρ) Φ(ξ),s(φ) (2.146)

donde Φ(ξ),s(φ) es la función que describe la variación angular de la solución modal y ya se
ha definido en (2.71), y d

(r)
s,q son unos coeficientes desconocidos. En caso de que el ı́ndice

modal angular s sea nulo se escoge la siguiente función potencial:

eTMz

zm (s=0)
(ρ, φ) =

∞∑
r=0

d
(r)
0,q cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
= RTMz

0,q (ρ) (2.147)

Es importante hacer notar que las funciones potenciales (2.146) y (2.147) satisfacen la con-
dición de contorno de Dirichlet, es decir:

eTMz

z(ξ),m
(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

= eTMz

zm (s=0)
(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

= 0 (2.148)

Por otro lado, es interesante observar que las funciones que rigen la variación radial de las
funciones potenciales (2.146) y (2.147) tienen el mismo comportamiento que las funciones
de Bessel de primera especie en el origen de coordenadas. En efecto, la función potencial
que proporciona el método clásico para los modos TMz es la siguiente [39]:

eTMz

z (ρ, φ) = Js(kt ρ)

{
cos(sφ)

sin(sφ)

}
(2.149)
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donde Js(kt ρ) representa la función de Bessel de primera especie y de orden s. Ası́, para
s 6= 0, obsérvese que Js(ρ = 0) = 0. Es fácil comprobar que la función radial RTMz

s,q (ρ)
que aparece en (2.146) tiene un comportamiento idéntico para ρ = 0. Por otra parte, para
s = 0, se tiene que J0(ρ = 0) = 1. Igualmente, la función radial RTMz

0,q (ρ) que se recoge en
(2.147) es igual a un valor constante para ρ = 0. De este modo se justifica la elección de dos
funciones potenciales distintas dependiendo del valor que tome el ı́ndice angular s.

Seguidamente, se procede a la resolución del problema de autovalores (2.145) utilizando
el procedimiento de Galerkin. Para ello, se utilizará el producto interno siguiente:

〈f(ρ)| g(ρ)〉 =

∫ r1

0

f(ρ) g∗(ρ) ρ dρ (2.150)

Dado que la función RTMz

s,q (ρ) que rige la variación radial de la solución modal adopta dos
expresiones diferentes en función del valor que tome el ı́ndice angular s, a continuación se
tienen en cuenta estos dos casos.

Caso en que s 6= 0:
En este caso, se tiene que:

RTMz

s,q (ρ) =
∞∑

r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ

r1

)
=

∞∑
r=1

d (r)
s,q αTMz

r (ρ) (2.151)

Si ahora se aplica el producto interno definido en (2.150) en ambos miembros de la expresión
(2.145) se tendrá que:

〈LsR
TMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 = −k2
t,m〈RTMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 (2.152)

donde αTMz

t (ρ) se corresponde con las funciones de test del método de los momentos cuya
expresión puede deducirse de (2.151).

Primeramente, se calcula el producto interno que aparece en el miembro de la derecha de
la expresión (2.152). Ası́, se tiene directamente que:

〈RTMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 =
∞∑

r=1

d (r)
s,q

∫ r1

0

ρ sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (2.153)

Posteriormente, en relación al miembro de la izquierda de (2.152), se aplica el operador
diferencial Ls sobre la función de variación radial:

LsR
TMz

s,q (ρ) =

(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
RTMz

s,q (ρ)

=
∞∑

r=1

d (r)
s,q

[(
d 2

dρ2
+

1

ρ

d

dρ
− s2

ρ2

)
sin

(
rπ

ρ

r1

)]

=
∞∑

r=1

d (r)
s,q

[
−

((
rπ

r1

)2

+
s2

ρ2

)
sin

(
rπ

ρ

r1

)
+

rπ

r1

1

ρ
cos

(
rπ

ρ

r1

)]

(2.154)
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De esta manera, se concluye que:

〈LsR
TMz

s,q (ρ)|αTMz

t (ρ)〉 = −
∞∑

r=1

d (r)
s,q

∫ r1

0

[(
ρ

(
rπ

r1

)2

+
s2

ρ

)
sin

(
rπ

ρ

r1

)

− rπ

r1

cos

(
rπ

ρ

r1

)]
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (2.155)

A continuación, se definen las siguientes matrices:

PTMz

r,t =

∫ r1

0

[(
ρ

(
rπ

r1

)2

+
s2

ρ

)
sin

(
rπ

ρ

r1

)
− rπ

r1

cos

(
rπ

ρ

r1

)]
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ

(2.156)

QTMz

r,t =

∫ r1

0

ρ sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (2.157)

donde r, t = 1, 2, . . . , Nρ, siendo Nρ el número de términos que se toman en el sumatorio de
la expansión (2.151). Con estas nuevas definiciones, el problema de autovalores de partida
queda expresado de la siguiente manera:

Nρ∑
r=1

PTMz

r,t d (r)
s,q = k2

t,m

Nρ∑
r=1

QTMz

r,t d (r)
s,q (2.158)

La ecuación anterior puede reescribirse en forma matricial de la siguiente manera16:

PTMz ·Dm = k2
t,mQTMz ·Dm (2.159)

donde Dm =
(
d

(r)
s,q

)
, con r, t = 1, 2, . . . , Nρ. Los elementos de las matrices PTMz

y QTMz

para el caso en que s 6= 0 se han recogido en el Apéndice B. Una vez resuelto el problema de
autovalores (2.159), se obtendrán los números de onda de corte kt,m asociados a los modos
TMz, ası́ como los coeficientes de expansión d

(r)
s,q utilizados en la función potencial de los

modos TMz.

A continuación, la descripción de los modos de tipo TMz se completa presentando las
expresiones de las funciones vectoriales modales correspondientes al caso en el que s 6= 0.
Ası́ pues, aplicando las relaciones establecidas en (2.89)–(2.90), es posible obtener las si-

16Obsérvese que las matrices PTMz

y QTMz

son reales y simétricas, por lo que los autovalores obtenidos
serán también reales.
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guientes expresiones para las funciones vectoriales modales no normalizadas:

ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) =

π

r1

(
Nρ∑
r=1

r d (r)
s,q cos

(
rπ

ρ

r1

))
Φ(ξ),s(φ) ρ̂

+
1

ρ

(
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ

r1

))
Φ′

(ξ),s(φ) φ̂ (2.160)

h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = −1

ρ

(
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ

r1

))
Φ′

(ξ),s(φ) ρ̂

+
π

r1

(
Nρ∑
r=1

r d (r)
s,q cos

(
rπ

ρ

r1

))
Φ(ξ),s(φ) φ̂ (2.161)

donde ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) representa la función vectorial modal de campo eléctrico y h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ)

denota la función vectorial modal de campo magnético. La ortonormalización de las funcio-
nes vectoriales anteriores se realiza atendiendo a la condición que se recoge en (2.93). Con
ello, el factor de normalización puede calcularse como:

N TMz

(ξ),m =

(∫

S

ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) · ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) dS

)− 1
2

=

[
π

(
π

r1

)2 Nρ∑
r=1

Nρ∑
t=1

r t d (r)
s,q d (t)

s,q

∫ r1

0

ρ cos

(
rπ

ρ

r1

)
cos

(
tπ

ρ

r1

)
dρ

+ s2π

Nρ∑
r=1

Nρ∑
t=1

d (r)
s,q d (t)

s,q

∫ r1

0

1

ρ
sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ

]− 1
2

(2.162)

Las integrales que aparecen en la expresión del factor de normalización anterior se calculan
en el Apéndice B. De esta manera, las funciones vectoriales modales normalizadas para los
modos TMz cuyo ı́ndice angular s sea no nulo son las siguientes:

eTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TMz

(ξ),m ẽTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.163)

hTMz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TMz

(ξ),m h̃TMz

t(ξ),m
(ρ, φ) (2.164)

Caso en que s = 0:
Cuando el ı́ndice angular s es nulo, la función que rige la variación radial de las solucio-

nes modales es la siguiente:

RTMz

0,q (ρ) =
∞∑

r=0

d
(r)
0,q cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
(2.165)
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donde el subı́ndice q hace referencia al ı́ndice modal de variación radial. Siguiendo el mismo
procedimiento que el utilizado para el caso en que s 6= 0, el problema de autovalores ex-
presado en (2.145) a través de un operador diferencial, se puede transformar también en un
problema de autovalores matricial equivalente como el que se recoge en (2.159) utilizando
el método de los momentos. No obstante, hay que tener en cuenta que las matrices PTMz

y
QTMz

adoptan ahora una nueva expresión, la cual se presenta a continuación:

PTMz

r,t(s=0)
=

π2

r2
1

(
r +

1

2

)2 ∫ r1

0

cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
cos

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
ρ dρ

+
π

r1

(
r +

1

2

) ∫ r1

0

sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
cos

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ

(2.166)

QTMz

r,t(s=0)
=

∫ r1

0

cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
cos

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
ρ dρ (2.167)

En estas expresiones hay que tener en cuenta que r, t = 0, 1, 2, . . . , Nρ − 1, siendo Nρ el
número de términos efectivos considerados en el sumatorio de (2.165). Los elementos de es-
tas matrices se han calculado analı́ticamente en el Apéndice B. Por otra parte, las funciones
vectoriales modales normalizadas asociadas al m-ésimo modo TMz con s = 0, pueden cal-
cularse fácilmente siguiendo la misma metodologı́a presentada anteriormente, obteniéndose
el siguiente resultado:

eTMz

tm (s=0)
(ρ, φ) = −N TMz

m (s=0)

π

r1

Nρ−1∑
r=0

d
(r)
0,q

(
r +

1

2

)
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
ρ̂ (2.168)

hTMz

tm (s=0)
(ρ, φ) = −N TMz

m (s=0)

π

r1

Nρ−1∑
r=0

d
(r)
0,q

(
r +

1

2

)
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
φ̂ (2.169)

donde el factor de normalización N TMz

m (s=0) se calcula ahora como:

N TMz

m (s=0) =

[
2π3

r2
1

Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

d
(r)
0,q d

(t)
0,q

(
r +

1

2

)(
t +

1

2

)

·
∫ r1

0

ρ sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ

]− 1
2

(2.170)

La integral que aparece en esta última expresión se calcula también en el Apéndice B.

De esta manera se completa la formulación del problema correspondiente a la solución
modal de tipo TMz de una guı́a circular. Seguidamente, se procede a validar la teorı́a pre-
sentada y, para ello, se realizará una comparación de nuestros resultados con los que se pro-
porcionan en [44]. Ası́ pues, en la tabla 2.8 se presenta el número de onda de corte relativo a
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los modos TMz
s,1 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m, calculado

con el código implementado tomando Nρ = 75 términos en la expansión de las funciones de
variación radial presentadas en (2.151) y (2.165). Tal y como se puede comprobar, los resul-
tados obtenidos son de una elevada precisión, ya que el error relativo en tanto por ciento es,
al menos, del orden de 10−4 en todos los casos estudiados. Por otro lado, para finalizar esta

Índice modal Número de onda de corte de los modos TMz
s,1 (rad/m)

angular (s) Ref. [44] Software con Nρ = 75 Error relativo ( %)
0 2,40482556 2,40482560 2 · 10−6

1 3,83171 3,83170603 1 · 10−4

2 5,13562 5,13562240 5 · 10−5

5 8,77148 8,77148395 5 · 10−5

6 9,93611 9,93610968 3 · 10−6

7 11,08637 11,08637019 2 · 10−6

8 12,22509 12,22509245 2 · 10−5

Tabla 2.8: Número de onda de corte relativo a los modos TMz
s,1 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a

circular de radio r1 = 1,0 m. Los resultados obtenidos con la herramienta implementada se comparan
con los datos que se recogen en [44].

sección, en la tabla 2.9 se presenta un estudio de convergencia para el número de onda de
corte de los modos TMz

s,1 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m en
función del número de términos Nρ considerados en la expansión de la función de variación
radial. Del estudio realizado se desprende que, con sólo Nρ = 25 términos, se obtienen unos
resultados muy precisos. Finalmente, es importante resaltar la eficiencia computacional de la
técnica propuesta. Ası́, los primeros 500 modos de tipo TMz de una guı́a circular17 (Nρ = 50
e ı́ndice angular máximo igual a 10) se calculan en tan sólo 0,2 segundos.

Modos TEz

A continuación, se presenta el cálculo de los modos de tipo TEz de una guı́a circular
de radio r1 utilizando para ello la nueva técnica propuesta. Como es bien sabido de los
apartados anteriores, el procedimiento se inicia escribiendo la ecuación de Helmholtz en
la variable radial en la forma de un problema de autovalores equivalente como el que se
recoge en (2.145), el cual se resuelve utilizando el método de los momentos. En lo que
sigue, asumiremos que (s, q) representan los ı́ndices modales relativos al m-ésimo modo de
tipo TEz de la guı́a circular, siendo el ı́ndice s el asociado a la variación angular y el ı́ndice
q el correspondiente a la variación radial.

Para el caso de los modos TEz con ı́ndice modal angular s no nulo, se parte de la siguiente

17Si se tienen en cuenta en este cómputo los modos TMz de tipo degenerado, realmente el número total de
modos calculado en el tiempo proporcionado es igual a 950.
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Índice modal Número de términos radiales
angular (s) Nρ = 5 Nρ = 25 Nρ = 75 Nρ = 150

0 2,40492940 2,40482654 2,40482560 2,40482556

1 3,83183736 3,83170597 3,83170603 3,83170598

2 5,13635845 5,13562578 5,13562240 5,13562231

5 8,77175665 8,77148720 8,77148395 8,77148383

6 9,93635556 9,93611334 9,93610968 9,93610954

7 11,08658676 11,08637425 11,08637019 11,08637004

8 12,22525089 12,22509690 12,22509245 12,22509229

Tabla 2.9: Estudio de convergencia para el número de onda de corte expresado en rad/m de los
modos TMz

s,1 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m en función del número
de términos Nρ considerados en la expansión radial de la solución modal.

función potencial:

hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ) =

{ ∞∑
r=0

l (r)
s,q sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)}
Φ(ξ),s(φ) = RTEz

s,q (ρ) Φ(ξ),s(φ) (2.171)

En la expresión anterior, l
(r)
s,q son unos coeficientes de expansión desconocidos, y Φ(ξ),s(φ)

representa la solución de la ecuación de Helmholtz con respecto a la variable angular cuya
expresión se recoge en (2.71). Para el caso en el que el ı́ndice modal angular s sea nulo, se
utilizará la siguiente función potencial:

hTEz

zm (s=0)
(ρ, φ) =

∞∑
r=0

l
(r)
0,q cos

(
rπ

ρ

r1

)
= RTEz

0,q (ρ) (2.172)

Es importante hacer notar que las funciones potenciales recién definidas satisfacen automáti-
camente las condiciones de contorno de Neumann, es decir:

∂

∂ρ

(
hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ)

)∣∣∣∣
ρ=r1

=
∂

∂ρ

(
hTEz

zm (s=0)
(ρ, φ)

)∣∣∣∣
ρ=r1

= 0 (2.173)

Por otro lado, obsérvese también que las funciones potenciales escogidas se comportan de la
misma manera en ρ = 0 que la función potencial de la solución modal clásica. La función
potencial del método clásico para los modos de tipo TEz es [39]:

hTEz

z (ρ, φ) = Js(kt ρ)

{
cos(sφ)

sin(sφ)

}
(2.174)

siendo Js(kt ρ) la función de Bessel de primera especie de orden s. Es fácil comprobar que
esta función toma en ρ = 0 el mismo valor que adoptan las funciones potenciales (2.171) y
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(2.172) en el mismo punto. Este hecho justifica la elección de dichas funciones potenciales.

A continuación, se procede a resolver el problema de autovalores con respecto a la varia-
ble radial para los modos TEz:

LsR
TEz

(ρ) = −k2
t R

TEz

(ρ) (2.175)

Para ello, se utilizará el producto interno definido en (2.150). Además, el análisis se particu-
lariza para los casos en que s 6= 0 y s = 0.

Caso en que s 6= 0:
La función que rige la variación radial de las soluciones modales es la siguiente:

RTEz

s,q (ρ) =
∞∑

r=0

l (r)
s,q sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
=

∞∑
r=0

l (r)
s,q αTEz

r (ρ) (2.176)

Aplicando el procedimiento de Galerkin sobre el problema (2.175) obtendremos:

〈LsR
TEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 = −k2
t,m〈RTEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 (2.177)

donde las funciones de test αTEz

t (ρ) tienen una expresión idéntica a las funciones de expan-
sión αTEz

r (ρ) definidas en (2.176). Como viene siendo habitual definimos:

〈LsR
TEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 = −
∞∑

r=0

l (r)
s,q PTEz

r,t (2.178)

〈RTEz

s,q (ρ)|αTEz

t (ρ)〉 =
∞∑

r=0

l (r)
s,q QTEz

r,t (2.179)

En la expresión anterior es fácil deducir que:

PTEz

r,t =

∫ r1

0

[{
ρ

(
π

r1

(
r +

1

2

))2

+
s2

ρ

}
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)

− π

r1

(
r +

1

2

)
cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)]
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ (2.180)

QTEz

r,t =

∫ r1

0

ρ sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ (2.181)

donde, si Nρ es el número de términos efectivos considerados en la expansión (2.176), en-
tonces se tiene que r, t = 0, 1, 2, . . . , Nρ − 1. Los elementos de estas matrices se calculan
analı́ticamente en el Apéndice B. Con estas definiciones, el problema de autovalores (2.175)
se reescribe de la siguiente manera:

Nρ−1∑
r=0

PTEz

r,t l (r)
s,q = k2

t,m

Nρ−1∑
r=0

QTEz

r,t l (r)
s,q (2.182)
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Equivalentemente, y empleando una notación matricial, también podemos escribir:

PTEz · Lm = k2
t,mQTEz · Lm (2.183)

donde Lm =
(
l
(r)
s,q

)
, con r = 0, 1, . . . , Nρ − 1. La resolución del problema de autovalores

(2.183) permitirá la obtención de los números de onda de corte kt,m asociados a los modos
de tipo TEz de la guı́a circular, ası́ como el cálculo de los coeficientes de expansión l

(r)
s,q .

Seguidamente, se calculan las funciones vectoriales modales normalizadas relativas a los
modos TEz. Ası́ pues, utilizando las relaciones (2.112)–(2.113), es posible establecer que:

eTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TEz

(ξ),m

{
1

ρ

[
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)]
Φ′

(ξ),s(φ) ρ̂

− π

r1

[
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q

(
r +

1

2

)
cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)]
Φ(ξ),s(φ) φ̂

}

(2.184)

hTEz

t(ξ),m
(ρ, φ) = N TEz

(ξ),m

{
π

r1

[
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q

(
r +

1

2

)
cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)]
Φ(ξ),s(φ) ρ̂

+
1

ρ

[
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)]
Φ′

(ξ),s(φ) φ̂

}
(2.185)

En las expresiones anteriores,N TEz

(ξ),m representa el factor de normalización de los modos TEz

que se calcula utilizando la condición de ortonormalización que se recoge en (2.93) aplicada
al caso de los modos TEz. Ası́ pues, se puede concluir que:

N TEz

(ξ),m =

[
π3

r2
1

Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

l(r)s,q l(t)s,q

(
r +

1

2

)(
t +

1

2

)

·
∫ r1

0

ρ cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
cos

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ

+πs2

Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

l(r)s,q l(t)s,q

∫ r1

0

1

ρ
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ

]− 1
2

(2.186)

Las integrales que encontramos en (2.186) se han calculado analı́ticamente en el Apéndice B.

Caso en que s = 0:
Si el ı́ndice angular s es nulo, entonces la función elegida para describir la variación
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radial de las soluciones modales de tipo TEz es la siguiente:

RTEz

0,q (ρ) =
∞∑

r=0

l
(r)
0,q cos

(
rπ

ρ

r1

)
(2.187)

siendo q el ı́ndice modal en la variable radial. En este caso, al igual que en los anteriores, el
problema de autovalores inicial en la variable radial se transforma en un problema matricial
equivalente como el mostrado en (2.183) gracias al método de los momentos. Las nuevas
expresiones para los elementos de las matrices PTMz

y QTMz
son las siguientes: :

PTEz

r,t(s=0)
=

(
πr

r1

)2 ∫ r1

0

ρ cos

(
rπ

ρ

r1

)
cos

(
tπ

ρ

r1

)
dρ

+

(
πr

r1

) ∫ r1

0

sin

(
rπ

ρ

r1

)
cos

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (2.188)

QTEz

r,t(s=0)
=

∫ r1

0

ρ cos

(
rπ

ρ

r1

)
cos

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (2.189)

donde r, t = 0, 1, . . . , Nρ − 1. Las integrales que aparecen en estas últimas expresiones se
han resuelto analı́ticamente en el Apéndice B. Para completar la formulación de los modos
TEz de la guı́a circular, resta calcular las funciones vectoriales modales para el caso en que
s = 0. Ası́, haciendo uso de las relaciones (2.112)–(2.113) concluimos que:

eTEz

tm (s=0)
(ρ, φ) = N TEz

m (s=0)

π

r1

Nρ−1∑
r=0

r l
(r)
0,q sin

(
rπ

ρ

r1

)
φ̂ (2.190)

hTEz

tm (s=0)
(ρ, φ) = −N TEz

m (s=0)

π

r1

Nρ−1∑
r=0

r l
(r)
0,q sin

(
rπ

ρ

r1

)
ρ̂ (2.191)

donde el factor de normalización N TEz

m (s=0) se expresa esta vez como:

N TEz

m (s=0) =

[
2π3

r2
1

Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

r t l
(r)
0,q l

(t)
0,q ·

∫ r1

0

ρ sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ

]− 1
2

(2.192)

La integral que aparece en la expresión del factor de normalización anterior se calcula analı́ti-
camente en el Apéndice B.

De esta manera, se completa la teorı́a correspondiente a la obtención de las funciones
vectoriales modales de tipo TEz para una guı́a circular. Seguidamente, se procede a validar
la teorı́a desarrollada presentando, en primer lugar, el número de onda de corte para los mo-
dos TEz

s,3 (con s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) relativos a una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m. En
los cálculos se han tomado Nρ = 75 términos en la expansión de las funciones de variación
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Índice modal Número de onda de corte de los modos TEz
s,3 (rad/m)

angular (s) Ref. [44] Software con Nρ = 75 Error relativo ( %)
0 10,17346814 10,17346814 1 · 10−6

1 8,53632 8,53631637 4 · 10−5

2 9,96947 9,96946814 2 · 10−5

5 13,98719 13,98718863 1 · 10−5

6 15,26818 15,26818146 1 · 10−5

7 16,52937 16,52936588 2 · 10−5

8 17,77401 17,77401237 1 · 10−5

Tabla 2.10: Número de onda de corte relativo a los modos TEz
s,3 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a

circular de radio r1 = 1,0 m. Los resultados obtenidos con la herramienta implementada se comparan
con los datos extraı́dos de [44].

radial de las soluciones modales. Los resultados se comparan con los datos que se recogen
en [44] observándose una excelente concordancia. De los resultados presentados en la ta-
bla 2.10 se desprende que la teorı́a desarrollada es sumamente rigurosa y precisa. Por otra
parte, en la tabla 2.11 se presenta un estudio de convergencia para el número de onda de corte
de los modos TEz

s,3 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m en fun-
ción del número de términos Nρ considerados en la expansión. Se observa en la mencionada
tabla que, con sólo Nρ = 25 términos, los resultados son sumamente precisos18.

Índice modal Número de términos radiales
angular (s) Nρ = 5 Nρ = 25 Nρ = 75 Nρ = 150

0 10,17394475 10,17346818 10,17346814 10,17346814

1 8,53640686 8,53631639 8,53631637 8,53631637

2 9,98931307 9,96949345 9,96946814 9,96946784

5 13,98731706 13,98718868 13,98718863 13,98718863

6 15,29377534 15,26818151 15,26818146 15,26818146

7 16,66403183 16,52936593 16,52936588 16,52936588

8 18,11693589 17,77401241 17,77401237 17,77401237

Tabla 2.11: Estudio de convergencia para el número de onda de corte expresado en rad/m de los
modos TEz

s,3 (s = 0, 1, 2, 5, 6, 7, 8) de una guı́a circular de radio r1 = 1,0 m en función del número
de términos Nρ considerados en la expansión radial de la solución modal.

18El tiempo de cálculo de los modos de tipo TEz es del mismo orden que el de los modos TMz .



2.4 Discontinuidades entre Guı́as Rectangulares y Guı́as Circulares 55

2.4.2. Análisis de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a
circular

El análisis de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a circular parte del
cálculo de las integrales de acoplamiento entre las funciones vectoriales modales de tipo
magnético asociadas a los modos de ambas guı́as. En particular, debe evaluarse la siguiente
integral de superficie, la cual se extiende sobre la sección transversal de la guı́a circular:

Au,v =

∫

S(2)

h(1)
u (x′, y′) · h(2)∗

v (x′, y′) dS ′ (2.193)

Para la unión que nos ocupa, h
(1)
u (x′, y′) es la función vectorial modal de tipo magnético

asociada al u-ésimo modo de la guı́a rectangular; h
(2)
v (x′, y′) representa la función vectorial

modal de tipo magnético relativa al v-ésimo modo de la guı́a circular, y S(2) es la sección
transversal de la guı́a circular.

Consideremos la figura 2.9, en la que hemos representado la sección transversal de una
unión planar entre una guı́a rectangular de dimensiones a y b, y una guı́a circular de radio
r1. Dado que la integral de acoplamiento debe evaluarse en la sección transversal de la guı́a

x

y
1
r

'x

'y

f

r

a

b

sx

sy

Figura 2.9: Unión planar entre una guı́a rectangular de dimensiones a y b, y una guı́a circular de
radio r1. Los parámetros (xs, ys) sitúan el centro de la guı́a circular con respecto a la esquina inferior
derecha de la guı́a rectangular.

circular, los diferentes cálculos se van a realizar en coordenadas cilı́ndricas. Ası́ pues, los
sistemas de coordenadas cartesiano y cilı́ndrico representados en la figura 2.9 están relacio-
nados entre sı́ a través de las siguientes ecuaciones:

x = x′ + xs = ρ cos φ + xs (2.194)

y = y′ + ys = ρ sin φ + ys (2.195)
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donde los parámetros (xs, ys) se utilizan para situar el centro de la guı́a circular con respecto
a la esquina inferior derecha de la guı́a rectangular. Por otro lado, tal y como ya se ha ex-
plicado en la sección 2.3.2 dedicada al análisis de la unión planar entre una guı́a rectangular
y una guı́a coaxial, la integral de superficie (2.193) puede transformarse en una integral de
lı́nea equivalente en virtud de los resultados deducidos en [41]. De esta manera, las expre-
siones de las nuevas integrales de lı́nea a resolver son las mismas que las que se recogen en
(2.122)–(2.125). Asimismo, es importante recalcar que en dichas expresiones intervienen las
funciones potenciales asociadas a los modos de las guı́as implicadas en la unión. Siguiendo
la misma notación empleada en la sección 2.3.2, conviene recordar que, en las expresiones
(2.122)–(2.125), ψu(ρ, φ) representa la función potencial relativa al u-ésimo modo de la guı́a
rectangular, y χv(ρ, φ) es la función potencial asociada al v-ésimo modo de la guı́a circular.
Las funciones potenciales modales relativas a la guı́a rectangular expresadas en coordenadas
cilı́ndricas se han definido en (2.131)–(2.132). Por otro lado, consideramos relevante recor-
dar las expresiones asociadas a las funciones potenciales de los modos de una guı́a circular,
las cuales fueron presentadas anteriormente:

χTEz

v (ρ, φ)
∣∣
s 6=0

= N TEz

(ξ),v

{
Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)}
Φ(ξ),s(φ) (2.196)

χTEz

v (ρ, φ)
∣∣
s=0

= N TEz

v (s=0)

Nρ−1∑
r=0

l
(r)
0,q cos

(
rπ

ρ

r1

)
(2.197)

χTMz

v (ρ, φ)
∣∣
s 6=0

= N TMz

(ξ),v

{
Nρ∑
r=1

d (r)
s,q sin

(
rπ

ρ

r1

)}
Φ(ξ),s(φ) (2.198)

χTMz

v (ρ, φ)
∣∣
s=0

= N TMz

v (s=0)

Nρ−1∑
r=0

d
(r)
0,q cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
(2.199)

En estas expresiones, (s, q) son los ı́ndices modales relativos al v-ésimo modo de la guı́a
circular y están asociados a las variaciones angular y radial, respectivamente. Además, es
interesante hacer notar que existen expresiones diferentes para las funciones potenciales del
mismo tipo (TEz o TMz) en función de que el ı́ndice modal angular s sea nulo o no.

Supongamos en primer lugar que u y v representan, ambos, modos de tipo TEz, sien-
do (m,n) la pareja de ı́ndices modales relativos al u-ésimo modo de la guı́a rectangular.
Además, asumiremos que el ı́ndice modal s asociado al v-ésimo modo de la guı́a circular es
no nulo. En este caso, es fácil concluir que la integral de acoplamiento (2.122) proporciona
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el siguiente resultado:

AuTE,vTE
= N TEz

u N TEz

(ξ),v

k2
t,v

k2
t,v − k2

t,u

Nρ−1∑
r=0

(−1)r l(r)s,q

{(mπ

a

)
I

(1)
TE,TE(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

+
(nπ

b

)
I

(2)
TE,TE(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

}
(2.200)

donde las integrales de contorno I
(1)
TE,TE(ρ, φ) y I

(2)
TE,TE(ρ, φ), que se han resuelto numérica-

mente, son las mismas que las definidas en (2.137)–(2.138). En caso de que el ı́ndice angular
s asociado al v-ésimo modo de la guı́a circular fuese nulo, la integral de acoplamiento ante-
rior sigue siendo válida. La única precaución que debemos tener es la de tomar s = 0 en las
expresiones de las integrales de contorno anteriores.

Seguidamente, consideremos que u es un modo de tipo TMz y que v es un modo de tipo
TEz cuyo ı́ndice modal angular s asociado es no nulo. En virtud de (2.124) se concluye que:

AuTM,vTE
= N TMz

u N TEz

(ξ),v

Nρ−1∑
r=0

(−1)r l(r)s,q

{(mπ

a

)
I

(2)
TE,TE(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

−
(nπ

b

)
I

(1)
TE,TE(ρ, φ)

∣∣∣
ρ=r1

}
(2.201)

donde, nuevamente, las expresiones de las integrales de contorno I
(1)
TE,TE(ρ, φ) y I

(2)
TE,TE(ρ, φ)

pueden encontrarse en (2.137)–(2.138). Asimismo, la expresión de la integral de acoplamien-
to (2.201) puede también emplearse en caso de que el ı́ndice angular s sea nulo.

Finalmente, asumamos a continuación que u representa un modo de tipo TMz de la guı́a
rectangular y que v es un modo TMz de la guı́a circular con ı́ndice angular s no nulo. En
este caso, utilizando la expresión (2.125), se obtiene:

AuTM,vTM
=

π

r1

N TMz

u N TMz

(ξ),v

k2
t,u

k2
t,v − k2

t,u

Nρ∑
r=1

r (−1)r d(r)
s,q ITM,TM(ρ, φ)|ρ=r1

(2.202)

donde la expresión de la integral de contorno ITM,TM(ρ, φ) se ha definido anteriormente en
(2.142). En caso de que el ı́ndice angular s relativo al v-ésimo modo de la guı́a circular fuese
nulo, se obtendrı́a la siguiente expresión para la integral de acoplamiento:

AuTM,vTM(s=0) = − π

r1

N TMz

u N TMz

v(s=0)

k2
t,u

k2
t,v − k2

t,u

Nρ−1∑
r=0

(
r +

1

2

)
(−1)r d

(r)
0,q ITM,TM(ρ, φ)|ρ=r1

(2.203)
En la expresión anterior, se debe tomar s = 0 en el cálculo de la integral de contorno
ITM,TM(ρ, φ). Por último, en virtud de (2.123), en caso de que u sea un modo de tipo TEz de
la guı́a rectangular, y v un modo de tipo TMz de la guı́a circular, la integral de acoplamiento
es nula.
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2.4.3. Ejemplos de validación
Una vez concluido el análisis electromagnético de la unión, a continuación procedemos

a la validación de la teorı́a desarrollada en esta sección. Ası́ pues, en todos los ejemplos que
se presentan seguidamente se asume que el modo incidente es el modo fundamental TEz

10

de la guı́a rectangular y que el modo de respuesta es el modo fundamental TEz
11 (coseno)

de la guı́a circular. Por otro lado, se considera también que la guı́a circular se encuentra
rellena uniformemente de un material de permitividad dieléctrica relativa εr. De esta forma,
conseguimos reducir la frecuencia de corte efectiva del modo fundamental de la guı́a circular,
permitiendo ası́ la propagación de dicho modo a la región de la guı́a rectangular.
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Figura 2.10: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre una
guı́a rectangular WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm) y una guı́a circular de radio r1 = 3,0 mm
(εr = 8,0). La guı́a circular se encuentra centrada con respecto a la guı́a rectangular.

El primero de los ejemplos de aplicación se muestra en la figura 2.10, en el cual se analiza
una unión planar entre una guı́a circular de radio r1 = 3,0 mm (εr = 8,0) y una guı́a rectan-
gular WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm)19. La guı́a circular se encuentra centrada con
respecto a la guı́a rectangular, con lo que refiriéndonos a la figura 2.9, se tiene que xs = a/2,
ys = b/2. En la figura 2.10 comprobamos que los resultados de nuestra simulación se com-
paran satisfactoriamente con los proporcionados por HFSS. No obstante, a frecuencias bajas
apreciamos una mı́nima discrepancia entre los datos presentados. A este respecto, es impor-
tante destacar que los resultados de nuestra simulación han sido también comparados con los

19Con el radio utilizado para la guı́a circular, la frecuencia de corte del modo fundamental de dicha guı́a
resulta ser de 29,283/

√
εr (GHz). Puesto que el rango de operación monomodo de la guı́a rectangular WR-75

es 10 − 15 GHz, precisamos que εr < 8,57 para que se propague señal hacia la guı́a rectangular. De esta
manera, para εr = 8,0, se tiene que la frecuencia de corte del modo fundamental de la guı́a circular resulta ser
de 10,35 GHz.
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proporcionados por la herramienta FEST 3D de la Agencia Espacial Europea20, observándo-
se en este caso una perfecta concordancia entre ambos resultados (los datos proporcionados
por FEST 3D no se han presentado, ya que se superponen a los obtenidos con la herramienta
de simulación). Por ello, es bastante probable que la discrepancia observada se deba a un
problema de convergencia de HFSS. Por otro lado, es importante mencionar que el análisis
de la unión se ha realizado en 7,51 segundos para un total de 101 puntos en frecuencia. Por
su parte, HFSS empleó unos 20 minutos para un total 23 de puntos en frecuencia.

En el siguiente ejemplo, se analiza una unión planar entre una guı́a circular de radio
r1 = 2,7 mm (εr = 14,0) y una guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm),
estando la guı́a circular en una posición centrada con respecto a la guı́a rectangular21. Ası́,
en la figura 2.11 se presenta el módulo del parámetro de transmisión S21 para dicha unión y
se compara el resultado obtenido con HFSS. Al igual que hemos comentado en el ejemplo
anterior, encontramos también en este caso una pequeña discrepancia entre los resultados
de la simulación y HFSS a frecuencias bajas, debidos muy probablemente a problemas de
convergencia de esta última herramienta.
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Figura 2.11: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre una
guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm) y una guı́a circular de radio r1 = 2,7 mm
(εr = 14,0). La guı́a circular se encuentra centrada con respecto a la guı́a rectangular.

Por último, se analiza una unión planar de las mismas dimensiones que la anterior, pe-

20La herramienta FEST 3D (Full-wave Electromagnetic Simulation Tool) utiliza también la técnica de la
ecuación integral para caracterizar uniones planares entre guı́as de onda. Sin embargo, en esta herramienta se
emplea la formulación clásica para la obtención de las soluciones modales de la guı́a circular.

21En este caso, la frecuencia de corte del modo fundamental de la guı́a circular es 32,537/
√

εr (GHz). Dado
que el rango frecuencial de operación de la guı́a rectangular WR-90 es 8 − 12 GHz, en este caso precisamos
que εr < 16, 54.



60 Contribuciones al Análisis Eficiente de Uniones Planares Complejas

ro, en este caso, la guı́a circular se encuentra descentrada con respecto a la guı́a rectangular
(xs = 6,45 mm, ys = 3,1 mm). Los resultados obtenidos para este caso se han represen-
tado en la figura 2.12. Nuevamente, se detecta cierta discrepancia a frecuencias bajas entre
nuestros resultados y HFSS. Por ello, se ha procedido a comparar nuestros resultados con
los obtenidos con FEST 3D verificándose nuevamente la precisión de nuestros resultados.
Los tiempos de simulación de los dos últimos casos prácticos presentados son similares a los
indicados en el primero de los ejemplos, con lo que queda demostrada la eficiencia compu-
tacional de la herramienta implementada.
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Figura 2.12: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar en-
tre una guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm) y una guı́a circular de radio
r1 = 2,7 mm (εr = 14,0). La guı́a circular se encuentra descentrada con respecto a la guı́a rectangu-
lar (xs = 6,45 mm, ys = 3,1 mm).

2.5. Discontinuidades entre Guı́as Coaxiales
El objetivo de este apartado es el análisis multimodal riguroso de la unión planar entre dos

guı́as coaxiales mediante la técnica de la ecuación integral. La caracterización multimodal de
este tipo de uniones puede resultar muy interesante en una aplicación basada en la excitación
coaxial de dispositivos que requiera una adaptación previa de la sonda coaxial de excitación.
Aunque este tipo de uniones se ha analizado ya de forma precisa en la literatura técnica
[36], en el mencionado trabajo la técnica de análisis multimodal empleada se basa en el
método directo [3], el cual es menos eficiente que la técnica de la ecuación integral desde
un punto de vista computacional, ya que precisa considerar un mayor número de modos
en la red multimodal equivalente con el fin de lograr resultados convergentes. Por otro lado,
en [36] no se realiza, estrictamente hablando, una caracterización modal completa de la unión
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planar, puesto que sólo se trabaja con la familia de modos que el modo fundamental TEMz

excita en la otra guı́a coaxial involucrada en la unión22. En cambio, la aportación realizada
en esta sección se centra en el análisis multimodal riguroso y eficiente de la unión planar
entre dos guı́as coaxiales considerando la totalidad de los modos en las dos guı́as de la unión
planar, permitiendo ası́ la utilización del código desarrollado en herramientas de simulación
electromagnética que requieran un tratamiento multimodal del dispositivo considerado.

2.5.1. Análisis de la unión planar entre dos guı́as coaxiales concéntricas
Con el propósito de calcular las integrales de acoplamiento entre las guı́as involucra-

das en la unión, se utilizará la descripción modal para la guı́a coaxial desarrollada en la
sección 2.3.1. A este respecto, es importante recordar que, en el análisis efectuado en la
caracterización de las uniones planares anteriormente estudiadas, se utilizaba la teorı́a desa-
rrollada en [41] con el objetivo de transformar las integrales de superficie de acoplamiento
entre modos en integrales de contorno, reduciendo ası́ el esfuerzo computacional asociado a
la herramienta de simulación. En este caso, puesto que las dos guı́as de la unión bajo análisis
poseen simetrı́a cilı́ndrica y son concéntricas, la integral de acoplamiento podrá expresarse
como el producto de dos integrales unidimensionales (una de ellas con respecto a la variable
radial y la otra con respecto a la variable angular). Ası́, la integral unidimensional en la va-
riable angular podrá resolverse analı́ticamente tal y como se va a comprobar a continuación,
mientras que la integral unidimensional en la variable radial deberá, por lo general, resolver-
se numéricamente. Con todo ello, no será necesario aplicar la teorı́a desarrollada en [41] y
podremos utilizar directamente la expresión para la integral de acoplamiento proporcionada
en (2.119).

Sea entonces una unión planar entre dos guı́as coaxiales (a) y (b) como la representada
en la figura 2.13. En dicha figura, r

(a)
1 y r

(b)
1 denotan los radios externos de las guı́as (a) y

(b), respectivamente, mientras que r
(a)
2 y r

(b)
2 son los correspondientes radios internos. Es

importante mencionar que en nuestro análisis asumiremos que ambas guı́as son concéntricas
y que se cumple que r

(a)
1 ≥ r

(b)
1 y r

(a)
2 ≤ r

(b)
2 . De esta manera nos aseguramos de que la

sección transversal de la guı́a coaxial (b) siempre está contenida en la de la guı́a (a). La
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Figura 2.13: Unión planar entre dos guı́as coaxiales concéntricas (a) y (b) de radios externos r
(a)
1

y r
(b)
1 , y de radios internos r

(a)
2 y r

(b)
2 , respectivamente.

22Si el modo incidente es el modo fundamental TEMz , en la otra guı́a coaxial involucrada en la unión se
excitará la familia de modos TMz con ı́ndice angular nulo ası́ como el modo fundamental TEMz .
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integral de acoplamiento que se debe resolver es la siguiente:

Au,v =

∫

S(2)

h(1)
u (ρ′, φ′) · h(2)∗

v (ρ′, φ′) dS ′ (2.204)

donde u es un modo de la guı́a coaxial (a); v es un modo de la guı́a coaxial (b); S(2) repre-
senta la sección transversal de la guı́a coaxial (b); y h

(1)
u (ρ′, φ′) y h

(2)
v (ρ′, φ′) representan las

funciones vectoriales modales de tipo magnético asociadas a los modos u y v, respectiva-
mente. Además, asumiremos que (su, qu) es la pareja de ı́ndices modales (angular y radial,
respectivamente) asociados al u-ésimo modo de la guı́a coaxial (a), y que (sv, qv) son los
ı́ndices modales relativos al v-ésimo modo de la guı́a coaxial (b). Puesto que los modos u
y v pueden ser de tipo TEMz, TEz o TMz, la resolución de la integral (2.204) requiere
contemplar todas las combinaciones de tipos de modos posibles. Ası́, la expresión de la fun-
ción vectorial modal de tipo magnético TEMz para una guı́a coaxial se recoge en (2.63), la
correspondiente a los modos TMz se presentó en (2.96) y la relativa a los modos TEz se
dedujo en (2.118).

Primeramente, supongamos que u y v son, ambos, modos de tipo TEMz. En este caso,
es fácil concluir que el resultado de la integral de acoplamiento es el siguiente:

AuTEM,vTEM
=

√√√√√
ln

(
r
(b)
1 /r

(b)
2

)

ln
(
r
(a)
1 /r

(a)
2

) (2.205)

A continuación, sea u un modo de tipo TEz y v un modo de tipo TEMz. En virtud de
las resultados extraı́dos de [41], cuyas conclusiones se resumen en las expresiones (2.122)–
(2.127), se tiene que para este caso la integral de acoplamiento es nula, es decir:

AuTE,vTEM
= 0 (2.206)

Posteriormente, consideremos que u es un modo de tipo TMz y v un modo de tipo TEMz.
En este caso, se obtiene:

AuTM,vTEM
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√
2π
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2 )
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)]
δsu,0 (2.207)

donde δsu,0 denota la delta de Kronecker. De este resultado se concluye que únicamente los
modos TMz con ı́ndice angular nulo (modos no degenerados) acoplan con el modo TEMz.

Seguidamente, sea u un modo de tipo TEMz y v un modo de tipo TEz. Inspeccionan-
do las expresiones de las funciones vectoriales modales correspondientes, se deduce que la
integral de acoplamiento es proporcional a la siguiente integral:

∫ 2π

0

Φ′
(ξ),sv

(φ) dφ = 0 (2.208)
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en la que Φ′
(ξ),sv

(φ) es la derivada de la función que rige la variación angular de los modos
de la guı́a coaxial y cuya definición se recoge en (2.71). Como hemos indicado en (2.208),
dicha integral es nula para cualquier valor de sv. En consecuencia, podemos afirmar que:

AuTEM,vTE
= 0 (2.209)

Sean ahora u y v modos de tipo TEz. En este caso, la integral de acoplamiento adopta la
siguiente expresión:

AuTE,vTE
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(r
(a)
1 − r

(a)
2 )(r
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∫ 2π

0

Φ′
(ξu),su

(φ)Φ′
(ξv),sv

(φ) dφ

{
Nρ−1∑
r=0

Nρ−1∑
t=0

l(r)su,qu
l(t)sv,qv

·
∫ r

(b)
1

r
(b)
2

1

ρ
cos

(
rπ

ρ− r
(a)
2

r
(a)
1 − r
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ρ− r
(b)
2
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(b)
1 − r
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2
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dρ

}
(2.210)

En la expresión anterior, la primera de las integrales en la variable radial admite solución
analı́tica, mientras que la segunda debe abordarse utilizando métodos numéricos23. Por otra
parte, las integrales en la variable angular pueden calcularse como sigue:

∫ 2π

0

Φ(ξu),su(φ)Φ(ξv),sv(φ) dφ =





2π
εsu

δsu,sv si (ξu) = (ξv) = (c)

π(εsu − 1) δsu,sv si (ξu) = (ξv) = (s)

0 resto de casos

(2.211)

∫ 2π

0

Φ′
(ξu),su

(φ)Φ′
(ξv),sv

(φ) dφ =





su sv π (εsu − 1) δsu,sv si (ξu) = (ξv) = (c)

su sv
2π
εsu

δsu,sv si (ξu) = (ξv) = (s)

0 resto de casos
(2.212)

donde εsu representa la constante de Neumann definida en (C.6) y δsu,sv denota la delta de
Kronecker.

A continuación, se contempla el caso en que u es un modo TMz y v es un modo TEz.
23Utilizando la librerı́a de lenguaje simbólico que proporciona MATLAB, es posible resolver las integrales

en la variable radial. El resultado final no se ha incluido aquı́ por motivos de brevedad.
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Esta vez, se tiene que:

AuTM,vTE
= N TMz

(ξu),uN TEz

(ξv),v

π

r
(b)
1 − r

(b)
2
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·
∫ r

(b)
1

r
(b)
2

sin

(
rπ

ρ− r
(a)
2

r
(a)
1 − r
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)
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(
tπ
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)
dρ

}
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(ξu),uN TEz

(ξv),v

π
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1 − r

(a)
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·
∫ r

(b)
1

r
(b)
2

cos

(
rπ

ρ− r
(a)
2

r
(a)
1 − r
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(
tπ

ρ− r
(b)
2

r
(b)
1 − r

(b)
2

)
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}
(2.213)

Las dos integrales en la variable radial pueden resolverse analı́ticamente y su resultado no se
incluye por brevedad. Por su parte, el resultado de la primera integral en la variable angular
se expresa de la siguiente manera:

∫ 2π

0

Φ′
(ξu),su

(φ)Φ(ξv),sv(φ) dφ =





su
2π
εsu

δsu,sv si (ξu) = (s) y (ξv) = (c)

su π(εsu − 1)δsu,sv si (ξu) = (c) y (ξv) = (s)

0 si (ξu) = (ξv) = (c);

o si (ξu) = (ξv) = (s)
(2.214)

El resultado de la segunda integral en la variable angular puede obtenerse a partir de esta
última expresión, simplemente intercambiando su por sv.

Seguidamente, consideremos que u es un modo de tipo TEMz y que v es de tipo TMz.
En este caso, a partir de las funciones modales de tipo magnético correspondientes, es muy
sencillo deducir que la integral de acoplamiento es nula por anularse la integral en la variable
radial. Por tanto,

AuTEM,vTM
= 0 (2.215)

Igualmente, en virtud de (2.123), podemos concluir que en caso de que u sea de tipo TEz y
v de tipo TMz, la integral de acoplamiento será nula:

AuTE,vTM
= 0 (2.216)
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Finalmente, sean u y v modos de tipo TMz. En este caso podemos decir que:

AuTM,vTM
= N TMz

(ξu),uN TMz

(ξv),v

∫ 2π

0

Φ′
(ξu),su

(φ)Φ′
(ξv),sv

(φ) dφ

{
Nρ∑
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Nρ∑
t=1
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d(t)
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·
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2

)
sin

(
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2

r
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2
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dρ
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2
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(
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2
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(2.217)

Las integrales en la variable angular son las mismas que las obtenidas para el caso AuTE,vTE
.

Por otro lado, la primera integral en la variable radial no admite solución analı́tica, mientras
que la segunda de ellas sı́ la admite.

2.5.2. Ejemplos de validación
Una vez finalizado el análisis teórico de la unión planar entre dos guı́as coaxiales, a con-

tinuación se procede a la validación práctica de la herramienta implementada. Para ello, los
resultados de nuestras simulaciones se compararán con los proporcionados por la herramien-
ta utilizada en [36], la cual se basa en el método directo. Consideremos, en primer lugar,
una unión planar entre dos guı́as coaxiales cuyas dimensiones se especifican a continuación:
r
(a)
1 = 6,0 mm, r

(a)
2 = 0,65 mm, r

(b)
1 = 5,0 mm y r

(b)
2 = 2,65 mm. Además, se asume

que la permitividad dieléctrica relativa de las guı́as (a) y (b) es ε
(a)
r = ε

(b)
r = 1,0. En la

figura 2.14 se muestra el módulo del parámetro de reflexión para la unión bajo análisis, y
se comprueba que los resultados de la simulación muestran una buena concordancia con los
proporcionados por el método directo24.

Un nuevo ejemplo se recoge en la figura 2.15. En este caso, las dimensiones de la unión
analizada son: r

(a)
1 = 8,6 mm, r

(a)
2 = 0,65 mm, r

(b)
1 = 5,0 mm y r

(b)
2 = 1,42 mm. Por otro

lado, la permitividad dieléctrica relativa de las guı́as es ε
(a)
r = 4,25 y ε

(b)
r = 7,2.

Finalmente, en la figura 2.16 se presenta el módulo del parámetro de transmisión S21

para una nueva unión planar entre dos guı́as coaxiales. En este caso, las dimensiones de las
guı́as son: r

(a)
1 = 15,2 mm, r

(a)
2 = 7,41 mm, r

(b)
1 = 11,5 mm y r

(b)
2 = 9,24 mm (ε(a)

r = 2,33,
ε
(b)
r = 15,1).

24En todos los ejemplos de aplicación de esta sección 2.5.2 se considera que el modo de excitación y de
respuesta es el modo fundamental TEMz .
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Figura 2.14: Módulo en dB del parámetro de reflexión S11 relativo a una unión planar entre

dos guı́as coaxiales (a) y (b). Las dimensiones de las guı́as son las siguientes: r
(a)
1 = 6,0 mm,

r
(a)
2 = 0,65 mm, r

(b)
1 = 5,0 mm y r

(b)
2 = 2,65 mm (ε(a)

r = ε
(b)
r = 1,0). Los resultados de la simula-

ción se comparan con los proporcionados por el método directo descrito en [36].
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Figura 2.15: Módulo en dB del parámetro de reflexión S11 relativo a una unión planar entre

dos guı́as coaxiales (a) y (b). Las dimensiones de las guı́as son las siguientes: r
(a)
1 = 8,6 mm,

r
(a)
2 = 0,65 mm, r

(b)
1 = 5,0 mm y r

(b)
2 = 1,42 mm (ε(a)

r = 4,25 y ε
(b)
r = 7,2). Los resultados de la

simulación se comparan con los proporcionados por el método directo descrito en [36].
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Figura 2.16: Módulo en dB del parámetro de transmisión S21 relativo a una unión planar entre

dos guı́as coaxiales (a) y (b). Las dimensiones de las guı́as son las siguientes: r
(a)
1 = 15,2 mm,

r
(a)
2 = 7,41 mm, r

(b)
1 = 11,5 mm y r

(b)
2 = 9,24 mm (ε(a)

r = 2,33 y ε
(b)
r = 15,1). Los resultados de la

simulación se comparan con los proporcionados por el método directo descrito en [36].

En relación a la eficiencia computacional de la herramienta, conviene destacar que los
resultados presentados se han calculado en 8,67 segundos para un total de 200 puntos en
frecuencia.

2.6. Discontinuidades Múltiples entre Guı́as Rectangulares

Los dispositivos de microondas implementados en guı́a rectangular se utilizan frecuen-
temente en numerosas aplicaciones en las bandas de microondas y ondas milimétricas, tales
como filtros en configuración comb-line, diplexores y multiplexores, transductores ortomo-
dales, etc. Por este motivo, la caracterización rigurosa de las discontinuidades entre guı́as
rectangulares ha sido objeto de investigación desde hace décadas (ver [28], por ejemplo).
Un caso particular de este tipo de dispositivos son las denominadas estructuras inductivas o
en plano H , las cuales se caracterizan por el hecho de que la altura de las diferentes guı́as
que integran el dispositivo permanece constante. Ası́ por ejemplo, un filtro inductivo en guı́a
rectangular está formado por la asociación en cascada de un conjunto de guı́as de sección
transversal rectangular cuya altura permanece constante a lo largo del dispositivo.

El objetivo de esta sección es la caracterización rigurosa y eficiente de discontinuidades
múltiples entre guı́as rectangulares. El análisis multimodal de este tipo de discontinuidad
puede utilizarse en la herramienta que se desarrolla en el capı́tulo 5 destinada al análisis de
filtros en configuración comb-line. En concreto, las diferentes cavidades rectangulares que
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integran este tipo de filtros se comunican entre sı́ mediante ventanas o irises de acoplamiento
constituidos por una discontinuidad simple entre dos guı́as de sección transversal rectangu-
lar. A este respecto, podrı́a resultar de enorme interés investigar cómo afecta al diseño de este
tipo de filtros el hecho de utilizar ventanas de acoplamiento múltiples entre las cavidades que
integran el filtro comb-line. La figura 2.17 ilustra la sección transversal de una discontinui-
dad múltiple entre guı́as rectangulares. En dicha figura, a× b son las dimensiones de la guı́a
rectangular grande; y a1 × b1 y a2 × b2 son las dimensiones de las dos guı́as rectangulares
pequeñas. Por otro lado, los parámetros (xs,1, ys,1) y (xs,2, ys,2) se utilizan para situar la es-
quina inferior derecha de las guı́as rectangulares pequeñas con respecto a la esquina inferior
derecha de la guı́a rectangular grande. Por otro lado, es importante mencionar que, a efec-

1
a

2
a

a

b

1
b

2
b

x̂

1
x̂

2
x̂

ŷ

1
ŷ

2
ŷ

1,sx

2,sx

2,sy

1,sy

Figura 2.17: Discontinuidad múltiple entre guı́as rectangulares.

tos del análisis multimodal que se va a efectuar posteriormente, las dos guı́as rectangulares
pequeñas pueden analizarse como si únicamente se tuviera una única guı́a rectangular cu-
ya carta modal consistiera en la agrupación de las dos familias de modos que se excitan en
las guı́as rectangulares pequeñas. Por otra parte, obsérvese que, desde este punto de vista,
resulta sencillo extender la teorı́a expuesta en este apartado para el caso de una disconti-
nuidad múltiple entre una guı́a rectangular grande y N guı́as rectangulares pequeñas cuyas
secciones transversales estuviesen completamente contenidas en la de la guı́a grande y no se
solaparan entre sı́.

Seguidamente, en esta sección se presenta el análisis multimodal de una discontinuidad
múltiple entre guı́as rectangulares utilizando la técnica de ecuación integral. Para ello, se cal-
cularán las expresiones de las correspondientes integrales de acoplamiento entre los modos
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que se excitan a ambos lados de la discontinuidad. Posteriormente, la teorı́a desarrollada se
particularizará para el caso de estructuras en plano H .

2.6.1. Análisis de una discontinuidad múltiple entre guı́as rectangula-
res

Sea la discontinuidad múltiple representada en la figura 2.17. La relación entre los dife-
rentes sistemas de referencia que se recogen en dicha figura puede expresarse como sigue:

x = xδ + xs,δ (2.218)

y = yδ + ys,δ (2.219)

donde δ = 1, 2 denota cada una de las dos guı́as rectangulares pequeñas de la unión. Por otro
lado, la integral de acoplamiento que se debe resolver es la siguiente:

A(δ)
u,v =

∫

S(δ)

hu(x
′, y′) · h(δ)∗

v (x′, y′) dS ′ (2.220)

donde hu(x
′, y′) es la función vectorial modal de tipo magnético asociada al u-ésimo mo-

do de la guı́a rectangular grande; h
(δ)
v (x′, y′) representa la función vectorial modal de tipo

magnético del v-ésimo modo de la guı́a rectangular pequeña (δ); y S(δ) denota la sección
transversal de la guı́a rectangular pequeña (δ) (con δ = 1, 2). Las expresiones de las funcio-
nes vectoriales modales de tipo magnético relativas a las guı́as rectangulares implicadas en
la unión pueden deducirse fácilmente a partir de la teorı́a desarrollada en la sección C.1 del
Apéndice C. A este respecto, es importante mencionar que interesará expresar las funciones
vectoriales modales asociadas a la guı́a rectangular grande en función de las coordenadas
utilizadas para describir las soluciones modales de las guı́as rectangulares pequeñas, usando
para ello las relaciones (2.218)–(2.219).

Ası́ pues, supongamos a continuación que u es un modo de tipo TEz de la guı́a rectangu-
lar grande y que v es un modo TEz de la guı́a rectangular pequeña (δ). Asumamos también
que (mu, nu) es la pareja de ı́ndices modales asociados al u-ésimo modo de la guı́a rectan-
gular grande, y que (mv,δ, nv,δ) es la pareja de ı́ndices modales relativos al v-ésimo modo de
la guı́a rectangular pequeña (δ). En este caso, podemos concluir fácilmente que la integral
de acoplamiento adopta la siguiente expresión:

A(δ)
uTE,vTE

=

√
εmuεnu

a b

√
εmv,δ

εnv,δ

aδ bδ

1√(
muπ

a

)2
+

(
nuπ

b

)2

1√(
mv,δ π

aδ

)2

+
(

nv,δ π

bδ

)2

·
{(mu π

a

)(
mv,δ π

aδ

)
I

(δ)
1 +

(nu π

b

) (
nv,δ π

bδ

)
I

(δ)
2

}
(2.221)
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donde εmu representa la constante de Neumann y aδ × bδ son las dimensiones de la guı́a
pequeña (δ). Además, se han definido las siguientes integrales25:

I
(δ)
1 =

∫ aδ

0

sin

(
mv,δ π xδ

aδ

)
sin

(
mu π (xδ + xs,δ)

a

)
dxδ

·
∫ bδ

0

cos

(
nv,δ π yδ

bδ

)
cos

(
nu π (yδ + ys,δ)

b

)
dyδ (2.222)

I
(δ)
2 =

∫ aδ

0

cos

(
mv,δ π xδ

aδ

)
cos

(
mu π (xδ + xs,δ)

a

)
dxδ

·
∫ bδ

0

sin

(
nv,δ π yδ

bδ

)
sin

(
nu π (yδ + ys,δ)

b

)
dyδ (2.223)

Tal y como vamos a comprobar a continuación, el resto de las integrales de acoplamiento se
expresarán en función de las integrales I

(δ)
1 e I

(δ)
2 .

Seguidamente, sea u un modo de tipo TMz de la guı́a rectangular grande, y sea v un
modo de tipo TEz de la guı́a rectangular pequeña (δ). En este caso, se tiene que:
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uTM,vTE

=
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a b
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}
(2.224)

Supongamos ahora que u y v son modos de tipo TMz. Esta vez puede concluirse que:

A(δ)
uTM,vTM
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(2.225)

Finalmente, en caso de que u sea un modo TEz de la guı́a rectangular grande y v sea
un modo TMz de la guı́a rectangular pequeña (δ), la integral de acoplamiento será nula en
virtud de los resultados extraı́dos de [41].

25Las integrales I
(δ)
1 e I

(δ)
2 admiten un cálculo analı́tico que puede efectuarse, por ejemplo, empleando la

librerı́a de cálculo simbólico que incorpora MATLAB.
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2.6.2. Discontinuidades múltiples en estructuras inductivas implemen-
tadas en guı́a rectangular

Un caso particular de la teorı́a desarrollada en la sección anterior es aquél en el que las
guı́as rectangulares involucradas en la unión poseen la misma altura. En este caso, se dice que
la unión es de tipo inductivo. La figura 2.18 muestra la vista en planta de una unión planar
múltiple de este tipo. En dicha figura, a es la anchura de la guı́a rectangular grande; a1 y
a2 son las anchuras correspondientes de las guı́as rectangulares pequeñas; y los parámetros
xs,1 y xs,2 se utilizan para situar las guı́as rectangulares pequeñas con respecto a la guı́a
rectangular grande. Por otra parte, la altura de todas las guı́as de la unión planar es b.

x̂

ẑ

a

1
a

2
a

1,s
x

2,s
x

Figura 2.18: Vista en planta de una discontinuidad múltiple en una estructura inductiva implemen-
tada en guı́a rectangular.

Es bien conocido que en una estructura inductiva como la representada en la figura 2.18
únicamente se excita la familia de modos TEz

m,0, puesto que la geometrı́a no presenta varia-
ciones en altura26. Por ese motivo, el cálculo de las integrales de acoplamiento se simplifica
bastante con respecto al caso general estudiado anteriormente. Ası́ pues, sea u un modo de
tipo TEz

mu,0 de la guı́a rectangular grande. La función vectorial modal de tipo magnético
asociada a este modo puede deducirse a partir de las expresiones generales que se recogen
en la sección C.1 del Apéndice C. En concreto se tiene que:

hu(x) =

√
2

a b
sin

(muπ

a
x
)

x̂ (2.226)

Por otro lado, sea v un modo de tipo TEz
mv,δ,0 de la guı́a pequeña (δ) (con δ = 1, 2). La

función vectorial modal de tipo magnético correspondiente a este modo puede expresarse
como sigue:

h(δ)
v (x) =

√
2

a(δ) b
sin

(mv,δ π

a
(x− xs,δ)

)
x̂ (2.227)

26A este respecto, se asume que el modo incidente es el modo fundamental TEz
10.



72 Contribuciones al Análisis Eficiente de Uniones Planares Complejas

En estas dos últimas expresiones, mu y mv,δ representan, respectivamente, los ı́ndices mo-
dales de los modos u y v asociados a la variación en la coordenada x.

La integral de acoplamiento que debe resolverse en este caso es la siguiente:

A(δ)
u,v =

∫ x=aδ+xs,δ

x=xs,δ

∫ y=b

y=0

hu(x) · h(δ)∗
v (x) dx dy

=
2√
a aδ

∫ aδ+xs,δ

xs,δ

sin
(mu π

a
x
)

sin

(
mv,δ π

aδ

(x− xs,δ)

)
dx (2.228)

La integral unidimensional que aparece en esta última expresión admite una solución analı́ti-
ca que no se ha incluido por brevedad.

2.6.3. Ejemplos de validación
Con el objetivo de validar la teorı́a presentada en los apartados anteriores se ha desarro-

llado una herramienta capaz de analizar una asociación en cascada de N guı́as rectangulares
en una configuración inductiva. Esta herramienta puede ser utilizada para el análisis y diseño
de filtros inductivos en guı́a rectangular (tanto de modo dual como con inserciones metáli-
cas en plano E, [22], [45], [46], [47]). Las uniones planares que se pueden simular con la
herramienta desarrollada pueden ser de dos tipos: uniones inductivas simples y uniones in-
ductivas múltiples como la representada en la figura 2.18. La vista en planta correspondiente
a la primera estructura que se ha escogido para validar la herramienta se ha representado en
la figura 2.19. Como se puede apreciar, en la estructura inductiva encontramos cuatro dis-
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1a 2a
1a2a

1,s
x

2,s
x
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3
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3
a

Figura 2.19: Vista en planta de una discontinuidad múltiple en una estructura inductiva implemen-
tada en guı́a rectangular.

continuidades planares, siendo dos de ellas de tipo múltiple. Con respecto a las dimensiones
de la estructura inductiva, tenemos, en primer lugar, que las anchuras de las guı́as son las
siguientes: a1 = 19,05 mm, a2 = 22,30 mm y a3 = 9,075 mm. Por otro lado, las longitudes
de las guı́as son: l1 = 6,56 mm y l2 = 2,21 mm. Finalmente, se tiene que xs,1 = 11,6 mm
y xs,2 = 1,625 mm. La respuesta de la estructura se muestra en la figura 2.20, en la cual se
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ha representado el módulo de los parámetros de dispersión. Tal y como se puede comprobar,
los resultados obtenidos concuerdan muy bien con los proporcionados por la herramienta
HFSS. Por otro lado, es importante comentar que la estructura completa se simuló en 2,4
segundos para un total de 101 puntos en frecuencia. Por su parte, HFSS empleó 20 minutos,
aproximadamente, para un total 26 de puntos en frecuencia.
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Figura 2.20: Módulo en dB de los parámetros de dispersión de la estructura inductiva implementada
en guı́a rectangular cuya vista en planta se detalla en la figura 2.19. Comparación con los resultados
proporcionados por HFSS.

Seguidamente, se analiza un filtro inductivo de tres resonadores implementado en la guı́a
estándar WR-12 (a = 7,112 mm, b = 3,556 mm) con inserciones metálicas en plano E. La
vista en planta del filtro analizado, cuyas dimensiones se han extraı́do del diseño realizado
en [45], se recoge en la figura 2.21. Las dimensiones del filtro, referidas a la figura 2.21, son
las siguientes: t = 0,1 mm, a1 = 3,301 mm, l1 = 1,009 mm, l2 = 4,778 mm, l3 = 3,87 mm,
l4 = 4,79 mm. Ası́, en la figura 2.22 se muestran las pérdidas de inserción del filtro calcu-
ladas con la técnica de la ecuación integral, y se comparan los resultados obtenidos con los
datos experimentales que se presentan en [45]. A este respecto, es importante destacar que
se observa una excelente concordancia entre los datos representados, lo que valida comple-
tamente la precisión de la herramienta implementada. Por otra parte, el filtro se ha analizado
en 5,9 segundos para un total de 101 puntos en frecuencia.

Por último, nos gustarı́a añadir que el análisis electromagnético de estructuras inductivas
en lı́nea como las representadas en las figuras 2.19 y 2.21 implica, no sólo el cálculo de las
matrices de impedancias generalizadas asociadas a las uniones planares de la estructura, sino
también la obtención de las matrices multimodales correspondientes a los tramos de guı́as de
onda uniforme presentes en el dispositivo. La expresión de la matriz multimodal relativa a los
tramos de guı́a uniforme puede encontrarse, por ejemplo, en [48]. Por otra parte, la conexión
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Figura 2.21: Vista en planta de un filtro inductivo de tres resonadores implementados en guı́a
estándar WR-12 con inserciones metálicas en plano E. Las dimensiones del filtro se han extraı́do
de [45].
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Figura 2.22: Módulo en dB del parámetro S21 del filtro inductivo con inserciones metálicas en
plano E de la figura 2.21. Comparación de los resultados obtenidos utilizando la técnica de la ecuación
integral con los datos experimentales extraı́dos de [45].

de las diferentes matrices multimodales calculadas se traduce en la obtención un sistema
de ecuaciones lineales en banda, el cual puede resolverse de forma muy eficiente utilizando
la técnica recursiva descrita en [49]. Esta técnica ha sido implementada en la herramienta
desarrollada con el fin de incrementar la eficiencia computacional de la misma.



Capı́tulo 3

Análisis y Diseño de Uniones
Multi-Puerto en Guı́a Rectangular
Compensadas con Postes Cilı́ndricos de
Geometrı́a Arbitraria

3.1. Introducción

El objetivo de este capı́tulo es desarrollar una formulación rigurosa y eficiente desde un
punto de vista computacional para el análisis y diseño de uniones multi-puerto en guı́a rectan-
gular compensadas con postes conductores de simetrı́a cilı́ndrica. Las uniones multi-puerto
implementadas en guı́a rectangular, tales como los codos rectos, las uniones en T, las uniones
en configuración de T-mágica, la unión turnstile o las uniones cúbicas, son elementos funda-
mentales en numerosos dispositivos pasivos en tecnologı́a guiada (por ejemplo, transductores
ortomodales, diplexores y multiplexores, acopladores, divisores de potencia, etc.) y, en con-
secuencia, se utilizan frecuentemente en numerosas aplicaciones prácticas en las bandas de
microondas y ondas milimétricas [20], [50]. Por este motivo, durante los últimos años se ha
observado un notable interés por parte de la comunidad cientı́fica en desarrollar técnicas de
análisis eficientes desde el punto de vista computacional con el fin de caracterizar de manera
rigurosa este tipo de uniones. A este respecto, en la literatura técnica se pueden encontrar
numerosas aportaciones en las que se presentan diferentes métodos multimodales – basados
en la obtención de una Matriz de Admitancias Generalizada (MAG) o de una Matriz de Dis-
persión Generalizada – con el fin de caracterizar eficientemente uniones en T en plano H y
en plano E [8], [51] uniones en T-mágica [9], [52] uniones turnstile [10] y uniones cúbicas
[53], [54]. Más recientemente, se han publicado diversas extensiones del método BI-RME
(Boundary Integral - Resonant Mode Expansion) [21], conocidas como BI-RME 3D [12],
que permiten la obtención eficiente de la MAG de cavidades de geometrı́a arbitraria [11],
ası́ como de uniones cúbicas con puertos de acceso de geometrı́a arbitraria [55].

Por otro lado, los sistemas de comunicaciones actuales requieren un ancho de banda de
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operación cada vez mayor, con lo que resulta indispensable ampliar el rango frecuencial de
trabajo de las uniones en guı́a rectangular citadas previamente. Este objetivo, de enorme
interés desde un punto de vista tecnológico, ha obligado a introducir nuevas variables de di-
seño en los dispositivos considerados, originándose ası́ el concepto de uniones compensadas.
Ası́ por ejemplo, en 1991, Hirokawa [56] caracterizó una unión en T en plano H cargada con
un poste cilı́ndrico inductivo utilizando una formulación basada en las funciones de Green.
En este caso, el radio del poste fue la nueva variable de diseño introducida. Posteriormente,
Alessandri [57] estudió uniones compensadas en plano E empleando una técnica de seg-
mentación (en este trabajo se emplearon biseles de geometrı́a triangular para compensar las
diferentes estructuras) y Wang [58] investigó uniones en T implementadas en guı́as con do-
ble reentrante (en inglés, guı́as ridge) utilizando una versión del método de adaptación modal
conocida como técnica de los tres planos. En 2001, Wu realizó una extensión del trabajo de
Hirokawa que publicó en [59]. En dicha contribución, se diseñaron uniones en T en plano H
compensadas con postes cilı́ndricos de altura arbitraria, añadiendo ası́ una nueva variable de
diseño: la altura del poste. Siguiendo esta misma técnica de diseño, Ritter [60] analizó unio-
nes en T-mágica usando la técnica de diferencias finitas en el dominio del tiempo y Bunger
[19] diseñó uniones en T en plano E óptimas.

El propósito de este capı́tulo es, por un lado, generalizar el método BI-RME 3D para
poder analizar de manera eficiente y rigurosa diferentes tipos de uniones multi-puerto im-
plementadas en guı́a rectangular compensadas con postes conductores cilı́ndricos de altura
arbitraria. Por otro lado, en este trabajo se propone la introducción de una nueva variable de
diseño que no ha sido considerada previamente en la literatura técnica relativa a la compensa-
ción de uniones multi-puerto. Esta nueva variable de diseño es la posición relativa que ocupa
el poste conductor en la estructura. En los trabajos mencionados anteriormente, el poste se
encuentra siempre en una posición centrada. En este capı́tulo se demostrará que la posición
relativa del poste es un parámetro de diseño que puede mejorar enormemente la respuesta
en frecuencia de la unión considerada, logrando ası́ una extensión considerable del ancho de
banda de operación del dispositivo [61], [62].

El resto del capı́tulo se estructura de la siguiente manera: en primer lugar, se resume
el método BI-RME 3D; posteriormente, se propone una extensión de dicho método con el
objetivo de analizar uniones multi-puerto compensadas con postes conductores cilı́ndricos de
altura y posición arbitrarias. Finalmente, se presentan distintos ejemplos de aplicación con el
fin de validar la teorı́a desarrollada. En concreto, se analizan y diseñan de forma optimizada
los siguientes tipos de uniones multi-puerto: codos rectos en plano H y en plano E, uniones
en T en plano H y en plano E, uniones T-mágicas y uniones turnstile.

3.2. Generalización del Método BI-RME 3D para el Análi-
sis de Uniones Compensadas en Guı́a Rectangular

Tal y como se ha comentado anteriormente, iniciaremos este apartado con un breve resu-
men del método BI-RME 3D.
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3.2.1. Revisión del método BI-RME 3D

El método BI-RME (Boundary Integral - Resonant Mode Expansion) 3D es una técni-
ca rigurosa, y muy eficiente desde el punto de vista computacional, utilizada en el análisis
multimodal de dispositivos de microondas sin pérdidas con geometrı́a tridimensional arbi-
traria [12], [63]. El método, que se basa en la resolución de sendas ecuaciones integrales de
campo eléctrico y de campo magnético, proporciona una caracterización electromagnética
del dispositivo bajo análisis en términos de una Matriz de Admitancias Generalizada (MAG)
válida en el rango frecuencial [0, fmax], siendo fmax la máxima frecuencia de análisis consi-
derada. Por otra parte, una de las claves del método reside en el hecho de que se considera
que la estructura bajo análisis se encuentra inmersa en un resonador externo de geometrı́a
canónica (rectangular, esférica, etc.) de manera que el problema queda formulado finalmen-
te en términos de las funciones de Green escalares y diádicas de dicho resonador, evitando
ası́ el uso de funciones de Green de espacio libre1. Las funciones de Green clásicas de, por
ejemplo, un resonador rectangular se expresan mediante series triples infinitas que convergen
muy lentamente. Sin embargo, se puede acelerar la convergencia de dichas series utilizando
el denominado método de Ewald, el cual descompone la serie original en dos series rápi-
damente convergentes (una de estas series se evalúa en el dominio espacial y la otra en el
dominio espectral) [64], [65], [66]. De esta manera, se logra reducir enormemente el esfuerzo
computacional asociado a la herramienta de simulación implementada.

Para obtener la MAG multimodal de la estructura, el método comienza expresando los
campos eléctrico y magnético en el contorno de la geometrı́a bajo análisis de la siguiente
manera [12]:

Etg(r) =
η

jk
∇S

∫

S

ge(r, r ′)∇′
S · J(r ′) dS ′ − jkη

∫

S

ḠA(r, r ′) · J(r ′)dS ′

−
∫

S

∇× ḠF(r, r ′) ·M(r ′)dS ′ +
1

2
n×M(r ′) (3.1)

Htg(r) =
1

jkη
∇S

∫

S

gm(r, r ′)∇′
S ·M(r ′) dS ′ − jk

η

∫

S

ḠF(r, r ′) ·M(r ′)dS ′

+

∫

S

∇× ḠA(r, r ′) · J(r ′)dS ′ +
1

2
J(r ′)× n (3.2)

En estas expresiones, r y r ′ representan posiciones arbitrarias sobre la superficie S (en rea-
lidad, r es el punto de campo y r ′ es el punto de fuente); n es un vector unitario normal a
S y definido en sentido entrante a la cavidad considerada; ge(r, r ′) y gm(r, r ′) son, respecti-
vamente, las funciones de Green escalares de tipo eléctrico y de tipo magnético asociadas al

1Aunque la función de Green de espacio libre tiene una expresión analı́tica mucho más sencilla que la de
un resonador rectangular o esférico, su utilización derivarı́a en la obtención de un problema no lineal de auto-
valores, cuya solución requerirı́a determinar los ceros de un determinante de una matriz compleja dependiente
de la frecuencia.
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resonador externo considerado; ḠA(r, r ′) y ḠF(r, r ′) son las funciones de Green diádicas
de tipo eléctrico y de tipo magnético del resonador externo, respectivamente; J(r ′) cons-
tituye la incógnita del problema y representa la densidad de corriente eléctrica distribuida
en el contorno de la superficie; y M(r ′) es la densidad de corriente magnética impresa en
los puertos de acceso del dispositivo (corriente de excitación). De hecho, esta densidad de
corriente magnética puede expresarse en términos de las funciones vectoriales modales de
campo magnético hn(r ′) relativas a los puertos de la estructura como sigue:

M(r ′) = −
N∑

n=1

vn hn(r ′) (3.3)

donde N es el número de modos considerados en los puertos de acceso, y vn son los volta-
jes modales equivalentes asociados a las funciones vectoriales modales de campo eléctrico.
Además, las funciones de Green diádicas del resonador externo pueden escribirse mediante
una expansión en serie utilizando los modos de dicho resonador [21]:

ḠA(r, r ′) ≈ ḠA
0 (r, r ′) + k2

M∑
i=1

Ei(r)Ei(r
′)

κ2
i (κ2

i − k2)
(3.4)

ḠF(r, r ′) ≈ ḠF
0 (r, r ′) + k2

M∑
i=1

Hi(r)Hi(r
′)

κ2
i (κ2

i − k2)
(3.5)

donde M es el número de términos considerados en la serie; ḠA
0 (r, r ′) y ḠF

0 (r, r ′) son
diádicas estáticas o independientes de la frecuencia de tipo eléctrico y de tipo magnético,
respectivamente2; Ei(r) y Hi(r) representan, respectivamente, el i-ésimo modo resonante
de tipo eléctrico y de tipo magnético de la cavidad externa; k ≤ 2πfmax

√
µ ε = kmax; y κi

es el número de onda de corte del i-ésimo modo del resonador externo3.

Seguidamente, teniendo en cuenta (3.4) y (3.5), e imponiendo la siguiente condición de
contorno :

Etg(r) =
N∑

n=1

vn en(r) (3.6)

donde en(r) denota la n-ésima función vectorial modal de campo eléctrico de los puertos
de acceso, se logra transformar las expresiones (3.1) y (3.2) en sendas ecuaciones integrales
de campo eléctrico y de campo magnético cuyos núcleos son reales e independientes de la
frecuencia [12]. Las ecuaciones integrales obtenidas pueden resolverse utilizando el Método
de los Momentos (procedimiento de Galerkin) y, para ello, la densidad de corriente eléctrica

2Las expresiones analı́ticas de las funciones de Green escalares y de las funciones de Green diádicas inde-
pendientes de la frecuencia se aceleran utilizando el método de Ewald citado con anterioridad.

3El número de términos M a considerar en el desarrollo en serie se escoge en base a la siguiente relación:
κM ≤ ζkmax ≤ κM+1. La constante ζ es un factor de precisión que controla el número de términos conside-
rados en la expansión. Usualmente, un valor ζ = 2 suele proporcionar resultados convergentes, aunque para
lograr una mayor precisión se recomienda ζ = 4.
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incógnita J(r) se expande utilizando un conjunto adecuado de funciones base definidas sobre
la superficie S [67]. En concreto:

J(r) = −jk

η

P∑
p=1

bpVp(r) +
1

η

Q∑
q=1

cqWq(r) (3.7)

En esta expresión, Vq(r) y Wp(r) representan, respectivamente, un conjunto de funciones
base no solenoidales y solenoidales; donde bp y cq se convierten en las nuevas incógnitas
del problema. Las funciones base deben definirse sobre la superficie de la geometrı́a bajo
análisis y ello requiere, en un caso general, un mallado previo de dicha geometrı́a. A este
respecto, un conjunto de funciones base muy utilizadas para representar la corriente en la
estructura son las de Rao-Wilton-Glisson [68].

Finalmente, tras aplicar el procedimiento de Galerkin, el problema queda formulado en
términos de un problema generalizado de autovalores equivalente de la forma:

(
A− k2B

)
x = Cv (3.8)

donde x es un vector que representa las variables de estado del problema y está relacionado
con los coeficientes de expansión de la densidad de corriente eléctrica bp y cq utilizados en
(3.7), y con las amplitudes de los modos resonantes de la cavidad externa considerados en la
representación del campo (ver detalles en [12]); y v={vi} es el voltaje modal equivalente de
excitación. Por otra parte, las matrices A, B y C son reales, simétricas y definidas positivas,
y sus expresiones son las siguientes [12]:

A =

[
K4 0

0 S

]
B =

[
K2 −R′′W−1R′′

T R′ −R′′W−1QT

R′
T −QW−1R′′

T V −QW−1QT

]
(3.9)

C =

[ −KF + R′′W−1L′′

−L′ + QW−1L′′

]

donde el subı́ndice T representa la operación de transposición. Además, las diferentes ma-
trices que intervienen en las expresiones recogidas en (3.9) se han definido en la tabla 3.1.

La solución del problema de autovalores (3.8) permite determinar la MAG de la estruc-
tura utilizando la siguiente expansión polar [12]:

Y =
1

jkη
YA +

jk

η
YB +

jk3

η

M ′∑
i=1

y(i) y
(i)
T

k2
i − k2

k ≤ kmax (3.10)

donde las matrices YA e YB, y el vector y(i) se definen como sigue (consultar también la
tabla 3.1):

YA = G + L′′TW−1L′′ (3.11)

YB = T− FTK−2F + CTA−1C (3.12)

y(i) = k−1
i CTx(i) (3.13)
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Srp=

∫

S

∫

S

∇S ·Vr(r)g
e(r, r′)∇′

S ·Vp(r
′)dSdS ′ Vrp=

∫

S

∫

S

Vr(r)·ḠA
0 (r, r′)·Vp(r

′)dSdS ′

Wsq=

∫

S

∫

S

Ws(r)·ḠA
0 (r, r′)·Wq(r

′)dSdS ′ Qrq=

∫

S

∫

S

Vr(r)·ḠA
0 (r, r′)·Wq(r

′)dSdS ′

Gln=

∫

S

∫

S

∇S ·hl(r)g
m(r, r′)∇′

S ·hn(r′)dSdS ′ Tln =

∫

S

∫

S

hl(r)·ḠF
0 (r, r′)·hn(r′)dSdS ′

R′
mp =

∫

S

Em(r) ·Vp(r)dS R′′
mp =

∫

S

Em(r) ·Wp(r)dS Fmn =

∫

S

Hm(r) · hn(r)dS

L′rn =

∫

S

∫

S

Vr(r) · ∇ × ḠF
0 (r, r′) · hn(r′)dSdS ′ − 1

2

∫

S

Vr(r) · en(r)dS

L′′sn =

∫

S

∫

S

Ws(r) · ∇ × ḠF
0 (r, r′) · hn(r′)dSdS ′ − 1

2

∫

S

Ws(r) · en(r)dS

K = diag{κ1, κ2, . . . , κM}
———————–

l, n = 1, 2, . . . , N m = 1, 2, . . . , M

r, p = 1, 2, . . . , P s, q = 1, 2, . . . , Q

Tabla 3.1: Definición de las matrices del método BI-RME 3D.

Las matrices YA e YB son reales, simétricas e independientes de la frecuencia [12]. Por otro
lado, ki (i = 1, . . . , M ′) representa el i-ésimo número de onda de corte de la cavidad reso-
nante obtenida tras cortocircuitar todos los puertos de acceso de la geometrı́a bajo análisis4.
A esta nueva cavidad la denominaremos, a partir de ahora, cavidad perturbada. Finalmente, el
vector x(i) representa el autovector asociado al i-ésimo autovalor ki de la cavidad perturbada
[12].

Es importante resaltar que el cálculo de los elementos de la MAG requiere, en realidad,
invertir la matriz (A− k2B) presente en (3.8), tal y como se concluye en [12]5. A este
respecto, resulta sencillo demostrar que la inversa de esta matriz puede expresarse en función

4El número de modos resonantes M ′ de la cavidad con los accesos cortocircuitados debe satisfacer la
relación kM ′+1 > ζkmax.

5La expresión que se recoge en (3.10) es la expresión final para la MAG, que se obtiene en [12] tras expresar
la inversa de la matriz

(
A− k2B

)
en términos de las frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada y de

los correspondientes autovectores asociados.
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de los autovalores y autovectores del problema (3.8) forzando la condición v = 0; es decir,
se está considerando que los puertos de la geometrı́a bajo análisis se han cortocircuitado.
En consecuencia, la caracterización electromagnética de un dispositivo utilizando el método
BI-RME 3D puede resolverse mediante los siguientes pasos:

En primer lugar, se deben cortocircuitar los puertos de acceso de la estructura con el
propósito de calcular las frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada obtenida.
Matemáticamente, este paso implica resolver el problema lineal de autovalores (3.8)
tomando v=0, es decir: Ax = k2 Bx.

A continuación, deben considerarse los puertos de acceso de la estructura con el fin de
obtener los elementos de la MAG de acuerdo con la expresión (3.10). Es importante
observar que los autovalores (frecuencias de resonancia) y autovectores calculados en
el paso anterior son necesarios para obtener los elementos de la MAG.

3.2.2. Análisis multimodal eficiente de uniones multi-puerto compensa-
das en guı́a rectangular

Una vez que se ha presentado el método BI-RME 3D, esta sección se dedica a investigar
su aplicación al análisis multimodal eficiente de uniones multi-puerto en guı́a rectangular
compensadas con postes conductores cilı́ndricos de altura arbitraria6. La teorı́a que se de-
sarrolla en este apartado puede interpretarse como una extensión del trabajo presentado en
[67], donde la geometrı́a básica bajo análisis es una unión compensada de dos puertos de
acceso paralelos entre sı́. En este capı́tulo se pretende generalizar la teorı́a anterior con el fin
de analizar uniones multi-puerto (de hasta cinco puertos) compensadas en guı́a rectangular,
permitiendo ası́ la existencia de puertos de acceso ortogonales. Esta novedosa herramienta
de diseño permitirá el análisis eficiente de una gran variedad de uniones compensadas en
guı́a rectangular: codos rectos en plano H y en plano E, uniones en T en plano H y en plano
E, uniones en T-mágica y uniones turnstile (véase la figura 3.1). Tal y como ya se ha comen-
tado con anterioridad, el objetivo será optimizar la respuesta en frecuencia de estas uniones
considerando postes conductores cilı́ndricos de altura variable que se situarán en la base de
la cavidad rectangular en una posición arbitraria.

En la sección anterior se indicó que el método BI-RME 3D asume que la estructura ba-
jo análisis se encuentra inmersa en un resonador externo de geometrı́a canónica. Por tanto,
en primer lugar, se tiene que escoger el resonador externo que se va a utilizar. Puesto que,
en nuestro caso, la geometrı́a básica bajo análisis es una cavidad rectangular de dimensiones
a×b×c cargada con un poste conductor cilı́ndrico situado en la base de la cavidad, tal y como
se recoge en la figura 3.2, la mejor opción será escoger un resonador externo rectangular cu-
yas dimensiones coincidan con las de la cavidad bajo análisis. De esta manera, la densidad
de corriente eléctrica incógnita J(r) únicamente debe definirse en el contorno del poste, lo-
grando ası́ reducir enormemente el esfuerzo computacional de la herramienta implementada.

6Puesto que el poste conductor siempre estará situado en una posición arbitraria de la base de la cavidad
rectangular, el número máximo de puertos a considerar en las uniones será de cinco.
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Figura 3.1: Uniones multi-puerto en guı́a rectangular compensadas con un poste conductor cilı́ndri-
co de altura variable situado en una posición arbitraria. (a) Codo recto en plano H; (b) codo recto en
plano E con un iris de acoplo en uno de los puertos; (c) unión en T en plano H; (d) unión en T en
plano E con un iris de acoplo en uno de los puertos; (e) unión T-mágica con un iris de acoplo en uno
de los puertos; (f) unión turnstile.

A continuación, de acuerdo con el método BI-RME 3D, deben cortocircuitarse todos los
puertos de acceso de la estructura con el fin de calcular las frecuencias de resonancia de
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la cavidad perturbada obtenida, que en nuestro caso consistirá en un resonador rectangular
cargado con un poste conductor. La resolución de este problema requiere evaluar las funcio-
nes de Green del resonador externo rectangular sobre los puntos de la superficie del poste
cilı́ndrico y, para ello, como ya se ha comentado con anterioridad, se emplea el método de
Ewald, el cual proporciona unas expresiones analı́ticas para dichas funciones que convergen
muy rápidamente [65]. El cálculo de las frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada
se ha implementado siguiendo la teorı́a desarrollada en [66], [67] con lo que en este capı́tulo
no se detallará la caracterización electromagnética de la cavidad resonante perturbada.

a

b

c

1ŷ

1x̂ 1̂z
(1)Puerto

(2)Puerto

(3)Puerto

(4)Puerto

(5)Puerto

rh

Figura 3.2: Geometrı́a básica bajo análisis: unión en guı́a rectangular de 5 puertos cargada con
un poste conductor cilı́ndrico de altura arbitraria situado en la base de la cavidad en la posición
(x0, 0, z0).

De acuerdo con el método BI-RME 3D, una vez calculadas las frecuencias de resonancia
de la cavidad perturbada, se deben considerar los puertos de acceso de la estructura con el ob-
jetivo de determinar los elementos de la MAG de la geometrı́a bajo análisis. A este respecto,
conviene recordar que el cálculo de las matrices YA e YB introducidas en (3.10), requiere,
a su vez, determinar las siguientes integrales dobles de superficie en las que intervienen las
funciones vectoriales modales de campo magnético relativas a los puertos de acceso de la
estructura:

G(γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
∇S · h(γ)

m (r) gm(r, r′) ∇′
S · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (3.14)

T (γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
h(γ)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (3.15)

L(ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
Nm(r) · ∇ × ḠF

0 (r, r′) · h(ξ)
n (r′) dS dS ′ (3.16)

F (ξ)
mn =

∫

S

Hm(r) · h(ξ)
n (r) dS (3.17)

En estas expresiones γ, ξ =1, . . . , 5 representan los puertos de acceso; m,n = 1, 2, . . . , N ,
siendo N el número de modos considerados en los accesos; h

(ξ)
n (r) es la n-ésima función
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vectorial modal de campo magnético asociada al puerto (ξ); gm(r, r′) es la función de Green
escalar magnética del resonador externo escogido; ḠF

0 (r, r′) es la parte estática (indepen-
diente de la frecuencia) de la función de Green diádica de tipo magnético relativa al reso-
nador externo; Hm(r) denota el m-ésimo modo resonante de tipo magnético de la cavidad
externa, y Nm(r) representa la m-ésima función base utilizada en el desarrollo en serie de la
densidad de corriente eléctrica incógnita sobre el poste (recordar que, en virtud de (3.7), la
función base puede ser de tipo solenoidal o de tipo no solenoidal). Por otro lado, es impor-
tante observar que si se compara la expresión para la matriz L

(ξ)
mn que se recoge en (3.16) con

la que se proporciona en la tabla 3.1, se comprobará que en (3.16) se ha omitido el término
1
2

∫
S
Nm(r) · en(r)dS por ser nula esta integral (las funciones base Nm(r) se definen única-

mente sobre el poste conductor y las funciones vectoriales modales de campo eléctrico en(r)
están definidas solamente en los accesos).

Tal y como ya se ha apuntado anteriormente, las matrices definidas en (3.14)–(3.17) son
esenciales para calcular los elementos de la MAG, y la contribución teórica novedosa de este
capı́tulo se centra, fundamentalmente, en el cálculo eficiente de las mismas.

Cálculo de los Elementos de la Matriz de Admitancias Generalizada

Considérese entonces la geometrı́a básica bajo análisis de la figura 3.2. Es importante
observar que cualquiera de las uniones multi-puerto consideradas en la figura 3.1 puede
analizarse partiendo de la geometrı́a presentada en la figura 3.2. En esta última figura, se
ha representado una cavidad rectangular de dimensiones a × b × c cargada con un poste
conductor cilı́ndrico de radio r y de altura h, situado en la posición arbitraria (x0, 0, z0).
Además, con respecto al sistema de referencia (x1, y1, z1), se considera que el puerto (1) de
la estructura se encuentra en el plano z1 = 0; el puerto (2) en el plano z1 = c; el puerto (3)
en x1 = 0; el puerto (4) en x1 = a, y el puerto (5) en el plano y1 = b.

El cálculo de los elementos de las matrices (3.14)–(3.17) requiere conocer las expresiones
de las funciones vectoriales modales de campo magnético h

(ξ)
n (r) de los puertos de acceso

de la geometrı́a. Ası́ pues, sean (xξ, yξ) un par de coordenadas transversales definidas sobre
el puerto (ξ), y sea zξ la correspondiente coordenada axial. Entonces, según [35], podemos
escribir:

h(ξ)
n (r) = Nxξ,n Fxξ,n(xξ, yξ) x̂ξ +Nyξ,n Fyξ,n(xξ, yξ) ŷξ (3.18)

donde los factores de normalización Nxξ,n y Nyξ,n, ası́ como las variaciones funcionales
Fxξ,n(xξ, yξ) y Fyξ,n(xξ, yξ) asociadas a cada puerto de acceso se han definido en la sec-
ción C.1 del Apéndice C.

En la figura 3.2 se ha representado el sistema de referencia (x1, y1, z1), el cual se utili-
za para la descripción matemática de los modos de los puertos de acceso paralelos ξ = 1
y ξ = 2. A este respecto conviene observar que, tal y como se ha escogido el sistema de
coordenadas, la dirección de propagación de los modos del puerto ξ = 1 es entrante a la
cavidad, pero la de los modos del puerto ξ = 2 es saliente de la cavidad. Ası́ pues, dado que
las funciones vectoriales modales de campo magnético están relacionadas con las corrientes
modales equivalentes que caracterizan a la MAG [28], y éstas se definen siempre en direc-
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ción entrante al acceso, se debe introducir un signo menos en la expresión de las funciones
vectoriales modales del acceso ξ = 2 para corregir el problema. Por otra parte, en la figu-
ra 3.3 se han representado los sistemas de coordenadas (x3, y3, z3) y (x5, y5, z5). El primero
de ellos se utiliza para describir los modos de los accesos paralelos ξ = 3 y ξ = 4. Además,
la expresión de las funciones vectoriales modales de campo magnético del acceso ξ = 4 de-
ben corregirse con un signo menos, por la misma razón expuesta anteriormente. El segundo
de los sistemas se emplea para la descripción matemática de los modos del acceso ξ = 5.

5
x̂

3
x̂

3
ŷ

5
ŷ

5
ẑ

3
ẑ

a

b

c

Figura 3.3: Representación de los sistemas de coordenadas utilizados para los puertos de acceso
ξ = 3, 4, 5.

Por otro lado, las dimensiones transversales lxξ
× lyξ

que definen el acceso rectangular
(ξ) se han escogido del siguiente modo:

lx1 = lx2 = a; lx3 = lx4 = c; lx5 = c;

ly1 = ly2 = b; ly3 = ly4 = b; ly5 = a (3.19)

Asimismo, las dimensiones lzξ
asociadas a la dirección de propagación considerada en cada

uno de los puertos de acceso son:

lz1 = lz2 = c; lz3 = lz4 = a; lz5 = b (3.20)

A. Cálculo de los elementos de la matriz G
(γ,ξ)
mn

La expresión de la matriz G
(γ,ξ)
mn es la siguiente:

G(γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
∇S · h(γ)

m (r) gm(r, r′) ∇′
S · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (3.21)

El cálculo de los elementos de dicha matriz se divide en dos partes. La primera de ellas
consiste en evaluar la siguiente integral de superficie:

ζ(ξ)
n (r) =

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · h(ξ)
n (r′) dS ′ (3.22)
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La función de Green escalar de tipo magnético de un resonador rectangular gm(r, r′) que se
utiliza en la integral anterior puede encontrarse en la ecuación (C.14) del Apéndice C y, tal y
como se puede comprobar, se trata de una expresión que converge muy lentamente. A pesar
de ello, es importante destacar que resulta muy ventajoso utilizar este tipo de formulación.
De hecho, como se comenta en la sección C.2 del Apéndice C, puesto que la función de
Green escalar utilizada se ha definido a partir de la función potencial escalar asociada a una
guı́a de sección transversal rectangular, la integral (3.22) se puede resolver fácilmente de
manera analı́tica. Un razonamiento completamente paralelo podrı́a realizarse con respecto a
la función de Green diádica de tipo magnético empleada en la expresión (3.15) de la matriz
T

(γ,ξ)
mn , y también respecto al rotacional de dicha función utilizado en (3.16) para la matriz

L
(ξ)
mn. En estos dos últimos casos, la función diádica de Green y su rotacional se han expre-

sado en la sección C.2 del Apéndice C en términos de las funciones vectoriales modales de
campo magnético asociadas a los puertos de acceso de la estructura. Todo ello facilitará enor-
memente el cálculo analı́tico de los elementos de todas estas matrices.

Volviendo al caso que nos ocupa, es fácil deducir que la divergencia de la función vec-
torial modal de campo magnético asociada al puerto de acceso (ξ) se calcula como (ver
expresiones (C.11) y (C.13) del Apéndice C):

∇′
S · h(ξ)

n (r′) =





νξ k
(ξ)
t,n φ

(ξ)TE
nxξ

,nyξ
(xξ, yξ), si n es un modo TEzξ

0, si n es un modo TMzξ

(3.23)

En esta última expresión, (nxξ
, nyξ

) son los ı́ndices modales asociados al n-ésimo modo del
puerto (ξ) correspondientes a las coordenadas xξ y yξ, respectivamente; k

(ξ)
t,n representa el

n-ésimo número de onda de corte en el mismo puerto; φ
(ξ)TE
nxξ

,nyξ
(xξ, yξ) es la función potencial

utilizada para derivar las soluciones modales de tipo TEzξ y se ha definido en la expresión
(C.10) del Apéndice C; y νξ es una constante que fuerza a que la dirección de propagación
en cada uno de los puertos de acceso sea entrante a la cavidad. En particular:

νξ =

{
1, si ξ = 1, 3, 5

−1, si ξ = 2, 4
(3.24)

Si ahora se utilizan (3.23) y (C.14) en (3.22), se obtiene que:

ζ(ξ)
n (r) =





νξ

k
(ξ)
t,n

lzξ

φ(ξ)TE
nxξ

,nyξ
(xξ, yξ)

∞∑
nzξ

=0

ν
nzξ

ξ εnzξ

cos
(
kzξ

zξ

)

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

zξ

, si n es un modo TEzξ

0, si n es un modo TMzξ

(3.25)
donde εn es el factor de Neumann introducido en (C.6), y kzξ

es el número de onda de
la cavidad rectangular asociado a la coordenada zξ cuya definición puede encontrarse en
(C.16). Ası́ pues, si m es un modo del puerto de acceso (γ) y (mxγ ,myγ ) son los ı́ndices
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modales correspondientes asociados a las coordenadas xγ e yγ , respectivamente, la matriz
G

(γ,ξ)
m,n se calculará ahora como:

G(γ,ξ)
mn =

∫

S

∇S · h(γ)
m (r) ζ(ξ)

n (r) dS =
1

lzξ

νγ νξ k
(γ)
t,m k

(ξ)
t,n

∞∑
nzξ

=0

ν
nzξ

ξ

εnzξ

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

zξ

·
∫

S

φ(γ)TE
mxγ ,myγ

(xγ, yγ) φ(ξ)TE
nxξ

,nyξ
(xξ, yξ) cos

(
kzξ

zξ

)
dS (3.26)

donde φ
(γ)TE
mxγ ,myγ

(xγ, yγ) representa la función potencial del m-ésimo modo TEzγ del puerto
(γ); y k

(γ)
t,m es el número de onda de corte de dicha solución modal. Además, hemos asumido

que tanto m como n son modos de tipo TE. En caso de que alguno de los modos sea de tipo
TM, los elementos de la matriz serı́an nulos en virtud de (3.23).

La resolución de la integral (3.26) requiere que el integrando se exprese en un único
sistema de coordenadas. Ası́ pues, en primer lugar, la función potencial φ

(γ)TE
mxγ ,myγ

(xγ, yγ)
deberá reescribirse en términos de las variables (xξ, yξ, zξ). Por otro lado, conviene destacar
que la integral se debe evaluar en la sección transversal rectangular que define el puerto (γ)
y, matemáticamente, ello implica que el plano en el que se encuentra dicho puerto puede
expresarse de la forma ϑξ = cte, con ϑ = (x, y, z). De esta forma, la integral de superficie
anterior se reduce al producto de dos integrales unidimensionales cuyo integrando consiste,
a su vez, en un producto de dos funciones cosenoidales7. En consecuencia, en la resolución
de (3.26) siempre nos aparecen integrales de fácil solución analı́tica del tipo:

∫

ϑξ

cos(kϑξ,m ϑξ) cos(kϑξ,n ϑξ) dϑξ =
lϑξ

εnϑξ

δmϑξ
,nϑξ

, con ϑ = (x, y, z) (3.27)

donde mϑξ
es el ı́ndice modal de m relativo a la coordenada ϑξ; kϑξ,m es el número de onda

del modo m-ésimo correspondiente a la coordenada ϑξ definido como kϑξ,m = mϑξ
π/lϑξ

y
δm,n es la delta de Kronecker definida en (2.39). Asimismo, es importante hacer notar que en
la expresión (3.26) intervienen unas series infinitas que admiten solución analı́tica, las cuales
se detallan en la sección D.1 del Apéndice D.

Con todo ello, los elementos de la matriz G
(γ,ξ)
mn que relacionan puertos de acceso parale-

los, es decir, los elementos G
(ξ,ξ)
mn con ξ = 1, 2, . . . , 5 y los elementos G

(ξ,ξ+1)
mn con ξ = 1, 3

pueden expresarse finalmente como:

G(ξ,ξ)
mn = k

(ξ)
t,n coth

(
k

(ξ)
t,n lzξ

)
δm,n (3.28)

G(ξ,ξ+1)
mn = − k

(ξ)
t,n

sinh
(
k

(ξ)
t,n lzξ

) δm,n (3.29)

7Recuerde de (C.17) que en la expresión del potencial φ(x, y) utilizado en (3.26) intervienen dos funciones
cosenoidales.
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Finalmente, los elementos de la matriz que relacionan puertos de acceso ortogonales, es
decir, los elementos G

(γ,ξ)
mn con γ = 1, 2 y ξ = 3, 4, 5, o con γ = 3, 4 y ξ = 5, son:

G(γ,ξ)
mn =

k
(γ)
t,m k

(ξ)
t,n

(k
(ξ)
t,n)2 + k

(γ)2
mzξ

νγ νξ√
lzξ

lzγ

ρ(γ,ξ)
m,n ψ(γ,ξ)

m,n (3.30)

donde k
(γ)
mzξ

representa el número de onda del m-ésimo modo del puerto (γ) asociado a la

coordenada zξ; y ρ
(γ,ξ)
m,n y ψ

(γ,ξ)
m,n son unas funciones auxiliares cuya definición puede encon-

trarse en la sección D.2 del Apéndice D.

Hay que observar que la matriz G
(γ,ξ)
mn es simétrica, y por esta razón únicamente hemos

presentado los resultados para el caso ξ > γ (triángulo superior de la matriz). Además, es
importante insistir en el hecho de que en las expresiones anteriores se asume que m y n son
modos de tipo TE. En otro caso, los elementos de la matriz serı́an nulos.

B. Cálculo de los elementos de la matriz T
(γ,ξ)
mn

Seguidamente, se procede al cálculo de los elementos de la matriz T
(γ,ξ)
mn :

T (γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
h(γ)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (3.31)

donde la expresión de la parte estática de la función de Green diádica de tipo magnético de
un resonador rectangular ḠF

0 (r, r ′) puede encontrarse en la ecuación (C.18) del Apéndice C.
A lo largo de esta sección vamos a considerar que m representa un modo del puerto (γ) y
que (mxγ ,myγ ) son los correspondientes ı́ndices modales asociados a las coordenadas xγ e
yγ , respectivamente. Igualmente, asumiremos que n es un modo del puerto (ξ) de ı́ndices
modales (nxξ

, nyξ
) relativos a las coordenadas transversales xξ e yξ, respectivamente.

En primer lugar, se evaluará la siguiente integral de superficie en la que interviene la
parte estática de la función de Green diádica de tipo magnético ḠF

0 (r, r ′):

Γ(ξ)
n (r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · h(ξ)
n (r′) dS ′ = Γ(ξ)

xξ,n x̂ξ + Γ(ξ)
yξ,n ŷξ + Γ(ξ)

zξ,n ẑξ (3.32)

Las tres componentes vectoriales de Γ
(ξ)
n (r) se pueden expresar en función de las tres com-

ponentes de h
(ξ)
n (r′) y de las nueve componentes de la diádica ḠF

0 (r, r ′):

Γ(ξ)
xξ,n =

∫

S′

(
h(ξ)

xξ,n GF
0,xξxξ

+ h(ξ)
yξ,n GF

0,xξyξ
+ h(ξ)

zξ,n GF
0,xξzξ

)
dS ′ (3.33)

Γ(ξ)
yξ,n =

∫

S′

(
h(ξ)

xξ,n GF
0,yξxξ

+ h(ξ)
yξ,n GF

0,yξyξ
+ h(ξ)

zξ,n GF
0,yξzξ

)
dS ′ (3.34)

Γ(ξ)
zξ,n =

∫

S′

(
h(ξ)

xξ,n GF
0,zξxξ

+ h(ξ)
yξ,n GF

0,zξyξ
+ h(ξ)

zξ,n GF
0,zξzξ

)
dS ′ (3.35)
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Teniendo en cuenta las expresiones de las funciones vectoriales modales asociadas a
los puertos de acceso rectangulares (véase Apéndice C), ası́ como la de la diádica de tipo
magnético, es posible concluir que en el caso de que n sea un modo de tipo TEzξ tendremos:

Γ(ξ)
xξ,nTE

= νξ
2

lzξ

N TE
xξ,n sin

(
kxξ,n xξ

)
cos

(
kyξ,n yξ

)
Θ(ξ)

nTE
(zξ) (3.36)

Γ(ξ)
yξ,nTE

= νξ
2

lzξ

N TE
yξ,n cos

(
kxξ,n xξ

)
sin

(
kyξ,n yξ

)
Θ(ξ)

nTE
(zξ) (3.37)

Γ(ξ)TE
zξ,nTE

= −νξ
2

lzξ

N TE
xξ,n

(k
(ξ)
t,n)2

kxξ,n

cos
(
kxξ,n xξ

)
cos

(
kyξ,n yξ

)
Φ(ξ)

nTE
(zξ) (3.38)

Por otro lado, en caso de que n sea un modo de tipo TMzξ se tiene que:

Γ(ξ)
xξ,nTM

= νξ
1

lzξ

N TM
xξ,n sin

(
kxξ,n xξ

)
cos

(
kyξ,n yξ

)
Θ(ξ)

nTM
(zξ) (3.39)

Γ(ξ)
yξ,nTM

= −νξ
1

lzξ

N TM
yξ,n cos

(
kxξ,n xξ

)
sin

(
kyξ,n yξ

)
Θ(ξ)

nTM
(zξ) (3.40)

Γ(ξ)
zξ,nTM

= 0 (3.41)

Además, en las expresiones (3.36)–(3.41) se ha hecho uso de las siguientes series infinitas:

Θ(ξ)
nTE

(zξ) =
∞∑

nzξ
=1

k2
zξ(

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

zξ

)2 cos
(
kzξ

zξ

)
ν

nzξ

ξ (3.42)

Θ(ξ)
nTM

(zξ) =
∞∑

nzξ
=0

εnzξ

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

zξ

cos
(
kzξ

zξ

)
ν

nzξ

ξ (3.43)

Φ(ξ)
nTE

(zξ) =
∞∑

nzξ
=1

kzξ(
(k

(ξ)
t,n)2 + k2

zξ

)2 sin
(
kzξ

zξ

)
ν

nzξ

ξ (3.44)

siendo kzξ
= nzξ

π/lzξ
. En consecuencia, la matriz T

(γ,ξ)
mn puede calcularse de la siguiente

manera:

T (γ,ξ)
mn =

∫

S

h(γ)
m (r) · Γ(ξ)

n (r) dS =

∫

S

(
h(γ)

xγ ,m Γ(ξ)
xξ,n + h(γ)

yγ ,m Γ(ξ)
yξ,n + h(γ)

zγ ,m Γ(ξ)
zξ,n

)
dS (3.45)

donde conviene hacer notar que el integrando de la expresión anterior está formado por
funciones de variación sinusoidal.

Para poder evaluar la integral anterior, el integrando de la misma debe expresarse uti-
lizando un sistema de coordenadas único. Por ello, el primer paso consiste en reescribir
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la expresión de la función vectorial modal h
(γ)
m (r) en términos del sistema de referencia

(xξ, yξ, zξ). Además, es importante tener en cuenta que la integral anterior se calcula en la
sección transversal rectangular del puerto (γ), con lo que la situación de este puerto fijará la
condición ϑξ = cte, con ϑ = (x, y, z). Ası́ pues, fácilmente se concluye que cada una de las
integrales de superficie anteriores se transformará en un producto entre dos integrales uni-
dimensionales cuyos integrandos serán de variación sinusoidal. En concreto, las integrales
unidimensionales serán de dos tipos. El primero de ellos es el mismo que se indicó en (3.27),
mientras que el segundo tipo de integral es el siguiente:

∫

ϑξ

sin(kϑξ,m ϑξ) sin(kϑξ,n ϑξ) dϑξ =
lϑξ

2
(εnϑξ

− 1) δmϑξ
,nϑξ

, con ϑ = (x, y, z) (3.46)

donde la explicación de los sı́mbolos es la misma que se indicó con la ecuación (3.27). Por
otro lado, en el cálculo de (3.45) aparecen diversas series infinitas cuya solución se detalla
nuevamente en la sección D.1 del Apéndice D.

A continuación, presentamos los resultados para los bloques de la matriz que relacionan
puertos de accesos paralelos, es decir, los elementos T

(ξ,ξ)
mn con ξ = 1, 2, . . . , 5 y los elemen-

tos T
(ξ,ξ+1)
mn con ξ = 1, 3. Además, a partir de ahora, se tiene en cuenta que los modos m y n

pueden ser de tipo TE o de tipo TM:

T (ξ,ξ)
mTE,nTE

=
1

2k
(ξ)
t,n


coth

(
k

(ξ)
t,n lzξ

)
− k

(ξ)
t,n lzξ

sinh2
(
k

(ξ)
t,n lzξ

)

 δm,n (3.47)

T (ξ,ξ+1)
mTE,nTE

= − 1

2k
(ξ)
t,n

1

sinh
(
k

(ξ)
t,n lzξ

)

1− k

(ξ)
t,n lzξ

tanh
(
k

(ξ)
t,n lzξ

)

 δm,n (3.48)

T (ξ,ξ)
mTM,nTE

= T (ξ,ξ)
mTE,nTM

= T (ξ,ξ+1)
mTM,nTE

= T (ξ,ξ+1)
mTE,nTM

= 0 (3.49)

T (ξ,ξ)
mTM,nTM

=
1

k
(ξ)
t,n

coth
(
k

(ξ)
t,n lzξ

)
δm,n (3.50)

T (ξ,ξ+1)
mTM,nTM

= − 1

k
(ξ)
t,n

1

sinh
(
k

(ξ)
t,n lzξ

) δm,n (3.51)

Finalmente, se presentan los elementos de la matriz que relacionan puertos de acceso
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ortogonales, es decir, los elementos T
(γ,δ)
mn con γ = 1, 2 y ξ = 3, 4, 5; o con γ = 3, 4 y ξ = 5:

T (γ,ξ)
mTE,nTE

= νγ νξ

k2
mxγ

k
(γ)
t,m

ρ
(γ,ξ)
m,n ψ

(γ,ξ)
m,n(

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

mzξ

)2

1√
lzγ lzξ

[
1

k
(ξ)
t,n

χ(γ,ξ)
m,n − k

(ξ)
t,n ϕ(γ,ξ)

m,n

]
(3.52)

T (γ,ξ)
mTM,nTE

= −νγ νξ

kmxγ

k
(γ)
t,m

ζ
(γ,ξ)
m,n τ (γ,ξ)

(
(k

(ξ)
t,n)2 + k2

mzξ

)2

√
2

lzγ lzξ

[
k

(ξ)
t,n +

k2
mxγ

k
(ξ)
t,n

]
ψ(γ,ξ)

m,n (3.53)

T (γ,ξ)
mTE,nTM

= −
knxξ

knyξ

k
(γ)
t,m k

(ξ)
t,n

νγ νξ θ
(γ,ξ)
m,n

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

mzξ

√
2

lzγ lzξ

ψ(γ,ξ)
m,n (3.54)

T (γ,ξ)
mTM,nTM

=
kmxγ

k
(γ)
t,m k

(ξ)
t,n

νγ νξ λ
(γ,ξ)
m,n

(k
(ξ)
t,n)2 + k2

mzξ

2√
lzγ lzξ

τ (γ,ξ) ψ(γ,ξ)
m,n (3.55)

donde las nuevas funciones auxiliares χ
(γ,ξ)
m,n , ϕ(γ,ξ)

m,n , ζ(γ,ξ)
m,n , τ (γ,ξ), θ(γ,ξ)

m,n y λ
(γ,ξ)
m,n se han definido

en la sección D.2 del Apéndice D. Para concluir, es importante observar que la matriz T
(γ,ξ)
mn

es también simétrica. Por ello, sólo se han proporcionado las expresiones para el caso ξ > γ
(triángulo superior de la matriz).

C. Cálculo de los elementos de la matriz L
(ξ)
mn

La matriz L
(ξ)
mn se definió de la siguiente manera:

L(ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
Nm(r) · ∇ × ḠF

0 (r, r′) · h(ξ)
n (r′) dS dS ′ (3.56)

donde la expresión del rotacional de la función diádica de Green de tipo magnético se recoge
en la ecuación (C.21) del Apéndice C. La resolución de la integral anterior comienza con el
cálculo analı́tico de la integral de superficie ligada a las variables primadas. De esta forma,
definimos en primer lugar:

Ψ(ξ)
n (r) =

∫

S′
∇× ḠF

0 (r, r′) · h(ξ)
n (r′) dS ′ (3.57)

Si ahora se sustituyen las ecuaciones (C.19)-(C.20) y (C.22)-(C.23) en (C.21) con el fin
de obtener la expresión del rotacional de la función diádica de Green de tipo magnético, y
se tiene también en cuenta la función vectorial modal de campo magnético asociada a los
puertos de acceso, podemos obtener el siguiente resultado expresado en función de que n
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sea un modo de tipo TEzξ o de tipo TMzξ :

Ψ(ξ)
nTE

(r) =
εnxξ

εnyξ√
lxξ

lyξ

1

k
(ξ)
t,n

sinh
(
k

(ξ)
t,n Υ(ξ)(zξ)

)

sinh(k
(ξ)
t,n lzξ

)

{
kyξ,n cos(kxξ,n xξ) sin(kyξ,n yξ) x̂ξ

− kxξ,n sin(kxξ,n xξ) cos(kyξ,n yξ) ŷξ

}
(3.58)

Ψ(ξ)
nTM

(r) = − 2√
lxξ

lyξ

1

k
(ξ)
t,n

sinh
(
k

(ξ)
t,n Υ(ξ)(zξ)

)

sinh(k
(ξ)
t,n lzξ

)

{
kxξ,n cos(kxξ,n xξ) sin(kyξ,n yξ) x̂ξ

+ kyξ,n sin(kxξ,n xξ) cos(kyξ,n yξ) ŷξ

}

+νξ
2√
lxξ

lyξ

sin(kxξ,n xξ) sin(kyξ,n yξ)
cosh

(
k

(ξ)
t,n Υ(ξ)(zξ)

)

sinh(k
(ξ)
t,n lzξ

)
ẑξ (3.59)

donde hemos definido la siguiente función auxiliar:

Υ(ξ)(zξ) =

{
lzξ
− zξ, si ξ = 1, 3, 5

zξ, si ξ = 2, 4
(3.60)

De esta manera, los elementos de la matriz L
(ξ)
mn pueden calcularse finalmente como:

L(ξ)
mn =

∫

S

Nm(r) ·Ψ(ξ)
n (r) dS (3.61)

Esta integral se debe resolver de forma numérica, ya que las funciones base Nm(r) utilizadas
en el simulador para describir la densidad de corriente eléctrica existente sobre el poste
conductor están definidas por segmentos y, en consecuencia, no existe solución analı́tica
para dicha integral (ver detalles en [66], [67]).

D. Cálculo de los elementos de la matriz F
(ξ)
mn

La matriz F
(ξ)
mn se calcula del siguiente modo:

F (ξ)
mn =

∫

S

Hm(r) · h(ξ)
n (r) dS (3.62)

donde Hm(r) representa el campo magnético asociado al m-ésimo modo resonante de una
cavidad rectangular. Para obtener la expresión de los elementos de la matriz F

(ξ)
mn debemos

escoger un sistema de referencia de trabajo y realizar todos los cálculos con respecto a dicho
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sistema. En este sentido, se ha optado por fijar el sistema de coordenadas (x1, y1, z1) repre-
sentado en la figura 3.2, por lo que la expresión de cada función vectorial modal h(ξ)

n (r) debe
reescribirse en función de dicho sistema de referencia.

Ası́ pues, consideremos a continuación que (mx1 ,my1 ,mz1) representan los ı́ndices mo-
dales relativos al m-ésimo modo resonante de la cavidad rectangular, correspondientes a
las coordenadas (x1, y1, z1), respectivamente; y que (nxξ

, nyξ
) son los ı́ndices modales del

n-ésimo modo del puerto (ξ), correspondientes a las coordenadas xξ e yξ, respectivamente.
Utilizando ahora (C.19) y (C.20) del Apéndice C, que recogen las expresiones del campo
magnético de tipo TEzξ y TMzξ de una cavidad rectangular, es posible concluir que para el
caso ξ = 1, 2:

F (ξ)
mTE,nTE

= νξ

√
2

lz1

kz1,m

κm

ν
mz1
ξ δm,n (3.63)

F (ξ)
mTM,nTE

= F (ξ)
mTE,nTM

= 0 (3.64)

F (ξ)
mTM,nTM

= νξ

√
εmz1

lz1

ν
mz1
ξ δm,n (3.65)

donde κm representa el m-ésimo número de onda de resonancia de la cavidad rectangular
(véase su definición en (C.15) del Apéndice C); y kz1,m es el número de onda de la cavidad
rectangular relativo a la coordenada z1 asociado con el m-ésimo modo resonante (consultar
su definición en (C.16) del Apéndice C). Por otro lado, si ξ = 3, 4 se obtiene fácilmente que:

F (ξ)
mTE,nTE

= νξ
1√
2lx1

εnyξ

√
εnxξ

εmx1

kxξ,n

k
(ξ)
t,n κm

[
k2

yξ,n

kt,m

εnyξ
− 1

εnxξ

− kt,m

εnxξ
− 1

εnyξ

]
(−1)nxξ ν

mx1
ξ δmy1 ,nyξ

δmz1 ,nxξ
(3.66)

F (ξ)
mTM,nTE

= −νξ

√
εnyξ

lx1

(εnyξ
− 1)

kyξ,n kx1,m

k
(ξ)
t,n kt,m

(−1)nxξ ν
mx1
ξ δmy1 ,nyξ

δmz1 ,nxξ
(3.67)

F (ξ)
mTE,nTM

= −νξ

√
εmx1

lx1

kyξ,n

k
(ξ)
t,n κm

[
kt,m +

k2
xξ,n

kt,m

]

·(−1)nxξ ν
mx1
ξ δmy1 ,nyξ

δmz1 ,nxξ
(3.68)

F (ξ)
mTM,nTM

= νξ

√
2

lx1

kx1,m kxξ,n

k
(ξ)
t,n kt,m

(−1)nxξ ν
mx1
ξ δmy1 ,nyξ

δmz1 ,nxξ
(3.69)
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Finalmente, si ξ = 5 se tiene que:

F (ξ)
mTE,nTE

=
1√
2ly1

εnyξ

√
εnxξ

εmy1

kxξ,n

k
(ξ)
t,n κm

[
k2

yξ,n

kt,m

εnyξ
− 1

εnxξ

− kt,m

εnxξ
− 1

εnyξ

]
(−1)nxξ (−1)my1 δmz1 ,nxξ

δmx1 ,nyξ
(3.70)

F (ξ)
mTM,nTE

=

√
εnyξ

ly1

(εnyξ
− 1)

kyξ,n ky1,m

k
(ξ)
t,n kt,m

(−1)nxξ (−1)my1 δmz1 ,nxξ
δmx1 ,nyξ

(3.71)

F (ξ)
mTE,nTM

= −
√

εmy1

ly1

kyξ,n

k
(ξ)
t,n κm

[
kt,m +

k2
xξ,n

kt,m

]

·(−1)nxξ (−1)my1 δmz1 ,nxξ
δmx1 ,nyξ

(3.72)

F (ξ)
mTM,nTM

= −
√

2

ly1

ky1,m kxξ,n

k
(ξ)
t,n kt,m

(−1)nxξ (−1)my1 δmz1 ,nxξ
δmx1 ,nyξ

(3.73)

En las expresiones anteriores kt,m =
√

k2
x1,m + k2

y1,m representa el número de onda transver-
sal del m-ésimo modo resonante de la cavidad rectangular.

3.3. Ejemplos de Aplicación
El objetivo de esta sección es validar la teorı́a desarrollada en los apartados anterio-

res presentando diferentes ejemplos de aplicación. Ası́ pues, se pretende analizar y diseñar
diferentes uniones multi-puerto en guı́a rectangular compensadas con postes conductores
cilı́ndricos de altura variable. A este respecto, se introducirá una nueva variable de diseño
que, hasta la fecha, no se ha tenido en cuenta en la literatura técnica dedicada a la investi-
gación de uniones compensadas. Este nuevo parámetro de diseño será la posición relativa
que ocupa el poste conductor en la estructura, y se utilizará para optimizar la respuesta en
frecuencia de las diferentes uniones consideradas. En esta sección se analizarán y diseñarán
los siguientes tipos de uniones multi-puerto compensadas (véase la figura 3.1): codos rectos
en plano H y en plano E (uniones de dos puertos), uniones en T en plano H y en plano
E (uniones de tres puertos), uniones T mágica (unión de cuatro puertos) y uniones turnstile
(unión de cinco puertos).

Los resultados obtenidos con la herramienta de simulación implementada se compararán,
bien con datos numéricos extraı́dos de la literatura técnica, o bien con los resultados propor-
cionados por el programa HFSS. Además, todos los resultados que se presentan en este
apartado se han obtenido utilizando un ordenador PC Pentium IV@2.55 GHz con 512 MB
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de memoria RAM.

Por otro lado, con el objetivo de asegurar la convergencia de los resultados presentados,
se han considerado 25 modos en cada uno de los puertos de acceso de la estructura bajo análi-
sis, 300 modos en el resonador rectangular externo y 250 funciones base en la descripción
de la densidad de corriente eléctrica sobre el poste conductor. Los modos de excitación y de
respuesta considerados en los diferentes ejemplos de validación presentados se corresponden
con los modos fundamentales de cada tipo de guı́a.

3.3.1. Codos rectos en plano H y en plano E

A continuación, se presenta el análisis y diseño de codos rectos en plano H y en plano
E compensados con postes conductores cilı́ndricos de altura variable (véase las figuras 3.1a
y 3.1b). Partiendo de la geometrı́a básica bajo análisis de la figura 3.2, obsérvese que el
codo recto en plano H se obtiene, por ejemplo, abriendo los puertos (1) y (4). En primer
lugar, en la figura 3.4 se representan las pérdidas de retorno de un codo recto en plano H
implementado en la guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm). El codo se
ha compensado de forma óptima con un poste conductor cilı́ndrico de radio r = 0,5 mm y
altura h = 9,0 mm situado en una posición descentrada. Con respecto al sistema de refe-
rencia de la figura 3.2, las coordenadas del centro de la base del poste conductor óptimo
son x0 = 9,45 mm y z0 = 17,45 mm (obsérvese que el caso centrado se corresponderı́a con
x0 = z0 = a/2 = 11,45 mm). Además, en la figura 3.4 se han representado los resultados
para el caso en el que el codo se compensa con el mismo poste conductor situado en una
posición centrada, y también para el caso de un codo sin compensar. Todos los resultados se
han comparado satisfactoriamente con los datos proporcionados por HFSS.

Del análisis de los resultados obtenidos se desprende que la respuesta en frecuencia ópti-
ma se consigue para el caso en el que el poste está descentrado. Además, la respuesta del
codo compensado con un poste situado en una posición centrada apenas mejora la del caso
sin compensar. En consecuencia, la posición relativa del poste en esta estructura desempeña
un papel fundamental en la optimización de su respuesta en frecuencia.

Con el propósito de poder apreciar la influencia que tiene la posición del poste en la
respuesta en frecuencia del dispositivo, en la figura 3.5 hemos representado las pérdidas
de retorno del codo en plano H para diferentes valores de la posición relativa del poste,
manteniendo los valores del radio y de la altura anteriores. En concreto, los valores consi-
derados en la figura son los siguientes: (x0,1, y0,1) = (a/4, a/4), (x0,2, y0,2) = (3a/4, a/4),
(x0,3, y0,3) = (a/4, 3a/4) y (x0,4, y0,4) = (3a/4, 3a/4) (este último valor proporciona una
respuesta en frecuencia idéntica a la del caso (x0,1, y0,1) y por ello no se ha representado en
la figura). Además, en la figura 3.5 se representa también la respuesta en frecuencia del caso
óptimo (x0 = 9,45 mm y z0 = 17,45 mm). Tal y como podemos apreciar, la posición relativa
del poste es una variable muy importante que debe tenerse en cuenta en el proceso de diseño
del dispositivo.

Otro estudio interesante es el que se lleva a cabo en la figura 3.6. En dicha figura, se
investiga la influencia del radio del poste en la respuesta en frecuencia del dispositivo. En



96 Análisis y Diseño de Uniones Multi-Puerto Compensadas

8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12
−35

−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

Frecuencia (GHz)

|S
11

| (
dB

)

Poste centrado

Poste descentrado

Codo sin compensar

HFSS

Figura 3.4: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano H implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 0,5 mm, h = 9,0 mm). Comparación del
caso en el que el poste está en una posición descentrada (x0 = 9,45 mm, z0 = 17,45 mm) con el caso
centrado.
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Figura 3.5: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano H implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 0,5 mm, h = 9,0 mm). Influencia de la
posición relativa del poste en la respuesta en frecuencia de la estructura.
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este estudio se mantiene el poste en la posición descentrada óptima, y se fija la altura a
h = 9 mm. En la figura se han calculado las pérdidas de retorno del dispositivo para los
siguientes casos: r = 0,3 mm, r = 0,5 mm, r = 1,5 mm, r = 3,0 mm y r = 4,5 mm. A la
vista de los resultados se deduce que al aumentar el radio del poste empeoran las pérdidas de
retorno.
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Figura 3.6: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano H implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (h = 9,0 mm) situado en una posición des-
centrada (x0 = 9,45 mm, z0 = 17,45 mm). Influencia del radio del poste en la respuesta en frecuencia
de la estructura.

Finalmente, en la figura 3.7 se estudia la influencia de la altura del poste. En este caso,
se fija el radio al valor r = 0,5 mm y se mantiene el poste en la posición descentrada
óptima. Los casos estudiados son: h = 1,0 mm, h = 3,0 mm, h = 5,0 mm, h = 9,0 mm
y h = 10,0 mm. Del estudio de los resultados obtenidos es posible concluir que, en el
caso de estructuras en plano H , los postes de elevada altura y de radios pequeños son los que
proporcionan una respuesta en frecuencia óptima. Con respecto a la eficiencia computacional
de la herramienta implementada, es importante destacar que todos los resultados presentados
se han calculado en 5,17 segundos (101 puntos en frecuencia). En cambio, la simulaciones
con HFSS han consumido 15 minutos (11 puntos en frecuencia). Estos datos suponen que el
software implementado es, por punto en frecuencia, 1600 veces más rápido que HFSS.

Seguidamente, procedemos al análisis y diseño de codos rectos en plano E. Partiendo del
bloque básico de la figura 3.2, el codo en plano E puede obtenerse abriendo, por ejemplo,
los puertos (2) y (5). Ası́, en la figura 3.8 se presenta el diseño de un codo en plano E imple-
mentado en la guı́a rectangular WR-90. El codo se ha compensado con un poste conductor
cilı́ndrico de radio r = 3,75 mm y de altura h = 1,5 mm situado en una posición descen-
trada óptima (coordenadas del centro de la base del poste relativas al sistema de referencia
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Figura 3.7: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano H implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 0,5 mm) situado en una posición descen-
trada (x0 = 9,45 mm, z0 = 17,45 mm). Influencia de la altura del poste en la respuesta en frecuencia
de la estructura.

de la figura 3.2: x0 = 11,45 mm, z0 = 4,10 mm). Además, en este caso, para minimizar las
pérdidas de retorno de la estructura ha sido necesario recurrir a la introducción de un iris de
adaptación en el puerto (5) del codo (ver la figura 3.1b). El iris se ha situado a una altura
hiris = 7,0 mm, su longitud es de liris = 20,5 mm y su espesor es de tiris = 1,5 mm8. La
discontinuidad planar que se produce entre la guı́a rectangular del puerto (5) del codo y el
iris introducido se ha caracterizado implementando la técnica de la ecuación integral presen-
tada en el capı́tulo 2. Por otro lado, hay que recordar que la técnica de la ecuación integral
proporciona una matriz de impedancias generalizada, mientras que el método BI-RME 3D
origina una matriz de admitancias generalizada. Con el objetivo de que la caracterización del
codo en plano E sea eficiente desde un punto de vista computacional, en el Apéndice E se
describe un procedimiento para la conexión de ambos tipos de matrices generalizadas9.

Con respecto al codo en plano E diseñado, en la figura 3.8 se presentan las pérdidas de
retorno del puerto (5) para los siguientes casos:

Codo en plano E sin compensar.

Codo en plano E compensado con un poste situado en posición centrada y sin iris de
adaptación.

8En una aplicación práctica, interesa que el espesor del iris sea pequeño para minimizar las pérdidas.
9Aunque en el Apéndice E la MAG utilizada es de 2 puertos, la teorı́a presentada puede extenderse fácil-

mente para el caso de una MAG de 3, 4 y 5 puertos. Esta extensión será necesaria en el análisis de uniones en
T, uniones T-mágica y uniones turnstile.
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Codo en plano E compensado con un poste situado en posición centrada y con un iris
de adaptación en el puerto (5).

Codo en plano E compensado con un poste situado en posición descentrada y con un
iris de adaptación en el puerto (5).

Puede apreciarse que, en este caso, la posición relativa del poste no juega un papel tan im-
portante como en el caso de la estructura en plano H . De hecho, la mejora conseguida al
descentrar el poste es mı́nima. No obstante, la introducción del iris de acoplo en el puerto (5)
ha resultado crucial para minimizar las pérdidas de retorno del dispositivo. Por otro lado, los
resultados obtenidos con HFSS validan completamente la herramienta implementada.
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Figura 3.8: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano E implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 3,75 mm, h = 1,5 mm) en posición
descentrada (x0 = 11,45 mm, z0 = 4,10 mm). En el puerto (5) del codo se ha introducido un iris de
adaptación (hiris = 7,0 mm, liris = 20,5 mm, tiris = 1,5 mm).

Un estudio adicional es el que se representa en la figura 3.9, donde se investiga la in-
fluencia del radio del poste en estructuras en plano E. Ası́, en dicha figura se mantiene el
poste en posición descentrada (x0 = 11,45 mm, z0 = 4,10 mm), se fija la altura al valor
h = 1,5 mm, y se dejan constantes las dimensiones del iris proporcionadas anteriormente. El
estudio se realiza para los siguientes valores del radio del poste: r = 0,5 mm, r = 1,5 mm,
r = 2,5 mm y r = 3,75 mm10. Puede comprobarse que, a medida que el radio del poste
disminuye, empeoran las pérdidas de retorno del codo. Por otro lado, en la figura 3.10 se es-
tudia la influencia de la altura del poste en la respuesta en frecuencia del dispositivo. Ası́, en
este caso se fija el radio al valor r = 3,75 mm, se mantiene el poste en posición descentrada

10Cuando r>3,75 mm (el máximo radio permitido en este caso teniendo en cuenta la posición del poste es
de 4,1 mm) los resultados obtenidos son, prácticamente, iguales a los del caso óptimo en que r = 3,75 mm.
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Figura 3.9: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano E implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (h = 1,5 mm) situado en una posición des-
centrada. En el puerto (5) del codo se ha introducido un iris de adaptación. Influencia del radio del
poste en la respuesta en frecuencia de la estructura.

y se dejan constantes el resto de dimensiones. El estudio se lleva a cabo para los valores:
h = 0,5 mm, h = 1,5 mm, h = 4,0 mm y h = 8,0 mm. Puede comprobarse que, para el
codo en plano E, los postes de baja altura y de radios elevados son los que proporcionan
mejores resultados.

Finalmente, puesto que el iris de acoplo ha resultado ser un elemento importante en esta
estructura en plano E, en las figuras 3.11 y 3.12 se realiza un estudio sobre la influencia de
la altura a la que se sitúa el iris (hiris) y de su longitud (liris). En ambas figuras se mantiene
constante el espesor del iris (tiris = 1,5 mm), y el poste se deja en posición descentrada
(dimensiones del poste iguales a las consideradas en la figura 3.8).

La simulación de las estructuras en plano E presentadas anteriormente se ha realizado en
11,67 segundos (101 puntos en frecuencia). Por su parte, los resultados proporcionados por
HFSS se han obtenido en 16 minutos (21 puntos en frecuencia).

3.3.2. Uniones en T en plano H y en plano E

El diseño de divisores de potencia es una de las aplicaciones más importantes de las
uniones de tres puertos, como las uniones en T en plano H y en plano E representadas en
las figuras 3.1c y 3.1d, respectivamente [69]. En este tipo de aplicaciones, se desea que la
potencia introducida por el puerto común del dispositivo se reparta por igual hacia los otros
dos puertos. A este respecto, Wu [59] realiza un estudio muy interesante sobre divisores
de potencia implementados a partir de uniones en T en plano H . En particular, en dicho
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Figura 3.10: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano E implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste conductor cilı́ndrico (r = 3,75 mm) situado en una posición des-
centrada (x0 = 11,45 mm, z0 = 4,10 mm). En el puerto (5) del codo se ha introducido un iris de
adaptación. Influencia de la altura del poste en la respuesta en frecuencia de la estructura.
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Figura 3.11: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano E implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste situado en una posición descentrada. Influencia de la altura a la que
se sitúa el iris (hiris) en la respuesta en frecuencia de la estructura.



102 Análisis y Diseño de Uniones Multi-Puerto Compensadas

8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12
−25

−20

−15

−10

−5

0

Frecuencia (GHz)

|S
55

| (
dB

)

l
 iris

 = 17.9 mml
 iris

 = 20.5 mm

l
 iris

 = 21.9 mm

l
 iris

 = 10.9 mm

Figura 3.12: Pérdidas de retorno de un codo recto en plano E implementado en guı́a rectangular
WR-90 compensado con un poste situado en una posición descentrada. Influencia de la longitud del
iris (liris) en la respuesta en frecuencia de la estructura.

trabajo se demuestra que la respuesta en frecuencia del divisor de potencia puede mejorarse
enormemente si la unión en T se carga con un poste conductor cilı́ndrico de altura variable, y
se concluye que la altura del poste es un parámetro de diseño muy importante. Sin embargo,
en la investigación llevada a cabo en [59], el poste está siempre situado en una posición
centrada y no se estudia cómo se modificarı́a la respuesta en frecuencia del divisor si se
descentrara dicho poste.

Ası́ pues, aprovechando la gran flexibilidad de la herramienta de simulación implemen-
tada, en este trabajo de tesis se han investigado las consecuencias de situar el poste en una
posición descentrada en la estructura. En primer lugar, hemos partido del mejor diseño pre-
sentado en [59, pág. 898], y hemos considerado la posibilidad de descentrar el poste con el
objetivo de optimizar la respuesta en frecuencia del divisor. Para poder interpretar correcta-
mente los resultados que se presentan a continuación es importante comentar que, si se parte
del bloque básico de la figura 3.2, la unión en T en plano H puede obtenerse abriendo los
puertos (1), (3) y (4), siendo el puerto (1) el denominado puerto común. Ası́, en la figura 3.13,
en primer lugar se valida nuestra herramienta de simulación comparando nuestros resultados
con los que se presentan en [59] para una unión en T en plano H implementada en la guı́a
rectangular WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm), y compensada con un poste de radio
r = 0,254 mm y de altura h = 7,62 mm situado en posición centrada.

Posteriormente, en la misma figura 3.13, se demuestra que si el poste se descentra a lo
largo del plano de simetrı́a de la estructura (coordenadas del centro de la base del poste re-
feridas al sistema de referencia de la figura 3.2: x0 = a/2, z0 = 12,525 mm), la respuesta en
frecuencia del divisor mejora notablemente. Ası́, se aprecia que el módulo de los coeficientes
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de transmisión S31 y S41 (este último no aparece en la figura ya que la estructura es simétrica
y entonces S31 = S41) es prácticamente igual a −3 dB en, prácticamente, la totalidad de la
banda de frecuencia de operación de la guı́a WR-75. Igualmente, se observa que las pérdidas
de retorno están por debajo de −12 dB en toda la banda.
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Figura 3.13: Parámetros de dispersión de una unión en T en plano H en guı́a WR-75 compensada
con un poste cilı́ndrico (r = 0,254 mm, h = 7,62 mm). Comparación entre el caso en que el poste
está centrado con el caso en que está descentrado (x0 = 9,525 mm, z0 = 12,525 mm). Los resultados
obtenidos para el caso en que el poste está centrado se comparan con los datos presentados en [59].

Por otro lado, con el propósito de poner de manifiesto que la posición del poste en la
estructura es una variable crucial en el diseño de uniones en T en plano H , en la figura 3.14
se han representado las pérdidas de retorno del divisor de potencia para diferentes valores de
la coordenada z0 que define la posición del poste (la coordenada x0 se mantiene en el valor
x0 = a/2 para asegurar la simetrı́a fı́sica del divisor).

Otro ejemplo de diseño de uniones en T en plano H compensadas se presenta en la figu-
ra 3.15. De nuevo, partimos de uno de los diseños presentados en [59, pág. 897] con el obje-
tivo de optimizar la respuesta en frecuencia del divisor. En este caso, se trata de una unión en
T en plano H implementada en la guı́a rectangular WR-28 (a = 7,112 mm, b = 3,556 mm).
El divisor se carga con un poste de radio r = 0,635 mm y de altura h = 3,048 mm situado
en una posición centrada. En la figura 3.15, primeramente, se comparan con éxito los resul-
tados de nuestra simulación con los datos numéricos extraı́dos de [59]. Después, el poste se
descentra manteniendo la simetrı́a fı́sica de la estructura y se sitúa en la posición x0 = a/2,
z0 = 5,362 mm (coordenadas del centro de la base del poste referidas al sistema de referencia
de la figura 3.2). Tal y como se puede observar, la respuesta en frecuencia del divisor mejora
de manera significativa. Además, los datos obtenidos en nuestra simulación concuerdan per-
fectamente con los proporcionados por HFSS. Con respecto a la eficiencia computacional de
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Figura 3.14: Pérdidas de retorno de una unión en T en plano H en guı́a WR-75 compensada con un
poste cilı́ndrico (r = 0,254 mm, h = 7,62 mm) situado en la posición (x0 = a/2, z0). Influencia de
la posición relativa del poste en la respuesta en frecuencia del divisor.

la herramienta implementada para uniones de tres puertos en plano H , es importante destacar
que, por ejemplo, los resultados presentados en la figura 3.13 han consumido 8,33 segundos
de CPU para un total de 101 puntos en frecuencia. En ese mismo ejemplo, la simulación con
HFSS se realizó en unos 22 minutos para un total de 14 puntos en frecuencia.

Para terminar esta sección, resta presentar las uniones en T en plano E compensadas e
investigar su aplicación como divisores de potencia (ver la figura 3.1d). En primer lugar, se
observa que la unión en T en plano E puede analizarse partiendo de la geometrı́a básica
de la figura 3.2 si se abren los puertos (1), (2) y (5) (este último puerto es el puerto común
del divisor). En el apartado 3.3.1, cuando se estudiaron los codos rectos en plano E, ya se
apuntó que en este tipo de estructuras la posición relativa del poste no desempeña un papel
significante en el proceso de diseño. De hecho, en ese caso tuvimos que introducir un iris
de adaptación en uno de los puertos para mejorar la respuesta en frecuencia del dispositivo.
En el caso de las uniones en T en plano E hemos observado el mismo comportamiento; es
decir, la posición relativa del poste en la estructura no es un parámetro de diseño importante.
Además, al igual que se hizo con los codos rectos, ha sido también necesario introducir
un iris de adaptación en el puerto (5) de la unión para minimizar las pérdidas de retorno
en dicho puerto. El análisis multimodal de las uniones planares que surgen en la estructura
tras introducir el iris se ha realizado de nuevo empleando la técnica de la ecuación integral
estudiada en el capı́tulo 2.

Con todo ello, en la figura 3.16 se presenta el diseño de una unión en T en plano E
implementada en la guı́a rectangular WR-75. La unión se ha compensado con un poste de
radio r = 2,9 mm y de altura h = 4,65 mm situado en una posición centrada. Además,
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Figura 3.15: Parámetros de dispersión de una unión en T en plano H en guı́a WR-28 compensada
con un poste cilı́ndrico (r = 0,635 mm, h = 3,048 mm). Comparación entre el caso en que el poste
está centrado con el caso en que está descentrado (x0 = 9,525 mm, z0 = 5,362 mm). Los resultados
obtenidos para el caso en que el poste está centrado se comparan con los datos presentados en [59].
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Figura 3.16: Parámetros de dispersión de una unión en T en plano E en guı́a WR-75 compensada
con un poste cilı́ndrico (r = 2,9 mm, h = 4,65 mm) situado en una posición centrada. En el puerto
(5) se ha introducido un iris de adaptación (hiris = 1,5 mm, liris = 15,3 mm, tiris = 1,25 mm).

en el puerto (5) de la estructura, a una altura hiris = 1,5 mm, se ha introducido un iris de
longitud liris = 15,3 mm y de espesor tiris = 1,25 mm. En la figura se observa que, cuando
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se introduce el iris en la unión, la respuesta en frecuencia mejora de forma significativa con
respecto al caso en que únicamente se introduce el poste. La eficiencia computacional de
la herramienta implementada se pone de manifiesto en este nuevo tipo de aplicación: los
resultados presentados se han obtenido en 11,68 segundos (101 puntos en frecuencia). Por
su parte, la simulación con HFSS se completó en 21 minutos (17 puntos en frecuencia).

3.3.3. Uniones en T mágica

La unión en T mágica es una unión hı́brida de cuatro puertos (véase la figura 3.1e) que se
utiliza muy frecuentemente en numerosos dispositivos de microondas, tales como acoplado-
res direccionales, mezcladores, multiplexores, discriminadores de frecuencia y transductores
ortomodales [9]. Sus caracterı́sticas más relevantes son las de actuar como divisor de poten-
cia, proporcionar aislamiento entre puertos y generar salidas desfasadas 180o. En esta sección
se va a demostrar que la respuesta en frecuencia de una unión en T mágica puede optimizarse
introduciendo un poste en la estructura en una posición descentrada.

Ası́ pues, en primer lugar, es importante comentar que si se parte de la geometrı́a básica
de la figura 3.2, la unión en T mágica puede obtenerse abriendo los puertos (1), (3), (4) y
(5)11. Con el propósito de validar la herramienta de simulación para el caso de uniones de
cuatro puertos, inicialmente, en la figura 3.17 se analiza una unión T mágica sin compensar
implementada en la guı́a rectangular WR-90 (a = 22,90 mm, b = 10,20 mm) donde los re-
sultados obtenidos se comparan satisfactoriamente con las medidas experimentales extraı́das
de [9].

A continuación, la unión anterior se compensa con un poste de radio r = 0,65 mm y de
altura h = 9,5 mm situado en una posición centrada. Además, con el fin de mejorar la adapta-
ción de la estructura, en el puerto (5) se introduce un iris (hiris = 4,0 mm, liris = 16,11 mm)
de espesor tiris = 1,5 mm. Los parámetros de dispersión de esta nueva estructura se pre-
sentan en la figura 3.18, donde se comparan con los datos proporcionados por HFSS. Es
importante hacer notar que la respuesta en frecuencia ha mejorado con respecto a la unión
sin compensar.

Seguidamente, se procede a situar el poste en una posición descentrada en la estructura
con el objetivo de investigar si se produce alguna mejora en la respuesta en frecuencia. En
concreto, el poste se sitúa en las coordenadas x0 = a/2, z0 = 14,45 mm, referidas al sistema
de referencia de la figura 3.2 (obsérvese que se mantiene la simetrı́a de la estructura). En
la figura 3.19 se muestran los resultados obtenidos y se puede apreciar que la respuesta en
frecuencia de la unión ha mejorado drásticamente. En primer lugar, es importante destacar
que todos los parámetros de reflexión se han optimizado alrededor de la frecuencia central
de la banda de operación del dispositivo (f = 10 GHz). Por otro lado, el módulo de los
parámetros de transmisión S31 y S35 es igual a −3 dB en un amplio rango frecuencial, con-
siguiendo ası́ que la unión se comporte como divisor de potencia con respecto a los puertos

11Según esta numeración, los puertos (3)-(4) y (1)-(5) son las parejas de puertos desacoplados o aislados.
Ası́, por ejemplo, cuando se excita la unión desde el puerto (3), se desea que la potencia incidente se distribuya
por igual hacia los puertos (1) y (5), y que el puerto (4) se quede desacoplado.



3.3 Ejemplos de Aplicación 107

8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12
−25

−20

−15

−10

−5

0

Frecuencia (GHz)

M
ód

ul
o 

de
 p

ar
ám

et
ro

s 
S

 (
dB

)

|S
11

|

|S
33

|

|S
55

|

Ref. [9]

a)

8 8.5 9 9.5 10 10.5 11 11.5 12
−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

Frecuencia (GHz)

M
ód

ul
o 

de
 p

ar
ám

et
ro

s 
S

 (
dB

)

|S
35

|

|S
31

|

|S
43

|

Ref. [9]

b)

Figura 3.17: Parámetros de dispersión de una unión en T mágica sin compensar implementa-
da en guı́a rectangular WR-90. Comparación con las medidas experimentales extraı́das de [9].
(a) Parámetros de reflexión. (b) Parámetros de transmisión.

no desacoplados. Además, el módulo del parámetro de aislamiento S43 es muy bajo en el
entorno de la frecuencia central de la banda. En consecuencia, la posición relativa del poste
es una variable de diseño crucial en este tipo de uniones. Finalmente, es importante destacar
que las simulaciones se han realizado en 16,5 segundos (81 puntos en frecuencia), mientras
que HFSS consumió 23 minutos de CPU (21 puntos en frecuencia).
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Figura 3.18: Parámetros de dispersión de una unión en T mágica implementada en la guı́a rectangu-
lar WR-90 compensada con un poste situado en posición centrada (r = 0,65 mm, h = 9,5 mm). En el
puerto (5) de la estructura se ha introducido un iris de adaptación (hiris = 4,0 mm, liris = 16,11 mm,
tiris = 1,5 mm). (a) Parámetros de reflexión. (b) Parámetros de transmisión.

3.3.4. Uniones turnstile

La unión turnstile es una unión de cinco puertos que consta de cuatro guı́as rectangulares
coplanares y de una guı́a circular situada en un plano perpendicular al ocupado por las guı́as
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Figura 3.19: Parámetros de dispersión de una unión en T mágica implementada en la guı́a rectan-
gular WR-90 compensada con un poste (r = 0,65 mm, h = 9,5 mm) situado en posición descentrada
(x0 = a/2, z0 = 14,45 mm). En el puerto (5) de la estructura se ha introducido un iris de adaptación
(hiris = 4,0 mm, liris = 16,11 mm, tiris = 1,5 mm). (a) Parámetros de reflexión. (b) Parámetros de
transmisión.

rectangulares (véase la figura 3.1f). La estructura se excita con el modo fundamental TE11

de la guı́a circular, el cual, es bien sabido que se trata de un modo degenerado. En particular,
la solución modal TE11 está compuesta por dos modos de la misma frecuencia de corte pero
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de polarizaciones ortogonales. Estos dos modos ortogonales se denominan TE11,s (seno)
y TE11,c (coseno) según la variación que presentan en la variable acimutal. Siguiendo la
numeración de puertos establecida en la figura 3.2, el principio de funcionamiento de la
unión turnstile es el siguiente: la potencia asociada al modo de la guı́a circular polarizado en
la dirección paralela al brazo formado por los puertos (1) y (2) se distribuye equitativamente
hacia dichos puertos, quedando aislados los puertos (3) y (4). Además, las señales de salida
en los puertos (1) y (2) están desfasadas 180o. Asimismo, la potencia asociada al modo
de la guı́a circular polarizado en la dirección paralela al brazo formado por los puertos (3)
y (4), se reparte hacia dichos puertos, quedando ahora desacoplados los puertos (1) y (2).
Además, al igual que antes, las salidas de los puertos (3) y (4) presentan un desfase de 180o.
Estas caracterı́sticas le confieren a la unión turnstile un gran interés práctico y, de ahı́, que
sea frecuentemente utilizada en numerosos dispositivos pasivos de microondas [70]. Ası́, las
principales aplicaciones son las de divisor de potencia de cuatro vı́as, transductor ortomodal
[71], generador de polarizaciones elı́pticas y circulador [72].
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Figura 3.20: Parámetros de dispersión de una unión turnstile sin compensar implementada en la
guı́a rectangular WR-62. La guı́a circular es de radio ρ = 6,99 mm. Comparación con los resultados
presentados en [10].

El análisis electromagnético de esta unión requiere, en primer lugar, disponer de la carta
modal de la guı́a circular. Para ello, se ha utilizado la teorı́a desarrollada en el capı́tulo 2.
Por otro lado, la unión planar entre las guı́as circular y rectangular de la unión turnstile se
ha caracterizado siguiendo la formulación de la técnica de la ecuación integral presentada
en el capı́tulo 2. Con el propósito de validar la herramienta implementada, en la figura 3.20
se presenta la respuesta en frecuencia para una unión turnstile sin compensar implementada
en la guı́a rectangular WR-62 (a = 15,799 mm, b = 7,8995 mm), siendo el radio de la
guı́a circular ρ = 6,99 mm. Los resultados obtenidos se comparan con éxito con los datos



3.3 Ejemplos de Aplicación 111

13 14 15 16 17 18
−30

−25

−20

−15

−10

−5

0

Frecuencia (GHz)

M
ód

ul
o 

de
 p

ar
ám

et
ro

s 
S

 (
dB

)

 

 

|S
55

| (a)

|S
25

| (a)

|S
55

| (b)

|S
25

| (b)

HFSS

Figura 3.21: Parámetros de dispersión de una unión turnstile compensada (poste centrado;
r = 2,8 mm, h = 3,7 mm) implementada en la guı́a rectangular WR-62. La guı́a circular es de
radio ρ = 6,99 mm. El caso (a) se corresponde con la unión sin compensar, mientras que el caso (b)
se corresponde con la unión compensada. Los resultados de la simulación se comparan con HFSS.

presentados en [10]12.
A continuación, se persigue optimizar la respuesta en frecuencia de la unión introducien-

do un poste en la estructura. Es importante comentar que, en este caso, el poste debe per-
manecer obligatoriamente en una posición centrada para no romper la simetrı́a de la unión.
Ası́, en la figura 3.21 se han representado los parámetros de dispersión para la unión turnstile
compensada con un poste de radio r = 2,8 mm y de altura h = 3,7 mm. La excitación se
realiza utilizando el modo TE11,s de la guı́a circular, el cual se encuentra polarizado en la
dirección paralela al brazo formado por los puertos (1) y (2). En la figura, se han incluido
también los resultados para el caso no compensado con el fin de resaltar la mejora conse-
guida. Es importante destacar que las pérdidas de retorno con respecto al puerto (5) se han
minimizado y que la transmisión hacia los puertos (1) y (2) es de casi −3 dB en una banda
de unos 3 GHz. Además, el nivel de transmisión a los puertos desacoplados es inferior a
−170 dB en toda la banda, tal y como cabı́a esperar. Por otro lado, no hemos considerado
oportuno presentar la simulación correspondiente a la excitación con el modo TE11,c de la
guı́a circular, ya que es idéntica completamente a la de la figura 3.21 con la salvedad de que,
en ese caso, los puertos desacoplados serı́an el (1) y el (2).

Finalmente, las simulaciones presentadas se han realizado en 25,23 segundos para un
total de 51 puntos en frecuencia. La simulación con HFSS utilizó 25 minutos para 24 puntos
en frecuencia.

12Aunque el rango estándar de operación de la guı́a rectangular WR-62 es 12–18 GHz, en este caso se ha
optado por iniciar las simulaciones a partir de 13 GHz ya que la frecuencia de corte del modo fundamental de
la guı́a circular utilizada es de 12,57 GHz.
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Capı́tulo 4

Análisis Riguroso de la Excitación
Coaxial de Dispositivos en Guı́a de Ondas

4.1. Introducción
El análisis multimodal de la excitación coaxial de dispositivos de microondas imple-

mentados en tecnologı́a guiada constituye un relevante tema de investigación, que ha sido
ampliamente estudiado durante las últimas décadas por parte de numerosos autores. La ca-
racterización rigurosa de este tipo de excitación resulta esencial desde un punto de vista
electromagnético, pues las guı́as coaxiales se utilizan muy frecuentemente en la alimenta-
ción e interconexión de los diferentes subsistemas que integran numerosos dispositivos de
microondas. Aunque en la literatura técnica dedicada a este tema es posible encontrar un
elevado número de aportaciones que investigan el problema, la mayor parte de las mismas,
tal y como se comprobará posteriormente, se centra en el cálculo de la impedancia de en-
trada de la estructura bajo análisis vista desde la guı́a coaxial con el fin de lograr el mejor
grado de adaptación posible. Sin embargo, estos estudios no realizan ninguna investigación
sobre la caracterización multimodal de la transición que se produce entre la guı́a coaxial y el
subsistema al que ésta alimenta.

Por otra parte, actualmente, gran parte de los subsistemas que se emplean en numerosos
dispositivos pasivos de microondas se diseñan considerando, exclusivamente, transiciones
de guı́aonda de tipo estándar y es posteriormente, tras finalizar el proceso de diseño, cuando
se integran las distintas transiciones en las que intervienen excitaciones e interconexiones
mediante guı́a coaxial. Este procedimiento de diseño puede ocasionar que la respuesta ex-
perimental del dispositivo final no coincida exactamente con la respuesta esperada y que,
en consecuencia, el diseñador tenga que recurrir a la introducción de elementos de sintonı́a
que ajusten a posteriori la respuesta experimental, con los consiguientes inconvenientes que
dicha técnica ocasiona. Si se dispusiese de una herramienta de diseño asistido por ordenador
(en inglés, Computer Aided Design, CAD) que, de forma rigurosa y eficiente, integrase en
la herramienta de simulación la caracterización multimodal de la excitación mediante sonda
coaxial, se conseguirı́a no sólo un importante ahorro en el tiempo invertido en el proceso de
diseño, sino también una importante reducción en masa y volumen en el subsistema final-
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mente diseñado. La implementación de una herramienta CAD como la mencionada anterior-
mente constituye pues una de las motivaciones fundamentales de este capı́tulo. En concreto,
se pretende caracterizar de manera rigurosa la excitación coaxial de dispositivos pasivos de
microondas implementados en guı́a rectangular, con el propósito de implementar una herra-
mienta de simulación multimodal que pueda ser utilizada en el análisis y diseño eficiente
de dichas estructuras (por ejemplo, filtros en tecnologı́a guiada). Para ello, se empleará la
técnica de análisis multimodal basada en el método BI-RME 3D presentada en el capı́tulo 3.

En el presente capı́tulo se caracterizarán dos tipos diferentes de excitación coaxial. El pri-
mero de ellos está basado en la configuración clásica en la que la alimentación del dispositivo
se consigue situando la sonda coaxial en la tapa superior o inferior de la guı́a rectangular,
logrando ası́ fácilmente la excitación del modo fundamental de la guı́a rectangular. Este tipo
de configuración se ha representado en la figura 4.1. Es importante observar en dicha figura
que a la sonda coaxial se le ha añadido en su extremo un disco conductor, con el propósito
de investigar si esta nueva estructura puede mejorar las pérdidas de retorno con respecto a la
configuración estándar1.

Figura 4.1: Excitación clásica de dispositivos implementados en guı́a rectangular mediante sonda
coaxial terminada en disco.

En el segundo tipo de excitación coaxial analizada en este capı́tulo, la sonda coaxial se
mantiene colineal con la guı́a rectangular a la que excita. En este tipo de configuración, la
cual se representa en la figura 4.2, es usual situar un poste conductor de geometrı́a cilı́ndri-
ca en una posición perpendicular a la sonda coaxial de excitación. Además, la sonda puede
contactar o no con el poste conductor. En caso de que la sonda coaxial esté en contacto con
el poste, la excitación del dispositivo se consigue con la creación de un lazo de corriente
que se cierra gracias a la introducción del poste. Por otro lado, en el caso de que la sonda
coaxial no llegue a contactar con el poste, es la existencia de dicho poste conductor la que
permite la aparición de un modo en la estructura que origina la excitación del dispositivo.
En este capı́tulo se analizará de una manera rigurosa y eficiente la configuración en la que la
sonda coaxial no contacta con el poste conductor, y se dejará el otro tipo de configuración
como futura lı́nea de investigación. La excitación de dispositivos mediante sonda coaxial
en configuración colineal suele emplearse frecuentemente en el diseño de filtros en confi-
guración comb-line2 [73], [74], en el diseño de diplexores [75], y en el de filtros en lı́nea

1A este tipo de configuración en la que a la sonda coaxial se le añade en su extremo un disco conductor se
le suele denominar comúnmente excitación mediante sonda de tipo “champiñón”.

2El análisis de filtros en configuración comb-line se tratará en profundidad en el capı́tulo 5.
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Poste

conductor

Figura 4.2: Excitación de dispositivos implementados en guı́a rectangular mediante sonda coaxial
en configuración colineal.

implementados en guı́a rectangular [76], [77], [78].

Seguidamente, se presenta en esta sección un estudio sobre el estado del arte relativo a
la caracterización electromagnética de la excitación coaxial de dispositivos. Tal y como ya
se ha apuntado anteriormente, el análisis electromagnético de la excitación coaxial de dis-
positivos en guı́a rectangular es un problema muy importante, puesto que un gran número
de dispositivos pasivos de microondas de tecnologı́a guiada utilizan frecuentemente este tipo
de alimentación. Por ello, durante las últimas décadas, numerosos autores se han dedicado a
investigar el problema proponiendo una gran variedad de configuraciones y utilizando dife-
rentes métodos de análisis. Sin embargo, la gran mayorı́a de estas contribuciones se centran
en la obtención de la impedancia de entrada de la estructura vista desde la guı́a coaxial, y en
ellas no se realiza ningún tipo de caracterización multimodal de esta estructura. En conse-
cuencia, desde el punto de vista de los propósitos que se han fijado para el presente capı́tulo,
los resultados que ofrecen dichos estudios apenas son aprovechables. Ası́ por ejemplo, en
1972 Williamson [13] estudió la radiación de antenas cilı́ndricas en guı́a rectangular ali-
mentadas mediante sonda coaxial, obteniendo expresiones aproximadas para el valor de la
impedancia de entrada vista desde el coaxial en función de series infinitas en las que inter-
venı́an funciones de Bessel. Collin [35], por su parte, realizó un estudio de tipo variacional
con el fin de calcular la impedancia de entrada de una guı́a rectangular excitada mediante
sonda coaxial. Sin embargo, los resultados obtenidos eran bastante imprecisos, puesto que
para calcular la corriente inducida en la sonda coaxial se utilizaba una aproximación que
resultaba ser válida únicamente para radios pequeños del conductor interno del coaxial. Tan-
to Collin como Williamson asumieron en sus investigaciones que la corriente de superficie
que fluı́a por la sonda coaxial estaba uniformemente distribuida (no asumieron una posible
variación acimutal).

Por otro lado, Leviatan [14], [79] estudió en 1983-1984 el problema de la caracterización
de postes cilı́ndricos inductivos en guı́a rectangular usando una representación en términos
de hilos de corriente para describir la corriente inducida en el poste. En su trabajo, se cal-
culaba la matriz de dispersión monomodal de la estructura, se deducı́an los parámetros de
un circuito equivalente, y se demostraba que la corriente de superficie inducida en el poste
inductivo sı́ que poseı́a variación acimutal. Más tarde, en 1987 Jarem [80] calculó la im-
pedancia de entrada de una guı́a rectangular semi-infinita alimentada mediante una sonda
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coaxial. La precisión de las expresiones deducidas mejoraba notablemente los resultados an-
teriores, gracias a que no sólo se consideraron distribuciones de corriente no uniformes en la
sonda coaxial, sino que también se usó una representación para la corriente inducida basada
en la consideración de ocho hilos de corriente angularmente equiespaciados.

Posteriormente, en 1991, Jarem [81] estudió cómo mejorar el grado de adaptación conse-
guido para el caso de una guı́a rectangular alimentada mediante sonda coaxial introduciendo
elementos parásitos (postes cilı́ndricos conductores) en la región de la guı́a rectangular. En su
trabajo, en el que se empleaba una formulación que combinaba el método de los momentos
y la técnica de diferencias finitas en el dominio del tiempo, se demostró que la presencia del
elemento parásito (en inglés, sleeve probe) afectaba de forma sustancial al valor de la impe-
dancia de entrada, con lo que se ofrecı́a al diseñador un mayor número de grados de libertad
para mejorar la adaptación. Otros estudios interesantes son los que ha realizado Bialkowski.
Ası́, en 1991 [82], se analizan transiciones de guı́a coaxial a guı́a rectangular con la parti-
cularidad de que el conductor interno del coaxial penetra en una zona rodeada de material
dieléctrico (en inglés, dielectric coated probe) y, en 1995 [16], se investigan nuevos tipos
de adaptadores de guı́a coaxial a guı́a rectangular: a la sonda coaxial se le incorpora un dis-
co conductor en su extremo superior (en inglés, disc-ended probe) y se añade, además, en
la región de la guı́a rectangular, un poste cilı́ndrico conductor parásito que actúa como una
segunda sonda coaxial cortocircuitada. El trabajo demuestra que esta nueva configuración
mejora las pérdidas de retorno que ofrecen los adaptadores convencionales. Por otro lado, en
1994 Keam [15] también investigó la configuración en la que la sonda coaxial está rodeada
de material dieléctrico, demostrando que de esa forma es posible aumentar el ancho de banda
en la que se produce condición de adaptación.

Ya más recientemente, en 1996 Lee [83] investiga el grado de adaptación que se logra
cuando una sonda coaxial radia en el interior de una guı́a de placas plano-paralelas median-
te un método de análisis que combina el uso de la transformada de Hankel y una técnica de
adaptación modal. En ese mismo año, Leong [84] calcula la impedancia de entrada vista des-
de una sonda coaxial que excita una cavidad rectangular utilizando una formulación basada
en la consideración de fuentes de tipo eléctrico y de tipo magnético y, en 1995-1997, Li [85],
[86] estudia la adaptación que se logra en una transición de guı́a coaxial a guı́a rectangu-
lar semi-infinita, considerando que esta última puede tener múltiples cargas. La técnica de
análisis empleada combina el método de los momentos y la consideración de fuentes de tipo
eléctrico y de tipo magnético, proporcionando nuevas expresiones aceleradas para el cálculo
de las funciones diádicas de Green relativas a una guı́a rectangular cargada. En el año 1999,
Leung [87] investiga resonadores dieléctricos alimentados mediante sonda coaxial situados
en guı́as de placas plano-paralelas; en 2000 Bialkowski [88] compara el grado de adaptación
conseguido por varias estructuras en guı́as de placas plano-paralelas alimentadas mediante
sonda coaxial, y en este mismo año Chen [89] investiga un nuevo tipo de monopolo integrado
en una guı́a de placas plano-paralelas para lograr un buen grado de adaptación en un amplio
ancho de banda.

En todos los trabajos comentados hasta este momento, la excitación coaxial de la es-
tructura se realiza alimentando la guı́a rectangular desde su tapa superior o inferior, con
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el propósito de que la corriente inducida en el conductor interno del coaxial pueda excitar
fácilmente el modo fundamental TE10 de la guı́a rectangular. Pero existen otras posibles
configuraciones, como la que Saad presentó en 1990 [90], y que ya ha sido comentada an-
teriormente (configuración colineal). En concreto, analizó un tipo particular de transición
entre guı́a coaxial y guı́a rectangular en la que el conductor interno del coaxial se mantiene
colineal con la guı́a rectangular que alimenta (en inglés, configuración end-launcher), para
finalmente ser cortocircuitado mediante el uso de un lazo de corriente que lo conecta a la
base de la guı́a rectangular. Este tipo de configuración puede resultar interesante en aque-
llas aplicaciones en las que las restricciones de fabricación que imponga el dispositivo de
microondas considerado obligue a este tipo de alimentación. Otro tipo de investigaciones
son, por ejemplo, las realizadas por Lee [91], quien analiza cavidades cilı́ndricas excitadas
mediante guı́a coaxial, o las que lleva a cabo Yung [92], que estudia la alimentación de una
guı́a coaxial mediante sonda coaxial. En ambos casos, el objetivo es la determinación de la
impedancia de entrada vista por el coaxial.

Las aportaciones técnicas presentadas hasta este momento se centran, fundamentalmente,
en el estudio del grado de adaptación que se puede lograr cuando una estructura implemen-
tada en guı́a rectangular se alimenta mediante sonda coaxial. En ninguno de estos trabajos
se efectúa un análisis multimodal de la transición que se produce entre ambos medios guia-
dos. Sin embargo, éste es precisamente, como ya hemos comentado, el objetivo fundamental
de este capı́tulo. En la literatura técnica relativa a la excitación coaxial de dispositivos en
configuración clásica (ver figura 4.1), sólo es posible encontrar un reducido número de es-
tudios que abordan este objetivo y, entre ellos, cabe destacar la investigación realizada por
Liang [17] en 1992. En este trabajo se consideran estructuras en guı́a rectangular alimentadas
mediante sonda coaxial, caracterizando la transición entre la guı́a coaxial y la guı́a rectan-
gular en términos de una matriz de dispersión. Para ello, se emplea un método de análisis
basado en la consideración de fuentes de tipo eléctrico y de tipo magnético. No obstante, la
matriz de dispersión calculada es de tipo monomodal, dificultándose de este modo la integra-
ción del método desarrollado en herramientas de análisis y diseño de dispositivos pasivos de
microondas ya existentes que requieran una caracterización electromagnética de tipo mul-
timodal (por ejemplo, cuando la excitación coaxial está muy próxima a una discontinuidad
entre guı́as de onda de diferente sección transversal). Otra valiosa aportación es la que reali-
za Yao [18] en 1995. En su trabajo, se modela de forma rigurosa la transición entre una guı́a
coaxial y una guı́a rectangular empleando el método de expansión ortogonal, obteniendo
una matriz de dispersión multimodal de la estructura. Sin embargo, la matriz de dispersión
calculada es multimodal sólo con respecto a la guı́a rectangular; es decir, a pesar de que se
tienen en cuenta la totalidad de los modos en la región de la guı́a rectangular, en la región
del coaxial se considera únicamente el modo fundamental TEM. Por tanto, no se puede con-
siderar que, estrictamente, se haya caracterizado la transición empleando una formulación
multimodal completa. Más recientemente, en 2000 Bunger [19] presenta un trabajo en el que
se analiza la excitación coaxial de dispositivos empleando una técnica multimodal hı́brida.
Sin embargo, la herramienta desarrollada precisa mallar completamente la estructura bajo
análisis, por lo que una limitación potencial de este método reside en el hecho de que, a
medida que aumenta la complejidad de la estructura, es de esperar que empeore la eficiencia
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computacional de la herramienta de simulación.

Por otra parte, en la literatura técnica podemos encontrar también diversas aportaciones
en las que se estudia de forma multimodal la excitación coaxial de dispositivos en configura-
ción colineal estando el vivo del coaxial en contacto con el poste conductor (configuración en
lazo cerrado de corriente). Ası́, en 1999 Boria [76] implementa una herramienta destinada al
análisis multimodal y diseño de filtros comb-line en lı́nea implementados en guı́a rectangular
considerando puertos de entrada y de salida de tipo coaxial (la herramienta permite también
simular la inserción de tornillos de sintonı́a de sección transversal cuadrada en la estructura).
El método de análisis empleado combina el uso de la técnica BI-RME 2D para el cálculo
de los modos de las guı́as con sección transversal arbitraria, y la utilización de matrices de
admitancias generalizadas para caracterizar las diferentes discontinuidades. En dicho traba-
jo, las guı́as coaxiales de entrada son colineales con las guı́as rectangulares que constituyen
el filtro, empleándose un lazo cerrado de corriente para excitar la estructura. Este mismo
tipo de alimentación colineal fue también empleado en 2001 por Gerini [93]. En su trabajo,
destinado a la implementación de una herramienta de análisis de filtros en guı́a rectangular
que integre la excitación coaxial, se presenta un estudio en el que se caracteriza de forma
multimodal la transición entre una guı́a coaxial y una guı́a rectangular utilizando el méto-
do BI-RME 2D3. Por otra parte, este mismo tipo de alimentación colineal se emplea muy
frecuentemente para la excitación de filtros en configuración comb-line. Ası́ por ejemplo, en
[73], [74] se presenta un método multimodal basado en la técnica de adaptación modal para
el análisis y diseño de filtros en configuración comb-line de respuesta elı́ptica.

En relación con el análisis multimodal de la excitación coaxial de dispositivos en confi-
guración colineal, para el caso en el que la sonda coaxial no llega a contactar con el poste
conductor, en la literatura técnica apenas podemos encontrar aportaciones relevantes. Ası́ por
ejemplo, aunque en [78] se diseñan filtros en lı́nea implementados en guı́a rectangular para
aplicaciones WiMAX4 que emplean este tipo de excitación, el análisis multimodal de la es-
tructura se lleva a cabo utilizando el programa HFSS, el cual es ineficiente desde un punto
de vista computacional para el diseño de este tipo de dispositivos.

En el presente capı́tulo, se utiliza el método BI-RME 3D para llevar a cabo un análisis
multimodal riguroso y eficiente de la excitación coaxial de dispositivos pasivos de micro-
ondas implementados en guı́a rectangular. En particular, se pretende desarrollar una herra-
mienta de simulación capaz de caracterizar de manera multimodal las dos configuraciones
de excitación coaxial comentadas anteriormente: la configuración clásica representada en la
figura 4.1, y la configuración colineal representada en la figura 4.2 en la que la sonda del
coaxial no llega a contactar con el poste conductor.

3En [76] y [93] se tiene la limitación de que los postes conductores que se emplean en las guı́as rectangu-
lares deben ser de sección transversal rectangular para poder caracterizar la estructura empleando el método
BI-RME 2D. Por ello, con este tipo de formulación no se podrı́an caracterizar los filtros clásicos en configura-
ción comb-line objeto de estudio en el capı́tulo 5.

4WiMAX (Worldwide Interoperability for Microwave Access) es un estándar para la transmisión inalámbri-
ca de datos basado en la norma IEEE 802.16.



4.2 Análisis Multimodal de la Excitación Coaxial de Dispositivos en Configuración
Clásica mediante el Método BI-RME 3D 119

4.2. Análisis Multimodal de la Excitación Coaxial de Dis-
positivos en Configuración Clásica mediante el Méto-
do BI-RME 3D

El objetivo de este apartado es la caracterización multimodal rigurosa de la excitación
coaxial de dispositivos pasivos de microondas y ondas milimétricas implementados en guı́a
rectangular utilizando el método BI-RME 3D presentado en el capı́tulo 3, lo que permi-
tirá considerar cualquier poste presente en la estructura con sección transversal circular. En
particular, esta sección se dedica al análisis de la configuración clásica para la excitación
coaxial de dispositivos (ver figura 4.1), en la que la sonda coaxial se sitúa en la tapa superior
de la guı́a rectangular a la que alimenta. Las vistas frontal y lateral de este tipo de excitación
coaxial se han representado en la figura 4.3. En dicha figura, es importante hacer notar que
a la sonda coaxial se le ha añadido en su extremo un disco conductor con simetrı́a cilı́ndri-
ca con el objetivo de investigar si, con esta nueva configuración, se consigue minimizar las
pérdidas de retorno (o maximizar el ancho de banda útil) con respecto a la configuración
estándar en la que no existe dicho disco conductor. En relación a las dimensiones represen-
tadas en la figura 4.3 se tiene que a y b son la anchura y la altura de la guı́a rectangular,
respectivamente; r1 y r2 representan, respectivamente, los radios externo e interno de la guı́a
coaxial; asumiremos también que la permitividad dieléctrica relativa de dicha guı́a es εr; hp

es la profundidad de penetración de la sonda coaxial en el interior de la guı́a rectangular; rd

y hd son el radio y la altura del disco conductor, respectivamente; dx se utiliza para situar
el centro de la sonda coaxial en la dirección del eje x̂; y dz representa la distancia desde el
centro de la sonda coaxial hasta la pared cortocircuitada de la guı́a rectangular5.

a

b b

x̂

ŷ

ẑ

xd zd

1
2r

2
2r

dh

dr2

ph

Figura 4.3: Vistas frontal y lateral de la excitación coaxial clásica de una guı́a rectangular semi-
infinita mediante sonda terminada en disco.

Por otra parte, en la figura 4.4 se presenta una vista superior de la estructura6 y se re-

5Es importante hacer notar que si en la figura 4.3 se fuerza rd = hd = 0, la sonda terminada en disco se
convierte en la sonda coaxial estándar.

6Aunque en la vista lateral de la figura 4.3 se ha representado una guı́a rectangular semi-infinita, el análisis
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coge el sistema de referencia en coordenadas cilı́ndricas que se va a utilizar en los cálculos
posteriores. Asimismo, a partir de la información representada en dicha figura, es posible
establecer la siguiente relación entre los sistemas de referencia en coordenadas cartesianas
(x, y, z) y en coordenadas cilı́ndricas (ρ, φ, y):

Figura 4.4: Vista superior de la excitación clásica de dispositivos implementados en guı́a rectangu-
lar. Representación del sistema de referencia en coordenadas cilı́ndricas utilizado.

x = dx + ρ sin φ (4.1)

z = dz − ρ cos φ (4.2)

x̂ = sin φ ρ̂ + cos φ φ̂ (4.3)

ẑ = sin φ φ̂− cos φ ρ̂ (4.4)

A continuación, se procede al análisis electromagnético de la excitación coaxial clásica
de dispositivos implementados en guı́a rectangular utilizando el método BI-RME 3D. En
primer lugar, conviene hacer notar que la estructura bajo análisis (ver figura 4.3) posee dos
puertos de acceso, siendo uno de ellos de tipo coaxial y el otro de tipo rectangular. A efectos
de cálculo, consideraremos a partir de ahora que el acceso coaxial es el puerto (1) de la
estructura y que el acceso de tipo rectangular es el puerto (2). Además, según los sistemas
de referencia en coordenadas cartesianas de las figuras 4.3 y 4.4, se tiene que el puerto (1)
está situado en el plano y = b, mientras que el puerto (2) se encuentra en el plano z = c.

En virtud de la teorı́a del método BI-RME 3D presentada en el capı́tulo 3, la caracteriza-
ción de la estructura bajo análisis requiere considerar, en primer lugar, que dicha estructura

electromagnético que se realizará más adelante en esta sección requiere que la guı́a rectangular sea de una
longitud dada. Por este motivo, en la figura 4.4 se asume que la guı́a rectangular es de longitud c (en el eje ẑ).
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se encuentra inmersa en un resonador externo de geometrı́a canónica. En este sentido, puesto
que se está ante un dispositivo de dos puertos implementado en guı́a rectangular, la mejor
opción será escoger, como resonador externo, una cavidad rectangular cuyas dimensiones
coincidan con las de la guı́a rectangular de la estructura (ver figuras 4.3 y 4.4). Ası́ pues,
el resonador externo será una cavidad rectangular de dimensiones a × b × c. Gracias a esta
elección, la densidad de corriente eléctrica incógnita del método sólo debe definirse en la
superficie de la sonda coaxial terminada en disco que penetra en el interior de la cavidad.

Seguidamente, de acuerdo con la técnica BI-RME 3D, se deben cortocircuitar todos los
accesos de la estructura con el propósito de calcular las frecuencias de resonancia de la ca-
vidad perturbada obtenida. En este caso, tras cortocircuitar los accesos coaxial y rectangular
de la figura 4.3, es fácil concluir que la cavidad perturbada que se obtiene es un resonador
rectangular de dimensiones a×b×c cargado con un poste conductor cilı́ndrico terminado en
disco situado en y = b, es decir, en la tapa superior de la cavidad. El cálculo de las frecuen-
cias de resonancia de esta nueva cavidad perturbada puede realizarse utilizando la misma
herramienta que se empleó para resolver las estructuras consideradas en el capı́tulo 3, ya que
las funciones base utilizadas para describir la densidad de corriente eléctrica incógnita son
válidas siempre que el poste de la cavidad perturbada posea simetrı́a cilı́ndrica7 [66]. En la
figura 4.5 se ha representado la vista frontal de la cavidad perturbada obtenida.

Figura 4.5: Vista frontal de la cavidad perturbada obtenida tras cortocircuitar los puertos de acceso
de la estructura bajo análisis. La cavidad rectangular es de longitud c (en el eje ẑ).

El cálculo de las frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada se necesita, tal y
como se explicó en la sección 3.2.1 del capı́tulo 3, para la obtención de la matriz de admi-
tancias generalizada (MAG) relativa a la estructura bajo análisis. La caracterización electro-
magnética de la cavidad perturbada de la figura 4.5 se realiza utilizando la teorı́a desarrollada
en [66], donde se ha resuelto este problema de forma rigurosa.

Posteriormente, según el método BI-RME 3D, el siguiente paso consiste en considerar los
puertos de acceso de la estructura con el fin de calcular la MAG correspondiente. Para ello, es

7Además, se permite la existencia en la estructura de más de un poste con simetrı́a cilı́ndrica. Esta enor-
me flexibilidad de la herramienta implementada se aprovechará en el capı́tulo 5 para el análisis de filtros en
configuración comb-line.
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importante recordar (consultar ecuación (3.10)) que se deben calcular las matrices G, T, L y
F, ya que en todas ellas intervienen las funciones vectoriales modales de campo magnético
asociadas a los puertos de la estructura (las expresiones de estas matrices se pueden consultar
en la tabla 3.1 del capı́tulo 3).

4.2.1. Cálculo de los elementos de la matriz G

La expresión de los elementos de la matriz G es la siguiente:

G(γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
∇S · h(γ)

m (r) gm(r, r′) ∇′
S · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (4.5)

donde m,n = 1, 2, . . . , N , siendo N el número de modos escogido en los accesos de la
estructura; gm(r, r′) representa la función de Green escalar de tipo magnético asociada al
resonador externo; γ, ξ = 1, 2 denotan cada uno de los accesos de la estructura; y h

(γ)
m (r) es

la función vectorial modal de tipo magnético asociada al m-ésimo modo del acceso (γ). En
primer lugar, es importante comentar que en la ecuación (C.13) del Apéndice C, se demuestra
que la divergencia de toda función vectorial modal de campo magnético de tipo TMz es
nula8. Ası́ pues, cuando m o n hagan referencia a un modo de tipo TMz en la expresión (4.5),
se tendrá directamente que G

(γ,ξ)
mn = 0. Igualmente, la divergencia de la función vectorial

modal de campo magnético relativa al modo fundamental TEMz de la guı́a coaxial es nula,
por lo que, en definitiva, en la expresión (4.5) sólo se considerará el caso en que m y n sean
ambos modos de tipo TEz. Por otra parte, se sabe que la matriz G es simétrica, por lo que
G

(γ,ξ)
mn = G

(ξ,γ)
nm cuando γ 6= ξ. Ası́ pues, de los cuatro bloques que componen la matriz G,

en esta sección sólo se calcularán dos: G
(1,2)
mn y G

(1,1)
mn . La expresión para el bloque G

(2,1)
mn

se obtendrá por simetrı́a a partir de G
(1,2)
mn , mientras que el cálculo del bloque G

(2,2)
mn , puede

realizarse a partir de la expresión (3.28) deducida en el capı́tulo 3.

A. Cálculo de los elementos del bloque G
(1,2)
mn

A continuación, se procede al cálculo del bloque G
(1,2)
mn ; es decir, se asume que m es un

modo del puerto (1) (acceso coaxial) y que n representa un modo del puerto (2) (acceso
rectangular). Además, basándonos en los comentarios realizados en el párrafo anterior, asu-
miremos también que m y n son modos de tipo TEz. Por otro lado, sean (nx, ny) los ı́ndices
modales del n-ésimo modo del acceso (2) referidos al sistema de referencia en coordenadas
cartesianas representado en la figura 4.3. Gracias a los resultados deducidos en la ecuación
(3.25) del capı́tulo 3, podemos calcular directamente la integral de superficie presente en

8Aunque el Apéndice C está dedicado a las guı́as de onda rectangulares, el resultado obtenido en (C.13) es
independiente del tipo de guı́a considerado.
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(4.5) con respecto a las variables primadas:

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · hTE(2)
n (r′) dS ′ = −k

(2)
t,n

c

√
εnxεny

a b
cos

(nxπ

a
x
)

cos
(nyπ

b
y
)

·
∞∑

nz=0

(−1)nz
εnz

(k
(2)
t,n)2 + k2

z

cos
(nzπ

c
z
)

= −
√

εnxεny

a b
cos

(nxπ

a
x
)

cos
(nyπ

b
y
) cosh(k

(2)
t,nz)

sinh(k
(2)
t,nc)

(4.6)

En esta última expresión, k
(2)
t,n es el número de onda de corte del n-ésimo modo de tipo TEz

del acceso (2); εnx representa el factor de Neumann, y kz = nzπ/c. Además, en la última
igualdad se ha utilizado el resultado (D.2) del Apéndice D para calcular analı́ticamente el
sumatorio obtenido en la expresión.

Por otro lado, en virtud de los resultados del capı́tulo 2, para los modos de tipo TEz de
la guı́a coaxial se cumple9:

∇S · hTE(1)
m (r) = −(k

(1)
t,m)2N TEz

(ξ),m

{
Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)}
Φ(ξ),s(φ) (4.7)

donde k
(1)
t,m representa el número de onda de corte del m-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a

coaxial; N TEz

(ξ),m es el factor de normalización de dicho modo; (s, q) son los ı́ndices moda-
les asociados a las variaciones angular y radial, respectivamente; y Φ(ξ),s(φ) es la función
potencial que rige la variación angular de las soluciones modales, cuya expresión puede en-
contrarse en (2.71).

Posteriormente, se debe expresar (4.6) en coordenadas cilı́ndricas utilizando las relacio-
nes establecidas en (4.1)–(4.2), y se debe particularizar el resultado obtenido en y = b, ya
que es en este plano donde se encuentra situado el puerto de acceso (1). Con todo ello, se
puede escribir finalmente:

G(1,2)
mn = (k

(1)
t,m)2N TEz

(ξ),m

√
εnxεny

a b
(−1)ny

1

sinh(k
(2)
t,nc)

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q I(r) (4.8)

En esta última expresión, I(r) denota la siguiente integral de superficie, la cual se ha resuelto

9Partiendo de la ecuación de Helmholtz, es sencillo concluir que ∇ · hTEz

m = −k2
t,m hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ), siendo

hTEz

z(ξ),m
(ρ, φ) la función potencial asociada a los modos TEz de la guı́a coaxial, cuya definición se recoge en

(2.98).
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mediante métodos numéricos10:

I(r) =

∫

S

cos
(nxπ

a
(dx + ρ sin φ)

)
cosh

(
k

(2)
t,n(dz − ρ cos φ)

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
Φ(ξ),s(φ) dS

(4.9)
donde S representa la sección transversal de la guı́a coaxial y dS = ρ dρ dφ.

B. Cálculo de los elementos del bloque G
(1,1)
mn

Seguidamente, se presenta el cálculo del bloque G
(1,1)
mn . En este caso, m y n son modos

de tipo TEz relativos a la guı́a coaxial, por lo que el punto de campo r y el punto de fuente
r′ pueden coincidir al evaluar la integral (4.5). Este hecho ocasiona que la función de Green
escalar de tipo magnético gm(r, r′) que interviene en el cálculo de la matriz G diverja, tal
y como se explica en [94]. De hecho, la singularidad de la función de Green escalar de tipo
magnético11 puede escribirse en la forma [95]:

gm
(s) =

1

4π|r− r′| (4.10)

En consecuencia, el bloque G
(1,1)
mn de la matriz G es también singular cuando r = r′, siendo

dicha singularidad de la forma:

G
(1,1)
(s),mn =

∫

S

∫

S′
∇S · hTE(1)

m (r)
1

4π|r− r′| ∇
′
S · hTE(1)

n (r′) dS dS ′ (4.11)

Ası́ pues, la obtención de los elementos del bloque G
(1,1)
mn requiere evaluar la integral singular

anterior. Este cálculo supone un enorme esfuerzo desde un punto de vista teórico, que se va
a tratar de evitar.

A este respecto, es muy importante destacar que, aunque no se haya mencionado de
manera explı́cita durante el desarrollo del capı́tulo 3, en el cálculo del bloque G

(2,2)
mn también

existe el mismo problema de singularidad que el descrito para el bloque G
(1,1)
mn , pues m y

n son, en aquel caso, modos del mismo puerto rectangular y debe considerarse el caso en
que r = r′12. Sin embargo, es fundamental observar que, en el caso del bloque G

(2,2)
mn , los

modos m y n están referidos a un puerto de tipo rectangular cuyas dimensiones coinciden
exactamente con las dimensiones de uno de los accesos laterales rectangulares del resonador
externo de geometrı́a canónica que se ha escogido siguiendo el método BI-RME 3D (en
el caso que nos ocupa, el resonador externo escogido es de dimensiones a × b × c, y el
puerto (2) es de dimensiones a × b). Esta particularidad es crucial desde un punto de vista

10La resolución numérica de las integrales deducidas en este capı́tulo se ha llevado a cabo utilizando el
método de cuadratura de Gauss-Legendre.

11Esta singularidad está presente también, aunque no de forma explı́cita, en la expresión clásica para la
función de Green escalar magnética que se recoge en (C.14).

12En el cálculo del bloque G
(1,2)
mn no encontramos problemas de singularidad, puesto que m y n pertenecen

a puertos de acceso diferentes y, por tanto, r y r′ no pueden coincidir.
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matemático, ya que, como se explica a continuación, permite evitar la integración explı́cita
de la singularidad de la función de Green. En concreto, dado que la función de Green escalar
de tipo magnético relativa al resonador rectangular externo se puede formular a partir de
las funciones potenciales modales asociadas a uno de los accesos laterales de dicha cavidad
(consulte los resultados del Apéndice C), el cálculo de la integral de superficie que define
los elementos del bloque G

(2,2)
mn puede abordarse directamente sin preocuparse de extraer

previamente el término singular de la función de Green. De hecho, el cálculo de la matriz
G para las uniones compensadas analizadas en el capı́tulo 3 se abordó exactamente de esta
manera.

Esta propiedad, que resulta muy ventajosa desde un punto de vista matemático, se va
a aprovechar para resolver el cálculo de los elementos del bloque G

(1,1)
mn . En particular, la

estrategia que se propone consiste en expresar las funciones vectoriales modales de la guı́a
coaxial como una combinación lineal de las soluciones modales de la guı́a rectangular a la
que la sonda coaxial alimenta13. De esta manera, al expresar los modos de la guı́a coaxial
en función de un conjunto de soluciones modales asociadas a uno de los accesos laterales
rectangulares del resonador externo escogido, se conseguirá un tratamiento matemático para
el cálculo del bloque G

(1,1)
mn completamente equivalente al desarrollado con los elementos del

bloque G
(2,2)
mn , evitándose ası́ el cálculo de la integral singular (4.11).

En el caso que nos ocupa, se ha optado por que las soluciones modales de la guı́a coaxial
se expresen en términos de una combinación lineal de modos de la guı́a rectangular de di-
mensiones c × a (ver figura 4.3), la cual se corresponde con uno de los accesos laterales
rectangulares del resonador externo escogido. Además, de aquı́ en adelante, a la guı́a rectan-
gular de dimensiones c× a la denominaremos guı́a rectangular de expansión. Por otro lado,
en términos matemáticos, si h(R)

i (r) denota la función vectorial modal de tipo magnético re-
lativa al i-ésimo modo de la guı́a rectangular de dimensiones c×a, la función vectorial modal
de campo magnético asociada al m-ésimo modo de la guı́a coaxial h(1)

m (r) se podrá expresar
de la siguiente manera:

h(1)
m (r) =

Q∑
i=1

α
(m)
i h

(R)
i (r) (4.12)

donde Q representa el número de términos considerados en la expansión modal, y α
(m)
i son

unos coeficientes de expansión desconocidos que pueden calcularse proyectando el m-ésimo
modo de la guı́a coaxial sobre el i-ésimo modo de la guı́a rectangular de expansión:

α
(m)
i =

∫

S

h(1)
m (r) · h(R)

i (r) dS (4.13)

siendo S la sección transversal de la guı́a coaxial. Además, es importante observar que los
coeficientes de expansión α

(m)
i se corresponden con los coeficientes de acoplamiento entre

una guı́a rectangular y una guı́a coaxial. Ası́, dichos coeficientes se han calculado en la
sección 2.3.2, en la que se estudia la discontinuidad entre una guı́a rectangular y una guı́a

13La misma estrategia se utilizará en el cálculo del resto de matrices BI-RME 3D.
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coaxial. En concreto, el cálculo que se plantea en (4.13) ya se ha resuelto en el capı́tulo 2 al
evaluar la integral de acoplamiento (2.119).

Por otra parte, del estudio de las integrales de acoplamiento (2.122)–(2.127) relativas a la
unión planar entre una guı́a coaxial y una guı́a rectangular, se pueden extraer las siguientes
conclusiones:

El modo TEMz de la guı́a coaxial únicamente acopla con los modos de tipo TMz de
la guı́a rectangular.

Los modos de tipo TEz de la guı́a coaxial acoplan con los modos TEz y TMz de la
guı́a rectangular.

Los modos de tipo TMz de la guı́a coaxial solamente acoplan con los modos de tipo
TMz de la guı́a rectangular.

En consecuencia, la expansión modal efectuada en (4.12) se puede particularizar para cada
tipo de modo (TEMz, TEz y TMz) de la guı́a coaxial. En concreto:

hTEM(1)(r) =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i h

TM(R)
i (r) (4.14)

hTE(1)
m (r) =

QTE∑
i=1

σ
(m)
i h

TE(R)
i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(m)
j h

TM(R)
j (r) (4.15)

hTM(1)
m (r) =

QTM∑
i=1

ν
(m)
i h

TM(R)
i (r) (4.16)

En estas expresiones, QTE y QTM representan, respectivamente, el número de modos de
tipo TEz y TMz considerados en la guı́a rectangular de expansión; h

TE(R)
i (r) y h

TM(R)
i (r)

son, respectivamente, las funciones vectoriales modales normalizadas de campo magnético
de tipo TEz y TMz asociadas al i-ésimo modo de la guı́a rectangular de expansión; υ

(TEM)
i

es el coeficiente de acoplamiento entre el i-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a rectangular
de expansión y el modo TEMz de la guı́a coaxial; σ

(m)
i representa el acoplamiento entre el

i-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a rectangular de expansión y el m-ésimo modo de tipo
TEz de la guı́a coaxial; τ

(m)
j es el coeficiente de acoplamiento entre el j-ésimo modo de tipo

TMz de la guı́a rectangular de expansión y el m-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a coaxial; y
ν

(m)
i representa el acoplamiento entre el i-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a rectangular de

expansión y el m-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a coaxial. De acuerdo con (4.14)–(4.16),
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estos coeficientes de acoplamiento pueden calcularse de la siguiente manera:

υ
(TEM)
i =

∫

S

hTEM(1)(r) · hTM(R)
i (r) dS (4.17)

σ
(m)
i =

∫

S

hTE(1)
m (r) · hTE(R)

i (r) dS (4.18)

τ
(m)
j =

∫

S

hTE(1)
m (r) · hTM(R)

j (r) dS (4.19)

ν
(m)
i =

∫

S

hTM(1)
m (r) · hTM(R)

i (r) dS (4.20)

En primer lugar, es importante comentar que, puesto que los modos de la guı́a coaxial
se van a expresar en función de las soluciones modales de la guı́a rectangular de expansión,
en esta sección interesará trabajar con un nuevo sistema de referencia. En concreto, se uti-
lizará el sistema de referencia representado en la figura 3.3 del capı́tulo 3 relativo al puerto
(ξ) = (5)14. Además, con este cambio en el sistema de referencia, el acceso coaxial queda
situado en el plano z = 0. Ası́ pues, según la expansión (4.15), la divergencia de la función
vectorial modal de campo magnético relativa al n-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a coaxial
puede calcularse como:

∇S · hTE(1)
n (r) =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i ∇S · hTE(R)

i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j ∇S · hTM(R)

j (r)

=

QTE∑
i=1

σ
(n)
i ∇S · hTE(R)

i (r) (4.21)

ya que ∇S · hTM(R)
j (r) = 0 (ver sección C.1 del Apéndice C). En consecuencia, la integral

con respecto a las variables primadas de la expresión (4.5) para el bloque G
(1,1)
mn queda de la

siguiente manera:

ζn(r) =

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · hTE(1)
n (r′) dS ′ =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i

∫

S′R

gm(r, r′) ∇′
S · hTE(R)

i (r′) dS ′

(4.22)

donde SR denota la superficie de la sección transversal de la guı́a rectangular de expansión.
Por otro lado, utilizando ahora el resultado deducido en la expresión (3.25) del capı́tulo 3, se

14De acuerdo con este nuevo sistema de coordenadas, que se ha representado en la figura 4.4 usando la
notación (x̂c, ŷc), los modos de la guı́a rectangular de expansión se propagan en sentido entrante a la estructura.
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puede afirmar:
∫

S′R

gm(r, r′) ∇′
S · hTE(R)

i (r′) dS ′ =
k

(R)
t,i

b

√
εixεiy

c a
cos

(
ixπ

c
x

)
cos

(
iyπ

a
y

)

·
∞∑

nz=0

εnz

(k
(R)
t,i )2 + k2

z

cos
(nzπ

b
z
)

(4.23)

donde (ix, iy) son los ı́ndices modales del i-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a rectangular de
expansión relativos a las coordenadas x̂ e ŷ del sistema de referencia anteriormente indicado;
k

(R)
t,i representa el número de onda de corte del i-ésimo modo de la guı́a rectangular de

expansión; y kz = nz π/b. Ası́ pues, finalmente se tiene que:

ζn(r) =
1

b
√

ca

QTE∑
i=1

{
σ

(n)
i k

(R)
t,i

√
εixεiy cos

(
ixπ

c
x

)
cos

(
iyπ

a
y

)

·
∞∑

nz=0

εnz

(k
(R)
t,i )2 + k2

z

cos
(nzπ

b
z
)}

(4.24)

Con este resultado, y teniendo en cuenta que, según el nuevo sistema de referencia, el puerto
(1) se encuentra en el plano z = 0, los elementos del bloque G

(1,1)
mn se pueden expresar de la

siguiente manera:

G(1,1)
mn =

∫

S

ζn(r)|z=0 ∇S · hTE(1)
m (r) dS (4.25)

Por otro lado, si (jx, jy) son los ı́ndices modales del j-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a
rectangular de expansión relativos a las coordenadas x̂ e ŷ del nuevo sistema de referencia,
respectivamente, podemos escribir gracias a los resultados del Apéndice C:

∇S ·hTE(1)
m (r) =

QTE∑
j=1

σ
(m)
j ∇S ·hTE(R)

j (r) =

QTE∑
j=1

σ
(m)
j k

(R)
t,j

√
εjxεjy

c a
cos

(
jxπ

c
x

)
cos

(
jyπ

a
y

)

(4.26)
Ası́ pues, introduciendo (4.24) y (4.26) en (4.25) nos queda:

G(1,1)
mn =

1

abc

QTE∑
i=1

QTE∑
j=1

σ
(m)
j σ

(n)
i k

(R)
t,i k

(R)
t,j

√
εixεiy

√
εjxεjy

( ∞∑
nz=0

εnz

(k
(R)
t,i )2 + k2

z

)

·
∫

SR

cos

(
ixπ

c
x

)
cos

(
jxπ

c
x

)
cos

(
iyπ

a
y

)
cos

(
jyπ

a
y

)
dS (4.27)

La integral de superficie de la expresión (4.27) puede resolverse fácilmente atendiendo al
resultado obtenido en (3.27). Efectivamente, se tiene que:

∫

SR

cos

(
ixπ

c
x

)
cos

(
jxπ

c
x

)
cos

(
iyπ

a
y

)
cos

(
jyπ

a
y

)
dS =

c

εix

a

εiy

δix,jx δiy ,jy (4.28)
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donde δix,jx representa la delta de Kronecker. Igualmente, el sumatorio infinito en la varia-
ble nz presente en (4.27) puede resolverse analı́ticamente utilizando el resultado (D.1) del
Apéndice D15. Con todo ello, se puede concluir fácilmente:

G(1,1)
mn =

QTE∑
i=1

σ
(m)
i σ

(n)
i k

(R)
t,i coth(k

(R)
t,i b) (4.29)

4.2.2. Cálculo de los elementos de la matriz T

Los elementos de la matriz T se calculan de la siguiente forma:

T (γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
h(γ)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (4.30)

donde m, n = 1, 2, . . . , N ; γ, ξ = 1, 2 representan los accesos de la estructura, y ḠF
0 (r, r ′)

es la función diádica de Green de tipo magnético relativa al resonador externo escogido. Al
igual que la matriz G, la matriz T también es simétrica, por lo que T

(γ,ξ)
mn = T

(ξ,γ)
nm (γ 6= ξ).

En consecuencia, en esta sección se calcularán dos de los cuatro bloques que componen la
matriz T. En primer lugar, se obtendrán los elementos del bloque T

(1,2)
mn , mientras que el

bloque T
(2,1)
mn se obtendrá por simetrı́a a partir de T

(1,2)
mn . Posteriormente, se calcularán los

elementos del bloque T
(1,1)
mn . En este último caso, puesto que este bloque también presenta

problemas de singularidad, se empleará la misma estrategia que la que se ha utilizado en la
sección anterior para el cálculo de los elementos del bloque G

(1,1)
mn . Finalmente, el cálculo de

los elementos del bloque T
(2,2)
mn puede llevarse a cabo a partir de las expresiones (3.47)–(3.51)

deducidas en el capı́tulo 3.

A. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,2)
mn

En primer lugar, se procede al cálculo de los elementos del bloque T
(1,2)
mn . En este caso,

m es un modo del puerto (1) (acceso coaxial) y n representa un modo del puerto (2) (acceso
rectangular). Además, se asume que (nx, ny) son los ı́ndices modales del n-ésimo modo del
puerto (2) referidos al sistema de referencia en coordenadas cartesianas representado en la
figura 4.3. Teniendo en cuenta que n puede ser un modo de tipo TEz o TMz, y que m puede
ser de tipo TEMz, TEz o TMz, el resultado final deberá particularizarse para cada uno de
estos casos.

Caso 1: n es un modo de tipo TEz

En virtud de los resultados obtenidos en las expresiones (3.36)–(3.38) del capı́tulo 3,

15En concreto, si se toma z = 0 en la expresión (D.1), se obtiene la serie infinita de la expresión (4.27).
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podemos escribir en primer lugar:

ΓnTE
(r)=

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′)·hTE(2)
n (r′)dS ′ = −k

(2)
x,n

k
(2)
t,n

2

c

√
εnxεny

a b
sin(k(2)

x,n x) cos(k(2)
y,n y) S(1)

n (z) x̂

−k
(2)
y,n

k
(2)
t,n

2

c

√
εnxεny

a b
cos(k(2)

x,n x) sin(k(2)
y,n y) S(1)

n (z) ŷ

+k
(2)
t,n

2

c

√
εnxεny

a b
cos(k(2)

x,n x) cos(k(2)
y,n y) S(2)

n (z) ẑ

(4.31)

donde k
(2)
x,n = nxπ/a; k

(2)
y,n = nyπ/b; y k

(2)
t,n representa el número de onda de corte del n-ésimo

modo de tipo TEz del acceso (2). Además, según los resultados deducidos en el Apéndice F,
las series S

(1)
n (z) y S

(2)
n (z) de (4.31) se pueden sumar analı́ticamente obteniéndose el si-

guiente resultado:

S(1)
n (z) =

∞∑
nz=1

(−1)nz
k2

z(
(k

(2)
t,n)2 + k2

z

)2 cos(kz z)

=
c

4 sinh(k
(2)
t,n c)

{
z sinh(k

(2)
t,n z) +

[
1

k
(2)
t,n

− c coth(k
(2)
t,n c)

]
cosh(k

(2)
t,n z)

}

(4.32)

S(2)
n (z) =

∞∑
nz=1

(−1)nz
kz(

(k
(2)
t,n)2 + k2

z

)2 sin(kz z)

=
c

4 k
(2)
t,n sinh(k
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t,n c)

[
z coth(k

(2)
t,n z)− c cosh(k

(2)
t,n c)

sinh(k
(2)
t,n c)

sinh(k
(2)
t,n z)

]
(4.33)

donde kz = nzπ/c. Para finalizar, se debe expresar el resultado (4.31) en coordenadas
cilı́ndricas, y para ello se emplean las relaciones deducidas en (4.1)–(4.4). Ası́, a partir de
ahora, se utilizará la notación ΓnTE

(ρ, φ) para representar el resultado de la ecuación (4.31)
expresado en coordenadas cilı́ndricas. Asimismo, se empleará S

(1)
n (ρ, φ) y S

(2)
n (ρ, φ) para re-

ferirnos a las series (4.32) y (4.33), respectivamente, expresadas en coordenadas cilı́ndricas.

Supongamos ahora que m es un modo de tipo TEMz del puerto (1) (acceso coaxial). En
este caso, según el resultado (2.63) de la sección 2.3.1, la función vectorial modal normali-
zada de campo magnético es de la forma:

hTEM(1)
m (ρ) =

1√
2π ln(r1/r2)

1

ρ
φ̂ (4.34)
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En consecuencia, tras particularizar el resultado (4.31) expresado en coordenadas cilı́ndricas
en el plano y = b (plano en el que se encuentra el acceso coaxial), se concluye:

T (1,2)
mTEM,nTE

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · ΓnTE

(ρ, φ) dS

=
1√

2π ln(r1/r2)

2

c

√
εnxεny

a b
(−1)ny

{
k

(2)
t,nI(2)

mTEM,nTE
− k

(2)
x,n

k
(2)
t,n

I(1)
mTEM,nTE

}

(4.35)

donde las integrales I
(α)
mTEM,nTE (α = 1, 2) se definen en la sección G.1 del Apéndice G.

A continuación, supongamos que m es un modo de tipo TEz del acceso coaxial, y que
(s, q) son los correspondientes ı́ndices modales relativos a las variaciones angular y radial,
respectivamente. La función vectorial modal normalizada de campo magnético de tipo TEz

es (ver expresión (2.118) de la sección 2.3.1):

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) = −N TE
(ζ),m

π
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(
Nρ−1∑
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r l (r)
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))
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(ζ),m

1
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(
Nρ−1∑
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l (r)
s,q cos

(
rπ

ρ− r2
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))
Φ′

(ζ),s(φ) φ̂ (4.36)

donde (ζ) = (c), (s) denota la paridad del modo, y Φ(ζ),s(φ), cuya expresión se recoge
en (2.71), representa la variación angular de las soluciones modales para la guı́a coaxial.
Ası́ pues, se puede concluir:
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}
(4.37)

La definición de las integrales de superficie I
(r),(α)
mTE,nTE (α = 1, 2, 3, 4) que aparecen en esta

última expresión puede encontrarse en la sección G.1 del Apéndice G.
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Finalmente, supongamos que m es un modo del acceso coaxial de tipo TMz y que (s, q)
siguen siendo los ı́ndices modales correspondientes a las variaciones angular y radial, res-
pectivamente. En este caso, la función vectorial modal normalizada de campo magnético es
la siguiente (ver expresión (2.96) de la sección 2.3.1):

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) = −N TM
(ζ),m

1
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En este caso, se puede afirmar que:
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(4.39)

donde las integrales I
(r),(α)
mTM,nTE (α = 1, 2, 3, 4) se han definido en la sección G.1 del Apéndi-

ce G.

Caso 2: n es un modo de tipo TMz

Si recuperamos las expresiones (3.39)–(3.41) deducidas en el capı́tulo 3, podemos escri-
bir que:

ΓnTM
(r)=

∫
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ḠF
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(4.40)

En esta última expresión, k
(2)
x,n = nxπ/a; k

(2)
y,n = nyπ/b; k

(2)
t,n es el número de onda de corte

del n-ésimo modo de tipo TMz del acceso (2); y Sn(z) representa el siguiente sumatorio
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recogido en el Apéndice D:

Sn(z) =
∞∑

nz=0

(−1)nz
εnz
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t,n)2 + k2
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cos(kz z) =
c

k
(2)
t,n

cosh(k
(2)
t,n z)

sinh(k
(2)
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(4.41)

donde kz = nzπ/c. A continuación, el resultado obtenido en (4.40) debe expresarse en coor-
denadas cilı́ndricas utilizando las relaciones (4.1)–(4.4). Por ello, a partir de ahora, emplea-
remos la notación ΓnTM

(ρ, φ) para referirnos al resultado (4.40) expresado en coordenadas
cilı́ndricas, y Sn(ρ, φ) para representar la serie (4.41) en coordenadas cilı́ndricas.

Seguidamente, supongamos en primer lugar que m representa al modo de tipo TEMz del
puerto (1) (acceso coaxial). En este caso, si utilizamos la función vectorial modal (4.34), y
particularizamos la función vectorial ΓnTM

(ρ, φ) en el plano y = b, se deduce fácilmente
que:

T (1,2)
mTEM,nTM

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · ΓnTM

(ρ, φ) dS

= − 1√
2π ln(r1/r2)

2√
a b

k
(2)
y,n

(k
(2)
t,n)2

(−1)ny
1

sinh(k
(2)
t,n c)

ImTEM,nTM
(4.42)

donde la integral ImTEM,nTM
se encuentra definida en la sección G.1 del Apéndice G.

Sea ahora m un modo de tipo TEz de la guı́a coaxial, y sean (s, q) los ı́ndices modales
asociados a las variaciones angular y radial, respectivamente. Si seguidamente se emplea la
función vectorial modal normalizada de campo magnético de tipo TEz definida en (4.36), se
obtiene que:

T (1,2)
mTE,nTM

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · ΓnTM
(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2

c
√

a b

k
(2)
y,n

k
(2)
t,n

(−1)ny

{
π

r1 − r2

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1)
mTE,nTM

−
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(2)
mTE,nTM

}

(4.43)

donde, nuevamente, la definición de las integrales I
(r),(α)
mTE,nTM (α = 1, 2) puede hallarse en el

Apéndice G. Finalmente, si m es un modo de tipo TMz de la guı́a coaxial, y (s, q) es la
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pareja de ı́ndices modales correspondiente, podemos escribir utilizando (4.38) y (4.40) que:

T (1,2)
mTM,nTM

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · ΓnTM
(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2

c
√

a b

k
(2)
y,n

k
(2)
t,n

(−1)ny

{
Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1)

mTM,nTM

− π

r1 − r2

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(2)

mTM,nTM

}

(4.44)

donde las integrales I
(r),(α)
mTM,nTM (α = 1, 2) se han definido en el Apéndice G.

B. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,1)
mn

En este caso, m y n son modos del acceso de tipo coaxial, por lo que, al evaluar la integral
(4.30), se tiene una singularidad en r = r′ y, en consecuencia, la función diádica de Green
de tipo magnético diverge en dicho punto [94]. En concreto, la singularidad de la función
diádica de Green de tipo magnético es de la forma [95]:

ḠF
0(s)(r, r

′) =
1

8π|r− r′|
(
Ī +

(r− r′)(r− r′)
|r− r′|2

)
(4.45)

donde Ī representa la diádica unidad [96]. Por tanto, la parte singular del bloque T
(1,1)
mn de la

matriz T puede expresarse de la siguiente manera:

T
(1,1)
(s),mn =

∫

S

∫

S′
h(1)

m (r) · 1

8π|r− r′|
(
Ī +

(r− r′)(r− r′)
|r− r′|2

)
· h(1)

n (r′) dS dS ′ (4.46)

Con el objetivo de evitar el cálculo de la singularidad presente en este bloque de la matriz T
se propone utilizar la misma estrategia que la que se empleó para la matriz G. En particular,
las soluciones modales del acceso coaxial se expresarán en términos de una combinación
lineal de las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular a la que la sonda coaxial
alimenta (guı́a rectangular de expansión de dimensiones c × a). De esta manera, puesto
que la función diádica de Green de tipo magnético del resonador externo puede expresarse
en términos de las funciones vectoriales modales correspondientes a la guı́a rectangular de
expansión, el cálculo de los elementos del bloque T

(1,1)
mn puede efectuarse directamente sin

extraer previamente el término singular (4.46). A continuación, dado que m y n pueden
referirse a un modo de tipo TEMz, TEz o TMz, el cálculo debe particularizarse para cada
uno de estos casos.

Caso 1: n es un modo de tipo TEMz

En primer lugar, es importante comentar que, ya que los modos de la guı́a coaxial se van
a expresar en función de las soluciones modales de la guı́a rectangular de expansión, en esta



4.2 Análisis de la Excitación Coaxial de Dispositivos en Configuración Clásica 135

sección interesará trabajar con un nuevo sistema de referencia, tal y como se planteó en el
cálculo del bloque G

(1,1)
mn . Ası́ pues, se utilizará el sistema de referencia representado en la

figura 3.3 del capı́tulo 3 relativo al puerto (ξ) = (5). Es importante hacer notar que el acceso
coaxial queda ahora situado en el plano z = 0. Si recuperamos las expresiones presentadas en
(4.14)–(4.16) sabemos que, en caso de que n sea un modo de tipo TEMz de la guı́a coaxial,
la expansión de la función vectorial modal correspondiente en términos de las soluciones
modales de la guı́a rectangular de dimensiones c× a es de la forma:

hTEM(1)
n (r) =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i h

TM(R)
i (r) (4.47)

donde la expresión de la función vectorial modal normalizada de campo magnético h
TM(R)
i (r)

puede deducirse fácilmente a partir de la teorı́a desarrollada en el Apéndice C. En consecuen-
cia, utilizando (4.47), y gracias a los resultados deducidos en (3.39)–(3.41), podemos escribir
directamente que:

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′)·hTEM(1)
n (r′)dS ′ =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i

∫

S′R

ḠF
0 (r, r ′)·hTM(R)

i (r′)dS ′

=
2

b
√

c a
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(
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k
(R)
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)
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(R)
x,i x) cos(k

(R)
y,i y)S(i)(z) x̂

−
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υ
(TEM)
i

(
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(R)
x,i

k
(R)
t,i

)
cos(k

(R)
x,i x) sin(k

(R)
y,i y)S(i)(z) ŷ




(4.48)

donde (k
(R)
t,i )2 = (k

(R)
x,i )2 + (k

(R)
y,i )2 es el cuadrado del número de onda de corte relativo al

i-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a rectangular de expansión, y además se ha definido la
siguiente serie (ver Apéndice D):

S(i)(z) =
∞∑

nz=1

εnz

(k
(R)
t,i )2 + k2

z

cos(kzz) =
b

k
(R)
t,i

cosh
[
k

(R)
t,i (b− z)

]

sinh(k
(R)
t,i b)

(4.49)

siendo kz = nzπ/b.

Seguidamente, consideremos que m es un modo de tipo TEMz del acceso coaxial (real-
mente, m y n representan el mismo modo TEMz, por lo que el modo m se expandirá también
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utilizando una expresión idéntica a (4.47)). En este caso, resulta sencillo concluir que:

T (1,1)
mTEM,nTEM

=

∫

S

∫

S′
hTEM(1)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · hTEM(1)

n (r′) dS dS ′
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4
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(1)
i,j

+
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QTM∑
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υ
(TEM)
i υ

(TEM)
j
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x,i k

(R)
x,j

k
(R)
t,i k
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S(i)(z = 0) I
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 (4.50)

donde hemos definido:

I
(1)
i,j =

∫

SR

sin(k
(R)
x,i x) sin(k

(R)
x,j x) cos(k

(R)
y,i y) cos(k

(R)
y,j y) dx dy =

a

εiy

c

2
(εix − 1)δix,jxδiy ,jy

(4.51)

I
(2)
i,j =

∫

SR

cos(k
(R)
x,i x) cos(k

(R)
x,j x) sin(k

(R)
y,i y) sin(k

(R)
y,j y) dx dy =

a

2

c

εix

(εiy − 1)δix,jxδiy ,jy

(4.52)

En esta última expresión, SR representa la sección transversal de la guı́a rectangular de ex-
pansión; (ix, iy) son los ı́ndices modales del i-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a rectangular
de expansión, referidos a las variaciones en las coordenadas x̂ e ŷ, respectivamente; y (jx, jy)
representan los ı́ndices modales del j-ésimo modo de tipo TMz de la misma guı́a. Además,
kx,α = αxπ/c y ky,α = αyπ/a, siendo α = i, j. Finalmente, se puede deducir la siguiente
expresión:

T (1,1)
mTEM,nTEM

=

QTM∑
i=1

(
υ

(TEM)
i

)2 1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.53)

A continuación, asumimos que m es un modo de tipo TEz del acceso coaxial. En este ca-
so, la función vectorial modal correspondiente se puede expresar en función de las soluciones
modales de la guı́a rectangular de expansión en la forma:

hTE(1)
m (r) =

QTE∑
i=1

σ
(m)
i h

TE(R)
i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(m)
j h

TM(R)
j (r) (4.54)
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Por tanto, se puede afirmar que:

T (1,1)
mTE,nTEM

=

∫

S

∫

S′
hTE(1)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · hTEM(1)
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+
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υ
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(m)
j

∫
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∫

S′R

h
TM(R)
j (r) · ḠF

0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

(4.55)

De las dos integrales dobles de superficie presentes en la última igualdad, se tiene que la
primera de ellas es nula. La justificación de esta afirmación se basa en el hecho de que la
función vectorial modal h

TEM(1)
n (r′) del acceso coaxial se ha expresado en función de una

combinación lineal de modos de tipo TMz de la guı́a rectangular de expansión y, en virtud
del resultado que se recoge en (3.49) del capı́tulo 3, se puede concluir que la primera integral
doble de superficie en SR presente en (4.55) debe ser nula. Por tanto, teniendo en cuenta
el desarrollo efectuado anteriormente para el caso en que m es un modo de tipo TEMz, se
puede deducir directamente que:

T (1,1)
mTE,nTEM

=

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i τ

(m)
i

1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.56)

Finalmente, sea m un modo de tipo TMz del acceso coaxial. En este caso, la expansión
que utilizamos es la siguiente:

hTM(1)
m (r) =

QTM∑
i=1

ν
(m)
i h

TM(R)
i (r) (4.57)

Gracias al desarrollo efectuado para los dos casos anteriores, concluimos que:

T (1,1)
mTM,nTEM
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QTM∑
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(TEM)
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(m)
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1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.58)

Caso 2: n es un modo de tipo TEz

En este caso, partimos del hecho de que n es un modo de tipo TEz del acceso coaxial. Por
ello, la función vectorial modal de tipo magnético puede expresarse de la siguiente manera:

hTE(1)
n (r) =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i h

TE(R)
i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j h

TM(R)
j (r) (4.59)
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Ası́ pues, podemos evaluar inicialmente la siguiente integral de superficie con respecto a las
variables primadas:

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTE(1)
n (r′)dS ′ =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i
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∫
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ḠF
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j (r) dS ′ (4.60)

Si ahora se consideran las expresiones (3.36)–(3.38) (cálculo de la contribución de los modos
de tipo TEz) y (3.39)–(3.41) (cálculo de la contribución de los modos de tipo TMz), se puede
obtener el siguiente resultado:
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(4.61)

donde la definición para la serie S(j)TM(z) se puede encontrar en (4.49). Además, se han
definido los siguientes sumatorios:

S
(i)TE
1 (z) =

∞∑
nz=1

k2
z(

(k
(R)
t,i )2 + k2

z

)2 cos(kz z) (4.62)

S
(i)TE
2 (z) =
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kz(
(k

(R)
t,i )2 + k2

z

)2 sin(kz z) (4.63)
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siendo kz = nzπ/b. A continuación, el cálculo de los elementos del bloque T
(1,1)
mn requiere

particularizar el resultado obtenido en (4.61) en el plano en el que se encuentra el acceso (1),
es decir, en z = 0. Esto provoca que se anule la componente en ẑ de (4.61), ya que según
(4.63), S

(i)TE
2 (z = 0) = 0.

En primer lugar, sea m un modo de tipo TEMz del acceso coaxial. Puesto que, en este
caso, este modo se podrá expresar en función de las soluciones modales de tipo TMz de
la guı́a rectangular de expansión, la primera integral de superficie presente en (4.60) no
contribuirá en el resultado final, ya que en ella intervienen las soluciones modales de tipo
TEz de la guı́a rectangular de expansión. En efecto:
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0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

τ
(n)
i υ

(TEM)
i

1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.64)

Consideremos ahora que m es un modo TEz del acceso coaxial, por lo que podemos
escribir:
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En consecuencia, teniendo en cuenta (4.59), se tiene que:

T (1,1)
mTE,nTE

=

∫

S

∫

S′
hTE(1)

m (r) · ḠF
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140 Análisis Riguroso de la Excitación Coaxial de Dispositivos en Guı́a de Ondas

donde, en virtud de (3.49), se tiene que la segunda y la tercera integral doble de superficie en
SR son nulas. Ası́ pues, partiendo de (4.61), se obtiene el siguiente resultado:
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Para finalizar, sea m un modo de tipo TMz del acceso coaxial:
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Ası́ pues, tenemos que:
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(4.69)

donde ya sabemos que la primera integral doble de superficie en SR va a ser nula. Por tanto,
gracias al desarrollo teórico efectuado en las secciones anteriores se concluye:
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Caso 3: n es un modo de tipo TMz

Si n es un modo de tipo TMz del acceso coaxial, la función vectorial modal de campo
magnético correspondiente se puede expandir de la siguiente manera:

hTM(1)
n (r) =

QTM∑
i=1

ν
(n)
i h

TM(R)
i (r) (4.71)

Con ello, la integral de superficie con respecto a las variables primadas presente en (4.30) se
puede expresar como:
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donde el resultado de la integral de superficie en S ′R puede deducirse fácilmente a partir de
(4.48).

Sea m un modo de tipo TEMz del acceso coaxial. En este caso, dicho modo se puede
expresar en términos de una combinación lineal de las soluciones modales de tipo TMz de
la guı́a rectangular de expansión:

hTEM(1)
m (r) =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i h

TM(R)
i (r) (4.73)

Ası́ pues, podemos deducir que:

T (1,1)
mTEM,nTM

=

∫

S

∫

S′
hTEM(1)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · hTM(1)

n (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

QTM∑
j=1

ν
(n)
i υ

(TEM)
j

∫

SR

∫

S′R

h
TM(R)
j (r) · ḠF

0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

ν
(n)
i υ

(TEM)
i

1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.74)

Si ahora m es un modo de tipo TEz del acceso coaxial, la función vectorial modal de
campo magnético de dicho modo se podrá expresar como:

hTE(1)
m (r) =

QTE∑
i=1

σ
(m)
i h

TE(R)
i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(m)
j h

TM(R)
j (r) (4.75)

En consecuencia, se obtendrá que:

T (1,1)
mTE,nTM

=

∫

S

∫

S′
hTE(1)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · hTM(1)

n (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

QTE∑
j=1

ν
(n)
i σ

(m)
j

∫

SR

∫

S′R

h
TE(R)
j (r) · ḠF

0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

+

QTM∑
i=1

QTM∑
j=1

ν
(n)
i τ

(m)
j

∫

SR

∫

S′R

h
TM(R)
j (r) · ḠF

0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

ν
(n)
i τ

(m)
i

1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.76)
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ya que la primera integral doble de superficie en SR es nula.

Finalmente, consideremos que m es un modo TMz del acceso coaxial. Esta vez, se tiene
que:

hTM(1)
m (r) =

QTM∑
i=1

ν
(m)
i h

TM(R)
i (r) (4.77)

Por lo tanto, se obtiene:

T (1,1)
mTM,nTM

=

∫

S

∫

S′
hTM(1)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · hTM(1)

n (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

QTM∑
j=1

ν
(n)
i ν

(m)
j

∫

SR

∫

S′R

h
TM(R)
j (r) · ḠF

0 (r, r ′) · hTM(R)
i (r′) dS dS ′

=

QTM∑
i=1

ν
(n)
i ν

(m)
i

1

k
(R)
t,i

coth(k
(R)
t,i b) (4.78)

4.2.3. Cálculo de los elementos de la matriz L

Los elementos de la matriz L se definen de la siguiente manera:

L(ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
Nm(r) · ∇ × ḠF

0 (r, r′) · h(ξ)
n (r′) dS dS ′ (4.79)

donde ξ = 1, 2 representa los dos accesos de la estructura, y Nm(r) es la m-ésima función
base utilizada para describir la densidad de corriente eléctrica sobre la superficie del poste
conductor de simetrı́a cilı́ndrica presente en la cavidad perturbada de la figura 4.5 (este poste
representa, realmente, la sonda de la guı́a coaxial). En este caso, también existen problemas
de singularidad en el cálculo de los elementos de la matriz, ya que r y r′ pueden coincidir
en el contorno de la superficie de la base del poste conductor de simetrı́a cilı́ndrica16, con
lo cual aparecerán problemas de divergencia en el rotacional de la función diádica de Green
de tipo magnético. Por este motivo, cuando n haga referencia a un modo del acceso coaxial
(ξ) = (1) en la expresión (4.79), los elementos de la matriz L se calcularán empleando
la misma estrategia utilizada anteriormente con las matrices G y T. Es decir, la funciones
vectoriales modales del acceso coaxial se expresarán en términos de una combinación lineal
de las soluciones modales de la guı́a rectangular de expansión de dimensiones c × a. Por
otro lado, en caso de que n sea un modo del acceso rectangular (ξ) = (2), las expresiones
correspondientes que permiten calcular los elementos L

(2)
mn se recogen en las ecuaciones

16Si nos referimos a la figura 4.4, se tiene que las funciones vectoriales modales de campo magnético de la
guı́a coaxial tienen componente acimutal no nula en ρ = r2. Asimismo, las funciones base Nm(r) utilizadas
para describir la densidad de corriente eléctrica sobre el poste son no nulas sobre dicho contorno ρ = r2 de la
guı́a coaxial.
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(3.57)–(3.61) obtenidas en la sección 3.2.2 del capı́tulo 3. Ası́ pues, seguidamente se detalla
el cálculo de los elementos L

(1)
mn.

Consideremos, en primer lugar, que n es un modo de tipo TEMz del acceso coaxial. En
este caso, la función vectorial modal de campo magnético correspondiente puede expresarse
de la siguiente manera:

hTEM(1)
n (r) =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i h

TM(R)
i (r) (4.80)

donde h
TM(R)
i (r) se corresponde con la función vectorial modal de campo magnético del

i-ésimo modo de tipo TMz de la guı́a rectangular de expansión. Ası́ pues, si calculamos, en
primer lugar, la integral de superficie con respecto a las variables primadas de la expresión
(4.79) tendremos que:

ΨnTEM
(r) =

∫

S′
∇× ḠF

0 (r, r′) · hTEM(1)
n (r′) dS ′ =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i Ψ

(R)
iTM

(r) (4.81)

donde se ha definido la siguiente función vectorial auxiliar:

Ψ
(R)
iTM

(r) =

∫

S′R

∇× ḠF
0 (r, r′) · hTM(R)

i (r′) dS ′ (4.82)

La expresión para la función vectorial Ψ
(R)
iTM

(r) puede deducirse fácilmente a partir del re-
sultado (3.59) obtenido en el capı́tulo 3. En efecto:

Ψ
(R)
iTM

(r) = − 2√
c a

1

k
(R)
t,i

sinh
(
k

(R)
t,i (b− z)

)

sinh(k
(R)
t,i b)

{
k

(R)
x,i cos(k

(R)
x,i x) sin(k

(R)
y,i y) x̂

+ k
(R)
y,i sin(k

(R)
x,i x) cos(k

(R)
y,i y) ŷ

}

+
2√
c a

sin(k
(R)
x,i x) sin(k

(R)
y,i y)

cosh
(
k

(R)
t,i (b− z)

)

sinh(k
(R)
t,i b)

ẑ (4.83)

La definición de las diferentes variables que intervienen en esta última expresión puede en-
contrarse tras la ecuación (4.52). Por otra parte, es importante destacar que el sistema de
referencia utilizado en (4.83) se corresponde con el sistema de coordenadas representado
en la figura 3.3 del capı́tulo 3 para (ξ) = 5 (el resto de resultados que se presentan en esta
sección también se refieren a dicho sistema de referencia). Finalmente, los elementos del blo-
que L

(1)
m,nTEM se podrán calcular mediante la evaluación de la siguiente integral de superficie

utilizando métodos numéricos:

L(1)
m,nTEM

=

∫

S

Nm(r) ·ΨnTEM
(r) dS =

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i

∫

S

Nm(r) ·Ψ(R)
iTM

(r) dS (4.84)
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En caso de que n sea un modo de tipo TEz del acceso coaxial, se podrá expresar como
sigue:

hTE(1)
n (r) =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i h

TE(R)
i (r) +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j h

TM(R)
j (r) (4.85)

De esta manera, podemos calcular en primer lugar la integral de superficie siguiente con
respecto a las variables primadas:

ΨnTE
(r) =

∫

S′
∇× ḠF

0 (r, r′) · hTE(1)
n (r′) dS ′ =

QTE∑
i=1

σ
(n)
i Ψ

(R)
iTE

(r) +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j Ψ

(R)
jTM

(r)

(4.86)
donde la expresión para la función vectorial Ψ

(R)
jTM

(r) se recoge en (4.82)–(4.83), y donde
hemos definido:

Ψ
(R)
iTE

(r) =

∫

S′R

∇× ḠF
0 (r, r′) · hTE(R)

i (r′) dS ′ (4.87)

La expresión para la función vectorial auxiliar Ψ
(R)
iTE

(r) puede deducirse, esta vez, a partir de
la ecuación (3.58). En particular, se obtiene el siguiente resultado:

Ψ
(R)
iTE

(r) =
εixεiy√

c a

1

k
(R)
t,i

sinh
(
k

(R)
t,i (b− z)

)

sinh(k
(R)
t,i b)

{
k

(R)
y,i cos(k

(R)
x,i x) sin(k

(R)
y,i y) x̂

− k
(R)
x,i sin(k

(R)
x,i x) cos(k

(R)
y,i y) ŷ

}
(4.88)

donde, nuevamente, la definición de las diferentes variables utilizadas en esta expresión pue-
de encontrarse tras la ecuación (4.52). Finalmente, los elementos del bloque L

(1)
m,nTE se cal-

culan como:

L(1)
m,nTE

=

∫

S

Nm(r) ·ΨnTE
(r) dS

=

QTE∑
i=1

σ
(n)
i

∫

S

Nm(r) ·Ψ(R)
iTE

(r) dS +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j

∫

S

Nm(r) ·Ψ(R)
jTM

(r) dS

(4.89)

donde estas últimas integrales de superficie se calcularán utilizando métodos numéricos.

Por último, supongamos que n sea un modo de tipo TMz del acceso coaxial. En esta
ocasión, se puede afirmar:

hTM(1)
n (r) =

QTM∑
i=1

ν
(n)
i h

TM(R)
i (r) (4.90)
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En consecuencia, se tiene que:

ΨnTM
(r) =

∫

S′
∇× ḠF

0 (r, r′) · hTM(1)
n (r′) dS ′ =

QTM∑
i=1

ν
(n)
i Ψ

(R)
iTM

(r) (4.91)

donde la función vectorial Ψ(R)
iTM

(r) ya se ha definido en (4.82)–(4.83). Ası́ pues, los elemen-
tos del bloque L

(1)
m,nTM se calcularán como:

L(1)
m,nTM

=

∫

S

Nm(r) ·ΨnTM
(r) dS =

QTM∑
i=1

ν
(n)
i

∫

S

Nm(r) ·Ψ(R)
iTM

(r) dS (4.92)

donde la integral de superficie debe resolverse mediante métodos numéricos.

4.2.4. Cálculo de los elementos de la matriz F

La caracterización electromagnética de la excitación coaxial de dispositivos en configu-
ración clásica concluye con el cálculo de la matriz F del método BI-RME 3D. Los elementos
de dicha matriz se calculan de la siguiente manera:

F (ξ)
mn =

∫

S

Hm(r) · h(ξ)
n (r) dS (4.93)

donde ξ = 1, 2 denota los accesos de la estructura; y Hm(r) (con m = 1, 2, . . . , M , siendo
M el parámetro de truncamiento de las series de las expresiones (3.4) y (3.5)) representa
el campo magnético asociado al m-ésimo modo resonante de una cavidad rectangular de di-
mensiones a×b×c (resonador externo que se ha escogido siguiendo el método BI-RME 3D).
Por otro lado, es importante resaltar que los elementos del bloque F

(2)
mn, relacionados con el

acceso rectangular (ξ) = (2) pueden obtenerse partiendo de los resultados deducidos en las
expresiones (3.63)–(3.65) del capı́tulo 3. Por tanto, esta sección se dedicará al cálculo de los
elementos F

(1)
mn, relacionados con el acceso coaxial. Además, puesto que el modo m-ésimo

de la cavidad resonante puede ser de tipo TEz o TMz, y el n-ésimo modo del acceso coaxial
puede ser de tipo TEMz, TEz o TMz, el cálculo se debe particularizar para cada uno de estos
casos.

En los siguientes apartados se asume que (mx,my,mz) son los ı́ndices modales del
m-ésimo modo resonante de la cavidad rectangular relativos a las coordenadas (x, y, z) re-
presentadas en la figura 4.3. Además, (s, q) representan los ı́ndices modales del n-ésimo
modo en la guı́a coaxial relativos a las variaciones angular y radial, respectivamente.

Caso 1: m es un modo de tipo TEz

En caso de que el m-ésimo modo de la cavidad rectangular sea de tipo TEz, la expresión
para el campo magnético HTE

m (r) asociado a dicho modo puede deducirse a partir de la
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ecuación (C.19) que se recoge en el Apéndice C17. Además, dicho resultado puede expresarse
fácilmente en coordenadas cilı́ndricas utilizando las relaciones (4.1)–(4.4)18. Ası́ pues, sea
HTE

m (ρ, φ) la expresión en coordenadas cilı́ndricas correspondiente. Por otro lado, en este
apartado se van a necesitar las expresiones de las funciones vectoriales modales normalizadas
de campo magnético de tipo TEMz, TMz y TEz, relativas a los modos del acceso coaxial.
Estas expresiones pueden encontrase en (2.63), (2.96) y (2.118), respectivamente.

Ası́ pues, en caso de que n sea un modo de tipo TEMz se puede obtener la siguiente
expresión:

F (1)
mTE,nTEM

=
1

κm

√
2 εmxεmy

a b c

1√
2π ln(r1/r2)

(−1)my

[
kx,mkz,m

kt,m

I(1)
mTE,nTEM

+kt,mI(2)
mTE,nTEM

]

(4.94)
donde kx,m = mxπ/a; ky,m = myπ/b; kz,m = mzπ/c; k2

t,m = k2
x,m +k2

y,m; κ2
m = k2

t,m +k2
z,m

representa el número de onda de resonancia del modo, y r1 y r2 son, respectivamente, los
radios externo e interno de la guı́a coaxial. Además, se han definido las siguientes integrales
de superficie:

I(1)
mTE,nTEM

=

∫

ρ

∫

φ

sin (kx,m(dx + ρ sin φ)) cos (kz,m(dz − ρ cos φ)) cos φ dρ dφ

(4.95)

I(2)
mTE,nTEM

=

∫

ρ

∫

φ

cos (kx,m(dx + ρ sin φ)) sin (kz,m(dz − ρ cos φ)) sin φ dρ dφ

(4.96)

Si n es un modo de tipo TEz del acceso coaxial, la expresión resultante para los elemen-
tos de la matriz F es la siguiente:

F (1)
mTE,nTE

=
1

κm

√
2 εmxεmy

a b c
N TE

(ζ),m (−1)my

[
− π

r1 − r2

kx,m kz,m

kt,m

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1)
mTE,nTE

−kt,m
π

a− b

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(2)
mTE,nTE

+
kx,m kz,m

kt,m

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(3)
mTE,nTE

− kt,m

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(4)
mTE,nTE

]
(4.97)

17La expresión de este campo magnético está referida al sistema de ejes coordenados en cartesianas de la
figura 4.3.

18El uso del sistema de referencia en coordenadas cilı́ndricas representado en la figura 4.4 implica que los
modos de la guı́a coaxial se propagan en dirección entrante.



4.2 Análisis de la Excitación Coaxial de Dispositivos en Configuración Clásica 147

donde se han definido las siguientes integrales:

I(r),(1)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin (kx,m(dx + ρ sin φ)) cos (kz,m(dz − ρ cos φ)) sr(ρ)Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(4.98)

I(r),(2)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos (kx,m(dx + ρ sin φ)) sin (kz,m(dz − ρ cos φ)) sr(ρ)Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(4.99)

I(r),(3)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

sin (kx,m(dx + ρ sin φ)) cos (kz,m(dz − ρ cos φ)) cr(ρ)Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(4.100)

I(r),(4)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

cos (kx,m(dx + ρ sin φ)) sin (kz,m(dz − ρ cos φ)) cr(ρ)Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(4.101)

siendo

sr(ρ) = sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
(4.102)

cr(ρ) = cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
(4.103)

Finalmente, si n es un modo de tipo TMz del acceso coaxial se puede concluir:

F (1)
mTE,nTM

=
1

κm

√
2 εmxεmy

a b c
N TM

(ζ),m (−1)my

[
−kx,m kz,m
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Nρ∑
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π
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Nρ∑
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r d(r)
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− π

r1 − r2

kt,m

Nρ∑
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r d(r)
s,q I(r),(4)

mTE,nTM

]
(4.104)

donde se han definido las siguientes integrales de superficie:

I(r),(1)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

sin (kx,m(dx + ρ sin φ)) cos (kz,m(dz − ρ cos φ)) sr(ρ)Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(4.105)

I(r),(2)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

cos (kx,m(dx + ρ sin φ)) sin (kz,m(dz − ρ cos φ)) sr(ρ)Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(4.106)
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I(r),(3)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin (kx,m(dx + ρ sin φ)) cos (kz,m(dz − ρ cos φ)) cr(ρ)Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(4.107)

I(r),(4)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos (kx,m(dx + ρ sin φ)) sin (kz,m(dz − ρ cos φ)) cr(ρ)Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(4.108)

Caso 2: m es un modo de tipo TMz

Sea ahora m un modo de la cavidad rectangular de tipo TMz. En este caso, la expresión
para el campo magnético HTM

m (r) asociado a este modo puede deducirse a partir de la ecua-
ción (C.20) que se recoge en el Apéndice C. Por otra parte, el campo magnético HTM

m (r)
deberá expresarse en coordenadas cilı́ndricas utilizando las relaciones (4.1)–(4.4). Ası́ pues,
sea HTM

m (ρ, φ) la expresión en coordenadas cilı́ndricas correspondiente.

En primer lugar, supongamos que n es un modo de tipo TEMz del acceso coaxial. En
este caso, se tiene que:

F (1)
mTM,nTEM

= 2

√
εmz

a b c

1√
2π ln(r1/r2)

ky,m

kt,m

(−1)my ImTM,nTEM
(4.109)

donde la integral ImTM,nTEM
tiene una expresión idéntica a la integral I

(1)
mTE,nTEM definida en

(4.95).

En caso de que n sea un modo de tipo TEz del acceso coaxial, se obtiene:

F (1)
mTM,nTE

= 2

√
εmz

a b c
N TE

(ζ),m (−1)my
ky,m

kt,m

[
− π

r1 − r2

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1)
mTM,nTE

+

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(2)
mTM,nTE

]

(4.110)
donde las integrales I

(r),(1)
mTM,nTE y I

(r),(2)
mTM,nTE tienen una expresión idéntica a las integrales

I
(r),(1)
mTE,nTE y I

(r),(3)
mTE,nTE definidas en (4.98) y (4.100), respectivamente.

Finalmente, si n es un modo de tipo TMz del acceso coaxial, se concluye que:

F (1)
mTM,nTM

=2

√
εmz

a b c
N TM

(ζ),m (−1)my
ky,m

kt,m

[
−

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1)

mTM,nTM
+

π

r1 − r2

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(2)

mTM,nTM

]

(4.111)
donde, esta vez, las expresiones de las integrales I

(r),(1)
mTM,nTM y I

(r),(2)
mTM,nTM son iguales a las

de las integrales I
(r),(1)
mTE,nTM y I

(r),(3)
mTE,nTM definidas en (4.105) y (4.107), respectivamente. Es

importante mencionar que todas las integrales de superficie definidas en esta sección se han
resuelto utilizando métodos numéricos.

Una vez programado el cálculo de los elementos F
(1)
mn de la matriz F se ha observado que

el esfuerzo computacional asociado a dicho cálculo es, en general, elevado para la mayorı́a
de las estructuras analizadas. La razón de ello es que las integrales de superficie definidas en
esta sección (ver (4.98), por ejemplo) dependen simultáneamente de los ı́ndices m (el valor
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máximo del ı́ndice m es igual al valor que tome el parámetro M que se haya utilizado para
truncar las series que aparecen en las expresiones (3.4) y (3.5) del capı́tulo 3) y r (el valor
máximo del ı́ndice r depende del número de funciones base Nρ utilizadas para describir
la variación radial de las soluciones modales de la guı́a coaxial). Un valor tı́pico para el
parámetro M suele ser de varios centenares de modos resonantes, mientras que un valor
tı́pico para el parámetro Nρ puede ser de 100 términos. Todo esto implica que las integrales
de superficie definidas en esta sección deben evaluarse miles de veces con el fin de calcular
los elementos F

(1)
mn. Por este motivo, el esfuerzo computacional asociado a este cálculo es

elevado.

Una posible alternativa consiste, nuevamente, en expresar las funciones vectoriales mo-
dales h

(ξ)
n (r) de la guı́a coaxial en función de las soluciones modales de la guı́a rectangular

de expansión de dimensiones c × a. Aunque la matriz F no presenta problemas de singula-
ridades, pues en su expresión no intervienen las funciones de Green del resonador externo,
se ha comprobado que la utilización de este procedimiento reduce notablemente el esfuerzo
computacional asociado al cálculo de los elementos F

(1)
mn. Ası́ pues, teniendo en cuenta las

expansiones modales presentadas en (4.14)–(4.16), se puede obtener el siguiente resultado:

F (1)
mTE,nTEM

=

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i

∫

SR

HTE
m (r) · hTM(R)

i (r) dS (4.112)

F (1)
mTE,nTE

=

QTE∑
i=1

σ
(n)
i

∫

SR

HTE
m (r) · hTE(R)

i (r) dS +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j

∫

SR

HTE
m (r) · hTM(R)

j (r) dS

(4.113)

F (1)
mTE,nTM

=

QTM∑
i=1

ν
(n)
i

∫

SR

HTE
m (r) · hTM(R)

i (r) dS (4.114)

F (1)
mTM,nTEM

=

QTM∑
i=1

υ
(TEM)
i

∫

SR

HTM
m (r) · hTM(R)

i (r) dS (4.115)

F (1)
mTM,nTE

=

QTE∑
i=1

σ
(n)
i

∫

SR

HTM
m (r) · hTE(R)

i (r) dS +

QTM∑
j=1

τ
(n)
j

∫

SR

HTM
m (r) · hTM(R)

j (r) dS

(4.116)

F (1)
mTM,nTM

=

QTM∑
i=1

ν
(n)
i

∫

SR

HTM
m (r) · hTM(R)

i (r) dS (4.117)

En relación con estas últimas expresiones, es importante destacar que las integrales de super-
ficie que involucran a las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular de expansión
ya han sido calculadas en el capı́tulo 3. En concreto, el resultado para dichas integrales puede
deducirse a partir de las expresiones (3.70)-(3.73) del mencionado capı́tulo, tomando ly1 = b,
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y considerando que los modos de la guı́a rectangular de expansión se expresan esta vez utili-
zando el sistema de referencia representado en la figura 3.3 del capı́tulo 3, relativo al puerto
(ξ) = (5). Tal y como se puede comprobar, con esta estrategia no se debe resolver ninguna
integral utilizando métodos numéricos, por lo que la eficiencia computacional del método
mejora enormemente.

4.2.5. Ejemplos de validación

En esta sección se presentan diferentes ejemplos de aplicación que validan por comple-
to la rigurosidad del desarrollo teórico presentado anteriormente. En primer lugar, se analiza
una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a estándar WR-62 (a = 15,799 mm,
b = 7,8995 mm) excitada mediante una sonda coaxial convencional19. Las dimensiones que
caracterizan a la guı́a coaxial son las siguientes (ver figura 4.3): los radios externo e interno
son r1 = 1,6764 mm y r2 = 0,635 mm, respectivamente; rd = hd = 0 por tratarse de una
sonda coaxial convencional; la distancia a la pared cortocircuitada de la guı́a rectangular es
dz = 5,0 mm, la impedancia caracterı́stica del coaxial es Z0 = 50 Ω, y dx = a/2 (sonda
coaxial centrada respecto al eje x̂). En la figura 4.6, se presentan las pérdidas de retorno de la
estructura y se comparan los resultados obtenidos con los datos experimentales extraı́dos de
[17]. Además, en la citada figura se presentan los resultados para dos valores diferentes de
la profundidad de penetración de la sonda: hp = 1,2954 mm y hp = 1,9812 mm. Tal y como
se puede comprobar, los resultados de la herramienta implementada presentan una excelente
concordancia con los datos experimentales presentados en [17]. Para lograr estos resultados,
se han considerado N = 15 modos en los accesos coaxial y rectangular. Además, se han
empleado Nρ = 85 términos para expresar las soluciones modales en la variable radial de la
guı́a coaxial, y se han utilizado 80 puntos en la variable radial y 15 en la variable angular para
la integración numérica de las diferentes integrales que aparecen en el cálculo de las matrices
G y T. Por otro lado, según el método BI-RME 3D, se ha empleado un factor de precisión
ζ = 5, lo que implica, en este caso, que el número de modos resonantes considerados en las
series (3.4) y (3.5) es de M = 269. Finalmente, se han tomado QTE = QTM = 15000 modos
de la guı́a rectangular de expansión (es decir, 30000 modos en total) para expresar las funcio-
nes vectoriales modales de la guı́a coaxial en términos de las soluciones modales de la guı́a
rectangular de dimensiones c×a. Por último, en relación con la eficiencia computacional del
método, hay que comentar que los resultados presentados se han obtenido en 42,9 segundos
para un total de 41 puntos en frecuencia.

De los parámetros de simulación presentados, merece especial mención el número de mo-
dos QTE y QTM utilizado para expresar las soluciones modales de la guı́a coaxial en términos
de las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular de expansión. Ası́, atendiendo a
los resultados del correspondiente estudio de convergencia que se presenta a continuación, se
concluye que, en general, se debe utilizar un número elevado de modos de la guı́a rectangular
de expansión con el fin de alcanzar resultados convergentes. A este respecto, en la figura 4.7

19En todos los resultados presentados en este capı́tulo se considera que los modos de excitación y de res-
puesta se corresponden con los modos fundamentales de cada tipo de acceso considerado.
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Figura 4.6: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a
estándar WR-62 excitada mediante sonda coaxial convencional (r1 = 1,6764 mm, r2 = 0,635 mm,
Z0 = 50 Ω, dz = 5,0 mm, dx = a/2). En la figura se estudian dos casos en función del valor de
la profundidad de penetración de la sonda hp. Los resultados de la simulación se comparan con los
datos experimentales presentados en [17].

se presenta un estudio en el que se investiga la convergencia del módulo del parámetro de
reflexión S11 para el ejemplo de validación presentado en la figura 4.6 con hp = 1,2954 mm.
Además, en el estudio se ha fijado la frecuencia de análisis en el valor f = 15 GHz. En la
figura 4.7 se puede comprobar que, para alcanzar resultados convergentes, se precisan cerca
de QTE = QTM = 15000 modos de la guı́a rectangular de expansión (el error relativo de este
caso con respecto al caso en que QTE = QTM = 60000 es inferior al 1 %). A pesar de este
número de modos tan elevado, la eficiencia computacional del método es buena.

A continuación, se presentan varios ejemplos de validación más y, en estos casos, la so-
lución obtenida se compara con los resultados que proporciona el programa HFSS. En los
ejemplos siguientes relacionados con la excitación mediante sonda coaxial convencional, se
han utilizado los mismos parámetros de simulación comentados anteriormente, por lo que
los tiempos de simulación son muy similares a los del ejemplo de la figura 4.6. En primer
lugar, se simula una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a estándar WR-75
de dimensiones a = 19,05 mm y b = 9,525 mm, excitada mediante una sonda coaxial con-
vencional (rd = hd = 0) de radio externo r1 = 3,18 mm y radio interno r2 = 0,3 mm, siendo
la permitividad dieléctrica relativa igual a εr = 2,09. Además, la profundidad de penetración
es hp = 4,7625 mm, la distancia a la pared cortocircuitada es dz = 6,8 mm y dx = a/2.
En la figura 4.8 se presentan los resultados para el módulo del parámetro de reflexión S11 y
se comparan con éxito con los datos proporcionados por HFSS (la simulación con HFSS se
efectuó en, aproximadamente, 15 minutos para un total de 26 puntos en frecuencia).
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Figura 4.7: Estudio de convergencia para el módulo del parámetro S11 (f = 15 GHz) relativo a la
estructura simulada en la figura 4.6 con hp = 1,2954 mm. El estudio se realiza en función del número
de modos QTE = QTM utilizados en la guı́a rectangular de expansión.
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Figura 4.8: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a
estándar WR-75 excitada mediante sonda coaxial convencional (r1 = 3,18 mm, r2 = 0,3 mm,
εr = 2,09, hp = 4,7625 mm, dz = 6,8 mm, dx = a/2). Los resultados de la simulación se comparan
con los datos proporcionados por HFSS.
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Un nuevo ejemplo se presenta en la figura 4.9, en la que se presentan las pérdidas de
retorno para una guı́a rectangular semi-infinita (a = 57,04 mm, b = 28,8 mm) excita-
da mediante sonda coaxial convencional (r1 = 2,12 mm, r2 = 0,635 mm, εr = 2,09,
hp = 14,4 mm, dz = 19,2 mm, dx = a/2). Nuevamente, los resultados obtenidos muestran
una excelente similitud con los proporcionados por HFSS. Finalmente, en la figura 4.10 se
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Figura 4.9: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita (a = 57,04 mm,
b = 28,8 mm) excitada mediante sonda coaxial convencional (r1 = 2,12 mm, r2 = 0,635 mm,
εr = 2,09, hp = 14,4 mm, dz = 19,2 mm, dx = a/2). Los resultados de la simulación se comparan
con los datos proporcionados por HFSS.

presenta el último ejemplo que utiliza sondas coaxiales de tipo convencional. En dicha figura,
se analiza la excitación mediante sonda coaxial convencional (r1 = 3,45 mm, r2 = 0,55 mm,
εr = 2,09, hp = 5,5 mm, dz = 8,6 mm, dx = a/2) de una guı́a rectangular semi-infinita
implementada en la guı́a estándar WR-90 (a = 22,9 mm, b = 10,2 mm). Los resultados de
la simulación muestran una concordancia muy buena con los datos que proporciona HFSS.

Seguidamente, se presentan varios ejemplos de validación en los que la sonda coaxial
está terminada en disco (sonda de tipo “champiñón”). Ası́, en primer lugar, en la figura 4.11
se muestran las pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en
la guı́a estándar WR-75 (a = 19,05 mm, b = 9,525 mm) excitada por una guı́a coaxial cuya
sonda está terminada en disco. Las dimensiones de la guı́a coaxial utilizada son las siguien-
tes (ver figura 4.3): radio externo r1 = 3,18 mm, radio interno r2 = 0,3 mm, permitividad
dieléctrica relativa εr = 2,09, profundidad de penetración hp = 4,7625 mm, distancia a la pa-
red cortocircuitada dz = 6,8 mm y dx = a/2. El disco de la sonda es de altura hd = 1,5 mm
y de radio rd (en la figura 4.11 se analizan los casos para rd = 0,5 mm y rd = 1,0 mm). Tal
y como se puede comprobar, los resultados obtenidos presentan una excelente concordan-
cia con los datos proporcionados por HFSS. Por otro lado, la estructura se simuló en 151,6
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Figura 4.10: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a
estándar WR-90 excitada mediante sonda coaxial convencional (r1 = 3,45 mm, r2 = 0,55 mm,
εr = 2,09, hp = 5,5 mm, dz = 8,6 mm, dx = a/2). Los resultados de la simulación se comparan
con los datos proporcionados por HFSS.

segundos para un total de 501 puntos en frecuencia. Por su parte, la simulación con HFSS
empleó 16 minutos para 26 puntos en frecuencia, lo que demuestra nuevamente la eficiencia
computacional del método propuesto.

Seguidamente, se presenta en la figura 4.12 la respuesta eléctrica de una nueva estructura
excitada mediante sonda coaxial terminada en disco. En este caso, la guı́a rectangular semi-
infinita está implementada en la guı́a estándar WR-137 (a = 34,8488 mm, b = 15,7988 mm),
mientras que las dimensiones de la sonda coaxial son las siguientes: r1 = 4,8768 mm,
r2 = 1,524 mm, rd = 4,0 mm (radios de la sonda); hp = 3,4 mm, hd = 4,5 mm (longi-
tudes de penetración de la sonda); Z0 = 50 Ω (impedancia caracterı́stica de la guı́a coaxial);
dz = 11,6 mm (distancia de la sonda a la pared de la guı́a cortocircuitada) y dx = a/2. Ası́,
en la figura 4.12 se presentan en trazo continuo las pérdidas de retorno de la estructura, y se
comparan con éxito, tanto con los resultados obtenidos con HFSS, como con los datos ex-
traı́dos de las simulaciones realizadas en [19]. Por otro lado, la estructura se ha simulado en
177,8 segundos para un total de 301 puntos en frecuencia, mientras que HFSS empleó unos
10 minutos para un total de 11 puntos en frecuencia.

Por otro lado, en la misma figura 4.12 se presenta en trazo punteado la respuesta de
la misma estructura pero considerando ahora que la sonda coaxial es de tipo convencional
(rd = 0). Ası́, se han mantenido todas las dimensiones de la estructura excepto que, ahora,
para la profundidad de penetración de la sonda se considera h′p = hp + hd = 7,9 mm. De los
resultados obtenidos se concluye que la sonda coaxial terminada en disco mejora notable-
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Figura 4.11: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la
guı́a estándar WR-75 excitada mediante una sonda coaxial terminada en disco (r1 = 3,18 mm,
r2 = 0,3 mm, εr = 2,09, hp = 4,7625 mm, hd = 1,5 mm, dz = 6,8 mm, dx = a/2). Los resultados
de la simulación se comparan con los datos proporcionados por HFSS.

mente la respuesta eléctrica de la estructura en relación con la sonda coaxial convencional.

Si se recuerdan los tiempos empleados por la herramienta de análisis en el caso de son-
das convencionales (alrededor de 43 segundos), se observará que cuando la sonda coaxial
está terminada en disco, la herramienta emplea, por lo general, un tiempo de simulación ma-
yor. La razón de este incremento se debe, por un lado, a que la sonda terminada en disco es
una estructura más compleja que la sonda coaxial convencional, por lo que el cálculo de las
frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada obtenida emplea un tiempo de simulación
mayor20. Por otro lado, si nos remitimos a la ecuación (4.79) que define la expresión de los
elementos de la matriz L, comprobaremos que dicha expresión depende de las funciones ba-
se Nm(r) definidas sobre la sonda coaxial. Nuevamente, por ser la sonda coaxial terminada
en disco una estructura más compleja que la sonda coaxial convencional, el tiempo empleado
para evaluar los elementos de la matriz L aumenta significativamente. Además, este último
hecho influye también de manera notable en la convergencia de los resultados. Ası́, en la
figura 4.13 se presenta un estudio de convergencia para el módulo del parámetro de reflexión
S11 (f = 7,5 GHz) para la estructura de la figura 4.12 en la que la sonda está terminada
en disco. El estudio se realiza en función del número de modos QTE = QTM utilizados en
la guı́a rectangular de expansión. Ası́ pues, de los resultados presentados se desprende que
se precisan alrededor de QTE = QTM = 30000 modos (en total, 60000 modos) de la guı́a

20La sonda coaxial convencional consta de una superficie cilı́ndrica de tipo base y de otra de tipo lado. En
cambio, la sonda terminada en disco está formada por dos superficies cilı́ndricas de tipo base y por otras dos
de tipo lado.
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Figura 4.12: Pérdidas de retorno para una guı́a rectangular semi-infinita implementada en la guı́a
estándar WR-137 excitada mediante una sonda coaxial terminada en disco (r1 = 4,8768 mm,
r2 = 1,524 mm, rd = 4,0 mm, hp = 3,4 mm, hd = 4,5 mm, Z0 = 50 Ω, dz = 11,6 mm, dx = a/2).
Los resultados de la simulación se comparan con los datos proporcionados por HFSS y con los datos
extraı́dos de [19]. En la misma figura se presenta en trazo punteado la respuesta de una sonda coaxial
convencional con h′p = 7,9 mm.

rectangular de expansión para lograr resultados convergentes (para sondas coaxiales de tipo
convencional se requiere, en general, un número menor de modos).

Un parámetro de simulación que influye notablemente en la respuesta eléctrica de las
estructuras analizadas en esta sección es la distancia dz a la pared cortocircuitada de la guı́a
rectangular. En la figura 4.14 se han representado las pérdidas de retorno de la estructura
excitada mediante sonda terminada en disco de la figura 4.12 en función de la distancia
normalizada dz/(λg/4) a la pared cortocircuitada de la guı́a (λg representa la longitud de
onda en la guı́a para el modo fundamental a la frecuencia f = 7,5 GHz, es decir, la frecuencia
central de operación de la guı́a estándar WR-137). Los casos analizados son dz = 0,7λg/4,
dz = 0,95λg/4 (éste se corresponde con el caso estudiado en la figura 4.12) y dz = 1,2λg/4.
Del análisis de los resultados presentados, los cuales se comparan con éxito con los obtenidos
con HFSS, se deduce que el parámetro dz es una variable de diseño muy importante y se
desprende, tal y como cabı́a esperar, que el resultado óptimo se obtiene para dz ≈ λg/4.

Finalmente, se presenta el diseño de un filtro inductivo de 7 polos implementado en
guı́a rectangular y excitado mediante sonda coaxial convencional. En la figura 4.15 se ha
representado el filtro inductivo, el cual consta de 7 cavidades, 8 irises y 2 puertos de acceso
(el filtro está formado por la conexión en cascada de 17 guı́as rectangulares). El puerto de
acceso (1) es de tipo coaxial y el puerto de acceso (2) es de tipo rectangular, los cuales
se conectan a la primera y última cavidad del filtro, respectivamente. Los radios externo e
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Figura 4.13: Estudio de convergencia para el módulo del parámetro S11 (f = 7,5 GHz) relativo
a la estructura simulada en la figura 4.12. El estudio se realiza en función del número de modos
QTE = QTM utilizados en la guı́a rectangular de expansión.
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Figura 4.14: Pérdidas de retorno de la estructura analizada en la figura 4.12 en función de la dis-
tancia normalizada dz/(λg/4) a la pared cortocircuitada de la guı́a rectangular. Los resultados se
comparan con los datos proporcionados por HFSS.
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interno de la sonda coaxial son r1 = 2,11 mm y r2 = 0,635 mm, respectivamente, y la
permitividad dieléctrica relativa de la guı́a es εr = 2,08. Por otro lado, si nos referimos a
la notación utilizada en la figura 4.3, se tiene que la profundidad de penetración de la sonda
coaxial es hp = 4,07 mm, dx = 15,25 mm y dz = 10,6065 mm. Por otra parte, en la tabla 4.1
se encuentran las anchuras y las longitudes de las 17 guı́as rectangulares que integran el filtro
numeradas de izquierda a derecha (se considera que la altura de las guı́as es constante e igual
a b = 12,624 mm)21.

Figura 4.15: Filtro inductivo de 7 cavidades excitado mediante sonda coaxial convencional.

Número de guı́a Anchura (mm) Longitud (mm)
1 30,5 21,213

2 y 14 9,594 4,04
3 y 13 30,5 21,68
4 y 12 8,684 4,04
5 y 11 30,5 21,964
6 y 10 8,498 4,04
7 y 9 30,5 22,018

8 8,458 4,04
15 30,5 19,348
16 14,626 4,04
17 28,5 10,0

Tabla 4.1: Valores de las anchuras y de las longitudes de las 17 guı́as rectangulares que integran
el filtro inductivo excitado mediante sonda coaxial convencional representado en la figura 4.15 (se
asume que las guı́as se numeran de izquierda a derecha). La altura de todas las guı́as que integran la
estructura se mantiene constante e igual a b = 12,624 mm.

El análisis multimodal del filtro inductivo de la figura 4.15 combina el uso del método
BI-RME 3D para caracterizar la excitación mediante sonda coaxial del filtro, y de la técnica
de la ecuación integral para caracterizar las diversas uniones planares entre las guı́as rectan-
gulares que integran el filtro. La respuesta eléctrica del filtro se representa en la figura 4.16,

21Las dimensiones del filtro inductivo excitado mediante sonda coaxial han sido proporcionadas por la em-
presa Thales Alenia Space (Tres Cantos, Madrid).
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donde se presenta el módulo del coeficiente de reflexión S11 del dispositivo, y se compara
con éxito la respuesta obtenida con los datos proporcionados por HFSS. En relación con la
eficiencia computacional de la herramienta implementada es importante comentar que la si-
mulación con BI-RME 3D utilizó 256 segundos para un total de 301 puntos en frecuencia.
En cambio, el programa HFSS empleó 6,5 horas para un total de 212 puntos en frecuencia.
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Figura 4.16: Pérdidas de retorno asociadas al filtro inductivo excitado mediante sonda coaxial re-
presentado en la figura 4.15.

4.3. Análisis Multimodal de la Excitación Coaxial de Dis-
positivos en Configuración Colineal mediante el Méto-
do BI-RME 3D

Este nuevo apartado se dedica al análisis multimodal riguroso de estructuras implementa-
das en guı́a rectangular que estén excitadas mediante sonda coaxial en configuración colineal.
En este tipo de configuración, la sonda coaxial se mantiene colineal a la guı́a rectangular que
alimenta, tal y como se recoge en la figura 4.2. Además, es bastante usual introducir un poste
conductor en la región de la guı́a rectangular con el propósito de facilitar la aparición de un
modo en la estructura que logre la excitación del dispositivo. A este respecto, como ya se ha
comentado en el apartado de introducción, la teorı́a que se desarrolla en esta sección consi-
dera que la sonda coaxial no llega a contactar con el poste conductor. La técnica de análisis
que se utilizará se basa de nuevo en el método BI-RME 3D.

Por otro lado, el objetivo fundamental de este apartado consiste en desarrollar una he-
rramienta de simulación que permita la caracterización electromagnética del bloque básico
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de excitación de los denominados filtros en configuración comb-line. Este tipo de filtros, que
usualmente se excitan mediante sonda coaxial en configuración colineal, está constituido por
la asociación de un conjunto de resonadores rectangulares cargados con postes conductores
[73]. Los resonadores se acoplan entre sı́ mediante los correspondientes irises de acopla-
miento cuya geometrı́a, generalmente, es de tipo rectangular. Además, según la posición en
la que se sitúan los irises, se habla de acoplamiento de tipo eléctrico o de acoplamiento de
tipo magnético. Por otro lado, los filtros en configuración comb-line suelen tratarse como
lı́neas de transmisión acopladas mediante modos cuasi-estáticos [97].

El bloque básico de excitación de los filtros en configuración comb-line se representa
en la figura 4.17. Se trata de una cavidad rectangular cargada con un poste conductor de
geometrı́a cilı́ndrica que se excita mediante una sonda coaxial en configuración colineal, la
cual no llega a contactar con el poste conductor. Por otro lado, la estructura consta de cuatro
puertos de acceso, siendo uno de los puertos de acceso de tipo coaxial y los restantes de tipo
rectangular (la numeración que utilizaremos para los diferentes puertos de acceso es la que
aparece en la figura 4.17).

Figura 4.17: Excitación coaxial en configuración colineal de dispositivos implementados en guı́a
rectangular.

Las vistas lateral y frontal del bloque básico de excitación se han representado en la
figura 4.18. La cavidad rectangular es de dimensiones a× b× c; los radios externo e interno
de la guı́a coaxial son r1 y r2, respectivamente; la profundidad de penetración de la sonda
coaxial es hp; y el poste conductor es de radio rc y de altura hc. Además, el centro de la
sonda coaxial está situado en la posición (x, y, z) = (dx, dy, 0), mientras que el centro de
la base inferior del poste conductor está situado en (x, y, z) = (dx,c, 0, dz,c). Por otro lado,
recordando la numeración de los puertos presentada en la figura 4.17, el acceso (1) (acceso
coaxial) se sitúa en el plano z = 0, el acceso (2) se encuentra en el plano z = c, el acceso
(3) está en el plano x = 0 y el acceso (4) se sitúa en el plano x = a. Por otra parte, en la
figura 4.19 se recoge una nueva vista frontal de la estructura22 en la que se presenta el sistema
de referencia en coordenadas cilı́ndricas que se empleará posteriormente. Según dicha figura,

22En la figura 4.19 no se ha representado el poste conductor ya que no es relevante para establecer las
relaciones entre los sistemas de referencia en coordenadas cartesianas y en coordenadas cilı́ndricas.
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Figura 4.18: Vistas lateral y frontal del bloque básico relativo a la excitación coaxial en configura-
ción colineal de dispositivos implementados en guı́a rectangular.

se pueden establecer las siguientes relaciones entre los sistemas de referencia en coordenadas
cartesianas y en coordenadas cilı́ndricas:

x = dx + ρ cos φ (4.118)

y = dy + ρ sin φ (4.119)

z = z (4.120)

x̂ = cos φ ρ̂− sin φ φ̂ (4.121)

ŷ = sin φ ρ̂ + cos φ φ̂ (4.122)

ẑ = ẑ (4.123)

Seguidamente, se presenta el análisis electromagnético del bloque básico de excitación
de la figura 4.17 utilizando el método BI-RME 3D. Según esta técnica, en primer lugar,
se debe considerar que la estructura bajo análisis se encuentra inmersa en un resonador ex-
terno de geometrı́a canónica. Nuevamente, la mejor elección en este caso consiste en escoger
como resonador externo una cavidad rectangular de dimensiones a× b× c. De esta manera,
la densidad superficial de corriente eléctrica incógnita sólo ha de definirse en la superficie
de la sonda coaxial y en la del poste conductor. Posteriormente, siguiendo con el método
BI-RME 3D, se deben cortocircuitar todos los puertos de acceso de la estructura y calcular
las frecuencias de resonancia de la cavidad perturbada obtenida23 siguiendo la teorı́a desa-
rrollada en [67]. Finalmente, se deben considerar los puertos de acceso de la estructura con

23En este caso, la cavidad perturbada consiste en un resonador rectangular cargado con dos postes con-
ductores cilı́ndricos. Uno de los postes (sonda coaxial) es de radio r2 y de altura hp, y su base está situada
en la posición (x, y, z) = (dx, dy, 0). El otro poste es de radio rc y de altura hc, y su base está situada en
(x, y, z) = (dx,c, 0, dz,c).
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Figura 4.19: Sistema de referencia en coordenadas cilı́ndricas utilizado en el análisis de la excita-
ción coaxial en configuración colineal de dispositivos implementados en guı́a rectangular.

el objetivo de calcular la correspondiente matriz de admitancias generalizada. Para ello, se
deben calcular las matrices G, T, L y F, en cuyas expresiones intervienen las funciones
vectoriales modales de campo magnético de los diferentes accesos (ver tabla 3.1). La con-
tribución teórica de este apartado consiste, precisamente, en la evaluación eficiente de los
elementos de dichas matrices BI-RME 3D.

4.3.1. Cálculo de los elementos de la matriz G

En primer lugar, se recuerda que la expresión de los elementos de la matriz G es la
siguiente:

G(γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
∇S · h(γ)

m (r) gm(r, r′) ∇′
S · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (4.124)

donde, en este caso, γ, ξ = 1, 2, 3, 4 representan los puertos de acceso de la estructura (recor-
dar la numeración de los puertos de la figura 4.17). Dado que la estructura bajo análisis tiene
4 accesos, la matriz G constará de 16 bloques. Por otro lado, como la matriz G es simétrica,
únicamente se precisará calcular 10 de estos 16 bloques. Además, no será necesario calcular
los bloques que relacionen puertos de acceso rectangulares (bloques G

(γ,ξ)
mn con γ, ξ 6= 1)

puesto que ese análisis ya se ha efectuado en el capı́tulo 3. Ası́ pues, en esta sección se pre-
senta el cálculo de los bloques G

(1,ξ)
mn , con ξ = 1, 2, 3, 4. Finalmente, es importante comentar

que, según las conclusiones presentadas en la sección 4.2.1, cuando m o n representen a un
modo de tipo TMz, se tendrá directamente que G

(γ,ξ)
mn = 0. En lo que sigue, se asume que m

es un modo de tipo TEz del acceso coaxial (1), y que (s, q) representa la pareja de ı́ndices
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modales relativos a las variaciones en las coordenadas angular y radial, respectivamente.

A. Cálculo de los elementos del bloque G
(1,2)
mn

Sea n un modo de tipo TEz del acceso rectangular (2), siendo (nx, ny) la pareja de
ı́ndices modales asociadas a las variaciones en las coordenadas x̂ e ŷ , respectivamente (ver
sistema de referencia de la figura 4.18). Del estudio efectuado en el capı́tulo 3 podemos
escribir directamente que:

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · hTE(2)
n (r′) dS ′ = −

√
εnxεny

a b
cos

(nxπ

a
x
)

cos
(nyπ

b
y
) cosh(k

(2)
t,nz)

sinh(k
(2)
t,nc)
(4.125)

donde k
(2)
t,n es el número de onda de corte del n-ésimo modo de tipo TEz del acceso rectan-

gular (2). Si ahora se expresa el resultado anterior en coordenadas cilı́ndricas utilizando las
relaciones (4.118)–(4.120), y se recupera la expresión (4.7) en la que se calcula la divergen-
cia de la función vectorial modal de campo magnético de los modos de tipo TEz del acceso
coaxial, se concluye fácilmente que:

G(1,2)
mn = (k

(1)
t,m)2N TEz

(ξ),m

√
εnxεny

a b

1

sinh(k
(2)
t,nc)

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q I

(r)
1 (4.126)

donde se ha definido la siguiente integral:

I
(r)
1 =

∫

S

cos
(nxπ

a
(dx + ρ cos φ)

)
cos

(nyπ

b
(dy + ρ sin φ)

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
Φ(ξ),s(φ) dS

(4.127)
siendo S la sección transversal de la guı́a coaxial.

B. Cálculo de los elementos del bloque G
(1,3)
mn

En caso de que n sea un modo TEz del acceso rectangular (3), interesará trabajar con un
nuevo sistema de referencia. En concreto, utilizaremos el sistema de coordenadas cartesianas
representado en la figura 3.3 del capı́tulo 3 para (ξ) = (3). La relación entre el sistema de
coordenadas cilı́ndricas representado en la figura 4.19 y el sistema de coordenadas cartesia-
nas del nuevo sistema de referencia es la siguiente:

z = dx + ρ cos φ (4.128)

y = dy + ρ sin φ (4.129)

Nuevamente, utilizando los resultados del capı́tulo 3, se tiene:

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · hTE(3)
n (r′) dS ′ =

√
εnxεny

c b
cos

(nxπ

c
x
)

cos
(nyπ

b
y
) cosh

(
k

(3)
t,n(a− z)

)

sinh(k
(3)
t,n a)

(4.130)
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donde (nx, ny) es la pareja de ı́ndices modales del n-ésimo modo TEz del acceso (3) referi-
dos a las coordenadas x̂ e ŷ, respectivamente, del nuevo sistema de referencia. Seguidamen-
te, se debe expresar el resultado (4.130) en coordenadas cilı́ndricas utilizando las relaciones
(4.128)–(4.129). Además, se debe tener en cuenta que, según el nuevo sistema de referencia
definido, el acceso coaxial se sitúa ahora en el plano x = c. De esta manera, teniendo en
cuenta (4.7), se puede concluir fácilmente que:

G(1,3)
mn = −(k

(1)
t,m)2N TEz

(ξ),m

√
εnxεny

c b

(−1)nx

sinh(k
(3)
t,n a)

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q I

(r)
2 (4.131)

donde se ha definido:

I
(r)
2 =

∫

S

cos
(nyπ

b
(dy + ρ sin φ)

)
cosh

(
k

(3)
t,n(a− dx − ρ cos φ)

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
Φ(ξ),s(φ) dS

(4.132)
C. Cálculo de los elementos del bloque G

(1,4)
mn

Si n es un modo TEz del acceso rectangular (4), también se debe utilizar el nuevo sistema
de referencia comentado en el apartado anterior. Gracias a los resultados obtenidos en el
capı́tulo 3, se puede afirmar:

∫

S′
gm(r, r′) ∇′

S · hTE(4)
n (r′) dS ′ = −

√
εnxεny

c b
cos

(nxπ

c
x
)

cos
(nyπ

b
y
) cosh(k

(4)
t,nz)

sinh(k
(3)
t,n a)

(4.133)
Si ahora se expresa la ecuación anterior en coordenadas cilı́ndricas y se particulariza el re-
sultado obtenido para x = c (plano de situación del acceso coaxial), se puede deducir final-
mente:

G(1,4)
mn = (k

(1)
t,m)2N TEz

(ξ),m

√
εnxεny

c b

(−1)nx

sinh(k
(3)
t,n a)

Nρ−1∑
r=0

l (r)
s,q I

(r)
3 (4.134)

donde hemos definido la siguiente integral de superficie:

I
(r)
3 =

∫

S

cos
(nyπ

b
(dy + ρ sin φ)

)
cosh

(
k

(3)
t,n(dx + ρ cos φ)

)
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
Φ(ξ),s(φ) dS

(4.135)
Es importante comentar que las integrales definidas en esta sección se han resuelto me-

diante métodos numéricos.

D. Cálculo de los elementos del bloque G
(1,1)
mn

En este caso, dado que los modos m y n pertenecen al mismo acceso, se tendrán proble-
mas de singularidad asociados a la función escalar de Green de tipo magnético. La manera de
abordar el problema es la misma que la que se utilizó en la sección 4.2.1; es decir, se propone
expresar las soluciones modales de la guı́a coaxial en términos de las funciones vectoriales
modales de la guı́a rectangular a la que alimenta la sonda coaxial. En este caso, dicha guı́a
rectangular, a la que a partir de ahora denominaremos guı́a rectangular de expansión, es de
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dimensiones a × b. Con todo ello, el desarrollo teórico que se debe realizar para obtener la
expresión de los elementos del bloque G

(1,1)
mn es completamente paralelo al efectuado en la

sección 4.2.1. En consecuencia, partiendo de la expresión (4.29), se puede escribir:

G(1,1)
mn =

QTE∑
i=1

σ
(m)
i σ

(n)
i k

(R)
t,i coth(k

(R)
t,i c) (4.136)

donde k
(R)
t,i es el número de onda de corte relativo al i-ésimo modo de tipo TEz de la guı́a

rectangular de expansión; QTE es el número de modos TEz considerados en la expansión;
y σ

(m)
i representa el coeficiente de acoplamiento entre el m-ésimo modo TEz del acceso

coaxial y el i-ésimo modo TEz de la guı́a rectangular de expansión.

4.3.2. Cálculo de los elementos de la matriz T

Los elementos de la matriz T se calculan de la siguiente manera:

T (γ,ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
h(γ)

m (r) · ḠF
0 (r, r ′) · h(ξ)

n (r′) dS dS ′ (4.137)

donde γ, ξ = 1, 2, 3, 4 denotan los accesos de la estructura. Al igual que en el caso de la
matriz G, en esta sección únicamente se calculan los bloques T

(1,ξ)
m,n (ξ = 1, 2, 3, 4). El

resto de bloques de la matriz pueden obtenerse, o bien por simetrı́a, o bien consultando los
resultados obtenidos en el capı́tulo 3 (bloques referidos a los accesos en guı́a rectangular).
Por otra parte, en esta sección se van a necesitar las expresiones para las funciones vectoriales
modales normalizadas de campo magnético relativas a los modos TEMz, TMz y TEz de
la guı́a coaxial. Estas expresiones pueden encontrarse, respectivamente, en (2.63), (2.96) y
(2.118). Además, se asume que (s, q) son los ı́ndices modales asociados al m-ésimo modo
del acceso coaxial con respecto a las variaciones angular y radial, respectivamente.

A. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,2)
mn

En primer lugar, se calculan los elementos del bloque T
(1,2)
mn . Ası́ pues, consideremos que

m es un modo del acceso coaxial (1) y que n es un modo del acceso rectangular (2). Por
otro lado, se asume que (nx, ny) son los ı́ndices modales del n-ésimo modo del acceso (2)
referidos al sistema de referencia en coordenadas cartesianas representado en la figura 4.19.

Caso 1: n es un modo de tipo TEz

En caso de que n sea un modo de tipo TEz del acceso rectangular (2), se debe calcular
en primer lugar la siguiente integral con respecto a las variables primadas:

Γ(2)
nTE

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTE(2)
n (r′)dS ′ (4.138)

El resultado de esta integral, que puede consultarse en la expresión (4.31), debe expresarse
en coordenadas cilı́ndricas usando las transformaciones (4.118)–(4.123). Posteriormente, el
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resultado obtenido se debe particularizar en el plano z = 0 en el que se sitúa el acceso
coaxial. Con todo ello, en caso de que m sea un modo TEMz del acceso coaxial, se obtiene:

T (1,2)
mTEM,nTE

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(2)

nTE
(ρ, φ) dS

=
1√

2π ln(r1/r2)

2

c

√
εnxεny

a b

S
(1)
n (z = 0)

k
(2)
t,n

{
k(2)

x,nI
(1,2)(a)

mTEM,nTE
− k(2)

y,nI
(1,2)(b)

mTEM,nTE

}

(4.139)

donde la expresión para la serie S
(1)
n (z) se encuentra en (4.32). Además, las expresiones de

las integrales I
(1,2)(α)

mTEM,nTE (α = a, b) se han definido en la sección G.2 del Apéndice G.

En caso de que m sea un modo de tipo TEz del puerto coaxial, se puede concluir:

T (1,2)
mTE,nTE

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(2)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2

c

√
εnxεny

a b

S
(1)
n (z = 0)

k
(2)
t,n

{
π

r1 − r2

k(2)
x,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,2)(a)

mTE,nTE

+ k(2)
x,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,2)(b)

mTE,nTE
+

π

r1 − r2

k(2)
y,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,2)(c)

mTE,nTE

− k(2)
y,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,2)(d)

mTE,nTE

}
(4.140)

donde las integrales I
(r),(1,2)(α)

mTE,nTE (α = a, b, c, d) se han definido en la sección G.2 del Apéndi-
ce G. Finalmente, si m es un modo de tipo TMz del acceso coaxial, se tiene que:

T (1,2)
mTM,nTE

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(2)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2

c

√
εnxεny

a b

S
(1)
n (z = 0)

k
(2)
t,n

{
k(2)

x,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,2)(a)

mTM,nTE

+ k(2)
x,n

π

r1 − r2

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,2)(b)

mTM,nTE
+ k(2)

y,n

Nρ∑
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π

r1 − r2
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r d(r)
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}
(4.141)
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Las expresiones para las integrales I
(r),(1,2)(α)

mTM,nTE (α = a, b, c, d) pueden encontrarse en el
Apéndice G.

Caso 2: n es un modo de tipo TMz

En lo que sigue, se asume que n es un modo de tipo TMz del acceso rectangular (2). En
primer lugar, se calcula la siguiente integral cuyo resultado puede consultarse en (4.40):

Γ(2)
nTM

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTM(2)
n (r′)dS ′ (4.142)

Después, se debe expresar el resultado de la integral en coordenadas cilı́ndricas utilizando
(4.118)–(4.123) y se debe particularizar el resultado obtenido en el plano z = 0 (situación
del acceso coaxial). Ası́, en caso de que m sea un modo de tipo TEMz del acceso coaxial, se
obtiene:

T (1,2)
mTEM,nTM

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(2)

nTM
(ρ, φ) dS

=
2√

2 πa b ln(r1/r2)

1

(k
(2)
t,n)2 sinh(k

(2)
t,n c)

{
k(2)

y,nI
(1,2)(a)

mTEM,nTE
+ k(2)

x,nI
(1,2)(b)

mTEM,nTE

}

(4.143)

donde las expresiones para las integrales I
(1,2)(a)

mTEM,nTE y I
(1,2)(b)

mTEM,nTE pueden encontrarse en el
Apéndice G (nótese que, aunque n es un modo de tipo TMz, son válidas las expresiones de
las integrales deducidas cuando n es un modo de tipo TEz).

Si m es un modo TEz del acceso coaxial se concluye:

T (1,2)
mTE,nTM

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(2)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2√
a b

1

(k
(2)
t,n)2 sinh(k

(2)
t,n c)

{
π

r1 − r2

k(2)
y,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,2)(a)

mTE,nTE

+ k(2)
y,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,2)(b)

mTE,nTE
− π

r1 − r2

k(2)
x,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,2)(c)

mTE,nTE

+ k(2)
x,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,2)(d)

mTE,nTE

}
(4.144)

donde las integrales I
(r),(1,2)(α)

mTE,nTE (α = a, b, c, d) se han definido en el Apéndice G. Para termi-
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nar, si m es un modo de tipo TMz del acceso coaxial, se tendrá que:

T (1,2)
mTM,nTM

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(2)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2√
a b

1

(k
(2)
t,n)2 sinh(k

(2)
t,n c)

{
k(2)

y,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,2)(a)

mTM,nTE

+ k(2)
y,n

π

r1 − r2

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,2)(b)

mTM,nTE
− k(2)

x,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,2)(c)

mTM,nTE

+ k(2)
x,n

π

r1 − r2

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,2)(d)

mTM,nTE

}
(4.145)

donde las integrales I
(r),(1,2)(α)

mTM,nTE (α = a, b, c, d) pueden encontrarse en (G.22)–(G.25).

B. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,3)
mn

A continuación, se asume que m es un modo del acceso coaxial y que n es un modo del
acceso rectangular (3). En este caso, como ya hicimos para el bloque G

(1,3)
mn de la matriz G,

interesará trabajar con el sistema de referencia representado en la figura 3.3 del capı́tulo 3
para (ξ) = (3), con lo que el acceso coaxial queda situado en el plano x = c. Por otra
parte, la relación entre el nuevo sistema de coordenadas cartesianas y el sistema en coorde-
nadas cilı́ndricas de la figura 4.19 viene dado por las expresiones (4.128)–(4.129). Además,
también se necesitarán las siguientes relaciones:

ẑ = cos φ ρ̂− sin φ φ̂ (4.146)

ŷ = sin φ ρ̂ + cos φ φ̂ (4.147)

En lo que sigue, se considera que (nx, ny) son los ı́ndices modales asociados al n-ésimo
modo del acceso (3) relativo a las coordenadas x̂ e ŷ del nuevo sistema de referencia.

Caso 1: n es un modo de tipo TEz

Sea n un modo de tipo TEz del acceso rectangular (3). En primer lugar, se calcula la
siguiente integral con respecto a las variables primadas cuyo resultado se ha deducido a
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partir de (3.36)–(3.38):

Γ(3)
nTE

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTE(3)
n (r′)dS ′

=
2

a

√
εnxεny

c b

{
k

(3)
x,n

k
(3)
t,n

sin(k(3)
x,n x) cos(k(3)

y,n y) S(3)
n (z) x̂

+
k

(3)
y,n

k
(3)
t,n

cos(k(3)
x,n x) sin(k(3)

y,n y) S(3)
n (z) ŷ

− k
(3)
t,n cos(k(3)

x,n x) cos(k(3)
y,n y) S(4)

n (z) ẑ
}

(4.148)

donde k
(3)
x,n = nxπ/c; k

(3)
y,n = nyπ/b; k

(3)
t,n es el número de onda de corte asociado al n-ésimo

modo TEz del acceso (3); y donde se han definido las siguientes series:

S(3)
n (z) =

∞∑
nz=1

k2
z(

(k
(3)
t,n)2 + k2

z

)2 cos(kz z) (4.149)

S(4)
n (z) =

∞∑
nz=1

kz(
(k

(3)
t,n)2 + k2

z

)2 sin(kz z) (4.150)

siendo kz = nzπ/a. Las series anteriores pueden sumarse analı́ticamente y su resultado pue-
de deducirse a partir de las series S

(1)
n (z) y S

(2)
n (z), cuyas expresiones pueden encontrarse en

(4.32)–(4.33), respectivamente. En efecto, si en (4.32)–(4.33) se considera que kz = nzπ/a,
resulta sencillo comprobar que:

S(3)
n (z) = S(1)

n (z − a) (4.151)

S(4)
n (z) = S(2)

n (z − a) (4.152)

A continuación, el resultado de la integral (4.148) y el de las series S
(3)
n (z) y S

(4)
n (z) se de-

be expresar en coordenadas cilı́ndricas empleando las relaciones (4.128)–(4.129) y (4.146)-
(4.147). Posteriormente, las expresiones obtenidas se deben particularizar en el plano x = c,
en el cual se sitúa el acceso coaxial. Ası́ pues, en caso de que m sea un modo de tipo TEMz

del acceso coaxial se deduce que:

T (1,3)
mTEM,nTE

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(3)

nTE
(ρ, φ) dS

=
1√

2π ln(r1/r2)

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
k

(3)
y,n

k
(3)
t,n

I(1,3)(a)

mTEM,nTE
− k

(3)
t,nI(1,3)(b)

mTEM,nTE

}

(4.153)
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Las expresiones para las integrales I
(1,3)(α)

mTEM,nTE (α = a, b) pueden encontrarse en el Apéndi-
ce G. Por otro lado, en caso de que m sea un modo TEz del acceso coaxial se obtiene que:

T (1,3)
mTE,nTE

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(3)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
− π

r1 − r2

k
(3)
y,n

k
(3)
t,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,3)(a)

mTE,nTE

+
k

(3)
y,n

k
(3)
t,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,3)(b)

mTE,nTE
+

π

r1 − r2

k
(3)
t,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,3)(c)

mTE,nTE

+ k
(3)
t,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,3)(d)

mTE,nTE

}
(4.154)

donde las integrales I
(r),(1,3)(α)

mTE,nTE (α = a, b, c, d) se han definido en el Apéndice G. Finalmente,
si m es un modo TMz del acceso coaxial, se cumple que:

T (1,3)
mTM,nTE

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(3)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
−k

(3)
y,n

k
(3)
t,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,3)(a)

mTM,nTE

+
π

r1 − r2

k
(3)
y,n

k
(3)
t,n

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,3)(b)

mTM,nTE
+ k

(3)
t,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,3)(c)

mTM,nTE

+
π

r1 − r2

k
(3)
t,n

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,3)(d)

mTM,nTE

}
(4.155)

donde, nuevamente, las integrales I
(r),(1,3)(α)

mTM,nTE (α = a, b, c, d) pueden encontrarse en el Apéndi-
ce G.

Caso 2: n es un modo de tipo TMz

Si n es un modo TMz del acceso rectangular (3), se puede deducir a partir de (3.39)–
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(3.41):

Γ(3)
nTM

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTM(3)
n (r′)dS ′

=
2√
c b

1

(k
(3)
t,n)2

cosh
(
k

(3)
t,n(a− z)

)

sinh(k
(3)
t,n a)

{
k(3)

y,n sin(k(3)
x,n x) cos(k(3)

y,n y) x̂

− k(3)
x,n cos(k(3)

x,n x) sin(k(3)
y,n y) ŷ

}
(4.156)

Seguidamente, se debe expresar el resultado anterior en coordenadas cilı́ndricas y particu-
larizar la expresión obtenida en el plano x = c (plano donde se sitúa el acceso coaxial).
Después de realizar estas transformaciones, y en caso de que m sea un modo TEMz del
acceso coaxial, se concluye:

T (1,3)
mTEM,nTM

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(3)

nTM
(ρ, φ) dS

= − 2√
2πc b ln(r1/r2)

k
(3)
x,n

(k
(3)
t,n)2

1

sinh(k
(3)
t,n a)

(−1)nxI(1,3)
mTEM,nTM

(4.157)

donde la integral I
(1,3)
mTEM,nTM se ha definido en el Apéndice G.

Si m es un modo de tipo TEz del acceso coaxial, se deduce:

T (1,3)
mTE,nTM

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(3)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2√
c b

k
(3)
x,n

(k
(3)
t,n)2

1

sinh(k
(3)
t,n a)

(−1)nx

{
π

r1 − r2

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1,3)(a)

mTE,nTM

−
Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(1,3)(b)

mTE,nTM

}
(4.158)

Las definiciones para las integrales I
(r),(1,3)(α)

mTE,nTM (α = a, b) se pueden encontrar en el Apéndi-
ce G. Finalmente, en caso de que m sea un modo TMz del acceso coaxial, se tiene que:

T (1,3)
mTM,nTM

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(3)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2√
c b

k
(3)
x,n

(k
(3)
t,n)2

1

sinh(k
(3)
t,n a)

(−1)nx

{
Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1,3)(a)

mTM,nTM

−
Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(1,3)(b)

mTM,nTM

}
(4.159)
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donde las integrales I
(r),(1,3)(α)

mTM,nTM (α = a, b) se han definido en el Apéndice G.

C. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,4)
mn

En este último caso, se considera que n es un modo del acceso rectangular (4). Además,
al igual que en el cálculo de los elementos del bloque T

(1,3)
mn , utilizaremos en los cálculos el

sistema de referencia de la figura 3.3 para (ξ) = (3). Por tanto, seguirán siendo válidas las
relaciones de transformación entre sistemas de coordenadas establecidas en (4.128)–(4.129)
y (4.146)-(4.147). A continuación, se asume que (nx, ny) son los ı́ndices modales relativos
al n-ésimo modo del acceso rectangular (4).

Caso 1: n es un modo de tipo TEz

Supongamos que n es un modo TEz del acceso rectangular (4). La integral de superficie
que se calcula en primer lugar es la siguiente:

Γ(4)
nTE

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTE(4)
n (r′)dS ′ (4.160)

El resultado de esta integral puede obtenerse directamente a partir de la expresión (4.31),
si en dicha expresión se permuta la dimensión c por la dimensión a, y se cambian los su-
perı́ndices iguales a (2) por el superı́ndice (4). Posteriormente, el resultado obtenido se debe
expresar en coordenadas cilı́ndricas, y se debe particularizar después la expresión resultante
en el plano x = c (plano de situación del acceso coaxial). Ası́ pues, si m es un modo TEMz

del acceso coaxial, se tiene que:

T (1,4)
mTEM,nTE

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(4)

nTE
(ρ, φ) dS

= − 1√
2π ln(r1/r2)

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
k

(4)
y,n

k
(4)
t,n

I(1,4)(a)

mTEM,nTE
+ k

(4)
t,nI(1,4)(b)

mTEM,nTE

}

(4.161)

donde k
(4)
y,n = nyπ/b, y k

(4)
t,n es el número de onda de corte asociado al n-ésimo modo del ac-

ceso (4). Además, las expresiones de las integrales I
(1,4)(α)

mTEM,nTE (α = a, b) pueden encontrarse
en la sección G.2 del Apéndice G. En caso de que m sea un modo de tipo TEz del acceso
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coaxial, entonces se deduce:

T (1,4)
mTE,nTE

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(4)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
π

r1 − r2

k
(4)
y,n

k
(4)
t,n

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1)
mTE,nTE

− k
(4)
y,n

k
(4)
t,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(2)
mTE,nTE

− k
(4)
t,n

π

r1 − r2

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(3)
mTE,nTE

− k
(4)
t,n

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(4)
mTE,nTE

}
(4.162)

donde las integrales I
(r),(α)
mTE,nTE (α = 1, 2, 3, 4) se han definido en la sección G.2 del Apéndi-

ce G. Finalmente, si m es un modo TMz del acceso coaxial, se obtiene:

T (1,4)
mTM,nTE

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(4)
nTE

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2

a

√
εnxεny

c b
(−1)nx

{
k

(4)
y,n

k
(4)
t,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1)

mTM,nTE

− π

r1 − r2

k
(4)
y,n

k
(4)
t,n

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(2)

mTM,nTE
− k

(4)
t,n

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(3)

mTM,nTE

− π

r1 − r2

k
(4)
t,n

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(4)

mTM,nTE

}
(4.163)

Nuevamente, la definición de las integrales I
(r),(α)
mTM,nTE (α = 1, 2, 3, 4) puede encontrarse en la

sección G.2 del Apéndice G.

Caso 2: n es un modo de tipo TMz

Sea ahora n un modo de tipo TMz del acceso rectangular (4). En primer lugar, calcula-
mos la siguiente integral con respecto a las variables primadas:

Γ(4)
nTM

(r) =

∫

S′
ḠF

0 (r, r ′) · hTM(4)
n (r′)dS ′ (4.164)

El resultado de la integral anterior puede deducirse a partir de la expresión (4.40), si en di-
cha expresión se permuta la dimensión c por la dimensión a, y se cambian los superı́ndices
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iguales a (2) por el subı́ndice (4). Después, se debe expresar el resultado Γ
(4)
nTM(r) en coor-

denadas cilı́ndricas y particularizar la expresión obtenida en x = c (plano de situación del
acceso coaxial). Ası́ pues, en caso de que m sea un modo TEMz del acceso coaxial se tiene
que:

T (1,4)
mTEM,nTM

=

∫

S

hTEM(1)
m (ρ) · Γ(4)

nTM
(ρ, φ) dS

=
1√

2π ln(r1/r2)

2√
c b

k
(4)
x,n

(k
(4)
t,n)2

(−1)nx
1

sinh(k
(4)
t,n a)

ImTEM,nTM
(4.165)

donde k
(4)
x,n = nxπ/c. Por otro lado, la integral ImTEM,nTM

se ha definido en el Apéndice G.
En caso de que m sea un modo TEz del acceso coaxial, se obtiene:

T (1,4)
mTE,nTM

=

∫

S

hTE(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(4)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TE
(ζ),m

2√
c b

k
(4)
x,n

(k
(4)
t,n)2

(−1)nx
1

sinh(k
(4)
t,n a)

{
− π

r1 − r2

Nρ−1∑
r=0

r l(r)s,q I(r),(1)
mTE,nTM

+

Nρ−1∑
r=0

l(r)s,q I(r),(2)
mTE,nTM

}

(4.166)

donde, de nuevo, la definición de las integrales I
(r),(α)
mTE,nTM (α = 1, 2) puede hallarse en el

Apéndice G. Finalmente, sea m un modo de tipo TMz del acceso coaxial. En este caso se
concluye:

T (1,4)
mTM,nTM

=

∫

S

hTM(1)
m(ζ)

(ρ, φ) · Γ(4)
nTM

(ρ, φ) dS

= N TM
(ζ),m

2√
c b

k
(4)
x,n

(k
(4)
t,n)2

(−1)nx
1

sinh(k
(4)
t,n a)

{
−

Nρ∑
r=1

d(r)
s,q I(r),(1)

mTM,nTM

+

Nρ∑
r=1

r d(r)
s,q I(r),(2)

mTM,nTM

}

(4.167)

Las expresiones de las integrales I
(r),(α)
mTM,nTM (α = 1, 2) se pueden encontrar en el Apéndice G.

D. Cálculo de los elementos del bloque T
(1,1)
mn

En este caso, sabemos que existen problemas de singularidad en la función diádica de
Green, por lo que la estrategia a seguir consiste en expresar las soluciones modales de la
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guı́a coaxial en términos de las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular a la
que alimenta el coaxial. En este caso, dicha guı́a rectangular (guı́a rectangular de expansión)
es de dimensiones a × b (ver figura 4.18). Ası́, el desarrollo teórico que se debe realizar
es completamente equivalente al que se ha realizado en la sección 4.2.2 para el caso de
la excitación coaxial en configuración clásica. Por este motivo, los elementos del bloque
T

(1,1)
mn bajo análisis se pueden calcular a partir de los resultados obtenidos en la sección 4.2.2

cambiando en dichas expresiones la dimensión b por la dimensión c. Además, si se revisan
las expresiones obtenidas en dicha sección, k

(R)
t,i ahora hará referencia al número de onda de

corte del i-ésimo modo de la guı́a rectangular de expansión de dimensiones a× b.

4.3.3. Cálculo de los elementos de la matriz L

La expresión de los elementos de la matriz L se recuerda a continuación:

L(ξ)
mn =

∫

S

∫

S′
Nm(r) · ∇ × ḠF

0 (r, r′) · h(ξ)
n (r′) dS dS ′ (4.168)

donde ξ = 1, 2, 3, 4 hace referencia a los puertos de acceso de la estructura. Es importante
observar que los elementos de esta matriz para los bloques ξ = 2, 3, 4 (puertos de acceso
en guı́a rectangular) se han calculado en las expresiones (3.58)–(3.61) obtenidas en la sec-
ción 3.2.2 del capı́tulo 3. Para el caso en que ξ = 1 (bloque relativo al acceso coaxial), puesto
que, nuevamente, existen problemas de singularidad asociados con el rotacional de la fun-
ción diádica de Green, se emplea la estrategia de expresar las funciones vectoriales modales
de la guı́a coaxial en términos de las soluciones modales relativas a la guı́a rectangular de
expansión de dimensiones a× b. Ası́ pues, las expresiones de los elementos del bloque L

(1)
mn

pueden deducirse a partir de los resultados obtenidos en la sección 4.2.3, en la que se estudia-
ba la matriz L para el caso de la excitación coaxial en configuración clásica. En particular, los
elementos del bloque L

(1)
mn bajo análisis pueden obtenerse a partir de las expresiones (4.84),

(4.89) y (4.92) de la sección 4.2.3. Para ello, en dichas expresiones, simplemente se debe
cambiar la dimensión b por la dimensión c, y viceversa.

4.3.4. Cálculo de los elementos de la matriz F

La expresión de los elementos de la matriz F es la siguiente:

F (ξ)
mn =

∫

S

Hm(r) · h(ξ)
n (r) dS (4.169)

donde ξ = 1, 2, 3, 4 representa los accesos de la estructura. Los elementos de los bloques
F

(ξ)
mn con ξ = 2, 3, 4 relativos a los accesos en guı́a rectangular ya se han calculado en las

expresiones (3.63)–(3.69) obtenidas en la sección 3.2.2 del capı́tulo 3. Para calcular los ele-
mentos del bloque F

(1)
mn relacionados con el acceso coaxial se recurre nuevamente a expresar

las soluciones modales de la guı́a coaxial en términos de las funciones vectoriales modales
de la guı́a rectangular de expansión. Tal y como se ha comentado en la sección 4.2.4, aunque
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la matriz F no presenta problemas de singularidad, interesa utilizar esta técnica por motivos
de eficiencia computacional. Siguiendo esta estrategia, los elementos del bloque F

(1)
mn pue-

den obtenerse a partir de las expresiones (4.112)–(4.117). Si se revisan dichas expresiones,
se observará que se encuentran en función de unas integrales de superficie en las que inter-
vienen las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular de expansión. En este caso,
los resultados de dichas integrales de superficie pueden obtenerse a partir de las expresiones
(3.63)–(3.65), considerando en dichas ecuaciones que lz1 = c.

En los apartados anteriores se ha presentado la teorı́a necesaria para caracterizar el bloque
básico de excitación representado en la figura 4.17 en términos de una matriz de admitan-
cias generalizada (MAG) utilizando el método BI-RME 3D. A este respecto, es importante
recordar que la estructura bajo análisis consta de un único acceso de tipo coaxial y de tres
accesos en guı́a rectangular. Además, hay que observar que, según la numeración de puer-
tos establecida en la figura 4.17, el acceso coaxial se sitúa en el puerto (1) de la estructura
y que en la teorı́a que se ha desarrollado en las secciones anteriores se ha asumido que el
acceso coaxial está en dicho puerto. Sin embargo, en un caso práctico, el acceso coaxial
puede estar situado en cualquiera de los cuatro puertos representados en la figura 4.17, por
lo que es necesario comentar cómo se debe proceder en tales casos24. Supongamos entonces
que el acceso coaxial esté situado, por ejemplo, en el puerto (3) de la figura 4.17. En ese
caso, se procederı́a a renumerar los puertos de la estructura con el objetivo de que el acceso
coaxial volviese a ser el puerto número (1′). Para ello, el acceso rectangular situado enfrente
del acceso coaxial serı́a el nuevo puerto (2′) de la estructura, el acceso rectangular situado a
la derecha del acceso coaxial serı́a el nuevo puerto (3′), mientras que el acceso rectangular
situado a la izquierda del acceso coaxial serı́a el nuevo puerto (4′) (observar que de esta ma-
nera se está siendo coherente con la numeración original de los puertos)25. Seguidamente, se
analizarı́a la estructura siguiendo el método BI-RME 3D y, una vez obtenida la MAG corres-
pondiente, se procederı́a a reordenar los bloques de la misma con el propósito de obtener
una nueva MAG cuyos bloques estén referidos al sistema de numeración de puertos de la
figura 4.17. En caso de que el acceso coaxial estuviese en cualquier otro puerto de acceso, se
procederı́a de la misma manera.

4.3.5. Ejemplos de validación
En esta sección se van a presentar diferentes ejemplos de validación que servirán para

comprobar la precisión y la eficiencia computacional de la técnica BI-RME 3D aplicada al
análisis de la excitación coaxial de dispositivos en configuración colineal. En todas las estruc-
turas analizadas se utiliza la numeración de puertos establecida en la figura 4.17. Además,
en todos los ejemplos que se presentan en esta sección se han utilizado los parámetros de
simulación que se indican a continuación. En todos los puertos de acceso se han considerado

24En el capı́tulo 5, dedicado al análisis de filtros en configuración comb-line, se deberán conectar una serie de
matrices de admitancias generalizadas relativas a diferentes bloques básicos como el de la figura 4.17. Por este
motivo, interesa fijar una numeración para los cuatro puertos de acceso del bloque básico que, posteriormente,
permita organizar la conexión de las diferentes matrices multimodales.

25Adicionalmente, se debe considerar que las nuevas dimensiones de la cavidad rectangular son c× b× a.
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N = 15 modos; se han utilizado Nρ = 85 términos para expresar las soluciones moda-
les en la variable radial de la guı́a coaxial; se han empleado 80 puntos en la variable radial
y 15 puntos en la variable angular para la integración numérica de las diferentes integra-
les que aparecen en el cálculo de las matrices G y T; se ha tomado un factor de precisión
BI-RME 3D de ζ = 5; y se han utilizado QTE = QTM = 15000 modos de la guı́a rectangular
de expansión (es decir, un total de 30000 modos). A este respecto, es importante recalcar que
se ha realizado un estudio de convergencia del método en función de los parámetros QTE

y QTM y, como era de esperar, los resultados obtenidos son completamente similares a los
presentados en la sección 4.2.5.

La vista en planta de la primera estructura bajo análisis se ha representado en la figu-
ra 4.20, donde se aprecia que se trata de un dispositivo de dos puertos. En concreto, se han
abierto los puertos (1) y (2) del bloque básico de la figura 4.17. Si se consulta la figura 4.18

(1)Puerto

(2)Puerto

a

x̂

ẑ

a

Figura 4.20: Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial de
dispositivos en configuración colineal. En este primer ejemplo, se abren los accesos (1) y (2) del
bloque básico.

para recordar la nomenclatura utilizada para representar las diferentes variables que definen
las dimensiones del bloque básico, se tiene que las dimensiones de la cavidad rectangular
son a = 22,9 mm, b = 10,2 mm y c = a (la cavidad se ha implementado en la guı́a rec-
tangular estándar WR-90). Por otro lado, el poste conductor es de radio rc = 2,0 mm, su
altura es hc = 5,1 mm y su posición viene determinada por los parámetros dx,c = a/2 y
dz,c = 10,0 mm. Además, el radio externo de la guı́a coaxial es r1 = 2,4 mm, se asume
que εr = 4,6, y se considera que dicha guı́a está situada en una posición centrada, es decir,
dx = a/2 y dy = b/2. Por otra parte, la longitud de penetración de la sonda es hp = 5,0 mm.
En la figura 4.21 se ha representado el módulo de los parámetros de dispersión S11 y S12

obtenidos para diferentes valores del radio interno r2 de la guı́a coaxial. En particular, se han
considerado los casos en que r2 = 0,8 mm y r2 = 1,5 mm. Además, los resultados obtenidos
con la herramienta de simulación implementada se comparan satisfactoriamente con los re-
sultados proporcionados por el programa HFSS. En relación con la eficiencia computacional
del método, conviene destacar que la estructura se ha analizado en 155 segundos para un
total de 401 puntos en frecuencia. Por su parte, HFSS empleó 23 minutos para 41 puntos en
frecuencia.

En la figura 4.22 se presenta la vista en planta de la segunda estructura de validación.
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Figura 4.21: Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.20. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.

Esta vez, se abren los accesos (1) y (3) del bloque básico. Las dimensiones de la cavidad
rectangular, de la guı́a coaxial y del poste conductor son las mismas que las del ejemplo
anterior. Por otro lado, la guı́a coaxial continúa en una posición centrada, mientras que para el
poste conductor se consideran las siguientes posiciones relativas: (d(1)

x,c = a/2, d(1)
z,c = 10 mm)

y (d(2)
x,c = 16,45 mm, d

(2)
z,c = 14, 0 mm). En la figura 4.23 se muestran los resultados para los

(1)Puerto

(3)Puertoa

x̂

ẑ

a

Figura 4.22: Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial de
dispositivos en configuración colineal. En este segundo ejemplo, se abren los accesos (1) y (3) del
bloque básico.

parámetros de dispersión de la estructura y se consideran dos valores diferentes para el radio
interno del coaxial: r2 = 0,8 mm y r2 = 1,5 mm. Las curvas de trazo continuo se refieren
al caso en que la posición relativa del poste es (d(1)

x,c, d
(1)
z,c), mientras que las curvas de trazo

punteado son las relativas al caso en que la posición relativa del poste es (d(2)
x,c, d

(2)
z,c) y el

radio interno de coaxial es r2 = 1,5 mm. Nuevamente, los resultados obtenidos concuerdan
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perfectamente con los proporcionados por HFSS. En este caso, la estructura se simuló en 178
segundos para un total de 401 puntos en frecuencia, mientras que la simulación con HFSS
empleó 23 minutos para un total de 41 puntos en frecuencia.
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Figura 4.23: Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.22. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.

A continuación se analiza la estructura cuya vista en planta se representa en la figu-
ra 4.24. Se puede apreciar que es una estructura en la que se han abierto los puertos (1), (2)
y (3) del bloque básico. Las dimensiones de los diferentes elementos se mantienen cons-
tantes con respecto a los ejemplos de validación anteriores. Los parámetros de dispersión

(1)Puerto

(2)Puerto

(3)Puertoa

a

x̂

ẑ

Figura 4.24: Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial de
dispositivos en configuración colineal. En este tercer ejemplo, se abren los accesos (1), (2) y (3) del
bloque básico.

de esta nueva estructura se presentan en la figura 4.25, donde las curvas de trazo continuo
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grueso se refieren al parámetro S21, mientras que las curvas de trazo continuo más fino son
las relativas al parámetro S31. Además, se han considerado dos casos diferentes para el radio
interno del coaxial r2, y para la posición relativa (dx,c, dz,c) del poste conductor (los valores
considerados para la posición relativa del poste son los mismos que los del ejemplo de va-
lidación anterior). En este caso, donde nuevamente los resultados obtenidos presentan una
excelente concordancia con HFSS, la simulación se realizó en 187 segundos (401 puntos en
frecuencia). Por su parte, HFSS tardó 26 minutos (41 puntos en frecuencia).
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Figura 4.25: Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.24. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.

Seguidamente, se analiza la estructura representada en la figura 4.26, donde, esta vez, se
observa que se abren los puertos (1), (3) y (4) del bloque básico. Las dimensiones de los di-
ferentes elementos son las mismas que las consideradas en los ejemplos anteriores (se toma
r2 = 0,8 mm). Sin embargo, en este nuevo ejemplo el poste se encuentra en una posición
centrada, es decir, (dx,c, dz,c) = (a/2, c/2). Además, se considera que el coaxial está en una
posición descentrada con respecto a la guı́a rectangular que alimenta. En concreto, se anali-
zan dos casos diferentes. En el primero de ellos, se toma (d(1)

x = a/2, d
(1)
y = b/2 + 2,0 mm)

y en el segundo se caso se considera (d(2)
x = a/2− 4,0 mm, d

(2)
y = b/2) (ver figura 4.19). El

módulo del parámetro S31 de este ejemplo de validación se muestra en la figura 4.27, donde
se aprecia que la comparación con HFSS es muy satisfactoria. En este caso, los tiempos de
simulación son muy similares a los del último caso analizado.

A continuación, se analiza la estructura representada en la figura 4.28, en la que se abren
los 4 accesos del bloque básico. Las dimensiones de la guı́a coaxial, que en este caso se
encuentra en una posición centrada, son las mismas que en los ejemplos anteriores. Por otro
lado, el poste conductor, cuyas dimensiones también se mantienen, se sitúa en la posición re-
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a
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)1(

)3()4(

Figura 4.26: Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial de
dispositivos en configuración colineal. En este cuarto ejemplo, se abren los accesos (1), (3) y (4) del
bloque básico.
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Figura 4.27: Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.26. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.

lativa (dx,c = 16,45 mm, dz,c = 14, 0 mm). Los resultados para los parámetros de dispersión
de esta nueva estructura se presentan en la figura 4.29, donde, nuevamente, apreciamos una
excelente concordancia con respecto a HFSS. En este caso, la estructura se ha analizado en
229 segundos para un total de 401 puntos en frecuencia. La simulación con HFSS utilizó 28
minutos para 41 puntos en frecuencia.

Finalmente, en la figura 4.30 se representa la geometrı́a del último ejemplo de validación
que se presenta en esta sección. Se observa que la estructura posee dos puertos de acce-
so, siendo uno de ellos de tipo coaxial. Por otro lado, al puerto (2) del bloque básico se le
conecta una guı́a rectangular de dimensiones a(2) × b(2) a través de un iris de sección trans-
versal rectangular de dimensiones a(1)× b(1). Las dimensiones de la cavidad rectangular son
a = 22,15 mm, b = 47,55 mm y c = 25,4 mm. Por su parte, los radios externo e interno
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Figura 4.28: Estructura utilizada para validar la herramienta de análisis de la excitación coaxial
de dispositivos en configuración colineal. En este quinto ejemplo, se abren los 4 accesos del bloque
básico.
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Figura 4.29: Parámetros de dispersión asociados a la estructura representada en la figura 4.28. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.

de la guı́a coaxial son r1 = 2,4 mm y r2 = 0,8 mm, respectivamente; se considera que
εr = 4,6; y la profundidad de penetración de la sonda es hp = 5,0 mm. Por otro lado, la
posición relativa de la guı́a coaxial es dx = a/2 y dy = 38,68 mm. El poste conductor es de
radio rc = 3,302 mm, su altura es hc = 33,28 mm y está situado en una posición centrada.
Con respecto al iris de acoplamiento, se tiene que sus dimensiones son a(1) = 19,93 mm,
b(1) = 9,97 mm y liris = 2,0 mm, y está situado a una altura d = 18,8 mm (el iris se en-
cuentra centrado con respecto a la otra dimensión). Finalmente, las dimensiones del puerto
rectangular (2) de salida son a(2) = 109,22 mm y b(2) = 54,61 mm.

El módulo del parámetro de transmisión S21 asociado a esta estructura se presenta en la
figura 4.31, y los resultados obtenidos se comparan con éxito con los datos proporcionados
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Figura 4.30: Vistas lateral y superior de la conexión del bloque básico de la figura 4.17 con una guı́a
rectangular de dimensiones a(2)×b(2) a través de un iris rectangular de sección transversal a(1)×b(1)

y longitud liris.

por HFSS. La estructura se simuló en un tiempo de 181 segundos para un total de 401 puntos
en frecuencia. Por su parte, HFSS empleó un total de 22 minutos para 41 puntos en frecuen-
cia. Por último, es importante comentar que las diferentes discontinuidades entre las guı́as
de sección transversal rectangular presentes en la estructura analizada se han caracterizado
utilizando la técnica de la ecuación integral presentada en el capı́tulo 2.
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Figura 4.31: Parámetro de transmisión asociado a la estructura representada en la figura 4.30. Los
datos obtenidos se comparan con los que proporciona HFSS.



Capı́tulo 5

Herramienta de Análisis de Filtros y
Dispositivos en Configuración Comb-Line

5.1. Introducción
El objetivo fundamental de este capı́tulo es presentar una herramienta de simulación des-

tinada al análisis multimodal riguroso y eficiente de los denominados filtros en configuración
comb-line. Este tipo de filtros está constituido por la asociación de diferentes cavidades rec-
tangulares cargadas con postes conductores de altura variable que poseen geometrı́a cilı́ndri-
ca [73], [97] (ver figura 5.1). El acoplamiento electromagnético entre las diferentes cavidades
rectangulares que integran el filtro se logra mediante un conjunto de irises que, tradicional-
mente, son de geometrı́a rectangular. Por otro lado, este tipo de filtros suele alimentarse
mediante una guı́a coaxial en configuración colineal, como las estudiadas en el capı́tulo an-
terior. Además, la sonda coaxial puede contactar o no con el poste conductor de la cavidad
rectangular a la que se conecta la guı́a coaxial. La herramienta de análisis que se describe en
el presente capı́tulo considera que la sonda coaxial no contacta con dicho poste conductor,
considerando el otro tipo de configuración como una posible futura lı́nea de investigación.

Los filtros en configuración comb-line se emplean frecuentemente en sistemas de comu-
nicaciones espaciales debido, fundamentalmente, a que presentan un diseño compacto, el
coste de fabricación es relativamente bajo, ofrecen una gran facilidad para ajustar la fre-
cuencia central de la banda de paso del filtro en un amplio rango frecuencial, y presentan
una respuesta en frecuencia libre de espúreos [98], [99], [100]. Por el contrario, la princi-
pal desventaja de este tipo de filtros reside en el hecho de que tienen pérdidas elevadas,
como consecuencia de que el factor de calidad Q que se puede lograr es relativamente ba-
jo [100]. En la literatura técnica se pueden encontrar numerosas aportaciones dedicadas al
análisis y diseño de este tipo de filtros, de entre las cuales merece destacar las investigacio-
nes desarrolladas por Yao (1995) [97] y El-Sabbagh (2001) [73]. En estos trabajos se efectúa
una caracterización multimodal rigurosa de este tipo de estructuras utilizando la técnica de
adaptación modal, y se estudia en profundidad el acoplamiento que se produce entre las dife-
rentes cavidades del filtro con el fin de optimizar la respuesta en frecuencia de los diferentes
diseños presentados. Por otro lado, otra contribución interesante es la que presenta Wang
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Figura 5.1: Diplexor en configuración comb-line implementado en tecnologı́a guiada. El dispositi-
vo consta de 12 resonadores rectangulares cargados con postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica
(realmente, se trata de 2 filtros, cada uno con 6 resonadores rectangulares).

(1998) [100]. En este trabajo, se investiga cómo minimizar las pérdidas de los filtros en con-
figuración comb-line y, para ello, se propone sustituir los postes conductores clásicos de este
tipo de filtros por postes dieléctricos. El estudio demuestra que, efectivamente, con esta nue-
va estructura es posible reducir sustancialmente las pérdidas del dispositivo. Sin embargo,
con esta nueva configuración, las frecuencias espúreas están más cercanas a la frecuencia
central de la banda de paso del filtro, en comparación con la respuesta eléctrica del filtro
comb-line clásico que utiliza postes conductores.

En el presente capı́tulo se muestra una herramienta de simulación muy eficiente desde
un punto de vista computacional, destinada al análisis y diseño de filtros en guı́a de onda en
configuración comb-line. La estrategia utilizada para lograr una caracterización multimodal
de las estructuras bajo análisis combina el uso de la técnica de la ecuación integral desarro-
llada en el capı́tulo 2 y el método BI-RME 3D presentado en los capı́tulos 3 y 4. Además de
la elevada eficiencia computacional ya comentada, es importante destacar la enorme flexibi-
lidad de la herramienta implementada. Ası́ por ejemplo, tal y como se detalla en secciones
posteriores, la herramienta permite considerar, además de los clásicos postes cilı́ndricos, pos-
tes conductores de geometrı́a cilı́ndrica arbitraria en las diferentes cavidades rectangulares
que integran el filtro, como son postes en forma de vaso o postes en forma de champiñón.
La herramienta permite, asimismo, la introducción de postes de sintonı́a en las cavidades, la
consideración de sondas coaxiales de excitación terminadas en disco e, incluso, introducir
irises de acoplamiento de geometrı́a circular entre las cavidades. Todas estas modificaciones
con respecto a la geometrı́a canónica de los filtros en configuración comb-line, las cuales
no han sido investigadas hasta ahora en la literatura técnica relativa al análisis de este tipo
de filtros, posibilitarán un diseño sumamente optimizado de los diferentes dispositivos bajo
análisis.

Por otro lado, es importante comentar que todo el trabajo desarrollado en este capı́tulo se
enmarca en un contrato de colaboración entre la Universidad Politécnica de Valencia, la Uni-
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versidad de Valencia, la Universidad Miguel Hernández de Elche y la empresa Thales Alenia
Space (Ref. AAS-UPV/0F221/05.011). El objetivo fundamental del contrato de investiga-
ción es el desarrollo de una herramienta de análisis y diseño de filtros en tecnologı́a guiada
con resonadores en configuración comb-line. Además, se considera crucial que la nueva he-
rramienta reduzca sustancialmente el tiempo de análisis de dichos dispositivos con respecto
al que se consume con otros programas comerciales de propósito general, como por ejemplo
HFSS. A continuación, se describe en primer lugar la herramienta de análisis implementada;
posteriormente se presenta la base teórica que se ha utilizado para conseguir la caracteriza-
ción multimodal de los filtros bajo análisis y, finalmente, se procede a validar la herramienta
presentando diferentes ejemplos de filtros y dispositivos en configuración comb-line.

5.2. Descripción de la Herramienta Implementada
La herramienta de análisis de filtros en configuración comb-line debe satisfacer los si-

guientes requisitos:

La herramienta debe poder simular filtros de tecnologı́a guiada en configuración comb-
line con un número arbitrario de resonadores. La definición de las topologı́as se reali-
zará mediante una matriz de M×N cavidades, mediante la cual se indicará el esquema
de interconexión.

Los resonadores estarán formados por una cavidad de geometrı́a rectangular cargada
con un poste conductor de altura variable. El poste conductor puede presentar otras dos
posibles formas, aparte de la geometrı́a cilı́ndrica clásica, a saber: poste en forma de
champiñón y poste en forma de vaso (poste parcialmente hueco). También existirá la
posibilidad de simular un tornillo metálico de sintonı́a con cualquiera de los postes
descritos. Este tornillo de sintonı́a podrá estar situado en una posición arbitraria de la
tapa de la cavidad.

Los resonadores se acoplarán mediante irises de geometrı́a rectangular o circular y de
dimensiones arbitrarias. Los irises se practicarán en cualquiera de las caras verticales
del resonador y, en principio, su posición será arbitraria.

Las interfaces de entrada y de salida serán mediante guı́a coaxial de dimensión arbitra-
ria situadas en cualquiera de las caras verticales del resonador (excitación coaxial en
configuración colineal). También se debe contemplar la posibilidad de que las interfa-
ces de entrada y de salida se implementen mediante guı́a rectangular de las mismas o
de diferentes dimensiones que las caras laterales del resonador.

Para el caso de las interfaces de entrada y salida de tipo coaxial, los acoplamientos se
realizarán mediante sondas convencionales o mediante sondas coaxiales terminadas en
disco.

Ası́ pues, siguiendo estos requerimientos, en la figura 5.2 se ha representado la vista en
planta de un filtro en configuración comb-line genérico con 10 resonadores y 2 puertos de
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acceso en guı́a coaxial. Uno de los puertos de acceso se ha implementado mediante sonda
coaxial estándar, mientras que en el otro puerto de acceso la sonda coaxial se encuentra ter-
minada en disco. En la estructura, se aprecian los postes conductores de diferentes radios y
alturas, los irises de acoplamiento entre cavidades, ası́ como los tornillos de sintonı́a presen-
tes en 3 resonadores (en la figura 5.2, los tornillos de sintonı́a se han representado utilizando
cı́rculos más oscuros y de un radio menor que el de los postes conductores)1.

Figura 5.2: Filtro genérico en configuración comb-line constituido por 10 resonadores y 2 puertos
de acceso en guı́a coaxial. En tres de los resonadores se ha incluido un tornillo de sintonı́a.

La implementación de la herramienta de simulación se ha estructurado en 5 etapas de
complejidad creciente. El objetivo de cada uno de estas etapas se detalla a continuación:

Etapa 1. Análisis de la cavidad rectangular básica de la estructura. El objetivo
de esta etapa es la implementación de un módulo de simulación que permita la ca-
racterización multimodal de una cavidad rectangular cargada con un poste conductor
cilı́ndrico de altura variable y situado en una posición arbitraria en la base de la ca-
vidad. Se considerará que la cavidad puede tener hasta un máximo de 4 puertos de
acceso de tipo rectangular de dimensiones arbitrarias, situados en cada una de las 4
paredes laterales del resonador.

Etapa 2. Análisis del bloque de excitación de la estructura. El objetivo de esta
segunda etapa es generar una herramienta de simulación que caracterice de forma efi-

1La topologı́a del filtro de la figura 5.2 puede definirse mediante una matriz de dimensiones M×N (M = 4
filas, N = 3 columnas), estando vacı́as las posiciones (2, 1) y (3, 1) de dicha matriz. Siguiendo esta notación,
se observa que los tornillos de sintonı́a se encuentran en los resonadores (2, 3), (3, 2) y (4, 1). Por otro lado,
los puertos de acceso se encuentran situados en los resonadores (1, 1) y (4, 1).
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ciente y rigurosa la excitación de la estructura mediante sonda coaxial en configuración
colineal. La sonda coaxial será de tipo estándar y no estará soldada al poste conductor.
En otras palabras, el bloque básico de excitación es una cavidad rectangular cargada
con un poste conductor que puede tener hasta un máximo de 4 puertos de acceso si-
tuados en las paredes laterales del resonador. Uno de estos puertos de acceso debe ser
de tipo coaxial en configuración colineal, y el resto de puertos de acceso se implemen-
tarán en guı́a rectangular.

En este punto es importante comentar que las etapas 1 y 2 ya se han resuelto y validado
en capı́tulos anteriores. En particular, la estructura básica de la etapa 1 se resolvió en el
capı́tulo 3 dedicado al análisis y diseño de uniones compensadas en guı́a rectangular. Por
otro lado, la etapa 2 se ha resuelto en la sección 4.3 del capı́tulo anterior dedicado al análisis
de la excitación coaxial de dispositivos en configuración colineal.

Etapa 3. Herramienta preliminar de análisis de la estructura. El objetivo de esta
tercera etapa es implementar una herramienta de simulación que, mediante la conexión
de los bloques generados en las dos etapas anteriores, permita analizar una primera so-
lución básica de las estructuras propuestas. La estructura básica consiste en un filtro
de cavidades rectangulares de tipo comb-line que incluya acoplamientos entre cavi-
dades mediante irises de geometrı́a rectangular. Las excitaciones de entrada y salida
serán mediante sonda coaxial estándar o terminada en disco. También se incluirá la
posibilidad de que la excitación se realice mediante guı́a rectangular.

Etapa 4. Herramienta básica de análisis de filtros. El objetivo de esta cuarta etapa
consiste en ampliar la herramienta básica generada en la etapa anterior para que in-
cluya postes conductores en forma de champiñón y de vaso como elemento resonante,
ası́ como la presencia de tornillos metálicos de sintonı́a de forma cilı́ndrica.

Etapa 5. Ampliación de la herramienta de análisis. El objetivo de esta etapa es
ampliar la herramienta de la etapa anterior para que incluya irises de interconexión
entre cavidades de geometrı́a circular.

A continuación se presenta una descripción detallada de la herramienta de análisis im-
plementada. En particular, se describen las caracterı́sticas de los diferentes elementos que
integran los filtros en configuración comb-line: resonadores, postes conductores, irises de
acoplamiento, tornillos metálicos de sintonı́a y puertos de acceso.

Resonadores
Los resonadores que integran el filtro son de geometrı́a rectangular y sus dimensiones son

arbitrarias. Las dimensiones de los resonadores se denotarán como a × b × c, tal y como se
presenta en la figura 5.3. Los resonadores están cargados con postes conductores de simetrı́a
cilı́ndrica, los cuales están en contacto con la tapa inferior del resonador. Por otra parte, en
la figura 5.3 se ha indicado la numeración que se va a utilizar para identificar cada una de
las cuatro caras verticales de los resonadores. En cada una de estas caras verticales se puede
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conectar un iris de acoplamiento, o bien un puerto de acceso de cualquiera de los tipos que
soporta la herramienta (los tipos de puerto de acceso soportados se detallan posteriormente).
Ası́ pues, según el sistema de referencia de la figura 5.3, el puerto (1) se sitúa en z = −c/2,
el puerto (2) en z = c/2, el puerto (3) se encuentra en x = −a/2 y el puerto (4) en x = a/2.
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ŷ

czd ,

cxd ,-

)1(

)2(

)3()4(

Figura 5.3: Vista en planta y vista lateral de un resonador comb-line de dimensiones a × b × c
cargado con un poste conductor cilı́ndrico situado en la posición relativa (−dx,c, 0, dz,c).

Postes conductores

Los postes conductores que soporta la herramienta implementada son de tres tipos (todos
ellos poseen simetrı́a cilı́ndrica):

Poste conductor de forma cilı́ndrica. Este tipo de poste está definido a partir del radio
rc y la altura hc (ver figura 5.4).

Poste conductor en forma de champiñón. Este tipo de poste se define a partir de los
radios rch,1 y rch,2, y las alturas hch,1 y hch,2 (ver figura 5.4).

Poste conductor en forma de vaso (poste parcialmente hueco). El poste en forma de
vaso se define a partir de los radios rv,1 y rv,2, y las alturas hv,1 y hv,2 (ver figura 5.4).

Las dimensiones de los diferentes tipos de postes se han representado en la figura 5.4. Por
otro lado, para definir la posición relativa de los postes conductores se usa el sistema de
referencia representado en la figura 5.3, el cual se encuentra centrado en la base inferior
del resonador comb-line. Ası́ por ejemplo, la posición relativa del poste conductor de la
figura 5.3 vendrı́a dada por los parámetros (−dx,c, 0, dz,c). Por otra parte, en caso de que el
poste se encuentre centrado en el resonador, se tendrı́a dx,c = dz,c = 0.
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Figura 5.4: Vistas laterales de los diferentes tipos de postes conductores soportados por la he-
rramienta de simulación: poste cilı́ndrico (arriba izquierda); poste en forma de champiñón (arriba
derecha); y poste en forma de vaso (abajo).

Irises de acoplamiento

Los resonadores comb-line se acoplan entre sı́ mediante irises de interconexión. Los irises
de acoplamiento pueden estar en cualquiera de las cuatro caras verticales de los resonadores
comb-line. Para definir la posición relativa del iris se emplea un sistema de referencia centra-
do en cada una de las caras verticales del resonador. En la figura 5.5 se tiene un ejemplo para
un iris situado en la cara vertical del resonador de dimensiones a × b. La posición relativa
del iris viene dada por los parámetros (dx,ir, dy,ir) (en caso de que el iris esté en una posición
centrada se tendrá dx,ir =dy,ir =0). Por otra parte, la herramienta soporta dos tipos de irises:
rectangulares y circulares. Los primeros de ellos están definidos a partir de sus dimensiones
transversales air × bir, mientras que los irises circulares se definen a partir del radio rir

2.
La longitud de los irises se define con el parámetro lir (esta longitud no se representa en la
figura 5.5).

Tornillos de sintonı́a

La herramienta implementada permite la posibilidad de incluir tornillos metálicos de sin-
tonı́a de geometrı́a cilı́ndrica en los resonadores rectangulares que integran el filtro comb-line3.
Estos tornillos, que se sitúan en la tapa superior de los resonadores, se definen a partir del
radio rt y la altura ht (ver figura 5.6). Por otro lado, para definir la posición relativa de los

2En caso de que el iris sea de tipo circular, la definición de la posición relativa de dicho iris se realiza de la
misma manera que la explicada en la figura 5.5 para el caso del iris rectangular.

3La versión actual del simulador sólo permite incluir un tornillo metálico de sintonı́a por resonador.
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Figura 5.5: Sistema de referencia utilizado para definir la posición relativa de los irises de acopla-
miento entre resonadores comb-line.

tornillos de sintonı́a se utiliza el mismo sistema de referencia que el utilizado para definir la
posición de los postes conductores; es decir, un sistema de coordenadas centrado en la base
inferior del resonador comb-line. Ası́ por ejemplo, la posición relativa del tornillo de sintonı́a
de la figura 5.6 se definirı́a a partir los parámetros (dx,t, b, dz,t).
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Figura 5.6: Vista en planta y vista lateral de un resonador comb-line con un tornillo de sintonı́a de
radio rt y altura ht situado en la posición relativa (dx,t, b, dz,t).

Puertos de acceso

La herramienta implementada permite considerar cinco tipos de puertos de acceso di-
ferentes. Los puertos de acceso, que pueden estar situados en cualquier cara vertical del
resonador comb-line, se describen a continuación4:

4En cada resonador comb-line solamente se puede definir un único puerto de acceso.
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Puerto de acceso de sección transversal rectangular cuyas dimensiones coinciden con
las de la cara lateral del resonador en que se sitúa el acceso.

Puerto de acceso de sección transversal rectangular cuyas dimensiones no coinciden
con las de la cara lateral del resonador en que se sitúa el acceso. Este tipo de puerto
se define a partir de las dimensiones transversales ap × bp. En la figura 5.7, se ha
representado un ejemplo en el que un puerto de acceso de este tipo está centrado con
respecto a la cara vertical del resonador de dimensiones a × b. Por otro lado, para
definir la posición relativa del puerto con respecto al resonador, se emplea un sistema
de referencia idéntico al representado en la figura 5.5. En este caso, la posición relativa
del puerto con respecto a la cara vertical del resonador se define con los parámetros
(dx,p, dy,p).

b

a

pa

pb

Figura 5.7: Puerto de acceso de sección transversal rectangular (ap × bp) cuyas dimensiones no
coinciden con las de la cara lateral del resonador (a× b).

Puerto de acceso de sección transversal rectangular a través de iris de tipo rectangu-
lar. En este caso, el puerto de acceso es también de sección transversal rectangular. Sin
embargo, a diferencia de los dos casos anteriores, esta vez se sitúa un iris rectangular
entre la cara vertical del resonador y el puerto de acceso, tal y como se recoge en la
figura 5.8. En este caso, las dimensiones transversales del iris son air,p× bir,p, y su lon-
gitud es lir,p. Además, las dimensiones transversales del puerto de acceso rectangular
son a′p × b′p. Por otro lado, para definir la posición relativa entre las diferentes guı́as
rectangulares implicadas en este tipo de acceso, se utiliza un sistema de referencia de
tipo centrado como el utilizado en la figura 5.5.

Puerto de acceso mediante sonda coaxial convencional en configuración colineal. Este
tipo de puerto se ha representado en la figura 5.9 si se toma rd = hd = 0. Además, en
dicha figura se considera el caso en que el acceso coaxial se sitúa en la cara vertical del
resonador comb-line de dimensiones a× b. El radio externo de la guı́a coaxial es r1, el
radio interno es r2, hp representa la profundidad de penetración de la sonda y se asume
que la permitividad dieléctrica relativa de la guı́a es εr. Para definir la posición relativa
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Figura 5.8: Puerto de acceso de sección transversal rectangular de dimensiones a′p × b′p a través de
un iris de tipo rectangular de sección transversal air,p × bir,p y longitud lir,p.

de la sonda coaxial se emplea el sistema de referencia mostrado en la figura 5.9, el
cual se encuentra centrado en la cara lateral del resonador comb-line en que se sitúa el
acceso coaxial. La posición relativa del coaxial se establece a partir de los parámetros
(dx, dy) (en caso de estar en una posición centrada se tiene dx =dy =0).

Puerto de acceso mediante sonda coaxial terminada en disco en configuración coli-
neal. En este caso, tal y como se recoge en la figura 5.9, la sonda coaxial se encuentra
terminada en disco de radio rd y altura hd. La definición de la posición relativa del
puerto se realiza de la misma manera que en el puerto coaxial con sonda convencional.

Una vez definidas las caracterı́sticas básicas de la herramienta implementada, seguida-
mente se procede a explicar la base teórica en la que se fundamenta el simulador.

5.3. Fundamentos Teóricos
El análisis multimodal de los filtros en configuración comb-line se fundamenta en el

método BI-RME 3D desarrollado en los capı́tulos 3 y 4, y en la técnica de la ecuación
integral presentada en el capı́tulo 2. En particular, el método BI-RME 3D se utiliza para
caracterizar los resonadores comb-line que integran el filtro (cavidades rectangulares carga-
das con postes conductores de simetrı́a cilı́ndrica incluyendo también los posibles tornillos
de sintonı́a) en términos de una matriz de admitancias generalizada (MAG). Por su parte,
la técnica de la ecuación integral se utiliza para caracterizar las discontinuidades planares
que surgen al interconectar los resonadores comb-line mediante irises de acoplamiento en
términos de matrices de impedancias generalizadas (MIG).

Con el fin de aclarar los conceptos, supongamos que cierto resonador comb-line po-
see cuatro irises de acoplamiento, situados en cada una de las cuatro caras verticales del
resonador (estos irises pueden ser de sección transversal rectangular o circular). La herra-
mienta está implementada de manera que la MAG que proporciona el método BI-RME 3D
está siempre referida a puertos de acceso de sección transversal rectangular cuyas dimensio-
nes coinciden con las de las caras verticales del resonador 5. En consecuencia, con el objeto

5En el caso particular de que los resonadores comb-line incluyan un puerto de acceso de excitación en guı́a
coaxial, se utilizará la teorı́a desarrollada en el capı́tulo 4 para caracterizar este tipo de resonador.
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Figura 5.9: Puerto de acceso mediante sonda coaxial terminada en disco. En caso de que
rd = hd = 0 se obtiene la sonda coaxial convencional.

de incluir el efecto de los irises, a continuación se debe conectar en cada uno de los puertos
del resonador comb-line la MIG correspondiente a la unión planar que se produce entre las
dos guı́as de sección transversal rectangular presentes en la discontinuidad: una de ellas se
corresponde con una de las caras laterales del resonador, y la otra con la guı́a rectangular (o
circular) que define el iris. Con el objetivo de caracterizar dicha unión planar en términos
de una MIG se empleará la técnica de la ecuación integral. Además, puesto que el iris es un
tramo de guı́a uniforme de cierta longitud l, posteriormente también se debe conectar a las
matrices multimodales anteriores, la MIG correspondiente a un tramo de guı́a uniforme de
sección transversal rectangular (o circular).

A continuación, se describe el procedimiento que utiliza la herramienta implementa-
da para analizar un filtro genérico en configuración comb-line. Sea, por ejemplo, el filtro
comb-line de 10 resonadores representado en la figura 5.2. Si se utiliza la notación matri-
cial comentada anteriormente para denotar cada uno de los resonadores del filtro, se observa
que, por ejemplo, el resonador (2, 2) posee dos irises de acoplamiento de cierta longitud l.
La caracterización multimodal de dicho resonador implica, en primer lugar, la obtención de
la MAG asociada a una cavidad rectangular cargada con un poste conductor de radio r y
de altura h situado en una posición arbitraria. Además, se considera que la MAG de dicho
resonador está calculada con respecto a dos puertos de acceso de sección transversal rectan-
gular cuyas dimensiones coinciden con las de las caras laterales de la cavidad rectangular.
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Seguidamente, se deben calcular las MIG asociadas a las dos uniones planares que se crean
al conectar los dos irises de acoplamiento en las dos caras laterales del resonador comb-line.
Ya finalmente, se deben obtener las MIG correspondientes a los dos tramos de guı́a uniforme
de longitud l definidos por los irises de acoplamiento. La conexión de todas las matrices mul-
timodales implicadas en la caracterización multimodal de este resonador se ha representado
en la figura 5.10. En dicha figura, Y hace referencia a la MAG correspondiente al resona-
dor comb-line; Zir1 y Zir2 son las MIG asociadas a las uniones planares que se producen
al insertar los irises de acoplamiento; y Zgu1 y Zgu2 representan las MIG relativas a los dos
tramos de guı́a uniforme que definen los irises. Si se sigue este procedimiento para cada uno

Y
1irZ

2irZ

2guZ

1guZ

Figura 5.10: Conexión de todas las matrices multimodales implicadas en la caracterización del
resonador (2, 2) del filtro comb-line genérico de la figura 5.2.

de los 10 resonadores comb-line que integran el filtro, se consigue una representación multi-
modal equivalente para cada uno de los resonadores en términos de un conjunto de matrices
multimodales de admitancias e impedancias generalizadas.

Por otro lado, es importante observar que, dado que cada iris de acoplamiento interco-
necta dos resonadores del filtro, surge la necesidad de definir una regla que establezca a
qué resonador de los dos se debe asociar las matrices de impedancias generalizadas que sur-
gen al caracterizar los tramos de guı́a uniforme que definen los irises de acoplamiento. La
estrategia que se utiliza consiste en sumar los ı́ndices matriciales que definen la posición de
cada resonador del filtro. Si para cierto resonador dicha suma proporciona un número par,
entonces las MIG asociadas a los tramos de guı́a uniforme definidos por los irises de aco-
plamiento que se conectan a dicho resonador sı́ deben asociarse a la MAG que lo caracteriza
(este es precisamente el caso del resonador (2, 2) analizado en la figura 5.10). Si, por el con-
trario, dicha suma origina un número impar para un resonador dado, ello significa que a la
MAG que caracteriza dicho resonador no se le deben asociar las MIG correspondientes a los
tramos de guı́a uniforme que aportan los irises de acoplamiento que se conecten al resonador.
A este respecto, consideremos el resonador (2, 3) del filtro de la figura 5.2. En este caso, la
suma de los ı́ndices matriciales que definen su posición en el filtro proporciona un número
impar, por lo que a la MAG de este resonador no se le deben asociar las MIG correspondien-
tes a los tramos de guı́a uniforme asociados a los irises de acoplamiento que se conecten a
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dicho resonador. En la figura 5.11 se ha representado la caracterización multimodal de este
resonador, y se observa que está definido a partir de una MAG de dos puertos asociada al
propio resonador comb-line y de las dos MIG relativas a las uniones planares que surgen al
insertar los irises (las MIG asociadas a los dos tramos de guı́a uniforme que se conectan al
resonador (2, 3) se considerarán en las representaciones multimodales equivalentes de los
resonadores (1, 3) y (2, 2), cuyos ı́ndices matriciales de posición suman números pares).

Y
1ir

Z

2ir
Z

Figura 5.11: Matrices multimodales implicadas en la caracterización del resonador (2, 3) del filtro
comb-line genérico de la figura 5.2.

Posteriormente, se debe partir de la representación multimodal obtenida para cada reso-
nador con el fin de obtener una MIG equivalente (la teorı́a relativa a este tema se presenta
al final de esta sección). Ası́, por ejemplo, en la figura 5.12 se representa el objetivo que se
persigue para el caso particular del resonador (2, 2) del filtro de la figura 5.2: se parte de la
representación multimodal obtenida para el resonador (ver figura 5.10) y se calcula una MIG
equivalente. Es importante destacar que el número de puertos de acceso de la MIG equiva-

Y 1irZ

2irZ

2guZ

1guZ

)2,2(

eqZ

Figura 5.12: Obtención de una MIG equivalente para la representación multimodal del resonador
(2, 2) del filtro de la figura 5.2.

lente obtenida coincide con el número de puertos de acceso de la MAG asociada al resonador
en cuestión. Ası́ por ejemplo, observamos que la MIG equivalente obtenida en la figura 5.12
es una matriz multimodal de dos puertos de acceso, al igual que la MAG presente en dicha
figura.

Una vez que se han calculado las MIG equivalentes para cada una de las representaciones
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multimodales asociadas a los resonadores que integran el filtro, se deben conectar todas entre
sı́ adecuadamente, de acuerdo con la configuración del filtro comb-line. La interconexión de
las MIG equivalentes para el caso particular del filtro de la figura 5.2 se ha representado en
la figura 5.13. En esta figura, las MIG Z

(i,j)
eq representan las matrices multimodales equiva-

lentes asociadas a cada uno de los resonadores del filtro. A partir de la interconexión de las
diferentes MIG equivalentes, se puede fácilmente plantear un sistema de ecuaciones lineales
cuya resolución permite caracterizar el filtro en términos de los correspondientes parámetros
de dispersión.

)1,1(

eqZ )2,1(

eqZ
)3,1(

eqZ

)3,2(

eqZ)2,2(

eqZ

)2,3(

eqZ )3,3(

eqZ

)1,4(

eqZ )2,4(

eqZ
)3,4(

eqZ

Figura 5.13: Interconexión de las MIG equivalentes para el filtro comb-line genérico de la figura 5.2.

Para finalizar esta sección, a continuación se presenta la teorı́a que permite obtener la
MIG equivalente correspondiente a la representación multimodal de cada resonador (ver
figura 5.12 para el caso del resonador (2, 2) del filtro de la figura 5.2). Para ello, consideremos
la figura 5.14, en la que se tiene la conexión entre una MIG de 4 accesos asociada a un
resonador comb-line6 y una MIG de 2 accesos relativa a la unión planar correspondiente a la
discontinuidad que se produce al conectar un iris de acoplamiento a una de las caras laterales
del resonador comb-line7. En la figura 5.14, V

(i)
c e I

(i)
c (i = 1, . . . , 4) se corresponden con

las tensiones y corrientes modales en los puertos de acceso de la MIG Zc; y V
(i)
ir e I

(i)
ir

(i = 1, 2) son las tensiones y corrientes modales asociadas a los puertos de la MIG Zir. Por
otro lado, se observa que en el puerto (1) de la MIG de dos accesos se han tenido en cuenta
las admitancias asintóticas Ŷ

(1)
ir que introduce la técnica de la ecuación integral. Asimismo,

6En la herramienta implementada, la MIG de cada resonador comb-line se obtiene mediante inversión di-
recta de la MAG obtenida tras aplicar el método BI-RME 3D.

7En la figura 5.14, el iris se conecta al puerto (2) del resonador; sin embargo, en un caso general, el iris se
puede conectar en cualquier puerto. Ası́, la teorı́a que se desarrolla en esta sección puede extenderse fácilmente
para el caso en que el puerto de conexión sea diferente del puerto (2).
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es importante destacar que, a efectos de cálculo, se consideran N modos en todos los puertos
de acceso implicados en la interconexión.
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irZ
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Figura 5.14: Conexión de la MIG correspondiente a un resonador comb-line de 4 accesos con la
MIG asociada a la unión planar que se produce al introducir el iris de acoplamiento.

En el plano de unión de las dos matrices multimodales se tiene continuidad para la tensión
modal, es decir, V

(2)
c = V

(1)
ir , por lo que podemos escribir:

V (2)
c = Z

(1,1)
ir I

(1)
ir + Z

(1,2)
ir I

(2)
ir (5.1)

V (2)
c = Z(2,1)

c I(1)
c + Z(2,2)

c I(2)
c + Z(2,3)

c I(3)
c + Z(2,4)

c I(4)
c (5.2)

Por otro lado, para la corriente I
(2)
c se cumple:

I(2)
c = −I

(1)
ir − Ŷ

(1)
ir V (2)

c (5.3)

Si ahora se introduce (5.3) en (5.2) se deduce:
(
U + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir

)
V (2)

c = −Z(2,2)
c I

(1)
ir + Z(2,1)

c I(1)
c + Z(2,3)

c I(3)
c + Z(2,4)

c I(4)
c (5.4)

donde U es una matriz identidad de dimensiones N×N . Si, a continuación, se inserta (5.1)
en (5.4) se obtiene:
(
Z

(1,1)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,1)
ir + Z(2,2)

c

)
I

(1)
ir = −

(
Z

(1,2)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir

)
I

(2)
ir + Z(2,1)

c I(1)
c

+Z(2,3)
c I(3)

c + Z(2,4)
c I(4)

c (5.5)

Seguidamente, se define la siguiente matriz:

Ya =
(
Z

(1,1)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,1)
ir + Z(2,2)

c

)−1

(5.6)

Partiendo de (5.5) y utilizando (5.6), es posible expresar I
(1)
ir de la forma:

I
(1)
ir = −Ya

(
Z

(1,2)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir

)
I

(2)
ir +YaZ

(2,1)
c I(1)

c +YaZ
(2,3)
c I(3)

c +YaZ
(2,4)
c I(4)

c (5.7)
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Por otro lado, la tensión V
(2)
ir satisface:

V
(2)
ir = Z

(2,1)
ir I

(1)
ir + Z

(2,2)
ir I

(2)
ir (5.8)

Si definimos la matriz Ma = Z
(2,1)
ir Ya, y se introduce (5.7) en (5.8), se obtiene:

V
(2)
ir =

(
−Ma

[
Z

(1,2)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir

]
+ Z

(2,2)
ir

)
I

(2)
ir + MaZ

(2,1)
c I(1)

c

+MaZ
(2,3)
c I(3)

c + MaZ
(2,4)
c I(4)

c (5.9)

Esta es la primera ecuación que caracteriza a la MIG equivalente Zeq presente en la figu-
ra 5.14. Para las tensiones modales en los otros tres puertos, podemos hacer uso de (5.1) y
(5.3) para obtener:

V (i)
c = Z(i,1)

c I(1)
c −Z(i,2)

c

(
U + Ŷ

(1)
ir Z

(1,1)
ir

)
I

(1)
ir −Z(i,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir I

(2)
ir + Z(i,3)

c I(3)
c + Z(i,4)

c I(4)
c

(5.10)
donde i = 1, 3, 4. Si ahora se define la matriz:

M
(i)
b = Z(i,2)

c

(
U + Ŷ

(1)
ir Z

(1,1)
ir

)
Ya i = 1, 3, 4 (5.11)

y se introduce (5.7) en (5.10) se deduce finalmente:

V (i)
c =

(
M

(i)
b

[
Z

(1,2)
ir + Z(2,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir

]
− Z(i,2)

c Ŷ
(1)
ir Z

(1,2)
ir

)
I

(2)
ir +

(
Z(i,1)

c −M
(i)
b Z(2,1)

c

)
I(1)
c

+
(
Z(i,3)

c −M
(i)
b Z(2,3)

c

)
I(3)
c +

(
Z(i,4)

c −M
(i)
b Z(2,4)

c

)
I(4)
c i = 1, 3, 4 (5.12)

Con esta última ecuación se concluye la formulación teórica del problema. De hecho, este
algoritmo puede aplicarse tantas veces como se precise hasta conseguir una representación
multimodal equivalente de cada resonador comb-line. Ası́ por ejemplo, para el caso de la fi-
gura 5.12, este algoritmo se deberı́a aplicar un total de 4 veces (la matriz multimodal asociada
al resonador debe absorber las MIG asociadas a dos uniones planares y las MIG asociadas a
dos tramos de guı́a uniforme).

En el caso particular de que la MIG a absorber esté asociada a un tramo de guı́a uni-
forme, no se tendrı́an las admitancias asintóticas en paralelo que se han representado en la
figura 5.148. En este caso, si Zgu denota la MIG relativa a un tramo de guı́a uniforme, y V

(2)
gu

e I
(2)
gu representan las tensiones y corrientes multimodales equivalentes en el puerto (2) de la

8Para obtener la MIG asociada a un tramo de guı́a uniforme se parte, para cada modo, de una red circuital en
pi de dos accesos, y se considera que, en dichos accesos, se tienen en paralelo las admitancias asintóticas que
surgen al caracterizar las uniones planares asociadas a los irises de acoplamiento. Por ello, si la MIG a absorber
es la relativa a un tramo de guı́a uniforme, no se deben considerar las admitancias asintóticas mencionadas, ya
que su contribución se ha integrado en la caracterización del tramo de guı́a uniforme.
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MIG Zgu, se tiene que la primera ecuación que define la nueva matriz multimodal equivalente
Zeq es la siguiente9:

V (2)
gu =

(
Z(2,2)

gu −McZ
(1,2)
gu

)
I(2)
gu + McZ

(2,1)
c I(1)

c + McZ
(2,3)
c I(3)

c + McZ
(2,4)
c I(4)

c (5.13)

donde hemos definido la siguiente matriz auxiliar:

Mc = Z(2,1)
gu

(
Z(1,1)

gu + Z(2,2)
c

)−1
(5.14)

Las otras tres ecuaciones que definen la MIG Zeq son las siguientes:

V (i)
c = M

(i)
d Z(1,2)

gu I(2)
gu +

(
Z(i,1)

c −M
(i)
d Z(2,1)

c

)
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c +

(
Z(i,3)

c −M
(i)
d Z(2,3)

c

)
I(3)
c

+
(
Z(i,4)

c −M
(i)
d Z(2,4)

c

)
I(4)
c i = 1, 3, 4 (5.15)

donde se ha definido:

M
(i)
d = Z(i,2)

c

(
Z(1,1)

gu + Z(2,2)
c

)−1
i = 1, 3, 4 (5.16)

5.4. Ejemplos de Aplicación
En esta sección se presentan diferentes ejemplos de aplicación que servirán para validar

la precisión y la eficiencia computacional de la técnica utilizada para analizar filtros en con-
figuración comb-line implementados en tecnologı́a guiada. En primer lugar, es importante
mencionar los parámetros de simulación que se han utilizado en todos los ejemplos que se
presentan a continuación. Con el fin de obtener los modos de las guı́as coaxiales, se han uti-
lizado Nρ = 85 términos para representar la variación radial de las soluciones modales. Por
otro lado, en relación con el método BI-RME 3D, se han empleado QTE = QTM = 15000
modos de las correspondientes guı́as rectangulares de expansión para calcular los elementos
singulares de las matrices G, T y L. Asimismo, se han utilizado 80 puntos de integración
en la variable radial y 10 puntos en la variable angular, para resolver con precisión las di-
ferentes integrales numéricas que surgen al aplicar el método BI-RME 3D en el análisis de
la excitación coaxial. Con respecto a la técnica de la ecuación integral, la cual se ha utiliza-
do para caracterizar las distintas uniones planares, se han empleado 20 modos accesibles en
todas las guı́as (rectangulares o circulares), 80 funciones base en la expansión de la función
vectorial incógnita Mn(x, y), 1200 términos en la expansión de la parte estática del núcleo
de la ecuación integral, y 900 términos en la expansión de la parte dinámica del núcleo de
la ecuación integral. Por otro lado, los modos de excitación y de respuesta son siempre los
modos fundamentales de cada tipo de acceso considerado.

9En este desarrollo se parte de la situación de la figura 5.14, considerando que no se tienen las admitancias
asintóticas Ŷ

(1)
ir (es decir, Ŷ

(1)
ir =0). Por otro lado, se asume también que la MIG Zir (que en (5.13)–(5.16) se

denota mediante Zgu) está ahora referida a un tramo de guı́a uniforme.
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5.4.1. Validación de la herramienta de la etapa 3
A continuación, se procede a la validación de la herramienta de simulación relativa a la

etapa 3 (ver sección 5.2). Ası́, en la figura 5.15 se presenta el primer ejemplo de validación
consistente en un filtro comb-line de 4 cavidades y de dos puertos de acceso. Uno de los
puertos es de tipo coaxial (puerto 1) y el otro puerto (puerto 2) es de tipo rectangular, y
sus dimensiones coinciden con las de la cara lateral de la cavidad. Por otro lado, a efectos
de notación, asumiremos que el resonador en el que se encuentra el puerto (1) constituye
la cavidad (1, 1) del filtro, y que el puerto coaxial se encuentra situado en el acceso local
número (1) de dicho resonador (1, 1) (recordar la numeración local que se estableció en la
figura 5.3 para los cuatro puertos laterales de los resonadores comb-line).

Figura 5.15: Filtro comb-line de 4 cavidades con dos puertos de acceso, siendo uno de ellos de
tipo coaxial y el otro de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de
simulación relativa a la etapa 3.

Los cuatro resonadores del filtro son de las mismas dimensiones; en concreto se tiene
que a = 19,05 mm, b = 9,525 mm y c = a (resonadores implementados en la guı́a estándar
WR-75). Por otro lado, las dimensiones y la posición relativa de los postes conductores de
cada resonador (ver figura 5.4) se recogen en la tabla 5.1 (los postes conductores son todos
de geometrı́a cilı́ndrica).

Resonador Dimensiones de los postes conductores (mm)
(i, j) Radio rc Altura hc Posición (dx,c, dz,c)
(1, 1) 2,0 4,0 (0,−2)

(1, 2) 2,0 7,0 (0, 0)

(2, 1) 1,5 5,5 (0, 0)

(2, 2) 2,0 7,0 (0, 0)

Tabla 5.1: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica
del filtro comb-line de 4 resonadores de la figura 5.15.
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Asimismo, las dimensiones y la posición relativa de los tres irises de acoplamiento de
geometrı́a rectangular que integran el filtro (ver figura 5.5) se presentan en la tabla 5.2 (la
longitud de los tres irises es lir = 2,0 mm). Finalmente, en relación a las dimensiones del
puerto coaxial (ver figura 5.9), se tiene que el radio externo es r1 = 2,4 mm; el radio interno
es r2 = 1,2 mm; la longitud de penetración de la sonda es hp = 3,5 mm, y la permitividad
dieléctrica relativa de la guı́a coaxial es εr = 4,6 (el coaxial se encuentra centrado en la cara
lateral del resonador). En la figura 5.16 se presenta el módulo del parámetro de dispersión

Resonadores que conecta Dimensiones de los irises de acoplamiento (mm)
(i, j)–(k, l) Anchura air Altura bir Posición (dx,ir, dy,ir)
(1, 1)–(1, 2) 17,0 8,5 (0, 0)

(1, 2)–(2, 2) 17,0 8,5 (0, 0)

(2, 1)–(2, 2) 14,0 7,0 (0, 0)

Tabla 5.2: Dimensiones y posición relativa (mm) de los irises de acoplamiento del filtro comb-line
de 4 resonadores de la figura 5.15.

S21 del filtro de la figura 5.15, y se comparan con éxito los resultados obtenidos con los
proporcionados por HFSS. En relación con la eficiencia computacional de la herramienta
implementada, es importante comentar que los resultados presentados se han calculado en
188 segundos para un total de 121 puntos en frecuencia. Por su parte, HFSS necesitó un
total de 50 minutos para 25 puntos en frecuencia, lo que demuestra la excelente eficiencia
computacional de la herramienta desarrollada.
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Figura 5.16: Módulo del parámetro S21 para el filtro comb-line de la figura 5.15. Los resultados
obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados por HFSS.
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El segundo ejemplo de validación de la herramienta relativa a la etapa 3 se presenta
en la figura 5.17. Se trata de una estructura en configuración comb-line de 7 resonadores
y con 3 puertos de acceso, siendo dos de ellos de tipo coaxial (puertos (1) y (3)) y uno
de tipo rectangular (puerto (2)) cuyas dimensiones coinciden con las de la cara lateral del
resonador. En este ejemplo asumiremos que la cavidad donde está situado el puerto coaxial
(1) se corresponde con el resonador (1, 1) de la estructura10. Además, supondremos que
el puerto coaxial (1) está situado en el acceso local número (1) del resonador (1, 1). En
este caso, las dimensiones de todos los resonadores del dispositivo son iguales y de valores
a = 19,05 mm, b = 9,525 mm y c = a. Por otra parte, las dimensiones de los postes
conductores presentes en la estructura se encuentran en la tabla 5.3, y las de los irises de
acoplamiento se recogen en la tabla 5.4 (la longitud de todos los irises es lir = 2,0 mm). Las
dimensiones de los dos puertos coaxiales son las siguientes: el radio externo es r1 = 2,4 mm;
el radio interno es r2 = 1,2 mm; la longitud de penetración de la sonda es hp = 3,5 mm y
la permitividad dieléctrica relativa es εr = 4,6. Además, los puertos coaxiales se encuentran
en una posición centrada en la cara lateral del resonador donde se conectan.

Figura 5.17: Dispositivo comb-line de 7 cavidades con tres puertos de acceso, siendo dos de ellos
de tipo coaxial y el otro de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de
simulación relativa a la etapa 3.

La respuesta de este dispositivo se ha representado en la figura 5.18, donde se muestra el
módulo de los parámetros de dispersión S21 y S31. Por otro lado, se observa que los resultados
obtenidos coinciden perfectamente con los que proporciona HFSS. Además, los resultados
se han obtenido en 6 minutos y 23 segundos para un total de 241 puntos en frecuencia. Por
su parte, HFSS utilizó 75 minutos en un total de 11 puntos en frecuencia.

Finalmente, en la figura 5.19 se representa el último dispositivo que se ha escogido para
validar la herramienta relativa a la etapa 3. En este caso, se trata de una estructura comb-line
de 11 resonadores y 5 puertos de acceso. El puerto (1) es un puerto de tipo coaxial cuya

10De esta forma, el puerto de sección transversal rectangular (2) está situado en el resonador (2, 1), y el
puerto coaxial (3) se encuentra en el resonador (3, 2) del dispositivo.
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Resonador Dimensiones de los postes conductores (mm)
(i, j) Radio rc Altura hc Posición (dx,c, dz,c)
(1, 1) 2,0 4,0 (0,−2)

(1, 2) 2,0 7,0 (0, 0)

(1, 3) 2,5 4,5 (0, 0)

(2, 1) 1,5 5,5 (0, 0)

(2, 2) 2,0 7,0 (0, 0)

(2, 3) 1,9 4,7 (0, 0)

(3, 2) 2,0 4,0 (−2, 0)

Tabla 5.3: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica
del dispositivo comb-line de 7 resonadores de la figura 5.17.

Resonadores que conecta Dimensiones de los irises de acoplamiento (mm)
(i, j)–(k, l) Anchura air Altura bir Posición (dx,ir, dy,ir)
(1, 1)–(1, 2) 17,0 8,5 (0, 0)

(1, 2)–(1, 3) 14,0 7,0 (0, 0)

(1, 3)–(2, 3) 14,0 7,0 (0, 0)

(2, 1)–(2, 2) 14,0 7,0 (0, 0)

(2, 2)–(2, 3) 14,0 7,0 (0, 0)

(2, 2)–(3, 2) 14,0 7,0 (0, 0)

Tabla 5.4: Dimensiones y posición relativa (mm) de los irises de acoplamiento del dispositivo
comb-line de 7 resonadores de la figura 5.17.

sonda se encuentra terminada en disco (este puerto se encuentra en una posición centrada);
los puertos (2) y (5) son puertos rectangulares cuyas dimensiones coinciden con las de las
caras laterales de los resonadores en que están situados; el puerto (3) es un puerto de sección
transversal rectangular cuyas dimensiones no coinciden con las de la cara lateral del resona-
dor en que se sitúa el acceso; y el puerto (4) es un puerto de sección transversal rectangular
a través de un iris rectangular11 (ver la descripción de los diferentes puertos de acceso en la
sección 5.2). Con respecto a las dimensiones de la estructura, se tiene en primer lugar que las
dimensiones de todos los resonadores son a = 109,22 mm, b = 54,61 mm y c = a. Por su
parte, el radio externo del puerto coaxial es r1 = 2,4 mm; el radio interno es r2 = 0,8 mm;
la profundidad de penetración de la sonda es hp = 3,5 mm; las dimensiones del disco de
la sonda son rd = 2,0 mm y hd = 4,0 mm; y se considera que la permitividad dieléctrica
relativa de la guı́a coaxial es εr = 4,6. Por otro lado, las dimensiones del puerto (3) son
ap = 82,0 mm y bp = 41,0 mm (en posición centrada con respecto a la cara lateral del

11Para el dispositivo de la figura 5.19 se asume que el puerto (1) está situado en el acceso local (1) del
resonador (1, 1) de la estructura. De esta manera, el puerto (2) está situado en el resonador (1, 4); el puerto (3)
en el resonador (2, 4); el puerto (4) en el resonador (3, 2), y el puerto (5) en el resonador (5, 4) del dispositivo.
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Figura 5.18: Módulo de los parámetros S21 y S31 (lı́neas continuas) para el dispositivo comb-line
de la figura 5.17. Los resultados obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los
datos proporcionados por HFSS.

resonador). Además, las dimensiones del puerto (5) son a′p = 109,22 mm y b′p = 54,61 mm,
siendo las dimensiones transversales del iris air,p = 82,0 mm y bir,p = 41,0 mm, y su lon-
gitud lir,p = 2,0 mm (el iris se encuentra en una posición centrada). Las dimensiones de los
postes conductores y de los irises de acoplamiento (estos últimos, todos ellos de longitud
lir = 2,0 mm) se han recogido en las tablas 5.5 y 5.6, respectivamente.

Los resultados de la simulación relativos al módulo de los parámetros de dispersión se
han representado en la figura 5.20, mientras que en la figura 5.21 se recogen las fases de
dichos parámetros de dispersión. Además, en ambas figuras se presenta una comparación
con los resultados que proporciona HFSS. Como se observa, se aprecia una excelente con-
cordancia entre ambos resultados. Por otro lado, la estructura fue simulada en 7 minutos y 23
segundos para un total de 151 puntos en frecuencia. Por su parte, HFSS empleó, aproxima-
damente, 100 minutos para un total de 18 puntos en frecuencia. Finalmente, es importante
destacar que la precisión de los resultados presentados validan por completo la herramienta
de simulación relativa a la etapa 3.

5.4.2. Validación de la herramienta de la etapa 4

Seguidamente, se presentan varios resultados con el objetivo de validar la herramienta
de simulación relativa a la etapa 4. En esta etapa, se permite la introducción de postes con-
ductores con forma de vaso y de champiñón, ası́ como la presencia de tornillos de sintonı́a
en los resonadores comb-line. El primer ejemplo se representa en la figura 5.22, y se trata
de un filtro comb-line en lı́nea con 2 resonadores y 2 puertos de acceso. El puerto (1) es
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Figura 5.19: Dispositivo comb-line de 11 cavidades y 5 puertos de acceso. Esta estructura se utiliza
para validar la herramienta de simulación relativa a la etapa 3.

Resonador Dimensiones de los postes conductores (mm)
(i, j) Radio rc Altura hc Posición (dx,c, dz,c)
(1, 1) 3,3 20,0 (0,−39,61)

(1, 2) 2,0 25,5 (0, 0)

(1, 4) 1,75 18,0 (0, 0)

(2, 2) 2,0 24,5 (0, 0)

(2, 3) 1,9 32,7 (0, 0)

(2, 4) 2,25 15,0 (0, 0)

(3, 2) 1,5 22,2 (0, 0)

(3, 3) 2,2 34,5 (0, 0)

(3, 4) 2,5 21,5 (0, 0)

(4, 4) 2,5 16,5 (0, 0)

(5, 4) 2,5 37,5 (0, 0)

Tabla 5.5: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica
del dispositivo comb-line de 11 resonadores de la figura 5.19.

de tipo coaxial y asumiremos que se encuentra en el acceso local (1) del resonador (1, 1);
mientras que el puerto (2) es de tipo rectangular, se encuentra en el acceso local (2) del
resonador (1, 2), y sus dimensiones son iguales a las de la cara lateral del resonador. Tal y
como se aprecia en la figura 5.22, en el resonador (1, 1) del filtro se tiene un poste conduc-
tor en forma de vaso y un tornillo de sintonı́a, mientras que en el resonador (1, 2) hay un
poste conductor en forma de champiñón y un tornillo de sintonı́a. Las dimensiones de los
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Resonadores que conecta Dimensiones de los irises de acoplamiento (mm)
(i, j)–(k, l) Anchura air Altura bir Posición (dx,ir, dy,ir)
(1, 1)–(1, 2) 100,0 50,0 (0, 2,305)

(1, 2)–(2, 2) 85,0 42,5 (0, 0)

(1, 4)–(2, 4) 94,0 47,0 (0, 3,805)

(2, 2)–(2, 3) 78,0 39,0 (0, 0)

(2, 3)–(2, 4) 80,0 40,0 (0, 7,305)

(2, 2)–(3, 2) 68,0 34,0 (0, 0)

(2, 3)–(3, 3) 92,0 46,0 (0, 4,305)

(3, 2)–(3, 3) 78,0 39,0 (0, 0)

(3, 3)–(3, 4) 81,0 40,5 (0, 0)

(3, 4)–(4, 4) 109,22 27,305 (0, 13,6525)

(4, 4)–(5, 4) 109,22 27,305 (0, 13,6525)

Tabla 5.6: Dimensiones y posición relativa (mm) de los irises de acoplamiento del dispositivo
comb-line de 11 resonadores de la figura 5.19.

dos resonadores son a = 19,05 mm, b = 9,525 mm y c = a. Por otro lado, con respecto
a las dimensiones del puerto coaxial (en posición centrada), se tiene que el radio externo es
r1 = 2,4 mm; el radio interno es r2 = 1,2 mm; la longitud de penetración de la sonda es
igual a hp = 3,5 mm, y la permitividad dieléctrica relativa de la guı́a coaxial es εr = 4,6. En
relación con las dimensiones de los postes conductores, se tiene que los radios que definen
el poste en forma de vaso son rv,1 = 1,2 mm y rv,2 = 2,0 mm, mientras que las alturas
son hv,1 = hv,2 = 2,0 mm (ver figura 5.4). Además, la posición relativa de este poste en
el resonador viene dada por los parámetros (0, 0,−2,0) mm (ver sistema de referencia de la
figura 5.3). Por otra parte, los radios que definen el poste conductor en forma de champiñón,
el cual se sitúa en una posición centrada, son rch,1 = 1,5 mm y rch,2 = 2,5 mm, mientras
que las alturas son hch,1 = 2,2 mm y hch,2 = 1,5 mm (ver figura 5.4). En relación con el
tornillo de sintonı́a del resonador (1, 1), su radio es rt = 2,0 mm y su altura es ht = 3,0 mm.
Por otro lado, el tornillo de sintonı́a del resonador (1, 2) es de radio rt = 1,5 mm y de altura
ht = 4,0 mm. La posición relativa de los dos tornillos de sintonı́a es (0, b, 2,0) mm (ver
sistema de referencia de la figura 5.6). Finalmente, las dimensiones del iris de acoplamiento
(en posición centrada) son air = 17,0 mm, bir = 8,5 mm y lir = 2,0 mm.

En la figura 5.23 se presentan los resultados de la simulación para el módulo del paráme-
tro S21 del filtro comb-line de la figura 5.22, y se comparan con éxito los datos obtenidos
con los que proporciona HFSS. Este filtro se analizó en 6 minutos y 42 segundos para un
total de 121 puntos en frecuencia, mientras que HFSS utilizó 38 minutos para 19 puntos en
frecuencia.

El segundo ejemplo que se ha escogido para validar la herramienta de la etapa 4 se pre-
senta en la figura 5.24. Se trata de un dispositivo con 8 resonadores y 3 puertos de acceso,
cuyos postes conductores son de los tres tipos posibles: postes cilı́ndricos, postes en forma
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Figura 5.20: Módulo de los parámetros de dispersión relativos al dispositivo comb-line de 11 cavi-
dades y 5 puertos de acceso representado en la figura 5.19. (a) |S21| (dB); (b) |S31| (dB); (c) |S41| (dB);
(d) |S51| (dB).

de vaso y postes en forma de champiñón. Además, también encontramos tornillos de sintonı́a
en diferentes resonadores. Por otro lado, el puerto (1) es de tipo coaxial, y los puertos (2) y
(3) son puertos rectangulares cuyas dimensiones coinciden con las de las caras laterales de
los resonadores en que se sitúan. De nuevo, se asume que el puerto (1) se encuentra situado
en el acceso local (1) del resonador (1, 1), con lo que los puertos (2) y (3) se encuentran
localizados en los resonadores (1, 4) y (3, 2), respectivamente. En este caso, las dimensiones
de todos los resonadores son a = 19,05 mm, b = 9,525 mm y c = a. Por otra parte, el radio
externo del puerto coaxial, el cual se encuentra en posición centrada, es r1 = 2,4 mm; el



210 Herramienta de Análisis de Filtros y Dispositivos en Configuración Comb-Line

1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7

−60

−40

−20

0

20

40

Frecuencia (GHz)

F
as

e 
S

11
 (

gr
ad

os
)

BI−RME 3D
HFSS

1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
−200

−150

−100

−50

0

50

100

150

200

Frecuencia (GHz)

F
as

e 
S

21
 (

gr
ad

os
)

BI−RME 3D
HFSS

a) b)

1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
−200

−150

−100

−50

0

50

100

150

200

Frecuencia (GHz)

F
as

e 
S

31
 (

gr
ad

os
)

BI−RME 3D
HFSS

1.9 2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7
−200

−150

−100

−50

0

50

100

150

200

Frecuencia (GHz)

F
as

e 
S

41
 (

gr
ad

os
)

BI−RME 3D
HFSS

c) d)

Figura 5.21: Fase de los parámetros de dispersión relativos al dispositivo comb-line de 11 cavidades
y 5 puertos de acceso representado en la figura 5.19. (a) arg(S11) (grados); (b) arg(S21) (grados);
(c) arg(S31) (grados); (d) arg(S41) (grados).

radio interno es r2 = 1,2 mm, la profundidad de penetración es hp = 3,5 mm y se considera
que εr = 2,6. En cuanto a las dimensiones de los irises de acoplamiento (todos ellos en posi-
ción centrada), se tiene que, con respecto al que conecta el resonador (1, 1) con el resonador
(1, 2), sus dimensiones transversales son air = 17,0 mm y bir = 8,5 mm. Las dimensiones
del resto de los irises son todas iguales, siendo su valor de air = 14,0 mm y bir = 7,0 mm;
por otra parte, la longitud de todos los irises del dispositivo es lir = 2,0 mm. Las dimensiones
de los postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica se recogen en la tabla 5.7, las de los postes
en forma de vaso se encuentran en la tabla 5.8, y las de los postes en forma de champiñón se
presentan en la tabla 5.9. Finalmente, en la tabla 5.10 se encuentran las dimensiones de los
tornillos de sintonı́a presentes en la estructura.
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Figura 5.22: Filtro comb-line de 2 cavidades y 2 puertos de acceso, siendo uno de ellos de tipo
coaxial y el otro de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de simulación
relativa a la etapa 4.
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Figura 5.23: Módulo del parámetro S21 para el filtro comb-line de la figura 5.22. Los resultados
obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados por HFSS.

El módulo de los parámetros de dispersión asociados a la estructura de la figura 5.24 se
han representado en la figura 5.25, donde los resultados obtenidos se comparan satisfactoria-
mente con los datos proporcionados por HFSS. Por otro lado, las fases de los parámetros de
dispersión se presentan en la figura 5.26. En este caso, la estructura se simuló en 8 minutos y
31 segundos para un total de 241 puntos en frecuencia, mientras que HFSS utilizó 82 minutos
para 23 puntos en frecuencia. Los dos últimos ejemplos presentados validan por completo la
herramienta de simulación correspondiente a la etapa 4.
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Figura 5.24: Dispositivo comb-line de 8 cavidades y 3 puertos de acceso, siendo uno de ellos de tipo
coaxial y dos de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de simulación
relativa a la etapa 4.

Resonador Dimensiones de los postes cilı́ndricos (mm)
(i, j) Radio rc Altura hc Posición (dx,c, dz,c)
(1, 1) 2,0 4,0 (0,−2)

(2, 2) 2,0 7,0 (0, 0)

(2, 4) 2,25 5,0 (0, 0)

(3, 3) 2,2 4,5 (0, 0)

Tabla 5.7: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica
del dispositivo comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24.

Resonador Dimensiones de los postes en forma de vaso (mm)
(i, j) Radios rv,1 y rv,2 Alturas hv,1 y hv,2 Posición (dx,c, dz,c)
(1, 4) 1,1 y 1,8 2,1 y 2,5 (0, 0)

(2, 3) 1,2 y 2,0 2,0 y 2,0 (0, 0)

Tabla 5.8: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores en forma de vaso del
dispositivo comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24.

5.4.3. Validación de la herramienta de la etapa 5

Seguidamente, se procede a la validación de la herramienta de la etapa 5. En este caso,
se permite la existencia de irises de acoplamiento de sección transversal circular. Para vali-
dar esta herramienta, se ha escogido, en primer lugar, el filtro de 2 resonadores y 2 puertos
de acceso de la figura 5.27. En este caso, el puerto (1) es de tipo coaxial (asumimos que
se encuentra situado en el acceso local (1) del resonador (1, 1)), mientras que el puerto (2)
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Resonador Dimensiones de los postes en forma de champiñón (mm)
(i, j) Radios rch,1 y rch,2 Alturas hch,1 y hch,2 Posición (dx,c, dz,c)
(1, 2) 1,3 y 2,1 1,9 y 2,0 (0, 0)

(3, 2) 1,5 y 2,5 2,2 y 1,5 (0, 0)

Tabla 5.9: Dimensiones y posición relativa (mm) de los postes conductores en forma de champiñón
del dispositivo comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24.

Resonador Dimensiones de los tornillos de sintonı́a (mm)
(i, j) Radio rt Altura ht Posición (dx,t, dz,t)
(1, 1) 1,25 2,2 (0, 3,0)

(1, 4) 1,0 2,0 (0, 3,0)

(2, 4) 1,0 2,5 (0,−3,0)

(3, 3) 1,5 3,0 (0, 2,5)

Tabla 5.10: Dimensiones y posición relativa (mm) de los tornillos de sintonı́a del dispositivo
comb-line de 8 resonadores de la figura 5.24.
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Figura 5.25: Módulo de los parámetros S21 y S31 para el dispositivo comb-line de la figura 5.24.
Los resultados obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados
por HFSS.

es un puerto rectangular cuyas dimensiones coinciden con las de la cara lateral del resona-
dor (1, 2) en que está situado. Las dimensiones de los dos resonadores son a = 19,05 mm,
b = 9,525 mm y c = a. Por otra parte, las dimensiones de la guı́a coaxial son las mismas que
las utilizadas en los ejemplos anteriores: r1 = 2,4 mm, r2 = 1,2 mm y hp = 3,5 mm; asi-
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Figura 5.26: Fase de los parámetros de dispersión relativos al dispositivo comb-line de 8 cavidades
y 3 puertos de acceso representado en la figura 5.24. (a) arg(S11) (grados); (b) arg(S21) (grados);
(c) arg(S31) (grados).

mismo, se considera εr = 4,6. Además, en el resonador (1, 1) se tiene un poste cilı́ndrico de
radio rc = 2,0 mm y altura hc = 4,0 mm (posición relativa (0, 0,−2,0) mm); mientras que en
el resonador (1, 2) encontramos un poste en forma de vaso en posición centrada, definido por
los radios rv,1 = 1,2 mm y rv,2 = 2,0 mm, y por las alturas hv,1 = 2,0 mm y hv,2 = 2,0 mm.
Adicionalmente, en el resonador (1, 2) se ha introducido un tornillo de sintonı́a de radio
rt = 1,5 mm y altura ht = 2,0 mm, situado en la posición relativa (0, b, 2,0) mm. Final-
mente, el iris de acoplamiento que interconecta los dos resonadores comb-line es de sección
transversal circular, está situado en una posición centrada, su radio es rir = 3,0 mm, su lon-
gitud es lir = 2,0 mm y se asume que la permitividad dieléctrica relativa del iris circular es
εr = 8,0.
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Figura 5.27: Filtro comb-line de 2 cavidades y 2 puertos de acceso, siendo uno de tipo coaxial y el
otro de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de simulación relativa a
la etapa 5.

El módulo del parámetro de dispersión S21 asociado al filtro de la figura 5.27 se represen-
ta en la figura 5.28, en donde se compara con éxito la respuesta obtenida con la proporcionada
por HFSS. Por otra parte, es importante mencionar que el filtro se analizó en 171 segundos
para un total de 241 puntos en frecuencia. Por su parte, HFSS utilizó 45 minutos para 31
puntos en frecuencia.
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Figura 5.28: Módulo del parámetro S21 para el filtro comb-line de la figura 5.27. Los resultados
obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados por HFSS.

El último ejemplo utilizado para validar la herramienta de la etapa 5 se presenta en la
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figura 5.29. Se puede observar que, en este caso, se ha partido de la estructura comb-line
de la figura 5.24, en la que se han cambiado ciertos irises de sección transversal rectangular
por irises de sección transversal circular. Por ese motivo, las dimensiones del dispositivo de
la figura 5.29 son las mismas que las de la estructura de la figura 5.24. Por otro lado, en la
tabla 5.11 se recogen las dimensiones de los irises de sección transversal circular (todos ellos
se sitúan en una posición centrada).

Figura 5.29: Dispositivo comb-line de 8 cavidades y 3 puertos de acceso, siendo uno de tipo coaxial
y el resto de tipo rectangular. Esta estructura se utiliza para validar la herramienta de simulación
relativa a la etapa 5.

Resonadores que conecta Dimensiones de los irises circulares (mm)
(i, j)–(k, l) Radio rir Longitud lir Permitividad εr

(1, 2)–(2, 2) 4,0 2,0 8,0

(2, 3)–(2, 4) 3,7 2,0 12,0

(2, 2)–(3, 2) 3,2 2,0 10,0

(3, 2)–(3, 3) 3,5 2,0 16,0

Tabla 5.11: Dimensiones (mm) de los irises de sección transversal circular del dispositivo comb-line
de 8 resonadores de la figura 5.29.

El módulo y las fases de los parámetros de dispersión del dispositivo se han representado
en las figuras 5.30 y 5.31, respectivamente, donde también se presentan los resultados pro-
porcionados por HFSS. Nuevamente, comprobamos que los resultados obtenidos presentan
una excelente concordancia con HFSS. El análisis de esta estructura empleó 7 minutos y 32
segundos para 241 puntos en frecuencia, mientras que HFSS utilizó 105 minutos para 31
puntos en frecuencia.

5.4.4. Otros ejemplos de validación
Hasta ahora, se han presentado una serie de ejemplos de validación en los que no se ha

perseguido el diseño de ningún tipo de respuesta eléctrica en particular. Ası́, el objetivo fun-
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Figura 5.30: Módulo de los parámetros de dispersión del dispositivo comb-line de la figura 5.29.
Los resultados obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados
por HFSS.

damental de dichos ejemplos ha consistido en la validación de la herramienta implementada.
A continuación, se presentan dos diseños de filtros en configuración comb-line implementa-
dos en tecnologı́a guiada. El primero de ellos, cuyas dimensiones han sido proporcionadas
por la empresa Thales Alenia Space (Tres Cantos, Madrid), se representa en la figura 5.32.
Consiste en un filtro de 4 resonadores y 2 puertos de acceso en guı́a coaxial (las dimensiones
de las dos guı́as coaxiales, las cuales se encuentran en una posición centrada, son idénticas).
Los resonadores están cargados con postes conductores en forma de vaso, y en todos ellos
se han introducido tornillos de sintonı́a (los postes y los tornillos de sintonı́a del filtro son
todos de idénticas dimensiones y están en una posición centrada). Por otro lado, los irises de
acoplamiento son de sección transversal rectangular y están todos en una posición centrada
(todos los irises son de las mismas dimensiones).

Las dimensiones de los resonadores del filtro son a = b = c = 12,0 mm. En cuanto a
las guı́as coaxiales, el radio externo es r1 = 1,46 mm, el radio interno es r2 = 0,635 mm,
la profundidad de penetración de la sonda es de hp = 2,8 mm y la permitividad dieléctrica
relativa de las guı́as es εr = 1,0. Por otro lado, los radios que definen los postes en forma
de vaso son rv,1 = 1,15 mm y rv,2 = 1,65 mm; mientras que las alturas son hv,1 = 4,5 mm
y hv,2 = 6,0 mm. Por su parte, el radio de los tornillos de sintonı́a es rt = 1,0 mm y su
altura ht = 0,8 mm. Finalmente, las dimensiones de la sección transversal de los irises son
air = 6,0 mm y bir = 4,0 mm, siendo su longitud de lir = 1,0 mm.

La respuesta eléctrica del filtro se recoge en la figura 5.33, donde se presenta el módulo
del parámetro de transmisión S21. Se aprecia que se trata de un filtro paso-banda en banda C
centrado, aproximadamente, en 5,175 GHz. La respuesta obtenida se compara satisfactoria-
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Figura 5.31: Fase de los parámetros de dispersión relativos al dispositivo comb-line de 8 cavidades
y 3 puertos de acceso representado en la figura 5.29. (a) arg(S11) (grados); (b) arg(S21) (grados);
(c) arg(S31) (grados).

mente con los datos proporcionados por HFSS. Por otro lado, el filtro se simuló en 12,5
minutos para un total de 601 puntos en frecuencia. Por su parte, la simulación con HFSS
empleó 2 horas para alcanzar resultados precisos (39 puntos en frecuencia).

La segunda estructura que se presenta a continuación parte de un diseño que se reco-
ge en [78]. En concreto, se trata de un filtro comb-line de 2 puertos de acceso de tipo
coaxial compuesto por 6 resonadores en lı́nea cargados con postes conductores de geo-
metrı́a cilı́ndrica12. El filtro bajo análisis se ha representado en la figura 5.34. Las dimen-
siones de las guı́as coaxiales son las siguientes: radio externo r1 = 2,1 mm, radio interno

12Se asume que el puerto coaxial (1) se encuentra en al acceso local (1) del resonador (1, 1).
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Figura 5.32: Filtro comb-line de 4 cavidades y 2 puertos de acceso de tipo coaxial. Los resonadores
están cargados con postes conductores en forma de vaso y poseen todos ellos tornillos de sintonı́a.
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Figura 5.33: Módulo del parámetro de transmisión S21 del filtro comb-line de la figura 5.32. Los
resultados obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados por
HFSS.

r2 = 0,635 mm, profundidad de penetración de la sonda coaxial hp = 6,393 mm y permiti-
vidad dieléctrica relativa εr = 2,1. Por otro lado, la posición relativa de los puertos coaxiales
es (dx, dy) = (0,−4,5405) mm. Por su parte, para los resonadores rectangulares se tiene que
a = c = 25,0 mm (la altura b de cada resonador se proporciona en la tabla 5.12). Por otra
parte, todos los postes conductores se encuentran centrados en sus respectivos resonadores
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y el radio de todos ellos es rc = 4,1 mm (la altura hc de cada poste se proporciona en la
tabla 5.12). Por otro lado, los irises de acoplamiento están todos situados en la base del filtro,
siendo su altura bir = 6,0 mm y su longitud lir = 1,5 mm (la anchura air de cada iris se
proporciona en la tabla 5.12). La respuesta eléctrica del filtro se recoge en la figura 5.35,

Figura 5.34: Filtro comb-line de 6 cavidades en lı́nea y 2 puertos de acceso de tipo coaxial. Las
dimensiones del filtro se han extraı́do de [78]. Los resonadores están cargados con postes conductores
de geometrı́a cilı́ndrica.

Resonador Dimensiones del filtro (mm)
(i, j) Altura de resonador b Altura de poste hc Anchura de iris air

(1, 1) 23,081 15,081 7,256

(1, 2) 23,248 15,248 6,496

(1, 3) 23,269 15,269 6,396

(1, 4) 23,269 15,269 6,496

(1, 5) 23,248 15,248 7,256

(1, 6) 23,081 15,081 −

Tabla 5.12: Dimensiones (mm) del filtro comb-line de 6 resonadores en lı́nea de la figura 5.34. Se
asume que el iris de cada resonador es el que se conecta al puerto local (2) de dicho resonador.

donde se representa el módulo de los parámetros de dispersión del filtro y se comparan sa-
tisfactoriamente con los datos proporcionados por HFSS. En este caso, se trata de un filtro
paso-banda en banda S centrado en 3,66 GHz. En relación con la eficiencia computacional
de la herramienta, el filtro se simuló en 14 minutos para un total de 1001 puntos en fre-
cuencia. Por su parte, HFSS empleó, aproximadamente, una hora para alcanzar resultados
convergentes (17 puntos en frecuencia).
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Figura 5.35: Módulo de los parámetros de dispersión del filtro comb-line de la figura 5.34. Los
resultados obtenidos con la herramienta de simulación se comparan con los datos proporcionados por
HFSS.
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Capı́tulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones y Principales Aportaciones

En este capı́tulo se resumen las conclusiones más importantes del trabajo de investigación
realizado, y se destacan las principales aportaciones originales que se derivan del estudio
llevado a cabo en la presente tesis doctoral.

En primer lugar, se ha utilizado la técnica de la ecuación integral con el objetivo de
caracterizar de forma rigurosa y eficiente diferentes tipos de uniones planares complejas, a
saber: uniones entre guı́as rectangulares y guı́as coaxiales, uniones entre guı́as rectangulares
y guı́as circulares, uniones entre dos guı́as coaxiales y uniones múltiples en guı́a rectangular.
En particular, el análisis de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a coaxial
ha resultado esencial para abordar con éxito la caracterización multimodal de la excitación
coaxial de dispositivos en tecnologı́a guiada utilizando el método BI-RME 3D. Asimismo, el
análisis eficiente de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a coaxial ha precisado
el desarrollo de una formulación alternativa para expresar la variación radial de las soluciones
modales de la guı́a coaxial en términos de funciones sinusoidales. Por otro lado, el análisis
de la unión planar entre una guı́a rectangular y una guı́a circular ha permitido la inserción
de irises de acoplamiento de sección transversal circular como elemento de interconexión
de los diferentes resonadores que integran los filtros en configuración comb-line. Además, al
igual que en el caso de la guı́a coaxial, las funciones vectoriales modales de la guı́a circular se
han expresado empleando una formulación alternativa a la solución clásica, de manera que la
variación radial de las soluciones modales se ha expresado utilizando funciones sinusoidales.
Los resultados obtenidos en esta primera parte de la tesis se han validado con éxito y han
demostrado la eficiencia y la precisión de la técnica multimodal empleada.

En segundo lugar, en este trabajo de investigación se han analizado y diseñado diferen-
tes tipos de uniones compensadas implementadas en guı́a rectangular utilizando el método
BI-RME 3D. Las uniones en guı́a rectangular diseñadas (codos rectos, uniones en T, uniones
T mágica y uniones turnstile) se emplean muy frecuentemente en numerosos dispositivos
pasivos de microondas, por lo que su análisis eficiente y riguroso tiene un gran interés desde
un punto de vista práctico. La aportación teórica fundamental de esta parte de la tesis con-
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siste en la ampliación de la teorı́a relativa al método BI-RME 3D para permitir el análisis de
estructuras compensadas que posean puertos de acceso en guı́a rectangular ortogonales entre
sı́, ya que, hasta este momento, este método se habı́a aplicado únicamente para caracterizar
estructuras con puertos de acceso en guı́a rectangular paralelos entre sı́. Todo ello ha permiti-
do diseñar diferentes tipos de uniones implementadas en guı́a rectangular compensadas con
postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica. En este sentido, gracias a la enorme flexibilidad
del método BI-RME 3D, se ha permitido la compensación de estas estructuras utilizando
postes conductores cilı́ndricos situados en una posición arbitraria, y se ha comprobado que
la posición relativa del poste en la estructura es un parámetro de diseño muy importante que,
hasta ahora, no se habı́a tenido en cuenta en la literatura técnica dedicada a este tema (de he-
cho, en los trabajos de investigación más relevantes que se pueden encontrar en la literatura,
el poste conductor se sitúa siempre en una posición centrada, de manera que los parámetros
de diseño utilizados son el radio y la altura del poste exclusivamente). Gracias a estas apor-
taciones se han podido diseñar diferentes uniones con respuestas eléctricas óptimas, como
por ejemplo codos rectos en plano H y en plano E, uniones en T en plano H y en plano E,
uniones T mágica y uniones turnstile.

La siguiente parte de la tesis se ha dedicado al análisis riguroso de la excitación coaxial
de dispositivos implementados en tecnologı́a guiada mediante el método BI-RME 3D. Se han
caracterizado dos tipos de excitación mediante sonda coaxial: la excitación coaxial clásica y
la excitación en configuración colineal. Además, en ambos tipos de configuración se permite
que la sonda coaxial pueda terminar en disco, posibilitándose ası́ el diseño de transiciones de
guı́a coaxial a guı́a rectangular con bajas pérdidas de retorno. La aportación fundamental de
esta sección de la tesis consiste en la extensión de la teorı́a relativa al método BI-RME 3D
para poder considerar puertos de acceso de sección transversal arbitraria, como es el caso de
la guı́a coaxial. Asimismo, con el fin de evitar la dificultad matemática asociada a la integra-
ción analı́tica de las singularidades inherentes a las matrices que intervienen en el método
BI-RME 3D, se ha presentado una estrategia que consiste en expresar las soluciones modales
de la guı́a coaxial en términos de las funciones vectoriales modales de la guı́a rectangular
a la que la sonda coaxial alimenta (en este caso, además, ha sido necesario recurrir a las
integrales de acoplamiento modal derivadas en el capı́tulo dedicado al análisis de la unión
planar entre una guı́a rectangular y una guı́a coaxial). Por otro lado, otra aportación impor-
tante consiste en el desarrollo de una herramienta de análisis de la excitación coaxial de
dispositivos que, a diferencia de las que se presentan en la literatura técnica dedicada a este
tema, posee una elevada eficiencia computacional. Además, gracias al carácter multimodal
de la herramienta desarrollada, ésta podrı́a ser integrada fácilmente en otras herramientas
ya existentes destinadas al análisis de dispositivos de microondas más complejos, los cuales
requieran un tratamiento multimodal de los diferentes elementos que integran el sistema. De
hecho, en este capı́tulo se ha presentado el diseño de un filtro inductivo implementado en guı́a
rectangular excitado mediante sonda coaxial, y ha quedado demostrada, tanto la eficiencia
computacional de la herramienta desarrollada, como su enorme precisión.

Finalmente, en el último capı́tulo de la tesis doctoral se ha presentado una herramienta de
simulación destinada al análisis y diseño de filtros y dispositivos en configuración comb-line
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implementados en guı́a rectangular. Este tipo de filtros, constituidos por la asociación de di-
ferentes resonadores rectangulares cargados con postes conductores de geometrı́a cilı́ndrica,
son muy utilizados en diplexores o multiplexores para sistemas de comunicaciones espacia-
les. Además, la excitación de este tipo de filtros se suele realizar mediante sonda coaxial
en configuración colineal. Por otro lado, es importante comentar que la empresa del sector
aeroespacial Thales Alenia Space (Tres Cantos, Madrid) ha financiado el desarrollo de es-
ta herramienta, ya que posee una elevada eficiencia computacional que permite minimizar
enormemente el tiempo invertido en el proceso de análisis y diseño de este tipo de filtros.
La herramienta implementada se basa en la técnica de la ecuación integral y en el método
BI-RME 3D. En concreto, la técnica de la ecuación integral se usa para caracterizar las unio-
nes planares (entre dos guı́as rectangulares o entre una guı́a rectangular y una guı́a circular)
que surgen al caracterizar este tipo de filtros, mientras que el método BI-RME 3D se emplea
en el análisis multimodal de los resonadores comb-line. La principal aportación de esta par-
te de la tesis consiste pues en el desarrollo de una herramienta de simulación muy versátil,
de elevada precisión, y muy eficiente desde un punto de vista computacional. Ası́ pues, las
caracterı́sticas más relevantes de la herramienta implementada son las siguientes:

Permite el análisis de filtros y dispositivos con un número arbitrario de resonadores
comb-line.

Permite considerar un número arbitrario de puertos de acceso de diferentes tipos (entre
ellos, puertos de acceso mediante sonda coaxial en configuración colineal terminada
en disco).

Los postes conductores de los resonadores comb-line pueden ser de geometrı́a cilı́ndri-
ca, ası́ como tener forma de vaso o de champiñón.

Los irises de acoplamiento que interconectan los diferentes resonadores comb-line
pueden ser de sección transversal rectangular o circular.

Se permite la introducción de tornillos metálicos de sintonı́a de geometrı́a cilı́ndrica
en los resonadores comb-line.

La herramienta implementada se ha verificado mediante diferentes ejemplos de valida-
ción, y se han presentado varios diseños que demuestran la precisión y la eficiencia de la
herramienta de simulación desarrollada.

Por otro lado, es importante comentar que las publicaciones más relevantes relacionadas
con la presente tesis doctoral se recogen en el Apéndice H.

6.2. Lı́neas Futuras de Investigación
La realización de esta tesis doctoral deja abiertas una serie de lı́neas de investigación que

se describen a continuación. En primer lugar, en relación con la sección de la tesis relaciona-
da con el análisis de uniones compensadas en guı́a rectangular, serı́a interesante investigar si
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se puede mejorar la respuesta eléctrica de las uniones diseñadas añadiendo más postes con-
ductores de geometrı́a cilı́ndrica en dichas estructuras. Igualmente, serı́a conveniente estudiar
si la consideración de postes conductores de geometrı́a no cilı́ndrica (por ejemplo, postes en
forma de vaso o en forma de champiñón) puede también optimizar los diseños presentados.

En segundo lugar, y en relación con la teorı́a presentada para caracterizar la excitación
coaxial de dispositivos implementados en tecnologı́a guiada, es importante recordar que,
con el objetivo de evitar el cálculo de las singularidades que surgen al aplicar el método
BI-RME 3D, se ha optado por una estrategia consistente en expresar las funciones vectoria-
les modales de la guı́a coaxial en términos de las soluciones modales de la guı́a rectangular
de expansión a la que la sonda coaxial alimenta. Sin embargo, podrı́a resultar muy interesante
estudiar si se puede realizar la integración analı́tica (o numérica) de las singularidades men-
cionadas con el objetivo de mejorar aún más la eficiencia computacional de la herramienta
implementada. Por otro lado, otra lı́nea de investigación de gran interés consiste en integrar
la herramienta de simulación relativa a la excitación coaxial de dispositivos en configura-
ción colineal en otra herramienta, también basada en el método BI-RME 3D, que permita
considerar en los resonadores postes de naturaleza dieléctrica. Finalmente, serı́a también de
especial importancia integrar la herramienta desarrollada en otras herramientas ya existentes
que permitan analizar y diseñar dispositivos de microondas más complejos (filtros, diplexo-
res, multiplexores, etc.). De esta forma, desde el inicio del proceso de diseño, se podrı́a tener
en cuenta la introducción de la sonda coaxial de excitación, con todas las ventajas que ello
supone.

Finalmente, con respecto a la sección de la tesis relacionada con el análisis de filtros en
configuración comb-line, se abren también nuevas lı́neas de investigación. En primer lugar,
tendrı́a un enorme interés desarrollar una herramienta de diseño automatizado que se basara
en la herramienta de análisis ya existente. En segundo lugar, es muy importante extender
la teorı́a desarrollada con el fin de permitir que la sonda coaxial de excitación pueda con-
tactar con el poste conductor del resonador comb-line. De esta manera, se podrı́an mejorar
las pérdidas de retorno de este tipo de filtros y cambiar el tipo de acoplamiento en la exci-
tación de dichos filtros. Finalmente, puede también resultar interesante generar una nueva
herramienta que calcule el campo electromagnético en cada punto del filtro comb-line. De
esta manera, dicha herramienta se podrı́a emplear para predecir fenómenos de alta potencia
(efecto multipactor y efecto corona) en este tipo de filtros.



Apéndice A

Matrices P y Q del Cálculo de los Modos
de una Guı́a Coaxial usando el Método
de los Momentos

En el apartado 2.3.1 del capı́tulo 2 se han obtenido los modos TMz y TEz de una guı́a
coaxial utilizando una técnica alternativa basada en el método de los momentos. En dicho
cálculo, aparecen las denominadas matrices P y Q cuyos elementos se evalúan a continua-
ción. Es importante resaltar que todos los resultados que se presentan en este apéndice se han
calculado utilizando el paquete de cálculo simbólico que incorpora el software MATLAB.

A.1. Modos TMz

En primer lugar, se presentan los elementos de las matrices PTMz
y QTMz

para el caso de
los modos TMz de una guı́a coaxial de radio externo r1 y radio interno r2. Las expresiones
que definen estas matrices pueden encontrarse en las ecuaciones (2.83) y (2.84). Para el caso
en que r 6= t tendremos que1:

PTMz

r,t = s2

∫ r1

r2

1

ρ
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

+
r2

(r + t)2 (r − t)2

[
(−1)r−t (r + t)2 − (−1)r+t (r − t)2

2
− 2rt

]

+
r

(t + r) (t− r)

[
(−1)t+r (t− r) + (−1)t−r (t + r)

2
− t

]
(A.1)

QTMz

r,t =
(r1 − r2)

2

(r + t)2 (r − t)2 π2

[
(−1)r−t (r + t)2 − (−1)r+t (r − t)2

2
− 2rt

]
(A.2)

1Hay que recordar que, en el caso de los modos TMz , r y t son diferentes de cero.
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Para el caso en que r = t se obtiene:

PTMz

r,t =
r1 + r2

r1 − r2

(rπ)2

4
+ s2

∫ r1

r2

1

ρ
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (A.3)

QTMz

r,t =
1

4
(r2

1 − r2
2) (A.4)

La integral que aparece en las expresiones (A.1) y (A.3), la cual la denotaremos mediante
IPTM(r, t), requiere un tratamiento numérico, tal y como se va a comprobar a continuación.
En efecto, en caso de que r 6= t se obtiene que:

IPTM(r, t) =

∫ r1

r2

1

ρ
sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

=
1

2
cos

(
πr2

t− r

r1 − r2

)[
Ci

(
πr1

t− r

r1 − r2

)
− Ci

(
πr2

t− r

r1 − r2

)]

+
1

2
cos

(
πr2

t + r

r1 − r2

)[
Ci

(
πr2

t + r

r1 − r2

)
− Ci

(
πr1

t + r

r1 − r2

)]

+
1

2
sin

(
πr2

t− r

r1 − r2

)[
Si

(
πr1

t− r

r1 − r2

)
− Si

(
πr2

t− r

r1 − r2

)]

+
1

2
sin

(
πr2

t + r

r1 − r2

)[
Si

(
πr2

t + r

r1 − r2

)
− Si

(
πr1

t + r

r1 − r2

)]

(A.5)

Si r = t, entonces:

IPTM(r) =

∫ r1

r2

1

ρ
sin2

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

=
1

2
ln

(
r1

r2

)
+

1

2
sin

(
2πrr2

r1 − r2

)[
Si

(
2πrr2

r1 − r2

)
− Si

(
2πrr1

r1 − r2

)]

+
1

2
cos

(
2πrr2

r1 − r2

)[
Ci

(
2πrr2

r1 − r2

)
− Ci

(
2πrr1

r1 − r2

)]
(A.6)

En la expresión anterior, Si(x) y Ci(x) representan las denominadas integral seno e inte-
gral coseno, respectivamente, y sus definiciones son las siguientes:

Si(x) =

∫ x

0

sin τ

τ
dτ (A.7)

Ci(x) =

∫ x

∞

cos τ

τ
dτ (A.8)
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Otras integrales de interés aparecen en el cálculo del factor de normalización asociado a
los modos TMz, cuya expresión se recoge en (2.94). El cálculo de sus elementos se detalla a
continuación. Sea:

ITMz

(r, t) =

∫ r1

r2

ρ cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (A.9)

En caso de que r 6= t, se tiene que:

ITMz

(r, t) =
(r1 − r2)

2

π2(r + t)2(r − t)2

[
(−1)r−t(r + t)2 + (−1)r+t(r − t)2

2
− (r2 + t2)

]

(A.10)
Por otro lado, si r = t entonces:

ITMz

(r) =
1

2εr

(r2
1 − r2

2) (A.11)

En la expresión anterior, εr es la constante de Neumann definida en (C.6).

Finalmente, en el cálculo del factor de normalización deben resolverse también las si-
guientes integrales con respecto a la variable angular:

∫ 2π

0

Φ2
(ξ),s(φ) dφ =





2π/εs si (ξ) = (c)

π(εs − 1) si (ξ) = (s)
(A.12)

∫ 2π

0

(
Φ′

(ξ),s(φ)
)2

dφ =





π s2(εs − 1) si (ξ) = (c)

2 π s2/εs si (ξ) = (s)
(A.13)

A.2. Modos TEz

A continuación, se calculan los elementos de las matrices PTEz
y QTEz

para el caso de
los modos TEz de una guı́a coaxial de radio externo r1 y radio interno r2. Estas matrices se
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definieron en las expresiones (2.105) y (2.106). En caso de que r 6= t se obtiene que2:

PTEz

r,t = s2

∫ r1

r2

1

ρ
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

+
r2

(r + t)2 (r − t)2

[
(−1)r−t (r + t)2 + (−1)r+t (r − t)2

2
− (r2 + t2)

]

− r

(r + t) (r − t)

[
(−1)r+t (r − t) + (−1)r−t (r + t)

2
− r

]
(A.14)

QTEz

r,t =
(r1 − r2)

2

(r + t)2 (r − t)2 π2

[
(−1)r−t (r + t)2 + (−1)r+t (r − t)2

2
− (r2 + t2)

]

(A.15)

expresión en la que se permite que r o t sean nulos. Para el caso en que r = t se tiene que:

PTEz

r,t =
(rπ)2

2εr

r1 + r2

r1 − r2

+ s2

∫ r1

r2

1

ρ
cos2

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (A.16)

QTEz

r,t =
1

2εr

(r2
1 − r2

2) (A.17)

En estas expresiones, εr representa la constante de Neumann. Además, en caso de que
r = t = 0, la expresión (A.16) se reduce a la siguiente:

PTEz

r,t

∣∣
r=t=0

= s2 ln

(
r1

r2

)
(A.18)

Las expresiones (A.14) y (A.16) se han dejado en función de una integral, que represen-

2En el caso de los modos TEz , los ı́ndices r y t pueden ser nulos.
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taremos mediante IPTE(r, t), y que seguidamente calculamos. Para el caso en que r 6= t:

IPTE(r, t) =

∫ r1

r2

1

ρ
cos

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
cos

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

=
1

2
cos

(
πr2

t− r

r1 − r2

)[
Ci

(
πr1

t− r

r1 − r2

)
− Ci

(
πr2

t− r

r1 − r2

)]

+
1

2
cos

(
πr2

t + r

r1 − r2

)[
Ci

(
πr1

t + r

r1 − r2

)
− Ci

(
πr2

t + r

r1 − r2

)]

+
1

2
sin

(
πr2

t− r

r1 − r2

)[
Si

(
πr1

t− r

r1 − r2

)
− Si

(
πr2

t− r

r1 − r2

)]

+
1

2
sin

(
πr2

t + r

r1 − r2

)[
Si

(
πr1

t + r

r1 − r2

)
− Si

(
πr2

t + r

r1 − r2

)]

(A.19)

donde se permite que r o t sean nulos. En caso de que r = t (con r 6= 0), se obtiene que:

IPTE(r) =

∫ r1

r2

1

ρ
cos2

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ

=
1

2
ln

(
r1

r2

)
+

1

2
sin

(
2πrr2

r1 − r2

)[
Si

(
2πrr1

r1 − r2

)
− Si

(
2πrr2

r1 − r2

)]

+
1

2
cos

(
2πrr2

r1 − r2

)[
Ci

(
2πrr1

r1 − r2

)
− Ci

(
2πrr2

r1 − r2

)]
(A.20)

Si r = t = 0, se tiene directamente que IPTE(r) = ln
(

r1

r2

)
.

Finalmente, en el cálculo del factor de normalización de los modos TEz, cuya expresión
se define en (2.116), encontramos un nueva integral en la variable radial que se calcula a
continuación. Sea:

ITEz

(r, t) =

∫ r1

r2

ρ sin

(
rπ

ρ− r2

r1 − r2

)
sin

(
tπ

ρ− r2

r1 − r2

)
dρ (A.21)

En el caso en que r 6= t tendremos que:

ITEz

(r, t) =
(r1 − r2)

2

π2(r + t)2(r − t)2

[
(−1)r−t(r + t)2 − (−1)r+t(r − t)2

2
− 2rt

]
(A.22)

Si r = t se obtiene:
ITEz

(r) = (r2
1 − r2

2)
εr − 1

4
(A.23)

siendo εr la constante de Neumann. Estas expresiones admiten que r y t sean nulos.
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Apéndice B

Matrices P y Q del Cálculo de los Modos
de una Guı́a Circular usando el Método
de los Momentos

En este apéndice se detallan los elementos de las matrices P y Q que se obtienen en
la sección 2.4.1 tras utilizar el método de los momentos para la obtención de las funciones
vectoriales modales de una guı́a de sección transversal circular. Es importante recordar que
la expresión que adoptan estas matrices depende del valor que tome el ı́ndice modal angular
s. Los cálculos presentados en este apéndice se han llevado a cabo utilizando el programa
MATLAB.

B.1. Modos TMz

A continuación, se presentan los elementos de las matrices PTMz
y QTMz

para el caso
de los modos TMz de una guı́a circular de radio r1. La definición de estas matrices puede
encontrarse en (2.156)–(2.157) para el caso en que s 6= 0, y en (2.166)–(2.167) para el caso
en que s = 0.

Caso en que s 6= 0:
Si r 6= t, se tiene que1:

PTMz

r,t = s2

∫ r1

0

1

ρ
sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ +

r2

2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
− (−1)r+t − 1

(r + t)2

]

+
r

2

(−1)r+t(r − t)− (−1)r−t(r + t) + 2 t

(r + t)(r − t)
(B.1)

QTMz

r,t =
r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
− (−1)r+t − 1

(r + t)2

]
(B.2)

1En el caso de los modos TMz con s 6= 0, los ı́ndices r y t no pueden ser nulos.
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En caso de que r = t se obtiene:

PTMz

r,t = s2

∫ r1

0

1

ρ
sin2

(
rπ

ρ

r1

)
dρ +

(rπ

2

)2

(B.3)

QTMz

r,t =
r2
1

4
(B.4)

En las expresiones (B.1) y (B.3) aparecen unas integrales que se calculan seguidamente:
∫ r1

0

1

ρ
sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ =

1

2
Ci (π(r − t))− 1

2
Ci (π(r + t)) +

1

2
ln

(
r + t

r − t

)

(B.5)
∫ r1

0

1

ρ
sin2

(
rπ

ρ

r1

)
dρ =

1

2
[γ + ln(2) + ln(rπ)− Ci(2πr)] (B.6)

En estas expresiones, Ci(x) es la integral coseno definida en (A.8), y γ representa la deno-
minada constante de Euler cuyo valor aproximado es γ ' 0,577215665.

Por otro lado, en el cálculo del factor de normalización asociado a los modos TMz con
s 6= 0 encontramos la siguiente integral:

ITMz

1 (r, t) =

∫ r1

0

ρ cos

(
rπ

ρ

r1

)
cos

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (B.7)

En caso de que r 6= t tendremos que:

ITMz

1 (r, t) =
r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t − 1

(r + t)2

]
(B.8)

Finalmente, si r = t obtendremos:

ITMz

1 (r, t) =
r2
1

4
(B.9)

Caso en que s = 0:
En caso de que r 6= t, se concluye que2:

PTMz

r,t(s=0)
=

1

2

(
r +

1

2

)2 [
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t+1 − 1

(r + t + 1)2

]

+

(
r +

1

2

)
(2r + 1)− (−1)r+t+1(r − t)− (−1)r−t(r + t + 1)

2(r + t + 1)(r − t)
(B.10)

QTMz

r,t(s=0)
=

r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t+1 − 1

(r + t + 1)2

]
(B.11)

2Para los modos TMz con s = 0, los ı́ndices r y t pueden ser nulos.
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Estas últimas expresiones son también válidas en el caso de que r o t sean nulos. Por otro
lado, si r = t (se permite que r = t = 0) se tiene que:

PTMz

r,t(s=0)
=

1

4

[
π2

(
r +

1

2

)2

− 1

]
+

1

2
(B.12)

QTMz

r,t(s=0)
=

a2

π2(2r + 1)2

[
π2

(
r +

1

2

)2

− 1

]
(B.13)

Finalmente, en la expresión del factor de normalización correspondiente a los modos
TMz con s = 0 encontramos la siguiente integral:

ITMz

2 (r, t) =

∫ r1

0

sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
ρ dρ (B.14)

En caso de que r 6= t obtenemos:

ITMz

2 (r, t) = r2
1

(−1)t−r [(r + t)2 + 2(r + t) + 1]− (−1)r+t+1(t− r)2 − (4rt + 2(r + t) + 1)

2π2(r − t)2(r + t + 1)2

(B.15)
Si r = t se deduce que:

ITMz

2 (r) =
r2
1

4π2

π2
(
r2 + r + 1

4

)
+ 1

r2 + r + 1
4

(B.16)

En estas expresiones relativas a la integral ITMz

2 (r, t) se permite que los ı́ndices r y t sean
nulos.

B.2. Modos TEz

Seguidamente, se proporcionan los elementos de las matrices PTEz
y QTEz

definidas en
las expresiones (2.180)–(2.181) para el caso en el que el ı́ndice angular s es no nulo, y en las
expresiones (2.188)–(2.189) para el caso en el que s = 0.
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Caso en que s 6= 0:
En este caso, los ı́ndices r y t pueden ser nulos. Ası́, si r 6= t entonces:

PTEz

r,t = s2

∫ r1

0

1

ρ
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ

+

(
r +

1

2

)2
(−1)t−r [(r + t)2 + 2(r + t) + 1]− (−1)r+t+1(t− r)2

2(t− r)2 (t + r + 1)2

−
(

r +
1

2

)2
4 r t + 2(r + t) + 1

2(t− r)2 (t + r + 1)2

+

(
r +

1

2

)
(−1)r+t+1(t− r) + (−1)t−r(t + r + 1)− (2t + 1)

2(t− r) (t + r + 1)
(B.17)

QTEz

r,t = r2
1

(−1)t−r [(r + t)2 + 2(r + t) + 1]− (−1)r+t+1(t− r)2

2π2(t− r)2 (t + r + 1)2

−r2
1

4rt + 2(r + t) + 1

2π2(t− r)2 (t + r + 1)2
(B.18)

En estas expresiones se incluyen los casos r = 0 y t = 0. Por otra parte, si r = t tendremos
que:

PTEz

r,t = s2

∫ r1

0

1

ρ
sin2

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ +

(
r +

1

2

)2 π2
(
r2 + r + 1

4

)
+ 1

(2r + 1)2
− 1

2

(B.19)

QTEz

r,t = r2
1

π2
(
r2 + r + 1

4

)
+ 1

π2(2r + 1)2
(B.20)

Las expresiones (B.19)–(B.20) incluyen el caso en que r = 0.

Por otro lado, conviene observar que las expresiones (B.17) y (B.19) se han dejado en
función de la siguiente integral3:

ITEz

1 (r, t) =

∫ r1

0

1

ρ
sin

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
sin

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ (B.21)

Ası́, en caso de que r 6= t se tiene que:

ITEz

1 (r, t) =
1

2
Ci [π(r − t)]− 1

2
Ci [π(r + t + 1)] +

1

2
ln

(
r + t + 1

r − t

)
(B.22)

3La integral presente en (B.19) puede obtenerse a partir de la integral definida en (B.21) haciendo r = t.
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Por otro lado, si r = t obtendremos:

ITEz

1 (r) =
1

2
γ +

1

2
ln 2 +

1

2
ln

[
π

(
r +

1

2

)]
− 1

2
Ci

[
2π

(
r +

1

2

)]
(B.23)

en donde γ es la constante de Euler. Estas últimas expresiones admiten que los ı́ndices r y t
sean nulos.

Finalmente, en el cálculo del factor de normalización asociado a los modos TEz con
s 6= 0 encontramos la siguiente integral:

ITEz

2 (r, t) =

∫ r1

0

ρ cos

(
π

(
r +

1

2

)
ρ

r1

)
cos

(
π

(
t +

1

2

)
ρ

r1

)
dρ (B.24)

Ası́, cuando r 6= t se obtiene que:

ITEz

2 (r, t) =
r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t+1 − 1

(r + t + 1)2

]
(B.25)

Por último, si r = t se llega a que:

ITEz

2 (r) =
r2
1

π2(2r + 1)2

[
π2

(
r +

1

2

)2

− 1

]
(B.26)

En las expresiones (B.25) y (B.26) se permite que r y t sean nulos.

Caso en que s = 0:

Para el caso en que r 6= t se obtiene4:

PTEz

r,t(s=0)
=

r2

2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t − 1

(r + t)2

]
− r

2

(−1)t+r(t− r)− (−1)t−r(t + r) + 2r

(t + r)(t− r)

(B.27)

QTEz

r,t(s=0)
=

r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
+

(−1)r+t − 1

(r + t)2

]
(B.28)

Por otro lado, si r = t:

PTEz

r,t(s=0)
=

(πr

2

)2

(B.29)

QTEz

r,t(s=0)
=

r2
1

α
(B.30)

4Los ı́ndices r y t pueden ser nulos en este caso.
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en donde α = 4 si r 6= 0, y α = 2 si r = 0. Todas estas expresiones incluyen los casos en
que r = 0 o t = 0.

Por otra parte, la expresión del factor de normalización de los modos TEz para el caso
s = 0 se ha dejado en función de la siguiente integral:

ITEz

3 (r, t) =

∫ r1

0

ρ sin

(
rπ

ρ

r1

)
sin

(
tπ

ρ

r1

)
dρ (B.31)

Para el caso en que r 6= t se tiene que:

ITEz

3 (r, t) =
r2
1

2π2

[
(−1)r−t − 1

(r − t)2
− (−1)r+t − 1

(r + t)2

]
(B.32)

En caso de que r = t entonces:

ITEz

3 (r, t) =
r2
1

4
(B.33)

Observe que si r = 0 o t = 0, entonces ITEz

3 (r, t) = 0.



Apéndice C

Análisis Modal de Guı́as y Cavidades
Rectangulares

C.1. Funciones Vectoriales Modales de Campo Magnético
de una Guı́a Rectangular

Sea una guı́a de ondas de sección transversal rectangular de dimensiones lxξ
× lyξ

y
sean (xξ, yξ) las coordenadas transversales. Según [35], la función vectorial modal de campo
magnético asociada a la n-ésima solución modal en dicha guı́a puede expresarse de manera
general como sigue:

h(ξ)
n (r) = Nxξ,n Fxξ,n(xξ, yξ) x̂ξ +Nyξ,n Fyξ,n(xξ, yξ) ŷξ (C.1)

En la ecuación anterior, Nxξ,n y Nyξ,n representan unos factores de normalización cuyas
expresiones deben particularizarse para los casos TEzξ y TMzξ 1 [35]:

N TE
xξ,n =

kxξ,n

k
(ξ)
t,n

√
εnxξ

εnyξ

lxξ
lyξ

(C.2)

N TE
yξ,n =

kyξ,n

k
(ξ)
t,n

√
εnxξ

εnyξ

lxξ
lyξ

(C.3)

N TM
xξ,n = 2

kyξ,n

k
(ξ)
t,n

1√
lxξ

lyξ

(C.4)

N TM
yξ,n = −2

kxξ,n

k
(ξ)
t,n

1√
lxξ

lyξ

(C.5)

1De aquı́ en adelante, por simplicidad en la notación, se omitirá el superı́ndice zξ al designar los modos
TEzξ y TMzξ .
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donde (nxξ
, nyξ

) es la pareja de ı́ndices modales de la n-ésima solución modal relativa a
las coordenadas (xξ, yξ), respectivamente; kxξ,n = nxξ

π/lxξ
es el número de onda relativo

a la coordenada xξ; kyξ,n = nyξ
π/lyξ

es el número de onda relativo a la coordenada yξ;
(k

(ξ)
t,n)2 = k2

xξ,n + k2
yξ,n es el cuadrado del número de onda de corte del n-ésimo modo de la

guı́a; y εn es el denominado factor de Neumann que se define como sigue:

εn =

{
1, si n = 0

2, si n 6= 0
(C.6)

Por otro lado, las variaciones funcionales Fxξ,n(xξ, yξ) y Fyξ,n(xξ, yξ) que aparecen en (C.1)
se definen del siguiente modo [35]:

Fxξ,n(xξ, yξ) = sin(kxξ,n xξ) cos(kyξ,n yξ) (C.7)

Fyξ,n(xξ, yξ) = cos(kxξ,n xξ) sin(kyξ,n yξ) (C.8)

A continuación, estamos interesados en calcular la divergencia de las funciones vectoria-
les modales de campo magnético de tipo TE y de tipo TM. El campo magnético de tipo TE
puede calcularse utilizando la siguiente relación:

h(ξ)TE
n (r) = ẑξ ×

(
ẑξ × 1

k
(ξ)
t,n

∇tφ
(ξ)TE
n (r)

)
(C.9)

siendo zξ la coordenada axial que define la dirección de propagación en la guı́a;∇t el opera-
dor gradiente calculado sobre las coordenadas transversales (xξ, yξ), y φ

(ξ)TE
n (r) la siguiente

función potencial2:

φ(ξ)TE
n (r) =

√
εnxξ

εnyξ

lxξ
lyξ

cos(kxξ,n xξ) cos(kyξ,n yξ) (C.10)

Entonces, es sencillo concluir que3:

∇ · h(ξ)TE
n (r) = ∇ ·

(
ẑξ × (ẑξ × 1

k
(ξ)
t,n

∇tφ
(ξ)TE
n (r))

)
= ∇ ·

(
ẑξ · 1

k
(ξ)
t,n

∇tφ
(ξ)TE
n (r)

)
ẑξ

− 1

k
(ξ)
t,n

∇ · ∇tφ
(ξ)TE
n (r) = − 1

k
(ξ)
t,n

∇2
t φ

(ξ)TE
n (r) = k

(ξ)
t,n φ(ξ)TE

n (r) (C.11)

Para el caso de los modos TM vamos a comprobar que la divergencia es nula. En efecto:

h(ξ)TM
n (r) = −ẑξ ×∇tφ

(ξ)TM
n (r) (C.12)

2La función potencial (C.10) satisface la ecuación de ondas escalar.
3En este desarrollo se ha utilizado la identidad vectorial: A×(B×C) = (A ·C)B− (A ·B)C.
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siendo φ
(ξ)TM
n (r) una adecuada función potencial. Entonces4:

∇ · h(ξ)TM
n (r) = −∇ · (ẑξ ×∇tφ

(ξ)TM
n (r)

)
= ∇ · (∇tφ

(ξ)TM
n (r)× ẑξ

)

= ∇ · (∇t × ẑξφ
(ξ)TM
n (r)− φ(ξ)TM

n (r)∇× ẑξ

)
= 0 (C.13)

C.2. Funciones de Green de tipo Magnético de una Cavi-
dad Rectangular

Considérese una cavidad rectangular de dimensiones lxξ
× lyξ

× lzξ
. Sean (xξ, yξ) una

pareja de coordenadas transversales y sea zξ la correspondiente coordenada axial. La función
de Green escalar de tipo magnético de dicha cavidad puede calcularse de la siguiente manera
[21]:

gm(r, r′) =
∞∑

nxξ
,nyξ

,nzξ
=0

nxξ
=nyξ

=nzξ
=0 excluido

εnzξ

κ2 lzξ

φnxξ
,nyξ

(xξ, yξ) φnxξ
,nyξ

(x′ξ, y
′
ξ) cos(kzξ

zξ) cos(kzξ
z′ξ) (C.14)

donde εn es el factor de Neumann introducido en (C.6) y además se ha definido:

κ2 = k2
xξ

+ k2
yξ

+ k2
zξ

(C.15)

kϑξ
=

nϑξ
π

lϑξ

, con ϑ = (x, y, z) (C.16)

φnxξ
,nyξ

(xξ, yξ) =

√
εnxξ

εnyξ

lxξ
lyξ

cos(kxξ
xξ) cos(kyξ

yξ) (C.17)

siendo κ el número de onda de resonancia de la cavidad rectangular. Por otro lado, es im-
portante observar que en la expresión de la función de Green escalar interviene la función
potencial utilizada en (C.9) para obtener los modos TE de una guı́a de sección transversal
rectangular de dimensiones lxξ

× lyξ

5.

Asimismo, la parte estática de la función de Green diádica de tipo magnético puede
expresarse como [21]:

ḠF
0 (r, r ′) =

∞∑
nxξ

,nyξ
=0

∞∑
nzξ

=1

HTE(xξ, yξ, zξ)H
TE(x′ξ, y

′
ξ, z

′
ξ)

κ2

+
∞∑

nxξ
,nyξ

=1

∞∑
nzξ

=0

HTM(xξ, yξ, zξ)H
TM(x′ξ, y

′
ξ, z

′
ξ)

κ2
(C.18)

4Aquı́ se ha empleado la siguiente propiedad: ∇ψ ×A = ∇× (ψA)− ψ∇×A.
5De hecho, obsérvese que φ(xξ, yξ) = φ

(ξ)TE
n (xξ, yξ).
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donde HTE(r) y HTM(r) representan las funciones vectoriales modales normalizadas de
campo magnético de los modos TE y TM de una cavidad rectangular6, respectivamente, y
sus expresiones explı́citas son las siguientes [35]:

HTE(r) =
1

κ

√
2

lzξ

[
kzξ

cos(kzξ
zξ)h

TE
nxξ

,nyξ
(r)

−
√

k2
xξ

+ k2
yξ

φnxξ
,nyξ

(xξ, yξ) sin(kzξ
zξ) ẑξ

]
(C.19)

HTM(r) =

√
εnzξ

lzξ

cos(kzξ
zξ)h

TM
nxξ

,nyξ
(r) (C.20)

Finalmente, el rotacional de la parte estática de la función de Green diádica de tipo
magnético puede escribirse como [21]:

∇× ḠF
0 (r, r′) =

∞∑
nxξ

,nyξ
=0

∞∑
nzξ

=1

ETE(xξ, yξ, zξ)H
TE(x′ξ, y

′
ξ, z

′
ξ)

κ

+
∞∑

nxξ
,nyξ

=1

∞∑
nzξ

=0

ETM(xξ, yξ, zξ)H
TM(x′ξ, y

′
ξ, z

′
ξ)

κ
(C.21)

donde las funciones vectoriales modales normalizadas de campo eléctrico de un resonador
rectangular son [35]:

ETE(r) =

√
2

lzξ

(
hTE

nxξ
,nyξ

(r)× ẑξ

)
sin(kzξ

zξ) (C.22)

ETM(r) =
1

κ

√
εnzξ

lzξ

[(
hTM

nxξ
,nyξ

(r)× ẑξ

)
kzξ

sin(kzξ
zξ)

+
2

lxξ
lyξ

√
k2

xξ
+ k2

yξ
sin(kxξ

xξ) sin(kyξ
yξ) cos(kzξ

zξ) ẑξ

]
(C.23)

Es importante destacar que los campos eléctrico y magnético de un resonador rectangular
de dimensiones lxξ

× lyξ
× lzξ

se han expresado en términos de las funciones vectoriales
modales hn(r) de una guı́a rectangular de dimensiones lxξ

× lyξ
, las cuales ya se definieron

en (C.9) y (C.12).

6En el primer sumatorio doble de la expresión (C.18) referido a los modos de tipo TE, los subı́ndices nxξ
y

nyξ
no pueden ser cero simultáneamente.



Apéndice D

Series y Funciones Auxiliares utilizadas
en el Análisis de Uniones Compensadas

D.1. Series utilizadas en el Análisis de Uniones Compensa-
das

En el cálculo de la matrices G
(γ,ξ)
m,n , T

(γ,ξ)
m,n y L

(ξ)
m,n que se lleva a cabo en el capı́tulo 3

intervienen un conjunto de series infinitas cuya solución se detalla a continuación [66]:

∞∑
nz=0

εnz cos(kz z)

k2
t + k2

z

=
lz
kt

cosh [kt(lz − z)]

sinh(kt lz)
(D.1)

∞∑
nz=0

(−1)nz
εnz cos(kz z)

k2
t + k2

z

=
lz
kt

cosh(kt z)

sinh(kt lz)
(D.2)

∞∑
nz=0

kz sin(kz z)

k2
t + k2

z

=
lz
2

sinh [kt(lz − z)]

sinh(kt lz)
(D.3)

∞∑
nz=0

(−1)nz
kz sin(kz z)

k2
t + k2

z

= − lz
2

sinh(ktz)

sinh(kt lz)
(D.4)

∞∑
nz=0

k2
z

(k2
t + k2

z)
2

=
lz
4kt

(
coth(kt lz)− kt lz

sinh2(kt lz)

)
(D.5)

∞∑
nz=0

(−1)nz
k2

z

(k2
t + k2

z)
2

=
lz

4kt sinh(kt lz)

(
1− kt lz

tanh(kt lz)

)
(D.6)

En todas estas expresiones se tiene que kz = nzπ
lz

.
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D.2. Funciones Auxiliares utilizadas en el Análisis de Unio-
nes Compensadas

Las expresiones de las matrices G
(γ,ξ)
m,n y T

(γ,ξ)
m,n obtenidas en las ecuaciones (3.30) y

(3.52)–(3.55) del capı́tulo 3 se han descrito en términos de las siguientes funciones auxi-
liares:

ρ(γ,ξ)
m,n =





√
εmxγ

εnxξ
, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

√
εmyγ

εnxξ
, si γ = 1, 2 y ξ = 5

√
εmyγ

εnyξ
, si γ = 3, 4 y ξ = 5

(D.7)

ψ(γ,ξ)
m,n =





(−νγ)
nxξ ν

mxγ

ξ δmyγ ,nyξ
, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

(−νγ)
nxξ (−νξ)

myγ δmxγ ,nyξ
, si γ = 1, 2 y ξ = 5

ν
nyξ
γ (−νξ)

myγ δmxγ ,nxξ
, si γ = 3, 4 y ξ = 5

(D.8)

χ(γ,ξ)
m,n =





k2
nyξ

εnyξ
(εnyξ

−1)

εmxγ
, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

k2
nyξ

εnyξ
(εnyξ

−1)

εmyγ
, si γ = 1, 2 y ξ = 5

k2
nxξ

εnxξ
(εnxξ

−1)

εnyγ
, si γ = 3, 4 y ξ = 5

(D.9)

ϕ(γ,ξ)
m,n =





εmxγ
− 1, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

εmyγ
− 1, si γ = 1, 2, 3, 4 y ξ = 5

(D.10)

ζ(γ,ξ)
m,n =





knyξ

√
εnxξ

, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4, 5

knxξ

√
εnyξ

, si γ = 3, 4 y ξ = 5
(D.11)

θ(γ,ξ)
m,n =





√
εmxγ

, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

√
εmyγ

, si γ = 1, 2 y ξ = 5

−√εmyγ
, si γ = 3, 4 y ξ = 5

(D.12)
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τ (γ,ξ) =





1, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4

−1, si γ = 1, 2, 3, 4 y ξ = 5
(D.13)

λ(γ,ξ)
m,n =





knxξ
, si γ = 1, 2 y ξ = 3, 4, 5

−knyξ
, si γ = 3, 4 y ξ = 5

(D.14)

En estas expresiones, εn representa el factor de Neumann definido en (C.6); δm,n es la delta
de Kronecker, y νξ se definió en (3.24).
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Apéndice E

Conexión de Matrices de Impedancias y
Admitancias Generalizadas

El objetivo de este apéndice es la caracterización de la conexión de una matriz de ad-
mitancias generalizada (MAG) y de una matriz de impedancias generalizada (MIG) a través
de un sistema de ecuaciones equivalente, que relacione las corrientes y tensiones modales
en cada uno de los puertos de acceso de la unión sin necesidad de invertir ninguna de las
dos matrices multimodales. Ası́ pues, considérese la figura E.1. En dicha figura, Y

(δ,γ)
A es

una MAG de dos puertos asociada a cierta unión A, y Z
(δ,γ)
B es una MIG de dos puertos que

caracteriza a cierta unión B (δ, γ = 1, 2). En concreto, la unión A procede de la caracte-
rización de una unión de dos puertos a través del método BI-RME 3D desarrollado en el
capı́tulo 3, mientras que la unión B proviene de la caracterización de una unión planar de
dos puertos a partir de la técnica de la ecuación integral presentada en el capı́tulo 2. Por otro
lado, N es el número de modos considerados en todos los puertos de la unión; V

(ξ)
A,i e I

(ξ)
A,i

(con i = 1, . . . , N y ξ = 1, 2) representan, respectivamente, los voltajes y corrientes modales
equivalentes en el puerto (ξ) de la unión A; V

(ξ)
B,i e I

(ξ)
B,i (con i = 1, . . . , N y ξ = 1, 2) son los

voltajes y corrientes modales equivalentes en el puerto (ξ) de la unión B, respectivamente; e
Ŷ

(ξ)
B,i (con i = 1, . . . , N y ξ = 1, 2) son las admitancias modales asintóticas correspondientes

al puerto (ξ) de la unión B cuyo significado se detalla en el capı́tulo 2.

)1(

1,A
I

)1(

,NA
I )2(

,NA
I
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V
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V

)1(

,NA
V

)1(

1,A
V
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V
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I
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Figura E.1: Conexión de una matriz de admitancias generalizada y una matriz de impedancias
generalizada.
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Las corrientes y voltajes modales de las uniones A y B se relacionan entre sı́ a partir de
las correspondientes matrices multimodales1:


 I

(1)
A

I
(2)
A


 =




Y
(1,1)
A Y

(1,2)
A

Y
(2,1)
A Y

(2,2)
A





 V

(1)
A

V
(2)
A


 (E.1)


 V

(1)
B

V
(2)
B


 =




Z
(1,1)
B Z

(1,2)
B

Z
(2,1)
B Z

(2,2)
B





 Ī

(1)
B

−Ī
(2)
B


 (E.2)

Además, las diferentes corrientes definidas en la unión B satisfacen las siguientes ecuacio-
nes:

Ī
(1)
B = I

(1)
B + Ŷ

(1)
B V

(1)
B (E.3)

I
(2)
B = Ī

(2)
B + Ŷ

(2)
B V

(2)
B (E.4)

donde Ŷ
(ξ)
B (ξ = 1, 2) son matrices diagonales cuyos elementos son las admitancias modales

asintóticas Ŷ
(ξ)
B,i , con i = 1, 2, . . . , N .

En primer lugar, la resolución de la conexión matricial anterior requiere escoger un con-
junto de incógnitas. Las incógnitas elegidas son: V

(1)
A , Ī(1)

B y−Ī
(2)
B . Para encontrar la primera

ecuación del sistema final de ecuaciones partimos de la siguiente expresión extraı́da de (E.1):

I
(1)
A = Y

(1,1)
A V

(1)
A + Y

(1,2)
A V

(2)
A (E.5)

Por otro lado, la continuidad de voltajes en la conexión de las uniones A y B impone que:

V
(2)
A = V

(1)
B = Z

(1,1)
B Ī

(1)
B + Z

(1,2)
B (−Ī

(2)
B ) (E.6)

donde se ha utilizado (E.2). Si ahora insertamos (E.6) en (E.5), deduciremos la primera
ecuación del sistema de ecuaciones buscado:

I
(1)
A = Y

(1,1)
A V

(1)
A + Y

(1,2)
A Z

(1,1)
B Ī

(1)
B + Y

(1,2)
A Z

(1,2)
B (−Ī

(2)
B ) (E.7)

La obtención de la segunda ecuación del sistema parte de la siguiente expresión extraı́da
de (E.1):

I
(2)
A = Y

(2,1)
A V

(1)
A + Y

(2,2)
A V

(2)
A = Y

(2,1)
A V

(1)
A + Y

(2,2)
A Z

(1,1)
B Ī

(1)
B + Y

(2,2)
A Z

(1,2)
B (−Ī

(2)
B ) (E.8)

donde hemos utilizado la relación (E.6). Por otro lado, introduciendo (E.6) en (E.3) deduci-
mos que:

I
(1)
B = Ī

(1)
B − Ŷ

(1)
B V

(1)
B = Ī

(1)
B − Ŷ

(1)
B Z

(1,1)
B Ī

(1)
B − Ŷ

(1)
B Z

(1,2)
B (−Ī

(2)
B ) (E.9)

1Las matrices multimodales de las expresiones (E.1)–(E.2) son de dimensiones 2N × 2N .
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Además, la continuidad de corrientes en la conexión de las uniones A y B fuerza la siguiente
condición:

I
(2)
A = −I

(1)
B =⇒ I

(2)
A + I

(1)
B = 0 (E.10)

con lo que recuperando ahora las expresiones (E.8) y (E.9) obtendremos la segunda ecuación
buscada:

Y
(2,1)
A V

(1)
A +

[
U + (Y

(2,2)
A − Ŷ

(1)
B )Z

(1,1)
B

]
Ī

(1)
B + (Y

(2,2)
A − Ŷ

(1)
B )Z

(1,2)
B (−Ī

(2)
B ) = 0 (E.11)

siendo U la matriz identidad de orden N .

Por último, la última ecuación del sistema se deduce directamente de (E.2):

V
(2)
B = Z

(2,1)
B Ī

(1)
B + Z

(2,2)
B (−Ī

(2)
B ) (E.12)

Ası́ pues, el sistema matricial de ecuaciones que caracteriza la conexión se expresa de la
siguiente manera:



I
(1)
A

0

V
(2)
B


 =




Y
(1,1)
A Y

(1,2)
A Z

(1,1)
B Y

(1,2)
A Z

(1,2)
B

Y
(2,1)
A U +

(
Y

(2,2)
A − Ŷ

(1)
B

)
Z

(1,1)
B

(
Y

(2,2)
A − Ŷ

(1)
B

)
Z

(1,2)
B

0 Z
(2,1)
B Z

(2,2)
B







V
(1)
A

Ī
(1)
B

−Ī
(2)
B




(E.13)
La resolución del sistema anterior permitirá calcular fácilmente los parámetros de dispersión
de la unión considerada [48].

Aunque la matriz de admitancias generalizada Y
(δ,γ)
A estudiada en la conexión de la fi-

gura E.1 está asociada a una unión de dos puertos, en los ejemplos de aplicación que se
presentan en el capı́tulo 3, la MAG que caracteriza a las diferentes estructuras bajo análisis
puede llegar a ser de hasta cinco puertos. Ası́ por ejemplo, el análisis eficiente de la unión
turnstile compensada (ver apartado 3.3.4) requiere conectar una MAG de cinco puertos con
una MIG de dos puertos. Por ello, es importante comentar que la teorı́a presentada en este
apéndice puede ampliarse fácilmente para el caso en que la MAG tenga más de dos acce-
sos. Ası́, a continuación se presenta como ejemplo el sistema matricial de ecuaciones que
caracteriza la conexión eficiente de una MAG de cinco puertos y una MIG de dos puertos:




I
(1)
A

I
(2)
A

I
(3)
A

I
(4)
A

0

V
(2)
B




= H ·




V
(1)
A

V
(2)
A

V
(3)
A

V
(4)
A

Ī
(1)
B

−Ī
(2)
B




(E.14)
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donde la matriz hı́brida H se expresa de la siguiente manera:

H =




Y
(1,1)
A Y

(1,2)
A Y

(1,3)
A Y

(1,4)
A Y

(1,5)
A Z

(1,1)
B Y

(1,5)
A Z

(1,2)
B

Y
(2,1)
A Y

(2,2)
A Y

(2,3)
A Y

(2,4)
A Y

(2,5)
A Z

(1,1)
B Y

(2,5)
A Z

(1,2)
B

Y
(3,1)
A Y

(3,2)
A Y

(3,3)
A Y

(3,4)
A Y

(3,5)
A Z

(1,1)
B Y

(3,5)
A Z

(1,2)
B

Y
(4,1)
A Y

(4,2)
A Y

(4,3)
A Y

(4,4)
A Y

(4,5)
A Z

(1,1)
B Y

(4,5)
A Z

(1,2)
B

Y
(5,1)
A Y

(5,2)
A Y

(5,3)
A Y

(5,4)
A U +

(
Y

(5,5)
A − Ŷ

(1)
B

)
Z

(1,1)
B

(
Y

(5,5)
A − Ŷ

(1)
B

)
Z

(1,2)
B

0 0 0 0 Z
(2,1)
B Z

(2,2)
B




(E.15)



Apéndice F

Series Auxiliares utilizadas en el Análisis
de la Excitación Coaxial de Dispositivos

El objetivo de este apéndice es el cálculo analı́tico de las series (4.32)–(4.33) obtenidas
en la sección 4.2.2 del capı́tulo 4, dedicado al análisis riguroso de la excitación coaxial de
dispositivos. Las series bajo estudio son las siguientes:

S(1)(z) =
∞∑

r=1

(−1)r k2
z

(k2
t + k2

z)
2 cos(kz z) (F.1)

S(2)(z) =
∞∑

r=1

(−1)r kz

(k2
t + k2

z)
2 sin(kz z) (F.2)

donde kz = rπ/c. En primer lugar, se trabajará con la serie (F.1) y partiremos del siguiente
resultado que se deduce en [66]:

γ
cosh(γ z)

sinh(γ c)
=

2

c

∞∑
r=1

(−1)r k2
z

k2 − k2
r

cos(kzz) (F.3)

donde k2 = ω2µε, kz = rπ/c, k2
r = k2

t + k2
z y γ =

√
k2

t − k2. Seguidamente, se extrae de
cada miembro de la igualdad (F.3) el término correspondiente para k = 0 (término estático
o independiente de la frecuencia), con lo que se obtiene:

γ
cosh(γ z)

sinh(γ c)
− kt

cosh(kt z)

sinh(kt z)
=

2

c

[ ∞∑
r=1

(−1)r k2
z

k2 − k2
r

cos(kzz)−
∞∑

r=1

(−1)r k2
z

(−k2
r)

cos(kzz)

]

=
2

c
k2

∞∑
r=1

(−1)r k2
z

k2
r(k

2 − k2
r)

cos(kzz) (F.4)

En consecuencia, de la expresión (F.4) se deduce:
∞∑

r=1

(−1)r k2
z

k2
r(k

2 − k2
r)

cos(kzz) =
c

2 k2

[
γ

cosh(γ z)

sinh(γ c)
− kt

cosh(kt z)

sinh(kt z)

]
(F.5)
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Ası́ pues, podemos escribir ahora que:

ĺım
k→0

∞∑
r=1

(−1)r k2
z

k2
r(k

2 − k2
r)

cos(kzz) = −
∞∑

r=1

(−1)r k2
z

k4
r

cos(kzz) (F.6)

donde el miembro de la derecha de la igualdad anterior se corresponde con la expresión de
la serie bajo estudio S(1)(z). Entonces, si ahora se introduce (F.5) en (F.6) se obtiene:

ĺım
k→0

∞∑
r=1

(−1)r k2
z

k2
r(k

2 − k2
r)

cos(kzz) =
c

2
ĺım
k→0

f(k)

k2
(F.7)

donde hemos definido:

f(k) =
√

k2
t − k2

cosh
(
z

√
k2

t − k2
)

sinh
(
c
√

k2
t − k2

) − kt
cosh(kt z)

sinh(kt c)
(F.8)

Dado que f(k) → 0 cuando k → 0, el cálculo del lı́mite de la expresión (F.7) se lleva a cabo
utilizando el teorema de L’Hôpital:

ĺım
k→0

f(k)

k2
= ĺım

k→0

1

2 k

df(k)

dk
=

c

2

cosh(kt z) cosh(kt c)

sinh2(kt c)
− z

2

sinh(kt z)

sinh(kt c)
− 1

2 kt

cosh(kt z)

sinh(kt c)
(F.9)

Finalmente, de las expresiones (F.6) y (F.9) se concluye:

S(1)(z) =
∞∑

r=1

(−1)r k2
z

(k2
t + k2

z)
2 cos(kz z)

=
c

4 sinh(kt c)

{
z sinh(kt z) +

[
1

kt

− c coth(kt c)

]
cosh(kt z)

}

(F.10)

A continuación, se procede al cálculo analı́tico de la serie S(2)(z), cuya expresión se
recoge en (F.2). Para ello, se parte del siguiente resultado extraı́do de [66]:

sinh(γ z)

sinh(γ c)
=

2

c

∞∑
r=1

(−1)r kz

k2 − k2
r

sin(kzz) (F.11)

donde la explicación de las diferentes variables es la misma que la que se ha dado para la
expresión (F.3). Si se extrae de cada miembro de (F.11) el término correspondiente para
k = 0 (término estático o independiente de la frecuencia) se obtiene:

sinh(γ z)

sinh(γ c)
− sinh(kt z)

sinh(kt c)
=

2

c

[ ∞∑
r=1

(−1)r kz

k2 − k2
r

sin(kzz)−
∞∑

r=1

(−1)r kz

(−k2
r)

sin(kzz)

]

=
2

c
k2

∞∑
r=1

(−1)r kz

k2
r(k

2 − k2
r)

sin(kzz) (F.12)
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de donde se deduce la siguiente expresión:

∞∑
r=1

(−1)r kz

k2
r(k

2 − k2
r)

sin(kzz) =
c

2 k2

[
sinh(γ z)

sinh(γ c)
− sinh(kt z)

sinh(kt c)

]
(F.13)

Si partimos de (F.13), podemos afirmar que:

ĺım
k→0

∞∑
r=1

(−1)r kz

k2
r(k

2 − k2
r)

sin(kzz) = −
∞∑

r=1

(−1)r kz

k4
r

sin(kzz) (F.14)

donde el miembro de la derecha de la igualdad anterior se corresponde con la serie S(2)(z)
bajo estudio. Seguidamente, se introduce (F.13) en (F.14) para obtener:

ĺım
k→0

∞∑
r=1

(−1)r kz

k2
r(k

2 − k2
r)

sin(kzz) =
c

2
ĺım
k→0

g(k)

k2
(F.15)

donde se ha definido:

g(k) =
sinh

(
z

√
k2

t − k2
)

sinh
(
c
√

k2
t − k2

) − sinh(kt z)

sinh(kt c)
(F.16)

Puesto que g(k) → 0 cuando k → 0, podemos aplicar nuevamente el teorema de L’Hôpital
para calcular el lı́mite de la expresión (F.15). Entonces, se tiene que:

ĺım
k→0

g(k)

k2
= ĺım

k→0

1

2 k

dg(k)

dk
=

1

2 kt

[
c

cosh(kt c) sinh(kt z)

sinh2(kt c)
− z

cosh(kt z)

sinh(kt c)

]
(F.17)

Finalmente, de las expresiones (F.14) y (F.17) se obtiene el resultado buscado:

S(2)(z) =
∞∑

r=1

(−1)r kz

(k2
t + k2

z)
2 sin(kz z)

=
c

4 kt sinh(kt c)

[
z cosh(kt z)− c

cosh(kt c) sinh(kt z)

sinh(kt c)

]
(F.18)
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Apéndice G

Integrales Auxiliares utilizadas en el
Análisis de la Excitación Coaxial de
Dispositivos

La sección 4.2.2 del capı́tulo 4 se dedica al cálculo de los elementos del bloque T
(1,2)
mn

para el caso de la excitación coaxial en configuración clásica. Del mismo modo, en la sec-
ción 4.3.2 del mismo capı́tulo, se calculan los elementos de los bloques T

(1,ξ)
mn (ξ = 1, 2, 3, 4)

de la matriz T para el caso de la excitación coaxial en configuración colineal. Las expresio-
nes de todos estos elementos se han dejado en función de una serie de integrales de super-
ficie en coordenadas cilı́ndricas que se han resuelto utilizando métodos numéricos (método
de cuadratura de Gauss-Legendre). Por otra parte, es importante comentar que, en todas las
integrales que se presentan seguidamente, los lı́mites de integración inferior y superior para
la variable radial ρ son r2 y r1, respectivamente (radios interno y externo de la guı́a coaxial);
y para la variable angular φ son 0 y 2π, respectivamente. Las diferentes integrales utilizadas
se definen a continuación.

G.1. Excitación Coaxial de Dispositivos en Configuración
Clásica

Caso TEMz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(1)
mTEM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
S(1)

n (ρ, φ) cos φ dρ dφ (G.1)

I(2)
mTEM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
S(2)

n (ρ, φ) sin φ dρ dφ (G.2)
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Caso TEz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.3)

I(r),(2)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.4)

I(r),(3)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.5)

I(r),(4)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.6)

Caso TMz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.7)

I(r),(2)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.8)

I(r),(3)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.9)

I(r),(4)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.10)

Caso TEMz − TMz del bloque T
(1,2)
mn

ImTEM,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)

cosh(k
(2)
t,n(dz − ρ cos φ)) cos φ dρ dφ (G.11)
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Caso TEz − TMz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) Sn(ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.12)

I(r),(2)
mTE,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) Sn(ρ, φ) Φ′

(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.13)

Caso TMz − TMz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1)
mTM,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
sr(ρ) Sn(ρ, φ) Φ′

(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.14)

I(r),(2)
mTM,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ sin φ)
)
cr(ρ) Sn(ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.15)

G.2. Excitación Coaxial de Dispositivos en Configuración
Colineal

Caso TEMz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(1,2)(a)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
cos

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sin φ dρ dφ

(G.16)

I(1,2)(b)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
sin

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cos φ dρ dφ

(G.17)

Caso TEz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1,2)(a)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
cos

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ)Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.18)

I(r),(1,2)(b)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
cos

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.19)
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I(r),(1,2)(c)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
sin

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ)Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.20)

I(r),(1,2)(d)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
sin

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.21)

Caso TMz − TEz del bloque T
(1,2)
mn

I(r),(1,2)(a)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
cos

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.22)

I(r),(1,2)(b)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
cos

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ)Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.23)

I(r),(1,2)(c)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
sin

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.24)

I(r),(1,2)(d)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(2)

x,n(dx + ρ cos φ)
)
sin

(
k(2)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ)Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.25)

Caso TEMz − TEz del bloque T
(1,3)
mn

I(1,3)(a)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)

S(3)
n (ρ, φ) cos φ dρ dφ (G.26)

I(1,3)(b)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)

S(4)
n (ρ, φ) sin φ dρ dφ (G.27)

Caso TEz − TEz del bloque T
(1,3)
mn

I(r),(1,3)(a)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(3)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.28)

I(r),(1,3)(b)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(3)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.29)
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I(r),(1,3)(c)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(4)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.30)

I(r),(1,3)(d)

mTE,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(4)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.31)

Caso TMz − TEz del bloque T
(1,3)
mn

I(r),(1,3)(a)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(3)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.32)

I(r),(1,3)(b)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(3)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.33)

I(r),(1,3)(c)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(4)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.34)

I(r),(1,3)(d)

mTM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(4)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.35)

Caso TEMz − TMz del bloque T
(1,3)
mn

I(1,3)
mTEM,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cosh

(
k

(3)
t,n(a− dx − ρ cos φ)

)
cos φ dρ dφ

(G.36)
Caso TEz − TMz del bloque T

(1,3)
mn

I(r),(1,3)(a)

mTE,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cosh

(
k

(3)
t,n(a−dx−ρ cos φ)

)
sr(ρ)Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.37)

I(r),(1,3)(b)

mTE,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cosh

(
k

(3)
t,n(a−dx−ρ cos φ)

)
cr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.38)
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Caso TMz − TMz del bloque T
(1,3)
mn

I(r),(1,3)(a)

mTM,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cosh

(
k

(3)
t,n(a−dx−ρ cos φ)

)
sr(ρ)Φ′

(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.39)

I(r),(1,3)(b)

mTM,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(3)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cosh

(
k

(3)
t,n(a−dx−ρ cos φ)

)
cr(ρ)Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.40)

Caso TEMz − TEz del bloque T
(1,4)
mn

I(1,4)(a)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
S(1)

n (ρ, φ) cos φ dρ dφ (G.41)

I(1,4)(b)

mTEM,nTE
=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
S(2)

n (ρ, φ) sin φ dρ dφ (G.42)

Caso TEz − TEz del bloque T
(1,4)
mn

I(r),(1)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.43)

I(r),(2)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.44)

I(r),(3)
mTE,nTE
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∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.45)

I(r),(4)
mTE,nTE

=

∫

ρ

∫

φ
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(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.46)

Caso TMz − TEz del bloque T
(1,4)
mn

I(r),(1)
mTM,nTE
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∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.47)

I(r),(2)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(1)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.48)
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I(r),(3)
mTM,nTE

=

∫

ρ

∫

φ

cos
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
sr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ′
(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.49)

I(r),(4)
mTM,nTE
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∫

ρ

∫

φ

ρ cos
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) S(2)

n (ρ, φ) Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.50)

Caso TEMz − TMz del bloque T
(1,4)
mn

ImTEM,nTM
=

∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
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(4)
t,n(dx + ρ cos φ)) cos φ dρ dφ (G.51)

Caso TEz − TMz del bloque T
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(
k

(4)
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Φ(ζ),s(φ) sin φ dρ dφ

(G.52)
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mTE,nTM
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∫

ρ

∫

φ

sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
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cr(ρ) cosh

(
k

(4)
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Caso TMz − TMz del bloque T
(1,4)
mn
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k(4)
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I(r),(2)
mTM,nTM

=

∫

ρ

∫

φ

ρ sin
(
k(4)

y,n(dy + ρ sin φ)
)
cr(ρ) cosh

(
k

(4)
t,n(dx + ρ cos φ)

)
Φ(ζ),s(φ) cos φ dρ dφ

(G.55)

En todas estas expresiones, sr(ρ) y cr(ρ) representan las funciones sinusoidales defi-
nidas en (4.102) y (4.103), respectivamente. Además, la función Sn(ρ, φ) se encuentra de-
finida en (4.41); mientras que la expresión para las funciones S

(α)
n (ρ, φ) (α = 1, 2, 3, 4)

puede encontrarse en (4.32), (4.33), (4.151) y (4.152), respectivamente. Finalmente, la fun-
ción Φ(ζ),s(φ) se ha definido en (2.71), y Φ′

(ζ),s(φ) representa su derivada con respecto a la
variable angular φ.
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