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En el abside de la Iglesia de

Horta de Sant Joan (1316),

existen unas marcas de cantero
con grandes escuadras. El
objetivo es determinar la medida

y proporcionalidad de este
instrumento y su posible utilizacién
en la fabrica medieval. El articulo
se basa en el funcionamiento de

la escuadra por rotacion, y en
especial en el replanteo del dbside
pentagonal. La escuadra puede
ser utilizada como un &baco para
la construccion de poligonos
regulares. Estos instrumentos,
mediante pequefios ajustes y
calibraciones, permiten resultados
muy eficaces para la construccion
de poligonos de 11,13, 14,17 0 19
lados, que no aparecen ni en las
fuentes mathematicis, ni en los
escasos codices de la Practica
Geometriae.

PALABRAS CLAVE: GEOMETRIA
MEDIEVAL. DIBUJO MEDIEVAL.
ESCUADRA. PENTAGONO

5

In the apse of the Church of Horta
de Sant Joan (1316), there are

a large mason marks squads.

The objective is to determine

the extent and proportionality of
this instrument and its possible
use in the medieval factory. The
approach is to determine the
performance of the squad rotation,
especially in staking pentagonal
apse. The squads are used as an
abacus for constructing regular
polygons. These instruments,

by small adjustments and
calibrations, allow very effective
results for the construction of
polygons 11, 13, 14, 17 or 19 sides,
that do not appear in mathematicis
sources, or in the few codices
Practica Geometriae.
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Durante los trabajos de levanta-
miento de la Iglesia de Horta de
Sant Joan (1316) de Lluis, Costa,
Mauri, Navaro (2008) 1 (Fig. 1),
se observaron en los contrafuertes
unos sillares con once marcas de
cantero; cuatro que representaban
una maceta y siete con escuadras.
La tipologia de alguna escuadra era
muy similar a la del Trattato (1465,
fol. 173 v) de Antonio di Pietro
Averlino (c.1400- 1469) 2 (Fig. 2).

El abside tiene planta pentago-
nal, con lo que se necesita algin
método de trazado del pentigono
(Fig. 3). Las escuadras goéticas no
solo fijan la perpendicularidad de
los brazos, sino que juega un papel
importante el brazo inexistente de
la hipotenusa. Con ello es posible
el trazado de figuras poligonales,
apoyando a merced la escuadra so-
bre el lado ficticio. El sistema tiene
como precedente el de Villard de
Honnecourt (c.1175-1240), (BnFE
ms.fr. 190093, fol. 20 r ¢), Par chu
portait om one toor a chinc ares-
tes (Fig. 9.1) 3, estudiado por M. T.
Sarrade 4y R. Bechmann 5.

Las medidas de los lados del absi-
de tienen las siguientes dimensiones:

1 li a® ai®
12 3442 325,11
2-3  344,1  325,1 142,44 144.00
3-4  325,1  325,1 144,84 144.00
4-5  352,4 325,1 144,78 144.00
5-6 3359 325,1 142,53 144.00

Donde (1) es el lado del poligono
y (a°) el dngulo de los lados conti-
guos. Cabe plantear si el trazado
del abside pentagonal ha podido ser
realizado mediante un simple tan-
teo, algiin método de las geometrias
cultas existentes, o bien mediante un
método similar al Villard de Honne-
court con alguna escuadra.

Las escuadras de Horta de
Sant Joan

En el afio 2014 se realiza una cam-
pana de levantamiento de estos pa-
ramentos con una estacion total,
Topcon Imaging Station 203. Las
escuadras son de brazos asimétri-
cos y paralelos, y en sus extremos
aparecen unas inflexiones (Fig. 4).
Los brazos de las escuadras plan-
tean cuatro angulos posibles de sus
hipotenusas, respecto a las hendi-
duras (Fig. 5), las medidas son;

Escuadra al a2 a3 o4

E-1 19,05 32,75 35,18 59,97
E-2 21,26 26,18 28,60 33,60
E-3 19,30 22,90 26,67 31,22
E-4 21,67 26,16 28,60 33,60

La belleza clasica de las
escuadras

La escuadras estan definidas en el
Timaeus de Platon (c.429-437 aC)
6, donde se determina el triangulo
como elemento bésico de la geome-
tria (Tim. 53,c-d). Al tridngulo rec-
tangulo isosceles le asignara el ma-
yor grado de belleza (45°-90°-45°).
A partir del escaleno (30°-90°-60°)
se genera el tridngulo equildtero
(Tim. 54,d-e), y el cuadrado a partir
del isosceles (Tim. 55,b). Aristoteles
(384-322 aC) definira en el Metaphy-
sicorum, el triangulo como la uni-
dad elemental, el Uno. (Met. L.X, 2,
1054* a,1-5), conocera la propiedad
de los triangulos por la que la suma
de angulos es igual a 180° y construi-
ra perpendiculares a partir del arco
capaz (Met. L.IX, 10, 1051, 25-30).
7 (Fig. 6). Sera Euclides (326-265
aC) en sus Elementa (L.1. 47)] quién
demostrard el teorema del tridngulo
rectangulo, donde a’= b? + ¢?, donde
a=1/2 (b*+1) y c= 172 (b>1) 8,

During the topographical survey of the Church
of Horta de Sant Joan (1316) done by Lluis,
Costa, Mauri, Navaro (2008) 1 (Fig. 1), eleven
mason marks were observed in some ashlars
of the abutment; four were representing a
pot and seven had some squards drawn. The
typology of some squareron was very similar
to the one of the Trattato (1465, fol. 173 v)

of Antonio di Pietro Averlino (c.1400- 1469) 2
(Fig. 2).

The apse has a pentagonal plan, which
requires some method to draw the pentagon
(Fig. 3). The Gothic squares not only fix

the perpendicularity of the arms, but the
nonexistent arm of the hypotenuse has an
important role. With this, it is possible to
trace polygonal Figures, supporting the square
on the fictitious side. The system has as a
precedent the one of Villard de Honnecourt
(c.1175-1240), (BnF. ms.fr. 190093, fol. 20 r c),
Par chu portait om one toor a chinc arestes
(Fig. 9.1) 3, studied by M. T. Sarrade 4 and R.
Bechmann 5.

The measures of the apse’s sides have the
following dimensions:

| l o’ ai’
1-2 344,2 3251
2-3 3441 3251 142,44 144.00
3-4 325,1 325,1 144,84 144.00
4-5 352,4 325,1 144,78 144.00
5-6 335,9 325,1 142,53 144.00

Where (I) is the side of the polygon and (a.°)
the angle of the contiguous sides. There

is a need to propose if the trace of the
pentagonal apse has been made by means of
a simple test, with some method of existing
geometries, or by a similar method of the one
of Villard de Honnecourt, with some square.

Horta de Sant Joan’s squares

In 2014 a topographical survey campaign,
with a Total Station Topcon Imaging Station
203, was done. There we could observe that
the squares have asymmetrical and parallel
arms and, at their ends, some inflections
appear (Fig. 4).

The squares’ arms have four possible angles
of their hypotenuse, as for the clefts are
concerned (Fig. 5), the measures of which are:
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1. Abside Iglesia de Horta de Sant Joan (1316)
2.1. Escuadra escalena de Horta de Sant Joan

(c. 1316).

2.2. Escuadra isosceles de Filarete (1465)
3. Planta iglesia Horta Sant Joan

1. Horta de Sant Joan's Church apse (1316)

2.1. Scalene square of Horta de Sant Joan (c. 1316).
2.2. Isosceles square of Filarete (1465)

3. Horta Sant Joan's Church plan




Las escuadras gdticas

Formalmente las escuadras clasicas
tienen sus brazos perpendicula-
res. A partir del siglo xm, aunque
se conservan escuadras con las
caracteristicas previas al gotico 9
aparecen otras conocidas como
d’ongletes, con brazos divergentes.
Estas escuadras pueden ser utiliza-
das a modo de abacos y en la ta-
lla de la estereotomia de la piedra
10. Existen asi diferentes formas;
la canoénica, (30°-60)° de Hugues
Libergier (c.1263) 11 (Fig. 7.a), la
pitagorica de Niederhaslach 12 (Fig.
7.b), las de doble cuadrado como
la Life of the Offas (c.1236) 13 0 la
de Gerona 14 (Fig.7.c), las coorde-
nadas decagonales (36°- 54°) como
la de la catedral de Poitiers 15 (Fig.
7.d), u otras con el tridngulo dureo
(31,72°-58,20°) 16 (Fig. 7.e).

El trazado del pentagono en
las geometrias cultas

El trazado del pentagono aparece
en la primera edicion espanola de
los Elementa de Euclides (IV.11-
14), de Rodrigo Zamorano (1542-
1623) 17118, y en la del Almagesto
(LLIX) de Jorge de Trapezuntio
(1395-1486) 119-20. En la cultura
tardogdtica el pentidgono apare-
ce en las conocidas como Practica
Geometriae, es el caso de la Geo-
metrie Deutsch (1488) (P2.fol.2r)
(Fig. 8.1) de Matthdus Roriczer
(+c. 1495) 21, el Underweysung der
Messung (1525) (LIL.15-16) (Fig.
8.2), de Albert Diirer (1471-1528)
22 o en el De varia commensvracion
(1585) (L.I.Cap.I1.10) (Fig. 8.3) de
Juan de Arfe (1535-1603) 23. En
estos casos la construcién geome-
trica del pentdgono es exacta, dado
un radio (100u) se conocen todos
los lados (117.56 u), pudiendo ser

construido mediante un escuadra
decagonal, cuyos dngulos son (36°,
54°). No ocurre asi con el trazado
del Breve compendio de la carpinte-
ria de lo blanco (1633), (Fig. 8.4) de
Lopez de Arenas (+¢.1640) (Cap.I,
fol. 1r-1 v) 24, ya que la proposicion
no da una solucién exacta.

Trazados de poligonos con

escuadras por rotacion

La construccion de la base de la
torre del Villard de Honnecourt
(fol.20.r.c) (Fig. 9.1), ha sido inter-
pretada por M. T. Sarrade y R. Be-
chmann, de modo que la escuadra
va situdndose por los puntos medios
y sextos, (1/3-0,77), creando asi los
vértices del pentdgono regular, que
se obtendrian con una aproxima-
cién. Hemos reconstruido el proce-
so mediante una escuadra de pro-
porcién 1/3, con (100 u) en 4 lados
y el de cierre (102,61 u), y con un
angulo de giro (108,43°) (Fig. 9.2).

Otro método que proponemos es
con una escuadra (2/6), con la que
se situard una alineacién entre el
segundo punto de un cateto y el ex-
tremo del otro, colocdndose sobre
esta alineacion el nuevo lado del
pentdgono (Fig. 9.3). Una solucién
similar es situar la escuadra en los
vértices, apoyando reiteradamen-
te la escuadra sobre la hipotenusa
(Fig. 9.4). Ambas soluciones son
coincidentes con los métodos de M.
T. Sarrade y R. Bechmann.

Otra tesis seria la tumba de
Saint-Ouen, donde M. T. Sarrade
plantea la posibilidad de construir
un poligono a partir de un abaco.
La hipotesis comprueba que en el
punto (a), se determina la diagonal
de un cuadrado, en (b) la diagonal
de un rectangulo cuya relacion es
de 4/5, en (c) el lado de un triangu-
lo equilatero y sobre (d) la pendien-

Square al a2 ad ad
E-1 1906 3275 3518 59,97
E-2 2126 26,18 28,60 33,60
E-3 1930 2290 26,67 31,22
E-4 2167 26,16 28,60 33,60

The classic beauty of squares

Squares are defined in Plato’s Timaeus (c.429-
437 BC) 6, where the triangle is determined
as the basic element of geometry (Tim 53,
c-d). The highest grade of beauty (45°-90°-
45°) is assigned to the isosceles rectangle
triangle. From the scalene (30°-90°-60°) the
equilateral triangle is generated (Tim. 54,
d-e), and the square from the isosceles (Tim.
55, b). Aristotle (384-322 BC) will define in
the Metaphysicorum, the triangle as the
elemental unit, the One. (Met. L.X, 2, 1054° a,
1-5), will know the property of the triangles
by which the sum of angles is equal to 180°
and will construct perpendiculars from the
capable arc (Met. L.IX, 10, 1051°, 25-30) 7
(Fig. 6). It will be Euclid (326-265 BC) in his
Elementa (LI 47) who will prove the theorem
of the right triangle, where a? = b? + ¢?, where
a=1/2(p*+1)andc=1/2 (b2 1) 8.

Gothic squares

Formally, classic squares have their

arms perpendicular. From the xii century,
although there are squares preserved with
characteristics before the Gothic 9, appear
others known as d’ongletes, with divergent
arms. These squares can be used as abacuses
and in the size of the stone steorotomy 10.
So, there are different forms; the canonical,
(30°-60) ° of Hugues Libergier (c.1263) (11
(Fig. 7.a), the Pythagorean of Niederhaslach
12 (Fig. 7.h), the double squares as the Life of
the Offas (c.1236) 13 or the one from Gerona
14 (Fig. 7.c), the decagonal coordinates (36°-
54°) such as the on of Poitiers Cathedral 15
(Fig. 7.d), or others with The golden triangle
(31.72°-58.20°) 16 (Fig. 7.e).

The layout of the pentagon appears in the
first Spanish edition of Euclid’s Elementa
(IV.11-14) by Rodrigo Zamorano (1542-1623)
17-18, and at the one from Almagest (LI.

IX) by Jorge de Trapezuntio (1395-1486)
19-20. In the late-Gothic culture, the

197



Wil ‘i

pentagon appears in what is known as
Practica Geometriae. This is the case

of the Geometrie Deutsch (1488) (P2.
fol.2r) (Fig. 8.1) by Matthaus Roriczer (+
¢.1495) 21, the Underweysung (Fig. 8) by
Albert Direr (1471-1528) 22 or in the De
commensivracion (1585) (LICap.11.10) (Fig.
8.3) by Juan de Arfe (1535-1603) 23. In
these cases the geometric construction of
pentagon is exact, given a radius (100u)
all sides are known (117.56 u), and the
pentagon can be constructed by means

of a decagonal square, whose angles are
(36°, 54°). Not so with the drawing of the
Breve compendio de la carpinteria de lo
blanco (1633), (Fig. 8.4) of Lépez de Arenas
(+c.1640) (Cap.1, fol.1r-1 v) 24, due to the

proposition does not give an exact solution.

te de una recta de un tercio (Fig.
10). En el estudio realizado las pro-
porciones 4/4, 4/5, 4/7 y 4/12, han
sido analizadas utilizando la cons-
truccion de poligonos mediante la
rotacion de la escuadra sobre su hi-
potenusa. Con una escuadra (100
u) podemos operar, de modo que la
su posicion relativa vaya girando
en el extremo del cateto, de manera
que la escuadra quede alineada con
la hipotenusa.

Si tomamos la escuadra isosceles
y orientamos una nueva sobre su
diagonal, obtendremos un cuadra-
do. Si repetimos el mismo proce-

so con las escuadras (100- 100/3)
obtenemos un pentdgono, con la
aproximacion a la escuadra esca-
lena de (100- 40/7) obtenemos un
hexdgono, con la (100-80) obtene-
mos el heptagono, con la isosceles
(100-100), el octégono.

En el caso del cuadrado los cua-
tro lados tienen la misma medida
(100), al igual que los ocho del oc-
togono (100), por lo tanto, la cons-
truccion es exacta. La construccion
de las otras figuras es aproximada:
en el pentagono 4 lados (100) y el
cierre (102,61), en el hexagono, §
lados (100) y el otro (97,68) y en el



4. Marcas de cantero en el abside Horta de
Sant Joan

5. Escuadras Horta de Sant Joan

6. Escuadra de Platon

heptagono 6 lados de (100) y el de
cierre (101,12) (Fig. 11).

Asi, este método sugiere la
aproximacion de los principales
poligonos regulares de acuerdo con
el siguiente cuadro, donde (1) es el
lado desigual, (a°) el dngulo des-
igual y (€%) el error relativo frente
al poligono regular (Tabla 1).

En la construcciéon de cualquier
Instrumento existe una imprecision,

4. Mason marks in Horta de Sant Joan’s apse
5. Horta de Sant Joan's squares
6. Plato’s Square

con lo que es necesario ajustar di-
cho utensilio. Asi se traza una linea
horizontal (r), en la que se sitta el
triangulo rectingulo ABC, cuyo an-
gulo recto es el A, disponiendo la hi-
potenusa CB, sobre la recta, girando
la escuadra sobre si misma, se deter-
minara que el vértice (A) debe estar
sobre la linea horizontal, en caso
contrario se deberd ajustar el angu-
lo reiterando el proceso. En algunas

A

Escuadra 1 Escuadra 2
\ |
Escuadra 3 Escuadra 4 /
5
a
a a
a a a a
a a
Tim. 53 c-d Tim. 54 d-e Tim.55b

Polygons layouts done by
rotation of squares

The construction of the base of the Villard de
Honnecourt tower (fol.20.c) (Fig. 9.1) has been
interpreted by M. T. Sarrade and R. Bechmann.
So that the square is situated by the mid and
sixth points, (1/3-0, 77), thus creating the
regular pentagon’s vertices, which would be
obtained with an approximation. \We have
reconstructed the process by means of a 1/3
ratio square, with (100 u) on 4 sides, (102.61 u)
for the closure and with an angle of rotation of
(108.43 °) (Fig. 9.2).

Another method we propose is with a (2/6)
square, due to an alignment will be placed
between the second point of a hitch and the end
of the other, placing on this alignment the new
side of the pentagon (Fig. 9.3). A similar solution
is to place the square in the vertices, repeatedly
supporting the square on the hypotenuse (Fig.
9.4). Both solutions are consistent with the
methods of M. T. Sarrade and R. Bechmann.
Another hypothesis would be the tomb of
Saint-Ouen, where M. T. Sarrade poses the
possihility of constructing a polygon from an
abacus. This thesis proves that in (a) point

the diagonal of a square is determined, in (b)
the diagonal of a rectangle whose relation is
4/5 is known, in (c) the side of an equilateral
triangle and on (d) the slope of a 1/3 line (Fig.
10). In the study, the proportions 4/4, 4/5, 4/7
and 4/12 have been analyzed using polygon
construction by rotating the square on its
hypotenuse. With a (100 u) square we can
operate, so that the relative position is rotated
at the end of the leg, so that the square is
aligned with the hypotenuse.

If we take the isosceles squad and orient a
new one on its diagonal, we will obtain a
square. If we repeat the same process with the
squads (100-100/3) we obtain a pentagon, with
the approximation to the scale squadron (100-
40/7) we obtain a hexagon, with the (100-80)
we obtain the heptagon and with the isosceles
(100-100) we obtain the octagon.

In the case of the square, the four sides have
the same measure (100), as the eight of the
octagon (100), therefore the construction is
exact. The construction of the other Figures is
approximate: in the pentagon 4 (100) sides and
the (102, 61) closure, in the hexagon 5 (100)
sides and the other one (97, 68). Finally, in the
heptagon 6 sides of (100) and the closure is
(101, 12) (Fig. 11).
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7. Tipologias escuadras goticas 7. Typology of Gothic squares
8. Trazados pentagono en las geometrias practicas 8. Pentagon traces on practical geometries
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(31,72°, 58,28°)
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a/b a/b I li €% a’ ai® Poligono regular / Regular polygon
4-0 100<0 100.00 100.00 0.00 90.00 90.00 Cuadrado / Square

4:12 100 = 400/12 102.61 100.00 2.61 108.43 108.00 Pentagono / Pentagon

4-7 100+400/7 97,69 100.00 231 119.74 120.00 Hexagono / Hexagon

4+5 100-80 101.12 100.00 1.12 128.66 128.57 Heptagono / Heptagon

44 100+100 100.00 100.00 0.00 135.00 135.00 Octoégono / Octogon

Tabla 1/ Table 1

construcciones derivadas de las es-
cuadras decagonales, la escuadra no
necesita ajuste, puesto que es exacta
(Fig. 12.1). Pero el sistema sugerido
por un cartabén de cinco de Lo-
pez de Arenas si necesitaria ajuste
25 (Fig. 12.2). También podriamos
utilizar una escuadra de proporcion
(11/8) mds precisa que el cartabon
de cinco. (Fig. 12.3).

Resultados y conclusiones

El abside del siglo xiv, de planta
pentagonal, tiene un tratamiento
estadistico donde el coeficiente de
variacion de los lados es de 0,0030
y el de los angulos de 0,009, por
tanto, ante este error, el abside pudo
ser trazado mediante un proceso de
tanteo, pero también mediante los
recursos de las geometrias de los
Elementa o del Almagesto. Cabe
plantearse que hubiera podido ser
trazado con un método similar al
de Villard de Honnecourt, utilizan-
do la escuadra como abaco de cal-
culo y plantilla de trazado. Asi se
podria trazar mediante una hipoté-
tica escuadra de coordenadas deca-
gonales (36°, 54°), con una exacti-
tud semejante a los Elementa y el
Almagesto. Hubiera sido también
posible construirlo mediante una
escuadra (4/12), semejante al abaco
de la tumba de Saint-Ouen. En este
caso la escuadra podria haberse

ajustado para tener mayor exacti-
tud en la tradicion del cartabon de
cinco de Diego Lopez de Arenas y
también con la construccion de la
escuadra de proporcion (11/8).

No se ha podido comprobar una
relacion directa entre las marcas de
cantero del abside y la construc-
cion del pentagono. Pero si hemos
demostrado que una escuadra pue-
de ser utilizada para determinar
el dangulo interno de un poligono.
Asi, el método consiste en la trasla-
cion reiterada de los catetos sobre
la hipotenusa, mediante el giro del
instrumento. El sistema soluciona
el trazado de poligono regular vy, a
la vez permite ajustar la escuadra.
Estos métodos formarian parte de
la geometria fabrorum resultando
muy eficaces para la division de po-
ligonos de 11,13, 14, 17 0 19 lados,
que no aparecen ni en las fuentes
mathematicis, ni en los escasos co-
dices de la Practica Geometriae. m
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Thus, this method suggests the approximation
of the main regular polygons according to the
following table, where (1) is the different side,
(a®) the uneven angle and (€%) the relative
error versus the regular polygon (Table 1).

In the construction of any instrument, there is an
imprecision and, because of that, it is necessary
to adjust the instrument. Thus a horizontal line (r)
is drawn, in which the right triangle ABC, whose
right angle is the A, placing the hypotenuse

CB on the line and turning the square on

itself, it will be determined that the vertex A
must be on the horizontal line, otherwise the
angle should be adjusted by repeating the
process. In some constructions derived from

the decagonal squares, the squadron does not
need adjustment, since it is exact (Fig. 12.1).
However, the system suggested by a set-square
of five of Lopez de Arenas’ system would need
adjustment 25 (Fig. 12.2). We could also use a
(11/8) proportion squad, which is precisely than
the five set-square (Fig. 12.3).

Results and conclusions

The apse of the fourteenth century, of pentagonal
plan, has a statistical treatment where the
coefficient of variation of the sides is 0.0030 and
0.009 the one of the angles. Therefore, before
this error, the apse could be traced through a
process of trial, but also through the resources

of Elementa or Almagest geometries. It could be
considered that it could have been traced with a
method similar to that of Villard de Honnecourt,
using the square as an abacus of calculation

and layout template. Thus it could be traced by a
hypothetical squadron of decagonal coordinates
(36°, 54°), with a similar accuracy to Flementa and
Almagest. It would also have been possible to
construct it by means of a (4/12) square, similar
to the abacus of the tomb of Saint-Ouen. In this
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case, the squadron could have been adjusted to
have greater accuracy in the tradition of the five-
seated Diego Lopez de Arenas and also with the
construction of (11/8) proportional squad.

[t has not been possible to verify a direct
relation between the apse’s mason marks and
the construction of the pentagon. However,

we have shown that a square can be used to
determine the internal angle of a polygon. Thus,
the method consists in the repeated translation
of the cathets on the hypotenuse, by turning
the instrument. The system solves the layout

of regular polygon and at the same time allows
adjusting the square. These methods would

be part of the geometria fabrorum, being very
effective for the division of polygons of 11, 13,
14,17 or 19 sides, which appear neither in the
sources mathematicis nor in the few codices of
the Practica Geometriae. m
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