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Resumen

En el presente documento se abordard el fenémeno de la propagacion de campos electro-
magnéticos en el interior de cavidades resonantes de manera teérica y experimental. La
parte tedrica se desarrollard para cavidades resonantes de geometria rectangular, cilindri-
ca y esférica, con especial atencion a esta ultima. Para ello se plantearan y desarrollaran
soluciones de las ecuaciones de Mazwell mediante el uso de potenciales vectoriales y se
aplicaran las correspondientes condiciones de contorno. Una vez obtenidas las expresiones
de los campos, se procedera a la simulacion de los mismos con MatLab. La simulacién
se llevard a cabo mediante la implementacion de diversas funciones y se gestionara con
una interfaz gréfica (GUI) que permitira recoger los pardmetros de entrada y presentar los
resultados de manera clara y visual.

Resum

En el present document s’abordara el fenomen de la propagacié de camps electromagnetics en
Iinterior de cavitats ressonants de manera teorica i experimental. La part teorica es desenrotllara
per a cavitats ressonants de geometria rectangular, cilindrica i esférica, amb especial atencio6 a esta
iltima. Per a aix0 es plantejaran i desenrotllaran solucions de les equacions de Maxwell per mitja
de 1'is de potencials vectorials i s’aplicaran les corresponents condicions de contorn. Una vegada
obtingudes les expressions dels camps, es procedira a la simulacié dels mateixos amb MatLab.
La simulacié es dura a terme per mitja de la implementacié de diverses funcions i es gestionara
amb una interficie grafica (GUI) que permetra arreplegar els parametres d’entrada i presentar els
resultats de manera clara i visual.

Abstract

In this document the phenomenon of the propagation of electromagnetic fields inside the resonant
cavities in a theoretical and experimental way will be addressed. The theoretical part will be
developed for resonant cavities of rectangular, cylindrical and spherical geometry, with special
attention to the latter. To do this, solutions of the emph Maxwell equations will be developed and
developed by using vectorial potentials and the corresponding boundary conditions will be applied.
Once the expressions of the fields have been obtained, they will be simulated with MatLab. The
simulation will be carried out by means of the implementation of diverse functions and will be
managed with a graphical interface (GUI) that will allow to collect the input parameters and
present the results in a clear and visual way.
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Capitulo 1

Introduccién y Objetivos

Las cavidades resonantes son de gran interés en la actualidad debido a las multiples aplica-
ciones que tienen en el Ambito de las microondas, como por ejemplo la caracterizacion de
diversos materiales a frecuencias de microondas [1], definicién de propiedades dieléctricas
en materiales anisétropos (ciertas propiedades de la materia varian de manera diferente
en cada direccién), aplicaciones especiales en el rango de frecuencias de THz, y sobre to-
do, para la implementacién de filtros a frecuencias de microondas por su alto @ [2]. Las
cavidades mas utilizadas son las cilindricas y las rectangulares, se puede encontrar mucha
informacién de éstas en la literatura, y su andlisis suele resultar mas sencillo. No obstante
estd despertando gran interés entre los investigadores el estudio de cavidades resonantes
esféricas ya que se pueden obtener ) mas elevados y mejores prestaciones que con las geo-
metrias anteriores. Ademads se puede llegar a implementar filtros de 5 modos resonantes
con una tunica cavidad debido a que tienen modos degenerados ilimitados [3], filtros de
orden 4 con dos cavidades esféricas de modo dual, que mejoran el rango dindmico libre
de espureos (SFDR) [4] y filtros de modo triple muy compactos [5], entre otras muchas
implementaciones.

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado, es la realizacion de un programa con MatLab
que calcule y represente los modos resonantes en cavidades esféricas. Para ello en primer
lugar se presentaran las ecuaciones de Mazwell en régimen permanente en forma diferen-
cial y se realizara un desarrollo tedrico de las mismas. Una vez obtenidas las soluciones de
las ecuaciones de Mazwell se procederd a su implementacién en MatLab y se representaran
los resultados obtenidos.

En el capitulo 2 se realizara el desarrollo tedrico y se introduciran los conceptos de po-
tenciales vectoriales para simplificar la resolucion de las ecuaciones de los campos elec-
tromagnéticos. En el capitulo 3 se veran las soluciones de los campos en coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas y se aplicaran las condiciones de contorno oportunas pa-
ra obtener las expresiones de los campos en el interior de guias y de cavidades. Por iltimo
en el capitulo 4 se implementaran en MatLab las expresiones obtenidas en el capitulo 3,
se explicara el funcionamiento del programa y se representaran los resultados obtenidos
de la simulacién.



Capitulo

Ecuaciones de Maxwell en
régimen permanente

En este capitulo repasaremos las ecuaciones de Maxwell y veremos cémo al desacoplarlas,
éstas se comportan de la misma manera que la ecuacion de onda. Posteriormente veremos
cémo gracias al concepto de potenciales vectoriales y escalares se puede simplificar mucho
su estudio y hablaremos de posibles soluciones tras aplicar las condiciones de contorno que
correspondan. Las ecuaciones de Maxwell en su forma diferencial son las siguientes:

Vx D =pe (2.1) VB =0 (2.3)
Vxﬁ:—if (2.2) VxH = —+J (2.4)

A las que, para completarlas, se suele anadir la ecuacién de continuidad, la cual expresa que
la variacién de la densidad de corriente eléctrica producida para compensar la variacién
de la densidad de carga eléctrica con el tiempo:

v = dpe (2.5)

Donde las variables que aparecen son las siguientes:

e E: Intensidad de campo eléctrico (V/m)

H: Intensidad de campo magnético (4 /m)
e D: Densidad de flujo eléctrico (C/m?2)

B: Densidad de flujo magnético (W/m?2)

J:

Densidad de corriente eléctrica (A/m?)



e pe: Densidad de carga eléctrica (C/m3)

La primera ecuacién (2.1) es la ley de Gauss para campos eléctricos en forma diferencial.
Esta primera ecuacion establece que el flujo de campo eléctrico que atraviesa una superficie
cerrada S (por ejemplo una esfera) es proporcional a la carga eléctrica @) del interior del
volumen encerrado por la superficie. Otra forma de verlo seria que el campo E diverge
o sale desde una carga, lo que se representa graficamente como vectores que salen de la
fuente que los genera hacia todas direcciones.

La segunda ecuacién (2.2), es la ley de Faraday-Lenz, la cual establece que en presencia
de un campo magnético B que varia en el tiempo, éste provoca un campo eléctrico E

lo largo de lineas cerradas. Otra forma de expresarlo seria, la variacién temporal de un
campo magnético que atraviesa una superficie cerrada induce una fuerza electromotriz con
lineas de campo cerradas alrededor del campo magnético y capaz de desplazar cargas, lo
que produce una intensidad de corriente eléctrica que fluye a lo largo del perimetro de la
superficie encerrada. El signo negativo es la aportacion de Lenz, que explica que el sentido

de la corriente inducida es tal que su flujo se opone a la causa que lo produce.

La tercera ecuacién (2.3), de manera andloga a la primera, es la ley de Gauss para campos
magnéticos en forma diferencial. Esta ley indica principalmente, que las lineas de campo
magnético deben ser cerradas, es decir, no comienzan y terminan en diferentes cargas, por
lo que podemos deducir que no existen monopolos magnéticos. Si las lineas de campo no
comienzan y terminan en distintas cargas significa que comienzan y terminan en la misma,
por lo que la diferencia entre el flujo entrante y saliente sobre la superficie que rodea un
determinado volumen - la divergencia -, es cero, ya que entra y sale el mismo flujo.

La cuarta ecuacién (2.4), es la ley de Ampére, la cual fue formulada para un campo
magnético inmoévil y una corriente eléctrica que no varia en el tiempo. Esta ley nos dice
que la circulacién de un campo magnético alrededor de una curva cerrada es igual a
la densidad de corriente .J sobre la superficie encerrada en la curva. Mazwell corrigié
esta ecuacion para adaptarla a campos no estacionarios y posteriormente fue comprobada
experimentalmente por Hertz. Para el caso estacionario esta ecuacion se corresponde con
la ley de Ampeére y confirma que un campo eléctrico que varia con el tiempo produce
un campo magnético. En términos mas simples, esta ecuacién explica que la densidad de
corriente J que fluye por un alambre recto provoca la aparicién de un campo magnético
rotacional alrededor del alambre.

Estas ecuaciones (2.1) - (2.4) estdn definidas para cualquier dependencia temporal aunque
en nuestro caso concreto nos limitaremos tinicamente a problemas de excitacion sinusoi-
dal. En este caso resulta muy util trabajar en notacién fasorial ya que de esta forma, la
dependencia temporal se expresa como una exponencial comlpeja dependiente del tiempo
y la pulsacién que podemos omitir sin perder generalidad ya que podriamos anadirla en
cualquier momento para el cdlculo de valores instantaneos. Si ademas de esto limitamos el
estudio a regiones homogéneas e isotrépicas, la permeabilidad (u) y permitividad (¢) serdn
constantes escalares con un valor ya definido segiin el material Por dltimo, para dotar a
éstas ecuaciones de simetria total, se incorporaran dos conceptos que no tienen significado
fisico, pero que es habitual incorporarlos para trabajar de manera més general, ya que en



un problema real, podemos encontrar sus valores equivalentes. Estos conceptos son:
e M: Densidad de corriente magnética (V/m?)

e pm: Densidad de carga magnética (W/m?)

Por otro lado sabemos que la relacién entre intensidades y densidades de campo son de la
siguiente forma:
D= Ee (2.6)
B=Hy (2.7)

Tras sustituir las ecuaciones (2.6) y (2.7) en (2.1) - (2.4) y aplicar las premisas descritas
en el parrafo anterior, nos quedara

VE =" (2.8) VH = (2.10)
€ 2
VxE=—jou—N  (29) VxH=jweE+J  (211)

La ecuacién de continuidad de carga eléctrica también se vera afectada por éstas modi-
ficaciones y ademds se incorporard la correspondiente ecuacién de carga de continuidad
magnética

VI = —juwpe (2.12) VM = —jwpm (2.13)

El siguiente paso para poder desacoplar éstas ecuaciones serd aplicar el rotacional a las
ecuaciones (2.9) y (2.11) y haciendo uso de la identidad vectorial

VxVxA=vVVA) - viA (2.14)

podemos expresar las ecuaciones de Mazwell como dos ecuaciones de onda en las que
aparezca unicamente campo eléctrico o magnético:

L . L1
V2B 4+ k2B = V x M + jou — EV(Vj) (2.15)
L L
V2H + K2 H = —V x J + jwell — mV(Vﬁ) (2.16)
donde
k? = w?ue (2.17)



Hemos conseguido nuestro propdsito, pero tratar con estas ecuaciones (2.15) y (2.16) resul-
ta considerablemente complejo ya que en ambas aparecen corrientes eléctricas y magnéticas
y los operadores rotacional y divergencia. Para facilitar su resoluciéon haremos uso los po-
tenciales vectores magnético (A) y eléctrico (F) [6]. De esta manera se obtendran unas
expresiones generales de los campos a partir de la superposicién de los dos casos particu-

lares que se comentaran a continuacion.

En un regién donde solo existen fuentes eléctricas, (J # 0, M = 0), la divergencia de la
densidad de flujo magnético es cero, ecuacion (2.3), y teniendo en cuenta que la divergencia
del rotacional es cero podemos definir B como

B=vxA4 (2.18)

Donde A es el potencial vector magnético. La ecuacién (2.7) quedard de la siguiente manera
_ 1 X
H=-Vx (2.19)
1

Con la ayuda de la segunda ecuacién de Mazwell (2.2), se puede llegar a poner el campo
eléctrico como

E= -V — jwA (2.20)
Donde ¢® es un potencial escalar arbitrario.

A partir del rotacional de la ecuacién (2.19), aplicamos la identidad vectorial (2.14) y junto
con la cuarta ecuacién de Mazwell (2.4) tenemos

pd + jwepE = V(VZ) — V24 (2.21)
y sustituyendo en la ecuacién anterior (2.21) la ecuacién (2.20) obtenemos que

VA4 kA = —pJ + V(VA + jwe?) (2.22)

Llegados a este punto, podemos aplicar la condicién de Lorentz y definir la divergencia
como

VZ = —jweup® (2.23)

de manera que la ecuacién (2.22) quedara

VZA+ KA = —p (2.24)

Bastara con combinar (2.24) y (2.21) para obtener la expresién general del campo eléctrico,
para este caso particular. A continuacion se recogen las soluciones particulares para los
campos eléctrico y magnético en funcién del potencial vectorial magnético.

d-lvxd (2.25) Fe Ll vwA)—jwd  (2.26)

@ Jwep




El segundo caso particular que se debe analizar para obtener las expresiones generales de los
campos se refiere a una region en la que solo existan fuentes magnéticas (% =0, M #0).
Esto implica que la primera ecuacién de Mazwell (2.1) serd igual a cero y el desarrollo
serd practicamente igual que el primer caso, por lo que se aportaran las expresiones finales
directamente

_ 1 = 1
F=—-VxTF (2.27) H=-
5 Jwel

V(VE) - juF (2.28)

Las expresiones generales se obtienen al aplicar superposicién de las ecuaciones (2.25) -
(2.28), éstas quedaran en funcién de los potenciales vectores eléctrico F' y magnético A,
que son soluciones de sus respectivas ecuaciones de onda vectoriales no homogéneas, las

cuales también se recogen a continuacién

VA4 KA = —pJ (2.29) V2F + k*F = —eM (2.30)
E=— V(VA) - jud - 7v x F (2.31)
stu
~ 1 ? o= 1 Z
H=—V(VF)—jwF+ -V x (2.32)
Jwep I

Recapitulemos, en esta seccién se han obtenido las soluciones para las ecuaciones de
Mazwell (2.8) - (2.11) en regiones homogéneas e isotrépicas y régimen permanente si-
nusoidal. Con la finalidad de desacoplarlas acabamos obteniendo soluciones en forma de
ecuaciones diferenciales de segundo orden, también conocidas como ecuaciones de onda
(2.15) y (2.16), que en este caso son no homogéneas. A partir de las ecuaciones de onda
anteriores, ya se podrian obtener los campos, evaludndolos con métodos numéricos, pe-
ro suele ser mas sencillo recurrir a la definicion de potenciales vectoriales y escalares, en
nuestro caso se ha utilizado la de Balanis, (2.25) y (2.27). El uso de vectores potenciales
requiere de dos pasos para la obtenc1on de las expresiones de los campos, en primer lugar,
hallar las expresiones de A y F y en segundo lugar expresar los campos en funcién de éstos
vectores potenciales. En este capitulo nos hemos limitado solo al desarrollo del segundo
paso, (2.31) y (2.32) y se ha esbozado una pequena parte del primer paso, (2.29) y (2.30).
En el Capitulo 3 se profundizard en las soluciones de ambos potenciales vectores en funcién
el sistema de coordenadas utilizado.

2.1 Regiones sin fuentes

En esta secciéon vamos a simplificar ain més las ecuaciones de campo anteriores al parti-
cularizar el estudio para el caso de regiones sin fuentes, ( pe = 0, p,, = 0). Antes de nada,



es conveniente reescribir las ecuaciones (2.31) y (2.32) de la siguiente manera

L 1 - 1
Be—— (VxVXxA—pl)=-VxF (2.33)
Jwel €
- 1 ? - 1 Z
H=—(VXVXxF —eM)+ -V x (2.34)
jwep I

Donde resulta més intuitivo observar el efecto de J = 0, M =0 y que dara lugar a que
las expresiones anteriores queden asi

L1 1

F=—— VxVxA--VxF (2.35)
Jwep 5

- 1 ? 1 X

H=— VxVxF+-Vx (2.36)
Jwep "

y las ecuaciones de onda (2.29) y (2.30) pasarén a ser homogéneas

VZA+K2A=0 (2.37) V2F+kF =0 (2.38)

Por lo que tras resolver las dos ecuaciones de onda vectoriales homogéneas para sendos
potenciales vectores se obtendrian las expresiones definitivas de los campos para este caso
particular. Teniendo en cuenta que los potenciales vectores magnético y eléctrico podrian
expresarse en coordenadas cartesianas como

—

A= (A + Ay + A.2) (2.39) F=(Fi+ Fg+ F.2) (2.40)
Podemos expandir las ecuaciones de onda vectoriales (2.37) y (2.38) como sigue

V2(Apd + Ayg+ A2) + k2 (Asd + Ay + A2) =0 (2.41)

Vi(Fui+ Fyg+ F.2)+ kK (Fpd + Fyg+ F.2)=0 (2.42)

De manera que en lugar de tener que resolver dos ecuaciones de onda vectoriales tendriamos
que resolver seis ecuaciones de onda escalares. En las siguientes lineas se demostrard que
se puede reducir el problema al cdlculo de dos ecuaciones de onda escalares.

Para el caso en el que el potencial vector magnético A solo tuviera una componente en z
yF=0

o
Il
S
N
N>
Il
<
=
N>
gl
Il
o

(2.43) (2.44)



Donde ¢ es la solucién de la ecuacién de onda escalar de Helmholtz. Ademaés, si calculamos
el rotacional de un vector con una tinica componente, el resultado sera un vector con las
otras dos componentes, por lo que no resulta complicado obtener a partir de la expresién
(2.32) que H, =0

De manera andloga, para el caso en el que el potencial vector eléctrico F' solo tuviera una
componente en z y A =10

F=Fz:=qy'z2 (2.45) A=0 (2.46)

Donde 9/ es la solucién de la ecuacién de onda escalar de Helmholtz. Y de la misma manera
que en el caso anterior, no resulta complicado obtener a partir de la expresién (2.31) que
E,=0.

Tras toda esta exposicion queda demostrado que se puede reducir un problema electro-
magnético en regiones homogéneas, isotropicas y sin fuentes a la resolucién de dos ecua-
ciones de onda escalares que dependeran de las coordenadas utilizadas. Por otra parte,
llegados a éste punto, tiene sentido hablar de dos conjuntos de soluciones, uno donde
(/fz #0 — F = 0y otro donde F., #0— A= 0). Ambos conjuntos forman una base
completa. En este trabajo tinicamente se han incluido los modos transversales magnético
y eléctrico que siguiendo con los casos anteriores podemos poner como T'M? y TE? | los
cuales tendran sus correspondientes soluciones de la ecuacién de onda escalar ¥ y ¢/
respectivamente. Los modos anteriores podrian haberse definido con respecto de cualquier
direccién arbitraria, no obstante se ha decidido hacer con respecto a la direccién 2 ya que
ésta es comun a coordenadas cartesianas y cilindricas. Para el caso de coordenadas esféri-
cas se escogera 7, dando lugar a TM"™ y TE". Por ultimo hay que tener en cuenta que en
el caso libre de fuentes, los potenciales vectoriales A y F no seran debidos respectivamente
a las corrientes J y M, como ocurre en el caso con fuentes, si no a fuentes externas.

En el siguiente capitulo 3, se abordaran las soluciones de las funciones escalares ¥ y 1/
para los casos particulares de cavidades rectangulares, cilindricas y esféricas y se presen-
taran las ecuaciones de campo finales obtenidas para cada caso, que son las que posterior-
mente en el capitulo 4, se implementaran en MatLab. Para cada uno de los tres casos
particulares que analizaremos, serd necesario utilizar un sistema de coordenadas distinto,
el cartesiano, el cilindrico y el esférico. Para cada uno de los sistemas de coordenadas
citados, los potenciales vectores podran expresarse como tres potenciales escalares (uno
por cada componente, ecuaciones (2.39) y (2.40)) con una direccién asignada, que daran
lugar a tres ecuaciones diferenciales. Estas tres ecuaciones diferenciales estaran totalmente
desacopladas en coordenadas cartesianas, mientras que en cilindricas habran dos de ellas
acopladas, y en esféricas las tres estaran acopladas.



Capitulo 3

Soluciones de las ecuaciones de
Maxwell

En este capitulo se continuard profundizando en los resultados del capitulo anterior, y se
hallardn en primer lugar las soluciones de las funciones escalares de Helmholtz ¢ y 1/ en
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. De esta manera, tendremos definidos los
potenciales magnético j y eléctrico F (2.43) (2.45), a los que posteriormente se podran
imponer las condiciones de contorno correspondientes. Una vez hayamos impuesto las
condiciones de contorno a los potenciales, ya podremos obtener las ecuaciones de campo
a partir de ellos (2.35) (2.36).

3.1 Soluciones en coordenadas cartesianas

La ecuacion de Helmholtz en coordenadas cartesianas es

Py P 0,
57t g TRV =0 (3.1)

una forma de resolverla es mediante el método de separacién de variables
¢ = A(z)B(y)C(2) (3.2)
que al sustituir en (3.1) quedara

1 82A(x)+ 1 0?B(y) 1 920(2)

A(x) 922 " Bly) 0y* ' C(z) 022 +k =0 (3.3)

Donde cada término depende solo de una variable, por lo que podemos dividir la ecuacién
anterior en tres ecuaciones diferenciales independientes:

0?A(x)
Or?

1 9PA()

Al) oa? = —k2A(x) (3.4)

+E=0—

10



1 9’B(y) 2 _ &*B(y) _ 12
1 9%0(z) 9 0?C(2) s

Para poder satisfacer las ecuaciones (3.4) - (3.6), las tres k? tienen que ser constantes
necesariamente, de lo contrario, las citadas ecuaciones no podrian cumplirse. Ademas el
caracter constante de kf ya nos indica que las soluciones del método de separacion de va-
riables apuntan hacia las funciones armonicas. Por otra parte las tres ecuaciones anteriores
(3.4) - (3.6), estan relacionadas entre si y con la ecuacién de Helmholtz (3.8) mediante la
siguiente constante

2 _ 1.2 2 2
k2 = k2 4 2+ K (3.7)

Como se ha comentado anteriormente, el cardcter constante de k‘f junto con el hecho de que
las ecuaciones (3.4) - (3.6) son iguales, nos lleva a pensar en las funciones arménicas, como
soluciones particulares del método de separaciéon de variables en coordenadas cartesianas
pudiendo poner una solucién a la ecuacién de Helmholtz como sigue

¥ = h(kex)h(kyy)h(k-z) (3.8)

para la cual deberd cumplirse la ecuacién (3.7). Debido a que las combinaciones lineales
de las soluciones de la ecuaciéon de Helmholtz, siguen siendo soluciones a dicha ecuacion,
podemos escribir la ecuacién (3.8) de forma mas general

Y=Y Uij hksx) h(kyy) h(k.z) (3.9)

ke ky

Donde Uj; son constantes arbitrarias. Y las ecuaciones armonicas son
h(kia) — sen(k;a), cos(k;a), e Ikia  eikia (3.10)

3.1.1 Soluciones en guias de onda rectangulares

A partir de la solucién de la ecuacién de onda escalar (3.9), decidiremos que funcién
arménica utilizar para cada dependencia. Las funciones armoénicas sen(k;a) y cos(k;a) sue-
len utilizarse para representar ondas estacionarias mientras que las de la forma e ~7%i@_ eikia
representan onda progresiva y regresiva respectivamente.

Debemos adaptar nuestras ecuaciones al caso particular de una guia de ondas rectangular
de dimensiones a y b orientada longitudinalmente segtn el eje 2. Dado que la propagacién
va en el sentido positivo del eje z y las paredes laterales se encuentran en t =0, z =a e
y = 0, y = b, se escogera la forma de ondas estacionarias para = e y y la de onda progresiva
para z, pudiendo expresar la ecuacién de Helmholtz (3.9) como
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P® = [A; cos(kzz) + By sin(k,x)][Ch cos(kyy) + Dy sin(kyy)|e 7%= (3.11)

Las condiciones de contorno de la guia rectangular, puesto que esta formada por paredes
eléctricas, obligan a que el campo eléctrico tangencial a las mismas sea nulo. Para aplicar
las condiciones de contorno a los modos T'M? seréd conveniente recordar la relacién entre

y ¥ dada en (2.43) y reescribir las ecuaciones de los campos (2.35) - (2.36) de la siguiente
forma:

2
.= jwlug <§ZQ + k2> A, (312) H.=0 (3.15)
10A,
= - 3.16)
1 0%A, z B (
i Jjwpe 0xdz (3.13) ,ul 6354
1 0%4, Hy=—7 o (3.17)
Ey = jwpe Oydz (3.14)

En las paredes laterales que se encuentran en x = 0 y ©* = a, tenemos dos componentes
tangenciales, E, y Fy, y en las paredes laterales ubicadas en y = 0 y y = b también tenemos
dos componentes tangenciales, F, y E,. Podriamos aplicar las condiciones de contorno en
las paredes laterales a cualquiera de las dos componentes tangenciales a cada pared y
obtendriamos los mismo resultados, pero si observamos las ecuaciones (3.12)-(3.14) vemos
que resultara mas sencillo aplicarlas a F,.

AZ|$:0:A1+B10:0—>A1 =0
Az|z=a = 0cos(kga) + By sin(kza) = 0 — sin(kza) =0 — ky = mr
Azyy:0201+D1O=0—>Cl =0

Asly—p = 0cos(kyb) + Dy sin(kyb) = 0 — sin(kyb) = 0 — ky, = ”T”

quedando finalmente que

A, = Ay sin(kyz)sin(kyy) e 7= (3.18)

donde k, = =%, k, = " y Ap es una constante que recoge By y Dj.

a
Ahora ya podemos sustituir la ecuacién (3.18) en las ecuaciones (3.12) - (3.17) dando
lugar a las expresiones definitivas para las componentes de los campos en una guia de
ondas rectangular para los modos T'M?

Ao (K*—k2)

E. in(k,x) sin(kyy) e 7%= 1
e sin(kgx) sin(kyy) e (3.19)
AO kz km . ik
B, = — 208 B (k) sin(kyy) e k2 3.20
e cos(kyx) sin(kyy) e (3.20)
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Ay ks k ,
B, = *W sin(k,x) cos(kyy) e IF=* (3.21)
H.=0 (3.22)

Ag k .
Hy = 222 sin(kyx) cos(kyy) e 7+ (3.23)

7!

Ap ky .

Hy = - 0 cos(kyx) sin(kyy) e IF=* (3.24)

De manera andloga, ahora particularizaremos para el caso de modos T E*. En este caso
también serd conveniente recordar la relacién entre y 1* dada por (2.45) y reescribir
las ecuaciones de los campos (2.35) - (2.36) de la siguiente forma:

1 2 _
*T jwpe <8az2 " k2> e (3.25) Bl (325
10F,
1 9F, t =2 (3.29)
Hy = jwpe 0x0z (3.26) L oF
1 0%F, Ey=—-—7= (3.30)
Hy = jwpe 0yoz (3.27)

Ahora en las paredes laterales que se encuentran en x = 0 y £ = a, tenemos solo una
componente tangencial, Fy ya que E; = 0, y en las paredes laterales ubicadas en y = 0y
y = b también tenemos solo una componente tangencial, F,. Si observamos las ecuaciones
(3.29) y (3.30) vemos que la condicién de contorno a cumplir sera:

an %’mzo,a =0
5= e i (3.31)
tras aplicar (3.31) a la ecuacién (3.11) tenemos:
OF. .
a—;bzo,a = [ Ak, sin(kyx) + Biky cos(kyz)] =0
oF, .
oy ly=0,p = [~C1kysin(kyy) + D1k, cos(kyy)] =0
y tras sustituir en aquellos puntos en los que hay pared eléctrica:
OF.
aTcZ"E:O =-—A1k, 0+ Bk, =0— B =0
oF, mm

E‘z:a = — A1k, sin(kga) + 0 kg cos(kza) =0 — sin(kza) =0 — ky = —

13



OF,
ZZ2|,—0=—Cik, 0+ D1k, =0— D; =0

Jy
881;2|y_b = —Ciky sin(kyb) + 0 k, cos(kyb) = 0 — sin(kyb) =0 — k, = %
al sustituir éstas constantes en la ecuacién (3.11) nos queda finalmente que:
F, = Fycos(ky) cos(kyy) e 7F=* (3.32)

donde k;, = =%, k, = 5 y Fp es una constante que recoge Ay y C1.

Ahora ya podemos sustituir la ecuacién (3.32) en las ecuaciones (3.25) - (3.30) dando

lugar a las expresiones definitivas para las componentes de los campos en una guia de
ondas rectangular para los modos T E*

H, = W cos(kyx) cos(kyy) e 77> (3.33)
H, = w sin(k,x) cos(kyy) e Ih=* (3.34)
Hy = w cos(ky ) sin(kyy) e 7h+* (3.35)

E.=0 (3.36)
E, = Fogky cos(kyx) sin(kyy) e IF=* (3.37)
E, = _fo ks sin(k,x) cos(kyy) e IF=* (3.38)

Llegados a este punto, en el que acabamos de obtener k, y k,, vemos que son ntimeros que
quedaran fijados con las dimensiones de la guia y nimero de modo m,n y podemos darnos
cuenta que k, serd la constante de propagacion. Con estas consideraciones y a partir de

la ecuacion (3.7), podemos escribir k, como k, = /k* — k2 — k2. Esto nos lleva a darnos
cuenta de lo siguiente, si:

k% > k2 + k; habra propagacion
K < ki + kz no habra propagacion

Por lo tanto podemos entender como frecuencia de corte de la guia, aquella a partir de la
cual habrd propagacién y serd aquella que cumpla que k* = k2 + k; y dando lugar a:

fom g () 4 (5 359
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3.1.2 Soluciones en cavidades resonantes rectangulares

Una cavidad resonante, es un volumen encerrado normalmente por paredes eléctricas, en
el cual existe cierta distribucién de campo electromagnético. Una manera sencilla de vi-
sualizar el problema, es partiendo de una guia de ondas orientada longitudinalmente segtin
z, que se cierra con dos planos transversales con paredes eléctricas. Si la ubicacién de los
planos transversales es la adecuada, la distribucién de campo que estaba propagandose por
la guia, quedaré atrapada en dicho volumen de manera total o parcial dando lugar a ondas
estacionarias, que se mantendrian indefinidamente sin necesidad de ningin generador en
el caso ideal y sin pérdidas. Este es el enfoque que se ha seguido para hallar las ecuaciones
de los campos en cavidades rectangulares y cilindricas. Partiremos de las soluciones de los
campos en la guia y posteriormente aplicaremos las condiciones de contorno en los planos
transversales a la propagacion, donde estan las paredes eléctricas.

A pesar de que nos hemos referido a las cavidades resonantes de forma general, en esta
subseccion nos centraremos concretamente en las cavidades resonantes rectangulares par-
tiendo de las soluciones (3.19) - (3.24) y (3.33) - (3.38) obtenidas para los campos en la
guia de ondas rectangular, para los modos T'M? y T'E* respectivamente.

Para facilitar la compresion del problema, imaginémonos la guia de ondas descrita en la sec-
cién anterior, de dimensiones a y b y orientada longitudinalmente hacia el eje 2. Si cerramos
la gufa anterior con dos planos conductores transversales a la propagacion, tendremos una
cavidad rectangular. Las condiciones de contorno que se deben cumplir en las dos paredes
transversales, son las mismas que en el caso de la guia, Eigngenciallparedes transversales = 0,
en este caso las componentes tangenciales a cada una de las dos paredes transversales,
coinciden con x e y. Las condiciones de contorno en las paredes laterales se cumplen, ya
que partimos de la guia de ondas de la seccién anterior.

Como hemos dicho, partiendo de las ecuaciones en la guia, situaremos dos planos trans-
versales en z = 0 y en z = d y aplicaremos las condiciones de contorno correspondientes,
segun si colocamos pared magnética o pared eléctrica. Poner pared magnética en los pla-
nos tranversales o 'tapas’ es equivalente fisicamente a una discontinuidad en dicho punto,
debida a un cambio de medio. Poner una pared eléctrica es equivalente a poner un plano
conductor, de manera similar a un cortocircuito en términos de lineas de transmision.

En primer lugar, colocaremos en las 'tapas’ sendas paredes eléctricas, debiendo cumplirse
que el campo eléctrico tangencial a las mismas sea nulo. Al existir esta discontinuidad en
la direccién de propagacién, las ecuaciones que describen los campos en la guia, (3.19)
- (3.24) y (3.33) - (3.38), no cumplen las condiciones de contorno. Esto es debido a que
en la gufa solo tenemos uno o mas modos propagandose en sentido progresivo, y al llegar
a la discontinuidad, sus componentes transversales no se anularian por si solas, por lo
tanto, para poder cumplir las condiciones de contorno, necesariamente deberd existir algin
modo tal que sus componentes transversales hagan que la resultante de las componentes
transversales en dicho punto sea cero. En términos analiticos se traduce en que podemos
expresar la funcién armoénica que depende de z en términos de onda progresiva y onda
regresiva multiplicadas por una constante.

La ecuacién (3.1) quedara como
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" = [Ay cos(ke) + By sin(k,x)][Ch cos(kyy) + Dy sin(kyy)|[Gre %% + Lyie’***]  (3.40)

y las ecuaciones (3.19) - (3.24) y (3.33) - (3.38) para los modos TM?* y T E* respectiva-

mente, pasaran a ser

Modos T'M:
Ag (k? — k2 ; ;
B = A ) sinlhyg) (Gre ¥ + Lyt
Ao ks ky ) . -
E, = —078 cos(kyx) sin(kyy) [Gre 7% — Liel*=?]
Wit
Ag k. k ; ;
E, = —% sin(k,x) cos(kyy) [Gre %% — Lyel*=7]
w
H,=0
Ap k . .
H, = OM Y sin(kyx) cos(kyy) [Gle_szz +L1€szz]
Ag ky , :
Hy = =222 cos(kpz) sin(kyy) [Gre %% 4 Lyel*=]
i
Modos TE:
Fy (K — k2 , .
H, = W cos(kyx) cos(kyy) [Gre %% + Liel*=?]
Fok, ky . s ;
H, = OWT sin(k,x) cos(kyy) [Gre %% — Lyei*=?)
Fo k. k . .
H, = 07511 cos(kyx) sin(kyy) [Gre %% — Lyel*=7]
wis

E,=0

Ex = 0 COS(kxﬂf) sin(k;yy) [Glefjkzz + Llejkzz]
IS

sin(k,x) cos(kyy) [Gre =% 4 Lyelh+7

(3.41)
(3.42)
(3.43)
(3.44)
(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

Aplicaremos las condiciones de contorno en las paredes de los extremos para los modos

TM y a continuacion para los modos TFE.

Ex‘z:():Gl—[q:O—)Gl:Ll

E:E‘z:d = Gle_jkzd — Glejkzd =—-2j G sin(kzd) =0—k, = b
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Donde queda

Gie 7% — [1elk= 2 = —25 Gy sin(k.z) (3.53)
Gre k=2 4 [ elk=2 = 9 @4 cos(k,z) ’

y agrupando 1 con Ag, las expresiones finales para los modos TM? en una cavidad
rectangular con paredes eléctricas en los extremos seran

Ay (K —k2) -
E, = W sin(kyz) sin(kyy) [2 cos(k,z)] (3.54)
A
E, = Aik sin (k) cos(kyy) [~2j sin(k:2)] (3:56)
H.— 0 (3.57)
AO ky .

H, = . sin(kyx) cos(kyy) [2cos(k,2)] (3.58)
Hy . _AO ka; COS(kxx) Sin(kyy) [2 COS(kzZ)] (359)

Para los modos T E* procederemos exactamente igual ya que en esta ocasion las compo-
nentes transversales del campo eléctrico x e y son conocidas y también son tangenciales a
las paredes de los extremos.

Erlimo=G1+ L1 =0— G =—-14

E:C‘z:d = Gle_jkzd — Glejkzd =—-2J Gy sin(kzd) =0k, = %

Donde queda

Gre k=% — [1elk= 2 = 2 Gy cos(k,2) (3.60)
Gre k=% 4 [1elk=* = —25 G sin(k.z) ’

y agrupando (GG con Fp, las expresiones finales para los modos T'E? en una cavidad rec-
tangular con paredes eléctricas en los extremos seran

Fy (k* — k2
H, — 0<W6> cos(ko) cos(kyy) [~2j sin(k,2)] (3.61)
Fo ks by .
e sin(kzx) cos(kyy) [2 cos(k.2)] ( )
Fy k. k
H, - W cos (k) sin(kyy) [2 cos(k,2)] (3.63)
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E.=0 (3.64)

E, = F[)gky cos(kyx) sin(kyy) [—27 sin(k;2)] (3.65)
E, = _foke sin(kyx) cos(kyy) [—27 sin(k.z)] (3.66)

Para el caso en el que las paredes de los extremos sean paredes magnéticas, el desarrollo
es exactamente igual que en los dos casos anteriores con la salvedad que las condiciones
de contorno obligan a que el campo magnético tangencial a dichas paredes sea nulo. Igual
que en los casos anteriores, las componentes transversales del campo magnético coinciden
con las componentes tangenciales en las paredes de los extremos, por lo que bastara con
igualar a cero las ecuaciones (3.45) - (3.46) y (3.48) - (3.49) para los modos TM y TE y
los resultados que obtendremos seran (3.60) y (3.53) respectivamente.

Después de haber aplicado las condiciones de contorno en las paredes transversales, pode-
mos ver que ahora k, también quedara fijada con la dimensién longitudinal de la guia d, y
el nimero de modo p, por lo tanto ahora solo hay una frecuencia que cumple la ecuacién
(3.7). A esta frecuencia se le conoce como frecuencia de resonancia, y el modo resonante
calculado solo existird a esta frecuencia:

b g = () () () e

3.2 Soluciones en coordenadas cilindricas

La ecuacion de Helmholtz en coordenadas cilindricas es

19 (o 18% 0%  ,

unar forma de resolverla es mediante el método de separacién de variables
b= A(r)B(¢)C(z) (3.69)

que al sustituir en (3.68) quedard

r or A(r)

10 1 OA(r 1 1 B 1 0°C(z
<’“ ai))+ﬂ3<¢) e =L

En este caso, el inico término que solo depende de una variable es el de la componente z,
por lo que lo podemos separar y expresar de la siguiente manera

1 9%°C(z)
C(z) 022

0?C(2)

o = —k2C(2) (3.71)

+k2=0—
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Que igual que en el caso de coordenadas cartesianas, las unicas funciones que pueden
cumplir esa ecuacion son las funciones armoénicas (3.10).

Si sustituimos (3.71) en (3.70) y multiplicamos por 72, para poder desacoplar también la
componente ¢ nos quedara

o 1 DA(r) 1 0°B(¢)  o,0, 9,0
" or Al (T or >+ Bg) og2 | etTE=0 37

por lo que ahora también podemos separar ¢, con la que va a ocurrir lo mismo que con z,
sus soluciones seran funciones armdnicas.

1 0°B(¢)

B(¢) 0z¢

0’B(¢)
92

+k3=0— = —k3B(9) (3.73)

En gran parte de la bibliografia consultada, se utiliza n? en lugar de kd2>’ por lo que de
ahora en adelante se utilizara esa nomenclatura para la constante. Si repetimos el procedi-
miento anterior y sustituimos (3.73) en (3.72), conseguiremos tener desacoplada también
r. Si ademds de esto multiplicamos toda la expresién por A(r), las soluciones para ésta
componente seran las funciones de Bessel.

- 2 (DAYt k) = )

donde
—k2 4k = k2 (3.75)
A partir de éstos resultados, podemos expresar la ecuaciéon de Helmholtz como

W = Bn(krr)h(n¢)h(kzz) (376)

y de manera mas general podemos ponerla como

¥ =" " UijBu(kyr)h(n)h(k.2) (3.77)

ky, n

Donde U;; son constantes arbitrarias y las funciones arménicas son (3.10)

3.2.1 Soluciones en guias de onda cilindricas

Se procederd de manera similar al caso de la guia de ondas rectangular, para discernir
que funciones armoénicas utilizar para las componentes 7, ¢ y z. Imaginémonos un tubo
de paredes conductoras con su interior hueco, de radio a y orientado longitudinalmente
hacia z, de manera que en el caso de que existieran campos propagandose en su interior,
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la direccién de propagacion seria z. Este tubo estd ubicado sobre un eje de coordenadas
cartesianas de manera tal, que el centro del tubo, coincide con el origen de coordenadas y
las paredes del mismo estan en r = a. En este caso, ya que estamos hablando de campos
propagandose en el sentido positivo del eje z, tiene sentido que la funcién armoénica de esa
dependencia h(k,z) tenga la forma de onda progresiva.

Cabe destacar que las componentes r y ¢, son las componentes transversales en esta
ocasion, por lo que a diferencia de z, éstas componentes, estan acotadas dentro de un
sector circular de radio a con simetria de revolucion. Esto nos lleva a poder decir, que la
funcién arménica que depende de ¢ tendréd forma de onda estacionaria.

La funcién que depende de r, no es una funcién arménica, de la ecuacién (3.74) podemos
darnos cuenta de que esta funcion tiene la forma de las funciones de Bessel. Por lo tanto,
después de lo que se acaba de exponer, se puede reescribir la solucién de la ecuacién de
onda escalar (3.77) como

V* = [AyJp (ko) + B1 Yy (k,7)][Ch cos(ng) + Dy sin(ne)]e %+> (3.78)

Donde J,(kpr) es la funcién de Bessel de primera clase y Y;,(k,r) es la de segunda clase.
La funcién de Bessel de segunda clase, presenta una singularidad en el origen de coorde-
nadas que hace que tienda a —oo [7], y como este punto se encuentra dentro de la regién
de estudio, en la que no tiene sentido la existencia de campos infinitos, para que (3.78) sea
solucién de la ecuacién de onda escalar, necesariamente B; = 0, lo que dard lugar a que
la ecuacién (3.78) quede como sigue

Y* = Ay J, (k1) [Cy cos(ng) 4+ Dy sin(ng)|e k= (3.79)

Antes de aplicar las condiciones de contorno para los modos TM? | serd conveniente
recordar la relacién entre ¢* y A dada en (2.43), y reescribir las ecuaciones (2.35) - (2.36)

de la siguiente manera:

2
E,=- L (2 + k) A, (3.80) H.,=0 (3.83)
Jume \92* 110A
2 == (3.84)
=L 04 (3.81) pr 06
jwue Oroz 104,
g 1 10%4, (352) Hy = o (3.85)
¢= jwpe r 0Pz '

Para el caso particular de una guia de ondas cilindrica de radio a y orientada longitudi-
nalmente hacia el eje z. Las condiciones de contorno, puesto que las paredes de la guia
son conductoras, es decir, paredes eléctricas, seran las mismas que se han aplicado para el
caso de la guia rectangular, campo eléctrico tangencial a las paredes laterales nulo.

Cabe destacar que las paredes laterales estdn en r = a y en ese punto tendremos dos
componentes tangenciales, I, y Ey4. Si nos fijamos en las ecuaciones (3.80) y (3.82) resulta
facil de ver que sera mas sencillo aplicarlas en F,:
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Aulrea = AvJn(kra) = 0 = Jn(kva) = 0 — ky = %

donde uy, son los ceros p-ésimos de la funcién de Bessel de primera clase y orden n.
Finalmente A, quedard como:

A, = Jo (k1) Cy cos(ng) + Dy sin(ne)] e k== (3.86)

donde la constante Ay se recoge en las constantes Cy y Dy.

Ahora si que sustituiremos la ecuacién (3.86) en las ecuaciones (3.80) - (3.85), dando lugar
a las expresiones definitivas siguientes, para los modos T M*

E. — M In(krr)[ Cp cos(ng) + Dj sin(ng)] PR L (3.87)
T jeps T 1 |
E, = —m Jo(krr)[ C1 cos(ng) + Dy sin(ng)] e 7% (3.88)

Es = —ZZZ}« Jn(kyr)[ ~Cisin(ng) + Dy cos(ng)] e 4> (3.89)

H. =0 (3.90)
H, = ,i = Ju(ker)[ =Cusin(ng) + Dy cos(ng)] e 7%= (3.91)
Hy = —IZ T (krr)[ C1 cos(ng) + Dy sin(ng)] e=9%=* (3.92)

Para el caso de los modos T'E? también serd conveniente recordar la relaciéon entre ¥? y
dada por (2.45), y reescribir las ecuaciones (2.35) - (2.36) de la siguiente manera:

1 2 _
H,=— (82 + kz) F, (3.93) E.=0 (3.96)
jwpe \ 02 110F
2 E, = —--—= (3.97)
1 0°F, er 0¢
H, = - (3.94)
Jjwpe 0roz 10F,
g1 1F (3.95) b= (3.98)
= jwper 0¢ 0z ’

Ahora en r = a solo tenemos una componente tangencial, Ey ya que E, = 0. Si nos fijamos
en la ecuacién (3.98) vemos que debera cumplirse que:

OF,
or

=0 (3.99)

que daré lugar a
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’

OF, B / B / B Uy
Sy r=a = Atk (kra) = 0 = Ty (kra) = 0 = by = =

!/

nps Seran los ceros p-ésimos de la derivada de Bessel de primera clase

y en esta ocasiéon, u
de orden n.

Las expresiones finales de los campos para los modos T E* seran:

(k* — k2)

. = E= ) k) Gy cos(nd) + Dy sin(ng)] ¢ 7> (3.100)
H, = —k;:;’" J. (k)| C1 cos(ng) + Dy sin(ng)] e 7%=2 (3.101)
Hy = —fjgnr Ju(kyr)[ ~Ci sin(ng) + Dy cos(ng)] e ¥+ (3.102)
E.=0 (3.103)

5, = " (k)] ~Crsin(ng) + Dy cos(ng)] e (3.104)
Eo =5 7 (0y1)[ €y costue) + Dy sn(ug)] 30 (3.105)

Llegados a este punto, en el que acabamos de obtener k, para los modos TM?* y T E*, vemos
que es un namero que quedara fijado con el radio de la guia ¢ y nimero de modo n,p y
podemos darnos cuenta que k, sera la constante de propagacion. Con estas consideraciones
y a partir de la ecuacién (3.75), podemos escribir k, como k, = \/k? — k2. Esto nos lleva
a darnos cuenta de lo siguiente, si:

K > kf habra propagacion
k? < k? no habra propagacion

Por lo tanto podemos entender como frecuencia de corte de la guia, aquella a partir de la
cual habré propagacién y sera aquella que cumpla que k% = /@% y dando lugar a:

1 Upp \ 2
felrm = CEITE (7’”) (3.106)
’ 2
_ 1 Unp
felre = N ( . > (3.107)
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3.2.2 Soluciones cavidades resonantes cilindricas

El desarrollo que hay que llevar a cabo para obtener las expresiones de los campos en
la cavidad cilindrica con la que estamos trabajando es exactamente el mismo que se ha
realizado para cavidades rectangulares, ya que en ambas la discontinuidad se coloca trans-

versalmente al eje de propagacion.

Para los modos T'M* con paredes eléctricas en los extremos, podremos expresar la varia-
cién con z como en (3.53) y para los modos TE® también con paredes eléctricas en sus
extremos como (3.60) con la diferencia de que en ambos conjuntos de modos el nimero de
modo p se denota con ¢, dando lugar a k, = gm/d. De esta manera las ecuaciones (3.87) -
(3.92) y (3.100) - (3.105) particularizadas para una cavidad cilindrica quedardn asf

Modos T'M:
B = & =) 5 (k)] Gy cos(ng) + Dy sin(ng)] [2cos(h.2)]
y = jwlug n\KrT 1 COS(Nn 1 S1n(n COS(Kz %2
E, = —kj,ﬁ T (k)| €1 cos(ng) + Dysin(ng)] [2j sin(k.2)]
B = _ZZM:}« Jn (k)| —C1 sin(ng) + D1 cos(ng)] [—27 sin(k.2)]
H,=0
H = i: (k)| —Ci sin(ng) + Dy cos(ng)] [2 cos(k.2)]
Hy = —IZ Jy(ker)[ Cy cos(ng) + Dy sin(ng)] 2 cos(k.2)]
Modos TE':
H., — M Jn(krr)[ Cp cos(ng) + Dy sin(ne)] [—27 sin(k,z)]
z = jw,us n\hr 1 1 J z
H, = - ’jﬂu’“ T (k)] Gy cos(ng) + Dy sin(ng)] [2 cos(k-2)]
Hy = — f;g"r Ju(kyr)[ ~Cisin(ng) + Dy cos(nd)] [2 cos(k.)]

E,=0

E, = :7 Jn(kyr)[ —Cy sin(ng) + Dy cos(ng)] [—2j sin(k-z)]

Ey, = % J. (kyr)[ Cy cos(ng) + Dy sin(ng)] [—27 sin(k.z)]
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(3.114)
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(3.118)
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Para el caso de pared magnética, también ocurriria lo mismo que en la cavidad rectangular,
la dependencia con z seria (3.60) para los modos T'M? y (3.53) para los modos TE?,
teniendo en cuenta que el nimero de modo p en este caso es gq.

Después de haber aplicado las condiciones de contorno en las paredes transversales, pode-
mos ver que ahora k, también quedara fijada con la dimensién longitudinal de la guia d, y
el nimero de modo ¢, por lo tanto ahora solo hay una frecuencia que cumple la ecuacién
(3.75). A esta frecuencia se le conoce como frecuencia de resonancia, y el modo resonante
calculado solo existird a esta frecuencia.:

frlTMzgml/;E K24 k2 = QW\lﬁ\/(u’”’) +(q§)2 (3.120)

V2 + k2

1 (1)
frlre = 21 /iE 27r\ﬁ

+ q—ﬂ)? (3.121)

3.3 Soluciones en coordenadas esféricas

La ecuacion de Helmholtz en coordenadas esféricas es

10 (00 19 oY 1 %,
a( ar)ﬂzm(ema( <>ae>+7asmma¢z+’“¢—° (3.122)

una forma de resolverla es mediante el método de separacién de variables
= A(r)B(0)C(¢) (3.123)

que al sustituir en (3.122) quedara

10 [ ,0A(r) 1 1 9 (., 0B(9) 1 1 309) -
<r>r26r<r2 or )*Bw) = sin<e>ae<s‘“<9) 9 )*o«z») r2sin®(f) 067 (3+]f24;

Si nos fijamos en el término dependiente de ¢, nos damos cuenta de que podemos separarlo
si multiplicamos la expresién (3.124) por 72 sin?(6), de manera que nos quedaria

sin’(0) 0 (T26A(r)> L sin(0) 9

. OB(0) 1 9°C(¢) . B
B(0) 50 <sm(0) 50 )*c + k*r?sin?(0) = 0

A(r) or \" or (6) 09 noe
(3.125)
pudiendo expresar dicho término como
1 9%C(9)
R —m? (3.126)

nos damos cuenta de que es una funcién arménica (3.10), y sustituyéndolo de nuevo en
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(3.125) y dividiendo por sin?(f), separaremos también 6

1 0 aA(T‘) 1 o . aB(‘g) mg B
A(r) or (72 or ) * Sn(6)B(6) 96 (Sm(9) 70 ) “ @ " K2 =0  (3.127)

si utilizamos como constante de separacion —n(n + 1), la funcién resultante estard rela-
cionada con las funciones de Legendre

1 9 [, 9B
sin(e)B(a)ae<51n(9) o0

m2
> - 5n2(0) =-—-n(n+1) (3.128)

y sustituyendo de nuevo en (3.127) obtendremos r.
Si multiplicamos este resultado por A(r), la funcién que depende de r estard relacionada
con las funciones de Bessel esféricas.

o <r2 51;:”) [+ 1) + 22 A(r) = 0 (3.129)

Llegados a este punto, podemos reescribir la ecuacién de Helmholtz (3.123) como

Y = B, (kr)L™(cos 0)h(me) (3.130)

Donde B, (kr) son las funciones de Bessel esféricas, L (cosf) las funciones asociadas de
Legendre y h(me) las funciones arménicas (3.10).

Como las combinaciones lineales de las soluciones de la ecuacion de Helmholtz siguen
siendo soluciones de la ecuacién de onda, podemos expresar la ecuacién (3.130) de manera
mas general

¥ =Y UijBy(kr) Ly (cos 0)h(me) (3.131)

donde U;; son constantes arbitrarias.

En coordenadas esféricas es mas cémodo trabajar con TM" y TE", el problema es que
para ello A= A y F = F,7, y éstos potenciales vectores no cumplen la ecuaciéon de
onda (2.37) y (2.38), para solucionarlo volvemos a la ecuacién (2.22) y antes de imponer la
condicién de Lorentz (2.23) y particularizando para J = 0, definimos el potencial escalar
¢®* como

1 0A
¢ =— - 132
¢ jwue Or (3.132)

entonces se puede llegar a demostrar que
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Ay

(V2 4+ k?) =0 (3.133)
y lo mismo ocurrira con F;
1 OF,
¢f = o o (3.134)
2 2 FT
(V2 + k)" =0 (3.135)

Ahora A = r®F = A7 y F = rip/# = F,# s que cumplen las ecuaciones de onda (2.37) y
(2.38) respectivamente, por lo que los campos de las ecuaciones (2.35) y (2.36) quedardn

| 1

E=—VxXVxr%—=-Vxrp/i (3.136)
JWeEN €

- 1 £a 1 o

H=—-VXxVxri+ -V xrpr (3.137)
Jwep 1

3.3.1 Soluciones cavidades resonantes esféricas

Este caso es distinto de los anteriores ya que la guia ahora es el espacio abierto y los modos
son los modos esféricos propagdandose en direccién r, asi que imaginémonos una esfera hueca
de radio a ubicada en unos ejes cartesianos de manera que el centro de la misma coincida
con el origen de coordenadas y que las paredes que la conforman sean paredes eléctricas.
Podemos darnos cuenta de que la esfera cortara con los ejes en los puntos r = a, esta
observacién nos serd 1til a la hora de aplicar las condiciones de contorno.

Para la funcién arménica que depende de ¢, se elegird la forma de onda estacionaria, ya
que esta componente representa la variacién azimutal y variard dentro del intervalo [0 27]
de manera periddica. Con respecto a las funciones asociadas de Legendre, todas presentan
singularidades en # = 0 y en § = 7 excepto la de primera clase, P/"(cos#) y puesto que
esos puntos de # estan dentro de la zona de estudio, trabajaremos con la de primera clase.
Con las funciones de Bessel esféricas pasara algo parecido a lo que ocurria con las funciones
de Bessel ordinarias que se han utilizado en guias cilindricas, las de segunda clase también
presentan singularidades en el origen, que estd dentro de nuestra zona de estudio.

Tras resolver el sumatorio de la ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas (3.131)
tenemos que

¢ = (A (kr) + BN, (kr))(CP™(cos 0) + DQ(cos 0))(E cos(m¢) + Fsin(mg)) (3.138)

donde J,,(kr) es la funcién de Bessel esférica de primera clase y orden n, Ny, (kr) la funcién
de Bessel esférica de segunda clase y orden n, P/"(cos ) es la funcién asociada de Legendre
de primera clase de grado n y orden m y Q)'(cosf) es la funcién asociada de Legendre de
segunda clase de grado n y orden m.
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Como la funciéon de Bessel esférica de segunda clase presenta una discontinuidad en el
origen que hace que tienda a menos infinito [7] y la funcién asociada de Legendre de
segunda clase no es finita en el intervalo [0 7] [8] y los campos dentro de nuestra zona de
estudio tienen que ser finitos, en este problema no se consideraran ambas funciones por lo
que las constantes B y D serédn igual a cero y la ecuacién anterior (3.138) se reducird a

Y = AJ,(kr)P™(cos 0)(E cos(me) 4+ Fsin(me)) (3.139)

Las funciones de Bessel esféricas estdn relacionadas con las funciones de Bessel ordinarias
de orden fraccionario por la siguiente definicién [9]

B, (kr) = %MBTLJF%(IW) (3.140)
donde Bn(kr) podria ser la funcién de Bessel esférica de primera clase, de segunda clase o
las de Hankel de primera y segunda clase de orden n, aunque en este caso ya sabemos que
serd la de Bessel esférica de primera clase. Existe una definicién alternativa en la que el
producto kr va dividiendo dentro de la raiz cuadrada, pero se ha optado por esta primera
definicién con motivo de la posterior implementaciéon en MatLab, ya que evaluar la funcién
en el origen con la segunda definicion genera problemas de indeterminacion.

Los polinomios de Legendre de primera clase de grado n, tienen la siguiente expresién dada
por la férmula de Rodrigues:
1 d"

- 2nn! dun

P, (u) (u* —1)"; con u = cos(f) (3.141)

La funcién asociada de Legendre depende de los polinomios de Legendre segin:

m
P (u) = (-1)"(1 — uQ)ZLW; con u = cos(f) (3.142)
Donde n es el grado y m es el orden.
Nétese que se deriva con respecto de u, por lo que al sustituir u = cos(f) la derivada serfa
con respecto cos(f), por lo que la variable a derivar es cos(f) no tnicamente 6. Por este
motivo es equivalente trabajar con u que con cos(f).
De la ecuacién (3.141) se ve rapidamente que con n =0

1 d

Py(u) = 2070!@(“ 1) =1 (3.143)

Ya que 0! =1, (j‘% es lo mismo que no derivar, y (u? — 1) = 1.
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Sustituyendo el resultado de la ecuacién (3.143) en la ecuacién (3.142) tenemos que:

j—jol = Py(u); con m=0
1= (3.144)

%1 =0; con m=1

Pi(u) = (=1)™(1 — u?)

Del resultado de la ecuacién (3.144) se puede extraer que las funciones asociadas de Le-
gendre de orden m = 0 son igual a los correspondientes polinomios de Legendre de grado
n. Ademas debe cumplirse que m < n, en caso contrario la ecuacién se anula ya que la
derivada seria de mayor orden que la funcién a derivar y llegarfa un momento en el que
habria que derivar una constante.

Llegados a este punto solo faltaria aplicar las condiciones de contorno a las soluciones que
hemos obtenido para asi particularizar el caso general electromagnético en coordenadas
esféricas al caso de una cavidad esférica, hueca, de radio a y en la que solo existe campo
en el interior del volumen. Resultard interesante observar previamente la figura de abajo
(Figura 3.1) ya que nos puede dar una idea bastante buena de como atajar el problema
de las condiciones de contorno de manera analitica.

En la figura de la derecha (Figura 3.1) po-

demos ver como se definen las coordenadas A
esféricas en unos ejes cartesianos. Una de
las principales diferencias entre coordena-
das esféricas y coordenadas cartesianas, es
que en coordenadas esféricas, los vectores
unitarios a,,Gg y Gg, no son fijos, cambian
su direccion en funcién de la ubicacién del
punto P, sin embargo, resulta facil obser-
var que el plano definido por ag y ag es
tangencial a la superficie de la esfera pa-
ra todo punto P contenido en la superficie
de la misma y el vector unitario a, siempre
va a ser perpendicular a dicho plano tan-
gencial y por lo tanto a la superficie de la
esfera. Esto nos ayuda a darnos cuenta, da-
da la geometria del problema, que es la funcién dependiente de r la que deberd anularse
en las paredes laterales para que se puedan cumplir las condiciones de contorno.

Ahora debemos plasmar de manera analitica lo que se acaba de comentar anteriormente,
para ello resultard conveniente reescribir las ecuaciones (3.136) y (3.137) de la siguiente
manera

Figura 3.1: Coordenadas esféricas

2
! (6 + k2> A, (3.145)
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-1 1 0F L1 A,
e rsin(f) ¢  jwep r Orod

_ 110k 1 I*A,
* T er 00 Jjwep rsin(0) Orde

1 0?2
H, = — 4+ k) F,
Jjwep <3T2 " )

Ep =

gl L 0A 1 O*F,
o= pwrsin(@) 0p  jwep r Orod
—110A4, 1 O*F,

H¢ = +

wr 90 " jwep rsin(0) 9rdg

(3.146)

(3.147)

(3.148)

(3.149)

(3.150)

al reescribir las ecuaciones de esta manera resulta mucho mas ficil y directo aplicar las
condiciones de contorno y ver que efecto tienen en funcién de la polarizacién. En ambas
polarizaciones debe cumplirse la misma condicién de contorno, campo eléctrico tangencial
en las paredes nulo, que se traduce en Ey|,—q = 0y Ey|r—q = 0 donde a es el radio de la

esfera. Para los modos TM"™ — A, # 0, F. = 0 que dard lugar a

E

E

0 Urdo

¢ drd

2

d2

y en el contorno de la esfera

Eply—q o mkB, (ka)PT(cos 0)(—E sin(m¢) + F cos(m¢)) = 0 — B, (ka) = 0 — ka = u,,

By, (kr) P (cos 0)(E cos(me) + F sin(ma))

By, (kr)P™(cos 0)(E cos(me) + F sin(ma))

P

donde u/np son los ceros p-ésimos de la derivada de la funcién de Bessel esférica de orden n.
Para los modos TE™ — A, = 0, F}. # 0 por lo que las componentes tangenciales quedaran

Ey iBn(k:r)PfL”(COSG)(E cos(ma) + Fsin(me))

y en el contorno de la esfera

— B, (kr) P (cos 0)(E cos(m¢) + F sin(me))

Eply—a o< mBy,(ka) P (cos 8)(—Esin(me) + F cos(me)) =0 — By (ka) = 0 = ka = un,

de manera andloga al caso anterior, u,, son los ceros de la funcién de Bessel esférica.
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Los ceros de la funcién de Bessel tienen una relacion muy directa con la frecuencia de
resonancia de la cavidad esférica mediante el nimero de onda o vector de onda, k

k
k V W pHE 71—fr\/ pe = fr N

/7

frlrar = 2 (3.151)

TEM T S a e '
u

frlre = 5—2 (3.152)

2man/pe

Para terminar este capitulo se escribirdn las ecuaciones finales de los modos TM" y TE"
para una cavidad esférica, hueca, centrada en el origen y de radio a.

’
u

Modos TM" — A, #0,F, =0 — k = ==
(BZ(/W‘) + Bn(kr)) .. .
By = R (cos6) (B cos(md) + F sin(mo) (3.153)
Ey = jw; =B, (kr) P (cos 0)(E cos(mé) + F sin(m)) (3.154)
Ey = WE;(kT)P;”(COS 0)m(—E sin(me) + F cos(me)) (3.155)
H,=0 (3.156)
1 1 .
Hy = ;mBn(kr)P,T(cos 0)m(—E sin(mg¢) + F cos(ma)) (3.157)
Hy = jién(kr)Py’(cos 0)(E cos(mg) + F sin(m)) (3.158)

ModosTET—>Ar:()7Fr7§0_>k:U%

(B;’ (kr) + Bn(kr))

H, = o k*P™(cos 0)(E cos(m¢) + Fsin(ma)) (3.159)
Hy = jw; B, (k) P (cos) (B cos(m) + F sin(mo)) (3.160)
Hy = ! B, (kr) P (cos 0)m(—E sin(mg) + F cos(mg)) (3.161)

Jjwep rsin(0)
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E.=0 (3.162)

Ey = j@Bn(kT‘)Pff(COS 0)m(—E sin(me¢) + F cos(ma)) (3.163)
Es = %%Bn(k:r)P,T/ (cos 0)(E cos(me) + F sin(mg)) (3.164)

En este capitulo se han obtenido las soluciones de las funciones escalares ¥* y ¥/ en
coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas, partiendo de sus respectivas ecuaciones de
onda. Se ha visto que en coordenadas cartesianas y cilindricas, las expresiones finales de
los campos en el interior de cavidades se han obtenido en dos pasos, el primer paso ha sido
aplicar las condiciones de contorno en las paredes laterales para obtener las expresiones
de los campos en el interior de guias y el segundo paso ha sido aplicar las condiciones
de contorno en las paredes transversales a la propagacion, obteniendo asi las expresiones
finales de los campos en el interior de la cavidad. Para el caso de coordenadas esféricas
ha habido que volver al desarrollo inicial de las ecuaciones de Mazwell y modificar la
condiciéon de Lorentz para que las funciones escalares obtenidas si que fueran soluciones
de la ecuacion de onda, de esta manera se ha conseguido obtener las expresiones de los
campos en coordenadas esféricas que posteriormente se han particularizado para el caso
de una cavidad esférica al aplicar las condiciones de contorno. En coordenadas esféricas,
las condiciones de contorno se han aplicado directamente sobre los campos en lugar de
aplicarlas a la funcién escalar, con el objetivo de lograr una mayor claridad, ya que de esta
manera, aplicar las condiciones de contorno se hace mucho mas facil y directo ya que se
han aplicado directamente sobre las componentes de campo tangenciales.

En el siguiente y tltimo capitulo se mostrard cémo se han implementado las expresiones
finales de los campos en MatLab, haciendo especial hincapié en cémo se ha almacenado
la informacién de la simulaciéon de los campos en matrices tridimensionales.También se
hablard de las funciones de Bessel esféricas y las funciones asociadas de Legendre y de
sus respectivas derivadas en términos de implementacién. En primer lugar se mostrara y
explicard la interfaz gréafica del programa y el funcionamiento general del mismo para pos-
teriormente ir incidiendo en los detalles mas concretos tales como la funciones encargadas
de calcular y visualizar los campos.
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Capitulo 4

Implementacion y Resultados

En este capitulo se mostrara como se han implementado los programas en MatLab a partir
de las ecuaciones que se han ido desarrollando a lo largo de los capitulos anteriores. La
idea inicial era implementar un programa en MatLab que calculara los campos electro-
magnéticos en el interior de cavidades esféricas. Como paso previo, y a modo de practica,
se considerd conveniente implementar primero un programa en el que se calcularan los
campos electromagnéticos en el interior de guias de onda y cavidades rectangulares y
cilindricas, ya que estas dos estructuras se habian estudiado con anterioridad en la asig-
natura de Microondas. La realizacién de este primer programa ha sido muy importante ya
que ha servido de guia y de ayuda tanto en términos de depuracion de las técnicas de im-
plementacion como para aprender a consultar y trabajar con documentaciéon y bibliografia
de cierta complejidad. No obstante se ha decidido no incluir éste programa en el presente
capitulo para no extenderse demasiado y porque al programa de cavidades esféricas se le
ha dedicado bastante més tiempo y se han incluido méas opciones de visualizacion.

4.1 Funcionamiento general

El programa final gui_esfericas.m es una funciéon de MatLab que implementa una interfaz
grafica (GUI) con seis ejes de coordenadas y varios controladores de interfaz (uicontrol)
en forma de botones para pulsar, botones para deslizar, mends emergentes y cajas de
texto editables, entre otros. Es importante destacar que, en general, cada vez se hable de
gui_esfericas.m se esta haciendo referencia también, y sobretodo, al conjunto de funciones
que se han implementado para realizar las diversas tareas necesarias para el funcionamiento
del programa, mas adelante se hablara de ellas. La implementacion de la interfaz gréfica,
nos permite seleccionar los pardmetros de entrada necesarios para el calculo de los campos,
tales como radio de la esfera, polarizacién, indices modales y los parametros de entrada
necesarios para la posterior visualizacion como n® de puntos, posicién y corte transversal.
Se ha decidido separar la parte de calculo de los campos y la de visualizacién de los
mismos, cada una de las dos funciones se ejecuta al pulsar botones diferentes, esto nos
permite visualizar los campos en distintos puntos de la cavidad y con diferentes cortes
transversales habiéndolos calculado una tnica vez.
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A continuacién se expondran y explicardn brevemente los principales controladores de
interfaz del programa.

e Cajas de texto: Se utilizan como etiquetas de las variables y para mensajes de
estado y de informacién.

e Cajas de texto editable: Es donde se introducen los valores de los parametros de
entrada

e Boton Calcular: Llama a una funcién que calcula los campos electromagnéticos
con los parametros de entrada o con unos por defecto.

e Botones de visualizacion: Surf, Slice, Volumen, son las tres formas de visualizar
los campos.

e Boton Primeros Modos: Calcula los primeros modos resonantes con los pardme-
tros de entrada o con unos por defecto.

e Boton Comparativa: Compara cuatro modos diferentes con las tres opciones de
visualizacién a la vez.

e Botones de opcidén: Sirven para realizar determinadas acciones sobre las gréficas
que se visualizan o para hacer una representacion con movimiento.

En la siguiente figura (Figura 4.1) se muestra por primera vez el programa en funciona-
miento mediante cuatro capturas de pantalla.

2059
I n " 3
ARSI

7/ A\ )
0N

(c) Valores por defecto tras pulsar Calcular
sin parémetros de entrada

Corparava| | Comar

1=1309162 MHz
TMI11 2d = 27438

z
[olololololof ol of
B B B B

(a) Simulacién modo 7'M, valores por defecto (d) Modo comparativa

Figura 4.1: gui_esfericas.m en funcionamiento

En la captura (b) se puede ver el estado inicial de los pardmetros de entrada cuando se
arranca el programa por primera vez, las variables m, n y p son los indices modales y estan
definidos como T'M,;,,,p; N es el nimero de puntos con los que se va a hacer la simulacién
y también define las dimensiones de las matrices tridimensionales de los campos; Z es el
indice de la matriz de los campos a la que se esta accediendo para hacer la representacién
y se corresponde con la dimensién indicada en el menu desplegable que esta al lado del
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de la polarizacion, mas adelante se explicard en detalle. Otro detalle que puede no ser
evidente es que la variable que hace referencia al radio de la esfera lleva la etiqueta a.
En esta misma captura se puede apreciar el mecanismo que se ha utilizado para evitar
que se intente visualizar el campo, si este no se ha calculado previamente, los botones que
controlan la visualizacién estan ocultos por defecto. Si en la situacién de la captura (b)
pulsaramos el botén Calcular, lo 16gico seria esperar que saltara algin mensaje de error
ya que no se han introducido parametros de entrada sin embargo no es esto lo que sucede,
lo que ocurrirfa es lo que se muestra en la captura (c), se les asigna un valor por defecto
y se calculan los campos con esos valores, a partir de ese momento ya se muestran los
botones de visualizacién. Los valores por defecto estan elegidos de manera que el modo
que se calcule sea el T'Mj;;. También se puede ver en la captura (c), que justo arriba
del botéon Calcular, aparece un mensaje en una caja de texto, esta caja de texto se ha
utilizado para mostrar los mensajes de estado y en este caso nos indica que los célculos
se han realizado con éxito y con los valores por defecto. En la captura (c) ya tenemos los
campos calculados, por lo que bastaria con pulsar el botén Surf para obtener las graficas
de la captura (a). En ésta tultima captura se puede ver el mensaje de estado, que se ha
comentado anteriormente, con un recuadro verde y en este caso indica que se acaban de
dibujar los campos, también se puede ver el mensaje de informacién, con un recuadro rojo,
en el que se indica qué modo se ha calculado, su frecuencia de resonancia y el valor del
cero de la funcién de Bessel esférica correspondiente a ese modo. No se ha indicado antes,
pero el mensaje de informacién, igual que el de estado, aparece una vez se han realizado
los calculos. Los campos de la captura (a) se han visualizado con el botén Surf y podrian
visualizarse de otras dos formas con solo pulsar alguno de los otros dos botones, Slice o
Volumen y como se ha comentado anteriormente los campos no se volveran a calcular. En
la seccion 4.4 se hablara mas en detalle de las distintas formas de visualizacién, y en la
seccién 4.3 del conjunto de funciones que intervienen en el cdlculo de los campos.

El botén que estd marcado en azul en la captura (a), Primeros Modos, calcula cudles son
los primeros modos resonantes en la cavidad y sus frecuencias de resonancia y los muestra
por pantalla en diferentes cajas de texto. Basicamente lo que ocurre al pulsar éste botén
es se llama a la funcién primerosModosEsf.m que calcula los primeros ceros de la funcién
de Bessel esférica y de su derivada y los ordena de menor a mayor en un tnico vector. Se
ha visto que independientemente del valor del radio, a, los primeros modos que resuenan
son siempre los mismos, esto es facil de ver gracias a la ecuacién (3.151), ya que los ceros
de las funciones de Bessel, uy, y u;Lp, son siempre los mismos. Lo que si que cambiara en
funcién del radio de la esfera es el valor de la frecuencia de resonancia, que serd mayor
cuanto menor sea el radio.

Falta un botén importante por comentar, el de Comparativa, se puede ver en la captura (a),
estd situado en la parte superior derecha de la interfaz grafica. Al pulsar este botén ocurre
lo que se puede ver en la captura (d), se despliegan varias cajas de texto editables para
introducir los pardmetros de entrada de cuatro modos. Antes de continuar explicando
este boton y las funcionalidades asociadas al mismo, es importante aclarar que se han
implementado dos modos de funcionamiento para el programa, el modo normal, que es el
que se puede ver en la captura (a) de la Figura 4.1 y el modo comparativa que se puede ver
en la captura (a) de la Figura 4.2. Cada modo de trabajo tiene sus propios controladores de
interfaz independientes, como cajas de texto para introducir los parametros de entrada y
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los correspondientes botones para calcular y visualizar los campos. En el modo comparativa
se ha utilizado el mismo mecanismo que en el modo normal para evitar que se intenten
dibujar los campos si no se han calculado, mantener oculto el botén Dibujar por defecto.
Ademss si en la situacién de la captura (d) de la Figura 4.1 pulsamos el botén Calcular
remarcado en amarillo, se asignarian valores por defecto a los cuatro modos de propagacién
y se calcularian con esos valores.

[ B: B !
L « B
‘ — BB
, - B
. ‘ T I :
nnnnnnn ! d ]
‘ g :
L 5
o P
(a) Interfaz gréfica del modo comparativa (b) Valores por defecto

Figura 4.2: Modo comparativa en funcionamiento

Al pulsar el botén Dibujar, recuadrado en naranja en la captura (b) de la Figura 4.2, se
abre una nueva ventana como la de la captura (a) de la misma figura. A simple vista se
aprecia que en esta nueva ventana han desaparecido todas las cajas de texto y tenemos
el doble de ejes en los que mostrar los campos. Se ha recuadrado con los mismos colores
los pardmetros de entrada de cada modo y sus respectivas representaciones. Podemos ver
en la captura (b) de la Figura 4.2 que para cada modo de propagacién hay un menu
desplegable que no habia en el modo normal, estd debajo del meni de polarizacién , este
menu incluye una lista en la que estdn las tres componentes de campo magnético y las
tres de campo eléctrico y la que se seleccione es la que se representard de las tres maneras
posibles. Es interesante recordar que se podria visualizar cualquiera de las 6 componentes
con tan solo elegirla y pulsar Dibujar ya que también estan separadas las funciones de
calcular y dibujar. Si nos fijamos en el modo recuadrado de naranja, vemos que el corte
transversal que muestra se corresponde al plano ZY para un valor fijo de X y justamente
es el mismo modo y la misma componente, F,, la que se estd representando en los ejes
recuadrados de rojo pero en el corte transversal correspondiente al plano XY con un
Z fijo. En la seccion 4.2 se profundizara sobre estos aspectos de la representacion del
corte transversal. El modo comparativa estd pensado para trabajar con dos monitores, de
manera que la ventana principal, captura (a) Figura 4.1, esté en el monitor principal y
la ventana del modo comparativa, captura (a) Figura 4.2, en el monitor secundario y asi
poder utilizar ambos modos de funcionamiento a la vez. Con el fin de aprovechar todo
el espacio disponible de la ventana del modo comparativa para la representacién gréfica,
los controladores de interfaz de dicho modo, capturas (d) y (b) de las Figuras 4.1y 4.2
respectivamente, se han implementado en la ventana principal aunque en la captura (a)
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de la Figura 4.1 inicamente aparezca el boton Comparativa.

Se han dejado para el final los botones de opcidén o radiobutton ya que son comunes a
ambos modos de funcionamiento. Una vez se pulsa alguno de los botones de visualizacion,
aparecen dos botones de opcién que podemos ver en las capturas (a) de las Figuras 4.1
y 4.2 con las etiquetas Grid y Shading que se encargan de poner o quitar el enrejado en
los ejes y el mallado en todas las funciones que se estan representando. En las capturas
(a), (b) y (c) de la Figura 4.1 se puede observar que hay un botén de opcién con la
etiqueta Movimiento, si se selecciona dicha opcién y se pulsa en alguno de los botones de
visualizacion, se dibujaran los campos desplazandose a lo largo del eje X, Y o Z. Mas
adelante se analizard en detalle esta funcionalidad una vez se haya comentado como se
han almacenado los valores de los campos en matrices tridimensionales.

En la siguiente seccién (seccion 4.2) se explicard en detalle cémo trabaja el programa con
los campos en términos del manejo que hace el mismo de los datos que representan los
campos y cémo almacena y recupera dichos datos. En las dos tdltimas secciones 4.3 y 4.4
se detallardn las funciones relacionadas con el calculo y la visualizacién de los campos.

4.2 Matrices tridimensionales

Se ha decidido incluir esta seccién porque se considera muy importante, por no decir
imprescindible, entender en profundidad a qué nos estamos refiriendo cuando hablamos
de calcular o dibujar los campos. Evidentemente cuando hablamos de los campos hace-
mos referencia a los campos electromagnéticos que existen en el interior de la cavidad
y que se han obtenido mediante las ecuaciones (3.153) - (3.164). Para el programa, los
campos son matrices tridimensionales cuyos elementos tienen valores numéricos, ni sa-
be ni le importa que los valores de esas matrices hagan referencia al valor de campos
electromagnéticos en un punto determinado del espacio. Como el objetivo es obtener los
campos dentro de un volumen y almacenar esos campos en forma de matrices, resulta
obvio darse cuenta que las matrices tendran tres dimensiones como minimo. La dependen-
cia temporal no se ha implementado. Como se coment6 en el capitulo 2 se ha utilizado
notacién fasorial y nos podemos permitir omitirla sin perder generalidad, ademés podria
anadirse en cualquier momento con solo anadir una exponencial compleja dependiente del
tiempo y de la pulsaciéon y en el momento de simular tendriamos que fijar un instante
de tiempo. Si fijamos el tiempo en ¢t = 0 obtendriamos exactamente los mismos resul-
tados que si omitimos la dependencia temporal. Los campos se han representado sobre
unos ejes cartesianos aunque se hayan calculado en coordenadas esféricas, esto quiere de-
cir que en primer lugar se han creado los ejes cartesianos x, y y z y cada uno de ellos
estd definido como un vector de puntos equidistantes comprendidos entre —a y a de ma-
nera que el centro de la esfera coincida con el origen de coordenadas. Una vez definidos
los tres ejes, se ha realizado un mallado con la funcién meshgrid(z,y,z) que nos devuelve
tres matrices tridimensionales M,, M, y M, y en cada una de ellas tenemos la varia-
ciéon de su correspondiente eje con respecto a los otros dos, de manera que tendremos
tres matrices tridimensionales que definen los puntos del volumen en el que se evaluaran
las ecuaciones (3.153) - (3.164). Realmente los campos no se han evaluado en M,, M,
y M, sino en M,, My y My. Estas tdltimas tres matrices hacen referencia al espacio de-
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finido en coordenadas esféricas a partir del espacio definido en coordenadas cartesianas.
En la figura de la derecha (Figura 4.3) podemos
ver las expresiones que relacionan las coordenadas . =

P

esféricas y las coordenadas cartesianas y un poco — s-wm(/1¥) [
mas abajo cémo se han aplicado en nuestro caso. o=arctan (/%)

Mr:\/MIZ-i-Mj-i-MZ?

u . M2+ M _
p = arctan = o
M,
My
M¢ = arctan ﬁ Figura 4.3: Coordenadas esféricas en fun-
z cién de coordenadas cartesianas.

Cada punto, P(z,y,z) que cumpla que r < |a,

tendra asociadas unas componentes r, 6, ¢ y estard dentro de una superficie similar a
la amarilla de la figura de la derecha (Figura 4.3). Es interesante destacar que cuanto
menor sea el valor de r, menor sera la correspondiente superficie amarilla. Los puntos,
P(x,y, z), que no cumplan la condicién anterior dardn lugar a que r pueda tomar valores
que estén fuera del volumen de la esfera, la forma de resolverlo ha sido haciendo cero el
valor de los campos en esos puntos.

En la Figura 4.4 se puede ver cémo varfan las matrices M,, M, y M. El conjunto de filas
y columnas de color rojo indica que en esas posiciones de la matriz todos los elementos
tienen el mismo valor. Para referirnos a las dimensiones de una matriz se utilizara la si-
guiente nomenclatura, M, , .(filas, columnas, profundidad),

profundidad

ﬁkﬂl‘u‘mﬂﬂs
T
2y 2l

Figura 4.4: Matrices My, M, y M.

También se ha marcado con una flecha roja en la figura anterior hacia donde varia cada
matriz. Asi pues la matriz M, tendra los mismos elementos para todas las filas y profun-
didades de una columna fija, por lo que variara con las columnas, mientras que la matriz
M, tendra los mismos elementos para todas las columnas y profundidades y variard con
las filas. Los elementos de las matrices M,., My y My tendran una variacién bastante mas
compleja debido a la relaciones que existen entre ambos conjuntos de matrices y que se
han comentado anteriormente.

Una vez se han calculado los campos en el espacio definido por las matrices M,., Mg y My,
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se representan en ejes cartesianos, es decir, en el espacio definido por M,, M, y M., esto
nos permite hablar de cortes transversales.

X Y A

Figura 4.5: Cortes transversales

Como sabemos que x varia con las columnas, y con las filas y z con la profundidad, se ha
fijado una de las tres componentes cada vez y eso ha dado lugar a los cortes transversales
de los que se ha hablado anteriormente. De esta manera, si se elige el corte transversal
segin Z, se representan todas las filas y columnas para una profundidad fija y eso da lugar
a representaciones del tipo de la que estd enmarcada de rojo en la captura (a) de la Figura
4.2. Si en lugar de variar la profundidad variamos las columnas obtenemos representaciones
como las enmarcadas en naranja y si variamos las filas tenemos la situaciéon remarcada
en azul de la misma figura. Esto nos lleva a decir que la primera grafica de la Figura
4.5 se corresponde con el corte transversal que en el programa hemos llamado X, la del
centro con el corte transversal Y y la de la derecha con el corte transversal segin Z.
Esta figura también nos puede ayudar a entender cémo estd distribuida la informacion de
los campos en la matriz tridimensional, el cubo con subdivisiones representaria la matriz
tridimensional y las subdivisiones cada elemento de la matriz, de la misma manera la
esfera representaria la cavidad esférica. El volumen definido por el cubo, hace referencia
al espacio en coordenadas cartesianas y en el volumen esférico interno es donde se han
calculado los campos. Aquellas subdivisiones del cubo que quedan fuera del volumen de la
esfera serfan los puntos para los que no se cumple que r < |al.

4.3 Funciéon Calcular

Llegados a este punto toca hablar de las funciones que se han implementado para el cdlculo
de los campos. A continuacién se enumeraran y comentaran brevemente y posteriormente
se analizaran en detalle.
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e zerosBesselEsfericas(): Funcién que calcula los ceros de la funcién de Bessel esféri-
ca y de su derivada.

e frecResonanciaEsfericas(): Funcién que calcula la frecuencia de resonancia.

e besselED(): Funcién que devuelve la funcién de Bessel esférica y sus derivadas de
primer y segundo orden.

e legendreEsf v1(): Funcién que obtiene la funcién de Legendre asociada y calcula
su primera derivada.

e camposEsfericas_v2(): Funcién que calcula los campos electromagnéticos obteni-
dos con las ecuaciones (3.153) - (3.164).

Estas son las funciones definitivas de las que hace uso el programa gui_esfericas.m, hay
varias versiones que se han ido puliendo hasta llegar a obtenerlas y varios scripts que han
servido para realizar pruebas pero que no se han incluido en este documento.

4.3.1 Calculo de los ceros de Bessel y frecuencia de resonancia

La funcién zerosBesselEsfericas() recibe como pardametros de entrada los indices modales
n, p y la polarizacion y devuelve el cero asociado a ese modo. Cada vez que se ejecuta,
calcula todos los ceros asociados a esa polarizacion hasta llegar al cero determinado por
los indices modales. La funcion esté basada en el script pruebaZB2.m que calcula todos los
ceros de ambas polarizaciones comprendidos entre 0 y 20. La idea con la que se implementé
zerosBesselEsfericas() era no tener que calcular todos ceros comprendidos entre 0 y 20 para
ambas polarizaciones y de esa manera reducir la carga computacional. Esta funcién ha sido
clave para verificar que la funciéon de Bessel esférica que se ha implementado y su derivada
son correctas, ya que MatLab tiene implementada la funcién de Bessel ordinaria pero no la
esférica y los valores de los ceros que se han obtenido coinciden con gran precisiéon con los
ceros obtenidos en el Harrington [10]. A continuacién se mostraran los ceros obtenidos con
el script pruebaZB2.m y las correspondientes graficas. En las columnas estan los ordenes
de las funciones de Bessel, n, y en las filas el nimero de cero p.

D! 2 3 4 5 6 7
1 44935 57636  6.9880  8.1827  9.3559 10.5129 11.6571
2| 77253 9.0950 10.4171 11.7049 12.9665 14.2074  15.4313
3| 109042 12.3230 13.6981 15.0397 163548 17.6480  18.9231
4 140662 155146 16.9236 18.3012  19.6531 0 0
5| 17.2208 18.6891 0 0 0 0 0

(a) Ceros funcién de Bessel esférica

DN 2 3 4 5 6 7
1 27438 3.8704 49735  6.0621  7.1403 82110  9.2756
2 61169  7.4432 87219  9.9676 111891 123916 13.5788
3 93167 107131 12.0637 13.3802 14.6702 159388 17.1896
4 124860 13.9206 153136 16.6742 18.0086 19.3212 0
5| 156439 17.1028 185243  19.9155 0 0 0

(b) Ceros derivada funcién de Bessel esférica

Figura 4.6: Ceros funciones de Bessel esféricas obtenidos con el script pruebaZB2.m
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El script pruebaZB2.m y por lo tanto la funcién zerosBesselEsfericas() se han implemen-
tado tras ver las graficas de las funciones de Bessel esféricas, ya que todas son nulas en
el origen y conforme el orden aumenta el orden el cero del origen se arrastra hasta que
empiezan a crecer. Este hecho supuso un quebradero de cabeza hasta dar con el algoritmo
correcto.

Funci6n de Bessel esférica
T T T

Derivada funcion de Bessel esférica
T T T

(a) Funcién de Bessel esférica (b) Derivada funcién de Bessel esférica

Figura 4.7: Funciones de Bessel esféricas obtenidas con el script pruebaZB2.m

Para el célculo de la derivada de la funcién de Bessel esférica se ha utilizado la siguiente
relacién [11]

~ /

Bl (x) = Bp_1(z) — an(az) (4.1)

La funcién frecResonanciaEsfericas() recibe como pardametros de entrada los indices mo-
dales n, p, el radio, la permitividad relativa e, y la polarizacién y calcula la frecuencia
de resonancia a partir de la ecuacién (3.151). Durante su ejecucion, frecResonanciaEsferi-
cas() llama a la funcién zerosBesselEsfericas() para obtener el cero de la funcién de Bessel
correspondiente y tras realizar los cdlculos devuelve la frecuencia de resonancia.

4.3.2 Implementacion de las funciones de Bessel y de Legendre

La funcién besselED() devuelve tres matrices tridimensionales de tamano N x N x N,
la funcién de Bessel esférica y sus dos primeras derivadas y recibe como parametros de
entrada el orden de la funcién n, el espacio en el que se van a calcular M, y el vector de onda
k. En MatLab tenemos la funcién besselj(n,z) que calcula la funcién de Bessel ordinaria
de orden n en el espacio definido por z y si le pasamos un orden fraccionario calcula
la funcién de Bessel de orden fraccionario. Para simplificar nos referiremos a besselj(n,z)
como By, (kr). Con todo esto y a partir de la ecuacién (3.140) la implementacién final de
la funcién de Bessel esférica queda de la siguiente manera

wkr
B = \/TBn(k:r) (4.2)
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Se ha calculado a mano la primera derivada a partir de la ecuacién (4.1) y posteriormente
se ha implementado en MatLab dando lugar a

Bd = @ k (Bn_%(kr) - %Bn+%(k7~)) (4.3)

Tras volver a aplicar la ecuacién (4.1) a la derivada de Bessel anterior obtenemos la segunda
derivada

wkr , mk Tk o
Bdd = 4/ Tk ang(k:r) - ﬂ(k - an)ané(kr) + ﬁ(n + n)BnJr%(k:r) (4.4)

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con besselED(). Para la representacién
de la Figura 4.8, las funciones se han evaluado en z = kr € [0, 20]. Se ha asignado el valor
1 al vector de onda , k, para que los ceros de la representacién sobre x = kr coincidan con
los ceros tabulados de las funciones de Bessel esféricas. Se han representado los 7 primeros
ordenes de dichas funciones.

B(x), x(1D)

Figura 4.8: Resultados de besselED(n,z,1)

En la siguiente figura (Figura 4.9) se han representado los tres primeros érdenes de la
funcién besselED en un espacio tridimensional para un valor fijo de z. Esta representacién
busca mostrar la forma que tienen las funciones de Bessel que se han implementado y
que formaran parte de las ecuaciones finales de los campos. Se han simulado en el mismo
espacio en el que simularan los campos, esto es entra —a y a.
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B(r) n=1 B(r) n=2 B(r) n=3

A4 A
Bd(r) n=1 Bd(r) n=2 Bd(r) n=3

A
Bdd(r) n=3

Figura 4.9: Representacion tridimensional de las funciones de Bessel esféricas en r

Para implementar las funciones asociadas de Legendre de primera clase en primer lugar
se pensé en utilizar la funcién legendre(n,z) de MatLab, que precisamente calcula dichas
funciones, donde n es el grado y x el espacio en el que se va a calcular. Como espacio
debemos pasarle r = cosf. Esta funcion devuelve una matriz escalar con una dimensién
més que x y n+ 1 filas, esto quiere decir que si x es un vector, el resultado serd una matriz
de dos dimensiones con n + 1 filas de manera que si hacemos L = legendre(n,x), L(1,:)
serd P, L(2,:) serd Pl L(n,:) sera P"~! y asi sucesivamente. Esto generaba un pequeiio
inconveniente ya que el espacio en el que se pretendia calcular no es un vector, es una
matriz tridimensional, por lo que L seria una matriz 4D. Ademas L contendria todos los
ordenes y seria un gasto de recursos innecesario. Este inconveniente se consiguié subsanar
tomando Unicamente el orden deseado y convirtiendo asi L en una matriz tridimensional
aunque esto conllevaba mayor gasto de recursos ya que primero se obtenia la matriz 4D y
posteriormente se trabajaba con la misma para obtener la matriz 3D. Otro inconveniente
mas serio es que necesitamos obtener la derivada de la funcién asociada de Legendre. Para
ello se pens6 entonces en utilizar la definiciéon de las derivadas, obtener el incremento de
la funcién en un intervalo, cuando dicho intervalo tiende a cero. Para intentar aproximar
el tamafo del intervalo a 0, se tomé un vector con un gran nimero de puntos y se obtuvo
L en dicho espacio. Las primeras pruebas parecian funcionar correctamente incluso si se
trabajaba con espacios definidos por matrices tridimensionales con variacién similar a las
de la Figura 4.4, aunque el tiempo de ejecucién no fuera demasiado bueno. El problema
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de éste método vino cuando la matriz que se le pasaba presentaba una variacion del
tipo My, como este tipo de matrices no varia tinicamente hacia una dimension, elegir los
puntos adecuados para aplicar la definicién de las derivadas resulté muy dificil y poco
practico. Otra de las pruebas consistié en trabajar con variables simbélicas e implementar
directamente las ecuaciones (3.141) y (3.142) y hacer la derivada con la funcién diff()
de MatLab. Una vez obtenida la derivada como funcién simbdlica, se convertia a double
con los comandos double(subs()) para poder anadirla a las ecuaciones (3.153) - (3.164).
El tiempo de ejecucion necesario para resolver la funcion de Legendre de esta manera
era tan elevado que hubo que descartar también éste método. Finalmente se encontrd la
funcién matlabFunction() que nos permite convertir una expresién simbdlica en un handle,
manejador en espanol, y de esta manera evaluarla en el espacio definido por una matriz
tridimensional. Finalmente se ha optado por esta solucién ya que requiere mucho menos
tiempo de ejecucién. Otro detalle a tener en cuenta es que si obtenemos 6 con la expresién
6 = arctan(y/z2 4+ y%/z) y x = y = z = linspace(—a,a, N), siendo a el radio de la
esfera, entonces 6 no varfa entre [0,7] si no que varfa entre [—7/2,7/2] por lo que el
resultado de legendre() y de legendreEsf-v1() se nos desplaza 7/2 hacia la izquierda. Para
solucionarlo y que la variacién de 0 sea coherente con el espacio definido para el resto de
funciones, se han creado unas variables z,y, z auxiliares definidas de la siguiente manera:
z = linspace(a, —a, N), v =y = [linspace(0,1, N/2), linspace(1,0, N/2)]. De esta forma
se ha conseguido que 0 varie entre [0, 7]. La componente z auxiliar se define entre [a, —a]
ya que 6 se mide desde z y los valores que debe tomar son #(z =a, =y =0) =0,

0(z=a, z=y=a)=7/4, 0(z=0,z=y=0a)=7/2, 0(z=—a, x=y=0)=m.
A continuacién, en la Figura 4.10 se muestran los resultados de los 4 primeros grados de
la funcién de Legendre asociada calculados con legendreEsf-v1() sobre el espacio definido
por 6 y los 4 primeros grados calculados con la funcién de MatLab legendre() sobre el
espacio definido por cos(linspace(0,m, N)). La funcién legendre() se ha calculado sobre
cos(linspace(0,m, N)) en lugar de sobre 6 que hemos calculado, para verificar que ambas
funciones se comportan igual y por lo tanto considerar que 6 se ha calculado correctamente.

P:‘ funcion legendreEsf_v1(theta)
|
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P:‘ funcion legendre(linspace(0,pi)) Matlab

Figura 4.10: Comparativa funciones asociadas de Legendre obtenidas con el script prueba.m

Llegados a este punto ya nos encontramos en disposicién de abordar la funcién
camposEsfericas-v2(). A pesar de que esta funcién es la que junta todas las piezas del puzz-
le, podria decirse que ha sido de las mas faciles de implementar ya que mayormente sélo ha
habido que construir los campos siguiendo las ecuaciones (3.153) - (3.164). Esta funcién
recibe como parametros de entrada los indices modales m, n y p, el radio, la permitividad
relativa, el modo y el ntimero de puntos con el que se van a calcular los campos y devuel-
ve dos matrices de dimensiones N x 3N x N, una para el campo eléctrico y otra para el
magnético. Las matrices de los campos tienen esas dimensiones porque en cada una de ellas
estan las tres componentes de cada campo, de manera que H, = H(1: N,1: N,1: N),
Hy=H(1:N,N+1:2N,1:N)y Hy =H(1: N,2N +1:3N,1: N), para el campo F
seria igual.

Si echamos un vistazo a las ecuaciones (3.153) - (3.164) es facil de comprobar que las
expresiones de los modos T'E' y T'M son iguales a excepcion del vector de onda, k, y de las
constantes del medio, p y €, por lo tanto, la estrategia que se ha seguido para la imple-
mentaciéon de estas ecuaciones ha sido expresarlas de manera general y particularizarlas
para el modo que se esta calculando. A continuacién se muestran dos capturas de pantalla
en las que se puede ver en primer lugar cémo se llama a las funciones besselED() y
legendreEsf vl() y en segundo lugar la implementacién general de los campos y cémo se
han particularizado para cada modo.
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aux=abs (r);
aux(aux>a)=0; % hacemos 0 todos los valores de r mayores al radio
aux(aux~=0)=1; % hacemos 1 todos los valores de r menores al radio

[B_aux,Bd_aux,Bdd_aux]=besselED(n,r,kc);
B=B_aux.*aux; % campo igual a 0 en r>a
Bd=Bd_aux.*aux; % campo igual a 0 en r>a
Bdd=Bdd_aux.*aux; % campo igual a 0 en r>a

[Pnm,Pdiff ]=legendreEsf_vl(n,m,theta);

(a) llamada de besselED() y legendreEsf-vl() en camposEsfericas-v2()

% Eleccién de la constante del medio segin el modo
if modo=='TE'
medio=mul;
elseif modo=='TM'
medio=e;
end

% Célculo de las componentes de los modos para el caso general TE 6 TM a
% partir de las funciones de Bessel y Legendre

Comp_r=((Bdd+B)./(li*w*e*mu0)).*(kc"2).*Pnm.*(cos(m.*£fi)+sin(m.*£fi));
Comp_theta=(1./(li*w*e*mu0.*r)).*Bd.*Pdiff.*(cos(m.*fi)+sin(m.*fi));
Comp fi=(1./(li*w*e*mu0.*r.*sin(theta))).*(Bd.*Pnm.*(-sin(m.*fi).*m+cos(m.*fi).*m));
Comp2_r=zeros(N,N,N);
Comp2_theta=(1./(medio.*r.*sin(theta))).*B.*Pnm.*(-sin(m.*fi).*m+cos(m.*£fi).*m);
Comp2_fi=(1l./(medio.*r)).*B.*Pdiff.*(cos(m.*fi)+sin(m.*fi));
% Particularizacién de las componentes generales para TE 6 TM
if modo=='TE'

H=[Comp_r, Comp_theta, Comp fi]./maxl;

E=[Comp2_r, -Comp2_theta, Comp2_fi]./max2;
elseif modo=='TM'

E=[Comp_r, Comp_theta, Comp fi]./maxl;

H=[Comp2_r, Comp2_theta, -Comp2_fi]./max2;
end

(b) Ecuaciones de los campos implementados en camposEsfericas-v2()

Figura 4.11: Funcién camposEsfericas_v2.m

Las primeras lineas de cédigo de la captura (a) son para anular el campo en aquellos puntos
P(z,y,z) en los que 7 > |a|. Como podemos ver en las dltimas lineas de la captura (b) los
campos estan normalizados. La normalizacién es la misma para las tres componentes y se
ha elegido el valor maximo comparando las tres componentes de cada campo. Implementar
de esta forma los campos y las funciones de Bessel y Legendre nos ha permitido poder
corregir cualquier error de implementacién en un tnico lugar y no en cada sitio en el que
se utilicen dichas funciones, ademé&s nos ha permitido ir comprobando que cada parte del
c6digo funciona como deberia.

En la siguiente seccién 4.4 se hablard de las funciones que se han utilizado para la vi-
sualizacién de los campos y en la seccién 4.5 se mostraran algunos modos simulados con
gui_esfericas.
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4.4 Funciones Visualizacion

El objetivo de esta seccién es entender cémo se han representado los campos y que es lo
que se esta representando en cada momento, para ello en primer lugar se presentaran las
tres funciones que se han utilizado y posteriormente se tratard mas en detalle cada una de
ellas.

e surf(x,y,Z): Crea una superficie tridimensional en el espacio definido por z e y para
los valores de Z. Los parametros = e y tienen que ser matrices de dos dimensiones
y Z otra matriz de dos dimensiones que contiene los valores de la funcién que se ha
evaluado en x,y. Podemos entender Z como la amplitud de una funcién evaluada en
x,y. Las gréficas de la Figura 4.1 estan representadas con surf().

e slice(x,y,z,V,sx,sy,sz): Dibuja un corte del volumen V evaluado en z,y,z en los
puntos definidos por sz, sy, sz. Los parametros z,y, z,V tienen que ser matrices
tridimensionales y sx, sy, sz pueden ser niimeros o vectores que indican en que punto
o puntos se van a dibujar los cortes.

e isosurface()/isocaps(): Estas funciones realmente no dibujan nada. La funcién iso-
surface(z,y,z, V,isovalue) une los puntos del volumen V' que son iguales y mayores que
el umbral determinado por isovalue, computando asi una superficie. Los parametros
x,y, 2z tienen que ser matrices tridimensionales que representan el espacio de puntos
en los que se ha calculado el volumen. La funcién isocaps(z,y,z, V,isovalue) hace algo
parecido a la funcién anterior pero en lugar de computar una superficie computa
lo que se podria entender como la tapa que cierra la superficie computada con la
funcién isosurface().

Para la visualizacién de los campos con la funcién surf() en primer lugar se ha creado
un mallado con la funcién meshgrid(z,y,z) y se han obtenido los campos en el espa-
cio definido por ese mallado. Como se ha comentado anteriormente, a la funcién surf()
hay que pasarle matrices de dos dimensiones, y nuestras matrices son de tres dimensio-
nes ya que representan un volumen. En este punto vuelven a entrar en juego los cortes
transversales de los que ya se ha hablado, ya que para obtener matrices de dos dimen-
siones a partir de nuestras matrices es necesario fijar una de las tres dimensiones dando
lugar a cortes transversales del volumen. De esta manera si
se fijan las columnas obtenemos un corte transversal corres-
pondiente al plano Y Z, si se fijan las filas el corte transversal
se corresponderd con el plano X Z y si se fija la profundidad
obtendremos el corte correspondiente al plano XY. Es im-
portante recordar lo que se ha comentado en la seccién 4.2,
para aquellos puntos P(z,y, z) tales que r > |a| el campo de-
be de ser nulo, y cuanto menor sea r, menor sera la superficie
amarilla de la Figura 4.3. Esto significa que segin cual sea
el corte transversal con el que estamos trabajando, el circu-
lo contenido en el correspondiente plano tendra un tamano
u otro. La figura de la derecha trata de ilustrar esto que se
acaba de comentar y corresponde al corte del plano X Z.
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La siguiente funcién que se comentard es slice(). Esta funcién recibe como pardmetros de
entrada las matrices tridimensionales M,, M, y M, y la matriz tridimensional que repre-
senta una de las componentes del campo. A diferencia de surf(), slice() no trabaja con
una superficie si no con un volumen y solo dibuja los cortes asociados a los puntos sx, sy
y sz. Los cortes en los puntos definidos por sz representan un corte transversal asociado
al plano Y Z, en los puntos definidos por sy corresponden al plano XZ y los cortes en
los puntos de sz al plano XY . Como se ha comentado anteriormente, sz, sy y sz pueden
ser numeros o vectores, en nuestro caso son nimeros y se pueden variar con sliders o
botones deslizables dando lugar a cortes transversales en distintos puntos. Esta forma de
representacion es muy interesante ya que ofrece cortes transversales enteros de la cavidad
similares a la superficie amarilla de la Figura 4.3 pero para el circulo completo. En Figura
4.12 se puede ver la representacién de los campos con slice() y los botones deslizables con
los que se elige el corte que se se va a dibujar. Los campos se ha calculado con los valores
por defecto.

= 1309162 Mz
I 2027438

(a) sliders por defecto, centrados en 0 (b) sliders en distintos cortes

Figura 4.12: Funcién camposFEsfericas-v2.m

En rojo se han remarcado los botones deslizables, que son exclusivos de esta manera de
representacion, con solo moverlos se dibuja el corte correspondiente sin necesidad de volver
a tener que pulsa el botén Slice. Como se ha indicado con anterioridad, el corte transversal
recoge el circulo completo contenido en el plano correspondiente y conforme elegimos un
corte mas proximo al borde de la esfera, el circulo es menor.

Por dltimo se hablard de las funciones isosurface() e isocaps(). Como se ha comentando
al inicio de la seccidn, éstas funciones no dibujan nada, inicamente unen los puntos que
tienen los mismos valores a partir de un umbral definido por el pardmetro isovalue y ge-
neran una estructura de datos que contiene las caras y vértices del poligono asociado a
dicho volumen. Ambas funciones deben pasarse como parametro de entrada de la funcién
patch() para poder obtener la representacién grafica de los datos que contienen. La fun-
cién isosurface(My,M,, M.,V isovalue) recibe como pardmetros de entrada las matrices
tridimensionales M, M, y M., que son el resultado de realizar un mallado del espacio
cartesiano definido por z, y, z; una de las tres componentes de los campos, Hy por ejemplo
(H(1:end,N+1:2N,1:end)), y el pardmetro isovalue que es un nimero entero o deci-
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mal que determina el umbral a partir del cual sélo se uniran los puntos que sean iguales y
mayores a dicho umbral y devuelve una estructura de datos que al paséarsela a la funcién
patch(), dibuja una superficie en tres dimensiones que en nuestro caso seria la ’cdscara’ de
la esfera. Es importante remarcar, que si se le pasa H(1 : end, N +1: 2N, 1 : end), tras
dibujarlo con el comando patch() lo que obtendriamos es la esfera cerrada completamen-
te, lo cual no es practico ya que no veriamos la distribuciéon de campos en el interior. Si
queremos ver el campo en el interior de la esfera, el volumen V', que debemos pasarle es
H(1:end,N+1:2N,1:5) donde S serd un valor menor que N, por ejemplo si S = N/2
se dibujaria media esfera. Con la funcién isocaps() ocurre lo mismo que con isosurface()
pero en lugar de generar una estructura de datos que contiene las caras y vertices del
poligono asociado al volumen, genera una estructura de datos que contiene lo que seria la
‘tapa’ del poligono, y en nuestro caso esa 'tapa’ contendria la distribucién del campo en el
intervalo 1 : S. En la Figura 4.13 podemos ver lo que se acaba de comentar. En la captura
(¢), S= N —1por que en S = N no hay campo ya que estamos en la pared de la cavidad.

(a) isosurface() con S = N (b) isosurface() con S = N/2

(c) isocaps() con S =N —1 (d) ssocaps() con S = N/2 (e) isosurface/caps() con S = N/2

Figura 4.13: Representacién patch(isosurface()) y patch(isocaps())

En la Figura 4.14 se puede ver como se utilizan estas dos funciones y algunos de los
atributos del comando patch() como FaceColory EdgeColor que sirven para indicar el color
de las caras y del mallado. También se pueden ver funciones que controlan la iluminacién
de la escena y las vistas. Para controlar la iluminacion se utilizan las funciones camlight y
lighting que definen desde donde se ilumina la figura y con que algoritmo se calculan los
efectos de luz. El método gouraud se utiliza para ver superficies curvas. El comando view(3)
fija las vistas tridimensionales por defecto que corresponden con un angulo azimutal de
—37,5° y 30° elevacién.
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pl = patch(isosurface(xx(1:N,1:N,1:N/2),yy(1:N,1:N,1:N/2),zz(1:N,1:N,1:N/2),...
abs (H(1:N,N+1:2*N,1:N/2)),0));

pcapl = patch(isocaps(xx(1:N,1:N,1:N/2),yy(1:N,1:N,1:N/2),zz(1:N,1:N,1:N/2),...
abs (H(1:N,N+1:2*N,1:N/2)),0)):

daspect ([1,1,1])

view(3); axis([-a a -—a a -a a])

xlabel ('x"), ylabel('y'), zlabel('z')

camlight left, lighting gouraud

pl.FaceColor = 'red';

pl.EdgeColor = 'none';

pcapl.FaceColor = 'interp';

pcapl.EdgeColor = 'none';

Figura 4.14: Cédigo para implementar la visualizacién con isosurface() y isocaps()

4.5 Resultados

En esta seccién se incluiran varias capturas de pantalla del programa en ambos modos
de funcionamiento simulando los primeros modos resonantes que aparecen remarcados de
azul en la Figura 4.1.

= 12091622
ari1 =273

(a) Surf T'My11 corte segin Z

- 1209162z
Loy

(e) Volume T Mi11 corte segin Y (f) Slice TMi11

Figura 4.15: modo T'Mi11
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Figura 4.16: Modo Comparativa T Mo11 y T Mo21
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= 1845701 iz
et 21-38708

(a) Surf T'M21 corte segin Z (b) Surf TMi2:1 corte segin X

184701 e 1846701 iz

(¢) Volume T Mi21 corte segin Z (d) Volume T Mi21 corte segin X

e 1845701 iz e 1845701 iz
a2t 138704 et 21-38704

(e) Volume T Miz1 corte segiin Y (f) Slice TM21

Figura 4.17: modo T'M;i21
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(a) Surf TE111 corte segin Z (b) Surf TE111 corte segiin X

‘e " i 19 1 N—

(¢) Volume TFE111 corte segin Z (d) Volume TFE111 corte segin X

=214 4004 iz 2144004 Mz
TEN1 2o4035 TEN1 2o4025

(e) Volume T FE111 corte segin Y (f) Slice TE111

Figura 4.18: modo T'F111
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Figura 4.19: Modo Comparativa T Eo11 y T Eo12
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2073020 iz e 273020 iz
i s o s

(a) Surf T Mz corte segin Z (b) Surf TMis1 corte segin X

273020 iz 2973020 iz

(¢) Volume T Mi31 corte segin Z (d) Volume T Mas1 corte segin X

e 2073020 iz 2272020 iz
a1 0-49735 i 7849735

(e) Volume T Mz corte segin Y (f) Slice TM31

Figura 4.20: modo T'M13;

Eneta Hphi Etheta Etheta

™ m=0n=3p=1 ™ m=2n=3p=1 ™ m=0n=3p=2 ™™ m=2n=3p=2

Figura 4.21: Modo Comparativa T Mos1, T Maz1, T Mosz y T Masa

52



Capitulo 5

Conclusiones

Como conclusiones finales podemos decir que se ha conseguido el objetivo propuesto de
desarrollar un programa en MatLab para la representaciéon de modos resonantes en cavi-
dades esféricas.

El estudio tedrico realizado en los capitulos 2 y 3 ha servido como punto de partida para la
posterior realizaciéon de un programa en MatLab, basado en una interfaz grafica y diversas
funciones, que calculan y representan los modos electromagnéticos en cavidades esféricas.

En el capitulo 2 se han recordado las ecuaciones de Mazwell en su forma diferencial y se han
obtenido soluciones para los campos electromagnéticos en régimen permanente sinusoidal
en regiones homogéneas, isotrépicas y sin fuentes mediante el uso de potenciales vectores.

Posteriormente en el capitulo 3 se han particularizado dichas soluciones para coordenadas
cartesianas, cilindricas y esféricas y se han aplicado las condiciones de contorno para el
caso de guias de onda y cavidades resonantes rectangulares, circulares y esféricas.

Por dltimo en el capitulo 4 se han mostrado los pasos seguidos para implementar las
soluciones de los campos electromagnéticos en cavidades esféricas y la implementacién
final del programa en MatLab.

A nivel personal, la realizacién de este trabajo ha supuesto un gran aporte y un gran reto.
Se ha disfrutado y aprendido mucho durante su realizacién y se espera seguir haciéndolo,
trabajando en el desarrollo del programa y anadiendo nuevas funcionalidades como por
ejemplo excitacion de la cavidad, consideracién de pérdidas, calculo del factor de calidad @,
accesos de entrada y salida, célculo de parametros de dispersién, méas capas de dieléctrico y
nuevas estructuras basadas en cavidades esféricas como por ejemplo una segunda cavidad
interior concéntrica, entre otras funcionalidades que iran surgiendo conforme se profundice
en la temaética.
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